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Resumo

Estudamos propriedades homolégicas de mergulho de grupos metabelianos finitamente
gerados e estendemos um trabalho recente [19] em que foi mostrado que para m, um nimero
natural fixo, todo grupo GG metabeliano finitamente gerado mergulha num quociente de um
grupo metabeliano de tipo F'P,, e ainda que GG mergulha em um grupo metabeliano de tipo
FPy.

Mais precisamente, mostramos que para m, um nimero natural fixo, todo grupo metabe-
liano finitamente gerado mergulha num grupo metabeliano de tipo F'P,,. Para isto usamos
idéias de algebra comutativa, tais como o Teorema de normalizacao de Noether e propriedades
de mergulho de médulos finitamente gerados sobre anéis comutativos através de localizacao.
No caso de grupos metabelianos obtemos mergulhos em extensoes HNN metabelianas. Um
passo importante na nossa demonstracio ¢ o uso do método de Aberg para garantir que
num caso muito particular a F'P,,-Conjectura para grupos metabelianos é verdadeira. A
FP,,-Conjectura para grupos metabelianos sugere quando um grupo metabeliano tem tipo
FP,,, mas ela ainda estd em aberto. E interessante observar que o método de Aberg mistura
idéias de algebra comutativa e topologia algébrica (acao de grupo sobre um subcomplexo de

um produto finito de arvores).

Palavras-chave: grupo de tipo F'P,,, grupo metabeliano finitamente gerado, invariante

de Bieri-Strebel, complexo de Aberg, localizacao.



Abstract

We study embedding homological properties of finitely generated metabelian groups and
we extend an earlier work in [19] where it was shown that for a fixed m every finitely
generated metabelian group GG embeds in a quotient of a metabelian group of homological
type F'P,, and furthermore that G embeds in a metabelian group of type F'P;.

More precisely we show that for a fixed m every finitely generated metabelian group G
embeds in a metabelian group of type F'P,,. This is proved using ideas of commutative
algebra, such as Noether normalization theorem and properties of embedding of finitely
generated modules over commutative rings via localization. In the case of metabelian groups
this gives embedding into a metabelian HNN extensions. An important step in the proof
is the use of the Aberg method to guarantee that the FP,,-conjecture in a very particular
case is true. The F P,,-conjecture for metabelian groups suggests when a metabelian group
has a homological type FP,,, but it is still open. It is interesting to note that the Aberg
method mixes ideas from commutative algebra and algebraic topology (action of group on

a subcomplex of a finite product of trees).

Keywords: group of type F'P,,, finitely generated metabelian group, Bieri-Strebel in-

variant, the Aberg complex, localization.
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Introducao

Introducao Historica

O primeiro invariante para grupos metabelianos finitamente gerados foi definido e usado
como uma ferramenta fundamental na classificacao dos grupos metabelianos finitamente
apresentaveis por Bieri-Strebel em [9]. Esse invariante surgiu a partir do estudo de grupos

discretos de tipo F'P,,, ou seja, de grupos que satisfazem a seguinte condigao:

“Um grupo G ¢é dito ser de tipo F P, se Z visto como um Z[G]|-mddulo trivial admite uma
resolugao projetiva _P — 7. com P; finitamente gerado para todo i < m. Se os mdédulos P;

sao finitamente gerados para todo i entao dizemos que G € de tipo FP.,.”.

A propriedade F'P,, surgiu como uma versao homoldgica de uma propriedade homotopica
chamada F), e definida por C.T.C. Wall em [25]. Um grupo G € dito ser de tipo F,, se
eriste Y um K(G,1)-complezo (ou seja, Y é um CW-complexo conexo com m(Y) ~ G e
m:(Y) = 0 para i > 2) que tem m-esqueleto finito. Esse tipo de grupo G age livremente sobre
o recobrimento universal Y de Y e o complexo de cadeia celular (“singular celular chain
complez”) de Y é uma resolucio livre do Z[G]-médulo trivial Z com todos os médulos de
dimensao < m finitamente gerados. Conseqlientemente, todo grupo que tem a propriedade
homotopica F,, tem a propriedade homolégica F P,,. Os resultados basicos sobre grupos de
tipo F'P,, podem ser encontrados em [5] e [16].

Por muito tempo ficou sem resposta a pergunta: existem grupos de tipo F'P,, que nao

viii
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sao de tipo F,,? E conhecido que: um grupo G € de tipo F» se, e somente se, G € finitamente
apresentdvel como grupo (ou seja, G pode ser definido por wum nimero finito de geradores e
relagées). E também, um grupo G € de tipo F,, para um m > 2 se, e somente se, G € de
tipo F'P,, e F5. Em [4] foi construida uma classe de grupos de tipo “right angle Artin” que
é de tipo F'P,, mas nao é finitamente apresentavel e portanto nao é de tipo Fj..

No caso em que G' é um grupo metabeliano (isto é, G tem um subgrupo normal abeliano
A com quociente () = G/A também abeliano) a situacao é bem diferente. Para grupos
metabelianos os tipos F'P,, e F,, coincidem pois o resultado principal de [9] mostra que todo
grupo metabeliano de tipo F'P, é finitamente apresentdvel (ou seja, € de tipo Fy).

Em [9] Bieri-Strebel deram uma classificagdo completa dos grupos metabelianos de tipo
FP, em termos de um invariante X4(Q) que serd descrito a seguir. Seja () um grupo
abeliano finitamente gerado e considere R como grupo abeliano aditivo. Um homomorfismo
X : @ — R de grupos abelianos é dito um “character” real de ). Dois “characters” reais
sao equivalentes se eles coincidem a menos de um multiplo escalar constante positivo. O
conjunto S(Q) de todas as classes de equivaléncia x| de “characters” reais nao triviais x de
Q pode ser identificado com a esfera unitaria S™' C R™ com n o posto de torcao-livre de
Q. Um Z[Q]-médulo (a direita) finitamente gerado nao precisa ser finitamente gerado sobre
o subanel Z[Q,] de Z[Q] sendo que @, = {¢ € Q | x(¢) > 0} é um sub-monéide de Q.
Assim, podemos associar a cada Z[@Q]-médulo (& direita) finitamente gerado A o invariante
de Bieri-Strebel:

24(Q) ={[x] € S(Q) | A é finitamente gerado sobre Z[Q,]}.

E interessante observar que a classificacao dada por Bieri-Strebel depende somente do
Z|Q]-médulo A e nao da classe de extensdo [A — G — Q] € H*Q, A), ou seja, se uma
extensao de A por () tem tipo F P, entdao qualquer outra extensao também tem tipo F' P
(essa propriedade nao é conhecida para grupos nao metabelianos e provavelmente nao vale).

O trabalho de Bieri-Strebel em [9] foi o primeiro de um ciclo de artigos que estudam
grupos metabelianos de tipo F'P,. Em [6] foi proposta a F'P,,-Conjectura que sugere a

classificagao de grupos metabelianos de tipo F' P, em termos do invariante de Bieri-Strebel.

FP,,-Conjectura: Sejal - A — G — @ — 1 uma seqiiéncia exata curta de grupos

com A, Q abelianos e G finitamente gerado. Entao G tem tipo F'P,, se, e somente se, A

visto como Z|Q]-mddulo (a direita) por conjugacdo é m-tame, ou seja, satisfaz a sequinte
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condicao:
Y xals [xel, - Do) € 23(Q) = S(Q) \ Ba(Q) tem-se que x1+ X2+ ... + xm # 0.
A condigdo acima é equivalente a seguinte condicdo: se [xi],...,[xm] € X%(Q) existe
uma semi-esfera aberta V-em S(Q) que contém [x1], ..., [xm) (V depende de [x1], ..., [xm])-

A FP,,-Conjectura ainda estd em aberto. Mas ja foi demonstrada nas seguintes situacoes:

(1) m =2 ([9));

(IT) m = 3 quando G é uma extensao cindida de A por @, ou seja, G ~ A x @) é produto
semi-direto de A por @ ([8]);

(ITT) m qualquer desde que G tenha posto de Priifer finito, ou seja, existe d € IN tal que

cada subgrupo de G que é finitamente gerado pode ser gerado por d elementos ([1]);

(IV) A tem expoente p para um primo p (ou seja, pA = 0) e a dimensao de Krull de A
sobre Z[Q)] é 1 ([20]).

Em todos os casos que a Conjectura foi resolvida foram usadas idéias que misturam
técnicas de topologia algébrica (grupos que agem sobre CW-complexos) e idéias de élgebra
comutativa. Na primeira parte do artigo [9] foram usadas véarias propriedades de médulos
sobre anéis comutativos Noetherianos para estudar propriedades bésicas do invariante ¥ 4(Q)
e demonstrar que se Q) € grupo abeliano finitamente gerado, A um Z[Q]-mddulo finitamente
gerado e 35(Q) = S(Q)\ X4(Q) ndo tem pontos antipodas entao qualquer extensao de A por
@ € um grupo metabeliano finitamente apresentdvel. Ja na segunda metade, os argumentos
usados foram de topologia algébrica: teoria de recobrimento, o Teorema de Seifert-van Kam-
pen sobre o grupo fundamental da uniao de dois subespagos e a existéncia de grupos livres
nao ciclicos em alguns produtos livres amalgamados para mostrar que se G € um grupo de
tipo F'Py que ndao contém subgrupos livres de posto dois entdo S(Q) = L 4(Q) | —2X4(Q) para
A=G/G" eQ =G/G, ou seja, ¥5(Q) ndo contém pontos antipodas. Usando esses dois
resultados foi obtido que se G € um grupo de tipo F Py sem subgrupos livres de posto dois
entdo qualquer quociente metabeliano de G € finitamente apresentdvel e conseqiientemente
de tipo homoldgico F'P;.

Existe uma forte relagao entre a teoria de valorizagoes (de anéis comutativos e Noethe-
rianos) e o estudo do invariante ¥ 4(Q) a qual esta explicada na Se¢ao 1.4. Essa relacao foi
usada para entender a estrutura de ¥5(Q) como “rationally defined spherical polyhedron”

em [7, Teorema EJ.
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O problema de mergulho : resultados existentes

O problema de mergulho consiste do seguinte:

Conjectura de mergulho: Seja G um grupo metabeliano finitamente gerado e m um

numero natural. Entao G mergulha num grupo metabeliano de tipo F P,,.

Embora seja dificil achar isso desta forma na literatura, descrevemos a seguir um caso
particular que foi estudado por Guilbert Baumslag nos anos 70 em [3]. Baumslag demons-
trou que se G € um grupo metabeliano finitamente gerado entao G mergulha num grupo
metabeliano finitamente gerado que € uma extensdo cindida de grupos abelianos ([3, Lema
3]) e assim reduziu o problema para extensoes cindidas de grupos abelianos. Depois usando
localizagoes de modulos sobre anéis comutativos e Noetherianos, Baumslag demonstrou que
G mergulha num grupo metabeliano finitamente apresentdvel. E interessante observar que
o resultado de Baumslag surgiu antes da classificacao de grupos metabelianos finitamente

apresentaveis dada por Bieri-Strebel [9].

Em um trabalho recente foi demonstrado que todo grupo metabeliano mergulha num
quociente de um grupo metabeliano de tipo F P, ([19, Teorema 2]). Assim, se fosse verdade
que cada quociente de um grupo metabeliano de tipo F'P,, também tem tipo F'P,, teriamos
a Conjectura de mergulho provada. Nao é dificil ver que a propriedade geométrica m-tame
usada na F'P,,-Conjectura ¢é preservada por quocientes, isto é, se () é um grupo abeliano
finitamente gerado, A um Z[Q]-md6dulo finitamente gerado e m-tame e M um Z[Q]-médulo
quociente de A entdao M também é m-tame pois X5,(Q) C £5(Q). Se a FP,,-Conjectura
fosse verdadeira isso implicaria que cada quociente de um grupo metabeliano de tipo F'P,,
também tem tipo F'P,, e dai em particular a Conjectura de mergulho valeria. Se um contra
exemplo da Conjectura de mergulho existisse isso implicaria que a F'P,,-Conjectura ¢é falsa
(sem produzir um contra-exemplo concreto). Nessa tese a Conjectura de mergulho serd
demonstrada. Isso reforga a expectativa que a F P,,-Conjectura é verdadeira.

A demonstracao de [19, Teorema 2] foi baseada no fato que se () é um grupo abeliano
livre de posto finito e A um Z[Q]-mé6dulo livre finitamente gerado entao para uma localizacao
especifica A* de A obtemos uma extensao cindida G* = A* x Q* que contém G e para a qual

a F'P,,-Conjectura vale. Dai, neste caso especifico a Conjectura de mergulho é verdadeira. O
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fato que a F'P,,-Conjectura vale para G* foi demonstrado usando técnicas pesadas sugeridas
por Aberg em [1]. Em particular, foi construido um CW-complexo especifico Y, o qual
¢ um sub-complexo de um produto de arvores, e provado que Y é (m — 1)-conexo, G*
age cocompactivamente sobre Y e os estabilizadores em G* de células em Y sao todos de
tipo F'P,,. Entao um resultado de Brown ([15, Proposi¢ao 1.1]) garante que G* tem tipo
homolégico F'P,,. Embora toda a construcao seja topoldgica a demonstracao do fato que G*
age cocompactivamente sobre Y foi feita resolvendo sistemas de valorizagoes (assim foram
usados métodos de dlgebra comutativa).

Em [19] também foi demonstrado que todo quociente de um grupo metabeliano de tipo
FPy tem tipo FP; ([19, Proposicao 1]), embora a F P;-Conjectura ainda esteja em aberto. E
interessante observar que a demonstracao desse resultado usa que a F'P,,-Conjectura gene-
ralizada sobre mddulos (nao somente o médulo trivial) foi demonstrada em [22] para m = 3
mas esse ultimo resultado ¢ bastante técnico e longo. Portanto, a Conjectura de mergulho
vale para m = 4 ([19, Corolério 1]).

Um novo ponto de vista do problema foi considerado em [13] sendo demonstrado que se
Q € um grupo abeliano finitamente gerado, A um Z[Q]-mddulo finitamente gerado e m um
numero natural fizo entao A mergulha num Z[@]—mddulo B com @ um grupo abeliano fini-
tamente gerado com um somando direto Q) e esse mergulho é de Z|Q]-mddulos. Ainda mais,
B é m-tame como Z[@]—mo’dulo. Dai, se a I'P,,-Conjectura vale entao qualquer extensao de
B por @ seria de tipo F'P,, e em particular a extensao cindida. Assim, usando o resultado de
Baumslag [3] a Conjectura de mergulho seria provada como corolario da F'P,,-Conjectura.
As técnicas usadas por Harlander e Bogley foram completamente algébricas e eles seguiram
as idéias de Baumslag de considerar localizacoes para chegar num moédulo m-tame.

Observamos que se a F'P,,-Conjectura fosse verdadeira entao obteriamos a Conjectura
de mergulho de duas maneiras diferentes: a primeira foi descrita no peniltimo paragrafo da

pagina xi e a segunda no paragrafo acima.

O problema de mergulho: resultados novos

O objetivo principal dessa tese (Teorema 3.5) é a demonstragao da Conjectura de mer-
gulho para m arbitrdrio. A demonstragao segue o caminho usado em [19] no sentido que foi

necessario demonstrar a F'P,,-conjetura para um caso bem especifico e isto foi feito usando
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exatamente os métodos considerados em [19]. Embora nosso caso tinha problemas técnicos

(isso deu a origem ao Teorema 2.9 desta tese) o método de Aberg também funcionou.
Vimos na se¢ao anterior que sempre podemos restringir ao caso em que G é a extensao

cindida A x Q). Considerando A como Z[Q]-médulo & direita por conjugacao segue de um

resultado de élgebra comutativa que existe cadeia de Z[Q]-submddulos de A
A=AD0AD...204,=0

tal que, para cada 0 <1i <n —1, A;/A;11 é isomorfo a Z[Q]/P;, com P, um ideal primo de
Z|Q)]. Na Secao 3.1 foram feitas redugdes que mostram que ¢é suficiente considerar somente
o caso em que todos os ideais primos P; sao iguais a um ideal primo fixo P.

Na Secao 3.2 a demonstracao da Conjectura de mergulho foi dividida em dois casos de
acordo com a caracteristica do dominio Z[Q]/P. Nessa se¢ao aparece a idéia nova e vamos
explicar aqui esta idéia para caracteristica 0. A partir de algumas escolhas baseadas no Teo-
rema de Normalizacao de Noether consideramos um novo médulo A’, que é uma localizacao
de A, e um novo grupo abeliano livre @ com as seguintes condigoes sendo satisfeitas:

(I) os elementos de Q agem sobre A’ como alguns elementos de Z[Q] (ver pagina 46);

(II) A’ tem um Z[Q]-submédulo livre finitamente gerado A (Lema 3.8);

(II1) A’ 6 uma localizacio de A (Lema 3.9).

Como a F'P,,-Conjectura vale para grupos que sao extensoes de algumas localizagoes
especificas de A por um grupo abeliano livre que tem @ como somando direto (isso foi
demonstrado em [19, Teorema 4]) segue que Ax @ mergulha num grupo metabeliano A} x Q%
de tipo F'P,,. Como, pela condigao (III), A" = g[%} precisamos fazer mais uma localizacao
e estudar o grupo Ai[2] X H} com H; = Q} x Z sendo que um gerador de Z age sobre Aj
como o elemento c. Temos que A’{[%] x Hi é uma extensao HNN crescente com grupo base
A} % Q3, que é de tipo F'P,,, e portanto Aj[] x Hj tem tipo F'P,, (os resultados basicos sobre
extensoes HNN estao explicados na Se¢ao 1.5). E interessante observar que extensao HNN é
um dos ramos da teoria de Bass-Serre de grupos que agem sobre arvores e muito importante
em teoria combinatorial de grupos. Isso quase resolve o problema pois A mergulha em A’{[%],
mas ainda falta mergulhar @ (pois () nao mergulha em H;). Entao consideramos a extensao
cindida Aj[2] x (Hj x Q) onde a ac¢do de @ sobre Aj[1] vem da acdo original de Q sobre
A. Esse novo grupo Aj[2] x (Hf x Q) é metabeliano e ¢ a extensao do grupo Aj[2] x Hy
(que é de tipo F'P,,) pelo grupo @ (que é de tipo FP,,). Entao por [5, Exercicio da p.23]

tal extensao tem tipo FP,,. Finalmente, mergulhamos G = A x ) no grupo metabeliano
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Ai[2] % (Hf x Q) que ¢ de tipo F'P,,. No caso em que a caracteristica de Z[Q]/P ¢ positiva
a demonstragao é semelhante mas foi necessario usar o Teorema 2.8 (que segue do Teorema
2.9) no lugar de [19, Teorema 4].

Ressaltamos que a idéia nova foi esquecer a acao de () sobre A e procurar uma acao de
um outro grupo abeliano finitamente gerado sobre uma localizacao de A onde essa nova agao
num sentido é perto de ser livre. Uma vez que temos acoes “perto de ser livres” podemos
usar resultados de mergulho nos quais para casos particulares a F'P,,-Conjectura vale: no
caso de caracteristica 0 temos o resultado de [19, Teorema 4] e no caso de caracteristica
p > 0 temos o Teorema 2.8 da tese. Por ultimo, recordamos que a prova da Conjectura
de mergulho pode ser considerada como uma evidéncia de que a F'P,,-Conjectura deve ser

verdadeira.



CAPITULO 1

Preliminares

A menos que se diga o contrario, todos os médulos considerados no decorrer da tese sao
modulos a direita.

Neste capitulo recordaremos definigoes e enunciaremos resultados conhecidos que serao
usados nos capitulos posteriores. Apenas demonstraremos alguns fatos que serao muito

utilizados.

1.1 Algebra Comutativa

Nesta se¢ao recordaremos defini¢oes e resultados de algebra comutativa que podem ser
encontrados com mais detalhes em [2] e [14].

Todos os anéis considerados nesta secao sao comutativos e com unidade 1 # 0 e todas as
algebras também sao comutativas, a menos que se diga o contrario.

Iniciemos com uma ferramenta técnica muito importante em algebra comutativa e que

sera muito utilizada nos capitulos posteriores: localizacao.

Definicao 1.1. Seja R um anel. Um subconjunto S de R é chamado um sistema multiplica-

tivo se todo produto finito de elementos de S pertence a S.
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Seja R um anel e S um sistema multiplicativo de R. Considere no conjunto R x S a

seguinte relagao entre elementos (r, s), (1, s'):
“Existe t € S tal que t(sr' —s'r) =0". (1.1)

Esta relagao é uma relagao de equivaléncia. Para cada par (r,s) € R x S denotamos por

r/s sua classe de equivaléncia.

Definicao 1.2. Sejam R um anel e S um sistema multiplicativo de R. O anel de fracoes
de R definido por S e denotado por ST*R ou RS~ é o conjunto quociente de R x S sob a

relagdo de equivaléncia (1.1) com a estrutura de anel definida por
(r/s)+ (r'/s") = (s'r +sr)/ss',  (r/s)(r'/s') =rr'/ss

parar, 7’ € R es,s' € S. A aplicagao canénica de R para S~'R é o homomorfismo r — r/1.

Observagoes 1.3. (1) Usualmente, denotamos a aplicagio canénica definida acima por i%.

(2) O ker(i3,) € o conjunto dos elementos r € R tal que existe s € S satisfazendo sr = 0;

para i3, ser injetiva € necessdrio e suficiente que S ndo contenha divisor de zero em R. E

para i3, ser bijetiva é necessdrio e suficiente que todo elemento s € S seja invertivel em R.
(3) Se R é um dominio e S = R\ {0} entdo ST'R ¢ o corpo de fragées de R.

O homomorfismo canoénico i3 nos permite considerar cada S~'R-médulo como um

R-médulo por restricao de escalares.

Definicao 1.4. Sejam R um anel, S um sistema multiplicativo de R e M um R-maodulo. O
mddulo de fracoes de M definido por S e denotado por S~™*M ou MS~! é o S~'R-mddulo
M ®r S7'R.

Observacgoes 1.5. (1) Sejam M um mddulo sobre um anel R e S um sistema multiplicativo

de R. Usualmente, denotamos por i3, a aplica¢io candnica m — m ® 1 de M para S™'M.

Note que iy, é um homomorfismo de R-mddulos e nem sempre € injetor.

(2) Para m € M e s € S denotamos por m/s o elemento m @ (1/s) de S™*M. Todo

elemento de S™'M € desta forma e
(m/s)+ (m'/s") = (ms' +m's)/ss,

(m/s")(r/s) =mr/s's
comm,m' € M,r € Res, s e€S.

(3) Se S é o complemento de um ideal primo P de R, escrevemos Mp ao invés de S™*M.



Cap. 1 e Preliminares

Proposicao 1.6. [14, I1.2.2, Proposicao 4] Sejam R um anel, S um sistema multiplicativo
de R e M um R-mddulo. Para m/s =0 (m € M,s € S) € necessdrio e suficiente que exista

s € S tal que ms' = 0.

Observacao 1.7. Pela proposicao acima, se M é um mddulo sobre um anel R, S um sistema

multiplicativo de R e i5; a aplicagdo canénica de localizacio entdo
ker(i5,) ={m e M |3 s €S com ms = 0}.

Lema 1.8. Sejam M um modulo sobre um dominio R e S, T sistemas multiplicativos de R.

(i) T"H(S™M) ~ S~YT*M) como R-médulos.
(ii) Suponha que as aplicagdes canonicas i5, e it; sdo R-monomorfismos. Entio S™1M

mergulha em T~ (S™M) como R-mddulo através da aplicagio canénica de localizagao.

Demonstragao. (i) Observamos que T'S = {ts |t € T,s € S} = ST é um sistema multi-
plicativo de R. Entao

TYS'M) =~ (TS)'M ~ S YT 'M).

(ii) Por hipétese, ker(i5,) = {0} e ker(i%,) = {0}.
Vejamos que a aplicacao canénica i5_,,, : S~'M — T~1(S~'M) ¢ injetora.
Sejam/s € ST M tal que i5_,,,(m/s) = 0. Entdo, pela observa¢ao anterior, existe t € T'
tal que (m/s)t = 0.
Temos que
0= (m/s)t=(mt)/s=3s €8 com (mt)s =0=

= mt € keriy; = mt =0=m € kerit, = m =0

e portanto m/s = 0. [

A préxima proposigao nos diz que localizagao é um funtor exato.

Proposicao 1.9. [2, Proposigao 3.3] Sejam R um anel, S um sistema multiplicativo de R
e M', M, M" mddulos sobre R. Se M' — M — M" ¢ uma seqiiéncia exata em M entao
STIM' — STIM — S='M" é uma seqiiéncia exata em S™'M.

Agora, vejamos as defini¢oes e algumas propriedades dos médulos e anéis Noetherianos.
Seja ¥ um conjunto parcialmente ordenado por uma relagao < (isto é, < é reflexiva e

transitiva e é tal que z < y e y < z implica que z = y).
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Proposicao 1.10. [2, Proposicao 6.1] As sequintes condi¢oes sobre ¥ sao equivalentes:
(1) Toda seqiiéncia crescente x1 < x9 < --- em X € estaciondria (isto €, existe n tal que
Tp = Tp4+1 = )

(13) Todo subconjunto nao vazio de ¥ tem um elemento mazximal.

Definicao 1.11. Seja M um mddulo sobre um anel R. Se ¥ € o conjunto de R-submodulos
de M ordenado pela relagao C, a condi¢ao (i) da proposicao acima é chamada condi¢ao de
cadeia ascendente e (1i) condi¢ao mazimal. Se M satisfaz uma destas condigoes equivalentes,

M ¢ dito Noetheriano.

Proposicao 1.12. [2, Proposigao 6.2] Seja M um mddulo sobre um anel R. Entio M é

Noetheriano se, e somente se, todo R-submaddulo de M € finitamente gerado.

Proposicao 1.13. [2, Proposigao 6.3(1)] Seja 0 — M' — M — M"” — 0 uma seqiiéncia
exata de mddulos sobre um anel R. Entdo M ¢é Noetheriano se, e somente se, M’ e M" sao
Noetherianos.
Corolario 1.14. [2, Coroldrio 6.4] Sejam R um anel e {M; | 1 < i < n} uma familia finita
de R-mddulos Noetherianos. Entao @ M; ¢ um R-mddulo Noetheriano.

i=1
Definicao 1.15. Um anel R é dito Noetheriano se ele é Noetheriano como um R-mddulo

(ou seja, se ele satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente para ideais).

Proposicao 1.16. [2, Proposicao 6.5] Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo

finitamente gerado. Entao M ¢é Noetheriano.

Teorema 1.17. (Teorema de Hilbert) [2, Teorema 7.5] Seja R um anel Noetheriano.

Entao o anel de polinomios R[x] é Noetheriano.

Proposicao 1.18. [14, 11.2.4, Corolério 2 da Proposicao 10| Sejam R um anel e S um sis-
tema multiplicativo de R. Se M ¢é um R-mddulo Noetheriano, S™*M ¢é um S™'R-mddulo
Noetheriano. Em particular, se R é um anel Noetheriano, o anel S~'R também é Noetheri-

ano.

Agora, vamos discutir um pouco sobre ideais primos associados e decomposi¢ao primaria.

Observemos que para todo médulo M sobre um anel R,

Ann(z) ={re R|ar=0}, =€ M;
Ann(M) :={r € R| Mr = 0}.

sao ideais de R denominados, respectivamente, de anulador de x e anulador de M.
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Definicao 1.19. Seja M um maodulo sobre um anel R. Um ideal primo P € dito ser associado
com M se existe x € M tal que P = Ann(z). O conjunto dos ideais primos associados com

M € denotado por Assgr(M) ou simplesmente Ass(M).

Teorema 1.20. [14, IV.1.4, Teorema 1] Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo

finitamente gerado. Entao existe uma cadeia de R-submddulos de M
M=MyDOM O...OM,=0
tal que, para 0 <i<n—1, M;/M;.1 € isomorfo a R/P; com P; um ideal primo de R.

Recordemos que, se R ¢ um anel e M um R-moddulo, o conjunto dos ideais primos P de

R tais que Mp # 0 é chamado suporte de M e denotado por Supp(M).

Teorema 1.21. [14, [V.1.4, Teorema 2| Sejam M um mddulo finitamente gerado sobre um

anel Noetheriano R e
M=MyDMD...OM,=0

uma cadeia de R-submddulos de M tal que, para 0 <i <mn—1, M;/M;., € isomorfo a R/P,

com P; um ideal primo de R. Entao
Ass(M) C{Py,...,Py_1} C Supp(M);

os elementos minimais destes trés conjuntos sao os mesmos e coincidem com os elementos

minimais do conjunto de ideais primos contendo Ann(M).

Definicao 1.22. Sejam R um anel Noetheriano, M um R-mddulo e N um submaodulo de M.
Se Ass(M/N) se reduz a um tnico ideal primo associado P, dizemos que N é P-primdrio
com respeito a M (ou em M). Dizemos que M € primdrio como R-mddulo se o submddulo

trivial (nulo) é P-primdrio em M para um ideal primo P.

Definicao 1.23. Sejam R um anel Noetheriano, M um R-mddulo e N um submddulo de
M. Uma familia finita (N;)ier de submddulos de M que sao primdrios com respeito a M e

tal que N = ﬂNi ¢ chamada uma decomposicao primaria de N em M.
iel
Teorema 1.24. [14, [V.2.2, Teorema 1| Sejam M um mddulo finitamente gerado sobre um
anel Noetheriano e N um submddulo de M. Entao existe uma decomposicao primaria de N
da forma
N= (] NP
PeAss(M/N)

sendo que, para todo P € Ass(M/N), N(P) é P-primdrio com respeito a M.
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Enunciemos alguns resultados sobre dependéncia integral.

Teorema 1.25. [14, V.1.1, Teorema 1| Sejam R um anel, B uma dlgebra sobre R e x um
elemento de B. As sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) © € raiz de um polinémio maénico no anel de polinomios R[X].

(i) A sub-dlgebra R[z] de B é um R-mddulo finitamente gerado.

Definicao 1.26. Sejam R um anel e B uma R-dlgebra. Um elemento x € B é chamado

integral sobre R se ele satisfaz as propriedades equivalentes do teorema anterior.

Proposicao 1.27. [14, V.1.1, Proposi¢ao 1| Sejam R um anel, B uma dlgebra sobre R e
x um elemento de B. Para x ser integral sobre R € necessdrio e suficiente que R[z| esteja

contido em uma sub-dlgebra B" de B que é um R-mddulo finitamente gerado.

Corolario 1.28. [14, V.1.1, Corolario da Proposi¢ao 1] Sejam R um anel Noetheriano, B
uma dlgebra sobre R e x um elemento de B. Para x ser integral sobre R é necessdario e

suficiente que exista um R-submddulo finitamente gerado de B contendo R[x].

Definicao 1.29. Seja R um anel. Uma R-dlgebra B é chamada integral sobre R se todo ele-
mento de B € integral sobre R. B € chamada finita sobre R se B € um R-moddulo finitamente

gerado.

Observacao 1.30. Segue da Proposicao 1.27 que toda R-dlgebra finita € integral sobre R e

portanto € uma R-dlgebra finitamente gerada; a reciproca € falsa.
Agora, recordemos o Teorema de Normalizacao de Noether.

Teorema 1.31. [14, V.3.1, Teorema 1] Sejam K um corpo e B uma K-dlgebra finitamente
gerada. FEntao existem xq,...,x, € B algebricamente independentes sobre K e tais que B é

integral sobre o anel de polinomios Klxy, ..., x,].
O fato abaixo serd muito utilizado posteriormente.

Lema 1.32. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo o anel de grupo Z[Q)] é

um anel comutativo e Noetheriano.

Demonstragao. O anel Z[Q)] é comutativo pois ) é um grupo abeliano. Seja {qi,...,qx}
um conjunto finito de geradores de ) como grupo abeliano. Entao Z[Q] é um quociente

do anel de polinémios Z[z1, ..., 2k, y1,- .., yx) sendo que z; é levado em ¢; e y; é levado em
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¢;'. Como Z é um dominio de ideais principais segue que Z é Noetheriano. Pelo Teorema
de Hilbert (Teorema 1.17) um anel de polinémios com um numero finito de varidveis que
comutam e com coeficientes sobre anel comutativo Noetheriano é Noetheriano. Finalmente,
usando o fato que quociente de anel Noetheriano é Noetheriano concluimos que Z[@)] é anel

Noetheriano. -

Encerramos esta secao com dois lemas que sao 6bvios.
Lema 1.33. Sejam R um anel, M um mddulo sobre R e
M=MyDOM O...OM,=0

uma cadeia de R-submddulos de M. Suponha que, para cada i = 0,...,n — 1, M;/M;;
admite uma cadeia de R-submddulos

M,;
My

- Ni,o 2 Ni,l 2 N 2 Nl,k‘(l) = 0
Entao existe uma cadeia de R-submddulos de M
M =Moo 2 Moy 2 ... 2 Mogoy =My 2 ... 2 My = Mip 2 My 2 ... 2 Mgy = Miga 2

2 ... 2My =My 102 My 112 ... 2 My_1 -1y =M, =0

ii . Nij

tal que o~ ,para cada it =0,....,n—1ej=0,...,k(z) — 1.

M;j1 Nijn )
Demonstracao. Paracadai =0,...,n—1, considere m; : M; — M;/M,, a projecao candnica
e defina M, ; := m; '(N;;), para cada j = 0,..., k(i) — 1. u

Lema 1.34. Sejam M um médulo sobre um anel R e {N; }1<i<n, uma familia de R-submddulos

de M tal que M = @ N;. Entao existe um cadeia de R-submodulos de M

i=1

M=MyDOM O>...OM,=0
tal que, para 0 <i<n—1, M;/M; 1 ~ Niy;.

Demonstracao. Basta definir M; = @ N;,V0<i<n-—1,eM,=0. [ ]
j=i+1
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1.2 Grupos de tipo FP,

Veremos a definicao de grupo de tipo F'P,, e algumas de suas propriedades. As demons-
tragoes dos resultados e outras propriedades podem ser encontradas em [5]. Por ultimo,
enunciaremos um resultado devido a K. S. Brown [15] que d4 condigbes necessérias para que
um grupo seja de tipo F'P,, a partir de sua acao sobre um CW-complexo.

Denotaremos por A um anel (ndo necessariamente comutativo) com unidade 1 # 0. A

menos que se diga o contrario, todos os moédulos considerados sao modulos a direita.

Definicao 1.35. Um A-mddulo A € dito ser de tipo F'P,, se existe uma resolugao projetiva
P — A com P; finitamente gerado para todo i < m. Se os mddulos P; sao finitamente

gerados para todo i entao dizemos que A € de tipo F'Py.

Observagao 1.36. Se A € de tipo FP,, 0 < m < oo, sempre podemos construir uma

resolucao livre que € finitamente gerada nas dimensoes < m.

Exemplos 1.37. (1) A é de tipo F'Py se, e somente se, A € finitamente gerado.
(2) A € de tipo F'Py se, e somente se, A é finitamente apresentdvel.
(3) Se A € Noetheriano e A € finitamente gerado entao A € de tipo F Ps.

O préximo resultado liga a propriedade F'P,, com os funtores homologicos Tor e Ext.
Aqui nao iremos definir estes funtores. As defini¢oes e propriedades bésicas de Tor e Ext

pode ser encontradas em [23].

Teorema 1.38. [5, Teorema 1.3] Seja A um A-mddulo. Entdo as seguintes condi¢oes sdo
equivalentes:

(i) A € de tipo FP,,.

(iia) Para qualquer familia {M; | i € I} de A-mddulos (a esquerda) a aplicagdo

Tors <A, HMZ> — HTOTQ(A,MJ

iel iel
¢ um isomorfismo para k < m e um epimorfismo para k = m.

(#b) Para qualquer familia {N; | j € J} de A-mddulos a aplica¢cdo
P Eath(N;, A) — Eat} (@ N, A>
jeJ jeJ

¢ um isomorfismo para k < m e um monomorfismo para k = m.



Cap. 1 e Preliminares

Denotaremos por R um anel comutativo com unidade 1 # 0.

Definicao 1.39. Um grupo G ¢ dito ser de tipo F'P,, sobre R, m = oo ou um inteiro > 0,
se o R|G|-mddulo trivial R € de tipo F P,, como um R[G]-médulo. Se G € de tipo F P, sobre
Z. dizemos apenas que G € de tipo F'P,,.

Exemplo 1.40. Todo grupo G ¢é de tipo F'FPy, pois Z. é um Z|G|-mddulo finitamente gerado.

Proposicao 1.41. [5, Proposigao 2.1] Um grupo G € de tipo F P, se, e somente se, G é

finitamente gerado.

Proposicao 1.42. [5, Proposicao 2.2] Todo grupo finitamente apresentdvel € de tipo FPs.
A reciproca da Proposicao acima nao é verdadeira como pode ser visto em [4].

Lema 1.43. Todo grupo abeliano finitamente gerado € de tipo F P.

Demonstracao. Segue dos fatos que se G é um grupo abeliano finitamente gerado entao Z|[G]

¢ um anel Noetheriano (Lema 1.32) e que o Z[G]-mddulo trivial Z é finitamente gerado. m

Proposicao 1.44. [5, Proposicao 2.3] Um grupo G € de tipo FP,, (
somente se, G € finitamente gerado e Hy(G,[[Z|G]) = 0 para todo

produto direto de um nimero enumerdvel de cdpias de Z|G].

1 m < 00) se, e
1 k

<
< k < m e todo

Proposicao 1.45. [5, Proposigao 2.5] Seja G um grupo e S < G um subgrupo de indice
finito. Entao G € de tipo FP,, (0 <m < o0) se, e somente se, S é de tipo F'P,,.

Proposicao 1.46. [5, Proposicao 2.7] Seja N — G — @Q uma seqiéncia exata curta de
grupos e assuma que N € de tipo F'P,. Entao G € de tipo FP,, (0 <m < o) se, e somente
se, () € de tipo FP,,.

Proposicao 1.47. [5, Exercicio da p.23] Seja N — G — Q uma sequéncia exata curta de
grupos e assuma que N € de tipo F P, (0 < m < o0). Entao G € de tipo F' P, se, e somente
se, QQ € de tipo F'P,,.

Demonstracao. 1déia da demonstracao: basta considerar a LHS-seqiiéncia “spectral”

Hy(Q 5 Hy(N; ][ 2[GD) = H,io(G 5[] 216D
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e usar a Proposicao 1.44 e o Teorema 1.38. [

Agora, recordemos a definigao de um C'W-complexo e depois vejamos o critério devido a
K. S. Brown.

Definicao 1.48. Um espaco X de Hausdorff admite uma estrutura de CW -complexo se
existir uma seqiiéncia ascendente de fechados X° C X' C X? C ... que satisfaz as sequintes
condigoes:

(a) X° tem a topologia discreta;

(b) Para cadan > 0, X™ € obtido de X" por adjuncio de n-células (caso exista), isto
é, X"\ X" ! € uma unido disjunta de subconjuntos abertos (em X") e}, A\ € A, (chamados
n-células abertas) onde cada € é “colada” a X™ ' por meio de uma aplicagio chamada
aplicacao caracteristica. Isto significa que para cada A\ existe uma aplicagao continua
fr: U™ — €% tal que f\ aplica U™ homeomorficamente sobre €} e fA(U™\U™) C X", onde
U :={z € R" | ||z|| < 1}. Além disto, Y C X™ € fechado se, e somente se, Y N X" ! e
I HY) sdo fechados para todo A\ € A;

() X =Jx™
n=0
(d) O espago X e os subespagos X™ tém a topologia fraca, isto €, um subconjunto Y

de X (ou de X™) € fechado se, e somente se, Y N e € fechado para todas as n-células
e, n=20,1,2,...

Observagoes 1.49. (1) O subconjunto X™ (da defini¢ao anterior) é chamado n-esqueleto.
Os pontos de X° sdo chamados vértices ou 0-células. Um CW-complexo € dito finito se a
sua colecao de células € finita e infinito, caso contrdrio. Se X = X™ para algum inteiro n
(onde X™ necessariamente foi obtido por adjuncao de pelo menos uma n-célula) dizemos que
o CW -complexo tem dimensao finita n.

(2) Um subconjunto Y de um CW-complexo é chamado um sub-complexo se Y € uma

uniao de células de X e para toda célula €™, e C'Y implicar em e® C Y.

Definicao 1.50. Seja G um grupo atuando sobre um CW -complexo X por permutacdo de
células de mesma dimensao. O grupo G atua cocompactivamente sobre X se o numero de

G-orbitas das células € finito.

Teorema 1.51. [15, Proposicao 1.1] Seja m um nimero natural e G um grupo atuando sobre
um CW -complexo X por permutacao de células e tal que para cada célula o estabilizador

da célula fira os vértices. Assuma que X € (m — 1)-aciclico (ou seja, H;(X) = 0 para
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i <m —1), os estabilizadores em G de células de dimensao i < m sao de tipo F'P,_; e G

atua cocompactivamente sobre X. Entao G € de tipo F'P,,.

1.3 O invariante de Bieri-Strebel para grupos

metabelianos

Nesta secao () denotard um grupo abeliano finitamente gerado e iremos considerar R

como grupo abeliano via a operacao adicao +.

Definicao 1.52. Um “character” real nao trivial de () é um homomorfismo x : Q@ — R de

grupos abelianos tal que Im(x) # 0.

Dado um “character” real xy : @ — R, dividimos () com respeito a este “character”

considerando o subconjunto
Qv ={g€ Q| x(q) =0}
Temos que @, é um sub-mondide de ). Além disso, Z[Q),] é um subanel de Z[Q)] e se A

¢ um Z[Q]-médulo podemos considerar A como um médulo sobre Z[Q,].

Definigao 1.53. Sejam x1, x2 “characters” reais nao triviais de Q). Dizemos que x1 € Xo
sao equivalentes (x1 ~ x2) se existe um numero real positivo r tal que x1 = rx2. Denotamos

por [x1] a classe de equivaléncia de x.

Defina

5@ o= Hom(QR)\{0)

Podemos identificar S(Q) com a esfera unitaria S"~! C R" = Hom(Q,R), onde n é o

posto de torcao-livre de Q.

Definigao 1.54. Seja A um Z|Q]-mddulo finitamente gerado. O invariante de Bieri-Strebel
€ definido por

Ya(Q) ={[x] € S(Q) | A € finitamente gerado sobre Z[Q)]}.

Exemplo 1.55. Considere Q = {(q) ~7Z, A=17Z E} e q atuando sobre A por multiplica¢ao
a direita com 2. Temos que S(Q) tem apenas os pontos [x] e [—x]| sendo que x : Q@ — R leva
qem 1. Entio Q, ={¢* | 2> 0} e Q_y, ={¢° | = <0}. Logo, A € finitamente gerado sobre
Z[Q_y] mas nao € finitamente gerado sobre Z[Qy], ou seja, [—x]| € La(Q) e [x] € La(Q).
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Vejamos algumas propriedades do invariante definido acima.

Seja A um Z[Q]-médulo. O centralizador de A em Z[Q)] é o conjunto:
C(A)={X e Z[Q] | a\ =a,¥ a € A}.

Proposicao 1.56. [9, Proposicao 2.1] Sejam A um mddulo finitamente gerado sobre 7@
e [x] € S(Q). Entao [x] € X4(Q) se, e somente se, existe X € C(A) tal que

min{x(q) | ¢ € supp(\)} >0

sendo que supp(A\) contém todos os elementos de Q) que aparecem em A. Além disso, se
[X] € 4(Q) todo conjunto que gera A como Z[Q]-mddulo também gera A como mddulo
sobre Z[Q].

Proposicao 1.57. [9, Proposigao 2.2.(ii7)| Sejam A um Z|Q]|-mddulo finitamente gerado e

0—-A —A— A" — 0 uma seqiéncia exata curta de Z[Q]-mddulos. Entdo

2a(Q) = Ea(Q) NXar(Q).
Definicao 1.58. Um grupo G € metabeliano se existe uma seqiiéncia exata curta de grupos
1-A—-G5S Q—1 (%)
com A e Q) abelianos.

Observagoes 1.59. (1) Subgrupos e quocientes de um grupo metabeliano também siao me-
tabelianos.
(2) Na definicao acima podemos considerar A como um Z|Q]-mddulo com Q atuando por

conjugacdo o direita, isto €, a o q:= g lag " 49 com q=m(g).

Lema 1.60. Em (%), G € finitamente gerado se, e somente se, A € finitamente gerado como

um Z[Q]-mddulo e Q € finitamente gerado como grupo.

Demonstracao. Suponhamos que () é finitamente gerado como grupo e A é finitamente
gerado como Z|Q]-médulo. Sejam {ay,...,as} e {qi,...,¢ } um conjunto de geradores de
A e @, respectivamente. Consideremos ¢y, ..., g, elementos de G tais que 7(g;) = ¢;, para
todo i = 1,...,r. Portanto, o conjunto {ay,...,as, g1,...,9.} gera G.

Agora, suponhamos que G ¢é finitamente gerado. Seja {g1, ..., g,} um conjunto de gera-

dores de G. Entao X = {n(g1),...,7(gn)} é um conjunto finito de geradores de ). Note
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que @ é um Z-moédulo finitamente gerado. Logo, para todo conjunto finito Y de geradores
de () como Z-modulo temos que () € isomorfo a um quociente de um Z-modulo livre M com
base Y (ou seja, M é um grupo abeliano livre de base Y') por um submdédulo que é gerado
por um subconjunto finito R de M. Aplicamos isso para ¥ = X, escrevemos os elementos
de R multiplicativamente (isto é, zjx1 + 29wy multiplicativamente é x7'x3?, para 1,25 € X,
21, 29 € Z.) e substituimos 7(g;)¢ por g¢, com € = +1. Logo, o conjunto obtido a partir de R

junto com {gigjgi_lgj_l}lgigjgn gera A como Z[Q]-mdédulo. [

Por 1ltimo, citamos um dos principais resultados de [9]. A demonstracao deste resultado

¢ muito longa e usa técnicas de topologia algébrica e algebra comutativa.

Teorema 1.61. [9, Teorema 5.4] Seja G um grupo metabeliano. Entao G € de tipo F Py se,

e somente se, G ¢ finitamente apresentdvel.

1.4 Valorizacoes e o invariante de Bieri-Strebel

Nessa segao iremos discutir a relacdo do invariante de Bieri-Strebel (definido na secao
anterior) com valorizacgoes. Esta relagao serd utilizada no Capitulo 2.
Iniciemos com a definicao e algumas propriedades de valorizagoes. Maiores detalhes

podem ser encontrados em [14].

Definigao 1.62. Seja B um anel comutativo e Ro, = R U {0} ordenado pela ordem usual
de R mais a condi¢ao adicional que oo € maior que cada elemento de R. Além disso, estenda
a operacao aditiva + de R para Ry, definindo oo+ 00 =00 +r=r+o00 =00, Vr e R.
Uma aplicagao v : B — Ry, € chamada uma valorizacao real sobre B se:

(a) v(z +y) > min{v(x),v(y)}, Vz,y€ B;

(b) v(zy) = v(z) +o(y), Ya,yeB;

(¢) v(0) = 00, wv(l)=0.

Exemplo 1.63. Sejam @ um grupo abeliano finitamente gerado e x : Q — R um “character”

real nao trivial. Entao a aplica¢io v : Z|Q] — Re que associa a cada A = quq %00

9€q
min{x(q) | z, # 0} e 0 com oo é uma valorizagao real sobre Z[(Q)].
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Proposicao 1.64. [14, V1.3.1, Proposicao 1] Seja v uma valorizag¢do real sobre um anel

comutativo B. Para qualquer {xi,...,z,} C B,

v (Z xz> > 1r£z‘ignnv(xi)' (1.2)

Além disso, se existe um unico indice k tal que v(xy) = 1rgu<n v(x;) os dois lados de 1.2

sGo iguais. Em particular, se v(z) # v(y) temos que v(x +y) = min{v(z), v(y)}.

Definigao 1.65. Seja Q um grupo abeliano finitamente gerado. Considere o anel

com R um anel com unidade, comutativo e Noetheriano e I um ideal de R[Q]. Sejam R a
imagem de R em B, Q a imagem de Q em B e vy uma valorizacao real sobre R. O invariante

de Bieri-Groves é definido por

AR(Q) == {x:Q — R “character” | existe v: B — Ry

valorizagao real tal que v =vg e Uy = X}
Finalmente, vejamos qual é a relagao entre o invariante de Bieri-Strebel e valorizagoes.

Teorema 1.66. [10, teorema 2.1] Seja Q@ um grupo abeliano finitamente gerado e A um

Z[d)]
Ann(A)

Z[Q]-mddulo finitamente gerado. Considere o anel B = . R a imagem de Z em B

e X5(Q) = S(Q) \ Xa(Q). Entdo

Q) ={[x] € S(Q) | eziste vy valorizagdo real de R com x € AR(Q)}.

1.5 Extensao HNN

Em 1949 G. Higman, B. Neumann e H. Neumann estudaram uma construgao ligada a
produtos livres amalgamados. Esta construcao é agora chamada uma extensao HNN.
Vejamos a definicao de extensao HNN com uma letra estédvel e alguns resultados que

serdao usados mais tarde. Mais detalhes podem ser encontrados em [17] e [24].
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Definigao 1.67. Sejam G e B grupos, iy e iy monomorfismos de B em G e P um grupo
ciclico com gerador p. Considere N o subgrupo normal de G x P gerado pelo conjunto
{p~tio(b)p (i1(b))"' | b € B} (ou seja, N € o menor subgrupo normal de G x P que contém
{p™' io(b)p (i1(b))™' | b€ B}) e H= (Gx*P)/N. O grupo H é uma extensao HNN com
grupo base G, letra estavel p e subgrupos associados io(B) e i1(B). Usualmente, tomamos B
como um subgrupo de G e iy como sendo a inclusdo e escrevemos H = (G,p | p~'Bp = C)

com C = Imf(iy).

Exemplo 1.68. O grupo com apresentacio {a,b | a"*ba = b%) é uma extensao HNN do

grupo ciclico infinito (b) com letra estdvel a e subgrupos associados (b) e (b%).

Seja H = (G, p | p"'Bp = C') uma extensao HNN com B um subgrupo de G, iy a inclusio
e i1 um isomorfismo de B em C. Considere S e S_; transversais a esquerda de B e C' em G

com todas contendo 1. Temos o seguinte Teorema da Forma Normal.

Teorema 1.69. (Teorema da Forma Normal)[17, 1.5, Teorema 31] (i) O homomorfismo
j G — H induzido pela inclusao de G em G x P é um monomorfismo.
(17) Considerando G como um subgrupo de H temos que qualquer h € H pode ser escrito

de forma unica como

h=gopg1 ... gn-1P"" "' Gn

sendo que n > 0, ¢; = £1 (para n=0 a expressio € exatamente gy) e

® g, € G;
egeSseeg;=1leg €S 1seg,=—10<i<n-—1)
e sce; 1 =—¢; entio g #1 (1 <i<n-—1).

Seja H = (G,p | p~'Bp = C) uma extensao HNN com grupo base G, letra estavel p e
subgrupos associados B ~ C. Denotaremos por G/H e B/H o conjunto das classes laterais
a direita de G e B em H, respectivamente. A arvore padrao orientada (ver [18] e [24])
' = (V,E,.,7) associada com H é dada pelo conjunto de vértices V' = G/H, conjunto de
arestas £ = B/H, aplicacao ponto inicial ¢ : £ — V', «(Bg) = Gg e aplicagdo ponto final
7:E —V, 7(Bg) = Gp~'g. Nao faremos distingao entre estes dados abstratos e a realizagao
topolégica de I' (como um CW-complexo contratil de dimensao 1). A agdo de H sobre V
e F por multiplicacao a direita induz uma acao de H sobre a arvore I' por permutacao de

células (de mesma dimensao). Os estabilizadores em H das 0-células (que sao os vértices) e
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das 1-células (que sao as arestas) de I' sdo isomorfos aos grupos G e B, respectivamente. E
ainda, H age cocompactivamente sobre I'.

A proposicao seguinte da condigoes necessarias para que uma extensao HNN seja de tipo
FP,.

Lema 1.70. Seja m um numero natural e H uma extensao HNN com grupo base G, letra
estavel p e subgrupos associados B ~ C'. Suponha que G € de tipo F'P,, e B ¢ de tipo F P,,_;.
Entao H ¢ de tipo FP,,.

Demonstracao. As consideragoes acima e as hipdteses da proposicao garantem que as
condigoes do critério de Brown (Teorema 1.51) sao satisfeitas. Portanto, H é um grupo
de tipo FP,,. [ ]

Observacgao 1.71. Dizemos que H é uma extensao HNN crescente se B = G e escrevemos
H = {(G,p| GP < G) com GP = p~'Gp.



CAPITULO 2

Complexo de Aberg e alguns

resultados novos

Iniciamos o capitulo com a construcio do complexo de Aberg pois ele serd usado na
demonstracao de um resultado que sera necessario no proximo capitulo. Depois, enuncia-
remos alguns resultados ja existentes sobre mergulho de grupos metabelianos finitamente

gerados. Por ultimo, demonstraremos a F'P,,-Conjectura para um caso bem especifico.

2.1 Complexo de Aberg

Construindo drvores de “characters”

Seja G um grupo finitamente gerado. Existe uma construgao geral de uma arvore asso-
ciada a um “character” real ndo nulo x : G — R [11, Proposi¢ao 4.3 e Teorema 4.4]. Esta
arvore se reduz a uma reta se o “character” x é especial, isto é, se [x] = {A\x | A € R, A > 0}
é um elemento do invariante geométrico X!(G) definido em [12]. No caso em que G é uma
extensao cindida de um subgrupo normal abeliano A por um grupo abeliano () temos que
[\ & SH(G) se, e somente se, x(4) = 0 ¢ [y] € Z5(Q) = S(@Q)\ Ba(Q).

De agora em diante, vamos assumir que G é uma extensao cindida de grupos abelianos A

17



Secao 2.1 e Complexo de Aberg 18

e ) com ) >~ 7" e G é finitamente gerado. Entao, pelo Lema 1.60, () é finitamente gerado
como grupo e A é finitamente gerado como Z[Q]-médulo com @ atuando por conjugacao a
direita. Também assumimos que o “character” y : G — R é discreto, isto é, a imagem de y é
isomorfa a Z. Por razoes técnicas vamos supor que Im(x) = Z. E ainda, x(A) =0 e @ tem
base consistindo de uma base do ker(y,) junto com um elemento ¢, € @ tal que x(gy) = 1.
Seja {ai,...,aq} um conjunto de geradores de A como Z[Q]-médulo por conjugagao.
Usaremos o simbolo o para denotar a agao a direita de Z[Q)] sobre A por conjugagcao.

Considere o sub-mondide de )

Qy=1{q€Q|x(¢q) >0}

e 0 Z[Q,]-submédulo de A
Ay =a 0Z[Q\] + ... +as0Z[Q,].

Observamos que, pela Proposicao 1.56, A, = A se, e somente se, [x|,] € X4(Q). Como
estamos interessados somente em arvores que nao se reduzem a uma reta e y(A) = 0 segue

que [x|,] & ¥a(Q). Conseqiientemente, A, G A.

Sejam [ um nimero real inteiro negativo e G(x) o subgrupo de G gerado por A, o qg e
ker(x),). Temos que
G(x)NA=A, oqg.

Considere G(x)" o sub-mondide de G' gerado por G(x) e ¢,. Como ¢;'G(x)q, € G(x)
segue que G(x)¢, € ¢, G(x) e portanto

G =J GG

2>0

Seja Ty o conjunto das classes laterais a direita de G(x) em G, ou seja,
To :=G(x)/G={G(X)g | g € G}
com a relagao de ordem parcial:

G(x)g1 < G(X)g2 <= g2 € G(x) T g1.

Como G(x) C ker(x) o “character” x : G — R se estende a uma aplicagao

hy :To — R hy(G(x)g) == x(g), ¥V G(x)g € Tp.
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Dizemos que dois elementos o < v de Tjy sao vizinhos se

h(7) = by @) = 1.

Ligamos cada dois vizinhos com um intervalo unitdrio e obtemos um grafo I'y, com con-
junto de vértices Ty e arestas os intervalos unitarios. Podemos estender linearmente a
aplicagao h, definida no conjunto de vértices 7Ty a uma aplicacao h, : I'y, — R sobre as
arestas de I'y,.

O grupo G atua sobre os vértices de I'y, por multiplicagao a direita e esta acao ¢ estendida
linearmente nas arestas.

Seja Ly, o sub-grafo do grafo I'y gerado pelo conjunto de vértices {G(x)q5g}.cz. Note
que G(x)qig e G(X)qf(*lg sdo vizinhos. Portanto, L, , ¢ uma reta. Ainda mais,

Ty = Lax-
acA

Escreveremos [(a,r)], com a € A e r € R, para denotar o elemento de L, , com h,-valor

igual a r.

Lema 2.1. [20, Lema 2.1] Para qualquer a # b temos que

Lapx OV Loy = {[(a,n)] = [(b,7)] [ 7 < 20}

com zyg = sup{z | a—b € A, o qf{*z}, ou seja, a interseccao de duas retas rotuladas por

elementos diferentes de A é uma reta ou um raio. Em particular, I'y, € uma drvore.

O complezo de Aberg

Considere G um grupo finitamente gerado que é uma extensao cindida de grupos abelianos
Ae @ com () ~ 7" Seja s um numero natural arbitrario e V um conjunto finito de s + 1
“characters” discretos x : G — R tais que x(A4) = 0 e [x|,] € Xa(Q). Para cada x € V
considere a arvore I'y construida acima e defina

X::HFX e h::HhX:X—>]RS+1.
XEV x€V
xeV

Seja W o R-subespaco de R*™! gerado por {H X(q)} . Finalmente, definimos o
qeQ

CW -complezxo do tipo Aberg
Y =hH(W).
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Note que X é um produto de arvores e pode ser visto como construido por cubos unitarios
de dimensao (s + 1) obtidos por tomar uma aresta em cada arvore I',. Entdo a intersecgao
de Y com qualquer tal (s+ 1)-cubo ou um cubo de seu bordo de dimensao menor é vazia ou
um simplexo. Tal interseccao é homeomorfa a sua imagem pela aplicacao h. Estes simplexos
sao as células de Y. A dimensao geométrica da célula é a dimensao geométrica natural de
um simplexo como um subconjunto do espaco euclidiano.

O grupo G atua diagonalmente sobre X por G-agao a direita nas arvores (via multi-
plicacdo a direita) e isto induz uma G-agao a direita no complexo Y (ver [20, Lema 2.2]).

Usando as notagoes acima temos:

Lema 2.2. [1, Proposigao I11.3.3] Seja m um nimero natural. Suponha que o conjunto
{X\Q}XEV tem a propriedade que cada m elementos distintos deste conjunto pertence a um

semi-espago aberto de Hom(Q,R). Entao Y é (m — 1)-conexo.

2.2 Propriedades de Mergulho

Apenas enunciaremos alguns resultados ja existentes.

Lema 2.3. [3, Lema 3] Todo grupo metabeliano finitamente gerado pode ser mergulhado num

grupo finitamente gerado que € a extensao cindida de grupos abelianos.

Teorema 2.4. [19, Teorema 4| Sejam G = A X Q) um grupo finitamente gerado com A e Q
abelianos, Q livre de tor¢ao, A livre como Z[Q]-mddulo (a direita) por conjugac¢do e m um
numero natural. Entao G mergulha em um grupo G* = A* x Q* de tipo FP,, com A" e Q*

abelianos.

Observamos que, na demonstragao do Teorema 2.4, A* é uma localizacdo de A com
respeito a um sistema multiplicativo S que é gerado por um subconjunto finito 7' de Z[Q] e

Q" = Q x Qg sendo que @)y ¢ um grupo abeliano livre com base T.

Teorema 2.5. [19, Teorema 2| Seja G um grupo metabeliano finitamente gerado e m um
numero natural. Entao existe um grupo metabeliano H de tipo F'P,,, um subgrupo normal
N de H e um subgrupo Hy de H contendo N tal que Hi/N ~ G. Conseqiientemente, G
merqgulha num quociente de H.

Além disso, H € a extensao cindida de grupos abelianos.
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Proposicao 2.6. [19, Proposigao 1] Seja G um grupo metabeliano de tipo F'Py tal que G é

uma extensao cindida de grupos abelianos. Entao todo quociente de G € de tipo F'Py.
Como conseqiiéncia imediata do Teorema 2.5 e da Proposicao acima temos o seguinte:

Corolario 2.7. [19, Corolario 1] Todo grupo metabeliano finitamente gerado pode ser mer-

gulhado em um grupo de tipo F'Py.

2.3 Teorema auxiliar

Considere p um ntimero primo > 2 e o corpo K = Z, com p elementos. A menos que se

diga o contrario, todos o produtos tensoriais considerados sao sobre Z.

Teorema 2.8. Seja m um niumero natural e G = A x QQ um grupo finitamente gerado com
A e Q abelianos. Suponha que Q) € abeliano livre de posto finito e que existe uma cadeia de
Z|Q]-submddulos de A

A=A, DA D...DA, =0

tal que, para cada 0 < k <n—1,

~ K[Q] como Z|Q]-modulo
Ao

sendo que K[Q] € visto como Z[Q]-mddulo por restricao de escalares via o homomorfismo

de anéis Z|Q] — K|Q] cujo nicleo € pZ|Q)|. Entao G mergulha em um grupo
G"=A"xQ" detipo FP,

tal que A* e QQ* sao grupos abelianos, QQ* € abeliano livre de posto finito e contém () como
um somando direto, A* € uma localizacdao de A e contém A através da aplicacdo canonica

de localizacao.

A demonstracao do teorema anterior segue do teorema abaixo que é um caso muito

particular da F'P,,-Conjectura.

Teorema 2.9. Seja m um numero natural, () um grupo abeliano livre de posto finito e A

um Z[Q]-mddulo finitamente gerado. Assuma que A tem uma cadeia

A=ADA,D...2A4,=0 (2.1)
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de 7|Q]-submddulos tal que, para cada 0 < k <n —1,

~ M ~a, o Z[Q] como Z|Q]-mddulos

ou seja, Ay /A1 € um M-mddulo livre e é um Z[Q]-mddulo ciclico com gerador ay, onde
M:M1®®Ml e Q:le...XQl

sendo que, para cada 1 <1i <1, Q; € um grupo abeliano livre com base {¢;; | 1 < j < m}, M,
K[Q;
¢ o 7.]Q;]-mddulo )

i
algum congunto {f;; | 1 < j < m} de polinémios de K|[g; 1] que sao monicos, nao constantes,

com I; um ideal de K[Q;] gerado por {q;; — fi; | 1 <j < m} para

irredutivets , dois a dois distintos e fi1 = q;1.

Entao G = A x Q € de tipo FP,,.

A demonstragao do teorema acima esta baseada na construcao de um complexo Y do
tipo Aberg para um conjunto especifico (a ser construido) de “characters” discretos de G.
Além disso, vamos mostrar que este complexo satisfaz as seguintes condigoes:

(I) Y é (m — 1)-aciclico;

(II) G atua cocompactivamente sobre Y;

(ITT) os estabilizadores em G de células em Y sdo de tipo F'P,,.

Observagoes 2.10. (1) Nas condi¢des e notagoes do Teorema 2.8 temos que Ag/Ap1 € um
Z[Q]-mddulo ciclico pois Z[Q] — Z,|Q] = K|[Q] e Ax/Ar+1 ~ K[Q].

(2) No Teorema 2.9, se A é uma soma direta finita de copias de M com Q-a¢ao induzida
pela agao de Q) sobre M, entdo o teorema segue de [21, Capitulo 4, Teorema D|. Infelizmente,
as hipoteses do Teorema 2.9 nao implicam que A € isomorfo a uma soma direta finita de
copias de M pois, em geral, A mao tem expoente como grupo aditivo o primo p, ou seja,
pA # 0.

E importante observar que nas hipoteses do Teorema 2.9

K|Qi] 11 1 1
M = D L g = K[g;1]S;
I; it Gin fi2 Jim 41
com S; = {f. . fim | 21, 2m € Zxo} C K[gia] um sistema multiplicativo, para todo

1 <i <. Portanto, M; é um dominio e o produto tensorial M = M; ® ... ® M; também é

um dominio.
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Demonstracao do Teorema 2.8 :

Suponhamos que o Teorema 2.9 ja foi provado.

Seja {q1,...,q} uma base de @) como um grupo abeliano livre. Defina

QF =0Q1 X ...xQ,

tal que, para cada 1 < i <[, (); é um grupo abeliano livre com base {¢;; | 1 < j < m} e
¢i1 = ¢i- Logo, Q* é um grupo abeliano livre de posto finito e () mergulha em * como um
somando direto.

Queremos mostrar que para cada 1 < ¢ <[ existe um conjunto de polinomios
{fij 11 <5 <m} CZlgi\] = Z[qi]

tal que f;l = ¢;1 = ¢; e as respectivas imagens {f;; | 1 < j < m} em K]|g;| sdo polinomios
monicos, nao constantes, irredutiveis, dois a dois distintos. Além disso, queremos mostrar
que o correspondente homomorfismo v, ; : A — A dado pela multiplicagao a direita com
o polinomio ﬁj é injetor, para todo 1 < i <lel < j < m. Logo, definimos A* como a

localizacao de A no sistema multiplicativo

S={][(fi))* | 21 €Zz0,¥ 1< i<lel<j<m}CZQ)
2
e a Q*-acao sobre A* é dada da seguinte maneira: ¢; ; atua como o elemento ﬁj de Z[Q)].
Por [14, IV.1.1, Corolario 2 da Proposicao 2| temos que v, ; é um monomorfismo se,

e somente se, f;; nao pertence a nenhum ideal primo associado ao Z[Q]-médulo A. Por

hipétese, existe uma cadeia de Z[Q]-submédulos de A

A:A()QAlQQAn:O

A ~ K[Q]. Notemos que K[Q] ~ 219l com P := pZ[Q] um

Aps1 P
ideal primo de Z[Q]. Assim, pelo Teorema 1.21, Ass(M) C {P} C Supp(M) e os elementos
minimais destes trés conjuntos coincidem. Portanto, P é o tinico ideal primo associado a A.

Seja m : Z[Q] — @

Fixe i (1 < i <) etome {f;; | 1 <j < m} um conjunto de polinémios nao nulos,

tal que, para 0 < k <n-—1,

~ K[Q] a proje¢ao canonica.

monicos, nao constantes, irredutiveis em KJg], dois a dois distintos e f;; = ¢;. Defina
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ﬁ,j =7 !(fi;). Como f;; # 0 segue que ﬁj ¢ P. Logo 1; ; ¢ monomorfismo e portanto A
mergulha em A* = AS~! através da aplicacdo canonica i de localizacao.
Considere o anel
M=M®...% M,

tal que, para cada 1 <1i <[, M; = K|[q;,1/q;,1/fi2,...,1/ fim], ou seja, M; ¢ uma localiza-
¢ao do anel K[g;] no sistema multiplicativo S; := {f7}... fim | z1,...,2m € Z>o} C Klqil.
Definindo, para cada 0 < k < n, A} = A,S™! e usando o fato que localizacao é um funtor

exato (Proposi¢ao 1.9) obtemos que
A=A DAID.. DA =0

é uma cadeia de Z[Q*]-submdédulos de A*. Além disso, para 0 < k <n — 1,

A*
A*—’f ~KIQIS'~K[q]S]'® .. K[g]S; '~ M, ®...@ M; = M.

k+1

Como M; é médulo ciclico sobre Z[Q;], ¥V 1 < i <[ segue que M ¢é médulo ciclico sobre
Z[Q*]. Logo, A* é Z|Q*]-mébdulo finitamente gerado.

Portanto, pelo Teorema 2.9, o grupo metabeliano G* = A* x Q* tem tipo F'P,,. [ ]

Demonstragao do Teorema 2.9 :

Vamos considerar Y o complexo de Aberg (definido anteriormente na Secdo 2.1) com
parametros especificos que serao descritos a seguir.

Denotaremos q; ; por g; e fi; por f;, para todo 1 < 57 <m. Notemos que f; = q.

Defina vy(f) := —grau(f), para todo f € K|q] e considere a valorizagao
Vo - K(ql) — R
1 Blg) —Tolh)

Como K{¢] é um dominio fatorial entdo todo polinémio em K|[q| se escreve como um
produto de polindmios irredutiveis. Para todo f € K[q], seja v;(f) := maior poténcia de f;
na decomposi¢ao canonica de f como produto de irredutiveis, V 1 < ¢ < m, e dai temos

induzidas as seguintes valorizagoes
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Agora, vamos definir “characters”’y; : G = A x Q) — R, para 0 < ¢ < m, a partir das
valorizagoes vy, v1, . . . , U, definidas acima. Tomamos x; sobre A e Q3 X ... x ), igual a zero
e sobre ()1 a composicao

(1 - K (q1) =7

com 7(g;) = f;. Assim, para 1 < j < m, temos que
Xo(q;) = vo(f;) = —grau(f;),

Xi(qj) = vi(f;) = 6ij, V1<i<m.

Como 7 é injetiva podemos identificar (); com sua cépia isomorfa 7(Q;) em K(q;) e por
abuso de notagao escreveremos v(q) ao invés de v7(q) para cada ¢ € Q1 e v € {vg, ..., Uy }.
Também escreveremos v(q) para denotar 0 se v € {vg, ..., U} € g€ Qs X ... X Q.

Construimos na Se¢ao 2.1 arvores I, correspondentes a “characters” discretos x. Como os
“characters” definidos acima dependem inicialmente de uma valorizagao v (v € {vg, ..., vm}),
iremos chamar estas arvores de I',. Também precisamos escolher um elemento ¢, € @ tal

que v(g,) = 1 e um nimero real inteiro negativo . Fixemos

o = 0L, G, =¢ (V1<i<m) e [=-— (2 + Zgrau(fﬁ) ) (2.2)

i=1
Além disso, a construcao da arvore I', depende de um conjunto fixo de geradores de A
P o~ M ~a,0Z[Q],V0< k<n—1. Sejaa, € Ay

como Z[Q]-médulo. Por hipétese,
k+1
tal que sua imagem em Ay /A1 é @;. Logo, para cada 0 < k <n —1,

Ay ~ A1 + a0 Z[Q).
Assim,
{ap,a1,...,a,_1} € o conjunto de geradores de A a ser considerado
e dai, para cada v € {vg,...,vm},
Ay =ago Z[Q,) + ... + an_1 0 Z[Q,]. (2.3)

Observamos que a ligacao entre valorizagoes e o invariante de Bieri-Strebel mostra que

[XOL T 7[Xm] ¢ 214(@) pois @, = (Q1>v X Q2 X - X Q.

Portanto, temos (m+1) arvores I'y,, ', ..., I, , seu produto cartesiano X e o complexo

de Aberg Y para o conjunto de valorizacoes V = {vo,v1,...,om} .
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Y € (m — 1)-aciclico

O seguinte lema mostra que as hipdteses do Lema 2.2 sao satisfeitas para quaisquer m

elementos de {v|, }vev € dail Y é (m — 1)-conexo. Conseqiientemente, Y é (m — 1)-aciclico.

Lema 2.11. Todo conjunto V' de m elementos do conjunto {v, }vev estd contido em um

semi-espago aberto de Hom(Q,R).

Demonstragao. A demonstracao é igual a de [19, Lema 8|, mas para facilitar iremos fazé-la.

Se g € Q) com ¢ # 1 entdo U, := {x € Hom(Q,R) | x(¢) > 0} define um semi-espago
aberto de Hom(Q, R).

Consideremos os elementos ¢,, dados na expressao (2.2) e denotemos por d; o grau do
polinomio f;, para todo 1 < j <m.

Suponha que V' =V \ {vy}. Tomando ¢ := H1gjgm v; temos que V' C U,.

Agora, considere o caso em que V' = V\{v;} paraalgum i > 0. Seja v > (32, jic,n 45)/di
um numero inteiro e ¢ = ( H qvj> q,,"- Entao

1<j#i<m

Uo(q) = — < Z dj> + ad; > 0,
1<j#i<m

vl =1, V1<j#i<m.

Portanto, V' C Uj,. m

G atua cocompactivamente sobre Y

Um ponto tipicode Y é H[(av,rv)] coma, € A,VveV, e H r, € W C H R = R™.
veV veV veV
Observe que, se denotamos por d; o grau de f;, para todo 1 < i < m, podemos descrever

o conjunto W (definido anteriormente na Segao 2.1) da seguinte maneira:
W ={(zo, - @m) | 70+ »_ diz; = 0}.
i=1

Usaremos a notagao [b] para o menor inteiro maior ou igual a b, para b € R.
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Definicao 2.12. Para B um subconjunto de H R defina

veV
(5] = {Hw 11w EB}.
veV veV
Seja H[(av,rv)] um ponto de Y. Entao H[(av, [7,])] é um vértice de X. Note que
veV veV
Hﬁ“v} = [[H Tp]] € um elemento g € G fixa H[(av,rv)] se, e somente se, ele fixa
veV veV veV
H[(ava [ro])].

veV

Lema 2.13. [19, Lema 7] Se H sy € [[W]] entdo

veV

0< Svo +§:disvi <1 —f-zm:dz
=1 =1

Conseqiientemente, () atua cofinitamente sobre [[W]].

Proposicao 2.14. Para cada H sy € [[W]] e todo conjunto {a, € A:v € V} existe um

veV
elemento a € A tal que
H[(amsv)] = H[(a,sv)].
veV veV

Logo, para todo H ry € W tal que [[H )] = H sy tem-se que H[(av, o) = H[(a, )]

veV veV veV veV veV

Demonstragdo. Notemos que se a proposi¢ao vale para um G-transladado de ],y [(av, 5,)]
entao ela vale para o préprio elemento [], i [(ay, s,)].

Temos que cada ¢ € Q atua sobre R™"! por translaciao com [I,ev v(q). Da definigao de
V' temos que @) atua transitivamente sobre as ultimas m coordenadas de pontos de [[W]] e
dai podemos encontrar um (Q-transladado no qual as 1iltimas m coordenadas sao zero. Entao
pelo Lema 2.13 e pela defini¢ao de 5 dada em (2.2) segue que 0 < s,, < —(3. Sem alterar esta
ultima propriedade podemos encontrar um A-transladado no qual a,, = 0. Logo, podemos
supor que, parav € V, s, + 5 <0 e a,, = 0.

Seja a € A. Entao, pelo Lema 2.1,

[Tlaw. s =[]la.s,)] <= a—a,€A,0q)™ YveV.

veV veV
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Considere a cadeia (2.1). Suponhamos que para cada 0 < k < n — 1 a seguinte condigao

é verdadeira: para qualquer subconjunto {b, }yev\ v} € A € by, =0

existe by € A, com by —b, € Ay o g™ + Apy, Vo eV I\ {w}, e
b = by — buy € Auy 0 gl 0. (2.4)

Como a, € A= Ay, Vv e V\{w}, ea, =0 segue que existe by € A, tal que, Vv €V,

bo — a, = Cy,1 + bv,l com ¢, € Av o q5+sv e bv,l € Al, bvo,l =0.

Agora, —b, 1 € A, implica que existe b; € A; tal que, Vv eV,

bl + bv71 = Cy,2 + bv72 COIM Cyo € Av o qf+8v e bv72 & Ag, bvo,g =0.

Usando o raciocinio anterior vamos obter, para cada 0 < k£ < n — 1, um elemento

b, € A, C Atal que, Vv eV,

— +s _
b + by = Copt1 + by g1 cOM Cyppr € Ay o C]f Ve bypt1 € Aktt, bug 1 = 0.

EntaoVveV
(b0+b1+...+bn,1)—avGAquf+5”+An_

Mas A,, = 0 e portanto a := by + ... + b,_1 satisfaz a proposicao.

Falta mostrarmos que a condigdo (2.4) é verdadeira. Recordemos que por (2.3)
A, = ag o ZIQ,) + ... + an_1 0 Z|Q,], para cada v € V. Fixe k (0 < k < n—1)e
suponha que b, € Ay, Vv € V\{w}, e b,, = 0. Seja b, a imagem de b, em Aj/A;;;. Vamos
mostrar que existe b € Ay /Ag41 tal que, Vo eV,

_ A
by, — b, € a0 (Z[Qv]qﬁ+s”) C 1 k

(%

=a,oZIQ M =M ®...0 M, (2.5)
k+1

onde @, é a imagem de a, € Ay em Ay/Ag,; e dai concluimos que existe by € Ay com
b, — b, € Z[Q.1¢7 + Apir T Ay o Pt 4+ Ay, Vo eV,
k— by € ap 0 Z[Qy]q) ™ 4+ Apyr € Ayo gy 4+ Apqa, Y )

sendo que by, é qualquer pré-imagem de b, em A,. Portanto b, pode ser substituido por
qualquer elemento de by + A1 e entdao em particular podemos escolher um b, tal que
b = b, — buy € Ay © g 0.

Agora demonstraremos (2.5). Observemos que

Z|Q,| =Z[(Q1)y X Q2 X ... X Q.
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Como q, € @1, para v € V, e atua trivialmente sobre M;, para ¢ > 1, basta trabalhar
com o caso em que cada b, € M; e encontrar um b, € M;. Aqui estamos considerando M,

como isomorfo ao subanel M @ K ® ... K de M = M; ® My ® ... ® M,;. Lembremos que

1 1 1
M, =K {ql,—,—,...,—} C K(q1). Como (3 + s, < 0 segue que
q1 f2 fm

Z1Q.] C Z[Q.)g .

Seja F' = Hfj € Klq]. Entdo, Vv € V \ {v}, temos que b,F* € K[q], para algum
j=1
inteiro t > 0. Agora, aplicamos o Teorema Chinés dos Restos para o anel de polinomios

K|[q] e as congruéncias
by = by, F* (mod fIK[q]) paracada j=1,...,m.

O teorema garante a existéncia de um b satisfazendo as congruéncias e com grau menor
ou igual ao de Hfjt = F*. Seja b, = b, F~*. Entdo, ¥ v # vy,
j=1
v(be — by) = v(b,F" —b,) = v((b, — b, F')F~") = v(b, — b, F") + v(F") =
=v(b), — b, F") —t > 0> B+ s,.

Recorde que b,, = 0 e daf
V(b — byy) = vo(br) = vo (b, F ™) = grau(F') — grau(b},) >0 > 3+ s,.

Assim encontramos um b, que satisfaz a condi¢ao (2.5) e a demonstragao da proposi¢ao

estd completa. -

Proposicao 2.15. G atua cocompactivamente sobre Y .

Demonstragao. Segue da Proposicao 2.14 da mesma maneira que a demonstragao de [19,
Teorema 7] segue de [19, Teorema 6], mas para facilitar iremos fazé-la.

Seja H[(av,m)] um ponto de Y. Entao pela Proposicao 2.14 existe a € A tal que
veV

[Levi(av, s0)] = I evl(a, sy)] com s, = [r,]. Assim

[Tla, s0)] = [l(a. 5] = [[ G)gira = (][ Gw)gs) xa = []1(04. 5,)] *a,

veV veV veV veV veV
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com * denotando a acao diagonal de GG sobre X. Logo

[Tlaw, r)] =[]0, 70) % a

veV veV

e Y/A ~ {H[(OA,TQ,)] | H Ty € W} ~ W sendo que o tltimo isomorfismo é dado pela

veV veV
aplicagao h (definida anteriormente na Secao 2.1).

Do Lema 2.13 temos que () atua cocompactivamente sobre W por translacao a direita
com elementos H v(q) para ¢ € Q. Como Y/G ~ (Y/A)/Q ~ W/Q, entdao G atua cocom-

veV
pactivamente sobre Y. [ |

Estabilizadores em G de células em Y sao de tipo F' Py,

Nosso objetivo é mostrar que os estabilizadores em G de células em Y sao grupos
metabelianos que satisfazem as hipdteses do Teorema 2.9 se o anel M ¢é substituido por
My ® ... M, e @ por Qa X ... X ;. Dali, usando inducgao sobre [ concluimos que os
estabilizadores sao grupos de tipo F'P,,.

Por [20, Lema 2.9] o estabilizador em G de uma célula em Y é o estabilizador de um
vértice de X pertencente a A~ ([[IW]]). Assim, basta mostrar que o estabilizador P de um

vértice H G(v)gy, = H G(v)¢® a, em X pertencente a h=([[W]]) é de tipo FP,,.
veV veV
Notemos que o estabilizador de um G-transladado de H G(v)g, é um conjugado do
veV
estabilizador de H G(v)g,. Em particular, os dois estabilizadores sdo isomorfos. Logo, é

veV
suficiente considerar um vértice qualquer dentro de cada G-érbita.

Pela Proposicao 2.14, existe a € A tal que

[T¢wg. =] Gw)gra, =[] G)gra= (H G<v>q5v> %,

veV veV veV veV

com * denotando a G-agao diagonal sobre X. Entao, dentro da G-érbita, existe um ponto
com a, = 0, Vv € V. Vimos, anteriormente, que () atua transitivamente nas ultimas m
coordenadas de [[W]] e dai podemos supor que s, = 0, para cada v € V'\{vy}. Logo, podemos

assumir que g, = 1 para v # vy e usando o Lema 2.13, ¢,, = g com 0 < Spy < —[3.
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Um elemento aq de G com a € A e g € () pertence ao estabilizador P de um tal ponto

se, e somente se,

a € AN (qu °Gr)gn?) = (AN G (1)) 0 goe® = Ay, © q280+5,
ac ANG(v;) =A,0¢), Yi>0,
geG), VYveVW

As condigoes para ¢ sao satisfeitas quando g € ker(v|Q), isto é, exatamente quando

q € @ X ... x Q. Portanto,
P=Bx(Qs%x...xQ;) com B:= < ﬂ Ay, oqi) ﬂ <AUO o qig°+ﬁ> . (2.6)
1<i<m

Proposicao 2.16. Depois de aumentar, se necessario, o conjunto fizado {ag,...,a,_1} de

geradores de A como Z|Q|-mddulo, existe uma cadeia de Z[Qs X ... x Qi]-submddulos de B

B=By2Bi2...0 By =0 (2.7)
, By, ,
tal que, para 0 < k <n' —1, B = My ®...® M; como Z[|Qa X ... x @Q]-mddulos.
k+1

Demonstracao. Vimos que a construcao do complexo Y depende da escolha do conjunto
{ag,...,a,—1} de geradores de A como Z[Q]-mdédulo. Observemos que a escolha de um
tal conjunto ja foi feita e foi provado que G atua cocompactivamente sobre Y com esta
escolha particular. Notemos que se acrescentarmos mais geradores ao conjunto ja fixado
{ag,...,a,_1} isto aumentard A, e obtemos um novo complexo Y. Mas, como G atua
cocompactivamente sobre Y, entao GG continua atuando cocompactivamente sobre Y (pois a
Proposigao 2.14 ainda vale se aumentamos A,). Assim, no decorrer da demonstragao desta
proposicao sentiremos livres, se necessario, para acrescentarmos novos geradores de A como
Z|Q]-mdbdulo e sempre preservar os geradores anteriores.

Primeiramente, suponhamos que a cadeia do enunciado do Teorema 2.9 tem comprimento
n=1. Assim, A ~ Ay/A; ~ M1 ®...® M, ~ ag o Z|Q]. Entdo, parav € V,

Ay = ag o Z[Q,] = ag o (Z[(Q1).] ® Z[Q2] ® ... R Z[Q]) ~ (M), @ Mo ® ... @ M; (2.8)

sendo que (Q1), = {q € @1 | v(¢) > 0} C Q; e (M), denota o Z[(Q1),]-submébdulo de M,
gerado pela imagem de 1g, em M;. Notemos que ﬂ (M), = K[q1]-

1<i<m
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Sejam

g:=]]aw €@ e aec(M), oq33°+ﬁﬂ< (1 @0, oqﬁ)

i=1 1<i<m

com ¢,, os elementos dados na expressao (2.2). Entao (M), o ¢) = (M), o q ?, para cada
1<i1<m, e
ao(q) e m (Mi)o, = K]
1<i<m

A condigao a € (M) y,0qu° g equivalente a limitar (superiormente) o grau do polinémio

ao (@) € Klg] se a # 0. Logo, (M), oo™ ( N o), oqi-> ¢ um K-espago
1<i<m
vetorial de dimensao finita n’. Portanto,

n'—1 n'—1
B~ <€BK> QM. M~PMe...0M)
j=0 §=0
n'—1
e definindo By := @(Mg ®...0 M), VEk=0,...,n —1, e B, = 0 temos uma cadeia
j=k

satisfazendo as mesmas condigoes da cadeia (2.7). Note que, neste caso, nao foi necessério
acrescentarmos novos geradores.
Agora, vejamos o caso em que a cadeia (2.1) tem comprimento n > 1. Fixemos k
m
0<k<n-1) esejaZ]v::qui € Q.

i=1
Como Z|[Q,] ¢ um anel Noetheriano (pois todo v € V é um “character” discreto) e o

Z[Q,]-médulo A, (definido na expressao (2.3)) é finitamente gerado segue da Proposigao
1.16 que A, é um Z[Q,]-médulo Noetheriano, para todo v € V. Conseqiientemente, A, N Ay
¢ um Z[Q,]-médulo Noetheriano e portanto, pela Proposi¢ao 1.13, (A, N Ax)/(A, N Agy1)

também é um Z[Q),]-mddulo Noetheriano. Como

(Ay N Ap) + Apyr A, N Ay AN A,
Ak-_;’_l N (A’U ﬂ Ak) ﬂ Ak+1 AU ﬂ Ak+1

entao (A, N Ag) + Ags1/Aks1 é um Z[Q,]-mbédulo Noetheriano e portanto um mdédulo fini-

tamente gerado sobre Z[@Q,]. Temos que

Ak:Ak+1+akOZ[Q] e U(®>07 V’UEV\{U()}
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e dai existe algum inteiro ¢ < 0 tal que
A, NAy CAppr +aro (9'Z[Q,], YveV\{v}

Agora, acrescentamos um novo gerador a o (¢)" de A como Z[Q]-mddulo e consideramos
o Z[Q,]-médulo:

A, i= A, + a0 (9)'Z]Q,), Yve, (2.9)

ou seja, aumentamos A, com o novo conjunto de geradores. Entao
CLkO(ZDtZ[QU] - gvﬂAk = (Av ﬂAk) “+ago ((A]’)tZ[QU] - Ak+1 +ako(®tZ[QU], Vove V\{Uo},
e daf atuando com (¢)? nas inclusdes acima segue que

ay, o (§)"PZ[Q,] C (A, 0 (9)°) N Ay C Apyr + a0 (PZIQ,), Yv eV \{w} (2.10)

Entao
[(ﬂveV\{vo} Ayoq] ) N Ak} + Appa c Moev\ fuo} [(Zlu oqy N Ag) + Ak—i—l}
i ﬂvEV\{vo} [ak © (@H_BZ[Qv] + Ak—&-l} B
Ay

= N @@z =

veV\{vo}

t+3
= ( H fl> Klp|® My ® ... ® M, (2.11)

1<i<m

Observemos que, como vy(q) < 0, existe algum r > 0 tal que
Ay N A C Apyr + ax 0 () Z[Qu, ). (2.12)

Novamente, acrescentamos um novo gerador a;o(q)” de A como Z|[Q]-médulo e trocamos

A, pelo seguinte Z[Q,]-médulo
A=A, +apo (9)Z[Q,], YveV. (2.13)
Como r >t (recorde que r > 0 > t) e v(q) > 0, para todo v € V' \ {vy}, segue que

ar 0 (@)"Z[Q,] C a0 (9)'Z[Q,] C A,, Vv eV {ug}.
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Conseqiientemente,

A=A+ aro @) Z[Qn] e A=A, Vu#u. (2.14)

De (2.12) e (2.14) obtemos que
ax © (7)"Z[Qu,) € Al N Ar = (Ayy N Ar) + ax 0 (9) Z[Quo) C At + ar 0 (@) Z[Quy)
e daf atuando com (g,,)*0 ™ nas inclusdes acima segue que

@k 0 (Q)" (quy) " P Z[Quy] S (A} 0 (¢00)™ ™) VAR C At + a0 (@) (¢00) " P Z[Qu,). (2.15)

Logo, tomando 3, = 3, Vv e V\{wv} e By, = Sy, + 3, obtemos de (2.6), (2.10), (2.14) e
(2.15) que

(BNAp) + Arpr [(Noev A% 0 (@)™) N AL] + Apnr

Apy1 Apa

[mveV\{vo}(ZU o (g,)% N Ap)N (A, © (quy)?0 N Ak)} + At c
a Ap1 o

- ( ﬂ ay, © @’)tJFﬁZ[QU]) m (@ © (@) (Goy )"0 Z[Qu, ). (2.16)

veV\{vo}

Por outro lado, de (2.10) e (2.15),

veV\{vo}

( A ako@”ﬂzm)ﬂ<ako@r<qvo>5vo+m@vo]>c

o [Nuer (4 0 (@)™) 0 A)] + Apir.

(2.17)

Akt
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De (2.11), (2.16) e (2.17) segue que

(Bﬂflf:; Ao | ae @21 | ) (@0 @ () Z1Qu) =

veV\{vo}

t+p
> K[q] ﬂ {/\ € K(q1) | vo(N) > vo(@”qi;’”ﬁ)} QMy® ... M; ~

12
/~
g

o

t+43
~ Ae(H fi> Klq] | grau(N) < —syy —B—100(q) p @ Mo ® ... ® M) ~

n//_l n//_l
:(Q}K)@Mﬂy”®kﬁzggw@®“@wm

J=0 J=0

sendo que n” é a dimensao de {)\ € (H1gigm fi)tw Klq] | grau(\) < —s,, — 0 — rvo@)}
como K-espaco vetorial.

Portanto, temos o seguinte fato:
BNA, (BNA)+ Ay

BNAg Apy1
de copias de My ® ... ® M; como Z[Q2 X ... X Q] — mbdulo.

¢ uma soma direta finita

Entao {B N Ax}r é uma cadeia de Z[Qy X ... X @]-submédulos de B sendo que cada
quociente (B N Ag)/(B N Agy1) admite uma cadeia de Z[Qq X ... X @]-submédulos com

quocientes isomorfos a My ® ... ® M,;. Portanto, o Lema 1.33 nos garante a existéncia da
cadeia (2.7). n

Proposicao 2.17. O estabilizador P ¢ de tipo F P,,.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.16 existe cadeia

By,
Bj1
Dai, B é um Z[Q2 X ... X Q;]-médulo finitamente gerado. Por indu¢ao podemos assumir que

de Z[Qs x ... x Q;]-submédulos de B tal que, para 0 < k <n' —1, ~M®...0 M,.

o Teorema 2.9 vale quando M é o produto tensorial de [ — 1 componentes. Em particular,

P ¢é de tipo F'P,, pois é a extensao cindida de B por Q3 X ... X Q. |
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CONCLUSAO: Finalmente, observamos que todas as condigoes do critério de Brown
(Teorema 1.51) sao satisfeitas e concluimos que G tem tipo F'P, e a demonstracao do

Teorema 2.9 esta completa.



CAPITULO 3

Conjectura de mergulho

O objetivo deste capitulo é demonstrar a seguinte Conjectura:

Conjectura de mergulho: Seja G um grupo metabeliano finitamente gerado e m um

numero natural. Entio G mergulha num grupo metabeliano de tipo F P,,.

Observamos que o caso m = 2 foi resolvido muito tempo atras em [3] sem usar a classi-
ficagao de grupos metabelianos de tipo F'/P, dada em [9] pois ela ainda nao existia e que o
caso m = 4 foi provado em [19].

Primeiramente, veremos que podemos fazer algumas reducoes e depois faremos a demons-
tragao da Conjectura.

Observamos que todos os médulos considerados neste capitulo sao médulos a direita.

3.1 Passos de Reducoes

Seja G um grupo metabeliano finitamente gerado. Pelo Lema 2.3 podemos supor que GG
é um grupo finitamente gerado tal que G = A x @ com A e (Q grupos abelianos. Entao, pelo
Lema 1.60, @ é finitamente gerado como grupo e A é finitamente gerado como Z[Q]-médulo
com () atuando por conjugacao a direita.

Como @ é um grupo abeliano finitamente gerado segue que Z[Q] é um anel comutativo

Noetheriano (Lema 1.32) e ) é um grupo de tipo F'P,, (Lema 1.43).

37
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Assim, pelo Teorema 1.20, existe uma cadeia de Z[Q]-submédulos de A

A=MyOM, D...O My =0

M;  Z[Q)]
"My B
O objetivo desta secao é mostrar que podemos reduzir nosso problema ao caso em que

tal que, para 0 <i<n'—1, com P; um ideal primo de Z[Q)].

existe uma cadeia de Z[Q]-submédulos de A

tal que, para 0 < ¢ < n — 1, cada quociente A;/A;; é isomorfo a Z[Q]/P com P um ideal
primo fixo de Z[Q)].

Agora, vejamos dois lemas que serao usados repetidas vezes.

Lema 3.1. Sejam H um grupo abeliano finitamente gerado e M um Z[H|-mddulo finita-
mente gerado. Entao M mergulha em @]\Z sendo que J € um conjunto finito e, para todo
jeJ
j€J, M; é um Z[H]-mddulo quociente de M e é primdrio.
Demonstragao. Como M é um médulo finitamente gerado sobre o anel Noetheriano Z[H]|
segue pelo Teorema 1.24 que o submodulo trivial 0 tem uma decomposi¢ao primaria, ou seja,
existe uma familia finita (N;);c; de submoédulos de M tais que
0=N;
jeJ

e ]\Z := M/N; é Z[H]-médulo primério para todo j € J.

Para todo j € J, seja p; : M — M/N; a projegao canonica. Logo, o homomorfismo de
Z[H]-médulos:

M
pi=@pj: M — @ N
jeJ =
a — ®pja)
é injetor. [ |

Lema 3.2. Sejam H um grupo abeliano finitamente gerado e M um Z[H|-mddulo finita-

mente gerado que € primdrio e

M=My2DM; D...2 My 1 2M,=0 (3.2)
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M; Z\H
uma cadeia de Z[H|-submddulos de M tal que, para 0 < i <n-—1, A ~ l[D ] com P; um
i+1 i

ideal primo de ZJ[H]. Suponha que os ideais primos P; nao sao todos iquais. Entdo existe

M
S ={1,\ N2, ...} C Z[H] um sistema multiplicativo tal que M mergulha em M S~ P i
n—1
como Z[H|-mddulo. Além disso, MS™ tem uma cadeia de Z[H|S™-submddulos
MSt=MyDM D...2 M, =
M; Z|H]S™!
tal que, para 0 < j <n'—1, M’] ~ [ ;, com P’ um ideal primo fizo de Z|H]S™ .
i+

Observagao 3.3. Considere as notacoes do lema acima e defina H:=H x Z. Temos que

MS~ pode ser visto como um Z[H|-mddulo da sequinte maneira: H atuando via sua agdo
original sobre M e um gerador fixado de 7. atuando por multiplicacao com \. E ainda, o

Z[H]-moédulo M/M,_1 ndo € necessariamente primdrio.

M, 7Z\H
Demonstragao. Consideremos a cadeia (3.2). Como M, =~ i L~ P[ ] segue, por
n n—1

defini¢ao, que P, _; é um ideal primo associado com M, ou seja, P, 1 € Ass(M). Mas, por

hipotese, M é priméario. Logo, P,_; é o tnico ideal primo associado com M. Assim, pelo
Teorema 1.21, P,_; é o elemento minimal de {Fy, ..., P,_1}, ou seja, P,—; C P;, para todo
1=0,...,n—2.

Paracadai € {0,...,n—2} talque P, € {Fy,..., P, 2} e P 2 P,y escolha \; € P\ P,
e defina

A=TIN e S={LAN. .}

Temos que A\ € m P; | \ P, e S é um sistema multiplicativo.
Pi gpn—l
Consideremos a aplicacao

M
Mnfl

p:a@ﬂ:M%MS’l@

com o : M — MS™! a aplicacao canonica de localizacao e 3 : M — a projecao

. n—1
canonica.

Notemos que ker(u) = ker(a) N ker(3) = ker(a) N M,-; = ker(aj,, ). Temos que

M, _1S™1 ¢ um subanel do corpo de fracoes de M,,_; gerado por M,_; e Y E além disso,

M, 1St # 0 pois A € P,_;. Logo, ), ¢ injetiva, ou seja, p € injetiva.
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A partir da cadeia (3.2) obtemos a cadeia de Z[H|S™'- submddulos de M S~
MS™ = MyS™' D MSD... DM, 15 D M,S" =0.

Usando o fato que localizacao é funtor exato (Proposigao 1.9) temos que

_ 0 A€E P
MzS 1 ~ (Z[H]) S_l ~ Z[H] % ©
Mi+1Sil P, (P ) S se )\QPZ (<:>B:Pnfl)
n—1
para todo 0 <i<n — 1. ]

A préxima proposicao nos permitird fazer uma redugao muito util para poder demonstrar

a Conjectura de mergulho.

Proposicao 3.4. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado e A um Z[Q|-mddulo fini-
l

tamente gerado. Entao G = A x Q mergulha em H<MZ X Q;) como um subgrupo sendo que,
i=1
para todo 1 < i <1, Q; € um grupo abeliano finitamente gerado e M; é um Z[Q;]-mddulo

finitamente gerado tal que existe uma cadeia de 7.[Q;]-submddulos

M; = Mg 2 My 2 -2 M, =0

M; Z|Q; . .
sendo que, para 1 < k <n; — 1, LN [C%] com P! um ideal primo fizo de Z.[Q;].
M gy P

Demonstracao. Usando o Lema 3.1 para H = () e M = A temos que A — @ ]\7[/] sendo
jeJ

que J é um conjunto finito e, para todo j € J, M; é um Z[Q]-mdbdulo quociente de M e é

primério. Dai existe um monomorfismo de grupos
G=AxQ—][[(M;»Q)
j€J
cuja restrigao sobre A é o monomorfismo ¢ dado na demonstragao do Lema 3.1 e sobre @) é

o mergulho diagonal de () em H Q.
j€J
Agora, pelo Lema 3.2, para cada j € J,

%NQ%(MS;lej)X(MjNQ)
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sendo que H; := Q x Z e ]\A/.Ijij’1 tem uma cadeia de Z[H;]-submddulos com todos os
quocientes isomorfos a um quociente fixo que é ciclico e é um dominio. E ainda, Mj é um
quociente préprio de ]\AjJ e portanto um quociente préprio de A.

Logo, o fator ]\A/[/ij’1 X H; ¢ do tipo permitido pela Proposigao e assim temos que cuidar
do outro fator M; x Q. Infelizmente, em geral, M; ndo é primério como Z[Q]-médulo e
entao novamente aplicamos o algoritmo anterior.

Suponhamos que este processo ¢ infinito. Como em cada passo do algoritmo acrescenta-
mos somente um numero finito de grupos entao existiria uma seqiiéncia infinita

A, A =],

VR

AP o ADAGD

sendo que AUGtD é um quociente préprio de A% e portanto um quociente préprio de A,
ou seja, AY = A/V; com V; um Z[Q]-submédulo de A. Logo, obterfamos uma seqiiéncia

crescente infinita
VieVaG V3G -

de Z[Q]- submédulos de A. Mas isto é impossivel pois A é um Z[Q]-mddulo Noetheriano.m

3.2 Demonstracao da Conjectura

O objetivo desta se¢cao é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.5. Seja m um numero natural e G um grupo metabeliano finitamente gerado.

Entao G mergulha num grupo metabeliano de tipo FP,,.

Usando os Lemas 2.3 e 1.60 e a Proposicao 3.4 podemos reduzir nosso problema ao caso
em que G = A X Q com ) um grupo abeliano finitamente gerado e A um Z[Q]-médulo

finitamente gerado tal que existe uma cadeia de Z[Q]-submddulos de A:

A=AD0AD...04,=0 (3.3)
A; Z . :
sendo que, para 0 <71 <n —1, I ~ ][52] com P um ideal primo de Z[Q)].
i+1
P : _ ZQ] -
Como P é um ideal primo segue que R := N ¢ um dominio e portanto temos que

analisar os seguintes casos:
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) car (22 o,

Z\d)]

20) car (—) = p com p um numero primo > 2.

P

De agora em diante, vamos omitir a notacao o para a agao a direita de () sobre A por

conjugacao.

1%) CASO: car (@) = 0.

Considerando R como um Z-modulo e usando o fato que R é um dominio de caracteristica
zero temos que seu submédulo de torgao tz(R) = 0. Assim, por [23, Coroldrio 8.18] , R
mergulha em R’ := R ®z Q como Z-mdbdulo. Mas a acao de () sobre R induz uma acao de
Q) sobre R’ e dai R mergulha em R’ como Z|Q]-médulo.

Considere a seguinte seqiiéncia exata de Z-mdédulos:
0— P—Z[Q] — R—0.
Como Q é um Z-médulo plano (por [23, Corolario 3.48]) entao a seqiiéncia
0 —P®RzQ —Z[QezQ — R —0
¢ exata. Logo,
LZQlezQ  QQ)

R, - P! - P!

com P’ := P ®yz Q, ou seja, R’ é uma Q-algebra comutativa finitamente gerada.

Dai, pelo Teorema de Normalizagao de Noether (Teorema 1.31), existem ...,z € R’
algebricamente independentes sobre @ e tais que R’ é integral sobre o anel de polinomios
B' = Q[z,...,2.]. Portanto, R’ é um B’-médulo finitamente gerado.

Notemos que R’ é uma localizagdo de R com respeito ao sistema multiplicativo Z \ {0}

e também ¢é um dominio. Dai, para cada j =1,...,s
Yj
Tl = j com y; € R, 2; € Z\ {0}. (3.4)
J
Sejam

F := corpo de fracoes de R;

F’ := corpo de fracoes de R';
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L’ := corpo de fracoes de B'.

Entao, L' C F’ e F’ é uma extensao finita de L'. Logo, I’ é um L’-espaco vetorial
de dimensao finita. E ainda, F' = L'(q},...,q,.) sendo que {qi,...,qx} é um conjunto de
geradores do grupo @) e q;- ¢ a imagem de ¢; em R’ para todo j =1,..., k. Assim, podemos
obter uma base {¢/,..., e/} de F’ sobre L' tal que {q},...,q.} C {e},...,e.,} CR.

Observemos que
F'=F e L' =corpo de fragoes de Z[z}, ..., 2]

Portanto
T Z[xy,. .. 7]

F:F':@e' s

NIz, \ {0} (3.5)

Lema 3.6. Eziste um ¢ € Z[x,...,x.] \ {0} tal que
F ':ée' AR ! l]
1- L l 10> sac,

é um subanel de F' contendo R.

Demonstragao. Seja a € R um gerador de R como Z[Q]-médulo ciclico. Usando os fatos
que {qi,...,qr} é um conjunto de geradores do grupo @ e Q - R C F e a expressao (3.5)

dada acima temos que

u

a bl

= g egc—l com by, ¢ € Z[xY, ..., 2], ¢ #0;
=1

4G ~— b ~ .
TJ:ZQE’CVL com bjl’CﬂEZ[‘rllw"vx/s]? le7é07 V1§]§]€;

1 /

u
b
I 1 Zihl / / / / / .
e, = E I com b, Cp €722, ... 2], ¢y #0, V1<i<h<u.
=1 ihl

Logo, ¢ = (H cl> (H 'cvjl> (H C%z) satisfaz as condigoes do Lema. |

! il ihyl
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Consideremos ¢’ € Z[x},...,x;] \ {0} o elemento dado pelo Lema anterior e y; € R e
z; € Z.\ {0} os elementos dados na expressao (3.4), para j =1,...,s.

Para algum nimero natural m’ > 2 temos que

C,(Zi e Z;)m/_l S Z[yia s 7yg] \ {0}

Defina
d = 2y e 2y, .y \ {0} € R\ {0}.
Notemos que
1 (2. ) Ty c VAT 1 A2 2)m
2.2 d d A d '

1 1 1
¢ € Zlttv. .  l) C Loty o) C 2t gRH

e portanto

Z()* - )T =2l ;

1 1
QZ[IUL-..,Z/;,C/,E] - Z[yi,...,y;,g] CR {J} )

Das inclusoes acima segue que

/
7ys7g7g_ J

Assim, usando o Lema 3.6, obtemos que

11 (ziz;)m/yiy;] 1

1
Z[x’l,...,x's,g] C Zlyi, - .. QZ[yi,...,y;,E].

u

- 1 1 1
R=F=@d 7, .o < D Z[ya,...,yg,g]gzab].
=1 =1

Portanto,
1 . / / / 1
R 7= EBel Z[yl,...,ys,g ].
=1
Como a proje¢ao candnica 7 : Z[Q] — R = Z[Q]/P é um epimorfismo entao
Jy; € ZIQ] tal que w(y;) =y;, Vi=1,...,s
Pela defini¢ao de d' e m’ temos que d' € ¢} ... y.Z[y;, ..., y.] \ {0}. Assim,

deey...yslly, . ..,ys) tal que 7(c)=d
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ngj;éigs Yj
c

Q-

1
e dai, — €
Yi

Zlyi, ..., ys| € Zlyr,...,ys,— |, parai = 1,...,s. Em particular,

2™ (57 € 2l 1)

Seja A’ uma localizagao de A no sistema multiplicativo S} := {1,¢,c?,...}. De agora em

1
diante iremos denotar A’ := AS; " por A | = |.
c

Pelo fato que localizagdo é um funtor exato (Proposigao 1.9), obtemos a partir da cadeia

(3.3), dada inicialmente, a seguinte cadeia de Z[Q][1]-submddulos de A”:

A=AD2AD...24 =0 (3.6)
. 1
tal que, paracada 0 <i<n—1, A, := A {—1 e
c

A AR A 1 N 1
L~ ¢~ D]~ —| = Z,, ...y, =]~
A Ai+1[%] Aipr L} R {d’} @el s 0 d )

i+1 =1

T 1
~ D ZIw) W) ]
=1
ou seja, Aj/A; ¢ um Z[(y)*, ..., (y,)*", 7 ]-médulo livre finitamente gerado.
Lema 3.7. A aplicacao canonica de localizacdo

i A = AST =A

not. 4

1 =
a — a® 1
¢ injetiva, ou seja, A mergulha em A" como Z[Q]-mddulo.

Demonstragao. Devemos mostrar que nao existe a € A\ {0} tal que ac = 0.
Seja a € A satisfazendo ac = 0. Consideremos a cadeia (3.3). Vamos mostrar que se
a € Az entao a € Ai+1-

—i, para cada 0 <t <n — 1. Temos que

Considere a proje¢ao canonica m; : A; — I
i+1

ac =0 = m;(ac) = 0 = m;(a)d =0

¢ um dominio e d' € R\ {0} segue que m;(a) = 0, ou seja,
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Logo,

a€A=Ay—acA — ...—acA,=0.

Portanto a = 0. |

Seja
Q\ = <{/g\17 s 7/g\s}> ~ 7°

o grupo abeliano livre tal que g; age sobre A’ por multiplicacdo com y; € Z[(Q)], ou seja, g;

age como o elemento y;, para j = 1,...,s. Observemos que A} é um Z[@] E] -submédulo
de A’

Usando os Lemas 1.33 e 1.34 podemos refinar, se necessario, a cadeia (3.6) de Z[@] {ﬂ -
modulos de tal modo que, para cada i =0,...,n—1, Aj/A}, ¢ um Z[(y;)=, ..., (yL) =, 5 |-

modulo livre e ciclico, ou seja,

A; / / / 1 ! ! 1 A==t /\E1 1
A/'JrlZaiZ[yh'"ustE]ZZ[yla”'aysaE]:Z[(yl) 7"‘7(ys) 72]

(3.7)

para algum a; € Aj/A; ;. Por um abuso de notagao, continuaremos denotando por n o
nimero de fatores da cadeia refinada. Observamos que depois do refinamento A’ nao precisa
ser Z[Q]-submédulo de A'.

Para cada i = 0,...,n — 1, considere a; € A]/A; | o elemento dado na expressao (3.7).

Como a projecdo canonica m, : A} — A7/A; | é sobrejetora segue que
~ / =N
Ja; € A; tal que 7;(a;) = a;.

Assim, por (3.7),

~ ~ |1
Defina
A=GZIQ ]+ ... +ana1Z[Q ],
ou seja, Aéo Z[@ |-submédulo de A" gerado por aq, . . ., a,_1.

n—1
Lema 3.8. A = @’d%[@ | e cada submddulo EZZ[Q\ | € livre de posto 1,V i=0,...,n—1.
i=0
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Demonstragdo. Para cada i = 0,...,n — 1, seja ] : A} — Al/A, | a projecdo canonica e
considere os seguintes Z[@) |-submddulos de A

A=aZIQ )+ ... +a.Z[Q ).

Basta mostrar que A = 5iZ[CA2 | @-H, para todoi=0,...,n— 1.
Por (3.6), A, C A}, paratodo j =i+ 1,...,n—1, e daf

A1 =0 Z[Q )+ ... +0n1Z[Q ] C AL, = ker(r))
Como m(@Z[Q ]) = diZ[(y)*', ..., (v))='] = ZI(W))*, ..., (4,)*"] segue que

ker(7)N (@Z[Q]) =0 = AN (@z[Q)) =0.

n—1
Portanto, A = Ay = @Z[Q | & A = wZ[Q |9 GZQ @ Ay = ... = Paz[Q]. =
i=0
~[1
Lema 3.9. A=A [—]
c
Demonstragao. Note que como ¢ € Zlyi, ..., ys| entdo ¢ atua sobre A como um elemento de

Z[Q | e dai Ac C A. Usando o fato que localizacio é um funtor exato (Proposicao 1.9), A é

~

1
um Z[Q]-submédulo de A’ e A’ = A [—] segue que
c

A’QEH.
C

Falta mostrar que A’ C A [%] Para isto basta provar que A} C A [%], Vi=0,...,n—1.

Para i =n — 1 é verdade, pois A}, =0 e

- ~ |1 - ~ |1 ~ 1
s v 0] a2 [ €42
~1
Agora, suponha que A}, C A {—} . Como
c

o [} e[} 1

) c C
=0 -

entao A = Al + 4Z[Q) [—] CA [1] Portanto, A" = A} C A —]. n
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Como @ é um grupo abeliano livre de posto finito e Aéum Z[@ ]-médulo livre finitamente

gerado (Lema 3.8) entao pelo Teorema 2.4
A x Q mergulha no grupo G* := A} x @] de tipo F'P,,

sendo que A} é um Z[Qi]-moédulo finitamente gerado, @] é um grupo abeliano livre de
posto finito, A} uma localizagao do Z[@ ]-médulo A (digamos A} = AT com T um
subconjunto de Z[qg1, . .., gs] \ {0} finitamente gerado que é um sistema multiplicativo e atua
como elementos de Z[y,...,ys] \ {0} C Z[Q] \ {0}), a aplicagdo canonica de localizacao
z'z‘l : A — AT! = A? ¢ injetiva e Q é um somando direto de Q.
Seja
Hy = Q7 x (t')

com (t') ~ 7 um grupo abeliano livre ciclico. Defina
L= A 1
sendo que t' age sobre A{[%] como o elemento c. Temos que

1 ~ 1 ~[1
e
c c c
onde a segunda igualdade segue do Lema 1.8 e dos fatos que 7" atua como um subconjunto
do anel comutativo Z[Q)] e ¢ € Z[Q)] e a ultima igualdade segue do Lema 3.9.

O grupo metabeliano G} é uma extensao HNN crescente com grupo base G* (que é de

tipo F'P,,), subgrupos associados isomorfos a G* e letra estavel ¢'. Portanto, pelo Lema 1.70,
1 é de tipo FP,,. (3.9)

Pelo Lema 3.7, A mergulha em A’ = A[1] . A agdo de @ sobre A induz uma agao de Q
sobre A’ e portanto uma Q-agao sobre A'T~! = Aj[1]. Assim, Aj[1] pode ser visto como
um Z[Q]-médulo. Como todas as localizagoes feitas apenas inverteram elementos do anel
comutativo Z[Q)] entdo as acoes de Q e Hj sobre Aj[2] comutam.

Temos que o grupo metabeliano

~

G = Al H x (H % Q)



Cap. 3 e Conjectura de mergulho

49

tem um subgrupo normal G com quociente @/G{ ~ () de tipo F'P,,. Entao por (3.9) e pela
Proposicao 1.47
G 6 de tipo F'P,,.

Portanto, se A mergulha em Aj[] como Z[Q]-médulo entao G = A x Q mergulha em G
e a demonstragao do Teorema 3.5 no Caso 1 estd completa.

Falta garantir que A mergulha em Aj[2]. Recordemos que, por definicéo, Aéum Z[@ ]-
submdédulo de A’ e por construgao A mergulha em AT 1= A7 através da aplicacao canonica
de localizagao. Entao A mergulha em suas localizacoes 2[%] = A e AT, Portanto, pelo
Lema 1.8, ﬁ[%] mergulha em g[%]T_l = A'T~! = Aj[{] (aqui estamos usando o fato que as
agoes de T' e S; = {¢/};>0 sobre A comutam pois sao dadas por agoes de alguns elementos
do anel comutativo Z[Q)]). Assim, A[1] = A’ = A\[%] mergulha em Aj[1]. Como A mergulha
em A[1] segue que A mergulha em Aj[1]. Todos os mergulhos considerados sao através de

localizagoes entdo o mergulho de A em Af[1] ¢ um homomorfismo de Z[Q]-médulos.

Agora, analisemos o outro caso.

7
29) CASO: car (@) = p com p um numero primo > 2.

Consideremos o corpo K = Z, com p elementos. Notemos que R = Z[Q)]/P é uma
K-élgebra finitamente gerada. Assim, pelo Teorema de Normalizagdo de Noether (Teorema
1.31) existem Ty,...,Z, € R algebricamente independentes sobre K e tais que R é integral
sobre o anel B = K|[Ty,...,Z,]. Portanto, R é um B-mddulo finitamente gerado, ou seja,
existem by,...,b, € R taisque R=0B+ ...+ b,B.

Sejam

F := corpo de fragoes de R e L := corpo de fragoes de B.

Entao, L C F e I é uma extensao finita de L. Logo, F' é um L-espago vetorial de
dimensao finita. Além disso, F' = L(qy,...,q;) sendo que {qi,...,qx} é um conjunto de
geradores do grupo ) e g; ¢ a imagem de ¢; em R para todo j =1,..., k. Assim, podemos
obter uma base {\1,..., A\, } de F sobre L tal que {q1,...,q} C {\,..., A} € R. Entao

v

B K[zy,..., 7]
POV, (o

Lema 3.10. Existe um ¢ € B\ {0} = K[z1,...,%,] \ {0} tal que

v 1
Fy = @)\l K[El,..-,frag]
=1
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¢ um subanel de F contendo R.

Demonstracao. Temos que R=06B+...4+b0,B, FF = @ ML e RCF. Assim,
1=1

b. i b .
szlzl)\lciﬂ com bj,cy € B, ¢y #0, V1<j<w;

com by, G € B, e #0, V1<i<h<w.

A = 37 a2
=1

Cinl

Portanto, ¢ := (H cjl> (H Eim) satisfaz as condicoes do Lema. [

gl i,h,l

Defina
d:=¢T...7, € K[T1,...,7,]\ {0} C R\ {0}.
Assim,
1 1 1
K[fl,...,@,g ] C K[El,...,ET,C:Z ] e K[@)*,...,@)*]C K[fl,...,@,ﬁ].
Conseqiientemente,

RQF2:GU9>\Z K[fla"wf'rai]gé)\l K[fb?fhi]gé)\lfi[i} gR[i:|
=1 ¢ =1 d =1 d d

e portanto

1 T 1
R = = AKE,...,TT,:
FRCE
Como a projegao candnica 7 : Z[Q] — R = Z[Q]/P é um epimorfismo segue que
dz; € Z[Q] tal que 7(x;)=7;, Vji=1,...,r

Considere
c € Zlxy,...,z, )\ {0} CZ[Q]\ {0} tal que =w(c)=7¢

e defina

d=x1...2.C.
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1 j#1 T‘IL‘A ¢ 1 . .
Note que — = Ulicjpicr i) € Zlxy,...,x,, =], parai=1,...,r, e daf
1
Zl(x)*, ... ()] C Z[2y, ..., 2, c_l]
Seja A uma localizacio de A no sistema multiplicativo Ss := {1,d,d?,...}. A partir de

— 1
agora iremos denotar A := AS;" por A {E :

Pelo fato que localizagao é um funtor exato (Proposigao 1.9), obtemos a partir da cadeia

(3.3) dada inicialmente a seguinte cadeia de Z[Q][%]-submddulos de A:

A=424

U

DA, =0 (3.10)

— 1
tal que, para cada 0 <i<n—1, 4; := A; {ﬂ e

A; Ail3] A, H H h 1
S ~ -|~R|=| = N Kxy,... T =] =
A Aials] A ld d ZG? K ]
T = .
=P Kl@)*:....@)F =
=1 d
Lema 3.11. A — AS;' = A como Z[Q]-mddulo.
Demonstracao. Analoga a do Lema 3.7. [

Defina
Q = <{§17 s 7§r}> ~7"
o grupo abeliano livre tal que g; age sobre A por multiplicacdo com xj, para j = 1,...,7.

— ~ 1 —
Assim A; é um Z[Q) ] [ﬂ -submdédulo de A.

~. |1
Usando os Lemas 1.33 e 1.34 podemos refinar, se necessério, a cadeia (3.10) de Z|[Q | Il

modulos de tal modo que, para cadai =0,...,n—1, 4;/A; 1, é um K[(z)*, ..., (z,)*, % ]-

modulo livre e ciclico, ou seja,

A, _ _ 1 _ 1 - _ 1
— ~a; K[:L’l,...,xﬁ:]:K[wl,...,xr,:]zK[(xl)ﬂ,...,(xr)ﬂ,:
i+1 d d

| (3.11)

para algum @; € A;/A;;;. Por um abuso de notagao, continuaremos denotando por n o

numero de fatores da cadeia refinada. Observamos que depois do refinamento A; nao precisa

ser Z[Q]-submédulo de A.
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Seja a; € A; a pré-imagem de @; € A;/A; 1 (definido em (3.11)) pela projecdo candnica
ZL» - Zi/zi+17 para todo @ = 0, e, = 1.

Lema 3.12. Existem zq,...,2,_1 € N tais que
A= ag(—)z10 Lo L 9)
= ao(%) @]+ al(%) @]+...+ (=) @]
5 A . — A/ N Zz — ~ ~ )
¢ um Z[Q |-submédulo de A com zp =0 ¢ =——— ~b;K[Q |~ K[Q],Vi=0,...,n— 1.
ANAipq
Demonstracdo. Para quaisquer 21, ..., 2,1 € N é facil ver que A é um Z[@ |-submédulo de
A. A existéncia de 21, ..., 2,_1 € N é demonstrada por inducio.
Observe que N

AN A, A, ~

—————— — —— como K[Q | — médulos.

ANA;i Ai

Para 7« = 0 temos que

ANA A Z ANA, -~ _
=~ _O === il [QJ +_ ! ~ boK[Q] com by = agp.
And, ANA ANA,

ANA ~ A, 1
ou seja, = é um K[Q]-submédulo ciclico de —— ~ K[(z,)*,..., (z,)*
1 A’i—l—l ~d o
P = A & 5 = \*1 = \*1 . ANnA
por definigao, a agao de K|[Q] é dada pela acao de K|[(7,)*',...,(Z,)*'] entdo =— é um

K[Q]-médulo ciclico livre, isto 6,

Suponha que zy = 0 e que existam zq, 29, ..., 2,1 € N, para algum k£ < n — 1, tais que
(ANA)/(ANAi) ~bK[Q ]~ K[Q ], paratodoi=1,....,k—1, e 2,...,2, tem algum

valor arbitrario. Temos que

ANA, = (A1 NA) + By

com Ay = Z aj(%)Z[é] e By, = Z(@(%)Z[@ ] C Ag. Dai, por (3.11),
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gerado pelas imagens de A NA, e ak(%) em Ay /A . Como Z[@ | ¢ um anel Noetheriano
e Ay_q é um Z[@ ]-médulo finitamente gerado segue que Ay 1 N4, é um Z[é ]-médulo
finitamente gerado e sua imagem em Ay /Ay, também é um K[Q ]-médulo finitamente
gerado. Logo, existe s € IN suficientemente grande tal que a imagem de gk_l N A, em

- 1
A/ Akyq esta contida em Ek(E)K (@ ]. Escolhendo z; = s obtemos

ANA, -~ _ 1
—_ ~ b K com b = ap(— i
A0 A, HK[Q)] k k(ds)

o - ~ 1
ou seja, (AN Ag)/(AN Agyp) é um K[Q |-submédulo ciclico ndo nulo de @, K|[Q | {—} e

portanto isomorfo a K[Q |. u

Lema 3.13. A=A H .

Demonstra¢ao. Note que, como d € Zxy,...,x,| entdo d atua sobre A como um elemento
de Z[Q] e daf Ad C A. Observamos que

EE}:ggﬂ@]B]+%§m@]B}+”+§ZﬁZ@]E}:

:mz@]B]+mméﬂﬂ+au+%Am@ﬂﬂ.

— ~ |1
Finalmente (3.11) implica que aq, ..., a,—1 geram A como Z[Q) ] {E} -médulo. ]

Temos que @ é um grupo abeliano livre de posto finito e Aéum Z[é]—médulo finitamente
gerado. Definindo, para cadai=1...,n — 1, A; = AN A e En = 0 obtemos uma cadeia
de Z[Q ]-submédulos de A

A=A, DA D...DA, DA, =0 (3.12)

A AN4;, -~ ~
tal que, para 0 < k <n—1, — = ="' ~ b;K[Q |~ K|[Q ]. Logo, pelo Teorema 2.8,
A ANAi

segue que
AxQ e Gyi= A5 % QS

sendo que G3% é um grupo metabeliano de tipo F'P,,, A; é uma localizacao de A (ou seja,

A; = AS~! com S um subconjunto de Z[§1, . . . , §,]\ {0} finitamente gerado que é um sistema
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multiplicativo e os elementos de S atuam como alguns elementos de Z[Q)]), a aplicacao
canonica de localizacao i‘} c A AST = A5 é injetiva e CNQ ¢ um somando direto do grupo
abeliano livre (5.
Seja
Hj = Q3 % (t)
com (t) ~ Z um grupo abeliano livre ciclico. O grupo Hj atua sobre A} [H da seguinte

maneira: agao original de )5 sobre A} e t age como o elemento d. Defina
3°= S2 |y 2

Note que
1 1

A} M — AS! M —A H Sl =485! (3.13)
onde a peniltima igualdade segue do Lema 1.8 e dos fatos que S atua como um subconjunto
do anel comutativo Z[Q)] e d € Z[Q)] e a tltima igualdade segue do Lema 3.13.

O grupo metabeliano G é uma extensao HNN crescente com grupo base G5 (que é de

tipo F'P,,), subgrupos associados isomorfos a G5 e letra estavel t. Portanto, pelo Lema 1.70,
3 € detipo FP,. (3.14)

Recorde que A mergulha em A = A[é] como Z[Q]-mdédulo. Entao a aplicagdo canonica
de localizacao A — A§[§] é injetiva e a acao original de () sobre A induz uma acao de @)
sobre A = A[1] e conseqiientemente sobre A3[1]. Como no Caso 1 as acdes de @ e Hj sobre
A;[é] comutam pois estas agoes sao dadas por elementos do anel comutativo Z[Q)] e algumas
localizacoes de tais agoes.

O grupo metabeliano
~ 1
G = A [E] X (Hy xQ)=G3xQ

¢ uma extensao do grupo G por Q). Entao, como @ é de tipo F'P,, e G5 é de tipo F'P,, (por
3.14) segue, pela Proposigao 1.47, que

G é de tipo F'P,,.

Finalmente, como A ¢ um Z[Q]-submédulo de A3[%] entdo o grupo G = A x @ mergulha
no grupo metabeliano G que ¢ de tipo F'P,, e a demonstracao do Teorema 3.5 no Caso 2

estd completa.
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