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RESUMO

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas com existéncia e concentragao de solugoes
positivas para algumas classes de problemas elipticos quase-lineares. Na obtencao de nossos
resultados usamos um método variacional que permite estudar solugoes do tipo“single-
peak” e “multiple-peak” para uma classe bem geral de nao linearidades que nao satisfazem
necessariamente a condicao classica de Ambrosetti-Rabinowitz bem como nenhuma hipétese
de monotonicidade. Problemas deste tipo aparecem em varios modelos da fisica e biologia,
onde a presenca de pequenos parametros de difusao ocorre naturalmente. Na Fisica de
Plasmas por exemplo, surgem no estudo de ondas estaciondrias para certas classes de

problemas envolvendo equagoes de Schrodinger quase-lineares.

Palavras-chave: Equacao de Schrodinger, concentracao de solugoes, equacao quase-linear,

p-laplaciano, métodos variacionais.
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ABSTRACT

In this work we study questions related with existence and concentration of positive solutions
for some classes of quasilinear elliptic problems. To obtain our results we use a variational
method that allows us to study solutions of the “single-peak” and “multiple-peak” type
for a more general class of nonlinearities which do not satisfy necessarily the Ambrosetti-
Rabinowitz condition and monotonicity hypothesis. Problems of this type appear in several
models of physics and biology where the presence of small parameters of diffusion occurs
naturally. In plasma physics for example, they arise in the study of stationary waves for

certain classes of quasilinear Schrodinger equations.

Keywords: Schrodinger equation, concentration of solutions, quasilinear equation, p-

laplacian, variational methods.
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LISTA DE SIMBOLOS

Neste trabalho usaremos as seguintes notacgoes:

¢, C, Cy, C4, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

|A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RY, N > 1;

supp(f) denota o suporte da funcao f;

Bgr(z) denota a bola aberta de centro z e raio R;

A(z;r, R) denota o anel {y € RY : r < |z —y| < R};

— — denotam convergéncia fraca e forte, respectivamente, num espago normado X;
(-,-) denota o par dualidade entre o espaco X e o seu dual X ;

ut = max{u,0} e v~ = max{—wu,0};

xqo denota a funcao caracteristica do conjunto €2;

Vu = ( Ou  Ou . Ou ) denota o gradiente da fungao u;

8$1785E27 ”’6xN

N N
Au = Z @ e Aju = Ou |VulP—? Ou denotam respectivamente o laplaciano
i1 8%2 P i1 6% 8%

de u e o p-laplaciano de u , para 1 < p < o0;
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LP(Q) = {u 0 —R mensuréwel:/|u|pda: < oo}, para 1 <p<ooce Q) CRYN ¢um
Q

1/p
full = ( [ purac)
Q

L>(Q2) = {u: Q — R mensuravel : sup, . |u(z)| < oo} com norma dada por

aberto, com norma dada por

|u]| oo = Inf{C" > 0 : |u(z)| < C quase sempre em Q};

C(§2) denota o espago das fungoes continuas em 2 e C.(2) sdo as fungoes continuas de

suporte compacto em (2;

C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das fungoes k vezes continuamente diferencidveis

sobre Q e C*(Q) = ;1 C*(Q);
Ce(Q) = CHQ) NCe(Q) e C(2) = C(Q) N Ce(9);

Co(Q) = {UEC(Q): sup Jul() = uly)] < oo} com 0 < a < 1, e CH(Q) sdo as

z,yeN) |ZE - y|a _
fungoes em C*(€2) tais que todas as derivadas parciais de ordem k estao em C%*(9);

CZOOS(Q) sao as fungoes que pertencem a C%*(K) para todo compacto K de €, onde «
depende de K;

Cl*(Q) sao as fungdes CF(Q) tais que as derivadas parciais de ordem & estéao em C%(Q);

Para 1 <p < o0

391,9,...,98 € LP(Q) tais que
dx:—/gigpdx, Vel ei=1,...,N
Q

whr(Q) =S u e LP(Q) / D
U
Q Oz,

com norma dada por

1/p
el = [ 5+ \urpmx]

e VVO1 P(Q) é o fecho do espago C°(2) com respeito a norma acima. Quando p = 2,

Wh2(Q) = H'(Q) e W (Q) = HH(Q). Se u € WHP(Q) denota-se g; = Ou/dz;;
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Para m > 2 inteiro e 1 < p < 00,

WmP(Q) = {u e W hr(Q) gu € W™ HP(Q), para todo i=1,..., N} ;
Xy
i ) 11
Para 1 < p < oo, W=7 (Q) denota o dual de W?(Q2) onde — + — = 1;
p P

O expoente critico de Sobolev é dado por

Np
o0 se p>N;

se 1<p<N

D'(2) denota o espagos das distribuigoes;

Se E é um espaco de Banach e A C E denotamos A’ = {z € E : dist(x, A) < 6} e
As ={x € E: 0x € A} para qualquer § > 0.
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos varios pesquisadores tém se dedicado ao estudo de questoes relacionadas
com existéncia e concentragao de solugoes positivas para equacoes elipticas quase-lineares do
tipo
QA QA 2 o N
—e“Au— ke A ) u+ V(z)u = h(u) em R (1)

~ o . N , .
quando o parametro positivo ¢ tende a zero, onde Au = ) ;" u,,, ¢ 0 operador laplaciano,

o potencial V : RY — R e a nao linearidade h : R, — R sao funcoes continuas e satisfazem
algumas hipdteses adicionais. Ha uma busca constante por hipdteses sobre o potencial V' e
a nao linearidade h que sejam necessérias e suficientes para provar tais resultados.

Estes problemas estao relacionados a obtencao de ondas estaciondrias para uma equacao

de Schrodinger nao linear dada por

%_f = 2N+ W () — ([P — e2aAp([U2)e (W) (2)

onde ¢ é a unidade imaginaria, ¥ : R x R¥ — C, s é uma constante nao negativa,
W : RY — R é um potencial dado e n,p : R* — R sao funcoes adequadas. Equacoes
quase-lineares da forma (2) surgem em vérias dreas da fisica em correspondéncia com
diferentes tipos de fungoes p. Para motivagoes fisicas e desenvolvimento dos aspectos fisicos
nos referimos a [15, 21, 48, 51] e referéncias 14 citadas. Considerando o caso p(s) = s e
procurando por solugdes do tipo onda estaciondria para (2) define-se (¢, z) = e~%"u(x),
onde £ € Rewu > 0 ¢é uma funcao real. Entao obtém-se uma correspondente equacao eliptica,
a qual tem a estrutura variacional dada por (1), onde V(z) := W (z) — £ é o novo potencial
e h(u) = n(u?)u.



Voltando & equagao (1), para £ = 0 obtemos uma equagao semilinear,
—&®Au+V(r)u=h(u) em RY, (3)

a qual vem sendo extensivamente estudada. Em [48] Rabinowitz, usando o Teorema do
Passo da Montanha, provou a existéncia de solugoes positivas para (3) para ¢ > 0 pequeno

supondo, entre outras hipoteses,

liminf V(z) > inf V(z) > 0.

|z|—o0 zERN

Wang [55] mostrou que estas solugoes se concentram em torno dos pontos de minimo global de
V quando ¢ tende a zero. Mais tarde, para N > 3, del Pino e Felmer [25], introduzindo uma
abordagem de penalizagao, provaram uma versao localizada dos resultados de Rabinowitz e
Wang (veja também [2] e [38] para resultados relacionados). Eles mostraram a existéncia de
solugdes do tipo “single peak”para (3) concentrando-se em torno dos pontos de minimo de

V em (2. Neste artigo os autores assumiram as seguintes hipdteses sobre o potencial:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf V(z)="V,>0;

z€RN
(V3) existe um dominio limitado 2 em RY tal que

m = inf V(z) < inf V(x).

€ €00
Também assumiram que a nao linearidade h satisfaz:

(he) existem g € (1,2* — 1) e ¢ > 0 tais que h(t) < ¢(1 + t?) para todo t € R, onde
2* = 2N/(N — 2) é o expoente critico de Sobolev;

e a conhecida condigao de Ambrosetti-Rabinowitz, a saber,
160 >2 talque 0<60H(t) <h(t)t paratodo teR,

onde



A monotonicidade da fungao h(t)/t também é exigida. Sem usar monotonicidade e a
condigao de Ambrosetti-Rabinowitz, Byeon e Jeanjean [15] provaram resultados de existéncia
e concentracao de solugdes para a equacao (3) supondo que V satisfaz (V1) — (V2) e que h

satisfaz além de (hi) — (ha) a seguinte condicao:
(h3) existe T > 0 tal que 2H(T) > mT?.

Tais hipoteses sobre h sao as menos restritivas encontradas na literatura até o momento. Sao
hipdteses “quase”necessarias para a obtencao de solugoes de energia minima de um problema
limite associado a (3) de acordo com [9].

Para o caso k > 0, sem perda de generalidade pode-se considerar k = 1. Devido aos
aspectos fisicos, a equagao (1) tem atraido muita atengao recentemente e varios resultados
de existéncia tem sido obtidos nos casos de potenciais limitados, simétricos ou coercivos.
Métodos variacionais, por meio de argumentos de minimizacao com vinculos, foram usados
em [47] e entdo estendidos em [44] para provar existéncia de solugoes positivas usando um
Multiplicador de Lagrange. Posteriormente um resultado geral para (1) foi fornecido em [43].
Para superar o problema de que o funcional “natural”associado a esta equagao nao estda bem
definido, a nova ideia em [43] é introduzir uma mudanga de varidveis e reescrever o funcional
nesta nova variavel o que transfere a questao para encontrar solugoes de um equagao eliptica
semilinear auxiliar. Entao pontos criticos podem ser encontrados num espaco de Orlicz
associado e resultados de existéncia sao obtidos no caso de potenciais limitados, coercivos ou
radiais. Seguindo a estratégia desenvolvida em [22] em um problema relacionado, os autores
em [23] também fazem uso desta mudanga de varidveis e definem uma equagao associada a
qual eles chamam de “dual”. Além disso, uma prova mais simples e mais curta do resultados
de [43] é apresentada para alguns potenciais limitados. Prova esta que nao usa espagos de
Orlicz e entao permite cobrir uma classe diferente de nao linearidades. Em [21], ainda usando
espacos de Orlicz, resultados de existéncia e concentracao sao obtidos com nao linearidades
e potenciais mais gerais. Em [30] o termo nao linear envolve uma combinagao de termos
concavos e convexos. Quando a nao linearidade h exibe crescimento critico em dimensao
dois, sob algumas hipdteses adicionais, em [28] e [29] existéncia e concentracao de solugoes
também sao estudados.

Equagoes quase-lineares envolvendo o operador p-laplaciano também tém sido
consideradas. Mencionamos os trabalhos [26, 37]. Em [26], com hipdteses similares as de

[25], o autor prova existéncia e concentragao de solugdes positivas para a seguinte equagao
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envolvendo crescimento critico
—ePAu 4 V(@) w[P20 = h(v) + 0P 1 em RY.

Nesta tese provaremos existéncia e concentracao de solugoes para alguns dos problemas
citados acima. Trabalharemos com o operador p-laplaciano, com um sistema gradiente
de equacoes semilineares e com uma equacao quase-linear, sendo que esta ultima serd
considerada separadamente no caso N maior ou igual a trés e no caso unidimensional.
Para provar nossos resultados usaremos as técnicas desenvolvidas em [15] e [19] e as
sugestoes dadas em [17], fazendo algumas alteragoes nas demonstragoes e acrescentando
alguns resultados a fim de adequé-los ao estudo dos problemas aqui abordados.

No primeiro capitulo estudamos equagoes elipticas quase-lineares da seguinte forma
—ePAju+ V() |ulf?u = h(u) em RY, (4)

onde ¢ > 0 é um parametro real pequeno, Ayv = div(|Vo|P72Vv) é o p-laplaciano e
1 < p < N. O potencial V : R¥ — R é uma funcao continua satisfazendo as condicoes

(V1) — (V3) acima, introduzidas em [25]. Neste e nos préximos capitulos denotamos
M={xeQ:V(z)=m}.
Supomos também que a nao linearidade h : R, — R é uma fungao continua e satisfaz:

(711) limtﬂo-&- h(t)/tp—l = 0,

(he) existem g € (p— 1,p* — 1) e ¢ > 0 tais que h(t) < ¢(1 +t?) para todo t € Ry;
(hs) existe T > 0 tal que pH(T) > mTP".

O principal objetivo deste capitulo é estudar existéncia e comportamento assintético de
solugoes para a equacdo quase-linear (4). Em particular estendemos para esta classe
de problemas o resultado principal em [15] e complementamos os resultados de [26] no
caso sub-critico uma vez que nao supomos a condicao Ambrosetti-Rabinowitz e nem a
monotonicidade da funcao h(t)/t. Sequer exigimos que h seja uma fungao nao-negativa.

A seguir apresentamos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 0.1. Existe g > 0 tal que o problema (4) possui uma solug¢do positiva v., para

todo 0 < € < gg. Além disso, v. satisfaz:



(1) ve admite um ponto de mdzximo x. tal que lim._ dist(z., M) =0, e w.(x) := v.(ex + )
converge (a menos de subsequéncia), quando € tende a zero, uniformemente em

compactos a uma solucao de energia minima de

— Apu+muPt = h(u), u>0, ucWPRY); (5)

(17) existem constantes positivas C' e ¢ independentes de ¢ tais que

ve(x) < Cexp _< T — T for all x € RN,
€

Observagao 0.2. Hipédteses como (hy) — (hs) jd foram usadas por Berestycki e Lions em
[9], para p = 2, e por J. M. do O e Medeiros em [27], para o caso 1 < p < N, a fim de

provar ezisténcia de uma solugao de energia minima para o problema limite (5).

Observacao 0.3. A principal dificuldade em trabalhar com uma classe de equagoes quase-
lineares do tipo (4) € a perda de compacidade das imersoes de Sobolev devido a nao limitagdo
do dominio além do fato de que as nossas condigoes sobre o termo nao linear h(t) sdo menos

restritivas do que as hipoteses usualmente encontradas na literatura.

Para provar o Teorema 0.1, motivados pelos argumentos usados em [15] e [25],
modificamos a nao linearidade h(t) transformando-a numa mais apropriada e usamos uma
mudanca de variaveis para reformular o problema a fim de obter um novo, cujo funcional
associado estd bem definido e é de classe C! num espaco adequado. Dizemos que um funcional
I € C'(E,R), onde FE ¢ um espago de Banach, satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel
¢, ou de forma abreviada, que I satisfaz (PS)., se toda sequéncia de Palais-Smale, isto é,
(un) C E tal que

I(un) = ¢ e ['(un)ller — 0,

possui uma subsequéncia convergente. Dizemos que I satisfaz a condicao de Palais-Smale,
ou simplesmente que I satisfaz (PS), se satisfaz (PS). para todo ¢ € R. A condigao de
Ambrosetti-Rabinowitz é a mais utilizada para provar a limitacao de uma sequéncia de
Palais-Smale, o que possibilita provar a condi¢gao (PS) para um funcional I. A condigao
(PS) é requerida para garantir a existéncia de pontos criticos para I através de teoremas do
tipo mini-max, tais como o Teorema do passo da montanha (veja [6]). Como nao podemos

garantir que o funcional associado ao nosso problema satisfaz a condicao de compacidade



de Palais-Smale, atingimos os resultados de existéncia de solucao, para € pequeno, por meio
da construgao de uma sequéncia de Palais-Smale limitada em um conjunto adequado. Este
conjunto envolve solugdes do problema limite (5). Provamos que esta sequéncia é fortemente
convergente e entao o limite é uma solugao para o problema modificado. Depois disso
mostraremos algumas propriedades destas solucoes o que implicara na existéncia de solugoes
para o problema original.

No Capitulo 2 estudamos a seguinte classe de sistemas gradientes

( —€2AU1 + V(x)ul = Hu1 (ul, U, . . . ,uk)

—e?Aug + V(z)uy = ‘I—Im (u, ua, . ur) em RY, (6)

\ —&2Aup + V(x)up = Hy, (ug,ug, ..., ug)

onde N >3, ¢>0eV :RY - R é uma funcao localmente Hélder continua satisfazendo
(Vi) — (V). Denotando R := [0, 00)*, consideramos H : R¥ — R uma funcdo continua tal
que H € CJ° ((0,00)*) e H(0) = 0. Supomos ainda que H satisfaz:

loc

H,) para u € (0,00)* vale limw:(}
(H1) p (0, P —— ;
ul— u
(Hj) existe p € (1,2* — 1) tal que
H
i sup V2O
|u|—o00 |u|p

(Hs) existe ¢o € RY tal que H((o) > (m/2)]¢ol;
(Hy) se u, — uem R* com {u,} C (0,00)* e u € ORE entao

VH(u,) —0 em RF

(Hs) se x; denota a funcdo caracteristica do conjunto {u € R% : H, (u) < 0}, entao

H, (u)x;
%EL;;(R’;), FE—
J

O principal objetivo deste capitulo é mostrar existéncia e concentracao de solugoes positivas

para o sistema (6). Em particular estendemos para esta classe de problemas o resultado de
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[15] e também complementamos o Teorema 1.1 em [5] porque consideramos uma classe mais
geral de nao linearidades. Para este propdsito precisamos mostrar que as solugoes de energia
minima de um problema limite estao no nivel do passo da montanha do funcional associado

a este problema. O principal resultado deste capitulo é o proximo teorema.

Teorema 0.4. Ezxiste ¢g > 0 tal que para todo 0 < € < gy, o problema (6) possui uma

solugdo positiva ue. = (e, - .., U k) Satisfazendo:
(i) u; admite um ponto de mdzimo x! tal que lim._qdist(xZ, M) =0, para j =1,... k.
(i1) existem constantes positivas C' e ¢ tais que

u. j(x) < Cexp <—§(|x - xg|)> para todo € RY e j=1,... k.

No Capitulo 3 estudamos a equacao (1) para N > 2. Supomos que V é uma funcao
continua que satisfaz (V1) — (V5) e que h : R, — R é uma funcdo continua satisfazendo as

condigdes (h1), (h3) e a seguinte

(hfy) parag=22*—1se N >3o0u3 <qg<oose N =2 vale

tim O _
t—oo 14

O principal resultado deste capitulo é descrito a seguir.

Teorema 0.5. Eziste ¢g > 0 tal que para todo 0 < € < gy o problema (1) tem uma solugao

positiva u. € CpY(RN) N L=(RN) satisfazendo o sequinte:

loc

(i) ue admite um ponto de mdximo x. tal que lim._odist(z., M) = 0 e para qualquer
sequéncia €, — 0 existem zy € M e uma solu¢ao ug de
— Au— AWu+mu=h(u), u>0uc H(RY) (7)
tais que, a menos de subsequéncias,
— 20 e U, (en-+xs,) —ug em HYRY) quando n — oo.

Te

n

(i1) Ezistem constantes positivas C' e ¢ tais que

us(r) < Cexp <—§(|x - :1:5|)> para todo x € RY.



A prova do Teorema 0.5 é baseada no estudo de uma equacao semilinear obtida depois
de uma mudanga de varidveis introduzida em [43]. A fim de obter resultados de existéncia
para esta equacao estudamos algumas propriedades das solugoes de energia minima para
uma equagao limite obtida a partir de (7) pela mesma mudanga de varidveis. Usando tais
propriedades, depois de alguns lemas técnicos, encontramos uma sequéncia de Palais-Smale
limitada num espaco adequado para o funcional associado. Assim, obtemos uma solucao
para a equacao semilinear o que nos fornece uma solugao para o problema original (1).

No Capitulo 4 estudamos a equagao (1) no caso unidimensional, ou seja,
— %" + V(z)u —*(u?)'v = h(u) em R. (8)

Aqui também assumiremos que V' € C(R,R) satisfaz (V1) — (V2). Supomos ainda que

h:R; — R é uma fungao localmente Lipschitz continua satisfazendo (hy) acima e
(hfy) existe T' > 0 tal que
m m o
h(T) > mT, H(T):ET e H(t)<§t para todo t € (0,7).
Hipdteses similares sobre a nao linearidade foram usadas em [19] para o caso semilinear.
Seguindo a estratégia l4 desenvolvida, usando métodos variacionais provaremos existéncia
e concentragdo de solugoes positivas para (8) sem assumir a condigdo de Ambrosetti-

Rabinowitz e sem exigir monotonicidade de h. Em particular melhoramos os resultados

em [4] onde h é uma poténcia pura. O principal resultado deste capitulo é o seguinte.

Teorema 0.6. Eziste ¢ > 0 tal que o problema (8) tem uma solugdo positiva u. € CL%(R)

para todo 0 < € < g, satisfazendo:

(1) u. admite um ponto de mdzrimo x. tal que lim. odist(z., M) = 0 e para qualquer

sequeéncia €, — 0 existe xo € M e uma solugao ug de
—u" — (u)"u+mu=h(u), u>0ucH(R) (9)
tal que, a menos de subsequéncias,

Te, — 2 € U (en-+xe,) —ug em HY(R) quando n — oo.

(11) existem constantes positivas C e ¢ tais que

us(z) < Cexp <—§(|$ - xa|)> para todo x € R.



A fim de provar este teorema, embora o funcional energia associado ao problema (8)
esteja bem definido num subespaco de H'(RY), novamente fazemos uso da mudanca de
varidveis introduzida em [43] e trabalhamos com uma equagao semilinear. Isto nos permite
tratar com uma classe diferente de nao linearidades.

No Capitulo 5 consideramos uma classe de equagoes elipticas quase-lineares da forma
—?Au— E2AWHu +V(v)u = K(z)h(u), u>0 em RY (10)

onde € > 0 é um parametro real pequeno e N > 3. Assumimos que o potencial V : RY — R

é uma fungao continua satisfazendo a condigao (V;) e a seguinte:

(V) existem | dominios limitados € em R cujos fechos sao disjuntos tais que

= inf inf i=1,...,1
my = inf V(z) < if V(z), j=1,...,

Usaremos a seguinte notacao:

1<j<l

! I
M; ={z eV :V(z)=m;}, M:UMJ-, Q:UQj e m = max m,;.
j=1

j=1
Assumimos que a fungao K € C(RY,R*) N L>®(RY) satisfaz:

(k1) existe z; € M; tal que K(z;) = max,cpy K () para todo j € {1,...,1};

(k2) ko = inf,eq K(x) > 0.

Para h : Rt — R supomos que é uma fungao continua e satisfaz (hy) — (h}) e ainda
(hy) existe to > 0 tal que H(tg) > (m/2ko)t3.

Hipdteses similares sobre a nao linearidade h foram usadas em [16] para o caso semilinear
e K = 1. Seguindo a estratégia la desenvolvida provaremos existéncia de solugoes do tipo
“multi-peak”para (10) concentrando-se nos Q7's. sem assumir a condicdo de Ambrosetti-
Rabinowitz e a monotonicidade da fungao h(t)/t. Além disso permitimos ¢ = 2(2*) — 1.
Mencionamos aqui também [46] e referéncias 14 citadas, onde estuda-se existéncia e
concentracao de solucoes do tipo “single-peak”para a equacao semilinear com hipdteses
mais gerais sobre as fungoes V' e K mas considera-se h uma poténcia pura ou uma funcao
satisfazendo a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz e tal que A(t)/t é mondtona. O principal

resultado é o seguinte.



Teorema 0.7. Eziste ¢g > 0 tal que o problema (10) tem wuma solug¢ao positiva u. €

CZIO’S(RN) N L®(RY) para todo 0 < € < gy, satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) ue admite | pontos de mdzimo local x2 tais que lim._qdist(zZ, M;) = 0 e para cada

sequéncia e, — 0 e j € {1,...,1} existem x; € M; e uma solugao u; de
— Au— A u+mju=h(u), u>0, uecH RY) (11)
tais que, a menos de subsequéncia,
vl —x; e U, (en-+2l ) —u; em H'(RY) quando n — oc.
(ii) existem constantes positivas C e ( tais que

us(x) < Cexp _¢ min (v — 27|) para todo x € RY.
€ je{l 0}

Aqui também faremos a mudanca de varidveis e trabalhamos na construcao de uma

sequéncia de Palais-Smale limitada para o funcional associado a equagao semilinear obtida.
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CAPITULO 1

SOLUCOES PARA EQUACOES DE
SCHRODINGER COM O
P-LAPLACIANO EM RV

1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos existéncia e concentracao de solugoes positivas para uma classe

de equacoes elipticas quase-lineares em RY da forma
— A+ V(x| v =h(v), v>0 em RY (1.1)

onde € > 0 é um parametro pequeno, A,v = div(|Vo|[P72Vv) é o p-laplaciano e 1 < p < N.

O potencial V : RY — R ¢ uma funcao continua satisfazendo as seguintes condicoes:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf V(z)="V, > 0;

z€RN

(V3) existe um dominio limitado Q2 em RY tal que

m = ;Ielgfl V(z) < inf V(x).

€I
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A partir daqui usaremos a seguinte notacao:
M:={zeQ:V(z)=m}

e sem perda de generalidade assumiremos que 0 € M. Denotando p* = Np/(N — p) o
expoente critico de Sobolev, vamos supor também que a nao linearidade 4 : Rt — R é uma

funcao continua e satisfaz:

(Fbl) limt_>0+ h(t)/tpil = 0,

(he) existem g € (p— 1,p* — 1) e ¢ > 0 tais que h(t) < ¢(1 + t?) para todo t € Ry;

(hs) existe T > 0 tal que pH(T) > mT? onde

No caso semilinear, o qual corresponde a p = 2, problemas elipticos do tipo (1.1) tém
recebido consideravel atengao nos tultimos anos. Para a equacao quase-linear acima hé poucas
referéncias na literatura. Para existéncia de solugoes positivas para uma classe de equacgoes
envolvendo o operador p-laplaciano mencionamos [26, 37]. Em [26], com hipdteses similares
as usadas por [25] no caso semilinear, o autor prova existéncia e concentragao de solugdes

positivas para a seguinte equacgao envolvendo crescimento critico
— *__
—ePA,u + V(@) w2 = h(v) + 0P 1 em RY.

O nosso principal objetivo neste capitulo é estudar existéncia e comportamento assintético
de solugbes para a equacao quase-linear (1.1) com hipéteses menos restritivas. Estendemos
para esta classe de problemas o resultado principal obtido em [15] e complementamos os
resultados de [26] no caso sub-critico uma vez que nao supomos a condigdo Ambrosetti-
Rabinowitz e nem a monotonicidade da fungao h(t)/t. Sequer exigimos que h seja uma
funcao nao-negativa.

A seguir apresentamos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 1.1. Suponha que o potencial V satisfaz (Vi) — (V) e h satisfaz (hy) — (h3). Entdo
existe g > 0 tal que o problema (1.1) possui uma solug¢ao positiva ve, para todo 0 < € < &q.

Além disso, v, satisfaz:

12



(i) v- admite um ponto de mdzimo x. tal que lim._odist(z., M) =0, e w.(z) := v.(cx+x.)
converge (a menos de subsequéncia), quando € tende a zero, uniformemente em

compactos a uma solucao de energia minima de

— Apu+muPt =h(uw), u>0, uecW(RY); (1.2)

(ii) existem constantes positivas C e ¢ tais que

v.(a) < Cexp (~S(o — ).

Hipéteses como (hy) — (hs) j& foram usadas por Berestycki e Lions em [9], para p = 2, e
por J. M. do O e Medeiros em [27], para o caso 1 < p < N, a fim de provar existéncia de
uma solucao de energia minima para o problema (1.2).

A fim de provar o Teorema 1.1, motivados pelos argumentos usados em [25] e [15],
nés modificamos a nao linearidade h(t) transformando-a numa mais apropriada e usamos
uma mudanca de varidveis para reformular o problema a fim de obter um novo cujo
funcional associado estd bem definido e é de classe C! num espaco adequado. Como nao
podemos garantir que este funcional satisfaca a condigao de compacidade de Palais-Smale
nos atingimos os resultados de existéncia de solucao, para € pequeno, por meio da construcao
de uma sequéncia P-S limitada em um conjunto adequado. Este conjunto envolve solucoes
do problema limite (1.2) e por isso se faz necessdrio um estudo prévio de tais solugoes.
Provamos que esta sequéncia P-S é fortemente convergente e entao o limite é uma solucao
para o problema modificado. Depois disso mostraremos algumas propriedades destas solucoes
o que implicard na existéncia de solugoes para o problema original.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: na préxima secao apresentamos a
reformulagao do problema e alguns resultados preliminares incluindo o espago apropriado
no qual vamos buscar por solugoes. Na Secao 1.3 estudaremos importantes propriedades
das solugoes de energia minima para o problema limite (1.2) e na Se¢ao 1.4 provamos que o
nivel mini-max do funcional associado ao problema modificado converge ao nivel de energia
minima do funcional associado ao problema limite quando € tende a zero. Na Secao 1.5
provamos a existéncia da sequéncia P-S desejada e finalmente na Secao 1.6 concluimos a

prova do Teorema 1.1.
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1.2 O problema modificado

Uma vez que condicdo (h;) implica que h(0) = 0 e estamos buscando por solucdes positivas
para (1.1), é conveniente definirmos h(t) = 0 para t < 0. Precisamos modificar a nao
linearidade h a fim de que o funcional associado esteja bem definido e seja de classe C!.

Seguindo ideias de [9], definimos A : R — R como segue:
(i) se h(t) > 0 para qualquer t > T, seja h = h;
(i) se existe so > T tal que h(sq) = 0, seja

(1) = h(t) para t < sg
0 para t> sq,

onde T := sup{t € [0,T] : h(t) —mt?~1 > 0}. Observe que h(t) satisfaz as mesmas condicdes
que h(t) e ainda

(hy) 0 < liminf,_o h(t)/t? < limsup, . h(t)/t? < co.

Além disso, se (ii) ocorre e u é uma solucio para o problema (1.1) com A(t) que tende a zero
no infinito entao

¢(x) = max{u(z) — s0,0} € Wy ?(B(0, R))

para algum R > 0. Usando ¢ como funcao teste obtemos
/ (eP|Vo|P + V(z)uP~'¢) da = 0.
B(0,R)

Assim ¢ = 0 e u < sp em RY. Portanto u é também uma solucio de (1.1) com a nao
linearidade original h(t). Neste capitulo vamos substituir h por h mas continuaremos
usando a mesma notagdo h(t). A fim de obtermos alguns resultados de convergéncia e
consequentemente resultados de existéncia para ¢ > 0 pequeno nods precisamos modificar

h(t) mais uma vez. Consideramos a seguinte fungao:

9(x,t) = xal(x)h(t) + (1 = xalz))h(t)
onde xq denota a fungao caracteristica de €2 e

~ { h(t) se t<a

h(t) =
() min{h(t), 271} se t>a
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onde a € (0,s0) é tal que |h(t)| < (Vo/2)tr! para 0 < t < a. B facil checar que g(z,t) é

uma funcao de Carathéodory que satisfaz as seguintes propriedades:
(g1) limy_o g(x,t)/tP~" =limy o h(t)/tP~" = 0, uniformemente em z € R";
(g2) 0 <limsup,_ ., g(z,t)/t9 < limsup, . h(t)/t? < oo para todo z € RY.
Entao buscaremos solugoes positivas para a equagao
— P A+ V(x) P2 = g(x,v), ve WHP(RY) (1.3)

que tendam a zero fora de €, implicando g(x,v(x)) = h(v(z)) em RY. Observamos que

fazendo a mudanca de varidveis u(z) = v(ex), equagao (1.3) torna-se equivalente a
— Ayu+ V(ex)|uf?u = glex,u), ue W P(RY). (1.4)

Portanto nosso objetivo é encontrar solugoes para esta ultima equagao com determinadas
propriedades, o que nos fornecerd solugoes para o problema original.
Vejamos agora o espago adequado para buscarmos solugoes bem como o funcional

associado ao problema (1.4). Seja W. o completamento de C2°(RY) com respeito & norma
Jullz = [ (9l + V(ez)lup] d
RN
e defina uma norma em W?(RY) por
Jull? = [ (9P -+ Valul?) da.
RN

Gracas a (V}) vemos que a imersao W, — W1P(RY) é continua. No decorrer deste trabalho,

para qualquer conjunto A C RY e ¢ > 0 denotamos A, := {x € RY : ez € A}. Seja

1
P.(u) = g/RN [|Vul? + V(ex)|ulf] do — /RN Gex,u)dz, ue W,

onde G(z,t) = fotg(x, s)ds. Definimos

0 se ze€f,
Xe(w) = _1
et se x ¢S,

@M:(Aﬂ&WWM—QZ
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O funcional ). atuard como uma penalizacao para forcar o fenomeno de concentragao a
ocorrer dentro de €. Este tipo de penalizacao foi introduzido in [20] para o caso p = 2.

Finalmente seja J. : W, — R dado por

J-(u) = P-(u) + Q(u).
O funcional J, estd bem definido e é de classe C' com derivada de Fréchet dada por

(J(u),v) = /]RN [[VuP*VuVo + V(ex)|ul’uv] dz — /]RN g(ex,u)vde

p—1
+p? (/ Xe(z)|ul? dz — 1) / Xe () [uP~?uv do
RN + RN

para u,v € W,.. Claramente um ponto critico de P. corresponde a uma soluc¢ao de (1.4).
Com o intuito de encontrar solugoes que se concentrem em {2 quando € tende a zero, iremos

procurar pontos criticos de J. para os quais (). ¢é zero.

1.3 O problema limite

Inicialmente vamos estudar algumas propriedades das solugoes de energia minima da equagao

(1.2). O funcional energia associado ao problema limite (1.2) ¢ dado por

1
Lp(u) = —/ (IVul’ + m|ul’) dz — H(u)dz, ue W"RY).
P Jry RN
Dizemos que U é uma solugdo de menor energia (ou de energia minima) para o problema

limite se U é uma solugao e L,,(U) = E,,, onde
Ep i=min {L,(u) : u € WHP(RY) é uma solucio de (1.2)} (1.5)

é dito ser o nivel de menor energia. Em [27] J. M. do O e BE. Medeiros provaram que cada

solucao u satisfaz a identidade de Pohozaev
N — N
_p/ \Vul? dz + —/ mlulP de = N H(u)dx (1.6)
p RN D Jrny RN

e que existe uma solucdo de energia minima de (1.2) se (h;) — (hs) sdo satisfeitas. Para isso

mostraram que L,, tem a geometria do passo da montanha e assim o nivel mini-max

C., = inf L, (v(1)),
Inf max (v(t))
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onde
I= {7 € C (00,1, (RY)) : 5(0) = 0 ¢ Ly ((1)) < 0},

estd bem definido. Além disso provaram que C,, coincide com F,,. A partir de um resultado

de Gongbao e Shusen ([37], Teorema 3.1) sabemos que qualquer solucao u satisfaz

lim u(x) = 0.

|z|—o0

Entao pelos resultados de Maris [45] e Byeon, Jeanjean e Maris [18] (veja também [39])
sabemos que qualquer solucao de energia minima ¢, a menos de translagao, radialmente
simétrica e monétona com respeito a r = |x| € [0,00). Observamos que gragas a (hs) todos
estes resultados citados acima valem para qualquer valor ¢ suficientemente préximo de m.

Seja S, o conjunto das solugoes de energia minima de (1.2) tais que

max U(z) = U(0).

zERN

Entao obtemos o seguinte resultado de compacidade de S,,.

Proposigao 1.2. S,, ¢ compacto em WIP(RYN). Além disso, existem C,c > 0 independentes

de U € S, tais que
U(z) + |VU(z)| < Cexp(—c|z|) para todo x € RY. (1.7)

Prova. Usando (1.6) vemos que para qualquer U € S,, vale a igualdade

1
— [ |VUPdz = L, (U). (1.8)
N RN

Assim, { [pn [VU|Pdz : U € S,,} ¢ limitado. By (hy) — (hy) vemos que existe C' > 0 tal que
para qualquer U € S,,

m Updng h(U)deST
RN 2

RN

Updx+0/ U?" dax.

RN RN

Entao usando a desigualdade de Sobolev,
lull oo < ClIVullze Vu e WH(RY),

obtemos { [,x UPdz : U € S, } também limitado. Daf segue que S,, ¢ limitado em W'?(R™).

Usando um método iterativo devido a Moser vemos que esta limitacao implica que S,, é
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também limitado em L*°(RY) (a prova ¢ andloga & da Proposi¢ao 1.14). Pelo Lema Radial
([9], Lema Radial A.IV) temos

U]l e
Ulx)<C B

para todo x # 0,

onde C'= C(N,p). Assim lim;—o U(z) = 0 uniformemente para U € S,,. Entao devido a
(hy) existe R > 0 suficientemente grande tal que

m

|h(U(z))| < E[U(:E)]p_l para todo x € RM\B(0,R) e UE€S,,.

Com esta convergéncia para zero uniforme em U € S,, vemos que o Teorema 3.1 em [37] se
aplica e assim, existem ¢, Cy tais que ||Ul|o < Chexp(—coR) e U(z) < Cyexp(—co|z|) para
todo z € RM\B(0,R) e U € S,,,. Se x € B(0, R) entao

U() < Coexp(—cpR) < Coexp(—cola])

o que prova o decaimento exponencial uniforme para U. Para o decaimento de |VU]| veja
([27], Teorema 1.9). Portanto (1.7) é vélido. Agora seja {U,} uma sequéncia em S,,.
Assumimos que U,, = U em W'P(RY), U, — U em L} (RY) e U,(z) — U(z) para quase

todo x € RV (a menos de subsequéncia). Temos
~AU, = h(U,) —mU!™" em RN

com h(U,)—mUP~" — h(U)—mUP~" em W' (B(0, k)) para cada k € N, onde p' = p/(p—1)
e
W(U,) = mUP)6 — / U pde para ¢ € WEP(B(0, k)).
B(0,k)

Entao podemos aplicar os resultados classicos de convergéncia devido a Boccardo e Murat
(veja [11], Teorema 2.1 e Observacao 2.1) para obter VU, (x) — VU(x) para quase todo
ponto z € RY. Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue de (1.7)

que

/ VU, |Pdz — / VUP dz Ul dx — Updx quando n — 0.
RN RN RN
Assim U, — U em W'P(RY). Consequentemente U ¢ também uma solugao de (1.2) e

L,(U) = E,. Ja& que U, é radialmente simétrica para todo n, obtemos U radialmente

simétrica e assim U € S,,. Este é o fim da prova. [
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1.4 O nivel mini-max

Fixado U € S,, definamos U;(z) = U(x/t) para z € RY e t > 0. Usando a identidade de

Pohozaev vemos que

LUy = %/RN [M%—mU”(z/t)} dz — . HU(z/t))dx
1

_ Q/RN [PVU@P P mU )] de =t | HU@) e

_ <t];p _ ;_N> /RN VU (2)|P da. (1.9)

Como (tN=7/p — ¢~ /p*) — —oco quando t — oo existe to > 1 tal que

L, (U;) <=2 para t>t. (1.10)

Gracas & condicdo (hs) podemos escolher 3 < dist(M, RV\Q)/10 suficientemente pequeno
tal que
\%4
H(T) > ﬂT” para todo x € M7, (1.11)
p

onde A° := {x € RV : dist(z, A) < ¢} para qualquer A C RY e § > 0. Em particular os
resultados de [27] valem para Ly () no lugar de L,, para todo x € M58 Agora escolhemos
uma fungao ¢ € CX(RY,R) tal que 0 < ¢ < 1, p(z) = 1 se |z| < B e p(x) =0 se |z| > 2.
Além disso, pedimos que p(x) < ¢(y) se |y| < |z|. Definimos p.(z) = p(cz) e para z € MP
eU€Ss,,

UZ(x) = po(v — z/e)U(x — 2/e), xRV,
Para ¢ suficientemente pequeno iremos encontrar uma soluc¢ao para a equagao (1.4) préxima

ao conjunto

X, ={U?: ze M°, U€8S,}.
Afirmacao 1.3. O conjunto X. é compacto em W..
De fato, seja {u,} uma sequéncia em X.. Por definigdo
Un(2) = @ ( — 20 /) Up(x — 20 /), x €RY

onde {z,} ¢ M” e {U,} C S,,. Pela compacidade de S,, e M? a menos de subsequéncia,

existem Uy € S,, e 2o € M7 satisfazendo

U,— Uy em WYPRY) e 2, -2 em RY quando n — oo.
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Denotando ug(z) := ¢.(z — 20/¢)Up(x — z0/€) temos que uy € X.. Além disso,
/ |Vu, — VuglPdz < c/ |Vu, — V]pe(x — 2,/e)Us(x — 2, /)]|" da
RN RN
+c/ IVipe(x — 2,/e)Us(x — 2, /)] — Vue|” dz
RN
< o[ 19l (U~ Gl s
RN
we [ 19 1(eda) = pule = (o = 2/ Gl do
+C/ IV [pe(z) (Un(z = (20 — 20)/2) — Un())][" dz.
RN
Jaque 0 < . <1e |V (x)| =¢|Vp(ex)| < C(e), obtemos
/ |Vu, — Vupl? dzx
RN
< C’/ VU, — VU |" + |U, — Up|? + |[Vp(ex) — Vp(ex — 2o + z,) [P U] da
RN
—i—C/ [lo(ex) — plex — 20 + 20) " [VUL|P + |Uo(z — (20 — 20)/€) — Up[’] dz
RN
+C \VUo(x — (2, — 20) /) — VU|" dx.

RN

Usando a continuidade destas funcoes, a convergéncia de {z,} e de {U,} e o decaimento

exponencial de Uy + |VUy| segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
/N |Vu, — Vug[Pdr — 0 quando n — oo. (1.12)
R
Por outro lado, ja que |z, |2,| < ¢ e a fungao ¢ tem suporte compacto temos
/ V(ex)|u, — upl? dx
RN
< /RN V(ex + z,) [P (ex) |Un — Up [’ + |p(ex) — plex — 2o + 2,) [PUE] dz
+ /RN Viex + z0)pP (ex)|Uo(x — (25, — 20) /) — Up|P d
< 0 [ U= Ui+ lolen) = plew = 20+ ) PU) do
~|—C’/RN |Uo(z — (2, — 20)/e) — Up|P du.
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Entao

/ V(ex)|uy, —uo|/’dr — 0 quando n — oo. (1.13)
RN

Por (1.12) e (1.13), deduzimos que u,, — ug em W, e consequentemente X. é compacto.
Lema 1.4. Denotando Uy = w. o =0 e we(x) = . (2)Us(x) para t > 0 temos

sup |Je(wet) — Lin(U)| = 0 quando ¢ — 0.
te[0,to]
Prova. J4 que supp(w.;) C . e supp(x.) C R¥\Q. para ¢ > 0, temos Q.(w.;) = 0 e
G(exr,w.;) = H(w.,) para todo t > 0 e z € RY. Entdo para t € (0, ] obtemos

1
|Pelwes) = Lm(U)] <

[ N0 = [VOP) + (V(a)et = m) U] do

+/ ]H(w&t) — H(Ut)l dx
RN
Usando uma mudanca de variaveis e o decaimento exponencial de U vemos que
/ \Vw., — VU[Pdx = / IVI(1 = pe)Uy]|P de
RN RN
< c/ U + (1 — 0. )P|VUJ?] de
RN
< ¢ / [thepUp N - gpa(tox))pwmp} da
RN

< C [tévsp + )71 - goe(tox))p} exp(—cp|z|) dz
RN

para todo t € (0,%9]. Entao Vw.; — VU; em LP(RY) quando ¢ — 0, uniformemente em
t € [0,to). Por outro lado, para t € [0, to]
/]RN |V (ex)pl —m|Uf dz < C’/RN |V (ex)¢? — m|exp(—2c|z|/ty) da.
Agora, lembrando que
H(a+b)—H(a) = b/lh(a—l—sb)ds, (1.14)
0

— ~

de (hy) — (h2) concluimos que

1
/ Hw.,) — HU)| dz < / |w€,t—Ut|/ I (Us + (. — U)) | ds da
RN RN 0
< cof a-ppErurt) a
]RN
< o a-p)ew-@/)) i
RN
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para t € [0,to]. Portanto J.(w.¢) — L, (U;) quando € — 0, uniformemente em ¢ € [0,%,]. =

Usando (1.10) concluimos a partir do Lema 1.4 que existe €y > 0 tal que
| Jo(wery) = Lin(Uy)| < —Lin(Up,) =1 e Jo(wey,) < —1 para e € (0,g).
Definimos entao para ¢ € (0, £¢) o nivel mini-max do funcional J.

C. = inf max J.(y(s)), (1.15)

’YEFe ElS [O,l]

onde
Fs = {fy € C([O7 1]7 WE) : 7(0) =0e¢ 7(1) = ws,to}'

A préxima proposi¢ao mostra que o nivel mini-max de J. converge para o nivel mini-max

de L,, quando ¢ tende a zero.

Proposigao 1.5. Para E,, e C. definidos em (1.5) e (1.15) respectivamente obtemos
limC, = E,,.
e—0
Prova. Primeiramente provaremos que
limsup C; < E,,. (1.16)
e—0

Observamos que se t — t; onde t; € (0,ty) entao w.; — we,;, em W.. Analogamente,
lwall < ¢ [ [IV@PU? + AVUP + V(en)0F) do
R
< C/ (tNUP + N P|VUP) da
RN

implica que w.; — w. o =0 em W, quando t — 0F. Assim, definindo

Ve(8) = We 1o, 8 €[0,1] (1.17)

obtemos . € I'. e
C. < Jo (e = Je(w.y) = D.. 1.18
< max (7=(s)) nax (we.r) (1.18)

Pelo Lema 1.4 vemos que

li J. < Ly (Uy).
T R

22



Usando (1.8) e (1.9) obtemos

tN—p tN
max L, (U;) = max( ——)/ VU (z)P dz
RN

te[0,to] t€[0,to] p D*
1
— = [ [VU@Pdz = La(U) = B, (1.19)
N RN

e entao (1.16) estd provado. A seguir provaremos que
lim iglf C.> E,. (1.20)
e—

Suponhamos por contradi¢ao que liminf. o C. < E,,. Entao existem a,e > 0 e vy € I,

satisfazendo

m[gwl(] J-(v(s)) < By —a e . 1+ (1+ Em)l/p] < min{a, 1}.
s€(o, p

Ja que P.(v(0)) =0 e P.(v(1)) < —1 podemos encontrar sy € (0,1) tal que
P.(7(s0)) = -1 e P.(y(s)) > —1 para sé€|0,so.
Entao
Q-(v(s) < J.(v(s)+1< E,—a+1< E,+1 paratodo se€][0,so.
Isto implica

y(s)Pde <e[1+(1+ Em)l/p] para s € [0, So).
RN\Q.

Uma vez que G(z,t) < H(t), segue que

POW) = 3 [ (Vi +mhoP) do— [ Gl
= [ Ven) —mhs)da
> Li(y(s)) — 7 e, [y (s)[" da
> Ln(y(s)) — . [1+(1+ Em)l/p} para s € [0, so].
Assim,
Ln(v(s0)) < %5 (14 (14 E,)""] —1<0
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e lembrando que E,, = C,,, o nivel do passo da montanha para L,,, (veja [27]) temos

max L, (v(s)) > Ep,.

s€[0,s0]

Pelas estimativas acima, lembrando que Q.(7(s)) > 0, obtemos

En—a > H[l[?x] P.(y(s)) > En — m. [1+(1+ Em)l/p] > B, — a.
se|0,s0 p

Esta contradigao mostra que (1.20) vale e portanto
lim D, =1limC, = E,,. (1.21)
e—0 e—0

Isto conclui a prova da proposicao. [ ]

1.5 Existéncia de um ponto critico para o funcional

energia

Para qualquer A C W, e a > 0 definimos

JE={ueW.: J.(u) <a} e Aa:{uewg:irelgHu—ngSa}.
Com estas notagoes em mente, temos a seguinte proposicao.
Proposicao 1.6. Sejam ¢, — 0 e u, € Xsdn tais que

lim J.,(u,) < E, e lim |[J. (u,)]. =0

n—oo n—oo

Entdo, para d € (0,dy), existem {y,} CRY, 20 € M e Uy € S,, satisfazendo

lim |5nyn - ZO| =0 e nh_{go ||un - stn(' - yn)UO(' - yn)||5n =0,

n—oo

a menos de subsequéncias, se dy € suficientemente pequeno.

Prova. Pela definicao de Xgn e pela compacidade de X., existem {Z,} C S, e {2,} C M”
tais que

[un = @e, (- = 2n/€0) Zn(- — 2n/En)le, < d.
Pela compacidade de S,,, e M”, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir
que Z,, — Z em WP(RN) e z, — zp em RY para Z € S,, e 20 € M”. Entao temos a seguinte

desigualdade.

'Denotamos por ||J.(u)||« a norma de J.(u) no dual de W..
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Afirmacgao 1.7. Para n suficientemente grande seque que
[tn — e, (- = 2n/en) Z(- = 2n/en)le, < 2d. (1.22)
Com efeito, é suficiente mostrar que
5 (g, (- = 20/e)Zn(- = 2n/en) = e, = 2afe) 2 = zfe)les =0 (1.23)
Ja que (y + z,) € Q para todo y € B(0,203) e n € N, vemos que

e (- = 2n/€n) Zn(- — 2n/€n) — Pen (- — 2n/€n) Z (- — Zn/gn)Hgn
= [ e )20 = 2P + Ve + 2002, ) 120 - 217) dy

IN

C/ [EnIVoley)|Zn — ZIP + N (Zn — 2)IP + | Z, — Z|P] dy
RN
< c||Z,— Z|P.

Uma vez que Z,, — Z em WP(RY) esta desigualdade implica (1.23), o que prova a afirmacdo.

Dividimos a prova desta proposi¢ao em cinco passos.

Passo 1: Para qualquer R > 0 temos
lim sup / |up|Pdz =0
S (i ) B0

onde A(y;ry,ma) :={x e RY : r <|z—y| <ry} paray € RY e 0 <1y <7y.

De fato, suponha que isto nao vale. Entao existem R > 0 e uma sequéncia {Z,} satisfazendo

Zn€ A (Z—n b %) e lim |u, [P dx > 0.

) Y
En 26n &y =% JB(z,,R)

Podemos assumir que ,z, — Z e que W, = u,(- + Z,) — w em WIP(RY) para algum
Zo € A(20;/2,30) e w € WHP(RY). Devido ao Teorema de Rellich-Kondrachov (veja [52],
Teorema A.5) temos a compacidade da imersao W1?(B(0, R)) — LP(B(0, R)) o que implica

/ |w[Pdz = lim |, |P dz = lim |up|Pdz >0
B(0,R) n—° JB(0,R) n— JB(%4,R)

e entdo w # 0. Agora fixemos k > 1. Ja que Zy € €, existe ng = no(k) € N tal que
en(T + Z,) € Q para todo x € B(0,k) e n > ng. Pela definicao de x. e g(z,t) segue que

Qlan(un)¢( —Z,) =0 e g(en(-+2.),t)0 = h(t)o
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para todo n > ng e ¢ € Wy P(B(0,k)). Assim

[ (Va9 o+ Vit + anl w0 e — [ bt
B(0,k)

B(0,k)
= |2, ()6 = 2)| < O, ()| [0llwissouy  paratodo n >y,

Uma vez que limy, . ||, (un)||« = 0 podemos escrever
— Ay, = h(W,) — V(en(- + 2,))|@n|P %0, + fn em D'(B(0,k)) (1.24)
onde f, — 0 em W~ (B(0,k)). Vemos também que
[A(i@n) = V(en(- + Z)|@al"0,] — [1(@) =V (Z)[@[" @] em W' (B(0,k)).

Assim, podemos aplicar o resultado de convergéncia de Boccardo e Murat (veja [11], Teorema

2.1 e Observagao 2.1) o que nos dé

Vo, (x) — Vw(z) qt.p. em B(0,k)
VB, [P2Vid, — |[VaP2Va em  (L7(B(0,k)))"

e nos permite passar o limite em (1.24), obtendo que w satisfaz
— A+ V (Z)[@0]P %% = h(w) em D'(B(0,k)).
Sendo k arbitrario temos
/RN (V@[ *VaVe + V(Z) o' *w¢) da = /RN h(w) dz
para qualquer ¢ € C°(RY). Consequentemente
— AW+ V(Z) |00 = h(w) em RY.

Ja que h(t) = 0 para t < 0, tomando @~ como fungao teste, vemos que w~ = 0 e portanto
w > 0. Assim segue da desigualdade de Harnack que w > 0. Usando (1.11) e a defini¢ao de
nivel de menor energia, temos Ly (z) (W) > Ey(z,). Como a imersio WP(RY) — DUP(RY)

é continua temos w, — w em D"P(RY). Daf para cada r > 0 vale

oo

B(0r) B(0,r)
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Logo, sendo p > 1, para R suficientemente grande temos

1
—/ |IVw]? dz < lim inf/ |V, |P de = lim inf/ |Vu,|P dz.
P Jrwv n— JB(0,R) n—=%0 JB(z4,R)

Usando o fato de que V(%) > m e os niveis de menor energia dos funcionais L,, e Ly (z)
coincidem com seus respectivos niveis do passo da montanha, temos Ey (3, > E,,. Gracas a

identidade de Pohozaev vemos que

RN
Logo obtemos

N
lim inf |V |P de > — Ly ) (0) > —E,, > 0.
p

N
=00 JB(2n,R) p

Lembrando que |2, — z,/e,| > [/2¢,, a partir de (1.22) vemos que existe ng = no(d) tal que

/ |Vu,[Pdz < 2°71 / Vu, — V (e, (x — 2n/e0) Z(x — 2 /€0)) |P dz
B(2n,R)

RN

4or-t /B(~ o |V (e, (x — zn/e0)Z(x — 2z, /e0))|P dx

< w12d) + ene| ZI[L + ¢ / V2P dz

B(Zn—2zn/en,R)
< 2%dP paratodo n > ny.

Aqui usamos o fato de que (a + b)? < 2P~ (aP + IP) para todo a,b > 0 e p > 1. Entao

N
—FE,, <lim inf/ |Vu,|P doe < 2%dP
B(24,R)

p n—oo
o que é uma contradicao para d € (O, (NEm/(p22p))1/p). Isto prova o Passo 1.
Passo 2: Definindo u,1 = @., (- — 2n/€n)Un € Upo = Uy — Up 1 temos
Je, (un) > Je (up) + Je, (un2) +o(1).2 (1.25)

De fato, como supp(xe,) N supp (¢e, (- — z,/en)) = 0 segue da definigao de u, 1 € u, 2 que
Qen (un,l) = O € Q{En (un) - Qz—;n (un’2>. Entéo

e (Un) = Jo, (Una) + Jo, (un2) + o(1) — / (G(enz, un) — Glenx, tun 1) — G(en®, Uy 2)] dz

]RN
1
- {@¥ (x—znfen) + [ — 0o, (& — zn/en)]” = 1} [|Vun|” + V(enz)|u, 7] d
]RN
> Jo, (Uni) + Je, (un2) +0(1) — / (G(enz, un) — G(en, upn1) — G(enx, up2)| de.
]RN

2 Denotamos o(1) a qualquer sequéncia {a, } C R tal que lim,_ o a, = 0
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A fim de concluir a prova do Passo 2 precisamos estimar esta ultima integral. Temos

/ Glent, ) — Glent, ) — Glens, tns)] d
]RN

— / (G (ent, up) — G(en®, tn1) — GlEnT, Up2)] da
A(z L2
=y 10~ F00) = )]

Escolhemos ¢ € CX(RY R) tal que 0 < ¢ < 1,¢ = 1 em A(0;3,28) e ¢y = 0 em
RN\ A(0; 8/2, 33). Definindo 9, (z) = 1(e,2 — 2, )un(x), para n grande obtemos

sup / |t |P dz > sup / |1, |P dx = sup / |1, |P dx
(252 38) J B R) (252 ,38) J B R) 2€RN J B(z,R)

en’2en’en en’2en’en

e pelo Passo 1 segue que

lim (sup / |t |P dx) = 0.
N0 \z2eRN JB(z,R)

Entdo, usando um resultado de Lions (veja [42], Lema 1.1) temos que v, — 0 em LT (RY)

quando n — oco. Uma vez que ¢, = u,, em A(z,/en; 3/en, 23/e,) obtemos

lim |u, |7 dz = 0.
n—oo A(@; 3 25)

Finalmente, por (h;) — (iLg) vemos que dado o > 0 existe C, > 0 satisfazendo

|H(t)| < (0/66)|t|P + Cy|t|7™  para todo t € R,

onde ¢ é uma constante positiva tal que ||u,||}, < ¢ Como |up 1], |Uuna| < |u,| temos

/ |G(5nx7 un) - G(&nl‘, un,l) - G(gnl’, un,2)| dz
RN

<

B /A(Zn;ﬁﬁﬁ) (M ()| + [ H (1) + | H (un 2)]) d
< 2| Juude+ 36, |1

< o

para n grande. Assim (1.25) fica provado.
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Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe ng = ng(d) tal que
Je, (U o) > ﬁ”ungﬂgn para qualquer n > ny. (1.26)
Com efeito, vemos que para qualquer n € N e u € W, vale
e, (- = zn/en)ull?, < /RN 2770 (enIV(ent — 2a) Pl + [Vul’) + V(enz) ul’] dz
< dffull?,
para algum ¢ > 0. Entao, usando a desigualdade (1.22) vemos que existe ng = ng(d) tal que

Hun,?Han < g = 02, (- = 20/0) Z (- = 2n/en)||e, + Hun,l - SO;L(‘ — 2n/€n)Z (- — zn/€n)lc,
N en (- = 2n/n) Z(- — 2n/en) — Qogn( — 2n/€n)Z (- — Zn/€n)llen
< (e¢+2)2d =Cd paratodo n > ny.

Usando (hy) — (hy) e a desigualdade de Sobolev temos
Vo

1
Jen(unﬂ) > P€n<un,2> > 5”un,2‘|€n_2p b v

]. * 1 = *
> pollwnall, = Cellunall > unel?, (5 - )

1
> —||unoll? ara todo n>n
> e, b =
desde que d > 0 seja suficientemente pequeno satisfazendo Cdr—r <1 /4p.

Passo 4: Temos lim,,_.o J., (un1) = En € 29 € M.
De fato, definamos w, = t, (- + 2,/€,). Podemos assumir que w, — w em WP(RY).
Vejamos que w # 0. Usando (hy) — (hy) vemos que dado o > 0 existe C, > 0 tal que

/ (IVZ]P+mZP) dx:/ h(Z)deﬁC’o/
RN RN

Z”dm—i—a/ 77" dz
RN RN

para todo Z € S,,. Usando a desigualdade de Sobolev e (1.8) obtemos

vo<(C, —m)/ ZP dx.

RN

NE,, — co(NE,)""/? = ||VZ|], — co||VZ

Tomando o > 0 pequeno vemos que existe ¢y > 0 tal que || Z||» > 2¢q para qualquer Z € S,,
e por (1.7) existe R > 0 tal que || Z||Lr(B(0,r)) > Co Para qualquer Z € S,,. Para este R existe
ny tal que |e,z| < B para todo z € B(0,R) e n > n;. Entdo ¢, Z = Z em B(0,R) e

cd 2 funy = e, (- = 2a/2) Z( = zn/0)len = Vo P llwn = 0o, Z o500

1
> Vo' [0 Zll o0,1)) — llwnllzo(s0.r))
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para algum ¢ > 0 e para n suficientemente grande. Entao para d € <0, Vol/ Peo/ 20) temos

-1 Co
|lwn||LrB0,R)) = |0en Z | Lr(B0,R)) — Vi Ped > 5

se n > ny é grande. Dali, pela compacidade da imersao W'?(B(0, R)) — LP(B(0, R)) temos

|lw|| e (B(0,r)) > 0 e portanto w # 0. Além disso, para cada compacto K C RY segue que
Un1(Y + zn/en) = un(y + 2n/en) em K
para n grande. Entao, assim como no Passo 1 concluimos que w satisfaz
~Ayw + V(z)wlP2w = h(w), w>0 em RV
Agora devemos considerar dois casos:

Case 1: lim sup / |w, —w|Pdz = 0. (1.27)
B(y,1)

N0 yeRN

Case 2 : lim sup / |w, —w|P dz > 0. (1.28)
B(y,1)

n— oo yERN

Se o Caso 1 ocorre temos w, — w em LI (RY) (veja Teorema ??) . Agora usando (1.14),

de (h1) — (hy) segue que dado o > 0 existe C, > 0 tal que

1
Hw,) — Hw)| < |w, —w|/ o (™ + 7w, — ™) dt
°
+C,|w —w|/ (] + 17y, — w]?) dt.
0
Pela limitacao de {w,} em W'P(RY) obtemos
[ VG =~ @ < o+ 0, (lun =l + un ~ wlgih)] < Co
para n grande. Assim

H(w,)dr — H(w)dz quando n — oo. (1.29)
RN RN

Suponhamos por absurdo que o Caso 2 ocorra. Entdo existe {2,} C RY tal que

lim |w, —wlPdz > 0.
=0 JB(2n,1)
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Uma vez que w, — w em WHP(RY) devemos ter

150] — 0. (1.30)
Consequentemente
lim |lwPdz =0 edal lim |w,|P dz > 0.
=0 JB(2,,1) 00 JB(2,,1)

Ja que wy(x) = ¢, (x)u,(z + 2,/€,), se © € supp(w,,) deve-se ter |e,z| < 2[. Pelo limite

anterior vemos que existe x,, € supp(w,) N B(Z,,1) para n grande e assim

2 3
£

n 67’1

para n grande. Se |Z,| > [3/2¢, para alguma subsequéncia segue do Passo 1 que

0 < lim lw,[Pdz = lim |u, [P dx
00 JB(2,1) 0 S B(2nt2n/en,l)

< lim sup / |un|Pdz =0
o e a(znf 38) JB(y)

en’'2en’en

o que é impossivel. Entao |Z,| < 3/2¢, para n grande. Podemos entao assumir que
Enin — 20 € Upi(-+ 20+ 2p/6n) =W (1.31)

e vemos que 2y € B(0,3/2) e w € WH(RV)\{0}. Entao, dado um compacto K C R¥,
temos e,(x + 2,) € B(0,0) e ¢, (x + 2,) = 1 para todo z € K se n é grande. Ou seja,

Wn (T + 2n) = un1(x+ 2, + 20 /en) = un(z + 2, + 20 /6) em K
para n grande. Consequentemente, como no Passo 1, segue que w satisfaz
— AW+ V(3 + 20) [0 20 = h(w), @>0 em RY.

Andlogo ao Passo 1, por causa de (1.30) chegamos a uma contradigao com (1.22) se d > 0 é
suficientemente pequeno. Até agora provamos que o Caso 2 nao pode ocorrer e portanto o
Caso 1 vale de modo que (1.29) é verdadeiro.

Entao, sendo H(w,) = G(e,z,w,) para todo n € N, segue de (1.29) que

1
liminf J., (u,1) > liminf {—/ [[Vw, [P 4+ V(epx + 2,)|w,|F] do — H(w,) dx}
RN

n—o00 n—o00 p RN
1
> —/ [|Vw|P + V(z0)wP] dz — H(w) dx
D JrN RN
> Ly (w) > By > En.
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Por outro lado, usando os Passos 2, 3 obtemos

E,, > limsup J., (u,) > limsup [J., (un1) + Je, (Un2) + o(1)] > limsup J., (1)

n—oo n—oo n—oo

Logo By () = E e limy oo Jz, (Un1) = Ly () (w) = Ep,. Além disso, pelo Teorema 1.8 em

[27] vemos que a > b implica E, > Ej. Portanto V(zy) = m e o Passo J esté provado.

Passo 5: Conclusao
Segue do Passo 4 que w é uma solugio de energia minima para (1.2). Tomando z; € RY
tal que w(z;) = maxgy w(z) e definindo Uy(z) = w(x + 21) temos Uy € S,,. Finalmente, a

condi¢ao (V3) aliada ao Passo 4 nos fornece

/ (VW +mu?] de = Ep+ | H(w)de > limsup / [Vt 1P + V(ent)|tina]?] da
RN RN

RN n—oo

n—oo

> limsup/ [Vt |P 4+ m|un, [P] do
RN

= limsup/ [|Vw,|P + m|w,|?] dz.
RN

n—oo

Isto prova que ||Jw,| — |Jw|| e sendo W1P(RY) um espago uniformemente convexo segue que

w, — w em WHP(RY). Entao, definindo y,, = z,/e, + 21 vemos que
llun1 — @e, (- = Yn)Uo(- — yn)|le, — 0 quando n — oo.

Por outro lado, usando os Passos 2,3 e 4, obtemos

1 1
E, > lim J. (u,) > lm |J. (up1) + 4—Hun2]|§n +o(l)| = En + o lim sup [|up 2| ,

n—od n—oo

o que implica ||, 2|l., — 0. Isto completa a prova da proposigao. [ ]
Observamos que o resultado da Proposicao 1.6 vale para dy > 0 suficientemente pequeno

independente das sequéncias satisfazendo as hipdteses.

Corolario 1.8. Para qualquer d € (0,dy) existem constantes w >0 e g4 > 0 tais que
| (w)||« > w para todo w € JP N (XP\XT) e e€(0,eq).

Prova. Suponhamos por absurdo que este resultado nao é valido. Entao, para algum

d € (0,dp) existem sequéncias {e,} e {u,} tais que
1
en € (0,1/n), wu, € J2 N(XE\NXZ) e [T (un)] < =
n
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Segue da Proposigao 1.6 a existéncia de {y,} C RN, 25 € M e U, € S,, satisfazendo
I fenyn —20[ =0 e lm flun — @, (- = yn)Uo(- = ya)llc, = 0.

Entdo para n grande temos e,y, € M?” e dai, por definicio de X. e X?, obtemos

En’

e (- = y)Uo(- — yn) € X, € u,, € X2 . Isto contradiz o fato de que u, € XP\X? ¢
completa a prova. [ ]
Os proximos lemas sao necessarios para a obtencao de uma sequéncia de Palais-Smale

limitada num conjunto adequado.
Lema 1.9. Dado 6§ > 0 existem €9 > 0 e dy > 0 suficientemente pequenos tais que
J.(u) > E,, — 8 paratodo ue€ X® e e¢€(0,¢g).

Prova. Para u € X, temos u(z) = o.(x — z/e)Z(x — z/¢), v € RN, para algum z € M” e
Z € S,,. Usando a condicao (V3) e o fato de que Q.(u) =0 e L,,(Z) = E,, obtemos

1
J(u)— By > - / V(e 2) — |V 2P do + — / (P —1) 27 dz
P JrN P JrN

~ [ H(e.2) - H(Z) o
RN
= L+1—1I

independente de z € MP”. Precisamos estimar estas integrais. Por (1.7) vemos que
[ Vw2 -vapar < ¢ [ (V0= p)r 20 ey a
RN RN

< C/ [P |Vp(ex)|P ZP + (1 — ¢ )PIVZ|P] dx
]RN

< C’/RN [€? + (1 — ¢.)P] exp(—c|x|) dz — 0

quando € — 0 o que implica que I; — 0 quando € — 0. Para I, temos

C
|| = m/ (1—¢?)ZPde < _m/ (1 —¢?)exp(—c|z])dz — 0 quando & — 0.
D JrN P JrN

A seguir, usando (1.14) estimamos I3

[ e -n@l e < [ 10z-2] [ Wz te2 - 2) b

IN

/ (1— @) (27 + 2 da
]RN

< c/ (1 —¢.)exp(—clz|)de — 0 quando € — 0.
RN
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Estas estimativas sdo uniformes em Z € S,,. Entao existe g > 0 tal que I + [ — I3 > —0/2

para todo ¢ € (0,&y) independentemente de Z € S,, e z € M”. Assim,
J
J-(u) — Ep > —5 Dara todo ue X. e e€(0,&).

Agora, se v € X? existe u € X_ tal que |[u — v||. < d. Temos v = u + w com |jwl|. < d.

Desde que Q.(u) =0 e Q(v) > 0 vemos que

L) = L) > %/RN 1V + Val® — [Val? + V(e)(u + wf” — [uf?)] dz

— /RN |G(ex,u+w) — Gex,u)] dz.

Uma vez que existe C' > 0 tal que |lu|l. < C para todo u € X. e € € (0,¢0), ||w|. < d
e h(t) = t? é uma fun¢ao uniformemente continua em [0,C + 10|, existe o > 0 tal que

| [Ju+w|?— [Jul|? |< /4 se d < o. Por outro lado,

IN

/ |G(ex,u+w) — G(ex,u)| dz c/ wl (Jul™ + [wP~" + [uf” " + w]” ) da
RN

< c(lullz el + lwll? + lullZ = flwlle + flwl2”)
L0
4

para d suficientemente pequeno. Portanto existe dy > 0 tal que
)
J-(v) > J.(u) — 3> E,—¢6 paratodo ve X® e e (0,¢)

e o lema esta provado. [
Seguindo Corolario 1.8 e Lema 1.9, fixamos d; € (0,dy/3) e correspondentes w > 0 e

go > 0 tais que

|J.(u)]| > w paratodo wue€ JP N (XP\XM) e

1.32
J.(u) > E,,/2 paratodo u¢& X (1.32)

para qualquer € € (0,g0). Assim, obtemos o seguinte resultado.

Lema 1.10. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno existe o > 0 tal que
|s — 1/to| < a implica que ~.(s) € X&,
para todo € € (0,¢g¢), onde ty foi escolhido em (1.10) e 7. foi definido em (1.17).
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Prova. Primeiramente observamos que existe Cy > 0 independente de ¢ € (0, 10) tal que
le-v]le < Collv|| paratodo e€(0,10) e ve WHP(RY). (1.33)

Como [ : [0,to] — WLP(RY) dada por I(t) = U; é uma fungao continua, existe o > 0 tal que

|t —1| <o implica que ||U;—U| < g—z.
Assim, se |stg — 1| < o segue que

172(s) = @Ulle = llo=(Usty = U)le < CollUsty = Ul < di para e € (0,&0).
J& que p.U € X, temos 7.(s) € X%. Tomando a = 7/t completamos a prova do lema. =
Lema 1.11. Para o dado no Lema 1.10 existem p > 0 e g > 0 satisfazendo

J:(Ve(8)) < By — p para qualquer ¢ € (0,e0) e |s—1/to| > .

Prova. Desde que t =1 ¢ o unico ponto de maximo de (tN*p/p — tN/p*) em [0, ¢y], devido

a (1.8) e (1.9) vemos que existe p > 0 tal que
Ln,(U) < E,, —2p para |t— 1| >ty
Por outro lado, gracas ao Lema 1.4 deduzimos que existe ¢y > 0 tal que

sup |Je(wey) — Lin(Ur)| < p para todo e € (0,ep).
te(0,to]

Juntando estes duas desigualdades, para s € [0, 1] tal que |s — 1/tg| > « obtemos

Ja(/ye(S» = Ja(we,sto) S Lm(Usto) + |J5(we,sto) - Lm(Usto>| < Em —p
o que conclui a prova do lema. [ ]

Proposicao 1.12. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno existe uma sequéncia {u,} C

Xdoy JP= tal que ||J.(un)||s — 0 quando n — oo.

Prova. Suponhamos que a Proposicao 1.12 é falsa. Entao, para ¢ > 0 pequeno existe
a(e) > 0 tal que [|J/(u)|]s > a(e) em X% N JP=. Por (1.32) sabemos que ||J(u)|. > w em

(Xd\X%) N JP= onde w é independente de ¢ € (0,g5). Entao existe um campo vetorial
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pseudo-gradiente, 7., em uma vizinhanga Z. de X% N JP¢ para J. (veja [52] para detalhes).
Seja Z. C Z. outra vizinhanca na qual ||.J/(u)||. > a(e)/2. Entdo tomamos 7. uma funcdo

Lipschitz continua em W, tal que
0<n.<1, n.=1 em XgoﬂJEDE e Nn.=0 em Wa\ZE.
Tomamos também £ : R — R uma funcgao Lipschitz continua tal que
0<E<T, &la)=1 se |la—E,|<E,/2 e &a)=0 se |a—E,| > En.

Definindo agora
1 (w)€(J-(u))Te(u) se u € Z.
e.(u) =
0 se ue WA\Z,

vemos que e. é uma funcao localmente Lipschitz continua e limitada em W.. Portanto

sabemos que existe uma unica solugao global W, : W, x R — W, do problema de valor inicial

—\Ilg(u,t) = es(qjs<u7t))
\I]s(ua()) = U

Ja que por (1.21) temos lim. .o D. = E,,, para £ > 0 pequeno temos
D.<E,, + %min {Em,w2d1} .
Entao, pela escolha de dy e d;, vemos que W, satisfaz as seguintes propriedades:
(i) V. (u,t) =uset=0ouuecWN\Z ouainda J.(u) ¢ (0,2E,,).
(ii) ||%\Ila(u,t)||5 < 2 para todo (u,t).
(iii) £ (J- (e(u,t))) < 0 para todo (u,t).
(iv) L (J(To(u,t))) < —w? se U (u,t) € (XP\XI) N JP=.

(V) L(J(W.(u,t)) < —(a(e))? se U.(u,t) € XI N JPe.

Definimos 7.(s) = WV.(7.(s),t.) para t. a ser escolhido. Uma vez que J.(0) = 0 e
J-(7:(1)) < —1 néo pertencem a (0,2F,,), por (i) temos

U (7:(0),t) =7%(0) =0 e V. (7(1),t) = 7:(1) = wey
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para qualquer ¢t > 0. Entao 7. € I'.. Devemos escolher t. tal que

w2d1
2

J:(3-(s)) < Ep, — min {p, } para todo s € [0,1]. (1.34)

Note que se |s — 1/tg| > «, pelo Lema 1.11 e por (iii) acima segue que

w2d1
2

J-(Ve(ve(9),t)) < Jo(7:(s)) < B, — p < Ep, — min {p, } para todo t > 0.

Assim, (1.34) vale para |s — 1/ty] > «, independente da escolha de t.. Por outro lado, se
s€l:=[1/ty— a,1/ty + a] segue do Lema 1.10 que 7.(s) € X%. Entdo temos dois casos a

considerar:
(a) U.(v.(s),t) € X% para todo t € [0, 00).
(b) W.(v.(s),ts) ¢ X% para algum t, > 0.

Se s € I satisfaz (a), por (i), (iv) e (v) segue que

J(Ue(r(s) ) = J(re(s) + / L (LWere(s), 7)) dr < D2 — min {u? a(e)’}

de modo que J.(V.(7.(s),t)) — —oo quando t — oo. Mas isto estd em contradi¢io com
(1.32). Assim, qualquer s € [ satisfaz a condi¢ao (b). Fixamos sy € I e uma vizinhanga I
de sg em I tal que W_(7.(s),t,,) ¢ X% para todo s € I2°. Uma vez que 7.(s) € X3 para

todo s € I*0, de (i) — (v) observamos que existe um intervalo [t!,#?] C [0,t,,] satisfazendo

U, (7:(s),t) € XP\XN para t € [t} ¢} e |t} —t? > d;.

s 7s

Entao, por (i) — (iv) segue que

t2
s d
Je (\Ija('ya(s)>t80)) < Je ('75(3)) + /1 E (Ja(qja(%(s)ﬂ—))) dr < D, — w? (753 - ti)
tS
1
< FE, — §w2d1 para todo s € I°.

Assim, para cada ¢ € (0,g9) temos [ = {{JI: s € I} e pela compacidade de I existem
S1, -+ ,8k € I tais que [ = Ule I Seja t. = max;<;<its;. Entao, para cada s € I temos

s € I para algum i e
1
Jo(e(1e(s),te)) < Jo(Pe(e(s),ts,)) < B — §w2d1'
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Portanto (1.34) é valido. Ja que 4. € I'. obtemos

~ . w?d,
C. < max J.(3:(s)) < E,, —min?< p, :
5€[0,1] 2

o que estd em contradicao com a Proposicao 1.5. Isto conclui a prova desta proposicao. =

Proposicao 1.13. Se € > 0 € suficientemente pequeno entdo existe um ponto critico ndao

trivial u, € X% N JP= para J..

Prova. Seja {u,} a sequéncia dada na Proposigao 1.12. Ja que X% ¢ limitado em W_,
podemos extrair uma subsequéncia (ainda denotada w,,) tal que u,, — u. em W, para algum
u. € W.. Pela definicdo de X% e pela compacidade de X., vemos que existem z € M” e

Z € S,, tais que

[un = (- = 2/€)Z(- = 2/¢)le < 2do,

para n grande. Como no Passo 4 da Proposicao 1.6 vemos que existem ¢, R > 0 tais que

||Ua||LP(B(z/€,R)) = nlggo HUHHL”(B(Z/&R)) B

o que implica u. # 0. Provaremos que u,, — u. em W,. A fim de provarmos esta convergencia

forte mostraremos que

lim sup {/ [|Vu,|? + V(ex)|u,|?] dx} = 0. (1.35)
RN\B(0,R)

R—00 peN

Seja o > 0. Tomando C' > 0 tal que |[u,||P < C paran € Ne D > 0 satisfazendo

£ o

D
QC B(0,D) e R> max{—, &}
escolhemos ¥ € C®°(RY,R) tal que 0 < ¢p < 1, Yg(z) = 0 se |z] < R, Yr(r) = 1 se
|z| > 2R e |[Viog| < 2/R. Temos lim, o (J.(u,), (Yru,)) = 0 e desde que QL (u,,)(Yru,) >0

vemos que

<Jé(un)> (VrUR)) > / [(’vun‘p + V(ex)|un |’ — g(ex, uy)un) ¥r + Un‘vun|p_2vunva] dz.

RN
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Sendo g = 0 em €., pela definigdo de g(z,t) temos

/ [V, P + V(ex)|un|]tbg da
RN

< (), () — /

RN

U, |V P2V, Vi do + / h(up ) unthp do
RN\Q.

2 \%
< <Jé(un)v(¢Run)>+_/ ([unl” + [Vun[?) d~"0+—20/ |un|P R dz
RN RN

R
2C 1
< (Jl(un), (YrUm)) + 5 + 5 /RN V(ex)|up [Pty de.

Assim, existe ng € N tal que

/ [|[Vu,|P + V(ex)|u,|P] de < 2(J.(u,), (Yru,)) + g <o
RN\ B(0,2R) 2

para todo n > ng. Por outro lado, para 1 < n < nq existe R, > 0 tal que
/ [|Vu,|P + V(ex)|u,|F] de < o.
RN\B(0,R,,)
Tomando R = max{Ry, Ra, ..., Rn,, 2R} temos

/ [|Vu,|? + V(ex)|u,|P] dr <o paratodo neN
RN\B(0,R)

e isto prova (1.35). Usando este resultado veremos que ||u,||. — ||ucl|: quando n — oo. De

fato, dado o > 0 existe R > 0

/RN\B(O o [[Vun|P + [Vu P + V(ex)(Jup P + |ue|P)] de < 1%), (1.36)

para todo n. Escolhemos 1 € C*(RY) tal que 0 < v < 1, % =1 em B(0,R), ¥ = 0 em
RM\B(0,2R) e |[Vi| < 1. Temos lim,, o (J.(uy), (u, — u)) = 0 ja que || J.(u,)|[« — 0 e
| (wn, — u:)t||e < c. Observamos que
<Jé(un)7 (un - u6)¢> - / [lvun|p_2vunv(un - ue) + V(Ex)|un|p_2un(un - us)} @ZJdZL‘
RN

—1—/ [(un — w) |V P Vu, Voo — glex, uy) (u, — u:)t] da
RN

p—1
+p? (/ Xe|unlP do — 1) / Xs]un]p’Qun(un — ue ) da.
RN RN

+
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Usando (1.36), a compacidade da imersao WP (supp())) < L"(supp(¢))) para 1 <r < p* e

a limitagao de {u,} e {Q-(u,)} vemos que

| / (192020, (ot — 1)+ V ()Pt — )] |
B(O,R)

< [(J(un), (un — ue)¥)| + / 2|V, |’ + [Vue|? + V(ex) (|un]” + ue|”)] dz
RN\ B(0,R)

+/ Uun - Ua|p tc |g(5y7un)| |un - u5| + 6X6|un|p_1|un - ’LLEH dx
supp(¢)

g

<
!
para n grande. Por outro lado, ja que ||J.(u,)|l« — 0, usando argumentos como no Passo 1

obtemos |Vu,|P"2Vu,, — |Vu.[P2Vu, em (L” (B(0, R)))". Entao

<

/ [V, [P~ Vu,Vu, — |Vu|P + V(ex) (Jun | unue — |u-|P)] dz
B(0,R)

a1

para n grande. Devido a estas duas desigualdades obtemos

< (1.37)

/B(O R) {IIVun|” + V(ex)|unl’] = [[Vul? + V(ex)|ul’]} dz

o
2
desde que n seja grande o suficiente. Assim, por (1.36) e (1.37) concluimos que

iy, — Nl | < o

para n grande. Portanto ||u,||. — ||u|| quando n — oo e sendo W, um espago uniformemente
convexo, temos que u,, — u. em W.. Finalmente, isto implica que u. € X%NJP= e J/(u.) = 0
o que conclui a prova da proposicao. [ ]

A partir da Proposicao 1.13 vemos que existe dy > 0 e g5 > 0 tais que J. tem um ponto

critico nao trivial u. € X% N JP= para ¢ € (0,29). J4 que u. satisfaz

p—1
— Apue + V(ex)|ucP*u. = glex, u.) — p? (/ Xe|ue|[Pdy — 1) Xe|ue [P~ u, (1.38)
+
em RY e g(x,t) = 0 para t < 0, usando u_ como funcao teste vemos que u; = 0 e

consequentemente u. > 0 em RY. Usando um método iterativo devido a Moser e algumas

ideias de Byeon (veja [14], Proposicao 3.5) provaremos que {||uc| p=}. é uniformemente

1,
loc

limitado para ¢ € (0,g0). Entao u. € C,;%(R") e segue da desigualdade de Harnack que
u. > 0 em RY. Além disso, gragas a (g1) e (1.38) vemos que ||u.|z~ > ¢ para algum ¢ > 0

e para todo ¢ € (0, ¢y).
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Proposigao 1.14. O conjunto {u.}. € limitado em L>(RY).

Prova. Uma vez que u. € X% N JP= existe C > 0 tal que |Ju.||. < C para todo 0 < € < &.

Seja u.; = min{u,, l}. Para qualquer s,! > 0 temos u.u, € W; e

1+ s)u®;Vu, se u, <l
V(ueus,) = V. + sulf . Vo, :{ (14 sy Ve 5o e

S
uZ Ve se u. > 1l

Entao

[t s
RN

= /{ l}(l + 5)Puly|Vu, [P dz + /{ y ul’y| V| dx
Ue < Ug >

52

< (1+ S)”_2/ (u§3|Vu5|p + 2su§j|Vu€|p_2Vu€Vu€J) dx + AT / (VustP dz
RN (1+s) {ue<l}
2

2 _ _ s 8
< max {1’ ]_)} (1+s)P2 /RN V[P QVU5V(u5uZl) dx + —(1 o)

/ 'V (ueul,)|P de.
RN ’

Consequentemente

2} (1+s)P

V(uul,)|P do < 1= Vu P72 Vu V (ucu) de.
[ e rar < ma{1 2L CE T 9up2vu9ay ao

Ja que QL (uc)(uculy) > 0 e que a partir de (g1) —(go) existe ¢ > 0 tal que g(z, ) < Vot?~ +ct

para qualquer z € RY e t € R, usando uguﬁ_’fl como uma fungao teste em (1.38) temos

21 (1 p
/ |V (ueul )P dz < cmax {1, ]_3} %/ ug+1u§j dz.
RN RN

Pela desigualdade de Sobolev obtemos

p/p*
(/RN (ueul )”” d:c) < (1 +s)Pt /RN ul™ul da. (1.39)

Vemos que para qualquer k£ > 0 vale

q+1, ps q—p+1 P, DS q—p+1 5 \P
/N ulTuldr < k / ulu, dx +/{ }uE (ueuiy)? dz.
R ue >k

{ue<k}

Uma vez que p < ¢+ 1 < p* temos N(¢—p+1)/p < p*. Dai, tomando ¢ = N(¢—p+1)/pp*
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en=N/(N —p)segue que o € (0,1), I/n+p/N=1e

/RN ul™ul da
N 1
< kq_p+1/ uPu?’ dx + (/ u??” dx)p/ </ (ueus )" da:) :
— e el 5 e%el
RN {ue>k} {ue>k}

op/N
< kq—p+1/ u’;ugldx + [ (ueus )P (/ ul” dx) H{u. > k}|(1—0)P/N.
RN {ue>k}

Sendo

/ u? dx > / u? dx > kP |{u. > k}|
RN {ue>k}
segue que

) p/N 1 (1—o)pp* /N
/ ult'y?ydz < kqp“/ wbuly dw + || (ueul )| o (/ u? dx) (—) :
RN ’ RN RN k

Agora, tomando
p/N N/ op* (1-0)
2¢(1+ s)P7! </ u? d:c) ]
RN

1/n
s o/(1—o) o
([ waziman) ™ < ey e )7 a0 [ s
R R

1 S
5 et )

k. =

e usando (1.39) temos

Entao

1/n
</ <usuz,l>p”df> <21 s 214 o)) [ s )
RN RN

1/pn(1+s) ¢/p(11s) 1/p(1+s)
(/ (ueug )" dx) < [c(l + s)pfl} P (/ uP(+s) dx)
RN RN

para todo [ > 0. Pelo Lema de Fatou obtemos

1/pn(1+s) ¢/p(143) 1/p(1+s)
(/RN uP(+s) dx) < [e(@+s)P 7P (/]RN uP1+) dx) (1.40)

para qualquer s > 0 e 0 < € < g, onde ¢ > 0 ¢ independente de . Escolhendo sy > 0 tal

Assim,

que p(1+ so) = p*, ja que u. € LP" (RY) e 59 + 1 = 7, segue que u. € L7 (RY). Tomando
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5, = 0" —1 temos lim,,_ 8, = 00 e como u, € LP(+5)(RY) para qualquer n € N obtemos
u. € L"(RY) para todo r € [p,00). Além disso, denotando T'(n) = |luc|| pa+sn), de (1.40)

vemos que
1/p(1+5n) 1/p77(1+5n71)
[L(n) = </ ur(ten) dx) = (/ uP(+sn— 1)dx>
RN

1 14+sp—
c/p 1+5n-1) 1+sn 1 dl’) M v

(14 s,1)

/\

[
|:C 1+5n 1 }C/p 1+5p— 1)1‘\

Entao por recorréncia concluimos que

I
—

n

F(n) < [C(l +Sz)p I}C/P 14-s;) H 6/77 F

=1

Il
o

i

Pelo teste da Razao temos

log (H (cn’)nc’> = CZM < o0

7
=1 =1 N

e consequentemente

I'(n) < cI'(0) = c|lucl|ppr < C paratodo neN
independentemente de . Portanto

l|luel| L < nh—{{olo ['(n) < C paratodo €€ (0,¢ep)

como queriamos demonstrar. [ ]

Agora estamos prontos para provar nosso resultado principal.

1.6 Prova do Teorema 1.1

Observamos que pela Proposicio 1.6 existe {y.} C R tal que ey. € M? e para qualquer

sequéncia ¢, — 0 existem zg € M e Uy € S,,, satisfazendo

€nlYe, — 20 € Huan — Pep (- = e, )Uo (- — ysn)”sn — 0,

e entao
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Consequentemente, usando (1.7) vemos que dado o > 0 existem R > 0 e gy > 0 tais que

sup / uP(x +y.)dz < o. (1.41)
RN\B(0,R)

€€(0,e0)

Denotando w. = u.(- + y.) devido a (1.38) e Proposicao 1.14 obtemos
~Ayw, < CwP™' in RV,
A partir de ([53], Teorema 1.3) vemos que existe Cy = Cy(V, p, C) tal que

s(up) w: < Co l|we|l1p(p(,2), paratodo ye€ RY.
B(y,1

Entao, por (1.41) e (g;) existem R, &q > 0 tais que g(ez, w.(z)) < (Vy/2)w.(z)P~! para todo
x € RM\B(0,R) e ¢ € (0,69). Devido a (1.38) como em ([37], Teorema 3.1) provamos o
decaimento exponencial de w, uniformemente em ¢ € (0,&y). Agora consideramos (. € RY

um ponto de maximo de w.. Desde que
we(r) =0 quando |z| > 00 e |w:]|w >¢>0 paratodo &€ (0,¢g)

concluimos que {¢.} é limitado. Temos entao Z. := (. + y. um ponto de méximo para u. e

o decaimento exponencial
us() = we(r —ye) < Cexp(—clx — T. + (|) < Cexp(—clx — Z.|) (1.42)

para todo z € R onde as constantes C, ¢ > 0 nao dependem de . Usaremos este decaimento
para provar que Q.(u.) = 0. A limitacdo de {¢.} implica que {ez.} € M?>® para ¢ > 0
pequeno. Lembrando que dist (RN \Q,M‘r’ﬂ) > 53 > 0 e M5 é um conjunto compacto,

afirmamos que existe ¢; > 0 tal que
7| < epdist (z, M®)  paratodo z € RV\Q.

De fato, caso contrédrio para cada n € N existe z,, € RV\Q tal que |z,,| > ndist (z,,, M>?).
Entao |z,| — oo quando n — oo. Por outro lado, sendo M’ compacto existe y,, € M tal

que dist (mn, M8 ) = |z, — yn|. Consequentemente

20| > 0|2y — yn| = n(|2n| = |Yal) = nlwa| — cn.
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Como n/(n—1) — 1 obtemos |z, | < cn/(n—1) < ¢ o que é um absurdo e entao a afirmagao

é vélida. Entao fazendo uma mudanga de varidveis e usando (1.42) obtemos

/ Xeubdr = 5_(N+1)/ uP(x/e) dz
RN RN\Q

< Ce(N“)/ exp (—_cp dist (:U,/\/l‘r’ﬁ)) dz
RN\Q

€

_ A
< C’e(N“)/ exp( ‘ \x!) dx
RN\B(0,8) <

pois B(0, 3) C Q. Depois de alguns calculos vemos que

/

Cs_(NH)/ exp <_C \x|> dr — 0 quando e — 0.
RN\B(0,5) ¢

Portanto Q.(u.) = 0 para € pequeno e consequentemente u. é um ponto critico para P..

Assim u, satisfaz (1.4) e v.(x) = u-(x/¢) satisfaz (1.3). Além disso, por (1.42) vemos que
v(x) = uc(z/e) < Cexp (—clz/e — #.|) = Cexp (%ﬂx - 55;E|)

e assim, g(x,v.) = h(v.) para € pequeno e para todo z € RY. Isto prova que v. é uma
solugao positiva para (1.1) e que satisfaz (i) em Teorema 1.1 com x. = £Z.. Pela escolha de

{y.}, para qualquer sequéncia &, — 0 existem zg € M, Uy € S,,, e (; € RY tais que
Cen = G0 EnTe, =20 € lug, (- +2,) = Uo(- + Go)|| — 0, (1.43)

a menos de subsequéncia. Observamos que Uyp(- + (p) ¢ também uma solu¢do de menor

energia de (1.2). Isto prova que v, satisfaz (i) no Teorema 1.1 e conclui a prova do teorema.
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CAPITULO 2

SOLUCOES PARA UMA CLASSE
DE SISTEMAS DE EQUACOES DE
SCHRODINGER EM RY

2.1 Introducao

Neste capitulo provaremos existéncia e concentracao de solucoes positivas para a seguinte

classe de sistemas em RN

—&2Auy + V(x)uy = Hy, (up,us, ..., ug)
—2Auy + V(x)ug = Hy,(ug, us,. .., ug)

: : (2.1)
—2Aup + V(z)ur = Hy, (u1,ug, ..., ug)

u;j(z) =0 as |z| — oo,

onde N > 3, ¢ > 0 é um parametro real pequeno e k > 1. O potencial V : RY — R é uma
funcao Holder continua e H : Ri — R é uma funcao de classe Cll(;?. Uma motivacao béasica
para estudar esta classe de sistemas vem do fato de que ela é satisfeita por solugoes do tipo

ondas estaciondrias para uma classe de sistemas de equacoes de Schrodinger

a .
<20 = Ay W~ 1Py G =1k, (22)
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a saber, solugdes da forma ;(t, x) = e ®*/¢u;(x), j=1,...,k, onde £ € R e u; > 0 é uma
funcao real. Obtém-se um correspondente sistema de equagoes elipticas do tipo (2.1) o qual
tem a estrutura variacional formal acima, cuja amplitude u;(z), j = 1,...,k, tende a zero
no infinito.

Supomos que o potencial V : RY — R é uma funcao localmente Holder continua que

satisfaz as mesmas condicoes do capitulo anterior, a saber:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf V(z) ="V, > 0;

zeRN

(V3) existe um dominio limitado 2 em RY tal que

m := inf V(z) < inf V(z).

e eI

Continuaremos usando a notagao
M:={zeQ:V(z)=m}

e sem perda de generalidade assumindo que 0 € M. Denotamos R? := [0,00)F e

consideramos H : R¥ — R uma func¢do continua tal que H € Cllo’g ((0, oo)k) e H(0) = 0.

Supomos ainda que H satisfaz:

VH
(H,) para u € (0,00)" vale lilmo% —0;
u|— u

(Hy) existe p € (1,2* — 1) tal que

(Hj) existe (o € RY tal que H(¢o) > (m/2)|Cof?;
(Hy) se u, — u em R com {u,} € (0,00)" e u € ORE entao
VH(u,) — 0 em RF

(Hs) se x; denota a funcdo caracteristica do conjunto {u € R% : H, (u) < 0}, entao

EL”(U)Xj 0o

R* i=1,...,k.
u; loc( +)> J ) )
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Observamos que definindo v(xz) = wu(ex) o sistema (2.1) torna-se equivalente ao seguinte

sistema, o qual apresentamos na forma vetorial
— Av+V(ex)v=VH(@w) em RY, (2.3)

cujas solugbes serdo encontradas na Se¢ao 2.6. Aqui Au = (Aug,...,Aug). A fim de
obtermos estes resultados precisamos estudar o comportamento das solugoes do problema
limite
—Au+mu=VH(u) em RY. (2.4)
O estudo de equagoes do tipo (2.1) quando & = 1 tem recebido considerdvel atengao
nos recentes anos. Maiores informagoes a respeito de equagoes do tipo (2.2) podem ser
encontradas em [48, 51] e referéncias 14 contidas.
O principal objetivo deste capitulo é mostrar existéncia e concentracao de solugoes
positivas para o sistema (2.1). Em particular estendemos para esta classe de problemas
o resultado obtido em [15] para o caso escalar. Estendemos também o resultado de Alves e

Soares de [5], que consideraram uma classe de sistemas da forma

—2Au+V(z)u = Qu(u,v)
—2Av+W(z)hv = Qu(u,v) (2.5)
u(z),v(x) -0 as |z|]— o0

onde os potenciais satisfazem

0 < inf V(z) <liminfV(z) e 0< inf W(z) < liminf W(z),

z€RN |z|—o00 T€RN |z|—o00
e a fungao @ € C*((0,00) x (0,00),R") é homogénea de grau p € (2,2*). Sob algumas
hipdteses adicionais, os autores provaram existéncia e concentracao de solucoes positivas

para este sistema.

Observacao 2.1. Observamos que, fazendo pequenas modificacoes nas demonstragoes, o
resultado deste Capitulo 2 € vdlido também se considerarmos potenciais V; : RY — R

satisfazendo as sequintes condicoes:
(V) inf,epn Vi(x) > 0 para todo j € {1,...,k};
(Vi) existe um dominio limitado Q C RY tal que

m; = inf Vj(z) < inf Vj(z);
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(V) o conjunto M := {x € Q:V;(x) = m; para todo j € {1,...,k}} € ndo vazio.

Depois que nosso artigo [36] foi submetido tomamos conhecimento do trabalho de Alves,
Figueiredo e Furtado, [3], o qual trata do sistema (2.5) quando os potencias satisfazem as
condigoes (V/) — (V5). Nosso resultado ainda é mais geral porque permite cobrir uma classe
mais geral de nao linearidades.

Para estudar o sistema (2.1) precisamos trabalhar com o problema limite e mostrar que
suas solugoes de energia minima, as quais sabemos que existem gragas a [13], estdo no nivel
do passo da montanha do funcional associado a este problema. No caso escalar tal resultado
foi provado em [41].

A seguir descrevemos nosso resultado deste capitulo de maneira mais precisa.

Teorema 2.2. Suponha que o potencial V' satisfaz (Vi) — (Vo) e H satisfaz (Hy) — (Hs).
Entao existe g > 0 tal que o problema (2.1) possui uma solu¢ao positiva ue = (Ue, - . ., Ue k)

para todo 0 < € < &g, satisfazendo:
(i) ue; admite um ponto de mdzimo x? tal que lim._qdist(zZ, M) =0, para j =1,... k.
(i) existem constantes positivas C e ¢ tais que

ue j(x) < Cexp (—§(|x - x§|)> para todo z€RY e j=1,... k.

Observacao 2.3. Um exemplo tipico de funcoes satisfazendo as hipdteses (Hy) — (Hs) é

dado por
k k
H(uq, ..., ug) :clnu?j +62Hufj
j=1 j=1
onde
k k
Oéj,ﬁj>1, 2<ZO&j,Zﬂj<2* e c1>0.
j=1 j=1
Se ¢y < 0 também supomos que
mk
(c1+ o) > o <p; para j=1,... k.

Observamos que o numero de equacgoes, k, depende da dimensao N jd que k < 2% pelas

condicoes acima.
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Organizamos este capitulo da seguinte maneira: Na Secao 2.2 modificamos o funcional a
fim de provar o Teorema 2.2 e definimos o espaco onde este novo funcional estd bem definido.
Na Secao 2.3 mostramos algumas propriedades importantes das solucoes do problema limite
(2.4). Na Segdo 2.4 estimamos os niveis mini-max do funcional modificado e o nivel do
funcional associado ao problema limite. Na Se¢ao 2.5 provamos a existéncia de um ponto
critico nao trivial para o funcional modificado e a Secao 2.6 é destinada a prova do Teorema
2.2.

2.2 O problema modificado

Uma vez que estamos procurando solugoes positivas para (2.1), é conveniente estender a

funcdo H para todo o espaco R¥ da seguinte forma

() H(u) se ueRE
u) =
0 se u¢RE,

procedimento este que é bem conhecido. Gragas a (H4) vemos que H é uma fungao de classe
C! em R*. Entao consideramos o problema (2.3) com H ao invés de H mas continuaremos
usando a mesma notagao H.

Definimos em (H'(R"))* uma norma dada por

k
Jall? = [ 3 (Vs Vtw)?) do = [ (9l + ValuP?) d,
RN j=1 RN
onde u = (uq,...,u;) e Vu = (Vuy, ..., Vuy). Agora consideramos

H. = {u € (H'(RM)) - /RN V() uf? do < oo}

munido com o seguinte produto interno

RN

k
<u,v >, = / Z (Vu;Vu; + V(ex)ujv;) do = / (VuVo + V(ex)uv) dz.
RN

Pela condigao (V) vemos que a imersio H. — (HY(R™))* é continua e que H. é um
espaco de Hilbert. Assim como no Capitulo 1, para qualquer A C R¥ denotamos
A, ={z e RN : ex € A},

0 se xe)
X:(r) = -1 N
et se e RV\Q,,
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0. = ([ xetoar—1) , wen.

Jr
Consideremos

P.(u) = —/RN (IVul]* + V(ex)[ul?) dz — H(u)dx

RN
e finalmente definimos J. : H. — R por

Je(u) = P(u) + Q:(u).
O funcional J, é de classe C! com derivada de Fréchet dada por

Jl(u)py = /]RN (VuVv + V(ex)uv — VH (u)v) dz

4 (/RN ye(@)luf? dz — 1)+ /RN Ye(@)uv da

onde u,v € H.. Claramente um ponto critico de P. corresponde a uma soluc¢ao de (2.3).
A fim de encontrar solugoes se concentrando em {2 quando € tende a zero, iremos procurar
pontos criticos para J. para os quais (). ¢ zero. Para isto estudaremos detalhadamente o

problema limite.

2.3 O problema limite

Inicialmente estudaremos algumas propriedades das solugoes para o problema limite
~Au+mu=VH(u) in RV

O funcional energia associado a (2.4) é dado por

1
Ly(u) = §/RN (IVul> + mlul?) dz — - H(u)dz.

Em [13] Brezis e Lieb provaram que existe uma solugao de energia minima para (2.4) com

hipéteses sobre H mais gerais que (H;) — (Hs). Tal solu¢ao pertence ao conjunto
C= {u e (D*2(®RM)" : [H(u) — (m/2)|ul?) € (Ll(RN))’“} .
Isto significa que existe uma solugao nao trivial u € C tal que
Ly (u) = E,, = inf{L,,(v) : v € C\{0} é uma solucao de (2.4)}. (2.6)
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Com as hipdteses de [13] a solugdo encontrada poderia ter (k — 1) componentes triviais.
Uma vez que estamos procurando solucoes positivas, ou seja u; > 0 em RN, j=1,...,k,
precisamos de hipdteses mais fortes sobre H. Sob as condigoes (H;) — (Hs), a partir
de ([13], Lema 2.4 e Teorema 2.3) sabemos que qualquer solucao de (2.4) u € C decai

: 2
exponencialmente quando |z| — oo, u € L NW, 4,

/RN |Vul? dz = 2 /RN (H(u) _ %’UP) de. 2.7)

Assim u € (HY(RN))*NCLe. Além disso, se supormos que u; = 0 para algum i € {1,...,k}
devido a condicao (Hy) temos VH (uy,...u;, ... ,ux) = (0,...,0). Entao

para todo g < oo e satisfaz a identidade

de Pohozaev

—Au;j+mu;=0 em RY paratodo j=1,....k

e dal u; = 0 para todo j € {1,...,k} o que implica u = 0. Portanto qualquer solucao
nao trivial u = (uy,...,u;) para (2.4) é tal que u; # 0 para todo j € {1,...,k} e, ja que
uj(z) < 0 implica VH (u(z)) = (0,...,0), usando a(z) = (0,...,u; (v),...,0) como fungao
teste concluimos que u; > 0. Agora se existe 7y € RY tal que u;(zy) = 0 para algum j,
fixando R > 0 por (Hs) temos h;(x) := Hy, (u)x;/uj(x) € L*(B(zo, R)) e

—Au; + (m+ [hyllee = hy(2))u; 2 |hyllecrw; 20 em Bz, R)
u; >0 em 0B(zg,R).

Assim segue do principio do méximo para solugoes fortes (veja [32], Teorema 9.6) que u; =0

em B(zg, R), e consequentemente o conjunto
{r e RY : y;(x) = 0}
¢ aberto e fechado em RY que ¢ conexo, logo é todo RY, o que é uma contradicio. Portanto
u; >0 paraj=1,...,k.
Por um resultado de Byeon, Jeanjean e Maris ([18], Proposigao 3) sabemos que cada
solucdo de energia minima é, a menos de translacio em RY, radialmente simétrica. Seja

S,, C (HY(RY))* o conjunto das solucdes de energia minima simétricas de (2.4). Temos o

seguinte resultado de compacidade.

Proposigao 2.4. S, é compacto in (H*(RN))k. Além disso, existem constantes C,c > 0,

independentes of u € S,,, tais que

lu(z)| + |Vu(z)| < Cexp(—clz]), xRN (2.8)
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Prova. Pela identidade de Pohozaev obtemos

1
Lp(u) = N s |Vul*dz  paratodo u €S,

o que implica que { [y |Vu[*dz : u € S,,} é limitado. Sendo u uma solucio para (2.4), por
(Hy) — (H;) temos

m ]u\zdx</ VH(u)ud:UST/ |u]2dx+c/ Ju|*" dz.
RN RN 2 Jrn RN

Entao pela desigualdade de Sobolev obtemos

2+ /2
/ lul*dr < ¢ (/ |Vu|2dx) < (C paratodo ue€S,
RN RN

e daf S, ¢ limitado em (H'(R"))*. Consequentemente, assim como no Capitulo 1, usando
um método iterativo devido a Moser vemos que S,,, ¢ limitado em (LOO(]RN ))k Pelo lema
radial ([9],Lema Radial A.II) segue que

[u(@)| < Cwla| M2 ul|  para |z| > ay
onde Cy e ay dependem apenas da dimensao N. A partir dai vemos que

lim |u(z) =0

|z —o0

uniformemente para u € S,,,. Desta forma por (H;) — (Hs) existe Ry > 0 tal que

|VH(u(x))\§%|u(x)| para todo |z| >Ry e u€ Sp.

k

Agora, para u € S,, tomamos () = Y7, u;(x) e ¢ > 0 satisfazendo ¢* < m/2. Segue que

k
— Al + *u = Z (Hy, (u) — muy;) + ¢ < |VH(u)| —

j=1

%ﬂ <0 para |z]> R,.

Seja Cy tal que ||t]|o < Coexp(—cRy) para todo u € S, e definamos ¢(z) = Cyexp(—c|z|)
para z € RY. Entao ¢ € H'(RY) e

(N-1)

||

—Ap(z) + Pp(r) =c o(x) >0 para |z] > Ry.
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Desta forma obtemos

At —p)+Ea—p) < 0 em RN\B(0,Rp)
(@ — ) < 0 em 0B(0,Ry).

Como @(x) < ¢(z) em B(0, Ry), para w = (@ — )" € HY}(RN\B(0, Ry)) temos

0> /RN V(i —¢)Vw+m(a— p)w] de > / [IV(@—)]> +m(a— )] dz >0

{z:a(z)>p ()}

de modo que [{x € RY : 4(z) > p(x)}| = 0. Sendo @ e ¢ fungoes continuas segue que

a(r) < o(z) para todo x € RY. Assim,
lu(z)| < ki(z) < kCyexp(—c|z|) paratodo z€RY e u€S,.

Para estimar as derivadas usaremos os mesmos argumentos de Lema 2 em [9]. Lembrando

que u = (ug,...,ux) é simétrica e para cada j € {1,...,k} a funcao u; satisfaz
N
—Auj +mu; = H, (u) em R7,
vemos que

(TN’lu;(r))/ =Nt (Huj(u('r’)) — muj(r)) . (2.9)

Gragas ao decaimento exponencial uniforme de u em S,, existe rg > 0 grande tal que

|\VH(u(r))| < ml|u(r)| para todo r > ry e dai para R > r obtemos

j =

R 00
|[RN"MS(R) — vVl ()] < / sV H,y, (u(s)) — muj(s)| ds < 2m/ N Hu(s)| ds

< C’TN_leXp(—cr/Q)/ exp(—cs/2)ds — 0
1

N-1,1

quando 7 tende ao infinito. Logo existe o lim, . 7"~ u] (r) = a. Uma vez que

(rNtu(r)) = (N = )N 2uy(r) + 7Yl (r) e lim 7V 2u(r) = 0

J —00

temos lim, oo (1 "'u;(r))’ = a o que implica por (2.9) que a = 0. Portanto fazendo R — oo

na desigualdade acima obtemos
uj(r)] < Cexp(—cr/2) paratodo 7 > rg
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independentemente de j € {1,...,k} e u € S,,,. Como S,, é limitado em C._(R") obtemos

loc

(2.8). Para provar a compacidade seja {v,} uma sequéncia em S,,. Sendo {v,} limitada
podemos assumir que v, — v em (H'(RY))*, v radialmente simétrica e v,(z) — v(x) para
quase todo * € RY. Entdo vemos que v é também uma solugao para (2.4). Devido a

(Hy) — (Hs) e ao uniforme decaimento exponencial de v,, obtemos

VH (v, )v, dx — VH(v)vdx quando n — oo.

RN RN

Desde que v,, e v sao solugoes temos
/ (IVva|? + m|v,[* = VH(v,)v,) da = / (|Vv]* + m|v|* = VH(v)v) dz
RN RN
e entao
/ (|Vva]? + m|v,|?) da —>/ (IVv]* + m|v]*) dz quando n — cc.
RN RN

Portanto v, — v e dai v € S,,,. Isto prova a compacidade de S,,. [
Assim como provado em [41] para o caso escalar, provaremos a seguir que o nivel de
energia minima para o funcional L,,, F,,, coincide com o nivel do passo da montanha.

Comecamos mostrando que L,, tem a geometria do passo da montanha, isto é,
() Lin(0) =0;

(77) existem 79 > 0 e po > 0 tais que L,,(u) > po para todo |Ju| = ro;

(7i1) existe ug € H tal que ||ugl| > ro € Ly (ug) < 0.

Entao o nivel do passo da montanha

em 1= Inf max L (v(t)), (2.10)

onde

P={yeC(0,1],H):7(0) =0 e Ln(y(1)) <0},

estd bem definido e é positivo. Além disso, devemos provar que ¢,, = F,,. Estes resultados
sdo obtidos da mesma forma que em [41] e apresentamos aqui para deixar o trabalho mais

completo.
Lema 2.5. Assuma (Hy) — (Hz). Entao L,, satisfaz (i) — (i) acima.
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Prova. Uma vez que H(0) = 0 a condigao (i) ¢é trivialmente satisfeita. Por (Hy) — (H3)

existe C' > 0 tal que
H() < %E]Q + C¢|*" paratodo ¢ € RF

Em vista da imersao H'(RY) — L?"(RY), existe C' > 0 tal que

1
L) > Z/ (1Vul? + Volul?) d:v—C’/
RN

lu|*" dz
RN

1 -
> P (5 - Clu

2*_2) para todo wu € H.

Assim, escolhendo 7y pequeno obtemos (i7). [
A prova de (iii) serd feita em alguns lemas a seguir. Devemos provar a existéncia de

ug € (H*(RM))* tal que |Jugl| > 70 e L, (ug) < 0, 0 que é equivalente a mostrar que T" # .

Lema 2.6. Seja w uma solugdo de energia minima para (2.4). Se H satisfaz (Hy) — (Hy),

entao existe v € I' tal que

wey((01]) e max Lm(y(s)) = Lim(w) = Enm.

Prova. Considere [(t)(z) = w(z/t) para z € RN et > 0 e [(0) = 0. Temos

Hl(t)HQ:tNQ/ |Vw|2dx+tNV0/ |w|? da,
RN RN

entdo [(t) — 0 quando t — 0. Além disso, pela identidade de Pohozaev (2.7) obtemos

75N—2

La(l(t) = = /RN\Vw]de—tN/RN (H(w)—%\w\z) do

tN—Q tN )
- - Vuwl? da.
( 2 2*>/RN’ wf de

Escolhendo t; > 1 suficientemente grande tal que L,,({(¢;)) < 0 e tomando v(s) = I(st;)
temos v € C([0,1], H), v(1/t;) =w e

max L, (v(s)) = max L, (I(t)) = L(I(1)) = Ly (w).

s€[0,1] te[0,t1]

A partir deste resultado segue diretamente o préximo corolario.
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Corolario 2.7. ¢, < E,,.

A fim de obter a outra desigualdade, como em [41] definimos

P = {u e (HY(RY))5\ {0} : /RN Vul?dz = 2* /RN (H(u) - %yuﬁ) dx}

S= {u e (HY(RM))k - /

RN

(H(u) - %W) do = 1} .

Lema 2.8. Usando as defini¢oes acima vemos que

E,, = inf L, (u).

ueP

Prova. Consideramos a bijegao ® : S — P entre S e P dada por
(®(u))(z) = u(z/t,), onde t,=|Vul/V2*

Para u € S temos

thN—2 m
L(@() = " / |vu\2dx—t{7/ (H@w) ~ TP dr
RN RN
(N-2)/2
1 1
- 3(3)  rva
e entao
1 1 (N-2)/2 N
i L) =i Enf) = 3 (55) gl

Por [13] sabemos que
.1
T = inf 5[ Vul|72

é atingido em algum ug e o correspondente ®(uy) é uma solu¢do de energia minima para
(2.4). Assim temos

inf Ly, (u) = Ly (P(ug)) = B

ueP

Lema 2.9. Temos v([0,1]) NP # 0 para todo v € T.
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Prova. Como na prova da geometria do passo da montanha para L,,, é facilmente visto que

existe ro > 0 tal que

N -2

P(u) = —/ |Vul? dz — N/ (H(u) - @|u|2> dr >0 para 0 < |u|l <ro.
2 RN RN 2

Agora, para qualquer v € T' temos v(0) =0 e

P(+(1)) = NLn(7(1)) - /

[ IVDPdz < NL(3(1)) <.

Logo existe so € (0,1) tal que [|[v(so)|| > 70 ¢ P(y(s0)) = 0. Portanto v(sg) € P o que

conclui a prova. m
Corolario 2.10. Temos ¢, > E,,.

Portanto, provamos que ¢,, = F,, o que era um dos principais resultados desta secao.

2.4 Propriedades do nivel mini-max

Usando (H3) podemos escolher 0 < 3 < dist(M,RY\Q)/10 tal que

Vv
H((y) > %KOF para todo x € M5’ (2.11)
o que implica que os resultados da se¢ao anterior valem com V' (z) no lugar de m para todo
r € M. Aqui A% = {z € RY : dist(z, A) < a} para A C RY. Fixamos uma funcio corte
0 € C*(RY) tal que 0 < p < 1, p(x) = 1 para |z| < B e ¢(z) = 0 para |z| > 23, com
o(z) < o(y) se |y| < |z|. Definimos ¢.(z) = p(ex) e para z € MP eu € S,,
u?(z) == pe(x — z/e)u(z — z/e), xRN,
Para e > 0 suficientemente pequeno encontraremos uma solugao para (2.3) perto do conjunto

X.={u: ze M’ ues,} CH..

Como no capitulo anterior vemos que X. é compacto para cada € > 0 e é uniformemente
limitado para £ em conjuntos limitados. Fixando U € S,, definimos Uy(x) = U(x/t) para

r€RYN, t>0eUy=0. Por (2.7) temos

tN_Q tN , tN—Q tN
I _ _ =NE,,|———|. 2.12

Assim existe ¢y > 1 tal que L,,(U;) < —2 para todo t > ty. Denotando W, ;(z) = ¢.(z)U(z)

temos o seguinte lema.
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Lema 2.11. Para Uy e W, definidos acima temos

sup |Je(Wet) — L (U)| = 0 quando ¢ — 0.

te[0,to]

Prova. Como supp(W.;) C Q. e supp(x.) C R¥\ Q. temos Q.(W. ;) = 0. Entao

1
Vo0 = In()] < 3| [ VWLl = 190+ (V(e)e? = m) [0] o
RN
+ / (H(W..,) — H(U,)| da.
]RN

Usando uma mudanga de varidveis e (2.8) obtemos as seguintes desigualdades
/ |V (ex)p? — m||Uy|* dz < C’/ |V (ex)p? — m| exp(—2¢c|z|/to) du,
RN RN

/ VW, — VU, > dz < C’/ [t0'€® + 1 2 (1 — :(tox))?] exp(—2¢|z|) dz
RN RN

para todo t € (0,ty]. Agora relembrando que pelo teorema fundamental do célculo, dados
£, ¢ € R¥ existe 6 € (0,1) tal que

H(&) = H(¢) = VH(05 + (1 = 0)¢)(€ = ¢), (2.13)

por (Hy) — (Hy) vemos que
[ W) @) e < [ Wei= UL (U + 087 da
RN RN
< C/ (1 — ) exp (—(2¢/to)|x|) d,
RN

para qualquer t € (0,%]. Portanto J.(W.;) — L., (U:) quando ¢ — 0, uniformemente em
t € [0,p] como querfamos demonstrar. u

Consequentemente existe g9 > 0 tal que J.(W.,) < —1 para todo € € (0,g9) e podemos
definir o nivel mini-max de J.

C. = inf max J.(y(s)), €€ (0,¢eo) (2.14)

7€l s€[0,1]

onde I'. := {y € C([0,1],H.) : v(0) =0 e ~(1) = W,y }. A préxima proposigdo mostra
que o nivel mini-max do funcional .J. converge ao nivel de energia minima do funcional L,,

quando ¢ tende a zero.
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Proposigao 2.12. Para E,, dado por (2.6) e C. definido em (2.14) temos

IimC, = FE,,.

e—0

Prova. Uma vez que w.; — 0 em H, quando ¢ — 0, definindo
Ve(s) = Westy, s €10,1] (2.15)
temos . € I'.. Entéo por (2.12) e Lema 2.11 obtemos

limsup C. < limsup max J.(W.;) < max L, (U;) = Ep,.
e—0 e—0 tE[O,tQ] tE[O,to]

Por outro lado, ja que o nivel do passo da montanha de L,, coincide com o nivel de menor
energia, como na Proposi¢ao 1.5 provamos que

lim iglf C.>E,,

o que completa a prova da proposi¢ao. [ ]

Neste momento, denotando

D, := max J.(7:(s)), (2.16)
s€[0,1]

onde . foi definido em (2.15), vemos que C. < D, e lim._q D. = lim._,C. = E,,.

2.5 Existéncia de um ponto critico para o funcional

energia

Definimos
J={ueH.:J.(u)<a} e A":={ue€ H.: igﬁ”u—v”a < a}

para qualquer A C H. e a > 0. Além disso, nas proximas proposicoes paraec > 0e R > 0

consideramos o funcional J. restrito ao espago (Hg(B(0, R/ e)))" munido com a norma
ol = [ (VP + Vien)?) ds
B(0,R/<)

e a partir daqui denotaremos tal espago por HI.
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Proposicao 2.13. Sejam e, — 0, R, — o0 e u, € X& N HE" tais que

n—od

Entdo, para d € (0,dy) existem {y,} CRY, 20 € M e ug € S, satisfazendo

lim |e,y, — 20/ =0 e nhjgo [tn — @e,, (- = Yn)to(- — Yn)lle, =0,

n—oo

a menos de subsequéncias, se dy € suficientemente pequeno.

Prova. Pela definicdo de X¢ existem sequéncias {Z,} C S, e {z,} € M tais que

||un - 80871(' - Zn/gn)Zn( - Zn/gn)”en S d

Pela compacidade de S,, e M?, a menos de subsequéncias, podemos assumir que Z,, — Z
em (HY(RM)) e 2, — 20 em RY para algum Z € S,, e zp € MP”. Entao para n grande
temos

[tn = @e, (- = 2n/€n) Z(- = zn/€n) e, < 2d. (2.17)

Dividimos a prova desta proposicao em cinco passos.

Passo 1: Temos

lim sup / lun*dy =0  para qualquer R > 0.
=0 ca(zn;,8 38) JB(eR)

en’'2en’en
De fato, suponha que existem R > 0 e uma sequéncia {Zz,} satisfazendo

G A (Z—’” b %) e liminf/ |y |? dz > 0. (2.18)
B(Zn,R)

Y J
En 26, €n n—oo

Podemos assumir que ¢,2, — Z, para algum Z, € A(z;3/2,35). Uma vez que X, é
uniformemente limitado para ¢ € (0, &g), também podemos assumir que @, := u,(-+2,) — @
em (H'(RM))*. Pela compacidade da imersao H'(B(0, R)) — L*(B(0,R)) e (2.18) vemos
que W # 0. Agora dado ¢ € (CEO(RN))k seja ¢p(x) = ¢(x — Z,), n € N. Por (2.18) temos
EnZn € M* e dal para n grande obtemos ¢, € H*. Desde que lim,,_.« || (un )|l gg7ny = 0
e ||énlle, < C temos

lim (J. (up), dn) = 0.

n—oo

Consequentemente, a limitagdo de supp(¢) implica que

/R (VaVe+V(a)ig) dr= | VH@)¢dr.

RN
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Sendo ¢ arbitraria concluimos que w verifica
AW+ V(Z)w = VH(®) em RN,

Usando (2.11) e a definicdo do nivel de energia minima temos Ly (z)) (W) > Ev (). Além

disso para R > 0 suficientemente grande temos
1

—/ |V1D|2dx§/ |Vw|2dx§nminf/ |V1,Dn|2d$:hminf/ |Vu,|?* dz.

2 Jrv B(O,R) n—o0  JB(0,R) n—=0  JB(z, R)

Como V' (%p) > m e gragas a igualdade entre os niveis de energia minima e mini-max temos

Ev(z) 2 En. Assim, usando (2.7) vemos que

N
—FE, >0.
5 >

N
lim inf/ ]Vun\zd:v > _LV(ZO)('LD) >
B(zn,R) 2

n—oo

Observamos que esta estimativa nao depende de d > 0. Isto sera importante para o proximo

argumento. A partir de (2.17) temos [ . o [Vu,|?dz < 84* para n grande. Entao

N

—FE,, <lim inf/ |Vu,|? dr < 8d°
2 =0 JB(2n,R)

e tomando d > 0 suficientemente pequeno temos uma contradigao. Isto prova o Passo 1.

Passo 2: Definindo ul = . (- — 2, /en)Un € U2 = u, — ul, temos

De fato, é facilmente visto que Q. (ul) =0e Q., (u,) = Q., (uv?). Entao
Jea(wn) = T, (uy) + T, (uz) + 0(1) = / [H (uy) — H(uy,) — H(uy,)] do
RN

_% /RN {90?”(1' — znfen) + [1 — e, (x — Zn/En)]2 _ 1} Vi, [2de
—% /RN {2 (2= zofen) + [L— @, (@ — 20 /20)]" = 1} V(ena)|up|*dw

> L ad) () o(1) = [ [H(w) ~ Hiu}) - H()] do,
RN
A fim de concluir o Passo 2 precisamos estimar esta ultima integral. Temos
/ [H(un) — H(ul) - H(ui)} dx = / [H(un) — H(ul) - H(ui)} dx.
RN

Az 8 28)

&n "&€n ' &n
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Como no capitulo anterior vemos que o Passo 1 implica que

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe ng = no(d) tal que

1
Jeu(up) > ZllupllZ,  para qualquer n > ny.

De fato, existe ¢ > 0 tal que ||¢., (- — zn/en)ulle, < c||lulle, para qualquer n € New € H,.

Entao gragas a (2.17) vemos que existe ng = ng(d) tal que

lunlle, <ML =@, (- = 20/e0)] (un = va) lle, + 11 = @2, (- = 20/e0)]vnllc,
< (¢+2)2d =Cd paratodo n >ng (2.20)

onde v, = ., (- — zn/€n) Z(- — 2, /€,). Entao pela identidade de Sobolev obtemos

¥ dx

1 1%
L) = Pz gl -5 [ pdpde-c [
n n n n nléen 4 n n
RN RN

* 1 =~ * __
Lz e, (- o)

1
> §||ui||§n para todo n > ng

1
> )2, - Celud

desde que d > 0 seja pequeno satisfazendo C'd> —2 < 1/8.
Passo 4: Temos lim,,_.. J., (ul) = E,, e zo € M.

Com efeito, seja w, = ul(- + 2,/e,). Extraindo uma subsequéncia se necessario podemos
assumir que w, — w em (H'(RN))*. Por (H,) — (Hs) vemos que existe ¢, > 0 tal que
| Z]|2 > 3co para qualquer Z € S, e pelo decaimento exponencial uniforme em S,, existe
R > 0 satisfazendo || Z||2(p(o,r)) = 2¢0, Z € S,,. Para este R, existe n; tal que |e,z| <
para qualquer x € B(0, R) e n > ny. Entao ¢.,Z = Z em B(0, R) e assim

1/2
cd > |[ul = 0o (- = 20/2) Z( = 2Zafen)lew = Vo Pl wn — 0en Z 128001
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para algum ¢ > 0. Dai ||wy||z2Bo,r) = co para d > 0 pequeno e qualquer n > ny.
Consequentemente ||w||z2po.r)) > co € w # 0. Além disso, se K C RY é um compacto

em RY temos

ut (- + 2n/en) = Un(- + 20 /6,) em K

!
para n grande. Por causa de [[J (un)l| ) — 0 podemos ver, como no Passo 1, que w

satisfaz

—Aw+V(z)w=VH(w), w;>0 em RN j=1,. k

Consideramos agora dois casos:

N0 2eRN

Caso 1: lim sup / lw, —w|*dz = 0.
B(z,1)
Caso 2: lim sup / lw, —w|*dz > 0.
N0 2eRN J B(z2,1)
Se o Caso 1 ocorre temos w, — w em (LPH(RN))k. Usando a limitagao de {w,}, por
(Hy) — (H3) e (2.13) vemos que dado o > 0 existe C, > 0 tal que
o
/RN [H(wn) = Hw)|de < 5+ Co (lwn = wllzeer + [Jwon = wlf) <o

para n grande. Assim

H(w,)dr — H(w)dx quando n — oc. (2.21)
RN RN

Agora se o Caso 2 ocorre entao existe {2,} C R tal que

lim lw, —w|*dz > 0.
n—oo B(én,l)

J& que w, — w em (H'(RY))* temos
20| — o0. (2.22)
Portanto
lim lw?dr =0 edai lim lw,|*dz > 0.
0 JB(2n,1) 0 J B(2n,1)

Sendo wy, () = ¢., ()u,(z + 2, /€,) é facil ver que |2,| < 3(/e, para n grande.
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Se |2,| > (/2e, para uma subsequéncia, pelo Passo 1 temos

0 < lim lw,[*dz < lim sup / lup|*d =0
) B(z,1)

"I B(En,1) " rea(m L 38

en’2en’en

o que é impossivel. Entao |2,| < 3/2¢, para n grande. Podemos assumir que
Enin— % em RY e wul(-+2,4z./e,) =@ em (HY(RY)),

onde 2z, € B(0,3/2) C Qe w € (H(RY))*\{0}. Entdo, dado qualquer conjunto compacto
K C RY temos u},(-+2,+2,/€n) = un(-+2,+2,/¢,) em K paran grande. Consequentemente

segue de ||J. (un)| g0y — 0 que W satisfaz
—AwW+ V(% + 20)w = VH(@), w; >0 em RV

Analogo ao Passo 1, (2.22) nos leva a uma contradi¢ao com (2.17) se d > 0 é suficientemente

pequeno. Portanto o Caso 2 nao vale e assim o Caso 1 ocorre. Entao por (2.21) temos

1
liminf J,, (u)) = liminf {5/ (|Vwal® + V(enz + 2,)|w,]?) dz —

RN

H(w,) dx}

1
§/ (1wl + V() fwlP) de — [ H(w)de
RN RN

= LV(zo)(w) > EV(zg) > Em

v

Por outro lado, sendo lim,, .o Jz, (u,) < Ep,, Je, (u?) > 0 por causa de (2.19) obtemos

limsup J;, (ul) < E,,..

Entao Ey () = Ep, € lim, oo Je, (u;,) = Ep,. Além disso, gragas a (2.11) e Lema 2.6 vemos
que V(z9) > m implica By (., > Ep,. Assim V(2) = m e o Passo 4 estd provado.

Passo 5: Conclusao

Usando Passo 4 e o fato de que V(z) > m em 2 obtemos

/ (IVw]* + mw]?) dz > limsup/ (IVuu | + V(en2)|uy|?) da
RN RN

n—oo

> limsup/ (|Vup > + mluy|?) dz
RN

n—o0

= limsup/ (|Vwn|? + m|w,|?) da.
RN

n—oo
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Isto prova que w, — w em (H'(RY))*. J4 que w é uma solugao de energia minima para

(2.4), de [18] sabemos que existe z € RY tal que up := w(- + 2) é radialmente simétrica e daf

ug € S;. Entdo denotando y,, = z,/e, + 2z vemos que
[tn = @e (- = yn)uo(- = ya)lle, — 0 quando n — oco.
Por outro lado, usando Passos 2,3 e 4 obtemos

1
Ep > lim J,, (un) > Ep, + ¢ lim sup Juzll?.,

n—oo n—o0
o que implica que |[u2||., — 0. Isto completa a prova da proposigao. [ |
Observamos que o resultado da proposicao anterior vale para dy > 0 suficientemente

pequeno independentemente das sequéncias tomadas satisfazendo as hipdteses.

Corolario 2.14. Para qualquer d € (0,dy) existem constantes aq, Rq,eq > 0 tais que
|2 (u)ll(ry > aq para todo we HENJPN(XP\XE), R>Ry e c€(0,eq).

Prova. Por contradicdo supomos que para algum d € (0,dp) a afirmagao acima ¢ falsa.
Entdo para qualquer n € N existem R,, > n, &, € (0,1/n) e u, € H» N JE (Xdo\X2)
tais que

1
||J;n(un)||(H§Ln)' < n

Pela Proposicao 2.13 existem {y,} C RY, zy € M e yy € S,, tais que

lim |e,yn — 20| =0 e nh_{glo |un — @en (- — Yn)uo (- — yn)|le, = 0.

n—oo

Dai para n grande temos e,y, € M?. Consequentemente, pela definicio de X, e Xgn
obtemos ., (- — yn)uo(- — yn) € X., e u, € X2 . Isto contradiz o fato de que u,, € X2\ X

e completa a prova. [ ]

Os seguintes lemas sao necessarios para a obtencao de uma sequéncia de Palais-Smale
adequada no espaco H.. As provas de tais resultados sao andlogas as provas de Lema 1.9,
Lema 1.10 e Lema 1.11.

Lema 2.15. Dado \ > 0 existem g e dyg > 0 pequenos o suficiente tais que
J.(u) > E, — X para todo u€ X% e <€ (0,g).
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Seguindo Coroldrio 2.14 e Lema 2.15 fixamos dy > 0, d; € (0,dy/3) e correspondentes

Ry, ag, €9 > 0 satisfazendo
[ J2(u)l|zry > o paratodo we HFNJPeN(XP\XT) e
J.(u) > E,,/2 paratodo u€ X%, (2.23)
para qualquer € € (0,£¢). Assim obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.16. Para 7. dado por (2.15) existem o, p,e9 > 0 tais que

|s — 1/tg] < =  7.(s) e Xh
ls—=1/ts] > a = J(7(s)) < En,—p

para todo € € (0, ).

Na préxima proposigao mostraremos que o funcional J;|yr possui uma sequéncia de

Palais-Smale limitada se ¢ é suficientemente pequeno e R é grande.

Proposigao 2.17. Para e > 0 suficientemente pequeno e R > 0 grande existe uma sequéncia

{un,} € HE N X200 JP= tal que || J.(un)||(ry — 0 quando n — oco.

Prova. Tomamos Ry tal que Q C B(0, Ry). Entao 7.([0,1]) € HZE para todo R > R,.
Suponhamos por absurdo que a afirmagao da Proposicao 2.17 é falsa. Entao para ¢ > 0

pequeno e R > Ry grande existe a(e, R) > 0 tal que
|2y > ale, B) em  HE X I
Gragas a (2.23) sabemos que existe ag independente de ¢ € (0,£¢) e R > Ry tal que
1)l mmy > a0 em  HEN(XP\XD) N2

Assim existe um campo vetorial pseudo-gradiente, T¥, definido sobre uma vizinhanga Zf
de HE N X% N JP¢ para J|gr. Citamos [52] para detalhes. Seja nf uma funcgio Lipschitz

continua sobre HI tal que

0<nf<1, pf=1em HENXPNJP: e nff=0em HAN\ZE
Tomando £ : R — [0, 1] uma funcao Lipschitz continua tal que

E(a)=1 se |l[a—E,| <Ep/2 e &a)=0 se |a—E,| >E,
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e definindo

Riy) = = (W (L (w)) T (u) se ue ZF
0 se u€ HMNZE

existe uma solucio global % : HE x R — HE a qual é tinica, do problema de valor inicial

d
S t) = R, )

(2.24)
UE(u,0) = u.

Desde que lim. .o D, = E,,, temos D. < E,, + (1/2) min{E,,,ad,} para ¢ > 0 pequeno.

Entéo, pela escolha de dj e d, a fungao WT satisfaz as seguintes propriedades:
(i) UE(u,t) =uset=0ouue HNZE ou J.(u) ¢ (0,2E,,).

(i) [|£WE(u,t)|| <2 para todo (u,?).

(iii) £ (J. (TF(u,t))) < 0 para todo (u,t).

(iv) 4 (LR, 1)) < —a? s Wi{u,t) € HE A (X\XE) A2

(v) (R, 1)) < —(ale, R))? se Wh(u,t) € HE A X8 0 JPe,

Como na Proposicao 1.12 vemos que para € > 0 pequeno existe tf > ( grande tal que para

78 (s) = UL (e (s), 1) tem-se

2d
162 < By —uin {p, B paraodo s € 0.1 25)

onde p > 0 é dado no Lema 2.16. J4 que J.(7v%(0)) = 0 e J.(v%(1)) < —1 temos 7 € T..
Portanto
a2d1
C. < max J.(v!(s)) < E,, — min {p, 0—} :

s€[0,1] 2

o que ¢ uma contradi¢ao com a Proposi¢ao 2.12 e logo completa a prova desta proposi¢ao. m

Proposigao 2.18. Eziste um ponto critico u. € X% N JP= de J. se e > 0 € suficientemente

pequeno.

Prova. Pela Proposicao 2.17 existem ¢y > 0 e Ry > 0 tais que para qualquer R > Ry e
e € (0,e0) existe uma sequéncia {u, }, C HF N X% N JP< satisfazendo ||J.(u,)| (gry — 0

quando n — oo. Sendo {u,}, limitada em HF podemos assumir que u,, — u em HZ e
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u,(z) — u(x) para quase todo ponto r € RY quando n — oco. Claramente u = u(R,¢).
Pela compacidade da imersao H}(B(0, R/e)) — L%(B(0, R/e)) para q € [1,2*) vemos que u

é uma solucao nao negativa para
—Au+V(ex)u — VH(u) = —4 (/ Xe|ul|? do — 1) xeu em B(0,R/e). (2.26)
B(0,R/e) "

Entdo podemos verificar que u,, — u em H quando n — oo e dai u € X% N JP=. Por
(Hy) — (Ha) existe C' > 0 tal que

k k P
- A (Z uj> < Cluff<cC (Z uj> em B(0,R/e) (2.27)
=1 =1
e usando um método iterativo devido a Moser provamos que {u(R,e)} ¢é limitado em
(L"O(RN))k uniformemente em R > Ry e ¢ € (0,&). Por (2.27) obtemos
p=l g k

—A (Zw) <C (Zu]) Zuj < C’Zu] em B(0,R/e).

Desta forma, a partir de ([32], Teorema 9.26) existe Cy = Co(N, C) tal que

B(y,1)

k
sup (Zu]) < Colllulll 2z Paratodo yeRY. (2.28)
j=1

Devido a limitacao de {||u(R,¢)||:} e {J-(u(R,€))} obtemos {Q.(u(R,e))} uniformemente
limitado em R > Ry e € € (0,59). Entao existe C; > 0 tal que

/ lul? dz < / lu|? dz = 5/ Yelul?* do < eCy (2.29)
RN\B(0,Ro /<) RN\Q. RN

para qualquer R > Ry e ¢ € (0,e0). Por (Hy) exist 7 > 0 tal que |VH(u)| < (Vo/2)|ul
para |u| < 7. Tomamos &y suficientemente pequeno satisfazendo (goC)"? < 7/Cj e fixamos
e € (0,g9). Seja R, — oo e denote u; = u(Ry,¢). Usando (2.28) e (2.29) obtemos

k
R
sup (ZUZJ) <71 paratodo |yl > (?0—1—2) e €N

B(y,l) j=1

Entao, depois de alguns calculos, obtemos

lim (IVw]* + V(ex)|w|*) dz =0 (2.30)
A—00 JRN\B(0,A)
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uniformemente em [ € N. Uma vez que {u;}; é uma sequéncia limitada em H. podemos
assumir que u; — u. e u(x) — u.(z) para quase todo r € RY quando [ — oco. Temos em
particular {u.}. limitada em L*. Sendo w; uma soluc¢ao para (2.26) em B(0, R;/¢), usando
(2.30) vemos que ||u|le — ||uclle e dai u; — u. em H.. Isto implica que J!(u.) =0 em H. e
u. € X% N JP= ja que {u;} € XN JPe. ]

Agora estamos prontos para provar o principal resultado deste capitulo.

2.6 Prova do resultado principal

Pela Proposicao 2.18 vemos que existe dy > 0 e g9 > 0 tais que J. tem um ponto critico
u. € X% N JP= para todo € € (0,g9). Além disso, {|uc]|oo}e ¢ limitado. Pela defini¢iao de

Xgo temos u. # 0 para € > 0 pequeno. Uma vez que u. satisfaz

—Au. + V(ex)u. — VH(u.) = —4 (/ Xe|ue|Pda — 1) et em RY.
RN +

por (Hy) — (Hs) e pelo principio do méximo deduzimos que u. é positiva em RY. Pela

Proposicao 2.13 provamos a existéncia de {y.} C RY tal que

e—0

y. € M¥ e liminf/ lu.*do >0
B(ye,1)

para ¢ € (0,g9) se g9 pequeno o suficiente. Mais ainda, para qualquer sequéncia &, — 0

existem zg € M e ug € S,,, tais que
gnyfn — 20 € ||u5n - Soan( - y‘fn)uo(' - y57z)||5n - 0 quando n — Q.

Denotamos w, = u.(- + y.). Por estimativas elipticas, usando o decaimento exponencial

uniforme em S,,,, obtemos a existéncia de Ry > 0 e gy > 0 satisfazendo
|\VH(w.(z))| < %hos(a:)] para qualquer |z| > Ry e € € (0,¢&p).
Pelo principio de comparagao obtemos
lw.(z)| < Cexp(—clz]) xRN (2.31)

onde C,c > 0 sao independentes de ¢ € (0,g9). Em outras palavras, obtemos o seguinte

decaimento uniforme para |u.|
lus(z)| < Cexp(—clr —y.|) xRN,
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Consequentemente vemos que Q. (u.) = 0 para € pequeno e daf u. é uma solucao positiva para
o problema (2.3). Entédo verificamos que {u.} ¢ limitado longe da origem em (L>(RY ))k
Pela definigao de w,, existe p > 0 tal que ||w.| =~ > p para € € (0,&0). Logo, se tomamos p?

como um ponto de maximo para w, ; podemos provar que w, ; (pl)>p>0paraj=1,... k.

1,
loc

De fato, ja que V' é Holder continua e H é C (Rﬁ) vemos que u. ¢ uma solugao classica e

entao
k . k . k . k .
PVo < VoY wei(p) < = Awei(pl) + Vo > we () <> Hy (we(ph))
j=1 j=1 j=1 j=1

e se supormos ||w., j||r~ — 0 para algum ¢, — 0, por (Hy) obtemos uma contradicgo.
Assim, por (2.31) obtemos [p!| < C independentemente de ¢ € (0,50) e 7 = 1,...,k.
Portanto @7 := y. + p/ é um ponto de maximo para ue ; € para qualquer sequencia €, — 0,

a menos de subsequéncia, obtemos que pén — 7,
entl, =20 € |lue,i(+ L) —uos(+p)lany — 0, j=1,....k,

para algum zp € M e ug € S,,. Além disso, a limitagao de {p/} implica no decaimento

exponencial desejado para u.. Isto completa a prova do Teorema 2.2.
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CAPITULO 3

EXISTENCIA E CONCENTRACAO
DE SOLUCOES PARA EQUACOES
QUASE-LINEARES EM RY

3.1 Introducao

Neste capitulo consideramos uma classe de equacoes elipticas quase-lineares da forma
—&?Au—E2A(WHu+V(x)u=h(u), u>0 em RY (3.1)

onde ¢ > 0 é um parametro real pequeno e N > 2. Aqui nossa meta é provar, usando métodos
variacionais, existéncia e concentracao de solucgoes fracas positivas. Solugoes de equacoes do
tipo (3.1) estao relacionadas com existéncia de ondas estaciondrias para equagoes quase-
lineares da forma

ig%_f = =&’ A + W ()t = n([¢1)e — exAp([¥ ) ([¥1°)¢ (3.2)

onde ¢ : R x RY — C, s é uma constante positiva , W : RY — R ¢ um potencial dado e
n,p: RTY — R sdo fungoes adequadas. Equacoes quase-lineares da forma (3.2) surgem em
varias areas da fisica em correspondéncia com diferentes tipos de fungoes p. Para motivagoes

fisicas e desenvolvimento dos aspectos fisicos nos referimos a [21] e referéncias 14 citadas.
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Consideraremos aqui o caso onde p(s) = s. Procurando por solugdes do tipo onda
estaciondria para (3.2) definimos v (t,7) = e **/u(x), onde £ € R e u > 0 é uma funcio
real. Entao obtém-se uma correspondente equacao eliptica a qual tem a estrutura variacional
dada por (3.1), onde V(z) := W(x) — £ é o novo potencial, h(u) = n(u*)u e, sem perda de
generalidade, tomamos k = 1.

Devido aos aspectos fisicos, a equacdo (3.1) tem atraido muita aten¢ao recentemente e
varios resultados de existéncia tem sido obtidos nos casos de potenciais limitados, simétricos
ou coercivos. Métodos variacionais, por meio de argumentos de minimizagao com vinculos,
foram usados em [47] e entdo estendidos em [44] para provar existéncia de solugoes positivas
usando um Multiplicador de Lagrange. Posteriormente um resultado geral para (3.1) foi
fornecido em [43]. Para superar o problema de que o funcional “natural”’associado a esta
equagao nao estd bem definido, a nova ideia em [43] é introduzir uma mudanca de varidveis e
reescrever o funcional nesta nova variavel o que transfere a questao para encontrar solugoes
de um equacao eliptica semilinear auxiliar. Entao pontos criticos podem ser encontrados
num espaco de Orlicz associado e resultados de existéncia sao obtidos no caso de potenciais
limitados, coercivos ou radiais. Seguindo a estratégia desenvolvida em [22] em um problema
relacionado, os autores em [23] também fazem uso desta mudanga de varidveis e definem uma
equagao associada a qual eles chamam de “dual”. Além disso, uma prova mais simples e mais
curta do resultados de [43] é apresentada para alguns potenciais limitados. Prova esta que
nao usa espacos de Orlicz e entao permite cobrir uma classe diferente de nao linearidades.
Em [21], ainda usando espagos de Orlicz, resultados de existéncia e concentracao sao obtidos
com nao linearidades e potenciais mais gerais. Em [30] o termo nao linear envolve uma
combinacao de termos concavos e convexos. Quando a nao linearidade h exibe crescimento
exponencial critico em dimensao dois, sob algumas hipé6teses adicionais, em [28] e [29]
existéncia e concentracao de solugoes também sao estudados.

Assim como nos capitulos anteriores, aqui supomos que o potencial V : RY — R é uma

funcao continua satisfazendo as seguintes condigoes:
(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf V(z)="V,>0;

zeRN

(V3) existe um dominio limitado 2 em RY tal que

m := inf V(z) < inf V(z).

€ €02
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Continuamos usando a notacao
M:={zeQ:V(zx)=m}

e supondo que 0 € M. Enfatizamos que além da condigao local (V3), introduzida em
[25] e bem conhecida no caso de problemas elipticos semilineares, nao requeremos qualquer
condigao global sobre V' a nao ser (V7). Estas hipdteses ja foram usadas para equagodes
quase-lineares em [21].

Supomos também que h : R™ — R é uma funcao continua satisfazendo:

(hfy) parag=2(2") —1se N >3ou3<qg<ooseN =2 vale

lim —|h(t)| = 0;
t—oo 14

(h3) existe T > 0 tal que

H(T) > %TQ onde H(t)= /th(s) ds.

Hipdteses andlogas sobre a nao linearidade foram usadas em [15] para o caso semilinear, com
N > 3eq € (1,25 —1). Seguindo a estratégia 14 desenvolvida provaremos existéncia
e concentragao de solugdes positivas para (3.1) sem assumir a condi¢cao de Ambrosetti-

Rabinowitz, a saber
0 <0H(t) < h(t)t paratodo t>ty, paraalgum t, >0 e >4 (3.3)

e sem nenhuma hipdtese de monotonicidade sobre h(t)/t. Em particular melhoramos os
resultados encontrados em [21] uma vez que tais hipéteses de crescimento, comuns na
literatura, sao ai exigidas.

Um exemplo de fungao satisfazendo as hipéteses (hy) — (hs) é dado por h(t) = t*In(¢)
parat > 0 onde « € (1, 3]. Observamos que para tal h nao vale (3.3) e h(t)/t nao é monétona.

A seguir estabelecemos nosso resultado de forma mais precisa.

Teorema 3.1. Suponha (V1) — (V) e (hy) — (hh) — (h3). Entao existe £9 > 0 tal que o
problema (3.1) tem uma solugio positiva u. € Co(RN) N L¥(RN) para todo 0 < € < &,

loc

satisfazendo o sequinte:
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(i) u. admite um ponto de mdximo x. tal que lim._qdist(z., M) = 0 e para qualquer

sequéncia €, — 0 existem zg € M e uma solugao ug de
— Au—A@u+mu=nhu), u>0, ucHY(RY) (3.4)
tais que, a menos de subsequéncias,

To, — 29 € U, (6n-+x,) —uyg em HYRY) quando n — oc.

n

(i1) Ezistem constantes positivas C' e ¢ tais que

us(x) < Cexp <—E(|x - x5|)> para todo x € RY,
£

A prova do Teorema 3.1 é baseada no estudo de uma equagao semilinear obtida depois
de uma mudanga de varidveis introduzida em [43]. A fim de obter resultados de existéncia
para esta equagao nos estudamos algumas propriedades das solugoes de energia minima para
uma equagao limite obtida a partir de (3.4) pela mesma mudanga de variaveis. Usando estas
propriedades, depois de alguns lemas técnicos, nés encontramos uma sequéncia de Palais-
Smale limitada em um espaco adequado para o funcional associado. Assim, obtemos uma

solugao para a equagao semilinear o que nos fornece uma solugao para o problema original

(3.1).

Observagao 3.2. Provaremos o Teorema 3.1 no caso N > 3. A prova deste resultado
para o caso N = 2 seque a mesma linha do que faremos neste capitulo, usando a técnica
desenvolvida em [19] de modo mais simples uma vez que neste artigo a nao linearidade
tem crescimento subcritico exponencial e aqui estamos considerando apenas crescimento
polinomial. Os resultados de [8] garantem a existéncia de uma solucao de energia minima
nao trivial para o problema limite (3.10) a sequir e que as solugoes satisfazem a identidade

de Pohozaev,

G(u)dx = 0.

R2
Aqui também valem os resultados de [[1] sobre a igualdade entre os niveis do passo da
montanha e de energia minima para o funcional associado a (3.10) e de [18] sobre a simetria

e monotonicidade das solucoes de energia minima.
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Este capitulo é organizado da seguinte forma: na proxima secao fazemos a mudanca
de varidveis e estudamos algumas propriedades do funcional, J., associado a nova equagao
semilinear obtida a partir de (3.1), e do espago onde este funcional estd definido. Também
provamos algumas propriedades qualitativas das solucoes de energia minima para uma
equacao limite. Secao 3.3 é destinada a provar que o nivel do passo da montanha de .J.
estd bem definido e converge ao nivel de menor energia do funcional associado ao problema
limite. Na secao 3.4 provamos a existéncia de um ponto critico nao trivial para J. e finalmente

a Secao 3.5 completa a prova do Teorema 3.1.

3.2 Resultados preliminares

Uma vez que estamos procurando por solugoes (fracas) positivas e h(0) = 0, definimos

h(t) = 0 para t < 0.

Definigao 3.3. Dizemos que u € H'(RY) N L2 (RY) é uma solugdo (fraca) para (3.1) se

loc

RN

52/ (1+2u*)VuVpdr + 252/ |VulPup dz +/ V(z)upder = / h(u)pdx (3.5)
RN RN RN
para todo ¢ € C(RY).

Primeiramente observamos que definindo v(z) = u(ex), encontrar solugao para a equagao

(3.1) torna-se equivalente a encontrar solu¢ao para o seguinte problema
—Av— AW v+ V(ez)v=h(v), v>0 em RY. (3.6)

O funcional energia natural associado a (3.6), a saber

I(v) = %/RN (14 20%)|Vo]* + V(ex)v?] dz — . H(v)dz,

em geral nao estd bem definido em H!(RY) e isto é verdade mesmo no caso do espaco

H. = {v c H'RY): /RN V(ex)v?dr < oo}

por causa do termo (1 + 2v?)|Vu[%. A fim de superar este problema, seguindo a estratégia
desenvolvida em [21], [23], [30] e [43] em problemas relacionados, introduzimos uma mudanga
de variaveis u = f~1(v) onde f é uma fungao C* definida por

~1/2

() = (1+2£()) se t>0, f(0)=0 e f(t)=—f(-t) se t<O.
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Depois desta mudanga de variaveis, a partir de I. obtemos um novo funcional

Pw) = L) = 5 [ IVuP+ V)] do— [ H(fw)as,

2 N

o qual esta bem definido sobre o espaco

E. = {u c H'(R") : /RN V(ex)f2(u)dz < oo} :

Vemos que E. é um espaco de Banach quando munido da norma
Jull. == | Vulls + inf A {1 + / V(ex) 2 u) dx} = [Vl + [[u]|.
A>0 RN

e que a imersao F. — H'(RY) ¢ continua. Além disso, o espago C*°(RY) é denso em E.
(veja [21], [29], [30] e [43] para detalhes). Observamos que pontos criticos nao triviais para

P. em E. N LS sao solucoes fracas para a seguinte equagao

— Au= f'(u) [p(f(w)) = V(ex)f(u)] em R (3.7)

Na Proposicao 3.7 abaixo relacionamos as solugdes de (3.7) com as solugdes de (3.6).

Lembrando a notacao A, := {z € RY : ex € A}, definimos

0 se xze€fl,
XS(x) = 1
el se x¢ Q.

Qe(u) = (/RN Xe(z)u? do — 1>j

O funcional Q. : H'(RY) — R ¢ de classe C' com derivada de Fréchet dada por

(QL(u), ) =4 </]RN Xe(z)u? do — 1)+ /RN Xe(z)up du.

Este ird atuar como uma penalizagao para forcar o fendmeno de concentragao a ocorrer dentro

como anteriormente e

de Q. Este tipo de penalizacao foi introduzido em [20] para o caso semilinear. Finalmente
seja J. : E. — R dado por
J-(u) = P(u) + Qc(u).

Iremos procurar pontos criticos para J. para os quais (). é zero. Com o intuito de facilitar

a referéncia listamos aqui algumas propriedades da funcao f(t).
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Lema 3.4. A funcao f(t) satisfaz:
(1) f éC, invertivel e unicamente definida;
(2) |f'(t)] <1 para todo t € R;
(3) |f()] < |t| para todo t € R;
(4) f(t)/t — 1 quando t — 0;
(5) f(t)/Vt — 2Y* quando t — +oo;
(6) f(t)/2 <tf'(t) < f(t) para todo t > 0;
(7) |f@#)] < 2Y4¢Y? para todo t € R;
(8) a fungdo f2(t) € estritamente conveza;
(9) existe uma constante positive C' tal que

Cle, <1

1f(t)| >
Clt|V2, |t > 1;

(10) F(0)7'(5)] < 1/v3 para todo t € B
(11) para cada X > 1 temos f2(\t) < A2 f2(t) para todo t € R.

Prova. As provas de (1) — (10) podem ser encontradas em [30], Lema 2.1 (veja também [23]

e [43]). A fim de provar (11), usando (6) vemos que

(20 _ 20 f @t _ 2f(1)
F2(t) RO ()

In (f;a?) - /t : (];)(IS(; ) ds <210\ = n\?

e dai f2(A\t) < A2f2(t) para t > 0. Sendo f? uma funcao par esta desigualdade vale para

=2 paratodot > 0.

Entao

todo t € R. Isto conclui a prova do lema. [ ]
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3.2.1 Propriedades do novo funcional energia
A préxima proposigao é crucial para provar resultados de convergéncia.

Proposicao 3.5. Existe C' > 0 independente of € > 0 tal que

/RN V(ex) f*(u) de < CIHuH\E{1 + [/RN V(ex)f*(u) dx} 1/2} para todo u € E.. (3.8)

Prova. A prova é andloga a da Proposigao 2.1 em [30] j4 que a constante que 14 aparece
depende apenas da funcao f. Apresentamos aqui a prova para deixar o trabalho mais

completo. Para u € E. e A > 0, definamos
Ay = {z e RV : Mu(z)| < 1}.

Pelas propriedades (3) e (7) do Lema 3.4, podemos escrever
/ V(ex)f*(u)dz :/ V(ex)f?(u) dx—i—/ V(ex)f*(u)dz
RN A S
§/ Vex)|f(u)||u|dx + 21/2/ V(ex)|u|dz.
Ay <

A)\
Usando a desigualdade de Holder e (9) do Lema 3.4, temos

[ veniswiuar<| [ vien ) ] " | Verpe ] -

<| /R Vi) )dx} 1/2§ [ / V(ex) f2 (M) dx} v

< _ V(ex) f2(u) } { v (ex) f2(\u) daz} :

L/ RN

onde, na ultima estimativa, usamos a desigualdade s'/2 < 1 + s para todo s > 0. Pela

estimativa (9) do Lema 3.4, obtemos

/KV(sx)\u]dx:%/c V(ex) |\l de < %

1+ / V(ex) f2(\u) da:] .

Logo concluimos que para todo A > 0,

[venrw < {[[ vienrwa] el i [ vienron el

82



e assim (3.8) segue. u

Agora seguem alguns resultados de regularidade sobre o funcional P.. A prova de
resultados andlogos pode ser encontrada em [21] (Proposigao 2.5), [29] (Proposi¢ao 8) e
[30] (Proposicao 5).

Proposicao 3.6. O funcional P. satisfaz as sequintes propriedades:
(1) P. € continuo in E..

(17) P. € Gateauz diferencidvel sobre E. e, para cada ¢ € E., temos

(Pl(u),¢) = VuVe dz + . f'(w) [V(ex) f(u) = h(f(u))] ¢ dz.

RN

(1it) P! € continuo da topologia da norma de E. para a topologia fraca-« de E., i.e. se

u, — u em E. entdo

(Pl(un), ) — (Pl(u), ) para cada ¢ € E..

£

Esta préoxima proposicao relaciona as solugoes de (3.6) e (3.7).

Proposigao 3.7. (i) Se u € E. N L2 (RY) é um ponto critico de P. entio v = f(u) €

loc

E.N L2 (RY) € uma solucdo fraca de (3.6);

loc

(17) Se w é uma solucao cldssica de (3.7) entao v = f(u) € uma solugdao cldssica de (3.6).

Prova. O item (ii) foi provada em [23] e para provar (i) seguimos a mesma ideia. Se v = f(u)
pelo Lema 3.4 temos |v]| < |u| e [Vo| = f/(u)|Vu| < |Vu| o que implica v € E. N L, (RY).

loc

Ja que w é um ponto critico para P., u é uma solugao fraca de (3.7). Entao

VuVp dz = - f'(u) [h(f(u)) = V(ex)f(u)] ¢ dz para todo ¢ € E.. (3.9)

RN

Sendo (f7)'(t) = [f/(f1(£)] ", segue que

2t

0= [+2r 7 O] =02 e G0 = e

o que nos fornece

Vu = (f1)(v)Vo = (1 + 20*)/?Vo.
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Para cada ¢ € C®°(RY) temos ¢ := (f'(u)) "¢ = (f~1)(v)y € E. com

201 9\1/2

Entao por (3.9) obtemos

N

/RN 2|VolPvy + (1 + 20*) VoV dz = /R [h(v) — V(ex)v] ¢ dx

o que conclui a prova de (7). |
3.2.2 O problema limite
Nesta se¢ao estudaremos algumas propriedades das solugoes de (3.4), a saber
—Av—A@W)v+mv=nh({), v>0 em RY.
Para isto, usando a mesma mudanca de variaveis f estudaremos o problema
—Au=g(u), u>0 em RV, (3.10)
onde g(t) = f'(t) [h(f(t)) —mf(t)] para t > 0 e g(t) = —g(—t) para t < 0. Como na

Proposigao 3.7 vemos que se u € H'(RY) N L*(RY) é uma solucao de (3.10) entdao v = f(u)

¢ uma solugao para (3.4). Pelas hipdteses sobre h e Lema 3.4 podemos ver que a fungao

h(f(t)) é continua e satisfaz:

(711> lim, o+ f/(t)h(f(t>>/t =0;

(he) for p= (g —1)/2 =2 — 1 vale lim, o f'(1)|A(f(t))]/t? = 0.
Entao as propriedades de f(¢) implicam nas seguintes para a fungao g(t):
(91) limy—o g(t)/t = —m;

ls®l _ q.

(92) limy o %57 = 0;

(g3) G(f~(T)) > 0 onde G(t) = [, g(s) ds.
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Assim, por [9] sabemos que o funcional associado a (3.10), dado por

Lp(u) = 1/RN (|Vul* + mf?*(u)) da — H(f(u)) dz

2 N
para u € H*(RY), estd bem definido e ¢ de classe C!. Dizemos que v é uma soluciao de
energia minima (ou ground state) para (3.10) se
Ly (v) =inf {L,(u) : w € H'(RY) é uma solucdo de (3.10)} := E,,
e B, é dito ser o nivel de menor energia de (3.10). O seguinte teorema também segue de [9].

Teorema 3.8. Suponha (g1) — (g3). Entao

(i) o problema (3.10) tem uma solugdo de menor energia U € C2(RN) N HY(RYN) a qual é

radialmente simétrica e mondtona com respeito a r = |x| € [0,00);

(ii) cada solugdo u de (3.10) satisfaz a identidade de Pohozaev
2 * % m .o
/ IVul?dz = 2 / G(u)da = 2 / [H(f(u))——f (u)] da.
RN RN RN 2

Devido a um resultado de Jeanjean e Tanaka [41] sabemos que as solugbes de menor
energia tem uma caracterizagao do passo da montanha, isto é

Lin(U) = ¢y = inf max Ly, (y(t
(U) = em := inf max Ln(7(t))

onde I' = {yeC([0,1], H{(RY)) : 7(0) =0 e Ly, (y(1)) <0}. Além disso, os autores
provaram que para cada solucao de menor energia U existe um caminho v € I' tal que
v(t) > 0 em RY para ¢t > 0 satisfazendo U € ([0, 1]) e

trélﬁ}l(] Ln(v(t)) = L(U) = ¢y (3.11)

Combinando resultados de [9] e [18] vemos que qualquer solu¢ao de energia minima é, a
menos de translagdo, radialmente simétrica e monétona com respeito a r = |z| € [0, 00).
Consideramos S,,, o conjunto das solugoes de energia minima para (3.10) que sao radialmente
simétricas, de modo que

u(0) = max u(z) paratodo u € S,,.

zeRN

Entao obtemos o seguinte resultado de compacidade.
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Proposigao 3.9. S,, é compacto em HY(RY). Além disso, existem constantes C,c > 0

independentes de U € S, satisfazendo
U(x) +|VU(z)| < Cexp(—cl|z|) para todo x € RY. (3.12)

Prova. Usando a identidade de Pohozaev vemos que para qualquer U € S,,

1
— [ |VUPdz = L, (U). (3.13)
N RN

Assim, { [ |[VU|*dz : U € S,,} é um conjunto limitado. Pelo item (6) do Lema 3.4 temos

D pwyde<m | fO)fO)Ude
2 JrN RN

e sendo U uma solugao de (3.10), por (hy) — (h}) e Lema 3.4 vemos que

5[ PO < [ oo [ )i
< ™[ pwarre [ PO
RN RN
m * *
< 7 » fA(U) dx + 22 /20/RN U* da.

Logo
fAU)dx < 0/ U? dr forall U €S,,.
RN RN

A partir desta desigualdade obtemos para todo U € S,,

/ U2dx§0/ fQ(U)dx+/ UQ*dwgc/ U? dax.
RN {U<1} {U>1} RN

Entao pela desigualdade de Sobolev vemos que { fRN U?dz: U € S,,} é limitado. Segue que
S, ¢ limitado em H'(RY). Pelo Lema Radial (9], Lema Radial A.IV) obtemos

U([E) < C«”[JHL2

S O Loz para x # 0,

onde C' = C(N). Assim, lim;|— U(z) = 0 uniformemente para U € S,,. Como visto nos
capitulos anteriores, por um principio de comparacao existem C,c > 0 independentes de

U € S,, satisfazendo
U(x) + |VU(z)| < Cexp(—clz|) paratodo z € RN\B(O, R)
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para algum R > 0 (veja [9] para detalhes). Além disso, por (h;) e identidade de Pohozaev
vemos que S,, é limitado longe da origem em L>®(RY). Seja {U,} uma sequéncia em S,,.
A menos de subsequéncias podemos assumir que U, — U em H' (RY) U, — U em
L*(B(0,R)) e U,(x) — U(z) para quase todo z € RY. Entao U é também uma solugdo de

(3.10). Usando (g1) — (g2) e o decaimento exponencial uniforme de U,, temos

g(U)U dz e/ U2dr — U?dx  quando n — oo.

RN RN

/ g(U,)U, dx —
RN

RN

Sendo U,, e U solugoes obtemos

/RN [IVU,]? = g(Un)U,] dz =0 = / [[VUP? = g(U)U] dz

RN

e dail segue que

/ |VUn|2dx—>/ |IVU]?dz  quando n — oo,
RN RN

o que implica que U, — U em H!'(RY). Isto prova a compacidade de S,,. Usando este

resultado vemos que dado o > 0 existe £ € N tal que

2/N
/ U? dz <o paratodo U € S,,.
{zeRN:[U(z)]2* —2>k}

Por (hy) — (h}) e Lema 3.4 existe ¢ > 0 satisfazendo
~AU <cU¥ ' em RY

para qualquer solugao de (3.10). Entao segue de ([52], Lema B.3) que S,, é limitado em
Lr (RY) para todo r € [2,00) e

loc
||U||LT(B(O’2)) S CT||U||L2 para todo U € Sm
onde a constante C, depende de r e N. Dai Teorema 9.20 em [32] implica que

B U < C (U202 + 102 v so,2)

onde C'= C(N). Assim vemos que S,, é também limitado em L*>(R"Y). Consequentemente

obtemos (3.12) o que completa a prova. [ |
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3.3 O nivel do passo da montanha

Fixando U € S,, definimos U;(z) = U(z/t) para x € RY e ¢t > 0. Entéao pela identidade de
Pohozaev temos

tN_2

Ln(Uy) = 5 /]RN|VU|2dx—tN/RNG(U)dx

tN—Q tN
= ( 5 —5)/ IVU*dz. (3.14)
RN

Assim existe ty > 1 tal que
L, (U;) < =2 para t>t. (3.15)

Devido a hipétese (hz) podemos escolher 3 € (0,dist(M,RN¥\Q)/10) suficientemente
pequeno tal que

Viz)

H(T) > 5

T? paratodo z € M, (3.16)

Desta forma vemos que o Teorema 3.8 e a igualdade entre os niveis de energia minima e
do passo da montanha também valem para Ly (,) para cada x € M58 fato este que serd de
suma importancia em resultados posteriores. Escolhemos uma fungao corte ¢ € C°(RY) tal
que 0 < <1, p(x)=1se |z|] <[ e px)=0para x| > 23, com p(x) < p(y) se |y| < |z|.
Denotamos entdo ¢.(r) = ¢(ex) e para z € MP e U € S,,

UZ(z) := ¢.(x — 2/e)U(x — z/e), x€RY.
Para e suficientemente pequeno iremos encontrar uma solugao proxima ao conjunto
X.={U:: ze M, UeS,}.

Observacao 3.10. O conjunto X, é compacto em E. e além disso, € uniformemente limitado

para € € (0,10). De fato, para w € X, temos w = UZ? para algum U € S,, e 2 € MP. Dai

i < ([ weora) +fir [ v e )

IN

1/2
2 [ Emeenpr s 2vue an) +{ieswvi) [ o2l
RN e RN
U +e|UP+1<C

IN
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devido a limitagao de S,, em HY(RY). Isto prova que X. € limitado uniformemente em
e € (0,10). Agora seja {w,} uma sequéncia em X.. Ezistem {U,} C S, e {z,} C MP tais
que wy,(z) = 0 (x — 2,/8)Up(x — 2,/€), v € RN. A compacidade de S,, e MP implica na
existéncia de Uy € Sy, € 29 € MP tais que U, — Uy em H*(RY) e z, — 29 em RY, a menos

de subsequéncia. Definindo wy(x) = pc(x — 20/e)Up(x — 20/€) temos wy € X, e

/RN IV (wn — wo)[2dz < c/ V(U — U)ol (z — 2n/e)2 da

RN
v [ VIl = 20/2) = pula = 20/6)) Voo = /2N o
—i—c/RN IV [pe(z — 20/€) (Up(x — 2, /€) — Up(z — 20/€))] |* dav.
Devido ao decaimento exponencial uniforme em S,, e as convergéncias citadas acima obtemos
/N IV (w, —wo)|*dz — 0  quando n — oo.
R
Analogamente temos

/ V(ex) f2(w, — wp) do < sup V(x)/ lw, —wo|*dr — 0 quando n — oco.
RN RN

zeN

Entao dado X\ € (0,1) por (11) em Lema 3.4 vemos que

A {1 + /RN V(ex) 2w, — w)) dx} <A+ A—l/R V(ex)f? (w, — wp) d.

N

FEstas duas ultimas desigualdades implicam que eziste ng = ng(A) tal que
Jwn — wol|le <A+ /N V(ex)f*(w, — wo)dr < 2\ paran > ng.
R
Portanto w,, — wy em E. quando n — oo o que prova a compacidade de X..
Lema 3.11. Denotando w.4(z) = @.(z)Uy(x) parat >0 e Uy = w. o = 0 temos

sup |Je(wet) — Lin(U)| = 0 quando € — 0.
te[0,to]

Prova. Desde que supp(w.;) C Q. e supp(x.) € RM\Q. temos Q.(w.;) = 0 e daf
Je(we ) = P-(w.;). Entao para t € (0,to] vemos que

Pelwes) = LU0 < 5 1Vwealie = IVUI] + 5 [ V0w = mf* )] do
! / [H(f(we,)) = H(f(U)] da.
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Devemos estimar estes termos do lado direito da desigualdade. Primeiramente, usando uma

mudanga de varidveis e o decaimento exponencial de U, obtemos C' > 0 tal que

/ Vw.; — VU|*dz < C’/ [to'e” + 1 2 (1 — :(tox))?] exp(—2¢|x]) dz
RN

RN
para todo t € (0,tp]. Logo ||Vwet|[z2 — ||VU¢|| 12 quando € — 0 uniformemente em ¢ € [0, to].

Para o segundo termo, usando (10) de Lema 3.4 e (3.12) temos
| VEn ) - mfw)|da
R
< / |V (ex) — m| f*(wey) dx+m/ ‘f2(w5,t) — f2(Ut)‘ dx
RN RN
< 21/2C/N [V (ex) — m|x{jz1<28/2y + m(1 — ¢.)] exp(—c|z|/to) dz
R

para todo ¢ € (0,%,]. Lembrando que
H(f(a+0b)) — H(f(a)) = b/o1 ['(a+ sb)h(f(a+ sb))ds, (3.17)
de (hy) — (hs) obtemos a seguinte estimativa para o terceiro termo
[ G @) = HEODIde < C [ o= Ul U e + 07 4 ut) do
< o a-pdem(~(2e/tlel) da

para cada t € (0, ]. Portanto J.(w.;) — L., (U:) quando € — 0, uniformemente in ¢ € [0, to].

Este é o fim da prova. [ ]

Observamos que devido a (3.15) e Lema 3.11 existe g suficientemente pequeno tal que
| Je(Wety) — Lin(Uyy)| < =Ly (Uy,) —2 e entao  Jo(wey,) < —2

para todo e € (0,g9). A partir de agora consideraremos ¢ € (0, &) e continuaremos a usar a

notagao €y embora este seja necessariamente menor a cada passo. Definimos o nivel mini-max

C. = inf max J.(y(s)),

~v€T': 5€[0,1]

onde
I'. = {7 € C([O? 1]7 Es) : 7(0) =0, ’V(D = wE,to}'

Com estas definicoes temos o seguinte resultado de convergeéncia.
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Proposicao 3.12. O nivel mini-max C. converge para E,, quando ¢ tende a zero.

Prova. Usando argumentos semelhantes aos da Observacao 3.10 vemos que w, s — w,; em

E. quando s — t, para t > 0. Entao, definindo
Ve(8) = we s, para s € [0,1] (3.18)
temos . € I'. e por (3.13), (3.14) e Lema 3.11 vemos que

limsup C. < limsup max J.(w.;) < max L,,(U;) = E,,.
e—0 e—0 t€[0,to] t€[0,to]

Por outro lado, usando (3) no Lema 3.4 e lembrando que o nivel de energia minima para
L,, coincide com o nivel do passo da montanha, repetindo a segunda parte da prova da
Proposicao 1.5 vemos que

liIEIL iglf C.>FE,
o que conclui a prova. [ ]

Com o que vimos na demonstracao da proposicao anterior, denotando

D, = Jo (e
max (7:(s))

onde 7. doi definido em (3.18), temos que C. < D, e lim._o D, = lim._o C. = E,,.

3.4 Existéncia de um ponto critico para o funcional

modificado

Comegamos esta secao com algumas defini¢oes. Para cada A C E. e a > 0 definimos
JY={ueE. :J.(u)y<a} e A*:={ue€k.: in£ |lu — vl < a}.
ve

Além disso, nas préoximas proposigoes, para qualquer € > 0 e R > 0, consideramos o funcional

J. restrito ao espago Hj(B(0, R/¢)) munido da norma

[vlle = [[VVllL2(B0,r/0) + igg)\ {1 +/ V(ex) f2(\ 1) dx} .
B(

0,R/¢)

A partir daqui chamaremos este espaco de EE. Vemos que Ef é um espaco de Banach e que

J. é de classe C* sobre EX.
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Proposicao 3.13. Sejam e, — 0, R, — o0 e u, € X& N El" tais que
lim J.,(u,) < By e lm ||J2 (un)|| grny, = 0.

n—oo

Entdo, a menos de subsequéncias existem {y,+ C RN, 2g € M e Uy € S,, satisfazendo

T ey — 20l =0 ¢ Ty — e, (- = 9) Vol = )e, = 0,

se d > 0 € suficientemente pequeno.

Prova. Pela definicao de X¢ e compacidade de X., existem {Z,} C S, e {z,} C M” tais
que
[tn = @e (- = 20/€n) Zn(- — 2n/En)l=n < d.

Pela compacidade de S,, e M”?, passando a subsequéncia se necessario, podemos assumir
que Z, — Z em HYRY), Z,(x) — Z(x) para quase todo z € RN e 2, — 2, em RY para

algum Z € S,, e zp € M”. Desde que
/RN [V (@e,(@)(Z0 = Z)) |* + V(enw + 20) [* (92, (@) (Zn = 2))] dz < C)Z, = Z|]* — 0
quando n — oo, como na Observacao 3.10 vemos que
| 0e, (- = 2n/En) Zn (- — 2n/En) — Qe (- — 2n/€n)Z(- — 2n/€n)|le, — 0 quando n — oo.
Entao para n grande temos
[un = @2, (- = zn/en) Z(- = Zn/en) e, < 2d. (3.19)

Dividiremos a prova desta proposi¢ao em cinco passos.

Passo 1: Temos  lim sup / lu,|*dz =0 para qualquer R > 0.
) B(z,R)

TL—>OOZ€A<ZWH Jéj ﬁ

en’2en’en

De fato, suponha que existe R > 0 e uma sequéncia {Z,} satisfazendo

n 3 :
Z €A <z—; i, —6> e lim / |u, | do > 0.
En 26, Ep =0 J B(2n,R)
J& que ||ull. < C em X¢ para todo ¢ € (0,g9) e d € (0,10), devido & Proposi¢ao 3.5 temos

P (up) do < c/ V(enz) 2 (u,) dz < Olluyl|., < C

RN RN
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visto que s,,/(1 + /S,) — o0 se s, — oo. Entao a desigualdade de Sobolev implica que

/ |un|2dx§(]/ f2(un)dx+/ -
RN RN RN

Assim {u,} é limitado em H!'(RY) e podemos assumir que w, := u,(- + Z,) — W em
H'(RY) e que €,%, — Z para algum Z, € A (z0;3/2,30) e w € H'(RY). Pela compacidade
da imersao H'(B(0, R)) — L*(B(0, R)) vemos que

2 do < O||lunle, + ||lun

Ty

/ |w|*dz = lim |, |*dz = lim U, |*do > 0
B(0,R) o0 JB(0,R) %0 J B(2n,R)
e consequentemente 1w # 0. Agora para cada ¢ € C*(RY) seja ¢,(x) = ¢(z — 2,), n € N.
Como &,%, € M* obtemos ¢, € Ef para n grande. J& que 12, () | gy — O e
|onlle, < C temos

lim (J. (un), ¢n) = 0.

Usando a limitagao de supp(¢) e a compacidade das imersoes obtida pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov e ainda a definicao de x., obtemos
[ vavesvear@s@dds = [ rah(r)ods.
Uma vez que ¢ é arbitraria segue que w é uma solugao para o problema
— Aw = f/(@)[A(f(D)) = V(Z) f(@)] := go(w) in RY (3.20)

e por (3.16) vemos que go também satisfaz (g1) — (g3) com V(Zy) ao invés de m. Sendo
f(t) <0 parat<0eh(t)=0 para t <0, tomando w~ como fungao teste em (3.20) vemos
que w > 0. Além disso, w € L®°(RY) e segue do principio do méximo que w > 0. Pela
definicdo do nivel de energia minima temos Ly (z) (W) > FEy(s,). Mais ainda, para R > 0
suficientemente grande

1
-/ \Va|* da ghminf/ |vwn|2dx=nmmf/ |Vu,|* dz.
2 Jry n—co  JB(0,R) n—o0  JB(z..R)

Zn,

Como V' (Zy) > m e os niveis de menor energia para as equagoes (3.10) e (3.20) sao iguais a
seus niveis do passo da montanha, temos Ey ;) > E,,. Usando a identidade de Pohozaev

VEmMOos que

/RN ‘V”LDFCLCE = NLV(20)<U~1>~

93



Assim obtemos

N
—F, > 0.
2

N
lim inf / Vil dr > 5 L () >
e JB(2n,R)

Observamos que esta tultima estimativa ndao depende de d € (0,10). Isto serd crucial no
proximo argumento. Por (3.19) temos fB(zn R) |Vu,|?>dz < 5d? para n grande (n > ng(d)).
Entao

N

—E, < liminf/ |Vu,|? dr < 5d?
2 =0 JB(2,,R)

o que é uma contradicao para d > 0 suficientemente pequeno. Isto prova Passo 1.

Passo 2: Definindo u,1 = @e, (- — 2n/En)Un € Upo = Up — Up 1 temos

Je, () > Je, (uny) + Je, (Un2) + o(1). (3.21)

De fato, vemos que Q., (un1) =0 e Q:, (u,) = Q. (un2). A limitagdo de {u,} implica que

e (Unp) + Jo (Un2) = %/RN {90?"(1/ — zn/en) + [1 — e, (y — Zn/én)]Q B 1} Y ? de
+% /RN V(Enw) [fQ(uml) —+ f2(un72) N fQ(Un)] de + 0(1)

+ /RN [H (f (un)) = H(f (unn)) = H(f (un2))] dz + Je, (un).
Uma vez que upo = [1 — @, (x — 2, /en)]un € 0 < o < 1 temos p? + (1 — )2 —1<0e
fQ(un,l) + f2<un,2) — 2 (tn) < (e, (@ = zn/en) + (1 = e, (. = 20/e0)) = 1] f*(un) = 0,

onde usamos a convexidade de f2. Logo, pelas desigualdades acima obtemos
Je(Un1) + Je, (Un2) < Je, (un) + /N [H(f(un)) = H(f(un1)) — H(f(un2))] dz + o(1).
R

A fim de concluir Passo 2 precisamos estimar esta ultima integral. Temos

[ 1)~ H( )~ H (2
_ /A ( (H(f (un)) — H(f(unn)) — H(f(tn2))] da.

zn. B 28

sn’;’en)
Agora escolhemos ¢ € C°(RY) tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 em A(0;5,26) e vy = 0 em
RN\ A(0; 8/2, 33). Definindo 1, (z) = 1(e,2 — 2, )un(), para n grande vemos que

sup / |un|2 de > sup / |¢n|2 dx = sup / |¢n|2 dz.
A28 38) JB(=R) A2 38) J B R) 2€RN JB(z,R)

en'2en’en en'2en’en
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Usando Passo 1 e um resultado de Lions ([42], Lema 1.1) vemos que ¥, — 0 em L"(RY)

quando n — oo para todo r € (2,2*). J& que ¥, = u,, em A(z,/cn; 8/en,23/c,) obtemos

lim |un|" dz = 0.

Assim, usando o fato de que |un1|, |uns| < |un|, segue de (hy) — (he) e (7) em Lema 3.4 que

dado o > 0 existe C, > 0 tal que
/ H(f(un)) — H(F () — H(f ()l
Az 2,20

< ollunallze + [l

2 )+ C’U/ |, | P2 Az < Co
A(zn. B 28

para n grande. Logo (3.21) esta provado.

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno eziste ng = ng(d) tal que

1
Je, (Un2) > 2 {/ (|Vun,2|2 + V(snx)fQ(qu)) dx] para todo n > nyg.
RN

De fato, usando (3.19) vemos que existe ng = ng(d) tal que

Hun,QHSn < lun = valle, + Hun,l — 0, (- — Zn/en)nllc,

+H|[1 = @e, (- = zn/en)|vnlle, < 5d  para todo n > ng

onde v, = ., (- — zn/€n) Z(- — 25 /€,). Entdo usando a desigualdade de Sobolev obtemos

Jan (un,2)

v

1 1 .
SIVunalZ + / V(ent) P2 uns) dz — C [ F22) (u,5) da
RN RN

v

1 . 1
(5 50 —2) Vs + / V() f2(unz) da
]RN

para n > ng. Isto prova o Passo 3 para d > 0 pequeno satisfazendo 5Cd* ~2 < 1/4.
Passo 4: Temos lim, o Je, (Un1) = En € 29 € M.

De fato, seja wy, := u,1(- + 2,/€,). Extraindo uma subsequéncia se necessério, podemos
assumir que w, — w em H'(RY) para algum w € H'(RY). Agora, usando (hy) — (h}) vemos
que existe ¢g > 0 tal que ||f(Z)||L2 > 3co para qualquer Z € S,, e gragas ao decaimento

exponencial temos que existe R > 0 tal que || f(Z)||2((o,r)) = 2co para cada Z € S,,,. Para
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este R existe n; € N tal que |e,y| < 8 para todo y € B(0,R) e n > n;. Isto implica
0., Z = Z em B(0, R). Pelo item (11) do Lema 3.4 e por (3.8) segue que
3d > Nuny — @e, (¥ — 2n/0) Z(x — 2n/E0) ||
> C’/ V(en®) f? (Ung — @e, (T — 20/60) 2 (1 — 2, /€,)) da
RN

2 _ 2(Z) }
C’V()/B(O’R)f (w, — Z) d:cZC’V{)/B(O’R)[ 5 [ (wy)| de

para n > ny grande. Entao

IV

L (w2 0,m) 2 20" = 3d(CVo) ™ = ¢

para d > 0 pequeno e n > n; grande. Consequentemente || f(w)||r2(po,r) = co € w # 0.

Além disso, para cada compacto K C RY, segue que
Un1(y + zn/en) = un(y + 2n/en) em K
para n grande. Como no Passo 1 vemos que w satisfaz
—Auw(y) = f'(w) [A(f(w)) = V(z0)f(w)], w>0 em RY.
Temos dois casos a considerar:

Caso 1: lim sup / lw,, — w|*dz = 0.
B(z,1)

N0 ZeRN

Caso 2: lim sup / lw, —w|*dz > 0.
B(z,1)

Se o Caso 1 ocorre entdao w,, — w em L"(RY) para r € (2,2%). Para r = (2* + 2)/2, por
(hy) — (h2) e (3.17) vemos que dado o > 0 existe C,, > 0 tal que

[H((wn)) = (f(w))] < fwn—o] [0 (] + || + ool + [ ") + Cy (ol =+, = w])]

Usando a limitacio de {w,} em H(RY) obtemos

/RN [H(f(wn)) = H(f(w))|dz < co+ Co ([|wn — wl[zr + [lwn — w][}) < Co

para n grande. Assim,

» H(f(wy,))dx — - H(f(w))dz quando n — oc. (3.22)
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Agora se o Caso 2 ocorre entao existe {2,} C RY tal que

lim lw, — w|*dz > 0.
00 J B(%n,1)

Desde que w, — w em H'(RY), temos
|2, — 0. (3.23)

Portanto

lim lw?dz =0 eentio lim lw,|*dz > 0.
0 JB(2n,1) 0 JB(2n,1)

Sendo wy,(z) = ., (x)u,(z + 2,/€,), vemos que |Z,| < 3(/e, para n grande. Além disso, se

|2, > B/2¢, para uma subsequéncia a partir do Passo 1 terfamos

0 < lim lw,|*dz < lim sup / |u,|*dz =0
) B(z,1)

n—oo B(én,l) n—»oozeA(zn_ B 38

en’2en’en

o que é impossivel. Entao |2,| < 3/2¢, para n grande. Podemos assumir que

Enin — 20 € Upi(-+ 20+ 2n/n) = W.

Vemos que 2, € B(0,4/2) € Q e w € HY(RY)\{0}. Entdo, dado qualquer compacto
K Cc RV, temos

Un 1 (- + 2n + Zn/€n) = Un(- + 2 + 2n/en) em K

para n grande. Consequentemente, como no Passo 1 segue que w satisfaz
A = f'(@) [h(f(®)) = V(20 + 20) f(@)], @>0 em RY.

Andlogo ao Passo 1, (3.23) nos leva a uma contradi¢ao com (3.19) se d > 0 é suficientemente
pequeno. Até este momento provamos que o Case 2 nao vale e entao o Case 1 deve ocorrer.

Entao, por (3.22) temos

n—o0 n—oo

liminf J. (u,1) = liminf {é / ([Vwnl? + V(enz + 20) f2(wy)] dz— [ H(f(w,)) dx}
RN

RN

> 5 [ IVeP 4 Ve W] do- [ H(w) s
2 Jan N
> LV(zo)(w> > EV(zo) > By,
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Por outro lado, ja que lim,_, J:, (un) < Ep, Je, (un2) > 0 e devido a Passo 2, obtemos

lim sup JEn (un,l) < Em-

n—oo

Entdo Ey () = En, € lim,_o J;, (un1) = Ey,. Além disso, gragas a igualdade entre os niveis
do passo da montanha e de energia minima e por (3.11), vemos que a > b implica E, > E,.

Assim, V(z9) = m e isto conclui a prova do Passo 4.
Passo 5: Conclusao.

Desde que w é uma solugdo de energia minima para (3.10) existe & € RY tal que
Up:=w(-+&) €S,,. A partir do Passo 4 temos
lim [ [Vl + Vet + 2) f2(w,)] dx:/ (IVwl + mf2(w)) de
RN

n—oo JpN

e entao seguem os seguintes resultados de convergéncia
/ |Vw,|*dz — / |Vw|* d,
/ V(ent + 2,) f2(wy,) dz — / mf?(w)dr e
A
AV(anx+zn)f2(¢En(m— der — /mf
para qualquer A C RY. Consequentemente, dado o > 0 existe R > 0 e ng € N tal que

/ Vet + 20) [12wn) + F (0o (@ — )] do <
RN\ B(0,R)

IR

para todo n > ng. Por outro lado, pela compacidade da imersao H'(B(0, R)) — L?(B(0, R))
temos que w, — w em L?*(B(0, R)) e daf

/ V(enz + 20) f2(wn — e, (x — E)w) da < para todo n > ng.
B(0,R)

o] Q

para ng grande. Isto implica
/ Vienz + 20) f2(w, — e, (x — &)w)dw < o paratodo n > ng.
RN
Pela definigao de ||| - |||, (veja também Observagao 3.10) obtemos

l[tny = e, (- = & = 2n/en)w(- = zn/en)lle, — 0.
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Agora definimos y,, = z,/¢, + & Uma vez que w, — w em H'(RY) e ||[Vw,||z2 — ||Vw]| L2
segue que Vw, — Vw em L*(RY) e entdo V|u,1 — ¢e, (- — yn)Uo(- — yn)] — 0 em L2(RY).

Assim,

Hun,l — e, (- = Yn)Uo(- = Yn)|le, — 0 quando n — oo.

Por outro lado, usando Passos 2,3 e 4, obtemos

1
E,> lim J. (u,) > E, + 2 lim Sup/ [|Vun,2|2 + V(en:r)fQ(qu)] dz,
RN

n—0oo n—oo

o que implica ||y, 2]/, — 0 e completa a prova. u

Observamos que os resultados da Proposicao 3.13 valem para dy > 0 suficientemente

pequeno independentemente das sequéncias satisfazendo as hipdteses.
Corolario 3.14. Para qualquer d € (0,dy) existem constantes wy, Rq, €4 > 0 tais que
|2 ()|l (gry > wa  para qualquer uw € EFNJP N (X2\XT), R> Ry e €€ (0,e4).

Prova. Por contradigdo supomos que o corolario é falso. Entao para algum d € (0, dy)

existem sequéncias {e,}, {R,} e {u,} tais que
1
R,>n, e,<1/n, wu,€EfnJlnn(X\XI) e 12, ()l grny < —
en n
Pela Proposicao 3.13 existem {y,} C RY, zy € M e Uy € S,, tais que

nh_{go lenyn — 20l =0 e nh_{go 1tn — e, (- = Yn)Uo (- — yn)lle, = 0.

Entdo para n suficientemente grande temos e,1,, € MP? e entdo, pela definicao de X, e X gn,
obtemos ¢., (- — y»)U(- — yn) € X., e u, € X . Isto contradiz o fato de que u, € X¥\X?
e completa a prova. |

Os proximos lemas sao necessarios para a obtencao de uma sequéncia de Palais-Smale

limitada em um subconjunto de EZ.
Lema 3.15. Dado A > 0 existem g e dy > 0 pequenos tais que
J.(u) > E, — X para todo u€ X% e <€ (0,g).
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Prova. Para u € X, temos u(z) = ¢.(z — z/e)U(x — 2/¢), v € RN, para algum 2 € M” e
UeS,. Jaque L,(U)=E,, por (V) temos

L) =By 2 5 [ (V@D = [VUR) +m (Pe0) = F0)) da

- [ ) ~ HW) da

independentemente de z € M”. Usando o decaimento exponencial uniforme de |U| + |[VU]|

para U € S,, e (3.17) vemos que existe g9 > 0 tal que
A
J-(u) — B, > —5 para todo we X, ¢e€(0,&).

Agora, se v € X2 existe u € X_ tal que |[u — v||. < d. Temos v = u + w com |jwl||. < d.
Sendo Q. (u) = 0 vemos que
1

@) = () = 5 / IV @) = [Vul + V(er) (Pt w) - w)] do

- [ () - HGW)) d.

Usando (3.8), Lema 3.4 e lembrando que X. é uniformemente limitado para ¢ € (0,¢g),

estimamos

V(ex) [f2(u+w) — f2(u)|de < /{| |<1}V(€f€)|f(U+w)—f(U)I\f(U+w)+f(U)!d$

RN

Viex) | (u+ w) — 3 (w)| dz
*/{M (c2) | £2(u +w) = F2(uw)

A
< Cwlll + lllwlle) < Cd < &

desde que d seja pequeno o suficientemente. Com argumentos semelhantes aos usados

anteriormente vemos que existe dy > 0 pequeno tal que

A
Jo(v) > J-(u) — 5> E, — )X paratodo ve X® e e (0,¢).

Este é o fim da prova. [ ]

Seguindo Corolédrio 3.14 e Lema 3.15, fixamos dy > 0, d; € (0,dy/3) e correspondentes
w >0, Ry > 0 e ey > 0 satisfazendo

|J.(u)||(ry > w paratodo wu€ EFNJP N (XP\XD) e

3.24
J.(u) > E,,/2 paratodo ue€ X% (3:24)

para qualquer R > Ry e € € (0,g9). Assim obtemos o seguinte resultado.
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Lema 3.16. Para v. dado por (3.18) existe a > 0 tal que
|s —1/to] < implica 7.(s) € X para todo ¢ € (0,&),

Prova. Inicialmente observamos que

loalle < IV Gz + olie {1+ [ Vo (olidon) oo

IN

IeVele)o-+ .ol + ol (1450 V(o))

< Collv||lg paratodo e€(0,5) e ve& HYRY).

Uma vez que a funcio [ : [0,¢] — HY(RY) dada por I(t) = U; é continua, existe ¢ > 0 tal

que
d

t—1<o = |U-U|<—=.

Co

Entao, tomando oo = o /ty, vemos que para |s — 1/tg| < a vale
17=(s) = @Ulle = llo=(Usto — U)l- < CollUsty — Ul < di para e € (0,0).
Como ¢ .U € X, temos v.(s) € X&' como desejado. n
Lema 3.17. Para o dado no Lema 3.16 existem p > 0 e g9 > 0 tais que
J:(7:(s)) < Epy — p  para qualquer e € (0,e0) e |s—1/tg] > a

Prova. Jd que t = 1 é o tinico ponto de maximo de (£¥72/2 — t"/2*) em [0, %] e devido a

(3.13) e (3.14) podemos ver que existe p > 0 satisfazendo
L.(U) < E,, —2p para |[t— 1] > tya.
Pelo Lema 3.11 sabemos que existe €5 > 0 tal que

sup |J-(wet) — Lin(Up)| < p para e € (0,g).
te(0,to]

Entao, para |t — 1| > toa e € € (0,¢¢) temos
Js(ws,t) S Lm(Ut) + |<]e(ws,t) - Lm(Ut)| < Em - 2/) + P = Em —p
e a prova estd completa. u
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Proposigao 3.18. Para e > 0 suficientemente pequeno e R > 0 grande existe uma sequéncia
{ull} ¢ EEn Xdo N JP= tal que J(ul) — 0 em (EaR)I quando n — 0.

Prova. Supondo por absurdo que a afirmagao da Proposicao 3.18 é falsa, gracas a (3.24),
aos Lema 3.16 e Lema 3.17, como na Proposicao 2.17 vemos que para € pequeno e R grande

existe v € T, tal que

R . W2d1
C. < max J.(v:(s)) < E,, —minq p, :
s€[0,1] 2

o que esta em contradicao com a Proposicao 3.12. Isto completa a prova. [

Proposigao 3.19. Se e > 0 € suficientemente pequeno existe um ponto critico u. € X% N JPe

para J.

Prova. Pela Proposi¢ao 3.18 existem ¢y > 0 e Ry > 0 para os quais ¢ possivel encontrar
{upn}n C EREN XN JPe u, = u,(e, R), tal que J.(u,) — 0 em (EER)/ quando n — oo, para
cada R > Ry e e € (0,g). Sendo {u,}, limitada em Ef vemos que é também limitada em
H}(B(0, R/¢)) com a norma usual. Assim, podemos assumir que u,, — u em H}(B(0, R/¢))
e up(r) — u(z) em quase todo z € RY onde u = ucg. Usando || J.(un)|[(gry — 0 e a
compacidade da imersao H}(B(0,R/¢)) — L"(B(0,R/¢)) para r € [1,2*) vemos que u é
uma solucao nao negativa para o problema

Xelul* do — 1) XeU (3.25)
+

— Au = f'(u) [h(f(u)) - V(ex) f(u)] - 4 (/B

(0,R/e)

em B(0, R/¢). Entao vemos que u,, — u em HJ(B(0, R/¢)) o que implica
/ V(ex)f*(up, —u)dz — 0 quando n — oo
B(0,R/<)

e daf u, — u em E.. Assim u € X% N JP=. Por (hy) — (h}) e Lema 3.4 existe C > 0
dependendo apenas de h tal que

—Au<cf'(u)fw)?* ' <Cu* ' em B(0,R/e). (3.26)

Pela Proposicao 3.13 vemos que dado o > 0 existe kK € N, g9 e Ry > 0 dependendo de o tais

que

2/N
/ u?p da <o paratodo R>Ry e €€ (0,¢).
{2€RN [ue r(2)]2" 2>k}
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Entao usando um método iterativo devido a Moser (veja [52], Lema B.3) provamos que {u. g}

é limitada em Lj (RY™) uniformemente em R > R, e ¢ € (0,¢,) para qualquer s € [2,00).

loc

Além disso

e rllzs (B < Cslluerllz2sr.) paratodo y e RY.

Por ([32], Teorema 9.26) sabemos que existe C' > 0 dependendo de N tal que

P e < C (luerll2Bwe) + lleuZ g iy su.e)
B(y,1

< CHUE,R||L2(B(y,TN)) para todo Yy < RN (327)

para qualquer ¢ € (0,60) e R > Ry onde Ry e gy dependem de N. Em particular isto
implica que {u. p}. r ¢ limitado em L>®°(RY). Devido & limitagao de {|ju. g} e {J-(ucr)}
obtemos {Q.(uc r)} uniformemente limitada em R > Ry e € € (0,g9). Dai, uma vez que
Q C B(0, Ry), existe C7 > 0 tal que

/N |u€7R|2dx < 5/N X5|u57R|2dx < eCy (3.28)
RN\B(0,Ro /¢) R

para qualquer R > Ry e ¢ € (0,e09). Desta forma, para gy suficientemente pequeno e
e € (0,g9) fixado, segue de (3.27), (3.28) e (hy)

M (e () < (@) para o > " ry e R Ry

Como no Capitulo 1, depois de alguns célculos obtemos

lim [[Vuerl? + V(ex) f*(uep)] do =0 (3.29)
A—0o JRN\B(0,4)

uniformemente em R > R,;. Tomamos R — oo e denotamos uy, = ucpg,. Ja que {ug}y é
uma sequéncia limitada em F., é também limitada em H'(R") e dai podemos assumir que
up — u. em HYRY) e up(z) — u.(z) para quase todo z € RY quando & — oo. Entao
luc|loo < C para todo € € (0,e9). Sendo ug uma solugao para (3.25), usando (3.29) vemos

que
/ |V |? dz — / Vu|?dr e / V(ex) f2(up — ue)dz — 0
RN RN RN

quando k — oco. A partir deste resultado temos

|lug — uclle = 0 quando k — oo,
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e assim up — u. em E.. Isto implica que u. € X% N JP=. Além disso, para qualquer
¢ € C*(RY) existe Ry tal que supp(p) C B(0, Ry/¢). Logo, por (3.25) e Proposigao 3.6
obtemos

0 = ((Jelm(Bo.Resen) (W), ©) = (Jo(ur), 0) = (J(ue), @)

J& que C°(RY) é denso em E. obtemos J.(u.) = 0 e completamos a prova. n

3.5 Prova do Teorema 3.1

Até este momento provamos a existéncia de um ponto critico para J., u. € Xd N JPe,
para € € (0,e9) com g9 > 0 e dy > 0 suficientemente pequenos. Também temos u. > 0 e
J.(us) > (En/2) o que implica u. # 0. J& que u. € L®(RY) satisfaz

— Au. = f(u) [h(f(ue)) — V(ex) f(u:)] — 4 (/RN Xe|ue|? dz — 1) xeue em  RY(3.30)

+

1,

LO(RYN) e segue do principio do méximo que u. > 0.

por regularidade eliptica temos u. € C
Além disso, vemos que existe § > 0 tal que ||uc||p~ > d para € > 0 pequeno.
Observamos que pela Proposicio 3.13 existe {y.} C R tal que ey. € M?’ e para

qualquer sequeéncia €, — 0 existe zop € M e Uy € S,,, satisfazendo

Enle, — 20 € |lue, — 0o, (- — e, o (- — ye, )||e, — 0,
e dal
e, (- + e, ) — Uoll g — 0.

Consequentemente, usando (3.12) vemos que dado o > 0 existem R > 0 e gy > 0 tais que

sup / ul(r +y.)dr < o (3.31)
RN\B(0,R)

e€(0,e0)

Denotando w. = u.(- +.), a equagao (3.30) e a limitagao uniforme de {u.} em L>°(RY) nos
fornecem
—Aw. < Cw. em RY,

Entao por ([32], Teorema 8.17) existe Cy = Cy(N, C) tal que

sup W < Co ||wellp2pp2)) Paratodo € RY.
B(z,1) ’
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A partir desta desigualdade e por (3.31) podemos provar o decaimento exponencial de w,
uniforme em ¢ € (0,g). Agora, consideramos & € RY um ponto de méximo de w.. Uma

vez que
we(z) - 0 quando |z] - 0 e |wel|w >0 paratodo e € (0,e)

concluimos que {& .} é limitada. Assim, temos z. := £ + y. um ponto de maximo para u. e

o decaimento exponencial
u.(7) < we(r —y.) < Cexp (—clr — x.|) paratodo xRV (3.32)

para constantes C,c > 0 independentes de . Entao Q.(u.) = 0 para £ pequeno e
consequentemente u. ¢ um ponto critico para P.. Pela Proposicao 3.7 temos que v. = f(u.)
¢ uma solugdo positiva para (3.6). Sendo f crescente temos z. também um ponto de
méximo para v.. Além disso, pela escolha de {y.}, para qualquer sequéncia &, — 0 existem

2 €M, Uy €S, e & € RY tais que
gsn - 507 E'\7'7",’C<‘31'L — 20 € ||u5n( + xfn) - UO( + £O)||H1 - 07 (333)

a menos de subsequéncias. Lembrando que Up(- + &) é também uma solu¢do de menor

energia de (3.10) temos vy = f(Up(- + &p)) uma solucao para (3.4). Temos ainda

Ve, (- + 2e,) = wollin < 2lue, (- +22,) = Uo(- + &)lin
+2 /RN ' (ue, (@ + e,,) = f'(Un( + &) VU (2 + &o)|* dz

e devido a (3.33) e as propriedades de f obtemos
Ve, (- +Te,) — vo em HI(RN) quando n — oo.

Temos entao provado que, para € pequeno, u.(x) := v.(z/e) é uma solugao para a equagao
quase-linear (3.1) e satisfaz (i) — (i7) do Teorema 3.1 com ponto de maximo Z. = ez.. Isto

conclui a prova do Teorema 3.1.
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CAPITULO 4

EXISTENCIA E CONCENTRACAO
DE SOLUCOES PARA EQUACOES
QUASE-LINEARES EM R

4.1 Introducao

Estudaremos existéncia e concentracao de solucgoes positivas para a seguinte equacao eliptica
quase-linear

—e®u" + V(z)u —*(u?)"v = h(u) em R, (4.1)
onde € > 0 é um parametro real pequeno. Nosso objetivo é provar a existéncia de solugoes
fracas. Solugdes de equagoes do tipo (4.1) estao relacionadas com existéncia de solugoes do
tipo ondas estaciondrias para equacgoes quase-lineares da forma

0% = ettt W) — () — <l () (42)

onde ¥ : R x R — C, k é uma constante positiva, W : R — R é um potencial dado e
n,p: RT — R sao fungoes adequadas. Equagoes quase-lineares da forma (4.2) aparecem em
muitas areas da fisica em correspondéncia com diferentes tipos de funcoes p. Para motivagoes

fisicas e desenvolvimento de aspectos fisicos citamos [47] e referéncias 14 citadas.
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Aqui consideramos o caso em que p(s) = s. Procurando por solugoes do tipo onda
estaciondria para (4.2) definimos (¢, z) = e *%*/?u(z), onde ¢ € R e v > 0 é uma funcio
real. Entao obtém-se uma equacao do tipo eliptica correspondente a qual tem a estrutura
variacional dada por (4.1), onde sem perda de generalidade nés supomos que x = 1.

Motivados pelos aspectos fisicos, recentemente a equagao (4.1) tem atraido muita atengao
e varios resultados de existéncia tém sido obtidos nos casos de potenciais V' (z) limitados
ou coercivos. Métodos variacionais diretos por meio de argumentos de minimizagao foram
usados em [47] para provar existéncia de solugdes positivas usando multiplicadores de

Lagrange. Os autores estudaram o seguinte problema
— " + V() — (u?)'v = 0lufPtu, xR (4.3)

Ambrosetti e Wang em [7], usando métodos variacionais, provaram a existéncia de solugoes

positivas para a seguinte classe de equagoes eliptica quase-lineares
—u" + (1 +ea(x))u — (1 +eb@))(w?)'u = (1 +ec(x))u?, ue H' (R)

para p > 1 e € > 0 suficientemente pequeno, onde a(z), b(z) e c(x) sdo fungodes reais
satisfazendo certas hipdteses. Posteriormente, um resultado de existéncia geral para (4.1)
com ¢ = 1 foi obtido em [43]. Neste artigo, o qual também trata de dimensdes maiores, é
introduzida uma mudanca de variaveis que transforma o problema numa equacao semilinear
auxiliar. Entao pontos criticos sao procurados em um espago de Orlicz associado e resultados
de existéncia sao dados nos casos de potenciais limitados, coercivos ou radiais. Em [23] os
autores também fazem uso dessa mudanca de variaveis e definem uma equacao associada a
qual eles chamam dual. Uma prova simples e mais curta dos resultados de [43] é apresentada
para potenciais limitados, a qual nao usa espacgos de Orlicz e permite cobrir uma classe
diferente de nao linearidades. Observamos que esta mudanca de varidveis nao é necessaria
em R uma vez que o funcional associado a equacao estd bem definido. Mencionamos alguns
trabalhos que estudam o problema (4.1) sem fazer uso desta ferramenta, [1], [4] e [49] entre
outros. Em [1] e [49] os autores estudam (4.3) para o p-laplaciano ou operadores mais gerais
e § = 1. Em [4] os autores estudam existéncia e concentragao de solugoes positivas para
a equagao (4.1) com h(t) = t*, p > 3. L& o potencial V : R — R é uma funcdo continua

satisfazendo as seguintes condigoes:
(V1) V e limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf V(z) = Vo > 0;

zeR
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(V3) existe um dominio limitado © em R tal que

m = ;Ielg V(z) < xle%fQV(ac).

Aqui também assumiremos que V' € C(R, R) satisfaz as condigoes (V1) — (V3), denotamos
M:={xeQ:V(z)=m}

e sem perda de generalidade podemos assumir que 0 € M. Também supomos que

h:R, — R é uma funcao localmente Lipschitz continua satisfazendo:
(hfy) existe T > 0 tal que
m o m o
MT)>mT, H(T)= ET e H(t) < §t para todo t € (0,7)

onde H(t) = [ h(s)ds.

0

Hipdteses similares sobre a nao linearidade foram usadas em [19] para o caso semilinear.
Seguindo a estratégia l4 desenvolvida, usando métodos variacionais provaremos existéncia
e concentracao de solugoes positivas para (4.1) sem assumir a condigdo de Ambrosetti-
Rabinowitz e sem exigir monotonicidade de h. Em particular melhoramos os resultados
em [4] onde h é uma poténcia pura.

A seguir estabelecemos o principal resultado deste capitulo de forma mais precisa.

Teorema 4.1. Suponha (V1) — (Va) e (h1) — (hY). Entdo existe ey > 0 tal que o problema

(4.1) tem uma solucdo positiva u, € Cpo*(R) para todo 0 < € < &, satisfazendo:

loc

(1) ue admite um ponto de mdzimo x. tal que lim. odist(x., M) = 0 e para qualquer

sequéncia £, — 0 existe xo € M e uma solugcao ug de
— " — (u®)"u+mu=h(u), u>0, ucH(R) (4.4)
tal que, a menos de subsequéncias,
T, =19 e U, (6, +x,) —ug em HYR) quando n — oo.
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(ii) existem constantes positivas C' e c tais que

us(x) < Cexp <—§(|x - a:5|)> para todo x € R.

A prova do Teorema 4.1 consiste no estudo de uma equacao semilinear obtida depois
de uma mudanga de varidveis, introduzida em [43]. A fim de provar existéncia de solugoes
para esta equacao estudamos algumas propriedades das solugoes de energia minima para
uma equacgao limite obtida a partir de (4.4) pela mesma mudanca de varidveis. Usando tais
propriedades, depois de alguns lemas técnicos encontramos uma sequéncia de Palais-Smale
limitada, em um espaco adequado para o funcional associado. Assim obtemos uma solugao
para o problema semilinear a qual nos d4 uma solucao para o problema original (4.1).

A organizagao deste capitulo é como segue: na Segao 4.2 faremos a mudanca de varidveis
e estudaremos algumas propriedades do funcional, J., associado a nova equacao semilinear
obtida de (4.1), e também do espaco onde J. estd definido. Secao 4.3 é destinada a provar que
o nivel mini-max de J. estd bem definido e converge ao nivel de menor energia do funcional
associado ao problema limite. Na Secao 4.4 provaremos a existéncia de um ponto critico nao
trivial para J. e finalmente Secao 4.5 traz os resultados que completam a prova do Teorema
4.1.

4.2 Resultados preliminares

J& que estamos procurando por solugdes positivas definimos h(t) = 0 para t < 0. Dizemos

que u € H'(R) é uma solucao (fraca) de (4.1) se
52/ (14 20/ dz + 252/ v/ |Pug da +/ V(z)updx
RN RN RN
= / h(u)pdx para todo ¢ € CZ(R).
RN
Observamos que definindo v(z) = u(ez) a equagao (4.1) torna-se equivalente a seguinte
—0" = (W)'v+V(ex)v=h(), v>0 em R. (4.5)
O funcional energia natural associado & equagao (4.5), o qual é dado por
1
I.(v) = 5/ [(1+20*)|[V')? 4 V(ex)v®] do — / H(v)dz,
R R
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esta bem definido em
H. = {U € H'(R) : / V(ex)v?dz < oo}
R

devido & imersao H'(R) — L*(R) e (V}). Apesar disto, assim como fizemos no capitulo
anterior seguindo a estratégia desenvolvida em [23], [43], [21] e [30] em um problema
relacionado para dimensoes mais altas, introduzimos uma mudanca de varidveis u = f~1(v)

onde f é uma funcao C'*™ definida por
)= (1 +220) % se t>0, f(0)=0 e f(t)=—F(—t) se t <0.
Apés esta mudanca de variaveis, a partir de I, obtemos um novo funcional
P = L) = 5 [ WP+ Viea) ] do = [ H(w)as.

o qual estd bem definido em

E. = {u € H'(R) : /RV(m)ﬂ(u) dr < oo} :

Usando as propriedades de f(t), listadas no Lema 3.4, provamos que E. é um espago vetorial

normado com norma dada por

full =l + e A {1+ [ Vi POt dof = Wl e (@0

A seguinte proposicao é crucial para provar resultados de convergéncia e a prova é a mesma

da Proposicao 3.8 uma vez que nao depende da dimensao.

Proposicao 4.2. Existe C' > 0 independente de € > 0 tal que

1+ ( /R V(ex)f*(u) dx) 1/2] (4.7)

/R V(ex) £2(u) dz < C||ul]|.

para todo u € E..

A partir deste resultado obtemos que F. é um espago de Banach e a imersao E. — H'(R)
é continua. Também verificamos que C°(R) é denso em E. (veja [21], [29], [30] e [43] para

detalhes). Além disso, gragas a continuidade da imersao de H*(R) em L*(R) vemos que o
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funcional P. é de classe C! sobre E., o que nao ocorre em geral para dimensoes mais altas

como visto no capitulo anterior. A derivada de Fréchet de P. é dada por
(P(u),p) = /RU'w’ dz + /Rf’(U) [V(ex)f(u) — h(f(u))] ¢ dz
para u, @ € FE.. Observamos que pontos criticos nao triviais para P. sao solugoes fracas para
—u" = f'(u) [p(f(u)) = V(ex)f(uw)] in R (4.8)

Assim como na Proposicao 3.7 temos a seguinte relacao entre as solucoes dos problemas

acima citados:
(i) Se u € E. é um ponto critico de P entdo v = f(u) € E. ¢ uma solugao fraca de (4.5);
(i7) Se w é uma solucao cldssica de (4.8) entdao v = f(u) é uma solugao cldssica de (4.5).

Continuamos usando a notacao A := {x € R:ex € A} para A C R e ¢ > 0 e definimos

0 se ze€(,
Xe(w) = _1
et se x ¢,

Q:(u) = (/R Xe(z)u? do — 1)i

O funcional Q. : H'(R) — R é de classe C' com derivada de Fréchet dada por

QL)) = 4 ( [t as - 1)+ [ g ds

e ird atuar como uma penalizacao para forcar o fenomeno de concentracao a ocorrer dentro
de Q. Este tipo de penalizacao foi introduzido em [20] para o caso semilinear em RY com
N > 2. Finalmente seja J. : E. — R dado por

Jo(u) = Po(u) + Q:(u).

A fim de provar existéncia de solugdo para o problema (4.1) iremos procurar por pontos

criticos para J. para os quais ). é zero. Inicialmente estudaremos o problema limite (4.4).
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4.2.1 O problema limite

Nesta subsegao estudaremos algumas propriedades das solugoes da equagao (4.4), a qual

reescrevemos aqui

"

—" — ()"v +mv=h(), v>0 em R.

Usando a mesma mudanca de variaveis f, lidaremos com solugoes classicas para o problema

—u" =g(u), lim u(z)=0 e wu(zrg) > 0 para algum 2y € R, (4.9)

|z[—o00

onde g(t) = f'(t) [h(f(t)) — mf(t)] parat > 0 e g(t) = —g(—t) para t < 0. Assim como na
Proposicao 3.7 vemos que se u € H'(R) é uma solugao cldssica de (4.9) entdao v = f(u) é
uma solugao classica para (4.4). Pelas hipdteses sobre h e Lema 3.4 vemos que a fungao g(t)

¢é localmente Lipschitz continua e satisfaz:
(1) im0 g(t)/t = —m < 0;
(¢2) para T = f~Y(T) e G(t) = [, g(s)ds vale T > 0 e

G(T)=0, g(T)>0 e G(t) <0 paratodo te (0,7). (4.10)

Em ([9], Teorema 5) os autores provaram que (4.10) é uma condigao necessaria e suficiente
para a existéncia de uma soluc¢ao de (4.9). Eles também mostraram alguma propriedades
destas solugbes no caso em que existam. Assim, pelo Teorema 5 e Observacao 6.3 em [9]

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.3. Assuma (hi) — (hY). Entdo o problema (4.9) tem uma solugio U € C*(R), a

qual € unica a menos de translagao, positiva e satisfaz:
(i) U(0) =T, U € radialmente simétrica e decresce com respeito a |x|;
(ii) U, U’ e U" tém decaimento exponencial no infinito

0<U(z)+ |U'(x)|+|U"(x)| < Cexp(—clz|) paratodo x € R;

(iii) —[U'(z)]* = 2G(U(z)) para todo x € R.
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Agora consideramos L, : H'(R) — R o funcional associado & equagao (4.9)

1
Lnu) =5 [ (VuP +mpw) do— [ H(f) do
R R
o qual estd bem definido e é de classe C'. Seja
Ey = Ly (U).

Desde que U é tinica a menos de translagao temos L,,(w) = E,, para cada solu¢ao w de
(4.9). Por um resultado de Jeanjean e Tanaka [40] sabemos que estas solugoes tem uma

caracterizagao do passo da montanha, isto é,

Lyn(w) = ¢y := inf max Ly, (v(t 4.11
(w) = & := inf max L (v(1)) (4.11)

onde I' = {7y € C([0,1], H*(R)) : 7(0) =0 e L,,(7(1)) < 0}. Usando os mesmos argumentos

de ([19], Proposicao 2) provamos o préximo resultado.

Proposigao 4.4. Eriste ty > 1 e um caminho continuo 0 : [0,t] — H'(R) satisfazendo:
(i) 0(0) =0, L,,(0(t0)) < —1 e maxieioso] Lim (0(t)) = Epp;

(i) 0(1) =U e L,,,(6(t)) < E,, para todo t # 1;

(iii) existem C,c > 0 tais que para qualquer t € [0,to] vale

10(t)(z)] + |[0(t)]) (z)| < Cexp(—cl|z|) para todo z € R.

4.3 O nivel mini-max

No decorrer deste capitulo denotamos 3 = dist(M,RN¥\Q)/10 e escolhemos uma fungao
corte ¢ € C°(R) tal que 0 < ¢ < 1, p(x) = 1 para |z| < [ e p(x) = 0 para |z| > 20.
Definimos ¢.(x) = ¢(ez) e para z € MP

Uz(z) :=p(x —z/e)U(x — z/e), x€R.
Para € pequeno encontraremos uma solucao préxima ao conjunto
X, ={U;: ze M°}.

Assim como na Observacao 3.10 vemos que X, uniformemente limitado para € em conjuntos
limitados e para cada ¢ vemos que X. é compacto em FE.. Comecemos provando uma

convergéncia uniforme.
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Lema 4.5. Temos

sup |Je(p:0(t)) — Lin(0(t))] — 0 quando e — 0.

te[0,to]

Prova. Ja que supp(p.0(t)) C Q. e supp(x.) C R\Q. segue que Q.(p0(t)) = 0 e dai
J-(p0(t)) = P-(¢:0(t)). Entao para t € (0,1y] temos

| Pe(0c0(t)) = L (0(1))]
< % A [ (00(0))" |2 = 10(t)'[* + V(ex) f*(:0(t)) — mf*(6,)] dz

n / H(f(:0(1))) — H(/(0(1)))] d.

A

Inicialmente, usando uma mudanga de variaveis e o decaimento exponencial de 6(t), 6(t)’,

obtemos

[ 10y =0y < € [ [+ (1= . expl—clal) da

para todo t € (0,to]. Agora ja que f(t)f'(t) < 27'/2 para todo t € [0, o] temos
[ Viea) £0.60) = m(o(0)| do
< [ i) —ml Peow)dem [ |Fe00) - o) a
< 20 [ [IV(ea) = mixquicasa +m(1 = oo)] expl—cla) do
Lembrando que
H(f(a+ b)) — H(f(a)) = b/o1 Fla+ sb)h(f(a+ sb)) ds (4.12)
devido & imersdo H'(R) < L®(R) e a limitacdo de {8(£)} em L®(R) segue de (hy) que
[ o800 - HEE@) < C [ 10660 - 60160 + .00 do
< 0 [ (-p)exp(~cla)) do

para t € (0,%o]. Portanto temos a convergéncia uniforme em t € [0, ]. u

Pelo Lema 4.5 existe ¢y suficientemente pequeno tal que

| Je(@<0(t0)) — L (0(to))| < =Lim(0(t0)) =1 e dal  Je(p0(t)) < —1
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para todo ¢ € (0,&p). Consideramos € € (0, ¢¢) e definimos o nivel mini-max

C. = inf max J.(v(s)),

v€le s€[0,1]

onde

I'e ={y €C([0,1], E¢) : 7(0) = 0, v(1) = p-0(t0)}-
Proposicao 4.6. C. converge para E,, quando ¢ tende a zero.

Prova. Desde que 6 : [0,t] — H'(R) é uma fungao continua provamos que 7. : [0,1] — E.
dada por
Y (8) := @.0(sty) para se€[0,1] (4.13)

é continua. Entao v. € I'; e pelo Lema 4.5 e Proposicao 4.4 obtemos

limsupC. < limsup max J.(7:(s)) = limsup max J.(p-0(t))

e—0 e—0 s€[0,1] e—0 t€[0,to]
< max L,(0(t)) = E,,.
S max (0())

Por outro lado, uma vez que o nivel do passo da montanha para a equagao (4.9) corresponde

a E,,, (veja [40]), como na prova da Proposigao 3.12 vemos que
liminf C, > E,,.
e—0

Isto completa a prova da proposicao. [
Denotando

D, := max Jz—:(’)/s(S))

s€[0,1]

onde . foi definido em (4.13) vemos que C. < D, e vale também lim._o D, = E,,.

4.4 Existéncia de um ponto critico para o funcional

associado

Como nos capitulos anteriores definimos
JY={ueE :J.(uy<a} e A":={ue€k.: in£||u—v||<E < a}
veE
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para qualquer A C E. e a > 0. Além disso, nas proximas proposicoes, para cada ¢ > 0 e

R > 0, consideramos o funcional J. restrito ao espago H]((—R/e, R/¢)) munido da norma

R/e

[vlle = 10| z2((~ Ry, rse)) + g%)\ {1 + V(ex) 2 (A ') dx} :

—R/e

Denotaremos este espago por EX. Vemos que EX é um espago de Banach e J. é de classe C!

sobre EI.

Proposicao 4.7. FExiste d > 0 suficientemente pequeno tal que se €, — 0, R, — o0 ¢
u, € X2 N Efn satisfaz

lim J., (u,) < E, e nh_)nolo HJ;n(un)H(EgLn), =0

n—o0

entao, a menos de subsequéncias, existem {y,} C R e zyg € M satisfazendo

lim |€nyn - ZO| =0 e nh_)IElo Hun - @an(' - yn)U( - yn)”ein = 0.

n—oo

Prova. A partir daqui supomos d € (0,10). Uma vez que u,, € Xgn, pela definicao de an
existe v, € X tal que

|ltn, — vnle, < d. (4.14)
Temos v,(z) = ¢., (v — z,/e,)U(x — 2z,/e,), © € R, para {z,} € MP. Sendo X.,
uniformemente limitado temos
|unlle, <C paratodo neN e de(0,10).
Pela compacidade de M”?, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que
2, — 2z em R para algum 2z, € MP. Dividimos a prova desta proposicio em cinco passos.

Passo 1: Para d pequeno temos

z+R
lim sup / lu,|*dz =0 para qualquer R > 0.
"m0 ea(m L 3) JaoR

en’2en’en

De fato, suponha que existe R > 0 e uma sequéncia {Z,} satisfazendo

Zn+R
Zn € A (Z—n b %) e lim lu,|* dz > 0.

) )
En 2€n Ep n—oo [-  p
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Uma vez que X? é uniformemente limitado para e € (0,&0) e d € (0, 10), devido & Proposicio
4.2 e & continuidade da imersiao H*(R) < L*(R) obtemos {u/,}, limitada em L?(R) e

/R uPde < C / [F2(un) + f'(u)] di < © / V() () dz + O ) [

2
< C{Hu'ann + {/ (’u;|2—|—V(€$)f2(un)) diL’] }
R
< C (Hun”en + Huann + ||un||§n) < C.

Consequentemente {u,} é limitada em H'(R). Entdo podemos assumir que €,z, — Z e
que Wy, = uy(- + Z,) — w em H'(R) para algum Z, € A(20;3/2,383) e w € H'(R). Pela
compacidade da imersao H'((—R, R)) — C(|—R, R]) temos

R R Z0tR

/ |w|2dx:nhi£10/ |*J)n|2dx:nliﬂr{>1O ] |up|* dz > 0

-R -R Zn—R
e daf @ # 0. Agora dada ¢ € C°(R) seja ¢,(x) = ¢(x — Z,), n € N. Temos ¢,z, € M* e
daf ¢, € Eli" para n grande. Jé que |[J. (un)|| grny, — O € [¢nll, < C temos

lim (J. (up), dn) = 0.

n—oo

Consequentemente, a limitagdo de supp(¢) implica que

/R (@6 + V (20) /(@) ()6 = / F1(@)h(F(@)) da.

Uma vez que ¢ é arbitraria segue que w satisfaz
— " = f(0)[h(f(w)) = V(%) f(@)] = go(@), @=0 em R (4.15)

Pelas hipdteses sobre h vemos que go é localmente Lipschitz continua, go(0) = 0 e dai devido
a ([9], Teorema 5) sabemos que a funcao go deve satisfazer (4.10) para algum 7' > 0. Assim,
Teorema 4.3 vale para o problema (4.15) e w(x) = wo(z + ¢) onde wy é radial. Entao para
Ly (zy) definido como Ly, com V(%) ao invés de m, denotamos Ey (zy) = Ly (z,)(w). Por ([11],
Teorema 2.1) obtemos @), (z) — w'(z) para quase todo ponto em A para cada conjunto

limitado A C R. Entao, usando o Lema de Fatou obtemos para R > 0 suficientemente

. R R Zn+R
_/ @'|? d g/ '|* dz < liminf/ |zb;|2d:v=hminf/ Jup,|* da.

grande
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Ja que V(Zy) > m e os niveis de energia minima para as equagoes (4.9) e (4.15) coincidem
com os niveis do passo da montanha (veja [40]) temos Ey (s > E,,. Usando item (iii) do

Teorema 4.3 vemos que
[ 1P do = Lugsy (@),

Daf obtemos .
PntR 1 1
liminf/ lul | do > §LV(5O)(U~)) > §Em > 0.

n—o0o
n—R

Por outro lado, por (4.14) temos

ZutR
/ lul |> dx < 4d?
E )

para n grande (n > ng(d)). Entao

1 Zn+R
§Em < liminf/ lul, |> do < 4d?

= Jz.—R
0 que ¢é impossivel para d € (O, \/M) Isto prova o Passo 1.
Passo 2: Definindo u,1 = @., (- — 2n/€n)Un € Upo = Uy — Up 1 temos
Je, () > Je, (un ) + Je, (Un2) + o(1) (4.16)
onde o(1) indica a quantidade que tende a zero quando n — oo.

De fato, vemos que Q.,(u,1) = 0 e Q.,(u,) = Q.,(u,2). Entdo a limitacao de {u,} e a

convexidade de f? implicam que
Jan (un 1) + Jan un 2

= J. (un) / {%n — zn/en) + 1 — e, (z — zn/gn)]2 — 1} ! |* do
+5 | V) [P ) + ) = )] da
n / H(f () — H(f (1)) — H(f(t2))] dz + o(1)

< h@dﬁéWUWﬁ—mﬂ%m—HUWMHM+dU

A fim de concluir Passo 2 precisamos estimar esta ultima integral. Temos

J 1 ) = H(S ) = ()] 0
- /A( [H (f (un)) = H(f (unn)) = H(f (un2))] de.

zn. B %)
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Escolha ¢ € CP(R) tal que 0 < ¢ < 1,9 =1 em A(0;3,25) e v = 0 em R\ A(0; 3/2,30).

Tomando ¥, (z) = ¥ (e,x — 2,)u,(x), para n grande obtemos
y+R y+R y+R
sup / lu,[*dz > sup / [ |* do = sup/ |9 |* dax.
sen(iai 2) Jion ez ) Joon 1<y

Usando Passo 1 e um resultado de Lions, veja [42] Lema 1.1, vemos que v, — 0 em LP(R)

quando n — oo para todo p € (2,00). Desde que 1, = u,, em A(z,/€n; 5/en, 23 /€,) obtemos

lim lu,|* dz = 0.
e S 2

Assim, usando o fato de que |up, 1|, |un2| < |u,| e a condi¢do (hy) vemos que dado o > 0

existe ¢, > 0 tal que

A( [H(f () = H(f (tn,) = H(f (tn2)| do

< ol|unl| g2 +ca/

lu,|* dz < Co
5 28

Zn. P 2P
en’en’en

para n grande. Logo (4.16) estd provado.

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe ng = no(d) tal que

1
Je, (U 2) > 3 {/ (|t ol + V(En) f* (un2)) dx} para todo n > ny.
R

De fato, usando (4.14) vemos que existe ng = ng(d) tal que

lunollz < NI = @en (- = 2n/En)"unlliz + [l = vlle + 11 = e, ) (e, U)ll12
< o(l)+d <2d paratodo n >mng

onde v, = ., (+ — 2 /€n)U(- — 2,/€r). Além disso, pela Proposicao 4.2 obtemos
/ V(en®) f*(tno)dz < cod  para todo n > ng
R

se ng é grande. Sendo {u, 2} limitada em H'(R) é também limitada em L>*(R). Entao por

(h1) temos
H(f(un2)) < (Vo/4) f*(unz2) + Cf*(unp).
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Gragas & imersao H'(R) — L*(R) e (V}) vemos que

AHuwm»siévwwﬂwamwc{AU%ﬁ+v&wﬁmm)mr.

Assim segue que

i /R V(ena) f*(tnz2) dz — O f (un2) |3

1
Terltnz) 2 3ol +

1 1
> <§ - C(Qd)Q) lup, o172 + (Z - C(cod)> / V(ent) f2(tne) dz
R
para n > ng. Isto prova Passo 3 para d > 0 pequeno.
Passo 4: Temos lim,,_o J., (Un1) = En € 290 € M.

Com efeito, seja wy, := u,1(- + 2,/€,). Extraindo uma subsequéncia se necessario podemos
assumir que w, — w em HY(R), w,(z) — w(z) para quase todo z € R e w, — w em
L*((0,1)). Como visto no Passo 8 usando (8) e (11) do Lema 3.4 e (4.7) segue de (4.14) que

Vi 1 1
gﬁfMMWM—%/mem

< VO/ A (w, — e, )de/V(SnI)fQ(Uml —v,)dx
R
< 2/ V(en) [f2(un — vp) + f*(un2)] dz < cod

para n grande. Sendo . U = U em [0, 1] para n grande, obtemos

/f2 )dx = lim 1f2(wn dx>c/ fA(U)dz —cd >0
n=eeJo
para d pequeno. Consequentemente w # 0. Além disso, para qualquer r > 0 segue que
Un1 (T + 2p/en) = un(x + 2,/e,) em  (—r,7)
para n grande. Entao, como no Passo 1 vemos que w satisfaz
—w" = f(w) [h(f(w)) = V(z0)f(w)], w>0 em R,

Agora devemos considerar dois casos:

z+1
Caso 1: lim sup/ lw, —w|*dz = 0.

N0 zeR Jz—1
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z+1
Caso 2: lim sup/ lw, —w|*dz > 0.

= 2eR Jz—1
Se Caso 1 ocorre temos w, — w em LP(R) para todo p € (2,00). Por (h;), (4.12) e a

limitagao de ||wy || vemos que dado o > 0 existe C' = C(o) tal que
1) = @) < [ o, = ol [ (ul+ ) + € (ol + = wf)] da
< co +C ([lwn —wlzs + wn —wl}s) < (c+ 1o

para n grande. Assim

/RH(f(wn))dxH/RH(f(w))dx quando n — 0. (4.17)

Agora se Caso 2 ocorre existe {Z,} C R tal que

Zn+1

lim lw, — w|*dz > 0.
e
J& que w,, — w em H'(R) temos
|2, — 0. (4.18)
Portanto . .
Zn+1 Zn+1
lim lw*dz =0 edai lim lw,|* dz > 0.
n=oe Jz,—1 n=ee Jz,—1

Sendo w, () = e, ()u,(x + z,/e,), é facilmente visto que |Z,| < 35/e, para n grande. Se

|Z.] > B/2e, para alguma subsequéncia pelo Passo 1 teriamos

n—oo Sn—1 nﬁoozEA(z—n' B 38 21

en'2en’en

Zn+1 z+1
0 < lim lw,[*dz < lim sup / lu,|*dz = 0
)

o que é impossivel. Entao |Z,| < 3/2¢, para n grande. Podemos assumir que
Enin — 20 € Upi(-+ 2n + 2n/En) — W,
e vemos que |Z| < 3/2 e w € H*(R)\{0}. Entao, dado 7 > 0 temos
Upa (- 4 2n + 2n/en) = Un(- + 20 + 20 /€n) em  [—r,7]
para n grande. Consequentemente como no Passo 1 segue que w satisfaz
—" = fi(0) [h(f(w)) — V(2 + 20) f(w)], @>0 em R.
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Andlogo ao Passo 1, (4.18) nos leva a uma contradi¢ao com (4.14) se d > 0 é suficientemente
pequeno. Portando Case 2 nao ocorre e dai Case 1 é véalido. Agora por ([11], Teorema 2.1)
vemos que w,,(x) — w'(x) para quase todo ponto em R. Entao por (4.17) e Lema de Fatou

temos

liminf J., () = lim inf {%/R [|w),[? + V(enz + 2,) f*(wy)] dz — /RH(f(wn)) dx}

> 5 [ TP+ Ve fw)] do— [ H(w) s
> Ly (z)(w) = Ey(z) = Enn.

Por outro lado, ja que lim,_, J:, (u,) < Ey, e Je, (uy2) > 0 devido a (4.16) temos

limsup Jz, (1) < Ep.

n—oo

Entao Ey () = En e limy, o0 Je, (Un,1) = By, Além disso, gragas a caracterizacao do passo
da montanha para as solugoes de energia minima e a Proposi¢ao 4.4 vemos que a > b implica

E, > E}. Logo V(z9) = m e isto conclui a prova do Passo 4.
Passo 5: Conclusao

Pelo Passo 4 temos

lim [ [[w),]> + V(enz + 2,) f*(wn)] dz = / (Jw'|* + mf?*(w)) dz.
R R

n—oo

Desde que w é uma solugao para (4.9) existe ¢ € R tal que w = U(-—(). Temos wy,(x) — w(z)

e w!,(x) — w'(z) para quase todo ponto em R o que implica nas seguintes convergéncias
/ lw! [* dz — / lw'|? da, / V(enx + 20) f2(w,) dov — / mf?(w) dz
A A A A
e / V(enz + 20) f2 (o, (v — Ow) dz — / mf?(w) dx
A A
para qualquer A C R. Entao dado o > 0 existem R > 0 e nyg € N tais que

/ V(enz + 2n) [£*(wn) + (¢, (z — Q)] do < %
{la>R)

para todo n > ng. Por outro lado, devido & convergéncia w,, — w em L?*((—R, R)) obtemos

R
/ Vienz + 20) f2(wy, — e, (x — Ow)da < para todo n > ng
-R

ol Q
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para ng grande. Isto implica
/ Vienz + 20) f2(wy — e, (x — Qw)dr < o para todo n > ny.
R
Pela definigao de ||| - |||, (veja também Observagao 3.10) obtemos

ltny = e, (- = C = za/en)w(- = 2n/en)lle, — 0.

Agora seja y, = z,/e, + (. J& que w/,(x) — w'(x) para quase todo ponto em R e
|w! ||z — [|w']|z2 pelo lema de Brezis-Lieb (veja [12]) segue que w!, — w’ em L*(R).

Consequentemente [u,1 — ¢, (- — yo)U(- — y,)]" = 0 em L*(R). Entao
[tng = @2, (- = yn)Uo(- = yn)llz, = 0 quando n — oco.
Por outro lado, usando Passos 2,3 e 4, vemos que

1
E, > lim J. (u,) > E,, + glimsup/[]u;m‘? + V(enx)f2(un,2)] dz,
R

n—00 n—00
o que implica que ||uy2||., — 0 e completa a prova. [ ]

Observamos que o resultado da Proposicao 4.7 vale para dy > 0 suficientemente pequeno
independente das sequéncias satisfazendo as hipdteses. Temos entao o seguinte corolario,

cuja prova é a mesma do Corolario 3.14.

Corolario 4.8. Para qualquer d € (0,dy) existem constantes wy, Ry, €4 > 0 tais que
| J2(u)||(gry > wa  para qualquer w € EF N JP N (X2\XT), R> Ry e € € (0,eq).

Os proximos lemas sao necessarios para obter uma adequada sequéncia de Palais-Smale

em ET.
Lema 4.9. Dado )\ > 0 existem €y e dy > 0 pequenos o suficiente tais que
J.(w) > E, — X paratodo uecX® e e¢€(0,¢g).

Prova. Para u € X, temos u(z) = p.(z — z/e)U(z — z/¢), x € R, para algum z € M”. J4
que L,,(U) = E,, por (V3) temos

M)~ E, > / [((@UYP = [UP) +m (F(0el) — F2U))] da
- / H(f () — H(F(U))] da
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independente de z € M?. E facilmente visto que .U — U em H*(R) quando e — 0. Entao

usando (4.12) vemos que existe g9 > 0 tal que
A
J(u) — Ep, > —5 Dpara todo ve X, e €€ (0,¢e).

Agora, se v € X? existe u € X_ tal que ||u —v|. < d e podemos escrever v = u + w com

||lw]le <d. Como Q.(u) =0 temos

2
- / (H(f(u+ w)) — H(f(u))] d.

L) = L) > L / [[(u+ w) P — [/ + V) (2t w) — f(u)] de

Por (4.7) e Lema 3.4 obtemos

/R Vien)|f2u+w) — fu)]dr < / Vier) |f(u+w) — fu)]|flu+w) + f(u)] dz

{lwl<1}

+/ V(ez) | fA(u+w) — f(u)| do
{lw|>1}

A
< C(lflwll? + [wl]|.) < Cd < 5

desde que d seja pequeno. Com argumentos ja usados anteriormente vemos que existe dy > 0

pequeno tal que
A
J-(v) > J-(u) — 5> E,—X paratodo veE X® e e (0,¢)

0 que completa a prova. [ ]

Seguindo Corolério 4.8 e Lema 4.9, fixamos dy > 0, d; € (0,dy/3) e correspondentes
w >0, Ry > 04 g9 > 0 satisfazendo

|J.(u)||(gry > w paratodo u€ EfNJP N (XP\XM) e

4.19
J.(v) > E,,/2 paratodo ue X% (4.19)

para qualquer R > Ry e € € (0,e0). Assim obtemos o seguinte resultado.

Lema 4.10. Eziste o > 0 tal que
|s —1/to] < implica 7.(s) € X para todo ¢ € (0,&),
onde 7. € dado por (4.13).
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Prova. Inicialmente observamos que
lesvlle < [[(wev)llrz + llvllr2 {1+/V(6x)f2(||v||23¢sv) dx}
R

< et gl + ol (14 sup V(o))

< Colv|lgr paratodo e€ (0,50) e ve HY(R).

J& que a fungao 0 : [0,t)] — H'(R) dada pela Proposigao 4.4 é continua e (1) = U existe
o > 0 tal que p

t—1<o = [|0@t)=Ulm < —.

Co
Entao se [stg — 1| < o, o que significa |s — 1/ty| < o/t =: a, esta desigualdade nos leva a
=(8) = @Ulle = [lp:[b(sto) = Ullle < Collf(sto) = Ull < dv  para e € (0, ).

Ja que p.U € X, temos 7.(s) € X4, ]
Lema 4.11. Para o dado no Lema 4.10 existem p > 0 e €9 > 0 tais que

Jo(Ve(s)) < Epy —p  para todo €€ (0,0) e |s—1/ty] > a

Prova. Pela Proposicao 4.4 temos L,,(0(t)) < E,, para qualquer t # 1. Logo existe p > 0

satisfazendo
L,(0(t)) < E,, —2p paratodo te€[0,t)] talque [t—1|>toa.
Por Lema 4.5 sabemos que existe ¢y > 0 tal que

sup |Jo(p0(t)) — Ln(0(t))] <p para e € (0,¢).

te(0,to)

Dai para [t — 1| > toa e € € (0,&y) obtemos
Je(@el(t)) < Lin(0(2)) + [Je(00(t)) — L (0(2))] < B =20+ p = Ep — p
o que completa a prova. ]

Proposigao 4.12. Para ¢ > 0 pequeno e R > 0 grande existe uma sequéncia {uf} C
EEN X% N JPe tal que J (ult) — 0 em (Ef)/ quando n — 0.
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Prova. Supondo que a afirmacao da Proposicao 4.12 nao vale e usando argumentos de
deformagao como na Proposigao 5.9, gracas a (4.19) e aos Lema 4.10 e Lema 4.11 vemos que

para € > 0 pequeno e R grande existe 72 € T, satisfazendo

C. < max J.(7:°(s)) < Ep, —miny p, ,
s€[0,1] 2

o que é uma contradicao com Proposicao 4.6 e completa a prova. [ ]

Proposicao 4.13. Para € > 0 suficientemente pequeno existe um ponto critico u. €
Xgo N JP= de J..

Prova. Pela Proposicao 4.12 existem gg > 0 e Ry > 0 tais que para cada R > Rye e € (0,£¢)
podemos encontrar uma sequéncia {u,}, C Ef N X% N JP: satisfazendo J.(u,) — 0
em (Ef)/ quando n — oco. Uma vez que {u,}, é limitada em E® vemos que é também
limitada em HJ((—R/e, R/e)) com a norma usual. Dai podemos assumir que u, — u em
H}((—=R/e,R/¢)), up, — uw em L"((—R/e, R/¢)) para r = 2,4 e u,(z) — u(z) para quase
todo ponto em R onde u = u.,g. Porque || J.(u,)||(gry — 0 vemos que u ¢ uma solugao nao
negativa para

R/e

—u’ = f'(u) [o(f(u)) = V(ex)f(u)] — 4 (/

Xa|u|2d:p—1) Xeu em (—R/e, R/e).
—R/e

.
(4.20)

Entao u, — u em H}((—R/e, R/€)) o que implica
/ [Jup, — /| + V() f*(un, — u)] dz — 0 quando n — oo
B(0,R/e)

e daf u,, — u em E.. Logo u € X% N JP=. Devido a limitagao de {u. p} em H'(R) obtemos
lue gl < Cp para todo R > Ry e € € (0,69). Entao por (h;) e Lema 3.4 existe C' > 0
dependendo de Cj tal que

—u" < Of'(u)f(u)? < Cu em (—R/e,R/e).
Logo, por ([32], Teorema 9.26) existe Cy = Cy(N, C) tal que

sup u < Co ||ul| 25,2, paratodo yeR. (4.21)
B(y,1)
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Devido a limitacao de {||ucrllc} e {Je(uer)} obtemos {Q.(u. )} uniformemente limitada

em R > Ryec e (0,60). Entao existe C7 > 0 tal que

/ uz g|* dz < 5/ Xe|ue r? do < eCy (4.22)
{lz|=Ro/e} R

para qualquer R > Ry e ¢ € (0,e0). Entao para gy suficientemente pequeno e ¢ € (0, &)
fixado, segue de (4.21), (4.22) e (hy) que

h(f(usr(z))) < %f(ugﬁ(:v)) para todo |z| > % +2 e R>R,.

Entao depois de alguns célculos obtemos

lim [Jul g)* + V(ex) f*(ue,p)] dz =0 (4.23)
A—oo JrRN\B(0,4) 7
uniformemente em R > Ry. Tomamos R — oo e denotamos uy = . g,. Podemos assumir
que up — u. em H'(R) quando k — co. J4 que uy, é uma solucao para (4.20), usando (4.23)

e ([11], Teorema 2.1) vemos que

/|u;€|2dx—>/|u’5|2dx e /V(sa:)f2(uk—u5)dx—>0
R R R

quando £ — oo, a menos de subsequéncias. Consequentemente u; — u. em FE. o que implica

que u. € X% N JP= e J/(u.) =0 em E.. Isto completa a prova. u

4.5 Prova do Teorema 4.1

Até este momento provamos a existéncia de um ponto critico para J., u. € X% N JP=,
para € € (0,g9) com g9 > 0 e dy > 0 suficientemente pequeno. Também temos u. > 0 e

Je(ue) > (Epn/2) o que implica u. # 0. A fungao u. satisfaz

= () [h(f(ue))—V(sx)f(ue)]—4< / xe\UI2d$—1> v em R (4.24)

+

1,
loc

Ja que u. € C,)7(R), pelo principio do maximo temos u, > 0. Além disso, por (h;) e (4.24)
vemos que existe p > 0 tal que ||ucl[z~ > p para ¢ > 0 pequeno. Observamos que pela
Proposicao 4.7 existe {y.} C R tal que ey. € M?’ e para qualquer sequéncia ¢, — 0 existe

20 € M satisfazendo
€nYe, — 20 € Husn — e, (- — yen)U(' - ysn)Hsn — 0,
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e dai

e, (- + ye,) — Ullzr — 0.

Consequentemente, dado o > 0 existem A > 0 e g9 > 0 tais que

sup / u?(xr +y.)dr < o. (4.25)
{lx[>A}

€€(0,e0)

Denotando w. = u.(- +v.), a equagao (4.24) e a limitacao uniforme de {u.} em L>®(R") nos
fornecem

—w! < Cw, em R.

Assim, de ([32], Teorema 8.17) existe Cy = Cp(C') tal que

sup  we(z) < Co [|wellp2(y—2,y42) Paratodo ye€R.
(yfl’y+1)

A partir desta desigualdade e por (4.25) obtemos lim,— we(z) = 0 uniforme em e. Daf

podemos provar o decaimento exponencial de w,
w:(r) < Cexp(—clz|) paratodo z€R e e€(0,¢e)
para algum C,c > 0. Agora consideramos (. € R um ponto de maximo de w.. Ja que
w-(r) = 0 quando |z| —> o0 e |w:ew >p paratodo e € (0,ep)

concluimos que {(.} é limitada em R. Entao obtemos z. := (. + y. um ponto de méximo

para u. e o seguinte decaimento exponencial vale
us(x) = we(r —y.) < Cexp (—clr —x.|) paratodo z€R. (4.26)

Dai Q. (u.) = 0 para € pequeno e u. é um ponto critico para P.. Pela Proposi¢ao 3.7 temos
v. = f(u.) uma solucao positiva para (4.5). Desde que f é crescente, x. é também um
ponto de maximo para v.. Além disso, pela escolha de {y.} para qualquer sequéncia &, — 0

existem zy € M e (y € R tais que
Csn - CO? EnTe, — 20 € ||u€n(' + xen) - U( + CO)HH1 - 07 (4'27)

a menos de subsequéncias. Observamos que U(- + (o) ¢ também uma solucao de (4.9) e daf
vo = f(U(- + (p)) é uma solugao de (4.4). Temos

Hvsn(' + Ien) - UO”%JI < 2||Uan(' + xan) - U(' + CO)Hill
2 / F (e (@ + 20,)) — F (U + )PV @ + )P de
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e por (4.27) e pelas propriedades de f temos
v, (- +z.,) — vy em H'(R) quando n — oco.

Até aqui provamos que, para £ pequeno, U.(x) := v.(x/e) é uma solugdo para a equacao

quase-linear (4.1) e satisfaz (i) — (i7) no Teorema 4.1 com ponto de méximo . = ex..
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CAPITULO 5

SOLUCOES DO TIPO
“MULTI-PEAK”PARA EQUACOES
QUASE-LINEARES

5.1 Introducao

Neste capitulo consideramos uma classe de equacoes elipticas quase-lineares da forma
— & Au— E2AWHu+ V(z)u = K(x)h(u), u>0 em RY (5.1)

onde € > 0 é um parametro real pequeno e N > 3. Nosso objetivo é provar a existéncia de
solugbes do tipo “multi-peak”. Solugdes de equagoes do tipo (5.1) est@o relacionadas com

existéncia de solugoes do tipo ondas estacionarias para equagoes quase-lineares da forma

2 0 = A+ W s — (P — A p()o (1) (5.2)

onde ¢ : R x RY — C, k é uma constante positiva, W : RY¥ — R é um potencial
dado e n,p : RT — R sao fungoes adequadas. Equagoes Quase-lineares da forma (5.2)
aparecem em varias areas da fisica em correspondéncia com diferentes tipos de fungoes p.
Para motivagdes e desenvolvimentos de aspectos fisicos citamos [21] e referéncias 14 contidas.

Aqui consideramos o caso p(s) = s.
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Neste capitulo assumimos que o potencial V : RY — R é uma funcao continua

satisfazendo as seguintes condigoes:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf V(z)="V,>0;

zeRN

(VJ) existem | dominios limitados €/ em R¥ cujos fechos sao disjuntos tais que

;= inf V inf V =1,...,1.
m] xléle (‘T) < xgalm (il'), J ) 9

A partir daqui usaremos a seguinte notacgao:
!
M;={ze? :V(z)=m;}, M= UMj, Q= UQJ e m = max m,;.

. . 1<y<l
J=1 J=1

Enfatizamos que além da condi¢do (V) nao requeremos nenhuma condigao global sobre o
potencial.

Supomos que a fungao K € C(RY,RT) N L>®(RY) e satisfaz:
(k1) existe z; € M; tal que K(z;) = max,cgy K () para todo j € {1,...,1};
(k2) ko = inf,eq K (z) > 0.

Para h : R™ — R™ supomos que é uma funcao continua que satisfaz:

(h%) para g = 2(2*) — 1 vale

(h%) existe to > 0 tal que

t
H(ty) > ﬁt% onde H(t) :/ h(s) ds.
2k 0

Hipdteses similares sobre a nao linearidade foram usadas em [16] para o caso semilinear e
K constante igual a um. Seguindo a estratégia 14 desenvolvida provaremos existéncia de

solugbes do tipo “multi-peak”’para (5.1), mais precisamente, solugdes que se concentram
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nos distintos ("%, sem assumir a condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz e a monotonicidade da
fungao h(t)/t. Além disso permitimos ¢ = 2(2*) — 1. Mencionamos também [46] e referéncias
14 citadas, onde estuda-se existéncia e concentracao de solugoes do tipo “single-peak”para
a equagao semilinear com hipoteses mais gerais sobre as fungoes V' e K mas considera-se h
uma poténcia pura ou uma fungao satisfazendo a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz e tal
que h(t)/t é mondtona.

A seguir apresentamos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 5.1. Suponha (V1) — (Va), (k1) — (ka) e (h1) — (R). Entao existe ¢g > 0 tal que
o problema (5.1) tem uma solugio positiva u. € Co*(RN) N L=(RN) para todo 0 < & < &,

loc

satisfazendo as sequintes propriedades:

i) u. admite | pontos de mdzimo local x! tais que lim._dist(2Z, M) = 0 e para cada
€ € J

sequéncia e, — 0 e j € {1,...,1} existe x; € M; e uma solugdo u; de
— Au— A(u®)u+myu = h(u), u>0 uecHRY) (5.3)
tais que, a menos de subsequéncia,
;e ue(en-42l ) —u; em HYRY) quando n — oco.

(i1) existem constantes positivas C' e ( tais que

us(x) < Cexp ¢ min (|Jz —2|) | para todo x € RY.
£ je{l,l}

5.2 Resultados preliminares

Ja que estamos procurando solugoes positivas é conveniente definir h(t) = 0 para t < 0.
Dizemos que v € HY(RY) N L° (RY) ¢ uma solucio (fraca) de (5.1) se

loc

52/ (14 2u*)VuVepdr + 282/ \Vu|2ug0dm+/ V(z)updx
RN RN R

N

(5.4)
= K(z)h(u)pdz paratodo ¢ € C(RY).
RN
Observe que definindo v(x) = u(ex) a equagdo (5.1) torna-se equivalente a
— Av— A(W*)v +V(ex)v = K(ex)h(v), v>0 in RY. (5.5)
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O funcional energia natural associado a (5.5), a saber

I.(v) = %/]RN [(1+20%)|Vo]* + V(ex)v?] dz — » K(ex)H(v) dz,

nao estd bem definido em H'(RY) por causa do termo (1+2v?)|Vov|%. A fim de superar este
problema, como fizemos nos capitulos anteriores, seguindo uma estratégia desenvolvida em
23] e [43] num problema relacionado, introduzimos uma mudanga de varidveis u = f~'(v)

onde f é uma funcao C'*° definida por
P =0+220) " se t>0, f0)=0 e [f(t)=—Ff(—t) se t <0.

No Lema 3.4 temos algumas das propriedades da funcao f(¢). Apds esta mudanca de

variaveis, a partir de I, obtemos um novo funcional

P = L) = 5 [ [V + Vien) ] do = [ K(enH(Gw)de,

2 RN

o qual esta bem definido sobre o espaco

E. = {u c H'(RY) : /RN V(ex)f*(u)dzx < oo} .

Vemos que E. é um espaco de Banach munido com a norma
llu|lc == |[Vul|2 + inf A {1 +/ V(ex) f2(\ 1) dx} = ||Vulls + |||u|e (5.6)
A>0 RN

e que a imersao F. — H'(RY) ¢ continua. Além disso, o espago C°(RY) é denso em E.
(veja [21], [29], [30] e [43] para detalhes). Observamos que pontos criticos nao triviais para

P. sao solugoes fracas para
— Au = f'(u) [K(ex)h(f(u)) = V(ew) f(u)] em RY. (5.7)

Assim como na Proposigao 3.7 temos a seguinte relagao entre as solugoes dos problemas

acima citados:
(1) Se u € E. é um ponto critico de P. entao v = f(u) € E. é uma solugao fraca de (5.5);
(77) Se u é uma solugao classica de (5.7) entao v = f(u) é uma solugao classica de (5.5).
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Definimos

0 se ze. ; 0 se ze
XE(‘I) = —1 Y Xe(x) = -1 5
el se x¢ Q. et se x ¢

para j=1,...,le

Q= ([ etntar—1) @ =( [ wontas-1)

Os funcionais Q., Q7 : H}(RY) — R sao de classe C'. Q. possui derivada de Fréchet dada

- (@0 =4 ([ venar=1) [ e ds

e de forma andloga temos as derivadas de Q7 para j = 1,...,l. O funcional Q., o qual foi
introduzido em [20], atuard como uma penalizagao para forgar o fendmeno de concentracao

a ocorrer dentro de . Finalmente sejam J., J? : E. — R dados por
J(u) = P(u) + Q.(u), J(u)=P.(u)+Q(u), j=1,...,1

Buscaremos pontos criticos para J. para os quais Q). é zero.

5.2.1 Propriedades do funcional

Assim como na Proposicao 3.5 vemos que existe C' > 0 independente de € > 0 tal que

1+ ( /R V)P dx) 1/2] (5.8)

para todo u € E.. Mais ainda, neste caso também o funcional P. satisfaz as seguintes

[ VD < il

propriedades:

(i) P. é continuo sobre E..

(17) P. é Gateaux diferencidvel sobre F. e para cada ¢ € E. temos
(P(u)p) = | VuVedz+ [ f(u)[V(ex)f(u) = K(z)h(f(u)] ¢ do.
R R
(7i1) P! é continuo da topologia da norma de E. para a topologia fraca-* de E’, i.e. se

u, — u fortemente em E. entao

(Pl(un), p) = (Pl(u),) paracada ¢ € E..
Nos concentraremos agora no problema limite, cujas solugoes e suas propriedades sao de
fundamental importancia para a obtencao das solugoes que estamos buscando.
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5.2.2 O problema limite

Nesta subsecao estudaremos algumas propriedades das solugoes do problema limite (5.3), o

qual reescrevemos aqui
—Av — Ao+ V(z)v=K(z)h(v), v>0 em RY j=1,...,1L
Usando a mesma mudanca de varidveis f, faremos isto estudando o problema
—Au=gj(u), u>0 em RY, (5.9)

onde g;(t) = f'(t) [K(z;)h(f(t)) — V(z;)f(t)] para t > 0 e g(t) = —g(—t) para t < 0. Como
na Proposigao 3.7 vemos que se u € H'(RY)NL>*(RY) é uma solugio de (5.9) entdao v = f(u)
é uma solugao de (5.3). Pelas hipdteses sobre a funcao h e Lema 3.4 verificamos que a fungao

h(f(t)) é continua e satisfaz:

(h1) Timy o+ f'(8)R(f(t))/t = 0;

(hy) para p = (q—1)/2 = 2* — 1 vale limy_o, f'(t)R(f(t))/t? = 0.

Entao as propriedades de f(t) implicam nas seguintes para a funcao g;(t):
(1) limeg g;(8)/t = =V (z;) = —my;

(92) limyy—oo |g;(£)1/[E]" = 0;

(95) G;(f(to)) > 0 onde G;(t) = [y g;(s) ds.

Assim, devido a [9] sabemos que o funcional L., : H'(R") — R dado por

1
L.,(u) = 5/ (IVul? + V() f2(w) do— K(z) [ H(f(u)) da
RN RN
estd bem definido e é de classe C'. Para cada j = 1,...,[ seja

E,.

J

:=inf {L.,(u) : u € H'(R")\{0} é uma solucdo de (5.9)}.

Por uma solugao de energia minima de (5.9) entendemos um minimizante para E,,. Ainda

devido a [9] temos o seguinte teorema.
Teorema 5.2. Assuma (g1) — (g3). Entdo
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(i) o problema (5.9) tem uma solugdo de energia minima positiva U € C*(RY) N H'(RY) a

qual € radialmente simétrica e mondtona com respeito a r = |x| € [0, 00);

(ii) cada solu¢ao u de (5.9) satisfaz a identidade de Pohozaev
Viz:
/ Vul*dz = 2*/ Gj(u)dxr = 2*/ {K(zj)H(f(u)) — ﬁfQ(u) dz.
RN RN RN 2
Por um resultado de Jeanjean e Tanaka [41] sabemos que as solugoes de energia minima

tem uma caracterizagao do passo da montanha, isto €,

L. (U)=E,, = inf max L. (y(t))

~v€l'; t€[0,1]
onde I'; = {v€C([0,1], H{(RY)) :7(0) =0e L., (v(1)) < 0}. Além disso, os autores
provaram que para cada solucao de energia minima positiva U existe um caminho vy € I tal

que y(t) > 0 em RY para t > 0 satisfazendo U € v([0,1]) e
max L. (y(t)) = L.,(U) = E.; e L.(y(t) <L, (U) para ~(t)#U. (5.10)

t€(0,1]
Combinando os resultados de [9] e [18] vemos que qualquer solu¢do de energia minima
tem sinal constante e é, a menos de translacao, radialmente simétrica com respeito a
r = |z| € [0,00). Consideramos S; o conjunto das solugoes de energia minima positivas

de (5.9) que sa@o radialmente simétricas e entao

U(0) = nﬂ@xU(m) para qualquer U €8S, j=1,...,1L

Assim como visto no Capitulo 3, temos que S; é compacto em H'(RY) e que existem

constantes positivas C, ¢ independentes de U € S; e j = 1,...,[ satisfazendo

U(x) + |VU(z)| < Cexp(—c|z]) paratodo z€RY, Ue€S,;. (5.11)

5.3 O nivel do Passo da Montanha

Fixando Z; € S; definimos Z;;(z) = Z;(z/t) para x € RY e t > 0. Pela identidade de

Pohozaev temos

tN—Z
Lz = S5 [ VZPa =t [ Gz
tN_2 tN
= —— Z;|*d
tN_2 tN
- ( 5 —§> NE,. (5.12)



Assim, para cada j € {1,...,[} existe T; > 1 tal que
L.,(Zj;) <—2 para t>T. (5.13)

Usando a condigao (hj) vemos que é possivel escolher 3 < dist(M, RY\Q)/10 pequeno o

suficiente tal que
V(z)
2k

Escolhemos uma fungao ¢ € C(RY) tal que 0 < ¢ < 1, ¢(z) = 1 para |z| < B e p(x) =0

H(ty) > t2 paratodo x € M. (5.14)

para |z| > 23, com o(x) < p(y) se |y| < |z|. Definimos ¢.(z) = p(ex) e para & € Mf e
U;jeS;,7=1,...,1,
!
U () =Y ez — & /e)Uj(x — € fe), xRV

J=1

Para € pequeno iremos procurar solugoes préximas ao conjunto
X, = U e Ml Ujes
e — e : g € 70 J < J(-

Assim como no Capitulo 3 vemos que X, é uniformemente limitado para € em intervalos
limitados e para cada ¢ > 0 temos X. compacto em E.. Definimos agora algumas funcoes

as quais faremos referéncia em véarios pontos deste capitulo. Para j € {1,...,l} seja

. (@ —z;/e)Z(x — zj/e), se 0,75
i (0)](@) = @e( /€)Zj4( /€) t€(0,7}] (5.15)
0, se t=0.

Lema 5.3. Temos

sup |P.(72(t)) — L.,(Z;4)| = 0 quando & — 0.

te [O,Tj]

Prova. Para t € (0,7}] vemos que

PO - L@l < 5| [ (V02308 - 192, da
+ %/RN |V(ex + 2) f*(p:Zja) — myf*(Zj4)| do
[ Ko+ ) HU (0. 230) — KGR0 d
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Inicialmente, usando uma mudancga de varidveis e o decaimento exponencial de Z;, vemos

V(6eZy0) — VZj [ de < C / [TV 4+ TN2(1 = . (T3))?] exp(—2cla]) da

RN RN

para todo t € (0,7}]. Agora, j& que ff' < 272 em R, para t € [0,T}] obtemos
/RN V(ex + 2) f2(peZia) — mif*(Z5)| da

< /RN V(ex + z) — my| f2(peZj4) da + my /RN |2 Zs) — [2(Z54)| d

<220 [ [IVer +5) = mgacana + (1 - 9] exp(—clol )
Para a tltima integral, usando (h;) — (hy) temos

[V o+ 2D 230) = K H((Z,0)|da

< [ K (en+ ) = Ko xmcans expl—clal/to) do
() [ e.Z30) = B0 do

Relembrando que do teorema fundamental do cédlculo temos

H(f(a+b)) — H(f(a)) = b/o F(a+ thYh(Fla+ th)) dt, (5.16)

por (h1) — (hy) obtemos para t € (0,7}]

| U e20) - BN s <€ [ (1= 020 (Ziu+ 257 da

<[ (=)o (/T de

Portanto P.(7Z(t)) — L.,(Z;,) uniformemente em ¢ € [0,T;] quando & — 0. m
Notemos que QI(7Z(t)) = Q-(¥2(t)) = 0 para todo ¢t € [0,T;] e j = 1,...,1. Por (5.13) e
Lema 5.3 existe €9 pequeno tal que
‘P€<’Yg(TJ>) - LZj (ZJ',TJ')’ < _sz (ZJ,Tj) -1
e dal JI(7.(T;)) < —1 e J.(7(T;)) < —1 para todo € € (0,g9) e j = 1,...,l. A partir de

agora consideraremos € € (0,&g). Definimos entao o nivel mini-max para J? por

C? = inf max Jj(W(t»?

3 - 3
’YEF‘; tE[O,Tj]
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onde
Il ={yeC([0,T}], E.) : 7(0) = 0, %(T}) = +L(T))}.
Finalmente seja F = 22:1 E. epara s = (s1,...,5) € T := [0,T1]x,..., x[0,T}] sejam

Ye(s) = Y01 7i(s) e
D, = max J-(7=(s))- (5.17)

Proposicao 5.4. Usando as notagoes acima temos os sequintes resultados:
(i) lim._D. = E;
(i) limsup, o maxsecor J-(7:(s)) < E := max{E — B, .j=1...1} <E;
(i) liminf. o C? > E. , para j =1,...,1.

Prova. Devido a (5.12) e Lema 5.3 obtemos

N-2 4N
i s A = g L) = s (5 = 57 Vs = B
Desde que supp(7Z(s;)) Nsupp(vi(s;)) = 0 para i # j, temos P:(7:(s)) = 22:1 P.(vi(s;))
para s = (s1,...,5). A partir disto deduzimos que (i) e (ii) valem. A prova de (iii) segue
0s mesmos passos que na Proposi¢do 3.12 uma vez que K(z;) = maxgy K(z) para todo
g=1,...,L [

Na proxima secao, através de alguns lemas técnicos, provaremos a existéncia de um ponto

critico nao trivial para o funcional J. pertencente a uma vizinhanca de X..

5.4 Existéncia de um ponto critico para o funcional

energia

Como nos capitulos anteriores denotamos
JY={ueE. :J.(u)y<a} e A*:={u€E.: in£]|u—vH€ < a}
ve

para qualquer A C E. e a > 0. Além disso, nas proposicoes seguintes para qualquer € > 0 e

R > 0 consideraremos o funcional J; restrito ao espago Hj(B(0, R/¢)) munido da norma

vl = IVUllL2Bo,r/e) + ;I;E/\ {1 + / V(ex)f2(\ 1) dx} .
B(

0,R/¢)
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Denotaremos este espago por EX. Vemos que EX é um espaco de Banach e J. é de classe C*

em ER.
Proposicao 5.5. Sejam &, — 0, R, — o e u, € X N E" tais que

lim J. (w,) E e lim |, ()] gy = 0.

n—oo n—oo

Entao, para d > 0 pequeno existem {yl}, CRYN, & € M; e Uj € 8; satisfazendo
!
lim eyl =€ =0 e lm fug =Y e, (- =400~ )], =0,
j=1

a menos de subsequéncias.

Prova. Pela definicdo de X¢ , para cada n € N existe v, € X., tal que |ju, — vy, < d

onde v, = Zé.:l e, (- — & Je)Ujn(- — & Je,) com {Ujn}n C S;e {&}, C /\/lf Pela

B
YR

HYRY), U;,(x) — U;(x) para quase todo ponto z € RY e & — & em RY quando n — oo

compacidade de S; e M'’, a menos de subsequéncias podemos assumir que U;,, — U; em

para algum U; € S; e & € Mf Temos

| V) (el = /2 Uil = €/20) = Uita = €)/20)

<supV(z) | [ (pe,(Ujn—Uj)) dz < Sup V(x)/ Ujn — Uj|? da

94 RN RN

para cada j = 1,...,l. Como na Observacao 3.10 vemos que

lee, (- = &0 /en)Usn(- = €0/20) = @ (- = &1 /)T (- = &1 /en) e, — O

quando n — oo. Entao para n grande temos
!
ln = > e (- = € /en)Us (- = €l Jen) e, < 2d. (5.18)
j=1

Dividimos a prova desta proposicao em cinco passos.

Passo 1: Denotando B, = U,_ B(&) /en,36/en)\B(&) /en, B/ (2e5)) obtemos

lim sup / lun|*dz =0 para qualquer R > 0.
B(z,R)

n—0oo ZeBn
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De fato, suponha que exista R > 0 e z,, € B,, satisfazendo
lim |up|* do > 0.
"% JB(zn,R)

Ja que |jull. < C em X para todo € € (0,g) e d € (0,10), devido a (5.8) e & desigualdade

de Sobolev obtemos

/ |un|2dx§0/ f2(un)dw—|—/ |,
RN RN RN

e dai {u,} ¢ limitada em H'(RY). Entao podemos assumir que &,r, — xo em RV e
que up(- + z,) — @ em H'(RY) para algum o no fecho de Ui_, B(&7,33)\B(¢7,5/2) e
w € HY(RM)\{0}. Agora, dada v € C*(RY) seja ¢,(z) = ¢(z — x,), n € N. Temos
en, € M* e entdao obtemos ¢, € Ef" para n grande. J& que HJénmn)H(Egn)/ — 0e
|nlle, < C temos

¥ dz < Cllunll., < C

lim (J. (un),¥n) = 0.

n—oo

Consequentemente a limitagao de supp(t)) implica que
/RN [V + V(o) f/(@) f(@)]) do = K (o) - F@)h(f(w))d da.
Sendo 4 arbitraria em C® segue que  satisfaz
— Aw = f'(@)[K (xo)h(f (@) = V(20) f(w)] = go(@) em RY (5.19)

e por (5.14) vemos que gy também satisfaz as condigdes (¢g1) — (g3) com V(x) ao invés de
m;. Desde que f(t) < 0 parat < 0 e h(t) = 0 para t < 0, usando W~ como fungao teste
vemos que @~ = 0 e daf @ > 0. Sabemos que sendo solucao @ € L*(RY) e pelo principio do
méximo segue que w > 0. Entao temos L, (w) > E,, onde E, é o nivel de energia minima
para L,, quando este estd bem definido. Além disso, para R > 0 suficientemente grande

temos

n—oo n—oo

1
—/ IVio|? do < liminf/ IV, (z 4 2,))? do = liminf/ |Vu,|? dr.
2 Jrw B(O,R) B(an,R)

Ja que V(zg) > mj, =min{m; : j=1,...,1}, K(x¢) < K(zj,) e os niveis de energia minima
para as equacoes (5.9) e (5.19) sdo iguais aos respectivos niveis do passo da montanha, temos

E,, > Ezjo. Usando a identidade de Pohozaev vemos que
/ (Vi|> do = N Ly, ().
RN
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Assim N
5Ezj0 > 0.

n—oo

N
lim inf/ |Vu,|? do > — Ly, () >
B(an, ) 2

Por (5.18) temos fB(xn R) |Vuy,|?> dz < 5d% para n grande (n > ng(d)). Entao

N
—E., <lim inf/ |Vu,|? dr < 5d?
B(zn,R)

2 n—o00

e tomando d > 0 pequeno chegamos a uma contradi¢ao. Isto prova o Passo 1.
Passo 2: Definindo u,; = 22:1 e (- — & Jen) Uy € Upa = Uy — upy temos
Jep (Un) = Je, (1) + Je, (Un2) + 0(1).

De fato, é facil ver que Q., (un1) =0 e Qc, (un) = Q. (un2). Entdo

‘]En (“ml) + ‘]En (U’n,Q) - JSn (un) - vun,lvun,2 dx
RN
+%/ V(enw) [f*(una) + f2(unz2) — f2(un)] da
RN

+ | K(enw) [H(f(un)) = H(f (un,1)) — H(f (un2))] dz.

RN

A limitacao de {u,} em H*(RY) implica
! I
/ Vu,1Vu, o de = / Z v, (x— & Je,)[1 — Z 0e, (T — & Je)]|Vun|? do + o(1).
RY RY =1 j=1

Sendo ' N QY = ) para i # j temos 0 < Zé:l e, (v — & /e,) < 1 em RY e daf
fRN V1V, o de > o(1). Além disso, pela convexidade de f? obtemos

fQ(un,l) + fQ(un,Q) S f2<un)

Estimemos agora a tltima integral

K(enz) |H(f(un)) = H(f(uny)) — H(f (un2))| dz =

RN

/ ~ | K (en) [H(f(un)) — H(f(un1)) — H(f(tn2))| da.
UL_y B(€)/en.28/en)\B(€) /en.B/en)

Escolhemos 1 € CX(RY) tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 em B(0,26)\B(0,3) e ¢ = 0 em
RN\ B(0,33)\B(0, 3/2). Denotando 1, (x) = 22:1 (e — & )u,(x), para n grande temos

sup/ lu, [ dz > sup/ [ |? dz = Sup/ [ |? da.
Bn JB(z,R) Bn J B(z,R) z€RN J B(z,R)
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Usando Passo 1 e Lema 1.1 de [42] vemos que ¥, — 0 em L"(RY) quando n — oo para
todo r € (2,2*). Sendo ¢, = u, em Ui_ B(&, /ey, 23/e,)\B(&} /€n, B/n) obtemos

lim | | |u,|" dz = 0.
"m0 JUL_ B(€)/en 28/en)\B() /en.B/en)

Entao, por (h1) — (h2) concluimos a prova do Passo 2.

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe ng = no(d) tal que
1
Je, (U 2) > 1 [/ ([Vunal® + V(enz) f*(un2)) dx} para todo n > ny.
RN

Com efeito, devido a (5.8) e (5.18) e ao fato de que os Q;-S sao disjuntos, para 0,(z) =

Zézl Ge, (€ — & [e,)Uj(x — & [,,) vemos que existe ng = ng(d) tal que

l l
[ttn,1 = Unlle, < (|00 — Z Peu(® =&, /E0)Tnllc, + | Z e (@ =&, /20) (un — Tp) -,
j=1 j=1

e, +0(1) <3d paratodo n > ng.

Entao [|un2|le, < 5d e segue da desigualdade de Sobolev que

an (un,2>

v

1 1 "
SV alls + 1/ V(ent) f (tng)dz = C | f* (unz)do
RN

RN
> (% — C(5d)2*2) | Vtn2|l5 + i /RN V(en®) f2(tno) dz

para n > ng. Isto prova o Passo 3 para d > 0 pequeno satisfazendo C(5d)* ~2 < 1/4.

Passo 4: Temos lim, o Je, (un1) = E, & € M; e K(&) = K(2;) paraj=1,...,1.

De fato, para j € {1,...,l} definimos

Uni(x) se zeQ

uf(z) =
0 se x¢ Q.

Seja w!(z) = ul(x + & /e,) para x € RY. Extraindo uma subsequéncia se necessario
podemos assumir que w) — w’ em H'(RY) para algum w’ € H'(RY). Usando (h;) — (h})
vemos que existe ¢y > 0 tal que ||f(Z)||z2 > 3¢o para qualquer U € S; e por (5.11) existe
R > 0 satisfazendo || f(Z)|z2(B(o,r)) = 2co, Z € S; para todo j € {1,...,[}. Para tal R
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existe n; € N tal que |e,y| < [ para qualquer y € B(0,R) e n > n;. Entao ¢.,Z = Z em
B(0,R). Por (11) em Lema 3.4 e (5.8), para cada j € {1,...,l} vale

3d > Hunl Uplle, = || Z — e, (x — f]/gn) (a: - éj/gn)} e

> [ V) (5] - g0 - Ei/e)U(a ~ €)/2) da

2/ 2 (U;) 2 (. j
> CV,y f (wn - Uj) dz > CV, = f (wn) dx
B(O,R) B(O,R) 2

para n > np grande. Dai
L (Wi Z2s0,m)) = 260" = 3d(CVo) ™ > ¢

para d > 0 pequeno e n > ny grande. Consequentemente || f(w’)||r2(p,r)) = co € w? # 0.

Além disso, para um conjunto compacto A C RY segue que
un(z + & /en) = un(z + & /en) em A
para n grande. Entdo, como no Passo 1 verificamos que w’ satisfaz
A (2) = f/(w) [K(Eh(f () ~ V(E) )], v >0 em R
Consideramos agora dois casos distintos:

Case 1: lim sup / lw! —w’|*dx = 0.
B(z,1)

00 zeRN
Case 2: lim sup / |w! —w’|*dx > 0.
N0 2eRN J B(z,1)

Se o Caso 1 ocorre temos w) — w’ em L"(RY) para qualquer r € (2,2*). Tomando
r=(2+2%)/2 por (hy) — (hs) e (5.16), dado o > 0 existe C, > 0 tal que

|H(f(w))) — H(f(w’))| <olw] —w| (|| + [w]] + [w! "~ + |w] [* )
+ Cy|w?, — | (|wj|7“_1 + |w! — wj|r_1) )

Pela limitacdo de {w’} em H'(RY) obtemos

K(gpo +E)H(f(w)))dor — K(&) H(f(w’))dr quando n — oo. (5.20)

RN RN
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Suponhamos que o Caso 2 ocorra. Entdo existe {z,} C RY tal que

lim lw! —w’|*dx > 0.
0 JB(zn,1)

J& que w) — wl em H'(RY) temos
|2n| — o0. (5.21)

Portanto

lim |w/|?de =0 edai lim |w! [*dz > 0.
= J B(zn,1) =0 JB(zn,1)

Desde que w! (z) = ¢., (z)u,(z + & /e,), é facilmente visto que |z,| < 33/e, para n grande.
Se |z,| > (B/2¢, para alguma subsequéncia, pelo Passo 1 terfamos

0 < lim |w?|*dr < lim sup/ |u,[* dz = 0
B(z,1)

n—oo B(zn,l) n—00 ,c B,

o que é impossivel. Assim, |z,| < (3/2¢, para n grande. Podemos assumir que
Enin — 20 € wl(-+z,) =W,

e vemos que zy € B(0,3/2) e w/ € HY(RY)\{0}. Entao, para cada conjunto compacto
A C RY temos
w!l (- + 2,) = u,(- + 2, + & Je,) em A

para n grande. Consequentemente, como no Passo 1, segue que 0’ satisfaz
—Aw = f(@') [K (20 + (@) = V(2o + &) f(@')], @’ >0 em RY.

Analogo ao Passo 1, (5.21) nos leva a uma contradi¢ao com (5.18) se d > 0 ¢é suficientemente
pequeno. Provamos portanto que o Caso 2 nao pode ocorrer e entao o Caso 1 vale. Logo,

por (5.20) temos

liminf J., (v/) = liminf P.,_(u?)

n—oo n—oo

> 5 [ V0P VE©) £ )] de— K@) [ H() ds

- 2 RN
> Lgi (wj) > Egj > Ezj-
Por outro lado, ja que J., (un2) > 0 e por causa de Passo 2, obtemos
! !
lim sup Z J., (ul) =limsup J., (u,,) < lim J. (u,) < E = Z E.,.

n—oo n—oo

J=1 Jj=1
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Dai
lim J.,(v) = L (w’) = B = E,.

n—oo 7
Além disso, devido a caracterizacdao do passo da montanha para as solucoes de energia
minima, & identidade de Pohozaev e a (5.10), vemos que V(&) > m; ou K(&) < K(zj)
implica Eg; > E,,. Assim V(&) = m; e K(§7) = K(z;) o que conclui a prova do Passo 4.

Passo 5: Conclusao

J4 que w’ é uma solugao de energia minima para (5.9) sabemos que existe (¢ € RY tal que
U; .= w(-+¢7) €S;. Por Passo 4

lim [[Vwi? + V(ewr + &) f2(w))] do = / (IVw![? +m; f*(w’)) dz

n—oo RN RN
e dai obtemos os seguintes resultados de convergéncia
/|wal|2 dz —>/ IVw!|? dx
A A
[ View + P @) de— [ mp(w) da
A A
/ Vienx + 5%)]02(90% (z — Cj)wj) dz — / me(wj) dx
A A
para qualquer A C RY. Entao dado o > 0 existem R > 0 e ng € N tais que
[ Vet @) [P) + Pl o~ )] do<
RN\B(0,R) 4

para todo n > ng e j € {1,...,l}. Por outro lado, pela compacidade da imersao
H'(B(0,R)) — L*(B(0, R)) temos w! — w’ em L*(B(0, R)) e dai

/ Venz + fﬁ;)jq(wf; — e, (x — Cj)wj) dz < para todo n > ng
B(0,R)

YRS

para ng grande. Isto implica que
/ V(enr + &) f2(w! — ¢, (x — )u’)dz < o paratodo n > ng.
RN
Pela definigao de ||| - |||, (veja também Observagao 3.10) concluimos que

1, = e, (- = ¢ = & /en)w’ (- — &, /en)le, — 0.
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Agora denotamos ¢/ = & /e, + (7. J& que w!) — w? em HY(RY) e ||[Vwi|pe — [[Vw| L2
segue que Vw! — Vwl em L2(RN) e daf Vu), — ¢., (- — y)U;(- — 42)] — 0 em L*(RN).
Entao para cada j € {1,...,l} obtemos

ud — e, (- — ) (- = y2)|le, — 0 quando n — oo

o que implica

e, — 0 quando n — oo.

1
ltng = @, (- = yh)U; (- = )
j=1
Por outro lado, usando Passos 2,3,/ vemos que

1
E > lim J_ (u,) > E + L—Llimsup/ [|Vun72|2 + V(snx)f2(un,2)] dz,
RN

n—00 n—00

de modo que ||up 2|, — 0. Isto completa a prova da proposicao. n

Observamos que o resultado da Proposicao 5.5 vale para dy > 0 suficientemente pequeno

independentemente das sequéncias satisfazendo as hipdteses.

Corolario 5.6. Para qualquer d € (0,dy) existem constantes positivas wq, Rq, €4 tais que
| (u)ll(ry = wa  para todo we EFNJP N (XP\XT), R> Ry e €€ (0,z4).

Prova. Suponhamos por absurdo que este resultado é falso. Entao, para algum d € (0, dy)

existem sequéncias {e,}, {R,} e {u,} tais que

1
Ru>n, o <1/n € B0 TP 0 (XINXL) e ] ()| oy <
en n

Pela Proposigao (5.5) existem {y/}, C RV, & € M; e U; € S; tais que
I
lim Je,yh =& =0 e lim [lu, =Y oo, (- = y)U; (- =y, = 0.
=1

Desta forma, para n suficientemente grande temos e,y € Mf e entao, pela defini¢ao de X,
e X

En?

u, € X2\ X2 e completa a prova. ]

obtemos 22:1 @ (- — YU (- —y2) € X., e u, € X2 . Isto contradiz o fato de que

Os proximos lemas sao necessarios para a obtencao de uma sequéncia de Palais-Smale

limitada em EZ.
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Lema 5.7. Dado \ > 0 existem €¢ e dy > 0 pequenos o suficiente tais que

J.(u)>E—)X paratodo ue X® e € (0,¢).
Prova. Para u € X, temos u(z) = 2221 oe(x — & /e)U;(x — & /e), z € RY, para algum
& e M]ﬁ e U; € 8;. Ja que L., (U;) = E,, por (V) temos

L@ =E23 3 [ [(VGU)F = IVUF) + ms (P(el) - F0)] da

!
- SoKG) [ H(0) - HFW)] da
j=1
independentemente de &7 € M? Usando (5.11) e (5.16) vemos que existe g9 > 0 tal que

A
J(u) — E > —7 Dpara todo we X, e€(0,¢&).

Agora, se v € X¢ existe u € X, tal que ||[u —v||. < d. Temos v = u + w com |Jwl||. < d. J&

que Q:(u) = 0 segue que

Jo(v) — Jo(u) > %/RN [[V(u+w)f = |Vul> + V(ex) (f*(u+w) — f*(u)] dz

— | K(ex) [H(f(u+w)) = H(f(u))] dz.

RN
Usando o Lema 3.4 e (5.8) e lembrando que X, é uniformemente limitado para € € (0, ),

estimamos
| VEn|fusw) - £l
< / V(ey) [F(u+w) — f@)] [f(u+w) + f(u)] dy
{lw|<1}

w [ Ve Pt w) - P dy
{lw[>1}

A
<Ol + llwll) < cd < %

para d pequeno o suficiente. Com os mesmos argumentos usados anteriormente vemos que

existe dy > 0 tal que
A
J.(v) > J.(u) — 5> E- A forall veX™ e ec€(0,e).
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Este é o fim da prova. [

Seguindo Coroldrio 5.6 e Lema 5.7, fixamos dy > 0, d; € (0,dy/3) e correspondentes
w >0, Ry > 0 e ey > 0 satisfazendo

|J.(u)||(gry > w paratodo we€ EFfNJP N (XP\X) e

- . (5.22)
Jo(u) > (E+ E)/2 paratodo ue XZ°
para qualquer R > Ry e € € (0,g0). Assim obtemos o seguinte resultado.
Lema 5.8. Ezistem constantes positivas o, p,eq tais que para s = (81,...,5) € T tem-se

s—(1,...,1)]|<a = 9.(s) e X4
s— (LDl <a = Luls) < E—p

para todo € € (0,&¢), onde V:(s) = Z;:l 74 (s;) para ¢ dado por (5.15).
Prova. Inicialmente observamos que para cada j € {1,...,[}
2 [ PeV
lot- = 5/ = 2/l < IVl Boll |1+ [ Veea sz (20 ) as

< [Vip(eo + ooVl + s (14 sup V) )

< Co|lv|lgr  paratodo € (0,60) e wve H'(RY).
J& que a fungao t — Z;; de [0, 7] em H'(RY) é continua, existe a > 0 tal que

dy .
t—1<a = |Z:—Z%|| <+ paratodo j=1,...,1
’ 1Cy

e consequentemente

IV2(t) = @e(- = 2i/2) Z;(- = 23/l = lle (- = 23/2)[Zja(- = 23/2) = Zi(- = /)

d
< GollZ;s, — Z5]| < Tl para € € (0,&p).

Entao se s — (1,...,1)] < a temos ||7:(s) — 23:1 0 (- —2;/€)Z;(- — z;/¢)||e < dy para todo
e € (0,g9) o que implica v.(s) € X&. Agora, j4 que t = 1 é o tnico ponto de méximo de
(tV=2/2 =tV /2*) em [0,T}] e devido a (5.12), vemos que existe p > 0 satisfazendo

a
L., (Zj:) < E., —3p para [t—1]> T
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Pelo Lema 5.3 sabemos que existe g > 0 tal que

sup |L(v2(t) = L., (Z;)] < £

para ¢ € (0,e9) e j=1,...,L
tE[O,Tj] l

Agora para |s — (1,...,1)| > a existe i € {1,...,l} tal que |s; — 1| > «/l. Dai

Je(Ve(:)) < La(Zis,) + 1T (32(50)) = L (Zis,)| < By = 2p

l

para todo € € (0,0). J& que J.(7-(s)) = 32, J-(7(s;)) obtemos

J-(ve(8)) €D Ley(Zys,) +p+ (Eey = 2p) <E —p
J#i
e completamos a prova. [

Proposigao 5.9. Para ¢ > 0 pequeno ¢ R > 0 grande existe uma sequéncia {ul'} C
EEN Xdon JPe tal que J(ult) — 0 em (Ef)/ quando n — 0.

Prova. Tomamos Ry > 0 tal que Q C B(0, Ry). Entao 7.([0,1]) C EF para todo R > Ry.
Suponha que a Proposicao 5.9 é falsa. Entao para ¢ > 0 pequeno e R > R, grande existe

a(e, R) > 0 tal que
IJ.(u)ll(pry = a(e, R) em EFNXPnJP-
Por (5.22) existe w independente de € € (0,£9) e R > Ry satisfazendo
1)l gy > w em  EFN(XP\XD) N T

Daf existe um campo vetorial pseudo-gradiente, T, para J. em uma vizinhanca Z* C Ef de
ERN X% JPe. Nos referimos a [52] para detalhes. Seja Z% C ZF N X1%% outra vizinhanga
para a qual ||J/(u)||(gry > a(e, R)/2 e tomamos uma funcao Lipschitz continua nff em Ef
tal que

0<nf<1, nf=1em EEnXPNJP: ¢ nf=0em ER\ZE

Tomando £ : R — RT uma funcao Lipschitz continua tal que
£<1, €=1 em [(E+E)/2,3E/2] e £€=0 em R\((3E+ E)/4,2F)

e definindo

R(u) = { “nf (WE( ()T () se ue 2]

0 se ue EMNZE
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existe uma solugdo global ¥ : Ef x R — Ef| a qual é tinica, do problema de valor inicial

Sl t) = (1)

Ui (u,0) = u.
J& que lim, .o D. = FE temos D, < E + (1/2) min {E,w?d;} para ¢ > 0 pequeno. Entao,
pela escolha de dy e di, U2 tem as seguintes propriedades:
(i) Ul(u,t) =uset=0ouuec ER\ZE ou ainda J.(u) ¢ ((3E + E)/4,2FE).
(i) || £WE(u,t)|. <2 para todo (u,t).
(iii) £ (Je (PE(u,1))) < 0 para todo (u, t).

(iv) L (J(VE(u,t)) < —w? se WE(u,t) € EE N (XP\XD) N JP=.

£

(v) L(J(VE(u,t))) < —(ale, R))? se VE(u,t) € EF N XM 0 JPe.

Devido ao Lema 5.8 existem «, p > 0 tais que para s € T'
ls—(1,...,D)|<a= () e XM e |s—(1,....,1)]|>a= J.(%(s) < E—p

para todo ¢ € (0,&q). Como no Capitulo 3 provamos a existéncia de t® > 0 satisfazendo

w3d

2

J.(WE(r.(s),t1) < E — min {p, ! } para todo s € T. (5.23)

Observamos que se 7.(s) € Z. entdo WE(~.(s),t") pertence ao fecho de Z. ¢ X%, Se
Ye(s) ¢ Z. entdo WE(r.(s),tF) = ~.(s) e dai |[UE(y.(s),t7)||. < ¢ uniformemente em R
ec € (0,g). Sejay € C(RYN) tal que 0 < ¢ < 1, Y(x) = 1 para z € O, ¢(z) = 0
para z ¢ Q2 ¢ [Vi(x)] < 2/5. Definimos 7(s) = WA(1-(s), 7). 11(s) = vrf(s) o
Y2(s) = (1 — . )vE(s) onde ¥.(z) = v(ex). Entao, como no Passo 2 da Proposigao 5.5

temos

T+ J1.,(7%) = L0 + Q-(v) + Q(v*) — Q-(7F) — » Vy' VA dz
+5 [ VE PO + 0% - £OM) o

+ | K(ex) [H(f(Y) - H(f(") — H(f(v?))] da.

RN
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Precisamos estimar os termos do lado direito desta desigualdade. Primeiramente, ja que
para a,b >0 vale (a+b—1); > (a—1)4 + (b —1);, obtemos

2

2
(/ Xe|71+72|2dx—1> z(/ xe(|71|2+|72l2)dx—1)
RN + RN +

2

2
(/ Xs|’yl|2dx—1) + (/ X5|72|2dx—1)
RN + RN +

Q-(7") + Q:(v*).

Q-(7f)

Y

Para o segundo termo, a limitagao de {y2} em H'(R") implica que
VA VA2 do = V(1 — )| VAE2dz 4 o(1) > o(1)
RN RN

onde lim._0(1) = 0. Pela convexidade de f? vemos que

PN+ P <o 208 + (=) (78 = 245,

Agora, devido & limitacio de {77} em L*" e as condicoes (hy) — (hg) observamos que dado
0 > 0 existe Cs > 0 tal que
. K(ex) [H(f(h)) = H(f(Y) = H(f(4*))] dz

K(ex) |H(f(7) = H(f(v)) — H(f ()| dz

I
—

(Q20)\(927)e

e / R (s)P? de.
(228)\(QP).

J& que v® é limitado em E. obtemos P.(vf) limitado e por (5.23) vemos que Q.(v%) é

<

| S

uniformemente limitado em R > Ry e € € (0,¢0). Entao

[ hPaes [ Pz
(229)\(29)- RM\Qe

o que implica

K(ex) [H(f(35) = H(f() = H(f(+*))] dz = o(1)

RN

quando ¢ tende a zero. Portanto
J(vF) = J(v') + Jo(7*) + o(1).
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Por outro lado, ja que 1. = 1 em 2. vemos que

L)z = [ K0 drz —e [ H(762) de = o{1).

RN RN\Q.
Assim

J(vF) = J.(v") + o(1).
Agora, para j=1,...,l e s € T definimos

[ (s)(x) se x € (V)2
0 se x € ()%

[V ())(z) = {

e daf [y'(s)](z) = Z;zl[”yl’j(s)](a:) para x € RY. Uma vez que (29)%°N(Q9)?° = Q) parai # j
e para a; > 0 vale (Z?Zl aj—1); > 2221@]’ — 1), obtemos

ACHOIED SPACEIBIES SFICEIO)]

7=1
Agora, para s = (s1,...,5;) € T denotamos 0; = (s1,...,5j-1,0,8/41,...,5¢) € 1; =
(s1,---+8j-1,Tj,8j41,-..,5k). Por (i) na Proposicao 5.4 segue que

Jo(1:(0)), J-(1=(1;)) < D < 3E + E) /4

para € pequeno e entdo v¥(0;) = 7:(0;) e vE(1;) = .(1;). Dai v49(0;) = 0 e y19(1;) =

74 (T};). Como em [24], Proposigao 3.4, vemos que existe 5§ € T tal que
JI(y(5)) > €7 para qualquer j € {1,...,}.

Consequentemente

l l
max Jo(12(s)) > max > S99 () +o(1) = 3 €2+ o(1).

seT <
J=1

Por (ii7) na Proposicao 5.4 e (5.23) obtemos

l . 2,1
E <) liminfC! < max J.(1%(s)) < E — min {p, - 1} ,
j=1

2
o que é uma contradicao e completa a prova da proposicao. [
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Proposicao 5.10. Existe um ponto critico u. € X N JP= de J. se e > 0 € suficientemente

pequeno. Além disso, {u.}. € limitado em L>(RY).

Prova. Pela Proposi¢ao 5.9 existem ¢y > 0 e Ry > 0 para os quais podemos encontrar
{upn}n C EREN X% N JP: w, = u,(e, R), tal que J!(u,) — 0 em (Ef)/ quando n — oo,
para qualquer R > Ry e ¢ € (0,g0). J& que {u,}, ¢ limitada em E vemos que ¢ também
limitada em Hj(B(0,R/¢)) com a norma usual. Entdo podemos assumir que u, — u em
H}(B(0,R/¢)) e u,(x) — u(z) para quase todo ponto z € RY onde u = u. z. Usando o
fato de que [|.J(un)||(zry — 0 e a compacidade da imersao Hy(B(0, R/¢)) — L"(B(0, R/¢))

para r € [1,2%) vemos que u é uma solugdo nao negativa para

Xs]u\de—l) xeu em B(0,R/e)
+

—Au = f'(u) [k(ex)h(f(u)) — V(ex) f(u)]—4 (/B

(0,R/e)
(5.24)

Entao vemos que u,, — u em H}(B(0, R/¢)) o que implica que
/ V(ex)f*(u, —u)dr — 0 quando n — oo
B(0,R/¢)

e daf u, — v em E.. Assim, u € X% N JP=. Por (h;) — (h}) e Lema 3.4 existem C > 0
dependendo apenas de h e f tal que

—Au<cf(u)fw)? ' < ' em B(0,R/e). (5.25)

Pela Proposigao 5.5 vemos que dado o > 0 existe k € N, ¢y e Ry > 0 dependendo de o tais

que

2/N
/ ug*R dz <o paratodo R>Ry e e¢€(0,¢e).
{2€RN :[uc g ()2 2>k}

Dali, usando um método de iteracao devido a Moser (veja [52], Lema B.3) provamos que

{uc g} ¢ limitado em L (RY™) uniformemente em R > R, e ¢ € (0,¢,) para qualquer

loc

p € [2,00). Além disso,
e, rll By < Cplluerll 2B, paratodo yeRY.
Entéao por ([32], Teorema 9.26) existe C' > 0 dependendo de N tal que

Sup UeR < C (luerll 22y + leuZ g v peay) < Clluerllizse.r) (5.26)
y7
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para todo y € RY, e € (0,&9) e R > Ry, onde Ry e gy dependem de N. Em particular isto
implica que {uc g} r ¢ limitado em L®(RY). Devido & limitacao de {||u. g} e {Je(ucr)}
temos {Q:(u. r)} uniformemente limitado em R > Ry e € € (0,¢p). Dal, ja que Q2 C B(0, Ry)
existe C; > 0 tal que

/ |u€,R|2 dr < 5/ XE|UE,R|2dx <eCy (527)
RN\B(0,Ro/<) RN
para qualquer R > Ry e ¢ € (0,e0). Entao para gy suficientemente pequeno e ¢ € (0, &)

fixado segue de (5.26), (5.27) e (h1) que

M en(e))) < L flepl@) para ol > " 4ry o R Ry

Depois de alguns céalculos obtemos

lim [[Vue,r)* + V(ex) f*(ue,p)] dz =0 (5.28)
A—00 JRN\B(0,4)

uniformemente em R > Ry. Tomamos Ry — oo e denotamos uy = u. pg,. Sendo {ug}y
uma sequéncia limitada em E., é também limitada em H!'(R™) e podemos assumir que
up — u. em HY(RY) e ug(z) — u.(z) para quase todo ponto z € RY quando k — oco. Entao
||uel|oo < C para todo € € (0,e0). Uma vez que u; é uma solugao para (5.24), usando (5.28)

vemos que

/ |Vuy|? dz — / |Vu|*dr e / V(ex)f*(up — ue)dx — 0
RN RN RN
quando k — oco. A partir deste resultado temos

|lug — uelle — 0 quando k — oo,

e daf up, — u. em E.. Isto implica que u. € X% N JP=. Além disso, para qualquer
@ € C(RY) existe kg € N tal que supp(p) C B(0, Ry/e) para qualquer k > k. Entao, por
(5.24) temos

0 = ((J*) (ur), ) = (Ji(ur), 0) = (Ji(ue), ).
Uma vez que C°(RY) é denso em E. obtemos J!(u.) = 0 o que completa a prova. n
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5.5 Prova do Teorema 5.1

Até este momento provamos a existéncia de um ponto critico para J., u. € X% N JP=,
para € € (0,g09) com g9 > 0 e dy > 0 suficientemente pequeno. Temos também wu. > 0 e

J.(u) > (E + E)/2 o que implica u. # 0. A funcio u,. satisfaz

— Aue = f'(uc) [k(ex)h(f(ue)) — V(ex) f(ue)] — 4 (/ Xelul® dz — 1) Xet: em RV
RN +
(5.29)

V(RN) e pelo principio do méximo segue que u. > 0.

loc

J& que u, € L®(RY) temos u. € C
Além disso, por (5.29) existe p > 0 tal que ||uc||z~ > p para e > 0 pequeno. Observamos que
pela Proposicio 5.5 existe {y/} C RY tal que ey? € ./\/l?ﬁ e para qualquer sequéncia ¢, — 0

existem x; € M; e U; € S; satisfazendo

e dai

!
e, |2,y + D e, =2, ( =42 DU = 42 )l 2, ) — O
j=1

Consequentemente, usando (5.11), dado o > 0 existem R > 0 e g9 > 0 tais que

sup / u}(z +y!)dr < o. (5.30)
£€(0,e0) J QL\B(0,R)
Com isto provamos o decaimento exponencial de u.(- + y/) para j € {1,....l} e como no

Capitulo 3 concluimos a prova do Teorema 5.1.
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