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Resumo

Neste trabalho abordamos o problema de descrever o conjunto solucao de um sis-
tema de inequacoes lineares. Este problema esta fortemente relacionado com o problema
classico da enumeracao de vértices de um poliedro. Descrevemos o método de Fourier-
Motzkin que pode ser utilizado para eliminar varidveis de um sistema de inequacoes
lineares e projetar a regiao de solucao num espaco de dimensao menor. Mostramos
como o problema da enumeracao de vértices pode ser convertido em um problema de
encontrar o fecho convexo do conjunto de pontos dual ao sistema de inequacgoes lin-
eares, uma vez encontrado um ponto interior factivel. Alguns algoritmos para o fecho
convexo de um conjunto finito de pontos e também para encontrar um ponto interior
factivel sao estudados. Nosso interesse, além de listar os vértices e as faces é tam-
bém visualizar a regiao de solugao utilizando um programa computacional. Para tanto
propomos um método que constréi a lista dos vértices e faces do poliedro definido por
um dado sistema de inequacoes lineares e grava o resultado num arquivo de texto puro
com extensao obj, que é compativel com os principais softwares de visualizacao grafica
3D. O método foi implementado no Octave e diversos testes foram feitos, analisando o
custo computacional e possiveis dificuldades que podem surgir devido a erros numéricos

ou falta de memobria.

Palavras chave: sistema de inequacoes lineares; poliedro, vértices, faces, fecho con-

vexo.



Abstract

In this work we approach the problem of describing the solution of a system of
linear inequalities. This problem is closely related to the classical problem known as
vertex enumeration. We describe the method of Fourier-Motzkin, that can be used to
eliminate variables in a system of linear inequalities, projecting its solution in a lower
dimensional space. We show how the vertex enumeration problem can be converted
into an equivalent problem of finding the convex hull of a set of dual points, once found
a feasible interior point. Some algorithms for convex hull and also for finding a feasible
interior point are studied. Our interest is not only to store the vertices and faces but
also visualize the correspondent polyhedron using a computer graphics software. In this
way we propose a method that stores the polyhedron’s vertices and faces and output
the results into a plain text file with extension obj, which is a geometric definition
file format that can be opened with all major 3D graphics software. The method was
implemented in Octave and several tests were made, analyzing the computational cost

and possible difficulties that may arise due to numerical errors or memory requirements.

Key words: system of linear inequalities, polyhedron, vertices, faces, convex hull.
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Lista de Notacoes

Az < b := forma matricial de um sistema de inequacgoes lineares.
A, xn = matriz de m linhas e n colunas.

m := numero de inequagcoes do sistema Ax < b.

n := nimero de variaveis do sistema de inequacoes lineares Ax < b.
(x,y) := produto inteiro.

x = um vetor coluna pertencente ao R".

H := hiperplano no R".

conv(D) := fecho convexo de um conjunto D C R™.

P := um poliedro do R".

C := um conjunto convexo do R".

A_x < b_ := sistemas de equagoes implicitas em Ax < b.

A, < b, = sistema de todas as outras inequagoes em Az < b.

F := face de um poliedro P.

r; = raios.

d := direcao do conjunto.

|G| := cardinalidade do conjunto G.

I~ := indices das inequacoes onde os coeficientes de x1 sdo negativos.
I := indices das inequacoes onde os coeficientes de x; sao positivos.
I° := indices das inequacoes onde os coeficientes de x; sao nulos.

C € R™*" := matriz real C' com m linhas e n colunas.

v; := vértices do poliedro P.

Cy.n = combinagao de m inequacoes por n variaveis.

w; = (@1, ..., @) = vetor dual do hiperplano a;;xy + ... + G Ty.

¢ := um ponto interior do poliedro.

xiii
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Introducao

Em diversos cursos de matemaética bésica e até universitaria, sistemas de equagoes
lineares sao bastante estudados e varias publicagoes a respeito deste assunto sao co-
nhecidas. Em contraste disto, os sistemas de inequagoes lineares sao pouco abordados,
inclusive em cursos de algebra linear, sendo que alguns desses cursos nem sequer men-
cionam tal assunto. Com este trabalho procuramos explorar esta lacuna tendo em vista,
dois objetivos principais. O primeiro consiste em investigar como o conjunto solucao
de um sistema de inequacoes lineares qualquer pode ser obtido. O segundo é elaborar
um material introdutoério sobre o assunto que seja compativel para uso em aplicacoes
de algebra linear.

O conjunto solucao de um sistema de inequacoes lineares é denominado poliedro.
Quando este conjunto for limitado, diremos que é um politopo. Existem diversos pro-
blemas cléassicos relacionados com nosso trabalho, tais como o problema da enumeracao
dos vértices, do fecho convexo, dentre outros. Tais problemas pertencem a uma Aarea
da matematica aplicada ou computagao conhecida como geometria computacional.

A geometria computacional emergiu da area de desenvolvimento e analise de algo-
ritmos em meados dos anos 70. Seu objetivo é estudar problemas geométricos sob o
ponto de vista algoritmico.

A procura por algoritmos para resolver problemas geométricos vem desde a época da
antiguidade. Sao bem conhecidas as construcoes geométricas de Euclides, que usavam
como instrumentos régua e compasso e consistiam de algumas operacoes que podiam
ser realizadas com esses instrumentos. Um problema classico de constru¢ao geométrica
através de régua e compasso ¢ o chamado Problema de Apolonio (cerca de 200 a.C.),
no qual trés circunferéncias arbitrarias no plano sao dadas e pede-se uma quarta cir-
cunferéncia que seja tangente as trés circunferéncias dadas. Euclides apresentou um
algoritmo que resolve este problema.

Em geometria computacional o interesse é projetar algoritmos eficientes para re-

solver problemas geométricos. Muitos desses problemas tém sua origem em outras
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areas, como computacao grafica, robotica, processamento de imagens e até cristalo-
grafia.

Muitos problemas que aparecem nestas areas tém enunciados simples e vérias solugoes
possiveis, desde as mais ingénuas até as mais eficientes. Alguns exemplos desses pro-

blemas sao:

e Fecho convexo: Dado um conjunto de pontos, determine o menor poliedro convexo

contendo todos os pontos.

e Intersecao de segmentos: Determinar as interseccoes de um dado conjunto de

segmentos de retas.
e Programacao linear: Minimizar uma funcao linear tendo como dominio um poliedro.

e Par mais proximo: Dado um conjunto de pontos, determinar o par de pontos com

menor distancia entre eles.

Neste trabalho estaremos particulamente interessados no problema de representar
graficamente o conjunto solugao de um sistema de inequacoes lineares com duas ou trés
varidveis. Este problema esta fortemente relacionado com o problema da enumeracao
dos vértices, cuja literatura é bastante vasta.

Os algoritmos para este problema dividem-se basicamente em duas classes [1]: grafos
transversais e incrementais.

Os algoritmos de grafos transversais procuram construir a lista de vértices através
de um grafo associado a bases (n facetas que contém v vértices e cujos hiperplanos sao
independentes). Dois vértices de P sdo conectados por uma aresta de P se eles tém
bases que diferem em apenas um membro. Alternar de um vértice para um adjacente
equivale a uma mudanca de base. Esta operacdo é conhecida como pivoteamento. Al-
guns algoritmos dessa classe sdo os gift wrapping (8], o algoritmo de Seidel [19] e o
eficiente algoritmo reverse search de Avis e Fukuda [2] que explora uma busca reversa
baseado no sistema de troca de base do simplex.

Os algoritmos incrementais para o problema da enumeracao dos vértices determinam
o conjunto de vértices calculando sucessivamente a intersecao de uma sequéncia de semi-
espacos. Em geral, inicialmente é construido um subconjunto de n ou n+1 semi-espacgos
e seus vértices. Em seguida, as demais restricoes sao adicionadas e a lista de vértices
é atualizada através da solucao de sistemas de equacoes lineares. Essencialmente cada
atualizacao identifica e remove todos os vértices que nao estao contidos no novo semi-

espaco.
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Com o intuito de tornar este trabalho didatico e acessivel a estudantes de graduagao,
vamos optar por uma das classes de algoritmos; caso contrario, poderiamos correr o risco
de ter um estudo muito longo ou ainda incompleto. Assim, optamos pelos algoritmos
incrementais, visto que esses sao essencialmente baseados em conceitos de algebra linear.

Ao longo do trabalho, vamos descrever e analisar alguns algoritmos para os diversos
subproblemas que surgem quando desejamos representar graficamente um poliedro. O
trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos alguns conceitos elementares de matrizes e anélise con-
vexa. As secoes deste capitulo resumem o contetido encontrado em diversas referéncias:
[3, 4, 13, 14, 15, 17].

No Capitulo 2, descrevemos o método de eliminacao de Fourier-Motzkin e apresen-
tamos diversos exemplos. Este método, além de possibilitar a eliminacao sucessiva de
variaveis em um sistema de inequacoes lineares também nos possibilita encontrar um
ponto interior de um poliedro nao-vazio, e também verificar se um sistema Az < b é
factivel. Como veremos, um dos problemas deste método é que o nimero de inequagoes
cresce exponencialmente mais rapido do que as variaveis sao eliminadas.

No Capitulo 3, concentram-se nossas principais contribuigoes. Apresentamos alguns
algoritmos para encontrar o fecho convexo de um conjunto de pontos do R? e do R3
e abordamos o problema da enumeracao dos vértices e das faces. No Teorema 3.1
mostramos que este problema pode ser convertido em um problema de encontrar o
fecho convexo do conjunto de pontos dual ao sistema de inequacoes linerares, uma vez
encontrado um ponto interior factivel. Este resultado ¢ comentado em [10] e também
em [16], no entanto sua apresentacao formal nao foi encontrada nas referéncias que
pesquisamos. Assim, propomos o enunciado e demonstracao do Teorema 3.1 como uma
maneira de formalizar esta ideia. Além disso, estudamos no Capitulo 3 alguns métodos
para encontrar um ponto interior de um poliedro e também para identificar e eliminar
restricoes redundantes em um sistema de inequacoes lineares.

Por fim, no Capitulo 4, faremos algumas comparacoes entre os algoritmos a fim
de possibilitar a escolha daqueles que melhor respondem as nossas necessidades. Estes
algoritmos sdo reunidos em uma tnica rotina (desenha.m) que gera um arquivo de texto
com extensao obj contendo a lista de vértices e faces de um poliedro definido por um
sistema de inequacoes lineares. Realizamos diversos testes comparando a rotina que
propomos com o algoritmo con2vert.m disponivel no site do MatLab para o problema

da enumeracao de vértices. Conforme mostrado nos Capitulos 3 e 4, a rotina que
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propomos permite construir a lista de vértices e faces de um poliedro além de incluir
rotinas de pré-processamento que a tornam mais robusta que a funcao con2vert.m.

O trabalho é finalizado com duas aplicacoes do método de eliminacao de Fourier-
Motzkin em conjunto com a rotina desenha.m. Na aplicacao 2, desenhamos uma pro-
jecao de um hipercubo do R* no R?® apoiado em um de seus vértices. A mesma ideia
pode ser utilizada para visualizar a projecao de poliedros de dimensdes maiores no
R3. Os algoritmos que propomos foram implementados em Octave, que possui sintaxe

similar & do MatLab e encontram-se disponiveis no anexo deste trabalho.



CAriTULO 1

DESIGUALDADES E CONJUNTOS

CONVEXOS
.

1.1 Introducao

Neste primeiro capitulo, vamos rever alguns conceitos béasicos de algebra linear e
analise convexa, que serao utilizados ao longo deste trabalho. Inicialmente, veremos de
forma breve alguns conceitos de algebra linear, como algebra de vetores e de matrizes.
Em seguida iremos definir um conjunto convexo e analisar suas estruturas. Definiremos
também o que é um fecho convexo, um poliedro, um cone convexo, além de tornar clara a
notacao que sera utilizada no decorrer do trabalho, para chegarmos ao desenvolvimento
do principal objetivo que é a representacao grafica dos poliedros. Os conceitos que sao

tratados neste capitulo, podem ser encontrados em varios textos como [3, 4, 5, 13, 14,
15, 17].
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1.2 Alguns conceitos basicos de algebra linear

1.2.1 Vetores

Denotamos por R™ o espago vetorial de dimensao n sobre R, com as operacoes usuais
de soma e multiplicacao. Os elementos x € R" sao chamados vetores ou pontos e

serao representados por n-uplas na forma coluna
x1
T3
:I"n

O produto interno de dois vetores x e y € R™, serd denotado por (z,y) e definido

por

(x,y) = 1.y1 + ToYa + oo + T Yy, = ij.yj.
j=1

Como é usual, a norma euclidiana ou o comprimento de um vetor = € R" é

definida por:

2l = /(@) = /et +af+ ... +ad =

O produto interno permite, além de mensurar comprimento, introduzir o conceito
de angulo entre vetores.

O angulo 6 entre dois vetores x ¢ y € R" satisfaz

(z,y)

cos) = — =L .
[ |[-[|y]|

Dizemos que z e y sdo ortogonais se, e somente se, (z,y) = 0. Se dois vetores nao

. ~ N , . m

nulos forem ortogonais entao o angulo entre eles serd igual a 5
Uma colecao de vetores x1, xs, ..., £ de dimensao n é chamado linearmente inde-

pendente (LI) se, e somente se

k
d Nazp=0 = N=0 Vi=12 .k

j=1
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Caso haja pelo menos um escalar \; # 0 dizemos que a colecao de vetores é linear-
mente dependente (LD).
Por exemplo, os vetores a; = (1,2)7 e ay = (—1,1)7 sdo linearmente independentes
pois,
M (1,2)7 + X (=1, 1) = (0,0)"

y
(A1, 2007 4 (=22, A2)T = (0,0)T
y
(A1 = A2, 201 + X2)T = (0,0)"

e resolvendo o sistema linear seguinte

)\1 - )\2 - 0
A+ = 0
obtemos como resultado, Ay =0 e Ay = 0.

1.2.2 Matrizes

Definicao 1.1 Denominamos matriz a um conjunto de nuimeros reais, ou a um con-
jqunto de nimeros complexos, dispostos em linhas e colunas, numa certa ordem, e colo-
cados entre colchetes. Assim, uma matriz real, ou uma matriz complexa, que vamos

denotar por A, com m linhas e n colunas € representada da forma:

a1 a19 Q1n

a921 a99 Qon
A=

A1 Am2 (075

com a;; € R, ou a;; € C. Os escalares a;; sao denominados elementos da matriz, onde
o primeiro indice indica a linha e o sequndo indice indica a coluna as quais pertence o

elemento. Neste caso, dizemos que a matriz A € de ordem m X n.

Definicao 1.2 Dizemos que uma matriz A de ordem m xn é quadrada se m = n, isto
€, se possui 0 mesmo numero de linhas e de colunas. Neste caso, dizemos stmplesmente

que A é uma matriz de ordem n.
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Definicao 1.3 Dizemos que uma matriz A de ordem mxn é a matriz nula se seus ele-
mentos a;; sao todos nulos. Neste caso, denotamos A = 0. Frequentemente, indicamos

Oyuxn para denotar uma matriz nula de ordem m X n.

Definicao 1.4 Sejam A = [a;j] e B = [b;;] duas matrizes de ordem m x n. Definimos
a soma das matrizes A e B, que denotamos por A+ B, como sendo a matriz C' = [c;;],

de ordem m x n, onde cada elemento € definido da sequinte forma:
ci=uay;+by; i=1..m e j=1..,n

Definigao 1.5 Sejam A = [a;j] uma matriz de ordem m xn e um escalar X. Definimos
a multiplicacao da matriz A pelo escalar \, e denotamos AA, como sendo a matriz

C = [¢ij], de ordem m x n, onde cada elemento € definido da seguinte forma:
cij:)\aij; ’izl,...,m € jzl,,n

Definigao 1.6 Sejam A uma matriz de ordem m X p e B uma matriz de ordem p X n.
O produto AB, nesta ordem, é a matriz C = [c;;] de ordem m x n cujos elementos sao

definidos por:
p
cij:Zaikbik; 1=1,..m e j=1,..n,
k=1
isto €, o elemento c;; € o produto da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna de B.

Assim, podemos definir o produto AB somente quando o numero de colunas de A €

wgual ao numero de linhas de B.

Definicao 1.7 Uma matriz quadrada de ordem n é chamada matriz identidade, e

denotada por I, se sua diagonal principal for formada por 1's e os demais nimeros por

Z€ros.
0 .. 0
0 .. 0
I =
0 0 1

Definicao 1.8 Uma matriz transposta de uma matriz A, de ordem mxn, é a matriz
AT de ordem n x m, que se obtém escrevendo ordenadamente as linhas de A como

colunas.
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Definicao 1.9 O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n, € a soma
algébrica dos produtos que se obtém efetuando todas as permutagoes dos sequndos indices
do termo principal, firados os primeiros indices e fazendo-se preceder o produto do sinal
+ ou —, conforme a permutacao dos sequndos indices, seja de classe par ou de classe

impar. Segue abaizo a defini¢ao:

det(A) = Z(—l)‘]aljl a2j2 ...&njn

p

onde J = J(j1...jn) € 0 numero de inversoes da permutacao (j1J2...Jn) € p indica que a

soma € estendida a todas as n! permutacoes de (1,2, ....,n).

Definicao 1.10 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se B € uma matriz quadrada
de ordem n tal que AB = BA = I, entao B € chamada a matriz inversa de A. A
matriz inversa, caso exista, € unica e é denotada por A~'. Se A possui inversa, A é

chamada nao-singular, caso contririo A serd dita singular.

Pode-se demonstrar [5]| que, uma matriz A, «, terd inversa se, e somente se, suas
linhas forem linearmente independentes ou, equivalentemente, se suas colunas forem
linearmente independentes. Também podemos dizer que uma matriz A possui inversa

se seu determinante for diferente de zero (det(A) # 0).

1.3 Conjuntos convexos

Definicao 1.11 Um conjunto C' € R™ € dito convexo se, e somente se, dado dois

pontos x1 e xo € C, entao,

A+ (1 =Nz € C

para todo X € [0,1]. Notemos que \xy + (1 — N)xg para X € [0, 1] representa um ponto

do segmento de reta que liga x1 e xs.

Qualquer ponto da forma Azx;+(1—X)zy onde 0 < A < 1, é chamado de combinagao
convexa de z; e xo. Se A € (0,1), entdo a combinacdo convexa ¢ dita estrita. Logo
a convexidade de C pode ser interpretada geometricamente como se segue. Para cada
par de pontos z; e x5 € C, 0 segmento que os interliga, ou a combinac¢ao convexa dos
dois pontos deve estar inteiramente contido em C'.

A ideia de combinacdo convexa entre dois pontos pode ser estendida para um con-

junto qualquer de pontos da seguinte forma: dados z; € R", \; € [0,1],7 =1, ..., p, tais



1.3 Conjuntos convexos 10

p p

que E A; = 1, o ponto E A;x; chama-se combinacao convexa de pontos x; € R" com
i=1 . i=1

parametros A\;, 7 = 1,...,p.

Na Figura 1.1 vemos um exemplo de um conjunto convexo C; e na Figura 1.2 um
exemplo de um conjunto nao-convexo C5. Neste ultimo caso, podemos ver que nem

todas as combinacoes convexas de x1 e x5 pertencem a Cl.

Figura 1.1: Exemplo de um conjunto Figura 1.2: Exemplo de um conjunto
convexo. nao-convexo.

1.3.1 Retas, hiperplanos e semi-espacos

Definicao 1.12 Sejam x1 e xo € R". A reta r que passa por estes pontos é definida

como o conjunto de pontos x tais que
=z +t(xe —x1), tER.
Definicao 1.13 Um hiperplano H no R" é um conjunto da forma
H=A{z:{a,z) = a}
onde a € R™ € dito vetor normal ao hiperplano e a € R é um escalar.
Teorema 1.1 Um hiperplano H é um conjunto convexo.
Demonstragao: Seja z,y € H, logo (a,x) = a e {a,y) = a. Queremos mostrar que

A+ (1-XNyeH, Xel01].
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De fato,
{a, \x + (1 = N)y) = Xax + (1 — N)ay = ax + ay — Aay = da+ a — da = a,

o que mostra que H é um conjunto convexo. Podemos notar que a hipotese A € [0, 1] ndo
foi necessaria na demonstragao do Teorema 1.1, o que significa que areta r = x+t(y—x)

estd inteiramente contida em H.

Definicao 1.14 Um hiperplano divide o R™ em 2 regioes chamadas semi-espacos.
Um semi-espago é uma cole¢ao de pontos {z : a’x < b}; onde a é um vetor nao nulo

do R"™ e b é um escalar.

Um semi-espaco também pode ser representado como um conjunto de pontos
{z :a¥x > b}. A unido dos semi-espacos {x : a’x > b} e {x : a’x < b} é o proprio R™.

Referindo a um ponto fixo xy em um hiperplano H, definimos o semi-espago que
pode ser representado por {x : a’(z — x¢) > 0} ou por {z : o’ (x — x¢) < 0}.

A Figura 1.3 ilustra um hiperplano a’z = b, o respectivo vetor normal a e os

semi-espacos a’x < be a’x > b.

Hiperplano

a x=b

Semi-espago

alx>b Semi-espago

T
a x<b

Figura 1.3: Hiperplano e semi-espacos.

1.3.2 Fecho convexo

Definigao 1.15 Seja D C R™ um conjunto qualquer. O fecho convezxo de D, deno-
tado conv(D), é o menor conjunto convexo em R" que contém D (ou, equivalentemente,

a interse¢ao de todos 0s conjuntos converos em R"™ que contém D).
Exemplo 1.1

O poligono P da Figura 1.4 é o fecho convexo do conjunto de pontos p1, pa, ..., ps, ou

seja, conv(py, p, ..., ps) = P.
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Figura 1.4: Fecho convexo.

Exemplo 1.2

O fecho convexo da superficie esférica é a bola, isto é, para
D={xeR":||z|| = ¢},

onde ¢ € R, tem-se
conv(D) ={z € R" : ||z]| < c}.

D conv(D)

Figura 1.5: Fecho convexo da superficie esférica.

Exemplo 1.3

O fecho convexo de dois pontos z; e x5 é 0 segmento cujos extremos sao r; e Ts.
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X4
Figura 1.6: Fecho convexo de dois pontos z; e x,.

E possivel demonstrar [14] que o fecho convexo de um conjunto qualquer D € R
composto por p pontos é o conjunto de todas as combinacoes convexas de pontos de D,

ou seja,

P
conv(D) = {y eR":y= Z)\le}
i=1

p
onde 7 € D, )xiZOeZ)\i:1parai:1,27...,pep€N.
i—1

1.3.3 Sistemas de inequacoes lineares

Quando operamos com numeros reais, inequacoes lineares sdo escritas na forma
f(z) < bou f(x) < b, onde f(x) é uma fungao linear em nimeros reais e b é um

ntimero real constante. Geralmente elas sao escritas da seguinte forma:
a1r1 + asxs + ... + apr, <b ou ajr;+ asxe+ ... +a,r, <b

onde x4, xo, ..., x,, sao chamados de variaveis, ay, as, ..., a,, sao os coeficientes lineares da
inequacao e b é uma constante real.

Exemplos de inequagoes lineares:
1. 2z 4+y <3
9. 5x1—3x2+% <5

1
3. 3(131 —51'2 S -

(]



1.3 Conjuntos convexos 14

4. 3z —y>7

Um sistema de inequacoes lineares é um conjunto de inequagoes lineares nas

mesmas variaveis:

anry + apry + ..+ apr, < b
a91T1 + Q9Ts + ... + QopTn S b2
Am1T1 + Am22 + .. + Amndn S bm

onde x1, g, ..., T, SA0 as variaveis, a1, aia, ..., Amp S20 08 coeficientes lineares do sistema,

de inequacgoes e by, bo, ..., b,, 820 0s termos constantes.

Fazendo
11 Q12 Q1n by T
a921 929 Ao, bz i)
A= b= ex = ,
Aml  Ama oo Qmn b, Tn

podemos escrevé-lo na forma matricial,

Axr <b ou Az <b

onde a matriz A,,x, € denominada matriz dos coeficientes, x é denominado vetor das

variaveis, e b ¢ denominado vetor dos termos independentes.

1.3.4 Poliedros

Definicao 1.16 Um poliedro P ¢ a intersecio de um nimero finito de semi-espagos

p
C; C R™, ou seja, P = ﬂ C;.
i=1
De acordo com a Definicao 1.14, um semi-espaco pode ser representado por uma
inequagao do tipo alz < b, logo, um poliedro pode ser representado pelo conjunto
{x : Ax < b} onde A é uma matriz m X n, cuja linha i-¢sima é o vetor al e b ¢ um
vetor de m componentes, ou seja, um poliedro pode ser representado por um sistema de
inequagoes lineares. Quando o conjunto {x : Az < b} for uma regiao limitada, dizemos

que o poliedro correspondente é um politopo.
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Exemplo 1.4
Vamos considerar o seguinte sistema de inequagoes lineares:

—T1 + T2

(1.1)

—21}1 — X9

IAIA TN

A regiao de solucao de (1.1) esta representada na Figura 1.7. Podemos notar que

esta regiao é um poliedro ilimitado.

Figura 1.7: Poliedro solu¢io do sistema de inequagoes lineares (1.1).

Exemplo 1.5

Vamos considerar agora o seguinte sistema

(27 +2, < 4
r1+xe < 3

9 x < 2, (1.2)
T > 0
To > 0

\

cuja regiao de solugao é o politopo representado na Figura 1.8.
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/2 -1 0 1 4 3\

-1

Figura 1.8: Politopo referente ao conjunto solugao de (1.2).

Cada inequagdo de (1.2) determina um semi-espaco e a interse¢do destes 5 semi-
espacos esta representada na parte colorida da Figura 1.8. Podemos ver uma diferenca
entre a primeira inequacao e as demais. Se a primeira inequacao for ignorada, a regiao
poliedral nao é afetada. Quando isso ocorre, dizemos que a inequacao é redundante,
ou seja, pode ser ignorada que nao ira alterar a regiao. Podemos dizer isso de maneira

mais formal como segue.

Definigao 1.17 Uma restricio alx < by em um sistema de inequagoes é dita redun-
dante se ela € implicada pelas outras restricoes do sistema. Um sistema € dito irre-

dundante quando nao possui nenhuma inequacao redundante.

Definicao 1.18 Uma inequacdo a;1x1 + apxa+ ... + aipx, < by, sendo i a i-ésima linha
do sistema Ax < b, € chamada tgualdade implicita em Ax < b se a;1x1+ a;pro+ ...+

a;nT, = b; para todo x que satisfaz Ax < b.

Vamos usar a notagao:
A_x < b_ para o sistema de equagoes implicitas em Az < b;
A,z < b, para o sistema de todas as outras inequacoes em Az < b.

E facil vermos que existe um z no poliedro P que satisfaz A_x < b_ e A,z < b,.

Exemplo 1.6
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Consideremos o sistema de inequacoes lineares

(2 4+y+2z < 1
r+y+2z < 1
-y+2z2 < 0
z < 0
L —z < 0
Vamos escrevé-lo na forma matricial
-1 1 1] [ 1]
1 1 2 x 1
0o -1 2 < 01,
0 1 z 0
| 0 -1 | | 0 |

Figura 1.9: Regiao de solu¢cao do Exemplo 1.6.

As igualdades implicitas desse sistema sao z < 0 e —z < 0, pois para todo ponto que
satisfaz todas as inequagoes do sistema, também satisfaz as igualdades, logo o sistema

A_x < b_ das igualdades implicitas é

00 1
00 —11°
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A dimensao de um poliedro P do R"™ é igual a n menos o posto da matriz A_,
logo a dimensao do poliedro do Exemplo 1.6 é 2, pois o posto(A—-) = 1, portanto,
dim(P)=3—-1=2.

Definigao 1.19 Se ¢ ¢ um vetor diferente de zero, e existe 6 = max{c'z : Ax < b},

o hiperplano {x : c'x = 6} é chamado de hiperplano suporte do poliedro P = {x :
Az < b}.

Definicao 1.20 Seja P um poliedro. Um subconjunto F de P é chamado de face de

P se F =P ou se I' € a intersecao de P com um hiperplano suporte de P.
Exemplo 1.7

Seja um poliedro P caracterizado pelo sistema

—r1+1r2 < 1
r1+ax < 1,
—T9 < 0
onde
-1 1 1
A= 1 1 |eb=
0 -1 0

Tomemos o vetor ¢ = (0, —1)7. Um hiperplano suporte de P referente a este vetor
cé
§ = max{c’'z : Av < b} = max{{(0, 1), (z1,72)) : Az < b}

X8
d = max{—xs : Ax < b} =0.

Portanto, o hiperplano suporte é a reta x5 = 0, e F' é sua face correspondente, como
estd indicada na Figura 1.10.
Se tomarmos o vetor ¢ = (1,0)7, teremos como hiperplano suporte a reta z; = 1.

Logo, a face correspondente a este hiperplano seria o vértice v ilustrado na Figura 1.10.
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Hiperplano Suporte
c=(1,0)

Hiperplano Suporte
c=(0,-1)

_2/-1 0 2 3

Figura 1.10: Hiperplano suporte e as faces correspondentes do Exemplo 1.7.

Alternativamente, F' é uma face de P se, e somente se, ' é ndo-vazioe F' = {x € P :
A’z ="} para algum subsistema A’z < ' de Az <b.

Pode-se demonstrar (ver [18]) que:
e P possui um nimero finito de faces;
e cada face é um poliedro nao-vazio;

e se F' é uma face de P e I’ C F, entao, F’ é uma face de P se, e somente se, F’ é

uma face de F.

Como uma face F' é um poliedro, entao podemos falar em dimensao da face. Ao
longo deste trabalho utilizaremos o termo vértice para denominar as faces de dimensao
0 e arestas para denominar as faces de dimensao 1.

Uma face de maior dimensao que for distinta do proprio poliedro P é denominada
faceta.

Se o sistema Az < b é irredundante [18], entdo existe uma correspondéncia um-a-um
das facetas de P com as inequacoes do sistema.

A dimensao da faceta de P é uma a menos que a dimensao de P.

Consideremos o poliedro P caracterizado pelo sistema de inequacoes

zr < 1
—r < -1

Logo, esse poliedro é o ponto z = 1 em R. A matriz
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¢ de posto 1. Assim, a dimensao desse poliedro é dim(P) = n—posto(A_) =1—-1=0.
Com isso, por convengao, dim(®) = —1.

Um importante exemplo de um politopo no R™ é o hipercubo.

Definicao 1.21 Um subconjunto P de R™ é chamado hipercubo se for um fecho con-
vexo para todos 0s 2™ pontos com componentes O ou 1. Ele possui exatamente 2" vértices

e 2n facetas.

Figura 1.11: Hipercubo no R3.

Definicao 1.22 Um wvetor xg pertencente a um conjunto convexo C' é um ponto ezx-
tremo de C, se xy nao pode ser representado como uma combinacdo convera estrita de

dois vetores distintos de C'.
Um ponto extremo de um politopo é chamado de vértice.
Exemplo 1.8

Consideremos o conjunto convexo Cy = {(z1,72) : 23 + 23 < 1}. O conjunto de pontos
extremos de C ¢ {(x1,29) : 23 + 23 = 1}.

Existem conjuntos convexos que nao possuem pontos extremos, como ¢ o caso da
reta {(x1,x2) : X9 = 0}.

Definigao 1.23 Considere um poliedro P definido pelo sistema Ax < b e seja y um
vetor do R™. Dizemos que y é um ponto factivel ou um ponto vidvel se y satisfazer
todas as restrigoes (inequagdes) do sistema. Se y ndo salisfaz uma ou mais restrigoes

(inequagoes), dizemos que y é um ponto infactivel.
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Definicao 1.24 Seja P um poliedro do R". Um ponto x € P é dito um ponto interior

de P se x satisfaz estritamente o sistema de desigualdades, isto €, Ax < b.

No conjunto convexo C' representado na Figura 1.12, z; = (1,1) é um vértice (um

ponto extremo) de C', enquanto que x5 é um ponto interior.

Figura 1.12: Exemplo de um vértice e de um ponto interior.

Definicao 1.25 Um politopo P C R™ é chamado simples se cada vértice estd contido

em exatamente n facetas.

Um hipercubo é um exemplo de um politopo simples.
Um exemplo de um politopo nao simples é a piramide de base hexagonal (Figura

1.13). Neste caso, um vértice esta contido em 6 facetas.

Figura 1.13: Piramide no R3.
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Definigao 1.26 Para todo ©o € R" e A € Ry, um rato € uma colecao de pontos da

forma

r={ro+A: )R}

onde d é um vetor ndo nulo do R" e xy denomina-se vértice do rato e d é denominada

diregao do rato.

Definicao 1.27 Dado um conjunto convexo, um wvetor nao nulo d é chamado uma
direcdo do conjunto, se para cada xo do conjunto, o raio v = {xg + Ad : A > 0}

também pertence ao conjunto.
E evidente que se o conjunto é limitado, nao tem diregoes.

Definicao 1.28 Uma dire¢cao extrema de um conjunto convero é uma dire¢cao do
conjunto que nao pode ser representada como uma combinagao positiva de duas direcoes

distintas do conjunto.

Dois vetores d; e dy sao ditos distintos, ou nao equivalentes, se d; nao puder ser re-
presentado como um multiplo positivo de dy. Na Figura 1.14 temos 2 dire¢oes extremas
dy e dy. Qualquer outra direcao do conjunto, como nao é miltipla de d; e dy, pode ser

representada como Ajd; + Aady onde Ay, Ay > 0.

Figura 1.14: Direcoes de um conjunto convexo.

Qualquer raio que esté contido no conjunto convexo, e cuja direcdo é uma direcao

extrema, é chamado raio extremo.
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Vamos considerar agora o caso de uma regiao poliedral ilimitada. Um exemplo é
mostrado na Figura 1.15. Podemos ver que a regiao tem trés pontos extremos, i, To
e r3, bem como duas direcoes extremas, d; e do. Pode-se demonstrar pelo teorema da
representagao [3], que em geral, cada ponto da regido pode ser representado como uma
combinagao convexa de pontos extremos, somado a uma combinacao linear nao-negativa

das diregoes extremas.

Figura 1.15: Regiao poliedral ilimitada.

Para ilustrar, consideremos o ponto z na Figura 1.15. O ponto x pode ser represen-
tado por y mais um multiplo positivo da direcao extrema d;.
Notemos que o vetor (z —y) estd na dire¢ao de d;. Mas y € uma combinagao convexa

dos pontos extremos x; e x3, de forma que
x:y+ud1:)\x1+(1—>\)x3+ud1

onde A € (0,1) e > 0.

Neste trabalho estamos interessados na representacao grafica de poliedros definidos
por um conjunto de desigualdades (Az < b). Obviamente a projegao grafica so é possivel
em dimensdes menores ou iguais a 3. Quando a dimensao do poliedro for maior do que
3, podemos projeta-lo num espago de dimensdao menor, até que sua “sombra” possa
ser desenhada no R3. Faremos isso utilizando o método de Fourier-Motzkin que sera

descrito no Capitulo 2.
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O seguinte teorema é importante neste sentido, pois garante que a projecao de um

poliedro continua sendo um poliedro.
Teorema 1.2 Considere a projecio 7 : R™ — R dada por
(a1, Ty .oy Tp) = (2o, o0y Tp).
Se P C R™ ¢ um poliedro, entio w(P) C R"™! ¢ um poliedro.
Demonstracao: Suponhamos que P seja o conjunto solucao do sistema

a1 + a12T9 4+ ... 4+ ALy S bl

Am1T1 + Am2T2 + + Amnn § bm

Vamos dividir as m inequacoes em:

G = {Z"CL“ > 0}
7 = {i|ai1 = 0}
L= {i|ai1 < 0}

A inequacao ¢ se reduz a

! ’ !/
1 < o + ... + a;,T, + b,

seiecGea

! ! I
Ajol2 + ...+ Qg Ty + bj <

— Qi / b; . . ~

e b, = — para k = 2,...,n. Assim, as inequacoes em G e L
. Qi1 ai1

resultam na seguinte desigualdade,

se j € L, onde a;k =

max(a;,Ts + .. + ax, +bili € L) <z < min(ajas + ... + aj,a, + bilj € G).

Agora (x9,...,x,) € 7(P) se, e somente se, existe x; tal que (z1,...,xz,) € P. Isto

acontece se, e somente se, (T, ..., T,) satisfaz as inequagoes em Z e

max(a,ry + ... + a;,m, +bili € L) < min(a;ﬂg + ...+ a;n:vn + b;|j €G).
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Essa desigualdade se expande para o sistema de |L| ! e |G| inequagdes em o, ..., 7,
consistindo de
/ / / / / !’

ou melhor

(Ao — ajo)w2 + (g, — aj,) 00 < b; — by
onde i € L e j € G. Adicionando as inequagdes em Z (onde z; ndo estd presente) nos
vemos que 7(P) é o conjunto de solugbes para o sistema de |L||G| + |Z]| inequagoes

lineares, isto é, 7(P) é um poliedro.

Definigao 1.29 Um cone convexo C é um conjunto convero com a propriedade adi-
cional que se v € C, entdo \x € C, Y\ > 0.

Notemos que um cone convexo sempre contém a origem, basta fazer A = 0, e
também, dado qualquer ponto = € C, o raio r = {Az : A > 0} € C.

Portanto, um cone convexo é um conjunto convexo que consiste de raios emanados

desde a origem. Nas Figuras 1.16 e 1.17 temos exemplos de cones convexos.

Figura 1.16: Cone convexo no Figura 1.17: Cone convexo no
R2. R3.

Assim, um cone convexo é formado por raios, entdo ele pode ser inteiramente ca-
racterizado por suas dire¢oes. Na verdade, ndao sao necessarias todas as direcoes, uma
direcao nao extrema pode ser representada como uma combinacao positiva de direcoes

extremas.

1 Se um conjunto A tem n elementos, onde n é um ntimero natural, entdo diz-se que a cardinalidade

de A, denotada por |A| é n.
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Dado um conjunto de vetores ay, as, ..., a;, podemos formar o cone convexo C', ge-
rado por estes vetores. Este cone consiste de todas as combinacoes nao-negativas de

ai,asg, ..., a, isto &,

k
C:{Z)\jaj: )\jZO, V]:LQ,,]{}}
j=1

Como um exemplo, consideremos o cone convexo cujas dire¢oes extremas sao (1, 1)
e (0,1), logo o cone convexo C' = {(z1,x2) : 1 > 0,21 < x2}. A Figura 1.18 mostra o

cone convexo gerado pelos pontos (1,1) e (0,1).

o

IE 1

Figura 1.18: Caracterizacao de cones convexos em termos de diregoes extremas.

O Teorema de Minkowski-Weyl afirma que cada poliedro é finitamente gerado e cada
conjunto finitamente gerado é um poliedro. Mais precisamente, para dois subconjuntos
Pe @ deR", P+ (@ denota a soma de Minkowski de P e Q:

P+Q={p+q:pePeqecl}
Teorema 1.3 O Teorema de Minkowski-Weyl [12].

Para um subconjunto P de R", as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. P é um poliedro, isto é, para alguma matriz real (finita) A e algum vetor real b,
P ={x:Ax <b};

2. Existem um niimero finito de vetores reais vy, vo, ..., v, € raios r1,7s, ..., s em R"

tais que P = conv(vy,va, ..., 0.) + (11,79, ..., Ts).
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Definicao 1.30 O problema da enumeragao dos vértices e das faces [12].

Quando um poliedro P em R"™ tem pelo menos um ponto extremo e possui a dimensao
do espaco, as representacoes (1) e (2) no Teorema de Minkowski-Weyl sao unicas de
cada inequagao e raio 7;.

Sob estas condicoes de regularidade, as conversoes entre as representacoes dos hiper-
planos e as representacoes dos vértices sao problemas fundamentais bem conhecidos. A
transformagao (1) para (2) ¢ conhecida como a enumeracdo dos vértices e, a outra, de
(2) para (1), é conhecida como a enumeragao das faces.

H& problemas faceis (ndo-degenerados) e dificeis (degenerados). Por simplicidade,
vamos assumir que P é um politopo. A enumeracao dos vértices é chamada nao-
degenerada se nao houver nenhum ponto x € R™ que satisfaca n + 1 inequagoes
com igualdade, e degenerada, caso contrario. A enumeracdo das faces é chamada
nao-degenerada se nao houver n 4+ 1 pontos que estao em um mesmo hiperplano, e
degenerada, caso contrario.

Neste trabalho, nos iremos tratar dos problemas faceis (nao-degenerados), enu-
merando os vértices, e em seguida, encontrando as faces. Para isso, no Capitulo 3,
apresentaremos alguns algoritmos eficientes seguidos de algumas observagoes.

Nosso objetivo é enumerar os vértices, encontrar as faces e representar graficamente
o politopo, portanto iremos trabalhar em R, R? e no R3. Mas isso nao nos impede de
termos um conjunto de desigualdades no R™ com n > 3. Caso isso aconteca, vamos
utilizar um método para reduzir esse conjunto de desigualdades para R? ou R? ou R.
O método que vamos utilizar para isso é a eliminacao de Fourier-Motzkin que sera

apresentado no capitulo a seguir.



CAPITULO 2

METODO DE ELIMINACAO DE

FOURIER-MOTZKIN
|

2.1 Introducao

Sera apresentado nesse capitulo um algoritmo matemaético para eliminar variaveis de
um sistema de inequagoes lineares, chamado método de eliminacao de Fourier-Motzkin.
Esse algoritmo nos permite reduzir um sistema do R™ até o R3 ou R? ou R e projetar
sua regiao de solugao. O algoritmo consiste em criar um outro sistema do mesmo tipo
de tal forma que ambos os sistemas tenham as mesmas solucoes sobre as demais va-
ridveis. Por esse algoritmo também poderemos decidir se o sistema original tem ou nao
solucoes. Para isso basta eliminar todas as variaveis, obtendo um sistema de desigual-
dades constantes. Para a apresentagao desse algoritmo, iremos analisar trés exemplos
de forma a construir e formalizar o método. Em seguida, trabalharemos o método por
meio de operacoes com matrizes, o que facilitara sua abordagem computacional.

Antes de formalizar o método de Fourier-Motzkin, vamos estudar alguns exemplos

para termos uma ideia intuitiva do seu funcionamento.
Exemplo 2.1

Vamos considerar o seguinte sistema de inequagoes lineares:

29
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—3x 5
_ < Z
1 Y=g
. 2.)
g + Y S 7

A regiao de solucao desse sistema é apresentada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Regiao de solucao de 2.1.

Podemos rearranjar o sistema (2.1), deixando os coeficientes de

x valendo 1, mul-

tiplicando ambos os lados de cada inequacao por um ntmero real positivo. Esse proce-

dimento nao iréd alterar a regiao de solucao do sistema. Fazendo isso, obtemos o seguinte

resultado:

4 —3z ) 4 4 5
-}, — < = (= e Y 2
(3> s (3> Thy s 3
. — :
(6). 5 +y < 7 .(6) r+6y < 42

Vamos isolar a incégnita z nas duas inequagoes, assim teremos:

dy 5
> J_ 2
R T

v < —Gy+42

Podemos reescrever esse resultado da seguinte forma:
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4 5
W2 < < 6yt 42 (2.2)
3 3
De (2.2) temos que,
4y 5
— — - < —6y +42
3 3 y+42,
ou seja,
4y — 5 < —18y + 126,
de onde,

22y < 131.

Portanto os valores de y na solugao do sistema de inequagoes (2.1) deverao satisfazer
a seguinte restricao

131
y < =2 =5 946.

22
Note que a variavel z do sistema (2.1) foi eliminada.
Fazendo y = 5y em (2.2), temos:
131 1 5) 131
4| — ). (=) —=<2x<—-6.— 42
(22> (3) g="= (22)+
U
524 — 110 <p< —786 + 924.
66 - 22
Logo,
131 N 69 << 69
= — —<zr<—.
Y= 11="=11
Portanto, quando y assume o méximo valor factivel, o valor correspondente de = é
69 ) 69 131\ | . .
17 ouseia, { 5y ) eum ponto extremo da regiao determinada por (2.1).

69 131

Podemos observar que o ponto (ﬁ’ E) é exatamente o ponto extremo do sistema

de inequagdes (2.1) do Exemplo 1.
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Figura 2.2: Projecao da regiao de solu¢ao do sistema (2.1) sobre o eixo y.

Exemplo 2.2

Vamos agora tomar o sistema de inequagoes (2.1) e acrescentar duas novas ine-

quacoes, ficando da seguinte formas:

(T3 5

1 Y=y

i

z 7

6+y <
| 59 (2.3)
s Y =7

—3r—y < =5

A regiao de solugao de (2.3) esté representada na Figura 2.3.
Seguindo os mesmos passos do Exemplo 2.1, vamos multiplicar cada inequacao por
um numero real positivo, deixando o coeficiente de x valendo +1. Feito isso, vamos re-

arranjar o sistema (2.3) colocando as inequagoes com coeficientes de x negativo primeiro
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N WAoo

1
EAN
1
1
N
-

01 910

ol
N =

SoohNshhb

[
-

Figura 2.3: Regiao de solugao de (2.3).

e depois as de coeficientes positivos (poderia ser o inverso). Em seguida isolamos x em

cada uma das inequacoes obtendo os resultados:

( —3x 5 4 ( 4y 5 ( 4y 5
el < = = _ - het _ i Z
1 +y < 1 (3) T+ 3 < 3 T+ ) < 3
T -5
Sty < 7 .(6) r+6y < 42 D
6 3 — 3
{ Tz _ 59 2 = 2y _ 59 = —
- —_— — xr— — -
5o < 5 .(7) - = 5 T4+ 6y < 42
1 Y -5 2y 59
3 — _ il r—Z < = A
Sr—y < =5 (3) T3 5 3 Tty s 7
\ \ \
( 4y 5
> <Lz
Ys 3T
— 5
rZogths
:<

\

Podemos reescrever esse tltimo sistema da seguinte forma:
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4y 5 —y 5 . 2y 99
= - 24+ -3 < < —6 42, — 4+ — 5. 2.4
max{3 3,3+3} _x_mln{ y+ ,7+7} (2.4)

Se desejarmos eliminar a variavel z em (2.4), devemos considerar

(Y0 < e oy < 131 (4 < 2esow
%y_g < 27y+? 22y < 212 y = %29’636’
%Mg < 6yt 42 - 17y < 121 - y < 11—271%7,118
%erg < .5 \_133/ s 42 y > %2—10,923

( (

De onde concluimos que os valores de y na solugdo do sistema de inequacdo (2.3)

devem satisfazer:

—142 131
—n SYS o5
13 2
- —142
Se substituirmos os valores extremos de y em (2.4) obtemos, para y = 3

e 4 (—142 5 (—1 —142 n 5 <y <
x94=|l—— ) —=, | —=— ). | — -
3 13 37\ 3 13 3) & =
. 6 —142 L 2 —142 59
min< —6. (| —— . l—)-1=]¢
13 "\ 7 13 7
Efetuando as operacoes temos,

{—211 69} . {1398 69}
max — » <z <min .

13 713 13 13
Logo,
69 69
— << —=
13— 13
Portant —142 ; 69
ortanto, para y = ——, temos, = —.
2 p y 13 ) ) 13
Agora vamos substituir y = — em (2.4).

22
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(b (2) 33) (2) Y < -
ol ()0 () (3)(2))

Efetuando as operacoes temos,

69 —7 . 69 780
max <z <mins —,— .
11722 117 77

Logo,
69 69
— < zrx< —.
11— — 11
131 69 P
Portanto, para y = ——, temos, z= = 1 e, consequentemente, dois vértices da

regiao de solu¢ao de (2.3), como vemos na Figura 2.4.

Figura 2.4: Projecao da regiao de solucao do Exemplo 2.2 sobre o eixo y.

Exemplo 2.3

Nos Exemplos 2.1 e 2.2 todas as inequacoes envolviam as duas variaveis. Vamos
acrescentar ao sistema (2.3) trés inequacoes, sendo duas dessas envolvendo apenas a

variavel y. Assim, consideremos o seguinte sistema de inequacoes lineares:
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¢ —31 . 5)
1 Y=
X
z 7
Tx B 59
2 Y =75
—3r—y < =5 (2.5)
-y < 3
3B
1Y =7
-y < 5
\

Seguindo os mesmos passos dos exemplos anteriores, vamos multiplicar cada ine-
quacao por um numero real positivo, deixando o coeficiente de x valendo 0 ou +1, depois
rearranjamos o sistema (2.5) colocando as inequagoes com coeficientes de x negativo
primeiro, depois as de coeficientes positivos (poderia ser o inverso) e em seguida as de
coeficientes nulos. Depois disso, isolamos a variavel x nas inequacoes do sistemas e

obtemos o seguinte resultado:

( 4y 5
> 2 _Z
T =3T3
> _Z4Z
T2 gty

2y 59

v < S+ (2.6)
7
—4y 35

y > -3
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Podemos notar que a inequacao —y < 5 é redundante, ou seja, pode ser eliminada

do sistema de inequagbes (2.5) que ndo vai alterar sua regido de solugao, conforme

podemos observar na Figura 2.5.

-~ \ /

Figura 2.5: Regido de solugao de (2.5).

Vamos reescrever (2.6) da seguinte maneira:

49y 5 —y 5 . 2y 59 —4y 35
A T P —by+42, 2+ = 42
max{s 373 +3}—x—mm{ Oytdz 7+ 5

2.7)
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Logo,
( 4y 5
W5 o gy 131
< 2=
3 3 v < 5
y o 2y .21
33 77 v < 5
4y 5 4y 35
3 3 = 3 '3 y < 5
-y 9 121
VL2 < Gy 442 < =
3 +3 Y+ =Y s 7
-y 5 2y 99 —142
L4 < =ZL__Z > —
3 73> 7 Y= T3
-y 5 —4y 35 < 6
VL0 o TH L y <
3 73> 3 73
y > -3 y = -3
\

\

Portanto, os valores de y para a solu¢ao do sistema de inequagoes (2.5) deve satis-
fazer & seguinte restricao:
—3<y<h. (2.8)

Fazendo y = 5 em (2.7) temos:

4. — 2. —4.
max{ﬂ—§ —5—1-2} Swémin{—G.(5)+4Q,Q+$,¥—i—%}.

69
Logo, max {5,0} <z < min {12, = 5}, ou seja, x = 5.
Para y = —3,

a —ir e <z < min« 60 03 47 ou seja 8 <z< o3

max < —, — x < min —, — u —<zr< —.
3 '3 =" = AIEY HR i T

Portanto, obtemos trés vértices pertencentes a regido de solu¢do do sistema (2.5),

(5,5), (g,—:s) e (5—73,—3).

Na Figura 2.6 podemos ver a projecao da regiao de soluc¢ao no eixo y.



2.2 Método de eliminagao de Fourier-Motzkin 39

yﬁ-11‘01 3456 7 8 9 10

2
4\ ]
=l \ 1

Figura 2.6: Projecao das regioes de solucao do Exemplo 2.3 sobre o eixo .

Vejamos algumas observacoes a respeito desses trés exemplos resolvidos:

1. Nos trés exemplos apresentados eliminamos a varidvel x do sistema de inequagoes,
obtendo um novo sistema com uma variavel a menos. Geometricamente isso
equivale a projetar a regiao de solugao do sistema original num espaco de dimensao

menor. Neste caso, de R? para R.
2. No Exemplo 2.3, conseguimos identificar uma equagao redundante.

3. Também foi possivel encontrar alguns pontos extremos do conjunto solugao, o que

pode ser ttil para encontrar um ponto interior, como veremos no Capitulo 3.

O que fizemos nesses trés exemplos particulares foi a aplicacao do método de elimi-
nacao de Fourier-Motzkin, que pode ser generalizado para o R”, como veremos na

proxima segao.

2.2 Meétodo de eliminacao de Fourier-Motzkin

A eliminacao de Fourier-Motzkin é um método que nos permite eliminar variaveis
de um sistema de inequacoes, reduzindo-o a um sistema em espacgo de dimensao menor.

Seja o sistema de inequagdes lineares,

Ax <b
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onde A € R™*" ¢ h € R™,

Vamos escrevé-lo da seguinte forma:

a11T1 + a2y + ...+ A1pTh S b1
a1y + a99x9 + ... + a9,T S b2
o (2.9)
Am1T1 + Am2T2 + ...+ Qmndn S bm
Digamos que queremos eliminar z; do sistema (2.9).
1
Para cada 7, onde a;; # 0, podemos multiplicar cada uma das inequagoes por ﬁ,
Qi1
deixando como valor do coeficiente de x1, 0 ou +1.
Temos, entao
-1 + dpre + ... + ax, < b (iel)
Ty A+ dyry + o+ dpx, < U (ielf) . (2.10)
+ ary + .. + dyr, < B (i€l
Onde I~ = (i : aiy < 0), ou seja, as inequagdes onde os coeficientes de x; sdo

negativos, It = (i : a;; > 0), ou seja, as inequagoes onde os coeficientes de 1 sdo

positivos e I° = (i : a;; = 0), ou seja, as inequagoes onde os coeficientes de 1 sao nulos,
Qs b,

=L eb=—".
[ | a1

Assim, o conjunto de indices da linha I = {1,2,...,m} é particionado nos sub-

/
a;;

conjuntos 1=, IT e I°, sendo que algum destes pode ser vazio. Daqui resulta que
x1, X9, T3, ..., Ty € uma solugao do sistema original (2.9) se, e somente se, 1, Tg, X3, ..., Ty,

satisfazem as seguintes restri¢oes:
max {(aj,r2 + ... + af,x,) — b} < 1 < min{d — (ajpze + ... + a,z,)} (2.11)

ondeic [T kel e
Aoy + algrs + ...+ al,x, < U (2.12)

para o coeficiente de x; valendo zero, com i € I°.
A inequagao (2.11) diz que x; encontra-se em um certo intervalo, que é determinado

por Xy, T3, ..., T,. Por essa inequagao podemos escrever:

max { (a2 + ... + @, Ty) — b} < min{b — (ajpra + ... + a},xn)}, (2.13)
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que podemos resolver combinando cada inequacgao do primeiro conjunto de restrigoes
com cada inequacao do segundo conjunto de restricoes.

Juntando os resultados obtidos resolvendo (2.13) com (2.12), obtemos uma projec¢ao
P no espacgo das varidveis xs, x3, ..., Ty,.

Pode-se entao proceder da mesma forma e eliminar s, x3, etc.

Observagoes [9]:

e Se I~ ou I" for vazio, o primeiro conjunto de restri¢oes de (2.11) desaparece e
o sistema serad inconsistente ou terd uma regiao ilimitada, pois a variavel x; nao

tera limite superior (I~ = @) ou nao tera limite inferior (I = @).

Exemplo: Vamos considerar um sistema cujo conjunto I+ é vazio:

—r+y < 1 > y—1
—r—y < 5 =qx > —-y—>5
Yy < -1 < -1

Assim, * > max(y — 1,—y — 5) e y < —1, ou seja, x ndo possui limite superior,

logo a regiao de solugao é ilimitada, conforme podemos observar na Figura 2.7.

4

Figura 2.7: Regiao de solugao do sistema.

e Se o conjunto IV for vazio e apenas um dos conjuntos I~ ou I for nao vazio, nao
podemos eliminar a primeira variavel. Uma alternativa é reordenar o sistema e

iniciar a eliminacao por outra variavel.
Exemplo: Considere o seguinte sistema

-4y < 8 T
=
—r—y < 2 T

y—8

AVARLY,

—y—2
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r > max{y — 8, —y — 2}. Podemos observar que nao ha limites para a variavel y,

portanto, se eliminarmos a variavel x, a projecao da regiao de solugao do sistema

A

serd todo o eixo y, conforme a Figura 2.8.

01 2

A

Figura 2.8: Regiao de solugao do sistema.

e O método de eliminacao de Fourier-Motzkin nos permite concluir se o sistema é

inconsistente ou nao. Considere o seguinte sistema de inequagoes:

r+y < 8 r < —y+8
r—y < 2 =T = ?/+125
w4y < —15 r > %+5

15
max {% + 7} <z <min{-y+ 8,y + 2}.

1
Eliminando = da restricao acima, obtemos 11 <y < 3 que é inconsistente. Logo,

o sistema nao admite solucao.

e Um problema desse método é que o nimero de restricoes pode crescer exponen-
cialmente mais rapido do que as variaveis sao eliminadas, o que pode tornar cara

sua aplicagao em sistemas grandes.

Na préxima secao vamos apresentar uma versao matricial do método de Fourier-

Motzkin com o intuito de facilitar sua abordagem computacional.
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2.2.1 Eliminacao de Fourier-Motzkin através de operacoes com

matrizes

Podemos utilizar a notacao matricial para apresentar o método de Fourier-Motzkin
de outro ponto de vista [9]. A seguir descrevemos, de forma resumida, esta abordagem.
Considere o sistema linear (2.9) e sua matriz de coeficientes A € R™*". Seja A" a
matriz dos coeficientes de um novo sistema linear (2.10), ainda com todas as variaveis
x1,T9, T3, ..., Ty, Mas cujos coeficientes de x1 sao =1 ou 0. O novo sistema de inequagoes

lineares pode ser representado por

Az <V,
Vamos escrevé-lo da seguinte forma:
ay, dyy ... ay, T |
ay,  Ahy ..., X9 A
a., a., ... a.. Ty b

. . g / _ .
Vamos criar uma matriz positiva C' € R™*™ onde m’ = [IT| x || 4 |IY], ou seja,
o nimero de linhas da matriz C' é o produto entre o ntimero de coeficientes a;; > 0 e
/ - ., . ! ., ;- .,
a;; < 0 mais o nimero de coeficientes a;; = 0, e o nimero de colunas ¢ igual ao nimero
de linhas da matriz A’
A matriz C' serd uma matriz binéaria (seus elementos serdo 0 ou 1) de forma a

representar as combinagoes entre o conjunto das inequagoes que satisfazem a};, < 0 com

/
p

/ s / / / g / !/ !
onde a;; <0, as linhas a;,,,a,,,,...,a,,, sdo aquelas onde a;; > 0ea,, . 1, " ,a, as

aquelas que satisfazem a}; > 0. Vamos supor que as linhas af,d), ..., al sdo aquelas

linhas que satisfazem a}; = 0. Neste caso a matriz C terd a forma:
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[ 1 0 0 0]
1 1 0 0
1 0 0 0

0 0

110 . 0 0 0

10 1 0 0 0

¢= 110 0 . 0 0 0
0

00 ...0/1 0 0

00 ...0/[0 0

0

(00 ... 0[00 ... 00 0 1

Com a matriz C' construida, agora para eliminarmos a primeira varidvel basta fa-

Zermos as seguintes operacoes com as matrizes:

CA e CUV.

Assim, construimos a seguinte desigualdade:

" " 1"

0 afy .. af, T by
" " 1"

0 al, ... an., T, b

onde a!; sdo os resultados da operacao C.A’ e b sdo os resultados da operacao C.U'.
A variavel z; pode ser eliminada deletando a primeira coluna da matriz C.A’.
Podemos entao proceder da mesma forma e eliminar x-, x3, etc.

O processo ficara ilustrado e mais compreensivel nos exemplos a seguir.
Exemplo 2.4

Vamos considerar o sistema de inequagdes lineares (2.5), processado de modo que

os coeficientes da variavel x sejam todos 1, —1 ou 0:
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( 4 5
ety <3
—x—g < _§

3 3
r+6y < 42
oo

- S

4 35
x—i—gy < 3
-y < 3
-y < 9

\

4 ¢ 5

3 3

4 -5

3 3

16 42

A 1 __2 @

= 7 0= 7
4

1 = o

3 3

0 -1 3

0 —5 5

A matriz C terd, 7 colunas e (2 x 3) + 2 = 8 linhas. Logo,
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O Ol Rk RO O ©

ol O RO O =
SO RO O OO o o©
—_ OO O Ol o O

O OO0 = OO = O
S Ol O O|l+= O O

S OO0 O O = =

Fazendo as operagoes com matrizes, eliminamos x e temos as seguintes restricoes:

B T B T (
0o 22 131 2y B
3 3 — 3
92 212 22y 212
0 = i “Yy o o2e
21 21 21 = 21
0o 8 40 & . A
3 3 3~ 3
0 121 iy 121
C.A= 3 low=| 3 | = 3 3
0 —13 142 —13y _ 142
21 21 o1 = 21
0 1 10 y < 10
0 -1 3 -y < 3
0 -5 5 5y < 5
L . L . \

Resolvendo uma a uma encontramos o mesmo resultado obtido em (2.8):
—3<y<5
Exemplo 2.5

Vejamos agora um exemplo de um sistema de inequacgoes inconsistente. Considere-

mos o sistema
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—r+y < -1
Tr — < —4
Y= (2.14)
r—y < =3
—r+y < -3
Multiplicando cada inequagao por um nimero real positivo e rearranjando as linhas
temos
(-1 1] [ -1 ]
-1 1 -3
A= . -1 |,b=| —4
7 T
1 -1 3

A matriz C teré, 4 colunas e (2 x 2) + 0 = 4 linhas. Logo,
1 0{1 O
1 010 1
C=|—"F+——
0 1|1 0
0 1|10 1

Fazendo as operagoes com matrizes, eliminamos x e temos as seguintes restricoes:

i 0 Q T [ —11 7 ( 6_y < —11
7 7 T 7
0 0 —4 0 < —
0 = = o< 2
7 7 T 7
0 0 —6 0 < —6
L . L . \

Note que neste sistema apareceram inconsisténcias como 0 < —4 e 0 < —6, o que

nos permite concluir que o sistema (2.14) é inconsistente ou infactivel.

Exemplo 2.6
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Até agora mostramos exemplos no R?, vamos resolver um sistema de inequacoes
lineares no R? e fazer sua interpretacao geométrica.

Consideremos o seguinte sistema de inequacoes lineares:

(

z < 4

—z < =2
dr+2 < 10 (2.15)

—Ar—z < 0

—2y+z < 0

\ 2y—z < A4

A regifo de solu¢ao do sistema de inequagoes (2.15) é mostrada na Figura 2.9 abaixo:

|z

Figura 2.9: Regiao de solugao de (2.15).

Vamos eliminar a variavel z, projetando no plano xy a regiao de solucao de (2.15).

Para isso, vamos rearranja-lo da seguinte forma:

p

—z < =2
—z—4x < 0
—z42y <

z < 4
z+4x < 10
z—2y < 0

\
Agora, como os coeficientes de z ja sdao +1, escreveremos as matrizes A e b, deter-

minamos C' e fazemos as operacoes das matrizes. Assim temos,
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-1 0 0 -2
-1 -4 0 0
-1 0 2
A - ’b =

1 0 0

1 4 0 10
1 0 =2 0

A matriz C teré, 6 colunas e (3 x 3) + 0 = 9 linhas. Logo,

100[100
100[/010
10000 1
010100

C=|010[/010
010[001
001100
00 1/0 10
(00 1[0 0 1]

Fazendo as operagoes com matrizes temos:

0 0 0
0 4 0
0 0 -2 —2
0 —4 0 4
CA=|0 0 0 [.,Cb=]| 10
0 —4 -2
0 0 2
0 4 2 14
(0 0 0 | | 4]

Portanto, eliminamos z e obtemos o seguinte sistema com as variaveis = e y,
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0 < 2

4x < 8

—2y < =2

—4x < 4

{ 0 < 10 (2.16)

—4r -2y < 0
2y < 8
dr+2y < 14

0 < 4

\

Assim, projetamos a regido de solugao do sistema de inequagoes (2.15) no plano zy

conforme as Figuras 2.10 e 2.11.

Figura 2.10: Projegao da regiao de solugao de (2.15) no plano xy no R3.
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-1 0 1 2
Figura 2.11: Projegio da regiao de solugio de (2.15) no plano zy no R

Agora, no sistema (2.16), procederemos da mesma maneira para eliminar z, e assim
projetaremos a regiao de solucao do sistema original (2.15) no eixo y. Entao, multipli-
cando por um nimero real positivo, obtemos as matrizes A’ e b’ e definimos C’. Depois

fazendo as operacoes de matrizes obtemos os seguintes resultados:

_ - -
-1 0
-1 0 1 (1 0|1 0]l0 0]
. 9 1 0l0 1/0 0
0 1|1 0/0 0
A/: 1,bI:7€,C/:
1 = - 0 1|0 1/0 0
2 2
0 0/0 0|1 0
0 -2 —2 0 0[0 0[0 1|
0 2 8

Logo,
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_ 0 17
2
0 0
0 0
O/.A, - 0 1
2
0 -2
0 2

Ol =

Assim temos as seguintes restricdes em .

( —Y

2

\

<

IN

IN

IN

IN

IN

NCNEEN|

| ©

DO | ~1

| o

Resolvendo cada uma das inequacoes acima, obtemos:

1<y<4.
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-1 0o 1 2
Figura 2.12: Projegao da regiao de solucao de (2.15) no eixo y.

Nos Capitulos 3 e 4 vamos utilizar uma implementacao computacional do método de
Fourier-Motzkin na linguagem do software Octave, que é compativel com o MatLab. O
codigo utilizado foi implementado por Sebastian Siegel e esta disponivel no site oficial
do MatLab.

A implementacao de Sebastian Siegel utiliza, além do método de Fourier-Motzkin,
uma rotina para eliminagao de inequagoes redundantes. Como veremos no Capitulo 4
a rotina reduce_ rows de Sebastian Siegel nao elimina todas as redundancias. Em uma
nova implementagao, propomos uma maneira de eliminar as redundancias, que seréa
apresentada no préximo capitulo.

Reduzindo um sistema de inequagoes lineares do R™ para o R3, R? ou até para o R,
podemos representar graficamente a regiao de solucao, ou seja, o politopo do sistema
original. Para isso sao necessarios alguns algoritmos para encontrar os vértices e as
faces do politopo. Esses algoritmos bem como suas implementagoes e a representagao

grafica do politopo em um arquivo obj é o que veremos no préximo capitulo.



CAPIiTULO 3

REPRESENTACAO GRAFICA DE UM
SISTEMA DE INEQUACOES LINEARES

3.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar alguns métodos para representacao gréfica de poliedros,
que conforme vimos no Capitulo 1, é o conjunto solucao de um sistema de inequagoes li-
neares Ar < b. Como estamos interessados efetivamente em desenhar o poliedro, vamos
nos restringir as representacoes em dimensoes menores ou iguais a trés. Caso o sistema
Az < b possua mais de trés variaveis, podemos utilizar o método de Fourier-Motzkin
para obter projecoes deste poliedro no R? ou R2.

De maneira geral, um poliedro pode ser descrito de duas formas: pela intersecao de
semi-espacos (Ax < b) e como o fecho convexo de seus n pontos extremos (ou vértices)
[1]. Existem trés problemas computacionais classicos relacionados com as descrigoes de

um poliedro:

e 0 problema da enumeracao dos vértices, que consiste em determinar os vértices a

partir de uma representacao por semi-espacos;

e o problema da enumeracao das faces, que consiste em encontrar os semi-espacos

a partir dos vértices;

e 0 problema da verificacao de um poliedro, dadas uma descricao de vértices e
uma descricao de semi-espacos, decidir se ambas representacoes definem o mesmo

poliedro.
55
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Neste trabalho, iremos tratar do primeiro problema: obter todos os vértices de um
poliedro, a partir de sua representacao por semi-espacos, ou seja, a partir de um sistema
de inequagoes lineares, Ax < b.

O problema da enumeracao dos vértices tem aplicacoes em varias areas e uma relacao
bastante proxima com programacao linear. Em virtude disso, muitos algoritmos para o
problema da enumeracao exploram a relacao entre os vértices de P e bases do método
simplex |11, 2|.

Os algoritmos para resolver esse problema podem ser divididos em duas classes [1]:
algoritmos de grafos transversais e algoritmos incrementazis.

Os algoritmos de grafos transversais procuram construir a lista de vértices através
de um grafo associado a bases (n facetas que contém v vértices e cujos hiperplanos sao
independentes). Dois vértices de P sao conectados por uma aresta de P se eles tém
bases que diferem em apenas um membro. Alternar de um vértice para um adjacente
equivale a uma mudanca de base. Esta operacdo é conhecida como pivoteamento. Al-
guns algoritmos dessa classe sao os gift wrapping (8], o algoritmo de Seidel [19] e o
eficiente algoritmo reverse search de Avis e Fukuda [2], que explora uma busca reversa,
baseado no sistema de troca de base do simplex.

Os algoritmos incrementais para o problema da enumeracao dos vértices determinam
o conjunto de vértices calculando sucessivamente a intersecao de uma sequéncia de semi-
espacos. Eim geral, inicialmente é construido um subconjunto de n ou n+1 semi-espagos
e seus vértices. Em seguida, as demais restricoes sao adicionadas e a lista de vértices
atualizada através da solucao de sistemas de equacgoes lineares. Essencialmente cada
atualizacao identifica e remove todos os vértices que nao estao contidos no novo semi-
espaco.

No intuito de tornar o texto didatico e eventualmente servir como motivacao para
aplicagoes de conceitos de algebra linear, optamos por concentrar os estudos nos algo-
ritmos incrementais, cujos fundamentos matematicos estao baseados na resolucao de
sistemas lineares e na determinacao do fecho convexo. Salientamos que uma compara-
¢ao entre algoritmos incrementais e algoritmos de grafos transversais pode constituir
um interessante problema de pesquisa, porém foge do escopo deste trabalho.

A dificuldade na abordagem do problema através da solucao de sistemas de equacoes
lineares esta diretamente relacionada com o nimero de vértices, a dimensao do poliedro

P e o ntimero de semi-espagos.
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Em [11], encontramos o seguinte resultado sobre o nimero de vértices v(P)

1 1
- “nl -1
W(P) < Uas = m%ﬂ + m%ﬂ

m m

onde m é o nimero de inequagoes e n o numero de variaveis.
Se o poliedro for nao-vazio, simples, e o sistema Ax < b, ndao possuir redundancias,
em [11] temos,
v(P) > vpin = m(n — 1) + 2.

Portanto, o ntimero de vértices de um poliedro representado por m inequacoes e n

1 1
m + an N m + hn—‘ -1

m m

varidveis satisfaz

m(n—1)+2 < v(P)

Como v,,;, € quadratico em m e n é razodvel esperarmos obter um algoritmo que
encontra os vértices de P em tempo polinomial. Na secao 3.3 mostramos que este
problema estd bastante relacionado com o problema de encontrar o fecho convexo do
poliedro dual, que no R? e no R? tem complexidade® de ordem O(m logm).

Nosso objetivo é, além de listar o conjunto de vértices, determinar todas as faces
do poliedro. Mais especificamente, estaremos interessados em determinar quais vértices
pertencem a cada uma das faces de P.

Para visualizar graficamente o poliedro P, vamos utilizar o formato de arquivo
obj. Um arquivo obj é um documento de texto puro, inicialmente desenvolvido pela
Wavefront Technologies? que tem sido amplamente adotado por varios outros softwares
de visualizacao grafica 3D, como o JavaView, 3D Studio Max, GLC_Player dentre
outros.

Um arquivo obj contém as coordenadas dos vértices de um objeto, além das faces
que formam cada poligono. Opcionalmente podemos associar a cada vértice e face, sua

textura e o vetor normal.

' A complexidade de um algoritmo é uma medida de sua eficiéncia computacional em relacdo ao

tamanho da varidvel de entrada. Por exemplo, se um algoritmo tem ordem O(n?) significa que
existe um escalar ¢ tal que o nimero total de operacoes realizadas para terminar o processo é menor
do que cn?.

A Wavefront Technologies é uma empresa de desenvolvimento de softwares 3D de modelagem,
animacao e efeitos especiais.
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Para visualizar o poliedro gerado no formato obj, vamos utilizar o software JavaView,
um software gratuito de visualizacao de geometria 3D, que pode ser obtido diretamente
em seu site oficial, http://www.javaview.de/.

O arquivo obj sera construido por uma rotina implementada no software Octave?,
que encontra os vértices e as faces do poliedro a partir de sua representacao por semi-
espagos e gera o arquivo obj pronto para ser visualizado.

A rotina que propomos para encontrar os vértices e as faces é similar a rotina
con2vert.m implementada por Michael Kleder e disponivel no site oficial do MatLab.
No entanto, a funcao con2vert.m lista apenas os vértices e nao permite a determinacao
das faces. Nossa proposta, além de incluir esta op¢ao, possui também algumas rotinas
simples de pré-processamento que permitem resolver casos para os quais a funcao do
con2vert.m falha, como por exemplo poliedros ilimitados e sistemas de inequacoes com
certos tipos de redundéancias.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira, na secao 3.2 apresentamos uma
revisao dos principais algoritmos para determinacao do fecho convexo de um conjunto
de pontos no R? e no R?. Na secdo 3.3 mostramos que o problema de enumeracio dos
vértices é equivalente ao problema de determinar o fecho convexo do poliedro dual e
com base nisso deduzimos um algoritmo. O problema de encontrar um ponto no interior
do poliedro é estudado na secao 3.4. Na secao 3.5 representamos graficamente alguns
sistemas de inequacoes lineares. Na secao 3.6 propomos uma rotina para eliminacao de
restricoes redundantes num sistema de inequacoes lineares baseada no fecho convexo

do dual.

3.2 Algoritmo para o fecho convexo

Vamos estudar o problema de computar o fecho convexo de um conjunto finito P
de n pontos. Para este problema existem varios algoritmos. O proprio Octave ou o
MatLab ja possuem implementados em sua instalagdo uma funcao para abordar tal
problema. Essa fungao é chamada k =convhull(z,y) se for no R? e k =convhulln(P)
para o R". Elas retornam os indices dos pontos que formam o fecho convexo de P.

Suponha que V seja uma lista contendo n vértices de um politopo; o fecho convexo
de V é o proprio V, a menos de ordem. A seguir, vamos apresentar alguns algoritmos

para encontrar o fecho convexo de um conjunto de pontos no plano.

3 Octave ¢ um software livre, que utiliza a mesma sintaxe de programacio do MatLab
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3.2.1 Fecho convexo de um conjunto de pontos no R?

Inicialmente vamos considerar um problema simplificado. Suponha que o conjunto
V' contenha n vértices de um poligono no plano e desejamos apenas determinar em que
ordem estao ligados. Podemos fazer isto fixando um vértice do conjunto e calculando
os angulos formado pelos vetores definidos por V.Vamos detalhar este processo.

Primeiramente, ordenamos o conjunto de vértices V' pela primeira variavel (a variavel
x), e fixamos os dois primeiros vértices do conjunto ja ordenado v; e vo. Em seguida,
encontramos todos os vetores formados com relagao ao vértice v, como podemos ver
no exemplo da Figura 3.1.

Seja W = {wy, ws, ...,w,_1}, onde w; =v; —vy, j=1,2,...,n—1

Figura 3.1: Conjunto W de vetores.

Apos formarmos o conjunto W de vetores, calculamos o angulo 6 que cada vetor de

W forma com w; = vy — vy. Este angulo pode ser calculado da seguinte forma:

w1.W;
arccos QZ = W
1-[W5

onde i =2,3,....,n— 1.
Assim, colocando os valores dos angulos em ordem crescente, obtemos a sequéncia
dos vértices do poligono. No exemplo da Figura 3.1, a sequéncia seria

V' = {v1, v2, v4, Vg, V7, U5, U3},

como podemos observar no poligono da Figura 3.2.



3.2 Algoritmo para o fecho convexo 60

Figura 3.2: Exemplo de fecho convexo.

O algoritmo a seguir resume este processo.

Algoritmo 1: Angulos entre vetores
Entrada: O conjunto V de vértices de um poligono no R2.
Saida: Uma lista ordenada do fecho convexo de V.

inicio
Ordene o conjunto V' de vértices pela coordenada x.
Fixe os dois primeiros vértices, v e vy e calcule o vetor w; = vy — v;.

para ¢ = 3 até numero de linhas de V faga
Encontre todos os w = v; — v; vetores.

Fixe o primeiro vetor w; e calcule o valor do dngulo formado entre cada vetor com
relacao ao w; .

fim
Ordene os angulos e veja qual vértice gerou os dngulos, formando a sequéncia do fecho
CONnvexo.
F= {fl:f?:"':fk‘}
fim

A complexidade do Algoritmo 1 é dominada pela ordenacao dos vértices, que é
O(nlogn). Entretanto, para um nimero muito grande de vértices (n > 2000) o calculo
dos angulos 6 pode tornar o algoritmo muito lento.

Vamos considerar agora o caso geral de encontrar o fecho convexo de um conjunto
qualquer de pontos no R?. A ideia que iremos descrever pode ser encontrada em [10]. O
algoritmo encontra o fecho convexo em duas etapas. A primeira para a parte superior

do poligono e a segunda para a parte inferior.
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Iniciamos ordenando os vértices pela coordenada x, obtendo uma sequéncia de pon-
tos vy, Vg, ..., vk. Em seguida fixamos os vértices, v; e v2 e 0s colocamos na lista superior,
sendo v; o primeiro ponto. Aqui, vamos listar os vértices no sentido horario, formando

a parte superior do poligono da esquerda para a direita.

\P)

Curva a direita
v g . ,
Curva a esquerda 3

Figura 3.3: Fixamos v; e v,.

Em seguida incluimos o préximo ponto v; tal que ¢ = 3,4, ...,k na lista superior.
Ligamos os trés tltimos pontos da lista superior. Se fizer uma curva a direita, v;
permanece na lista e passamos para o proximo ponto. Caso contrario, se a curva for
para a esquerda, retiramos da lista superior o ponto do meio, dentre os trés tltimos

pontos da lista. Na Figura 3.4 ilustramos esse processo.

Vo

V3 Vg

Figura 3.4: Conectamos vy, vy e v3, em seguida vs, v3 e v4. Como esses 1ltimos trés nao
formaram uma curva a direita, retiramos da lista o ponto do meio, ou seja, vs.

Seguimos esse processo até vy, formando toda a lista superior, conforme podemos

ver na Figura 3.5.



3.2 Algoritmo para o fecho convexo 62

Vo

o o

V3 Vs

Figura 3.5: Lista superior.

Agora, vamos formar a lista inferior, sendo vy o primeiro elemento e v,_; 0 segundo.
Essa lista nos dara os vértices no sentido anti-horario, formando a parte inferior do
poligono. Para tanto, vamos seguir um procedimento andlogo. Se v; tal que i =
k—2k—3,..,2 1 fizer uma curva a esquerda com os tultimos dois pontos da [lista
inferior, este entra na lista, caso contrario, retiramos da lista inferior o segundo ponto
dos trés que estao sendo analisados. Podemos observar que, quando conectamos vs, vy
e v3 formamos uma curva a direita, entao retiramos da lista v, e conectamos vs em vs,
conforme ilustrado na Figura 3.6.

\'
4 v
Voo Voo o4

V3 V5 V3 V5

Figura 3.6: Conectamos vg, v5 € vy, em seguida vs, vy e v3. Como esses tltimos trés nao
formam uma curva a esquerda, retiramos o ponto do meio, ou seja, vy.

Retiramos da lista inferior o primeiro e o tltimo vértice e a unimos com a lista

superior, formando a lista dos vértices do poligono.
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Esse método é resumido no pseudocddigo apresentado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Algoritmo do fecho convexo no plano
Entrada: Um conjunto V' de vértices do politopo.
Saida: Uma lista de sequéncia dos vértices que formam o politopo.

inicio
Ordene o conjunto de vértices pela coordenada x, resultando na sequéncia
V1,02, ..., Up.

lF'ixe os vértices v1 e vy em uma Lgyperior, tendo vq como o primeiro ponto da
1sta.

para i = 3 até n faga
Acrescente v; em Lgyperior-

Enquanto Lg,perior contém mais de dois pontos e os trés ultimos pontos de Lgyperior
formam uma curva & direita, retorne. Se nao formar, retire da Lgyperior 0 ponto do
meio entre os trés ultimos da lista.

fim

Coloque os vértices v, € v,—1 em uma lista L;, ferior sendo v, o primeiro da lista.

para i = n-2 até 1 faga
Acrescente v; em Ly ferior-

Enquanto L;,ferior contém mais de dois pontos e os trés tltimos pontos de Liy ferior
formam uma curva & esquerda, retorne. Se nao formar, retire da L;y ferior 0 ponto do

meio entre os trés ultimos da lista.
fim

Remova da lista Ly, ferior O primeiro e o tltimo vértice para evitar duplicacao de vértices.

Adicione Ly ferior €m Lgyperior, resultando na lista F'.

F = {flny:"'7fk}

fim

A complexidade deste algoritmo também ¢ de ordem O(nlogn) onde n é o nimero
de vértices do poligono [10].

Dada a importancia do problema de encontrar o fecho convexo, constantemente
surgem algoritmos que melhoram os existentes. Luigi Giaccari, propds em agosto de
2009, um algoritmo mais eficiente do que o convhull(x,y) (nativo do MatLab) para
encontrar o fecho convexo de um conjunto de pontos no R?. O c6digo ConvHul12D(x,y)

desta implementacao esta disponivel no site oficial do MatLab.
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3.2.2 Algoritmo para o fecho convexo de um conjunto de pontos

no R3

Seja P um conjunto de n pontos no R3. Podemos encontrar o fecho convexo de P,
conv(P), procedendo da seguinte forma.
Escolhemos 3 pontos quaisquer de P. Em seguida, ligamos estes trés pontos em um

quarto ponto qualquer de P, conforme a Figura 3.8.

Figura 3.8: Adicionando um quarto
Figura 3.7: Trés pontos do R? ponto e ligando os pontos

Assim, vamos conectando os pontos restantes ps, ..., p, um a um aos pontos extremos
do poliedro (Figura 3.9). Se um ponto estiver no interior do poliedro, este é eliminado
da lista, passando ao ponto seguinte (Figura 3.10).

Procedemos desta maneira até percorrer todos os pontos de P encontrando seu fecho
convexo. Esta ideia pode ser encontrada descrita em detalhes no Capitulo 11 de [10].

Até aqui, vimos como encontrar o fecho convexo de um conjunto de pontos no R? e
no R3. Na proxima secao passamos a estudar o problema de encontrar o fecho convexo

do conjunto solucao de um sistema de inequacoes lineares.
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Figura 3.9: Conectando um quinto Figura 3.10: Eliminando um ponto p
ponto ao poliedro ja formado. que esta no interior do fecho convexo.

3.3 O problema da enumeracao dos vértices e das

faces

A intersecao de semi-espacos do R™ pode ser representada como um sistema de
inequacoes {r € R" : Ax < b}, onde A é a matriz dos coeficientes, z é o vetor das
varidveis e b é o vetor dos termos independentes. Como visto no Capitulo 1, a intersecao
de semi-espacos ¢ um poliedro. Se o conjunto solucao do sistema de inequagoes for
limitado, entao o poliedro correspondente a esse conjunto possui um numero finito de
pontos extremos (ou vértices) [1].

O problema da enumeracao dos vértices consiste em determinar o conjunto de pontos
extremos de um poliedro a partir de sua representacao por semi-espacos, isto é, dado
um sistema de inequacoes lineares Ax < b, determinar todos os vértices e faces do
poliedro definido por este sistema.

Como mencionamos na introducao deste Capitulo, os algoritmos para resolver esse
problema podem ser divididos em duas classes [1]: algoritmos de grafos transversais e
algoritmos incrementazis.

A seguir, apresentamos alguns algoritmos incrementais para este problema. O
primeiro algoritmo apresentado ¢ bastante ingénuo, e faz uso apenas da resolucao de
sistemas de equacgoes lineares. No entanto ele sera ttil para adquirirmos sensibilidade

no estudo do problema.
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3.3.1 Algoritmo da combinacao

Podemos encontrar os vértices do poliedro definido por Az < b, resolvendo todos
os sistemas de equacoes lineares n x n formados pelas linhas de A, ou seja, computar
todas as intersecoes de n hiperplanos definidos pelas desigualdades em Ax < b.

Seja P = {p1,p2,...,px} 0 conjunto das solu¢oes de todas as intersec¢oes dos n

hiperplanos definidos por Ax < b. Para que p; € P seja um vértice, é necessario que

Apos testarmos todos os pontos p; € P e selecionar aqueles que sao factiveis, obte-
mos o conjunto de vértices V' = {vy, vq, ..., v, }.

Se nos restringirmos a esta abordagem, nao ha muito a ser feito além de resolver
de forma eficiente os sistemas de equagoes lineares. O método pode ser implementado
de maneira a percorrer as linhas de A de cima para baixo de forma que, cada sistema
difere do anterior pela troca de algumas linhas. Isso pode ser explorado para obtermos
uma fatoracao LU eficiente da matriz A e, posteriormente, a resolucao de um sistema
triangular equivalente.

O problema desse algoritmo é que resolvemos todos os sistemas gerados pelas com-
binacoes das inequacoes, encontrando muitos pontos infactiveis, que serao descartados
por nao pertencerem ao poliedro. No Exemplo 3.1 podemos entender melhor esse pro-

blema.
Exemplo 3.1

Consideremos o seguinte sistema de inequacoes lineares:

0 —0.8165 0.5774
0 0.8165 —0.5774

0.7071  0.4082  0.5774 1

—0.7071 —0.4082 —0.5774 1

_0.7071 04082  0.5774 = A
e

0.7071 —0.4082 —0.5774 1= 1
T3

1

1
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Utilizando o algoritmo da combinag&o, devemos resolver Cs3 = 20 sistemas de
equacoes lineares, dos quais apenas 14 geram solucoes factiveis que correspondem aos

14 vértices do poliedro.

—1.4142 —0.8165 —0.5774
—1.4142 —0.8165 1.1547
—1.4142 0.8165 —1.1547
—1.4142 0.8165  0.5774

0 —1.6330 —1.1547
0 —1.6330 0.5774
v 0 0 —1.7321
0 0 1.7321
0 1.6330 —0.5774
0 1.6330  1.1547

1.4142  —-0.8165 —0.5774
1.4142 —0.8165 1.1547
1.4142  0.8165 —1.1547
1.4142  0.8165  0.5774

Entao, as solucoes de 6 sistemas de equagoes lineares foram descartadas. Essa pro-
porcao aumenta conforme aumenta o niimero de inequagoes. Por exemplo, vamos con-
siderar um sistema com 83 inequacoes no R?, cujo poliedro est4 representado na Figura
3.11. Para encontrar os vértices desse poliedro utilizando o algoritmo da combinag3o
devemos resolver Css 3 = 91.881 sistemas de equagoes lineares, dos quais 91.859 sistemas
resultam em pontos infactiveis e somente 22 formaram os vértices, o que corresponde a
0,024% do total.

Podemos contornar esse problema se conseguirmos determinar a priori quais in-
equacoes formam sistemas de equacgoes lineares que resultam nos vértices, deixando de
resolver aquelas cuja solucao seria um ponto infactivel. No exemplo, em vez de re-
solver 91.881 sistemas, s6 resolveriamos os 22 sistemas que nos interessam, tornando o

processo mais eficiente. Isso é possivel, como veremos na secao 3.3.2.
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Figura 3.11: Projecao no R? de um hipercubo do R>.

Lema 3.1 A compleridade do algoritmo da combina¢do no R™ € de O(m™), onde m €

o numero de inequacoes do sistema Ax < b en € o nimero de varidveis.

Demonstracao: Fixada a dimensao n, o nimero de operagoes gasto para resolver cada
sistema € fixo. Assim a complexidade do algoritmo é dominada pelo nimero de sistemas
de equacoes lineares que deverao ser resolvidos, que é dado por

m! m.(m—1)..,m—n—-1)(m—-n)!  m(m—1)..(m—n—1)

C - = —
Tl (m = n)! nl(m —n)! n!

Portanto, a complexidade do algoritmo é de ordem O(m"), para n fixo.

3.3.2 Encontrando os vértices através do fecho dual

Nesta secao vamos mostrar como o niimero de sistemas de equacgoes lineares necessarios
para a obtencao dos vértices do poliedro pode ser reduzido. Para tanto vamos introduzir

a ideia de poliedro dual.

Definicao 3.1 Consideremos o sequinte sistema de inequacoes lineares

a11ry + apry + ... 4+ apr, < b
<

211 + G999 + ... 4+  Q9,Tp bg

, comb;, >0,Yi=1,...m.

IN

Am1T1 + GmaZTa + ... +  Qnn b,
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Dividindo cada inequagao por b;, obtemos o sistema normalizado

anx; + apry + ...+ apr, < 1
a1 + apvy + ... + agpw, < 1
am1T1 + Qpa%2 + ..+ Appln S 1

Cada inequacao © do sistema normalizado estd associada a um vetor normal

u; = (@1, @i, ..., Gin ). O vetor u; € dito dual do hiperplano a;xy + ... + Gpx, = 1.

Assim, associado ao sistema normalizado, que chamaremos de primal, temos um
conjunto de m pontos duais.

A ideia que vamos apresentar a seguir consiste em transformar o problema de en-
contrar os vértices de Ar < b, em um outro problema mais simples, encontrar o fecho
convexo do dual, que é dado por um conjunto finito de pontos. Essa ideia esta co-
mentada em algumas referéncias, por exemplo em [10] e [16], sem muitos detalhes. Na
sequéncia propomos um teorema que garante a validade do método.

Inicialmente notemos que a exigéncia b; > 0 implica que a origem é um ponto
interior do poliedro. Para que possamos aplicar o método para um poliedro qualquer,
serd necessaria uma translagao desse poliedro, conforme descrevemos a seguir.

Seja P um poliedro Az < b nao-vazio qualquer e xy um ponto interior a P, isto é,
AZEO <b.

Vamos transladar o poliedro, de forma que a origem coincide com .

N
|
[~

&

\

Figura 3.12: Poliedro Az < 0.
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Para transladar, definimos um vetor

w=>b— Axg > 0.

Entao temos,
Axr — Axg < b — Axg

I
Az — z0) < w
3
Ay < w

onde y = = — xo.
O poliedro transladado P’ tem w > 0, ou, o que é equivalente, a origem é ponto

interior de P’, conforme ilustrado na Figura 3.13.

Figura 3.13: Poliedro P e sua translagao P’.

Vamos normalizar o sistema Ay < w, dividindo cada linha por w;, obtendo Ay < 1,
de onde podemos extrair o conjunto dual, que esta representado pelos vetores na Figura
3.14.
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Figura 3.14: Poliedro transladado P’ e os vetores que formam o dual.

Encontrando o fecho do dual (Figura 3.15), podemos determinar quais as inequagoes

de Ax < b irao resultar nos vértices de P, de acordo com o Teorema 3.1.

Figura 3.15: Fecho do dual.

Teorema 3.1 Seja Az < 1 um sistema de inequagdes lineares normalizado e A uma
submatriz de ordem n x n de A, cujas linhas sdo representadas por (Ay, Ay, ..., Ay).
Entio o vetor ¢, solucdo do sistema Ax = 1 é um vértice do sistema primal se, e
somente se, 0s pontos (Ay, Ay, ..., A,) estiverem na mesma face do fecho convexo do
dual de Az < 1.

Demonstracao: Vamos supor que c¢ seja um vértice do poliedro primal normalizado, que

satisfaz Ac = 1.
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Suponhamos, por absurdo, que as linhas de A nao estdo numa mesma face do dual.

Isto equivale dizer que existe um vetor dual A;, tal que 4; = a1 4; + ... + a,, A, com

aiEOeiai>1.

i=1

Figura 3.16: Linhas A e A;.

Como c é um vértice de Az <1, temos que Ajc < 1. Porém,

Aje = (a1 A + ... + a,A,)c
= ozlfilc + ...+ anf_lnc
= o +..+a,>1,

o que ¢ uma contradigao. Logo A; ndo pode existir, portanto os vetores (A, A, ..., A,)
pertencem a mesma face do dual.

Sejam agora (A, A, ..., A,) n pontos que estdo na mesma face do dual de Az < 1.

A matriz

Ay

A,
é ndo singular, pois Ay, A, ..., A, sdo LL
Seja ¢ a solucdo de Az = 1. Devemos mostrar que c satisfaz Az < 1, ou seja, ¢ é

um ponto factivel para o sistema primal normalizado Ax < 1.
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Do fato de (A, Ay, ..., A,) estarem na mesma face do dual, temos que todos os
pontos do dual P’ devem pertencer ao semi-espaco definido por ¢’z < 1 (ndo poderia
ser o semi-espago ¢/ & > 1, pois o zero é sempre ponto interior do dual).

Como os pontos do dual sao iguais aos vetores-linha de A, temos que
T .
Aje<1, Vji=1,...,m.

Com base neste teorema, podemos encontrar o conjunto de vértices de um poliedro
qualquer. Se a origem for um ponto interior do poliedro, entao b > 0, e o sistema pode
ser normalizado diretamente. Apo6s encontrarmos o fecho convexo do dual, saberemos
quais os sistemas de equacoes lineares devem ser resolvidos para obtencao dos vértices.

No caso de b; < 0 a origem nao é ponto interior e necessitamos de transladar o
poliedro para depois normaliza-lo. Neste caso temos um problema adicional de encon-
trar um ponto interior a Ax < b que serda discutido na secao 3.4. Apos encontrado os
vértices do sistema transladado, basta desfazer o deslocamento e obter os vértices do

poliedro original.

3.4 Encontrando um ponto interior de Ax <b

Um ponto ¢ é dito ponto interior de um sistema Ax < b com m inequagoes se
alc < b; para todo i (i = 1,2, ...,m).

O problema de encontrar um ponto interior a um poliedro tem aplicacoes em muitas
areas, sobretudo em programacao linear e, em geral, é considerado como um problema
dificil. Existem véarios trabalhos dedicados exclusivamente a esta questao, por exemplo
[6] e [7].

Nesta secao, vamos apresentar alguns métodos para encontrar um ponto interior de
um poliedro, que satisfazem nossas necessidades (poliedros em dimensées menores que
3).

A primeira tentativa para obter um ponto interior consiste em observar que se b > 0
entao xo = 0 é ponto interior do poliedro Ax < b, pois Azxg =0 < b.

Uma segunda tentativa pode ser feita procurando um vetor xy que resolve o problema
de minimos quadrados min ||b — Az||. Sabemos que, neste caso, o = (ATA)"1ATH =

A\ b. Se Azy < b entdo o ponto interior esta encontrado.
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Um caso complicado ocorre quando nenhuma das duas primeiras tentativas tem
sucesso. Para este problema vamos propor dois outros métodos que resolvem um pro-

blema para um poliedro qualquer.

3.4.1 Encontrando um ponto interior através do método da

eliminacao de Fourier-Motzkin

Para encontrarmos um ponto interior ¢ de um poliedro Ax < b, podemos utilizar
o método de eliminacao de Fourier-Motzkin visto no Capitulo 2. Escolhemos um eixo
para projetar a solucao, encontrando seus pontos extremos, depois pegamos o ponto
médio e calculamos as coordenadas correspondentes a este ponto escolhido. Caso nao
haja limite superior, escolhemos como o ponto pertencente a projecao o ponto resultante
do limite inferior + k, sendo k um escalar. Se nao existir um limite inferior, o ponto
serd limite superior - k. Caso nao exista limite inferior e nem superior, escolhemos o

zero. No Exemplo 3.2 ilustramos esse processo.
Exemplo 3.2

Cousidere o sistema

(360 — 20y — 142 < 43.4971
—15z + 31y + 10z < 35.8608
—10z + Ty + 172 < 20.9284
—4x +38y — 23z < 44.5982
9z + 33y + 22 < 34.2637
3r — 14y — 16z < 40.0999

\
Eliminando as variaveis y e z, e projetando a regiao de solu¢ao no eixo x, podemos
escolher o ponto x = 0.5001. Calculando o valor correspondente para as varidveis y e z

temos o seguinte ponto interior:
pint = [0.5001, —2.4445, 1.6137)"

que esta representado na Figura 3.17. Esse método é bem robusto, porém bastante
lento para um sistema com um ntmero grande de inequacoes. Além disso, como a
projecao utilizando a eliminacao de Fourier-Motzkin pode aumentar exponencialmente

o niimero de restricoes, podem surgir problemas de demanda excessiva de memoria.
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Figura 3.17: Ponto interior do poliedro referente ao Exemplo 3.2 e sua projecao no

plano.

3.4.2 Encontrando um ponto interior utilizando programacao

linear

Podemos encontrar um ponto interior do poliedro P caracterizado pelo sistema de

inequagoes lineares

a1

21

Am1

a12 ... Q1n T bl
929 ... QAo ) bg

< ;
Ama - O, Ty b,

resolvendo o seguinte problema de programacgao linear:

a1

.. az1
sujeito a

E, z,41 > 0e x,.9 > 0. Logo temos,

171 + AjoTo + ...+ ATy — 0jTpg1 + Tpgo <0 5 g

minimizar (L1 + Tnio)

0]
12 Q1n —bl 1 T O
a22 agn  —by 1 ) <
0
Am2 Amn —bm 1 T, 0
- O =
=1,2,...n
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Que podemos escrever

I To Tn
Cle +CL]'2 —i—...—l—ajn —bj S
Tn+1 Tn+1 Tn+1 Tn+1

—Tnp42

T T2 Tn

Ou seja, ¢ = ( , s ) ¢ um ponto interior ao poliedro P.
Tn+1 Tntl Tn+1
Na rotina pontointerior.m (Apéndice A) apresentamos uma implementagao das
ideias descritas nesta secao.
Agora que podemos encontrar o ponto interior do poliedro Az < b, podemos utilizar
o fecho dual para listar as inequagoes que formam os sistemas que resultam nos vértices

e resolvé-los.

3.5 Representacao geométrica

Nesta secdo vamos apresentar alguns exemplos tanto no R? quanto no R? do fun-
cionamento geral do método para encontrar os vértices de um sistema de inequagoes
lineares pelo dual. Vamos mostrar também como geramos o arquivo obj e incluir alguns

desenhos do JavaView.
Exemplo 3.3

Vamos iniciar representando graficamente o poliedro de um sistema de inequagoes li-
neares do R?.

Entao, seja o sistema

—37 29 47.0106
—25 —16 29.6816
~19 6 x 19.9249

. < (3.1)
—14 -5 y 14.8661
14 —20 24.4131
20 40 44.7214

Precisamos encontrar seus vértices e em seguida seu fecho, para assim gerar o de-
senho do poliedro.

Para encontrar seus vértices, vamos utilizar o algoritmo vertdual.m. Além dos vér-
tices, queremos saber quais inequacoes geraram cada vértice, para em seguida encontrar

o fecho convexo e assim poder gerar a representacao geométrica do poliedro.
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Usando as fungoes implementadas no Octave, chegamos no seguinte resultado

[ —1.0549 —0.0196 4.0000 5.0000
—0.9035 —0.4433 2.0000 5.0000
—0.8990 0.4741 1.0000 4.0000
—0.2833 1.2597 1.0000 3.0000
—0.2804 —1.4169 2.0000 6.0000

1.9489  0.1436  3.0000 6.0000

Nas duas primeiras colunas, temos os vértices do poliedro, e nas duas tultimas, os
indices das inequagdes que geraram cada vértice. Por exemplo, o vértice (-1.0549 |
-0.0196) veio da solugado do sistema de equagoes formado pelas inequagoes 4 e 5 do
sistema Az < b.

Agora, determinando o fecho convexo desse conjunto de vértices, obtemos o desenho

do poliedro.

Figura 3.18: Representagao geométrica do politopo do sistema (3.1).

Exemplo 3.4

Consideremos o seguinte sistema de inequacoes do R?:
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[ 35 —27 5 44.4860
35 27 —26 51.2835
32 —24 —38 55.1725
16 37 19 44.5646
15 33 15 ’ 39.2301

Ay | < (3.2)
11 —11 33 36.4829
6 18 36 N 40.6940
10 —35 22 12,5323
17 —40 —16 16.3141
20 1 % | | 38.9615 |

Usando os mesmo algoritmos do Exemplo 3.3, obtemos os seguintes resultados:

[ 14817 03432  0.3786  1.0000 2.0000 7.0000
—1.3514 0.2403  0.7352 1.0000 7.0000 &.0000
—1.3048 0.2526  0.7548 6.0000 7.0000 8.0000
—1.2656 —0.0703 —0.3417 1.0000 2.0000 3.0000
—1.2146 0.2727  0.7916 6.0000 8&.0000 10.0000
—0.4529 —0.9419 0.6406 1.0000 8.0000 9.0000
—0.4068 —1.1869 —0.3597 1.0000 3.0000 5.0000
—0.2784 —1.2834 0.0181 1.0000 5.0000 9.0000
—0.0751 0.2890 —1.5712 2.0000 3.0000 4.0000
0.2136 —0.5544 —1.2816 3.0000 4.0000 5.0000
0.5427  1.8098 —0.8236 2.0000 4.0000 7.0000
0.8324 —0.1367 1.3375 8.0000 9.0000 10.0000
1.1377  1.7792 —0.1611 4.0000 6.0000 7.0000
1.6090 —0.5835 0.2736  4.0000 5.0000 9.0000
1.8140  1.6861  0.5897 4.0000 6.0000 10.0000
2.5577  0.3759  1.3687  4.0000 9.0000 10.0000 |

Nas trés primeiras colunas estao listadas as coordenadas dos vértices e, nas trés
ultimas, os indices das inequagoes que formaram os sistemas de equagoes que geraram

cada vértice.

Exemplo 3.5
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Figura 3.19: Representagao geométrica do poliedro do sistema (3.2).

Vejamos como podemos representar a projecao de um sistema de inequacoes do R* no

R3 e no R2.

Seja o seguinte sistema de inequagoes:

—35
—25
—25
—21
—20
—-17
3
13
20
25

-1
—-29
39
—38
33
-3
—13
14
—-33
—35

18
21
40
16

—23

3
0

36

x
X2
€3

Ty

IN

39.6863
44.0795
64.7070
46.5403
48.3942
37.3631
13.9284
33.2415
42.9185
56.6569

(3.3)

Precisamos reduzir esse sistema para o R3. Para isso aplicamos o fourmotz.m, ou

seja, a eliminacao de Fourier-Motzkin. Assim, eliminando a variavel x4, vamos projetar

o poliedro do sistema (3.3) nos eixos x1, s € x3. O novo sistema reescrito nestas trés

varidveis é:
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Utilizando o algoritmo para encontrar os vértices, temos

—0.0140
—3.0235
—3.5056
—3.4167
—3.3875
—4.7152
—8.3667

—11.2000

—5.2778
—5.3571
—6.2500
—8.1111
—8&8.1905
—1.7056
—1.6263
—0.4960
—0.4167
—0.3780
—0.2986
0.2348
1.4444
1.9265
0.0654
1.5625

—0.0840
—9.5412
—8.5722
—8.0833
—6.7250
—7.6909
—12.4333
—7.8000
—3.0000
—2.9762
—3.4500
1.6333
1.6571
1.7662
1.7424
0.8849
0.8611
2.7321
2.7083
—3.3409
—4.2222
—5.1912
—0.1078
—2.3750

1.4342
2.7294
2.9778
3.5000
4.5750
3.2909
6.7000
6.8000
2.2222
0.4048
3.6000
2.3222
5.5048
1.9957
—1.1869
1.6825
—1.5000
3.2798
0.0972
0.0909
—0.2222
—0.4706
—1.7484
1.3750

X1
X2

T3

IN

9.6059
11.8327
10.8819
10.8287
11.3857
10.4403
16.6546
17.2453
10.0351
10.4279
11.4194
10.6258
11.0185
4.2135
3.8208
4.6551
4.2624
5.1589
4.7662
4.6143
5.0559
6.0067
0.2132
5.5597
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[ —2.0027 —0.8954 —1.7896 0 1.0000  4.0000 8.0000 15.0000 |
—1.8117 —1.5117 —2.9562 0 8.0000 12.0000 15.0000 23.0000
—1.7372 —1.5342 —2.9521 23.0000 12.0000 13.0000 0 0
—1.5859 —0.8204 —1.0171 8.0000 1.0000 2.0000 0 0
—1.3286 —0.2230 0.0919  1.0000 4.0000 3.0000 0 0

—1.0235 1.2976  0.0882 0 3.0000 4.0000 14.0000 15.0000
—0.8852 —0.6593 —2.9742 23.0000 19.0000 15.0000 0 0
—0.6642 0.9081  0.7400  3.0000 14.0000 20.0000 0 0
—0.6549 —0.2971 1.1167 0 1.0000  2.0000  3.0000  6.0000
—0.6384 —1.1826 —0.5062 12.0000 &8.0000 2.0000 0 0
V=1 —-0.6093 1.6892 0.0956 0 14.0000 15.0000 20.0000 21.0000
—0.2816 —0.0794 1.6066  6.0000  3.0000 20.0000 0 0
0.3873 —0.5028 2.0364 0 2.0000  6.0000 11.0000 20.0000
0.4126 —1.0923 0.9740 0 2.0000 10.0000 12.0000 13.0000
0.7025 —0.9182 1.6592 0 2.0000 10.0000 11.0000 16.0000
0.7301 —1.0181 1.4553 10.0000 16.0000 13.0000 0 0
0.7461 —0.6002 2.1589 11.0000 20.0000 16.0000 0 0
1.2696  1.9738 —2.0611 19.0000 21.0000 15.0000 0 0
54103 24616 —2.9313 19.0000 23.0000 21.0000 0 0
7.1701 25402  0.2832 16.0000 20.0000 21.0000 0 0
| 10.6005  3.0281 —2.7722 0 13.0000 16.0000 21.0000 23.0000 |

que resulta na projecao vista na Figura 3.20. As cinco ultimas colunas da matriz V
indicam os indices das inequacoes que formaram os sistemas para gerar cada vértice. O
indice 0 deve ser ignorado.

Eliminando z3 e utilizando os mesmos algoritmos projetamos no plano o poliedro

correspondente ao sistema (3.3).
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Figura 3.20: Representagao geométrica da proje¢ao do poliedro do sistema (3.3 nas
variaveis x1, s e x3).

Figura 3.21: Representacdo geométrica da projecao do poliedro do sistema (3.3) nas
varidveis r; e xs.

3.6 Eliminacao de inequacoes redundantes utilizando
o fecho do dual

Vamos mostrar como o método descrito na secao 3.3.2 pode ser utilizado para eli-
minar inequagoes redundantes num sistema Ax < b. Salientamos que existem muitos
métodos para fazer isto, referéncias para o assunto podem ser encontradas em [12].

Podemos identificar as inequagoes redundantes num sistema Az < b da seguinte
maneira: reduzimos este sistema ao sistema normalizado fly < 1 e encontramos o
conv(A), ou seja, o fecho do dual. Somente as restri¢oes que formam o fecho do dual
devem ser consideradas. Assim, temos todas as inequacoes relevantes do sistema Az < b
e basta reescrever o sistema original, eliminando as inequagoes redundantes.

Vimos alguns algoritmos que nos permitem encontrar os vértices de um poliedro,
enumerar suas facetas e como representa-lo graficamente. Também podemos ver como
eliminar as inequacoes redundantes com eficiéncia e como encontrar o ponto interior de

um poliedro.
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Neste momento, fazemos alguns questionamentos: qual dos algoritmos é o mais
eficiente? Qual o ideal em deteminados tipos de sistemas? Qual a diferenca, vantagens
e desvantagens entre um e outro?

Para respondermos esses questionamentos procuramos fazer algumas experiéncias

computacionais. Essas experiéncias estao registradas no proximo capitulo.



CAriTULO 4

EXPERIENCIAS COMPUTACIONAIS
|

4.1 Introducao

Neste capitulo iremos investigar os algoritmos apresentados neste trabalho com o
intuito de criar uma rotina que permita determinar o conjunto de vértices e faces de
um poliedro definido por um sistema de inequagoes lineares Ax < b. Esta rotina ira
produzir um arquivo de texto puro em formato obj que pode ser visualizado em diversos
softwares de geometria 3D. Nos exemplos que vamos apresentar, utilizamos o programa
JavaView para visualizar as figuras.

Essa rotina incluird algoritmos para encontrar um ponto interior, identificar e eli-
minar inequacgoes redundantes, listar o conjunto de vértices e faces e determinar o
seu fecho convexo. Neste trabalho, ja apresentamos varios algoritmos que executam
essas tarefas. Para a rotina, precisamos escolher os algoritmos que melhor atendem
as nossas necessidades, visando alcancarmos o principal objetivo, que é desenhar o
poliedro. Enfatizamos que vamos nos concentrar em poliedros de dimensao menor ou
igual a 3, caso o sistema de inequacoes lineares possua mais de 3 varidveis, vamos
utilizar o método de Fourier-Motzkin para obter uma projecao deste poliedro no R? ou
no R3.

A escolha dos algoritmos serd baseada nas analises feita através de algumas expe-
riéncias computacionais realizadas no Octave e no MatLab R2009b, em um computador
Intel Celeron, 2.13 GHz, 2MB de memoéria RAM, Windows XP. Para cada experiéncia,
vamos considerar a média entre 10 testes realizados com sistemas de inequagoes lineares

construidos de forma pseudo-aleatoéria.

85
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Ao gerar um sistema de inequacoes lineares de forma aleatéria, existe uma grande
possibilidade de produzirmos sistemas infactiveis. Para contornar isto, resolvemos criar
duas classes de problemas: uma com hipercubos rotacionados centrados na origem e
outra com hiperplanos tangentes & hiperesfera de raio igual a 1 centrada na origem
(que eventualmente pode ter o centro deslocado). Algoritmos para construir essas duas

classes de problemas sao apresentados no Apéndice F.

4.2 Experiéncia 1

Nesta experiéncia vamos investigar o desempenho dos algoritmos para encontrar um
ponto interior de um poliedro qualquer apresentados na segao 3.4 do Capitulo 3. Caso
b > 0, a origem é ponto interior. Se existe b; < 0, resolvemos o problema de minimos
quadrados min ||b — Az||, cuja solu¢do no Octave ou MatLab pode ser obtida fazendo
¢ = A\b. Se Ac < b, entdo ¢ é um ponto interior. Essas duas estratégias para encontrar
um ponto interior sdo bastante eficientes e serdo priorizadas.

Caso ¢ nao seja um ponto interior, precisamos escolher entre o algoritmo utilizando
o método de eliminagao de Fourier-Motzkin ou o algoritmo da solucao do problema de
programacao linear, descritos na secao 3.4. Para fazer isto, vamos comparar o esforgo
computacional (medido através do tempo de processamento) requerido para encontrar
um ponto interior em cada um destes dois algoritmos.

Para esta experiéncia vamos gerar sistemas de inequacoes lineares pseudo-aleatorias
cuja matriz A tem dimensao m x 3. Cada sistema corresponde a m planos tangentes
a esfera unitaria do R3. Para cada valor de m, o tempo de execucdo de cada rotina,
apresentado na Tabela 4.1, refere-se a média entre 10 experiéncias aleatorias realizadas.
Nessas experiéncias foram comparados apenas o método de Fourier-Motzkin e o método
usando a programacao linear.

Com base nos tempos apresentados na Tabela 4.1, podemos concluir que, para
encontrar um ponto interior do conjunto solugao de um sistema de inequacoes Ax < b
com m inequagoes e 3 variaveis, o método de eliminagao de Fourier-Motzkin pode ser
mais eficiente para casos onde temos um ntmero pequeno de inequagoes (m < 20).
Para casos maiores (m > 100), além de tornar-se bem mais lento, em alguns casos o
uso excessivo de memoria pode ser restritivo. Em contra-partida, com este método é
possivel identificar se o sistema Ax < b possui um conjunto solucao ilimitado ou até se

é incompativel.
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m | Eliminacao de Fourier-Motzkin | Programacgao Linear
Tempo (segundos) Tempo (segundos)
5 0.0023 0.0124
10 0.0035 0.0127
20 0.0055 0.0223
40 0.0982 0.0228
50 0.2580 0.0236
100 6.7746 0.0284
200 Excesso de memoria 0.0363
500 Excesso de memoria 0.0929
1000 Excesso de memoria 0.2506
2000 Excesso de memoria 0.7809

Tabela 4.1: Tempo gasto para encontrar um ponto interior a um poliedro no R3.

Como estamos interessados em encontrar, de forma eficiente, um ponto interior ao
poliedro, o algoritmo que melhor responde as nossas necessidade é aquele que utiliza
a solucao de um problema de programacao linear descrito na secao 3.4.2, pois este
mostrou-se eficiente mesmo quando cresce o nimero de restrigoes.

Portanto, na rotina final, utilizaremos a seguinte sequéncia de passos para encontrar

um ponto interior ao poliedro:
1. Se b > 0, entao a origem é um ponto interior;

2. Se existe b; < 0, fazemos ¢ = (AT A)"'ATh (em MatLab ou Octave, c = A\ b).Se

Ac < b entao ¢ é um ponto interior.

3. Caso as duas primeiras estratégias falhem, utilizaremos o método descrito na se¢ao

3.4.2 que usa programacao linear.

4.3 Experiéncia 2

Nesta experiéncia vamos considerar o problema de eliminar inequacoes redundantes
em um sistema Ax < b. Essencialmente estaremos interessados em obter uma rotina
que utilize os conceitos envolvidos neste trabalho e que tenha desempenho igual ou
melhor do que a rotina reduce_rows implementada por Sebastian Siegel e disponivel
no site oficial do MatLab.

A rotina reduce_rows nao elimina todas as redundéancias, como no caso do Exemplo
4.1.
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Exemplo 4.1

Seja o seguinte sistema de inequagoes,

[ —1.1547 —0.8165 —1.4142 | [ 2.8284 ]
—0.8165 0.2887  0.5000 1.0000
0 —0.8660  0.5000 T 1.0000
0 0 0 Ty | < | 2.8284
0 0.8660 —0.5000 s 1.0000
0.8165 —0.2887 —0.5000 1.0000

| 11547 0.8165  1.4142 | | 2.8284 |

Podemos notar que a quarta linha do sistema é redundante. Aplicando o método
reduce_rows, o sistema nao é alterado.

Conhecendo um ponto interior ao poliedro definido por um sistema de inequagoes
lineares Az < b, podemos utilizar o teorema do fecho do dual (Teorema 3.1), para iden-
tificar e eliminar redundancias no sistema Ax < b. Esse algoritmo é o que denominamos
eliminaredu.m, visto no capitulo anterior.

Para comparar esses dois métodos realizamos alguns testes gerando sistemas de ine-
quacoes aleatorios Az < b e posteriormente considerando para os testes a matriz A7 =
[ATAT0] e b7 = [b7570]. Conforme ilustrado no Exemplo 4.1 o algoritmo reduce_rows
nao eliminou a linha nula em nenhum caso. Nosso método eliminaredu.m mostrou-se
robusto e eficiente nos testes realizados. Além de eliminar todas as redundéancias, o
tempo total gasto neste processo foi considerado aceitavel. Para m = 1000 a média foi
de 0.013 segundos, para m = 10000 a média foi de 0.1622 segundos.

Com base nesta experiéncia, vamos escolher o algoritmo eliminaredu.m quando for

necessario identificar e eliminar redundancias em um sistema de inequacgoes lineares.

4.4 Experiéncia 3

Vamos tratar agora do problema central deste trabalho: escolher um algoritmo para
listar de forma eficiente o conjunto de vértices e faces de um poliedro e possibilitar sua
visualizacao grafica. Os algoritmos que iremos comparar sao con2vert.me vertdual .m,
que foram apresentados no Capitulo 3.

Como ja dissemos, o algoritmo con2vert.m estd disponivel no site oficial do MatLab

e utiliza algumas ideias semelhantes as que implementamos no vertdual.m. A maior
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critica ao con2vert.m consiste no fato de que este método produz apenas uma lista de
vértices e nao permite identificar as faces do poliedro. Além disso, este método nao
possui nenhuma rotina de pré-processamento e pode falhar em casos em que o sistema
tenha restricoes redundantes.

O método que propomos resolve estes problemas e lista o conjunto de vértices e
faces do poliedro. Além disso, quando utilizado na rotina desenha.m nosso método
permite que os resultados sejam gravados em um arquivo obj e possibilita a imediata
visualizacao do poliedro em um software grafico.

Utilizaremos nesta experiéncia sistemas de inequacoes lineares no R? e sistemas de
inequacoes lineares no R3, correspondentes a planos tangentes a uma esfera de raio
igual a um, gerados aleatoriamente, nao tendo a origem como ponto interior.

Para cada valor de m, foram feitos 10 testes aleatorios e considerado como resultado
o tempo médio gasto por cada um dos métodos para resolver os mesmos problemas. Os

resultados estao apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.3.

m | nimero de vértices con2vert.m vertdual.m
Tempo (segundos) | Tempo (segundos)
10 10 0,0025 0,0028
20 20 0,0035 0,0047
40 39 0,0055 0,0070
100 96 0,0086 0,0162
200 182 0,0162 0,0363
300 267 0,0215 0,1203
400 345 0,0279 0,4141
600 481 0,0390 1,3847

Tabela 4.2: Tempo gasto para encontrar o conjunto de vértices de um poliedro no R2.

Como podemos observar, o algoritmo vertdual.m é mais eficiente se o sistema de
inequagoes Axr < b possuir um nimero pequeno de restrigoes (m < 30 no R? e m < 20 no
R3). Para problemas maiores o algoritmo con2vert.m mostrou-se mais eficiente, porém
devido ao fato de nao possuir nenhuma rotina de pré-processamento, este método falhou
em varios casos. Além disso, como ja observamos, con2vert.m nao permite descrever
as faces do poliedro.

O desempenho um pouco mais lento observado no algoritmo vertdual.m é justa-
mente devido a rotina interna que gera a lista de vértices que pertencem a uma mesma
face. Para este procedimento é necessario verificar se um determinado vértice que esta

sendo adicionado & lista nao é igual a algum ponto desta lista.
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m numero de vértices con2vert.m vertdual.m
Tempo (segundos) | Tempo (segundos)

10 16 0,0052 0,0031
20 36 0,0053 0,0067
40 76 0,0094 0,0121
100 196 0,0199 0,0325
200 393 0,0387 0,1156
300 592 0,0549 0,4559
400 786 0,0751 1,0310
600 1181 0,1100 3,3356
1000 1965 0,1841 15,010

Tabela 4.3: Tempo gasto para encontrar o conjunto de vértices de um poliedro no R3.

Como estamos interessados em, além de encontrar os vértices, determinar as faces

do poliedro, o algoritmo vertdual.m é o mais indicado. Este algoritmo, além de possuir

algumas rotinas de pré-processamento que o tornam mais robusto, permite identificar

todos os vértices pertencentes a uma mesma face, o que nos possibilita desenhar cada

face como um poligono qualquer e nao somente de forma triangularizada.

Para finalizar, criamos uma rotina denominada desenha.m que retine todas as sub-

rotinas que permitem construir o arquivo obj que contém a lista de vértices e faces

de um poliedro (em dimensao 2 ou 3) definido por um sistema de inequagoes lineares

Ax < b. Os parametros de entrada da rotina desenha.m sdo apenas a matriz A e o

vetor b, conforme podemos ver na implementacao que sugerimos a seguir.

function [figural = desenha(A,b)
[m,n]=size(A);

#Encontra um ponto interior ao poliedro
pint = pontointerior(A,b);

#Elimina redundéncias

[A, b] = eliminaredu(A,b,m,n,pint);
#Encontra o conjunto de vértices e as faces
[ V] = vertdual(A,b,pint);

#Encontra o fecho e grava o arquivo figura.obj
grava_arquivo;

[ F1 = fecho(V,n);

%»Abre a figura.obj no JavaView

!figura.obj
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end

4.5 Aplicacoes

Para ilustrar o funcionamento da rotina desenha.m juntamente com o método de
Fourier-Motzkin, vamos apresentar duas aplicacoes. Na primeira vamos projetar o cubo
tridimensional centrado na origem de aresta igual a dois, no plano ortogonal ao vetor
(1,1,1) que passa pela origem.

Na segunda aplicacao fazemos um procedimento analogo projetando o hipercubo do

R* centrado na origem de aresta igual a dois no sub-espaco ortogonal ao vetor (1,1,1,1).

4.5.1 Aplicacao 1

Seja C3 = {(x1,22,73) € R%|z;] < 1} o cubo tridimensional centrado na origem
de aresta igual a dois. Este poliedro é definido pelo seguinte sistema de inequacoes

lineares:

1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 o 1

< 41

0 -1 0 =1 (4.1)

z3

0 0 1 1
0 _1 1

Para projeta-lo no subspaco ortogonal ao vetor (1,1,1) utilizando o método de
Fourier-Motzkin vamos efetuar uma rotacio que leva o vértice (1,1, 1) no vetor (0,0, v/3)
e em seguida eliminar a variavel z3 do poliedro rotacionado.

O sistema que define o poliedro rotacionado é dado por:

0 —0.8165 0.5774
0 0.8165 —0.5774

07071 04082  0.5774 1

—0.7071 —0.4082 —0.5774 1
X

—0.7071 0.4082  0.5774 ! B!

0.7071  —0.4082 —0.5774 2=
Zs3

1

1
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Utilizando o método de Fourier-Motzkin para eliminar a varidvel x3 obtemos o

sistema - _ ~ _
~1.2247 —2.1213 3.4641
924495 0 3.4641
~1.2247  2.1213 ! 7 ] _ | 34641
1.2247 —2.1213 2y | T | 3.4641
9.4495 0 3.4641
1.2247  2.1213 | 3.4641

Utilizando os dados do tltimo sistema como parametros de entrada para a rotina
desenha.m, obtemos a Figura 4.1, que corresponde a uma rotacao do hexagono resul-

tante da projecao do cubo Cj3 apoiado no vértice (1,1, 1).

Figura 4.1: Projecao do cubo C3 apoiado em um vértice.

4.5.2 Aplicacao 2

Vamos proceder de maneira anéloga a Aplicacdo 1 e projetar o hipercubo do Oy C R*
no sub-espago ortogonal ao vetor (1,1,1,1).

Seja Cy = {(z1, 72, z3,74) € R*; |2;] < 1} o0 hipercubo de dimensdo quatro centrado
na origem de aresta igual a dois. Este poliedro é definido pelo seguinte sistema de

inequacoes lineares:
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10 0 0 1
-1 0 0 0 1
o 1 0 O 1 1
0O -1 0 0 T < 1
o 0 1 O T3 1
0o 0 -1 0 T4 1
o 0 0 1 1
0 0 -1 1

Para projeta-lo no subspago ortogonal ao vetor (1,1,1,1) utilizando o método de

Fourier-Motzkin vamos efetuar uma rotagao que leva o vértice (1,1,1,1) no vetor

(0,0,0,2) e em seguida eliminar a varidvel x4 do poliedro rotacionado.

O sistema que define o poliedro rotacionado é dado por:

0.7071  0.4082  0.2887  0.5000
—0.7071 —0.4082 —0.2887 —0.5000

—0.7071 0.4082  0.2887  0.5000 T
0.7071  —0.4082 —0.2887 —0.5000 T
0 —0.8165 0.2887  0.5000 | | a3

0 0.8165 —0.2887 —0.5000 T4
0 0 —0.8660  0.5000
0 0 0.8660  —0.5000

IN

VU T U T U T G W
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Apos a eliminacao da varidvel x4, utilizando o método de Fourier-Motzkin obtemos

o sistema - _ L
_14142 —2.4495 0 4
—1.4142 —0.8165 —2.3094 4
28284 0 0 4
_1.4142 08165  2.3094 4
_1.4142  2.4495 0 4

0 —1.6330 2.3094 o 4

0 16330 —2.3094 sy
14142 —2.4495 0 = 4
14142 —0.8165 —2.3094 4
28284 0 0 4
14142 08165  2.3094 4
14142 2.4495 0 4

cujo poliedro correspondente esta representado na Figura 4.2 obtida através da rotina

desenha.m.

Figura 4.2: Projegao do hipercubo do R* no subespago ortogonal ao vetor (1,1,1,1).

Utilizando a rotina desenha.m podemos desenhar o conjunto solucao de qualquer
sistemas de inequacoes lineares com até trés varidveis que seja nao-vazio e limitado.
Caso o poliedro seja ilimitado, o algoritmo vertdual.m nao consegue listar os vértices

do poliedro, pois este algoritmo utiliza o fecho do dual, que neste caso, nao existe.



Consideracoes finais e

perspectivas futuras

O foco central deste trabalho foi o estudo sobre sistemas de inequacoes lineares.
Apresentamos o método de eliminacao de Fourier-Motzkin, que permite projetar a
regiao de solucao de um sistema Az < b em um espaco de dimensao menor, através
da eliminacao de variaveis. Grande parte da investigacao que procedemos concentrou-
se no problema de desenhar a regiao de solugao de um sistema de inequagoes lineares.
Propomos uma rotina que possibilita desenhar esta regiao e visualiza-la em um software
de geometria 3D através de um arquivo de descricao geométrica com extensao obj.

Durante o estudo, apresentamos alguns algoritmos para encontrar o fecho convexo
de um conjunto de pontos no plano e no espago tridimensional. Em seguida, provamos
um importante teorema que nos possibilita transformar o problema de encontrar os
vértices de um sistema de inequacoes lineares em um outro problema mais simples que
é encontrar o fecho convexo do dual, que é dado por um conjunto finito de pontos. O
grande problema na utilizacao desse teorema é encontrar um ponto interior de forma
eficiente. Apresentamos algumas estratégias para contornar esse problema, utilizando
um problema de programacao linear e o método de eliminagao de Fourier-Motzkin. No
entanto, este problema é bastante complexo, sobretudo quando a dimensao e o nimero
de restricoes do sistema aumentam. Um estudo mais especifico deste problema pode
tornar o algoritmo mais eficiente.

Na parte experimental, comparamos a rotina que propusemos com a funcao
con2vert.m, que esta disponivel no site do MatLab para o problema da enumeracao de
vértices. Apesar da funcao con2vert.m ser um pouco mais rapida quando o niimero de
restrigoes cresce, destacamos algumas vantagens na utilizagao do algoritmo vertdual .m
que propusemos. A principal delas é o fato de que este lista os vértices e também informa
as restricoes que geraram os vértices, o que facilita encontrarmos as faces do poliedro,

enquanto que con2vert.m sé lista os vértices. Além disso, nossa rotina inclui alguns

95
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procedimentos de pré-processamento que permitem resolver casos onde o con2vert.m
falha.

Ao longo do trabalho nos deparamos com diversas perguntas que ficaram em aberto
e podem ser retomadas em estudos futuros. Por exemplo, além de melhorarmos o algo-
ritmo vertdual .m como ja foi mencionado, podemos melhorar o método para encontrar
o fecho convexo, tornando-o mais eficiente. Também poderemos estudar como calcular
o volume e a area de superficie dos politopos, como encontrar um ponto interior mais
central e ainda comparar nosso algoritmo com algoritmos de grafos transversais, como
o método de Avis & Fukuda [2].
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APENDICE A

IMPLEMENTACAO PARA ENCONTRAR UM

PONTO INTERIOR
|

function [ pint ] = pontointerior(A,Db)

[m,n]=size(A);

if min(b) > 10~(-15)
pint = zeros(n,1);
else
pintcand=A\D;
if abs(max(A*(pintcand)-b)) > 10~(-15)
pint = pintcand;
else
pint=pontointeriorPL(A,b);
end

end

function [pint]=pontointeriorPL(A,b);
%eliminar os zeros

[m,n]=size(A);

An = [A -b ones(m,1)];

An = [An;zeros(2,n+2)];
An(m+1,n+1)=-1;
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An(m+2,n+2)=-1;

bn = [zeros(m,1);10~(-10);10~(-10)];

custo = [zeros(n,1);1;1];

size(An);

size(bn);

size(custo);

options = optimset(’LargeScale’,’off’,’Simplex’,’on’);
xx = linprog(custo,An,bn,[],[],[],[],[],options);
pint = (1/(xx(n+1)))*xx;

pint ([n+1,n+2])=[1;



APENDICE B

IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO PARA
ENCONTRAR UM PONTO INTERIOR PELO
METODO DE ELIMINACAO DE

FOURIER-MOTZKIN
|

function [ pint] = pontointeriorFM(A,b)
[m,n] = size(A);
if n ==
[Ax, bx] = procFM(A,b,[1]) ;
ind_pos = find(Ax > 0);
ind_neg = find(Ax < 0);
ind_zero = find(Ax == 0);
if min(bx(ind_zero)) < 0
error (’Sistema Inconsistente’)
end
if isempty(ind_pos)
disp(’Poliedro ilimitado’);
xneg = bx(ind_neg)./Ax(ind_neg);
x = max(xneg) + 3;
end

if isempty(ind_neg)
101
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disp(’Poliedro ilimitado’);
xpos = bx(ind_pos)./Ax(ind_pos);
x = min(xpos) - 3;
end
if isempty(ind_pos) & isempty(ind_neg);
x = 0;
end
if “isempty(ind_pos) & “isempty(ind_neg);
xpos = bx(ind_pos)./Ax(ind_pos);
xneg = bx(ind_neg)./Ax(ind_neg);
x = (max(xneg)+min(xpos))/2;
if max(xneg) > min(xpos);

error(’Sistema Inconsistente’);

end
end
ind_pos = find(A(:,2) > 0);
ind_neg = find(A(:,2) < 0);

ind_zero = find(A(:,2) == 0);
if isempty(ind_pos)
disp(’Poliedro ilimitado’);
yneg = (b(ind_neg) - x*A(ind_neg,1))./A(ind_neg,2);
y = max(yneg) + 3;
end
if isempty(ind_neg)
disp(’Poliedro ilimitado’);
ypos = (b(ind_pos) - x*A(ind_pos,1))./A(ind_pos,2);
y = min(ypos) - 3;
end
if isempty(ind_pos) & isempty(ind_neg)
y =0;

if “isempty(ind_pos) & “isempty(ind_neg)
ypos = (b(ind_pos) - x*A(ind_pos,1))./A(ind_pos,2);
yneg = (b(ind_neg) - x*A(ind_neg,1))./A(ind_neg,2);
y = (max(yneg)+min(ypos))/2;
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if max(yneg) > min(ypos)
error(’Sistema Inconsistente’);
end
end
pint = [x y]°’;

end

if n ==

[A1,b1] = procFM(A,b,[1 2]);

[Ax, bx] = procFM(A1,b1,[1]);

ind_pos = find(Ax > 0);

ind_neg = find(Ax < 0);

ind_zero = find(Ax == 0);

if min(bx(ind_zero)) < 0
error(’Sistema Inconsistente’);

end

if isempty(ind_pos)
disp(’Poliedro ilimitado’);
xneg = bx(ind_neg)./Ax(ind_neg) ;
x = max(xneg) + 3;

end

if isempty(ind_neg)
disp(’Poliedro ilimitado’);
xpos = bx(ind_pos)./Ax(ind_pos);
x = min(xpos) - 3;

end

if isempty(ind_pos) & isempty(ind_neg);
x = 0;

end

if “isempty(ind_pos) & ~isempty(ind_neg)

xpos = bx(ind_pos)./Ax(ind_pos);

xneg = bx(ind_neg) ./Ax(ind_neg);
x = (max(xneg)+min(xpos))/2;
if max(xneg) > min(xpos)

error(’Sistema Inconsistente’);
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end
end
ind_pos = find(A1(:,2) > 0);
ind_neg = find(A1(:,2) < 0);

ind_zero = find(A1(:,2) == 0);
if isempty(ind_pos);
disp(’Poliedro ilimitado’);
yneg = (bl(ind_neg) - x*Al(ind_neg,1))./A1(ind_neg,2);
y = max(yneg) + 3;
end
if isempty(ind_neg)
disp(’Poliedro ilimitado’);
ypos = (bl(ind_pos) - x*A1(ind_pos,1))./A1(ind_pos,2);
y = min(ypos) - 3;
end
if isempty(ind_pos) & isempty(ind_neg)
y = 0;

if “isempty(ind_pos) & ~isempty(ind_neg)
ypos = (bl(ind_pos) - x*A1(ind_pos,1))./A1(ind_pos,2);
yneg = (bl(ind_neg) - x*Al(ind_neg,1))./A1(ind_neg,2);
y = (max(yneg)+min(ypos))/2;
if max(yneg) > min(ypos)

error (’Sistema Inconsistente’)

end
end
ind_pos = find(A(:,3) > 0);
ind_neg = find(A(:,3) < 0);

ind_zero = find(A(:,3) == 0);
if isempty(ind_pos)
disp(’Poliedro ilimitado’);

zneg = (b(ind_neg) - x*A(ind_neg,1)- y*A(ind_neg,2))./A(ind_neg,3);

z = max(zneg) + 3;
end

if isempty(ind_neg)
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disp(’Poliedro ilimitado’);
zpos = (b(ind_pos) - x*A(ind_pos,1) - y*A(ind_pos,2))./A(ind_pos,3);
z = min(zpos) - 3;

end

if isempty(ind_pos) & isempty(ind_neg)
z = 0;

end

if “isempty(ind_pos) & “isempty(ind_neg)
zpos = (b(ind_pos) - x*A(ind_pos,1) - y*A(ind_pos,2))./A(ind_pos,3);
zneg = (b(ind_neg) - x*A(ind_neg,1)- y*A(ind_neg,2))./A(ind_neg,3);
z = (max(zneg)+min(zpos))/2;
if max(zneg) > min(zpos)

error(’Sistema Inconsistente’);

end

end

pint = [x y z]’;

end



APENDICE C

IMPLEMENTACAO PARA ELIMINAR AS
REDUNDANCIAS

function [A, b] = eliminaredu(A,b,m,n,pint)
if nargin < 3
[m,n] = size(A);
end
if n ==
indzzero = find(A(:,1)==0&A(:,2)==0);
if “isempty(indzzero)
if b(indzzero)>=0
A(indzzero,:)=[];
b(indzzero)=[];
else
error(’Sistema infactivel’);
end
end
elseif n ==
indzzero = find(A(:,1)==0&A(:,2)==0&A(:,3)==0);
if “isempty(indzzero)
if b(indzzero)>=0
A(indzzero,:)=[];
b(indzzero)=[];
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else
error(’Sistema infactivel’);
end
end
end
if nargin < b5
pint = pontointerior(A,b);
end
sTransformando o sistema primal em um sistema dual
w = b - Axpint;
NA = A ./ repmat(w,[1 n]);
k = convhulln(NA)’;

if n ==
I = unique([k(1,:) k(2,:)]);
end
if n ==
I = unique([k(1,:) k(2,:) k(3,:)1);
end
A= A(T,);

b = b(I);



APENDICE D

IMPLEMENTACAO DO vertdual.m

function [ V ] = vertdual(Al,bl,pint)
[m1,n1]=size(Al);
eps = 10°(-10);
if nl ==
indzzero = find(A1(:,1)==0&A1(:,2)==0);
if “isempty(indzzero)
if bl(indzzero)>=0
A1(indzzero, :)=[];
bl(indzzero)=[];
else
error(’Sistema infactivel’);
end
end
elseif nl ==
indzzero = find(A1(:,1)==0&A1(:,2)==0&A1(:,3)==0);
if “isempty(indzzero)
if bl(indzzero)>=0
A1(indzzero,:)=[];
bl (indzzero)=[];
else
error(’Sistema infactivel’);

end
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end
end
if nargin < 3
pint = pontointerior(Al,bl);
end
w = bl - Alx*pint;
NA = Al ./ repmat(w,[1 nl]);
k = convhulln(NA);
[mk ,nk]=size (k) ;
V =zeros(mk,2*nl) ;

for 1 = 1:mk

A= [A1(k(Gi,:),];
b = [b1(k(i,:))];
vertice = A\b;
if nl == 2
V(i,:) = [vertice’ k(i,1) k(i,2)];
end
if n1 == 3
V(i,:) = [vertice’ k(i,1) k(i,2) k(i,3)]1;
end
end

V = sortrows(V);
[Vi Vj Vkl=unique (num2str(V(:,[1:3]),6),’rows’);
kmax = max(Vk);
Vf = zeros(kmax,nl+ml);
for i = 1:kmax
r=V(Vk==1i, [n1+1:2*n1]);
indices = unique(r(:))’;
t = V(Vk==i,[1:n1]);
t = t(1,:);
VE(i,:) = [t,indices,zeros(l,ml-length(indices))];

end
V = sortrows(Vf);
eliminadas = 0;

[mv,nv]=size(V);
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for j

ind

3:nv-eliminadas;

j - eliminadas;
if all(V(:,ind)==0)
V(:,ind) = [];

eliminadas =

end

end

eliminadas + 1;



APENDICE E

IMPLEMENTAGCAO DO ALGORITMO PARA
0 FECHO (ANGULOS ENTRE VETORES)

function [ F ] = fecho(V,dim) % V & o conjunto de vértices
clc
[mV,nV] = size(V)
fid = fopen(’figura.obj’, ’a’);
hitpara o R2
if dim ==
F = zeros(1,mV);
Angulos = zeros(mV-3,2);
Wi = [V(2,[1:2]) - v(1,[1:2])];
NorWl = norm(W1);
for i = 3:mV
W= [v(i,[1:2D) - v(1,[1:2D1;
A = acos(dot(W1,W)/( NorWix norm(W)));
Angulos(i-2,:) = [A,i];

end

Angulos = sortrows(Angulos);
F(1) = 1;

F(2) = 2;

F([3:mV]) = Angulos(:,2);

F = [F(1) F(2) F([3:mV])];
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fprintf(fid,’f ’);
for t = 1:length(F)
fprintf (fid,’%d ’,F(t));
end
fprintf(fid,’\n ’);

end

J#tpara o R3
if dim ==
Vindice = V(:,[4:nV]);
Imax = max(max(Vindice));
for k = 1:Imax
[i,j]=find(Vindice==k);
if length(i) > 2

Vertices = sortrows([V(i,[1:3]) il);

[m,n] = size(Vertices);
F = zeros(1,m);

Angulos = zeros(m-3,2);
I = [Vertices(:,4)];

wi = [V(I(1,2),[1:3]) - v(I(1,1),[1:3D)];

NorWl = norm(W1);
for y = 3:m

W= [V(I(1,y),[1:3]) - V(I(1,1),[1:3D)];

NorW = norm(W) ;

A = acos(dot(W1,W)/( NorWix NorW));
Angulos(y-2,:) = [A,I(1,y)];

end

Angulos = sortrows(Angulos);

F(1) = I(1,1);
F(2) = I(1,2);
F([3:m]) = Angulos(:,2);

F = [F(1) F(2) F([3:mD)];

fprintf (fid,’f ’);
for t = 1:length(F)

fprintf (fid,’%d ’,F(t));
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end
fprintf(fid,’\n ’);
end
end
end
fclose(fid);

Y%endfunction



APENDICE F

IMPLEMENTACAO DAS CLASSES DE
EXEMPLOS

Hipercubo rotacionado

function [A,b] = hipercubo(n,g)
A = zeros(2+*n,n);
b = ones(2#n,1);
for i=1:n
A(2%i-1,i) = 1;
A(2xi,i) = -1;
end
hg == 0 Hipercubo sem rotagéo
if g==1 YGiro de 452
for i=1:n-1
roda = eye(n);
c = 1/sqrt(i+1);
s = sqrt(i)/sqrt(i+l);
roda(i,i)=c;
roda(i+1,i+1)=c;
roda(i,i+l)=-s;
roda(i+1l,i)=s;
A = (rodaxA’)’;
end
117
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end
if g==2 JGiro aleatério
for i=1:n
for j = i+l:n
roda = eye(n);
ang = 2*xpix*rand*(-1)~(round(rand*10));
c = cos(ang);
s = sin(ang);
roda(i,i)=c;
roda(j,j)=c;
roda(i,j)=s;
roda(j,i)=-s;
A = (rodaxA’)’;
end
end

end
Hiperplanos Tangentes a uma Hiperesfera

function [ A, b ] = gera (m,n)
%A = round(d*rand(m,n)+1);

A
b

for 1 = 1:m

zeros(m,n);

zeros(m,1);

for j = 1:n
A(i,j)=round(rand*(-1)~ (round(rand*10))*40) ;
end
end
A = sortrows(A);
for i=1:m
b(i)=norm(A(i,:));

end
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