BIFURCAGAO DE CAMPO DE VETORES LINEARES POR PARTES

Este exemplar corresponde a
redacido final da tese devidamente
corrigida e defendida pelo Sr,
Francisco Torres Cerda e aprovada

pela Comissdo Julgadora.

Campinas, 18 de dezembro de 1992.

Prof. Dr. Mar ?A/{Jnio/l:eixeira

Dissertacéo apresentada ao
Instituto de Matemética,
Estatistica e Ciéncia da

Computacio, UNICAMP, como
requisito parcial para obtencéo
do Titulo de MESTRE em Matem&tica




10

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Matemadtica, Estatistica e Ciéncia da Computagio - IMECC

"BIFURCAGAO DE CAMPO DE VETORES LINEARES POR PARTES"

Francisco Torres Cerda

Orientador: Prof. Dr. Marco Antonio Teixeira

1992



Il 10

INDICE
INErodUGEO .« v v v vt i e et e . i
0 1o 5 T A o T 1
CAPIEULO T1 o nveersee e e e e e e e e e e et r e e e e e e g
Forma Normal .o ittt nt i e ineasiennstnenanunnns 9
Aplicagio de Poincaré e Orbitas Periddicas.............. 20
Orbitas PeriOdicaS. ..o v ier i enrerineroaneernaneenaenna, 24
Pontos de Intersecao do Fluxe com Voo 36
Capltulo LI ... . e e s e e et e v naan 42
Bifurcacac de Orbitas Periodicas........................ 42
9= 3 3 A R o T Bt
Orbitas Homocl{nicas em O. .. .uit et inennennnenennns 61
Itinerarios Dinfimicos de Orbitas Homoclinicas........... 63
Aplicaci@o de Poincaré numa Grbita Homocliniea........... 687
Orbitas Homoclinicas em P\oo. oot 72
Orbitas Heteroclinicas. . .. ..o viivriir i eronrnneann. 76
A=) o= o Vo == AP Bl



Il 1

INTRODUCKO

O objetivo deste trabalho ¢é desenvolver uma andlise
qualitativa do comportamento das soclugbes de um sistema de equagdes
diferenciais ordinarias no iRS, derivado de um circuito elétrico
conhecido como "double scroll”. Tal sistema consiste de uma equagio
diferencial no IRS. linear por partes, cujas descontinuidades estfo
concentradas em dois planos paralelos € disjuntos, z =1 e =z = -1, os
quais dividem o espaco em trés regides onde o campo de vetores
associado estd bem definido e é regular.

O trabalho bhaseia-se nos resultados de Chua, Komure e
Matsumoto [CKM] e contém uma analise das bifurcagBes das 6érbitas
peri6édicas (sela-né, pericdo duple, Hopf) e das 6rbitas homoclinicas,

No capitulo 1 exibiremos a representagdo matematica do
circuito € a expressiio do campo de vetores associados.

Na secfo 1 do capitulo Il daremos uma caracterizagio do campo
de vetores através duma matriz real de dimensdo trés e calcularemos os
seus autovalores e autovetores associados. Na segfo 2 determinaremos a
aplicagdio de Poincaré associada as diversas 6rbitas periédicas, o
conjunto de pontos nos quais o campo € tangente ao plano z = 1 e as
coordenadas dos pontos onde o campe atinge o plano z = 1. Temos gque
lembrar que a aplicagdo de Poincaré associada a cada trajetéria
periédica do campo e definida pela sua respectiva posigdc nas regibes
determinadas pelos planos de descontinuidade z =1e¢ =z = -1,

No capitulo Il fazemos um estudo das bifurca¢des das o6rbitas
periédicas do campe de vetores, tendo como principal resultado um
teorema que caracteriza os diferentes tipos de bifurcagbes, baseado nos
autovalores da derivada da aplicagdio de Poincaré.

No capftulo IV, damos os diversps itinerérios de certas
orbitas homoclinicas e heteroclinicags, Também obtemos a expressiio da
aplicagdo de Poincaré associada a uma o6rbita homoclinica no ponto

critico 0.
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CAPITULO I

O objetivo principal deste capitulo ¢ exibir um modelo
matematico obtido através de um circuito elétrico o qual possui um
resistor nfo linear. Nas secBes seguintes estudaremos o comportamento

do campo de vetores associade a tal modelo.

Consideremos o circuito na Fig.l.l, que é chamado de “double

scroll" o qual estd governado pelo seguinte sistema de egquagdes:

d v
cl 3
Cl dt = G[vc - vc - g[vc]
2 1/ 1
dv
cz b
{1.a) CZT = G[Vc - Vc + lL
. 1 27
d 12
L dt = -vc

onde:

v E voltagem passando pelo capacitor ¢ .
1

v = voltagem passando pelo capacitor <,

€2

iL = a corrente através do indutor L

g(-)= a voltagem v/s a corrente caracteristica do resitor néo

linear em Fig 1.2,

G = conductancia
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Fig 1.1  circuito "double scroll” Fig 1.2 Resistor nfo linear

0 sistema (l.a) pode-se transformar em:

dx _ _ 1l e
e oc{y {b+l)x 5 (a-b}(ix+1]~[x ll)}

dy _ __

d_r-xy+z

dz

T

onde

Vc Vc i

_ 1 _ 2 _ L t G

*=g- VY=g *TE 77
P P p 2
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De fato:
-V
dz _ dz ai dt 1 L °2] ] ¢,
dv  di dt dr B G L G
v
_ <, ‘2 _ By
LG2 ]3p

Zz
1 v v 1 1
"G B G[°1'°]+’L “GB G["B'YB]J'*L:X'}'* GB
P 14 P
dvc [ C
dx _ dx 1 dt _ 1 i1 Sfv v} 1y 2
dr  av dt ~dr B C, 2 %1 clg “If 5 ©
1 L

Neste ponto passamos a exibir a forma da fungio g(vcl} tendo

em consideragdo a figura 1.2.
Célculo de L1

Sabemos que a equagio da reta pasgando pela origem é:
¥y= mX
onde m é a inclinagéo.

Assim;

v
L :glel=myv com -B=v =B
1 1 11::1 p cl P

Agora, o ponto p = [-Bp, y] pertence a reta L1’ portanto:

g[-Bp] = -mpr
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entdo

= |- ~m B , -~ i
p [Bp, m p] pr > 0 pois m <0

A equagdo geral da reta é dada por
(1.b) y=mx+n

por conseguinte
v
: =mv +n
L3 g{ cl) oV
como o ponté p pertence 2 L:3 , iemos que:

- = - = =m B
g[ B?] mDBp+n B,

entio:
n= [m - m ]B
0 1] p
portanto:
L :'g[vc] =myv + [m —m]B com -o ¥
3 1 < 4] c
1 1
0 ponto p' = [Bp,y’] pertence a L1 , portanto
B|]=mB
SRR
entio
Y= B < i
P (Bp . mpr] m1 o ¢ pois 1'1'11 <0

Como o ponto p’ pertence a !.,2 , temos que

= +n =mB
g[Bp] mon n °p



entao

porianto

+im -m|B com B =v (w
1 o] p P cl

Assim, temos determinada a fungio g em seus intervalos de

definicio por:

(mv +[m-m]B - {V =B
c 1 P [ ]
1 1
v 4 my -B=v =B
g cl 1c p c P
1 1
tmv+[m —m]B Bsv (o
4.':1 0 p P [+

. seja
v — 1 — -
f'[ cl] =m vc1 5 [ml_ mo] [|vc1+ Bp] |1irc1 Bp[]

Agora vamos demonstrar que f [vc] = g[v ] para qualquer
c
1 1

Sejar = —BP ~—acomar0 istoé, r e [—m, -Bp]

R

f[-—Bp - a} = —rnc'[BP + a‘ +-é— (ml - mo] [l-—Bp -a + Bp]-l-Bp -a- Bpl]
= -mD[Bp + a: +-1§ [ml - mu] [[—al - [—(ZBp + a] |]

A 1
-——mo[Bp+a +--2-[ml--m0 a ZBP a

7/

=-mB -~-ma-mB +mB
0P 0 lp 0p

= -ma=-mB
4] 19
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g[-—B —a]=—m[B +a]+mB -mB =-ma-mB
P ol » op 1p 0 1p

Portanto f=g em (—m . -Bp]

Para o casor = Bp + a onde a > O, & andlogo.

Portanto, temos que
f = em |B ,
2 en [p,. o)

Agora, vamos provar que f = g em [-—Bp . Bp] .

Separando em duas partes

i) no intervalo [—Bp . 0]

iil} no intervalo [0 , Bp]

i) Seja a > 0 tal que —Bp(-Bp+a<0

(s, + )

It

m‘o["Bp + 3] +—é- [ml- mﬂ] [l_Bp+ a¥ Bpl-!—B; ? —Bpl]

oo, o w20

+ma+ma~-~mB ~ma+m B
o 1 1 p o o

)

= -m B
[+]

P P

H
=)
-
1
w
o
+
N

g[-Bp+ a] = m (-Bp + a]

Portanto
f=g em [—Bl ) 0]

ii) Sejaa)OtalqueO(Bp-a(Bp
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- _ 3 _ [ _ _ Com
f[Bp - a] = mo[Bp a] +-2—[m1 mo] -|Bp a+ Bpl 1Bp a Bp]]

_ 1 (
—mo[Bp a] +7[ml m0]2Bp a a]

-

.
2B -2.a]
P

“

=m B - ma+m B ~-ma-mB +ma
[+ 0 1 p 1 0p 0

Portanto
f=g em [0, B]
p

El

Obviamente as fungles I e g s#o iguais nos pontos =B, 0 e
- P

B, entdo concluimos que
P
fir) = glr) 'para todorT € R.

Como v =X Bp , substituindo em f, temos;
c
1

][xB +B| |xB —B|]

-f[vcl] =m X Bp +—2—[

=m XB +
P

o]~
r'_"—"\

% + 1]-}x - 1|]

0

[

- mo) [ 13,1 1% #11-18, |21
- m|
e e
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Logo temos:

P S YR A
a[)‘ - % - mgx +—ri,—{“r§1—‘ '—r"gg‘][lx + 1‘"[""’1']}
e ool o)

Por conseguinte, o sistema fica:

e el -l

dy _ . _
G TXTVTZ

et

[

dz
a7 By
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CAPITULO T

2.1 Forma normal
O obletive desta seqfio & caracterizar um campo de vetores

sobre o R° linear por partes, através de uma conveniente representacio
matricial. A grosso modo subdividindo ¢ espago em regides e sobre cada
uma delas o campo ¢ continuo, fazemos um estudo sobre a dinamica do
campo através do fluxo associado.

Antes apresentaremos alguns resultados e definigBes basicas.

2.1.1 Definicdo

AX + g xeR+
Seja f(x) = {Bx X & Ro
AX - q x € R

onde

R ={xe!R“:}<oc,x> se}

R ={xean:i:<or.,x>-e>0}

1+

um campo de vetores linear por partes n - dimensional numa 3 - regiio.

Entdo f(x) & préprio se nio existe um subespago E ¢ R° o qual ¢

paralelo a U = {x eR" 1 ¢, = e} e invariante sob a agfo de B.

2.1.2. Observacio:
No caso em que este campo estd definide numa 2-regifo entdo

Ax+tg xR
f(x) = ¥
Bx XER_



I A

onde

R+={erRn::.*:{<a.x>—-B>0}

2.1.3. Teorema: (Forma normal de campo de vetores lineares por
partes préprios numa 2 - regiio)
Qualquer campo de vetores n-dimensional préprio continuo por

paries numa 2-Tegifio é linearmente conjugado a um campo de veiores da

seguinte forma:

Cx+q x €R
{a) Xf[X} = f(x) = ¥

S x X € R_
onde
R+={xEIRn.i-{<a, >—e))0} €=0, %1
(0) T \T
= (1,0,...,0) > CI'—"'(C » +C
3 nj
\
S = . s C = t:n_1 . 1
A a*" a C —-a per T aJ
n n-1 1 n n n-1 1
mais ainda:
T
i) Sep-= [cl, ..... ,cn] e R” entfio (a) escreve-se como

xf[x) = f(x}) =8 x +—;— p{[(oc,x) -el + (e, x> —c)} 1 e=0, 1

ii) Sejam CHTRA € autovalores de §  incluidas suas
n

- 10
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multiplicidades.
Entédo

k-1
3 = (1) Zul o L
1 k&

tA
-
1A
=]

onde Z percorre todos 0% il,..., ik tal que i1<...< ik

iii} Sejam vl,...,vn € € os autovalores de C. Incliindo suas
multiplicidades, temos que:
_ (Kt -
bk = (-1) ): vll...v‘k R l=k=n

onde z percorre todos oS il,...,ik tal que i1< Y iu entifo

k-1
= - + ac 1sk=sn
c]’L bk ak Z + Sy ,
1=1
. - = -1 o~ !
iv) Se existe C 1 eQ=-C qge R" entfio (a) escreve-se como

C{x-Q} x eR,

]

xf{x) = f(x)
SxX X € R_

Demonstragdo: Ref [2]

Primeiro fixamos um sistema de coordenadas que chamaremos de
. 3
canénico em R’
Seja T : IRS-—-} R® um campo de vetores continuo por partes
tal que f(-X) = -f(x), isto ¢, invariante por uma simetria {mpar.
No restante deste trabalho, vamos supor que f(x) € um campo

de vetores préprio.

11



2.1.4 Definicio:
Dois campos de vetores f e g sfio ditos linearmente conjugados

se existe uma matriz H ndo singular tal que

Hef=gosH

2.1.5 Def'inicio:

Define-se os plano Vl e V_1 como

v

1+

1={erR3:<a,x>=t1} (Fig. 1.a)

onde a=1(1 0 0

Mais ainda, separando V1 e V_l em duas partes:
V:={xevl:<a,Ax}>0} VI={erl:<a, Ax))O}

+

V= {x €V ¢, Ax >0} V= {x €V i & A< 0}

A regido que tem como fronteira Vl eV L ¢ chamada de regizo
intermedidria e denotada por Ro .

Ry

=~

R Fig. 2.1

Planos de fronteira da regidio intermediaria

12



2.1.6.

intermediaria e vl, v, va

Proposicio:

Seja

determinado por:

T

possuindo

autovalores

Ul,

1
f{x)-—AX+-2—
—{(oc,x)-i-l}}
B(x - P) xeR+
=JA X xeR
)
B(x + P) xeR_
onde
R+={xeiR3 i(ot,x)-l)O}
,R={xeR3=|<a,x>|s 1}
0
C
1
a=|0 . P=|{¢, e
9] c
3
0 1 0 c, 1
A= 10 4 . B =|c O
2
8.3 az 6.1 c+a3a
a =u tu, tug 2=-[u]u2+uu +uu
b1=v1+v +v3 3= [v1v2+vv +vv
c1=b1-a1 c2=b2-a +cla1 c3=

13

u,.

em outra regido. Entdo

y
y

2

u
3

na

regido

f estd unicamente

a +ac +ac
3 21 2

P {l(a, -1 + K, ® —1]} +—1-p {|<ax> +1] -
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e <, > €& o produte interno usual.

Demonstragio:
Seja n = 3 em (a) e (b) e tomando € = 1 no teorema 1.3 e pela

simetria do campo f, femos:

Cx + q xeR+
(1.b} f{x) =4 Sx X € R,
Cx-gq xeR_

onde
3 T
R, ={XE|R :i((a.x>—1}>0} , o= (10,0
3 T
= H = = -
R, {x ER : |[Ka, ® 1} , q [cl,cz,cs]
c:1 1 0 * 0 0
cC= c2 0 1 . S=10 0
€5ty B 3 3 2 2
Agora tomando p = [01' cz,ca-]e R entfo por (i) teorema 1.3
temos:

f(x)=8 x +—%‘—P{|<0¢,X> - 1] + [Q’C.}O - 1]} +—é—p {I(tx,x)ﬂ] - [(rx,x)ﬂ]}

Por (ii) do teorema 1.3, temos que se L € C sdo

autovajores de S entéo
k-t
a =(-1) "Yu u u
k 101 i
1 2 3
onde ¥ percorre todos os il.iz,i3 tal que il( 1'2< i3

Por conseguinte temos:

a =}u =u +u +u

14
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a = - uu =-juu +uu + Ul
2 211 [12 13 ]

Por (iii) do teorema 1.3 temos que se Vi V. V. E C

autovalores de C entfo

b = (-np¥? Tv. v v s
" t o1
123

onde } percorre todos os il, iz. 13 tal que i1 {i

k-1
e ¢c =b —-a + ac ,
k k k 1 k-1
1=1

Portanto, temos:
b =Yv =v +v +v
1 ):1 1 2 3

1
b =)Yv v =-lv v + + v
2 L vl 1 27 Yy 2v3

1 2
b=Yv v vV =V vy
3 11 1 123

1 2 '3
c =b -2
1 1 1

1
c =b -a + a ¢ =b —-a +a ¢
2 2 2 1 2-1 2 2 1
i=1

c. =b -a +a c +a ¢
3 3 3 1 7z 2 1

=k =3

sdo

Suponha que existe €' matriz real tal que Q = —C_lq e R

Agora vamos determinar o vetor Q.

Temos que detC=a +¢ -ca =
mos q s> 37 6% "¢

15



I N

Logo
-a -a 1
2z 1
ctl= 1 a +c —ca ca -c
detC 3 3 21 11 1
C +3 ~-C &
222 Ca787CR, C

Por conseguinte

-a -a

2 1
Q =-clg= 1 a +¢c_—c.a c.a -C
detC | '3 3 21 11
¢ a c +a-—ca —C
22 3 3 12

Por (iii) do teorema 1.3, temos que

=¢c +a - ¢ -a c entdo d =
ba 3 s~ 3/ G 2 9 8 etC ba

Portanto
a a a !
3 3 3
Q=% AT, %,
3 3 3
Agora
» 3
a
c 0 | =2
1 b:3
cQ = c, 0 1 ] ji =
°3+a:3 az a1 1 b3
a
c,_3
‘%
b 3 -
onde a3 2,
(z-b} d = [C3 + a ] [1 -—b:] + [Claz + Czal] —BS—

16



Como c =b -3 +a +
5 a a 2c1 z-.llcz entdo

a c +ac =c +a -b
2 1 1 2 3 3 3

Logo substituindo em {l.c) temos que

Por conseguinte
CQ=p=-—
Logo, substituindo em (1.b}, temos

Cx-CQgQ xc.=.R+ C {(x- Q) xeR+
flx}) =4 S x xelv‘.0 = S x xeRo
© Cx+CQ x € R Clx + Q) x € R_

entdo concluimos que

flx) = A x +%p {‘(o'.,x)-1| * [(a,x)—l]} +~% P «{](r.x,x>+1l - {(a,x)-t-l]}

B(x - P) xeR+
=4 AX xERo
B(x + P} x € R

Tomando B=C, A=35 € Q=P nos resultados acima

2.1.7 Definigio:
Para cada autovalor real v na regifo intermedidria Ro’

define-se os pontos C1 € Vl por

17
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2.1.8 Lema:

— .
0 vetor Dcl ¢ um autovetor de A associado ao autovetor ul.

com i=1, 2, 3.

Prova:

Para o caso i = 1, temos:

0 1 0 v u v v =uvy
1 11 2 11
0 = u v ey vV =uv
0 1 vz 1 2 3 12
a a a
3 2 1 v u v av +av +av =uv
1 3 31 22 13 13
entio
v =1 Vv
2 11
v-uzv
, 3 1 1
logao

- 2
C1 = [l, ul, ul]
Para os casos i = 2 e 3 a prova € analoga.

C —[l,u,uz]
2 2 2

_ 2
C:3 [l, u3, u3]

Assim,

OoC =

i

. ___>[Li

2 .
u, ul] ¢ um autovetor de A associado a0

autovalor ul, com i=1, 2, 3.
2.1.9 Definicio

Similarmente, para cada autovalor real v, na outra regiso,

isto €, na regifo R ou R , define-se os pontos:
+ -

18
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2.1.10 Lema

O vetor P Di ¢ um autovetor de B associado ao autovalor A

comi=1 2 3

Prova

Para o caso i = 1 temos:

C U +u =v u
c 1 O u 11 2 11
1 1
c 0 1 u = cou +u =v u
2z 2 z 1 3 t 2
c+a & a u {c+a)u +au +au=vu
3 3 2 1 3 a 31 2 2 13 1
entio

ua =V -~Ccll =V [V —Cu —¢C u
3 12 21 1[1 ]1 1
= jvlv. ~c| -c Ju
11 1 2] 1
Logo
a (v-c)a v (v -c }-c )a
v=lifv-clvly —clecl= a 113{1(1 1} 2)3
1 S RCTRRST AR B | 1] "z b’ b ! a
3 3 3

Para os casos i = 2, 3 resuitados analogos:

a (v
y)

b ’ b
3 3

- 01) (vzwz—c1 )—cz)a3

v = 3
2z b !
a

19
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3 3
V.= |5 % , B
a 3 3
Agora
. E. (vl-cll a, (vl(vi-cl)-—cz) a
1 | b b ' b
3 3 3
Logo
V1 =P Dll s30 o©0s autovetores de B associados aos

autovalores v, o i=1, 2, 3.

2.2 Aplicac3o de Poincaré e Orbitas Peri6dicas

Nesta seglo analisaremos as orbitas periédicas do campo.
Determinaremos as expressBes das aplicagBes de Poincaré associadas as
diversas érbitas periédicas da equagfo. Portanto devemos considerar o

itinerario de cada ¢§rbita peritdica do sistema.

2.2.1. Tempo de retorno

Sejam A e B duas matrizes regulares:

a) Parax e V: , suponha que existem y, z e V; tal que:

y=e X onde t

inf{t')@ e, e o] = 1}

z=¢"(x-P) onde S

inf{S’)O . <el,eBS'(x-P)+P> - 1}

20
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A

Fig 2.2

Tempo de retorno ao plano Vl

O tempo de retorno de coordenadas de x € Vi ,i=1-1, & o

minimo tempo em que o campo atinge novamente o plano VI quando &
aplicado neste ponto. Neste caso € o par (t,S).

Desde que Aw = B{w - P) para todo w v, por continuidade do

campo de vetores em Ro’ temos:

z= ¢%(x - P) = A_IA[ebS(x -P)} + P] =A'Be® (x-P)

-1
ATe®® Blx - P) = A7 &* P2 x = efF

onde C=ABA

Agora, como X, ¥y e zZ & Vl

T At
€
ou equivalentemente:

T -At T T €S
e o e +e a¢ +e a e X=h
1 2 3 1

21



onde

e =11,0,0]" , e =1010" , e =10,011" , h = [1,1,11"
1 2 3 1
Se I:e1 ae™ 4 e, a + e, @ e“] ¢ regular, denotamos sua
matriz inversa por:
-1

-at T T
K(t,s) = [t':1 ol e te o +e o ecs]

entio temos:

X = K[t,s)h1
b) Para x € V:,suponha que existem y € V:1 eze€ V; tal que (Fig 2.b)

y=¢e™x onde t

inf{t’)O : e, e-At'x>| = —1}

z = ehs(x - P) + P onde s

inf{S'>0 : <, e"s'(x—P)+P>=1}

O par (t,8) e dito tempo de retorno de coordenadas de x pela

mesma razic acima.

R

+

Fig 2.3
Trajetéria de Vl até V_l

22
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Desde que Aw = B(w — P) para todo w ¢ Vx' por continuidade do

campo de vetores, temos

N
|

= A-IA[eb‘{x - P)+P] = ATB &”(x - P)

ATe®B(x - P) = A7%e™Ax

L+1:)

onde
C=A"BA

Posto que X, z € VI e ye& V_1

T cg
ou equivalentemente:

[elm.rte”M + ezth + ezozT + esaTecs]x =h
onde h2 = (-1,1,1)

T At T T c8
Se [ela e + eza + esoc e ] ¢ regular, denoctamos sua

inversa por:
T —At T T os] °
K(t,s) = [ela e tex +exe ]

entdo temos

X = K{t,s)h2



2.2.2 Orbitas Periodicas
A caracterizacio das oérbitas periodicas dependem de como as
trajetérias atingem os plano V1 e V-x’ as quais determinam os seus

itinerarios.

Vv

-

N

a}  Tipo I nendnio: V. > ¥V, (Fig 2.4)

Fig 2.4 Itinerério Fechado em Vl

x = K(t 1,sl)h1

y = K(tz,szl
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As condi¢Bes do tempo de retorno sio

T -At

|e"e K[tl,sl]hl|¢l para todo t com 0<t<1:l

o e°® K[ti,si]h1 #1 para tode s com 0<S<51

para i = L,2
Agora

ara (i) temos
P () Atz Cs

e e xX=y

para (ii) temos

Logo:
At Cs At Cs
2 101 2
e e e e "y=y

entéo a aplicagéo de Poincaré associada a esta érbita é:

At Cs Cs
Z 1 Atl 2
=8 e € €

Logo a aplica¢do de Poincaré é determinada pela composicéo de
todos os fluxos associados a esta o4rbita, e o perfodo das Orbitas &

t1 + s + t2 + s, isto &, & uma 6rbita do perfodo dois.

b} Tipe 2: itinendnio: V1—> V1-—> v,—/™ V_l—) ‘\‘i'1
(Fig 2.5}



Fig 2.5 Itinerario Conectando Vl com V_1
X = K('tl,sl)h2
y = I((tz,sz]h1

Csl —AtzK
e K[tl,sl] hz = —-e [tz’sz] hz

Cs -At
e 2l((t ’Sz]hz = e

1
o K [tl, 51] h2

As condigtes do tempo de retorno s#o:

|’ e K[tl,sl]h2| #1 para todo t com OKt<t,

o e K[ti’sx]hz € 1 para todo s com 0(5(51

comi=112.
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Estas condigBes significam que estes pontos sfo hiperbélicos,
isto &, que a aplicacio de Poincaré ndo tem autovalores com médulo 1,
ou seja, |Dm (x)] # 1.

A aplicagBo de Poincaré como no caso anterior, é a composigio

dos fluxos, e o ponto X & um ponto periédico de periodo t1+51+tz+sz .

c) Tips 3: dinendnio: Vl—> V1—> V1_) V1 - V_1—> V-l — Vl
(Fig 2.6}

Fig 2.6 Itinerario conectando Vl e \e’_1
K('cl.sz}h2

K(tz.sz}h1

z = K(ta,sa)hz

X

y

(ii) e ZK[‘tz,sz] h2 = g
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Cs
(iii) e

-At
3 1
K[ta’sa] h2 = -8 K[tz,sl] h2
Com as condigles de retorno:
T -At
|a” e K[tl,sl]hj| # 1 para todo t com 0 ¢ t ¢ t

ol CF K[ti’si] h‘1 =1 para todo s com 0 { 5 ¢ s

quando j=1 ({i=2) ; j=2 (i=13)
Agora
por (i) temos
2 1
e e =y
por {ii) temos —
3 2
e e y=-2z
. por (iif) temos .
1 3
e e Z=-x
entdo
At Cs_ At Cs_ At _ Cs
2 1 1 3 3 2
e e e e e e “y=y

Assim:
esta Orbita tem periodo 5, + t1 + 8, 4+ tz + 5, + t3 . e, X & um ponto

3-periddico.
Seja T um campo de vetores linear em R’ com um par de
autovalores complexos conjugados ¢ * iw e um autovalor real y .

Seja v um plano ndc paralelo acs autoespagos fora da origem,

gerado pelos autovalores acima. Denotamos por:



{2¢) L={xeu:f(x) i u}

o conjunto de pontos de tangéncia entre f e u .

2.2.3 Proposigdo.
’Sejarn f e U com as condigbes dada na defini¢dc acima, entfo
existe um sistema de coordenadas tal que L é uma reta em w.

Para provar esta proposigdo precisamos o seguinte:

2.2.4 Lema.

Seja I um campo de vetores em IR:3 com ¢ £ iw e ¥ seus
autovalores, entfio existe um sistema de coordenadas x' = (xX,¥,2’) em
IRS tal que f é transformado em sua forma de Jordan real e a equaco

para v é:

YT {(X’.}",Z’) eR:x + 2= ‘1}

Prova.

3 .
Escolhendo e eb, e em R tais que
[+
i) e € a parte real do autovetor complexo associado a ¢ * iw
a

ii) e & a parte imaginiria negativa do autovetor complexo

associado a ¢ * iw

iii) e ¢é o autovetor associado a ¥y
L+

. - . _ 1
Seja Q = [ea, eb, ec] entdo J =0 MQ

transforma qualquer matriz 3 x 3 com autovalores ¢ £ i w ¢ y em uma

forma de Jordan real, ie,

o -w 0
J = c O
O 0 7z
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. -1
Logo neste sistema de coordenadas x" = Q 'x, f assume a

seguinte forma:

f(x") = J x"
onde
x" = (x", ¥y, 2"
Mais ainda, W ¢ representada por:
v:éx"+my"+nz"=4d
onde
2+m®zo0 , Dn#0 e d=0 pois v ndo ¢ paralelo aos autoespago

€ ndo passa pela origem.

Neste novo sistema de coordenadas X", os irés vetores e, €,
e e sdo transformados em 1trés eixos orionormais, o autoespago
gerado por e, e ebé transformado no x"-y"-plano e o autovetor e e
transformado no eixo z".

O plano v ¢ transformado no plano V" que também nZo passa
pela origem e n3o é paralelo ao plano x" - y".

Nosso passo seguinte ¢ rodar V" tal que ele forme um &ngulo

de 45° com o plano x" - y" e intercepte este plano em x" = 1. Isto pode

I

ser obtido escolhendo ainda um outro sistema de coordenadas x'

L

(x’,y’.z'} tal que os trés vetores ortonormais-: e; = {1,0,0}, e =
(0,1,0) e e; = {0,0,1) no sistema de coordenadas X' s3o transformados
em e, €, €, possuindo as propriedades geométricas das transformagdes

1t T2
acima; sejam:

i) fazendo e, paralelo e u"

ii) e Le, tal que a ponta de e, pertence a V"

iii) e e e, pertencem a0 plano x" - y"

iv) lell - |e2|

v} e, = (0,0,d3) , onde d, ¢ escolhido tal que a ponta de e,

pertence a V" .
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Assim, com estas propriedades temos definidos unicamente e

e, e e, como se segue:

el = 2d > [8,'[7[1,0]
£%+m
s [me]
e = -m,£,0
2 82 +m2
_ d
83 = —1-_1- [0,0,1]
De fato;

e, = (a’,b’,c’}
iii) > c=c¢ =0
Logo e = (a,b,0)
e, = {a’,bt’,0)
i) =1)fa +mb =0
i} = 2) aa’ + b’

]
=

fii}) =2 3)8a +mb =4d
iv) ==r4]a2 +b° =2’ p?

1) = a' =__?£ 3) > a.—-.itLb
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Logo substituinde em (2) temos:

() (2w

] 2 *
> -dmb + m bb +bvbh’ =0 parab #0
2 82
—dm mzb
> - tb =0
£ £

»b = - Sm_z
£7+m
d dm? _ (2%m?%)d - dm’
a=7-° z. 2, z 2
.o LL°+m") L(&°+ m")
_Pd+m’d -dm® _ &
2£? + m%) &+ m?
Logo
d
e = (‘apm:o)
1
£+ m
agora, substituindo a e b em (4) temos
z2,2 2 2
da" e N d'm =22 4 p2

2 2
[£2+m2] [£2+m2]

s a’2+b’ =

de (1) temos que
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Logo substituindo acima, temos:

Agora:

Logo

por (v} temos que

Logo

entéo

E claro

2,2 2
mb + b2 = d
L £2+m2
2,2
[£2+ mz]b’2 = :£ 3
£+ m
2,2
y2 d” i
b = ; 5
[Ez-!- m]
b = - Zw 2
£7+m
. - méd
a = [ 2 z]
£L27+m
. —md“
»a = 2
£%+m
d
e = (-m,£,0)
2 0%em?
[0,0,d] e U
3
> nd3=cl = d =d/n
z" = d/n
d
es— --ﬁ" {0,0,1]

que a relagfio entre X' e X" & dada por x’
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onde Q1 = [81’ez' ea]

onde

Logo temos:

34

o d‘e -dm O -
£2+m2 £2+m2
_ dm ds 0
4£2+rn2 £»2+m2
o0 0 d/n|
x’ xl!
] _ -1 "
= 01
1 m
d(2%+m?) d(£2+m?)
-~ 28 2 0
d(¢%+m?) d(£%+m?)
o 0 n/d
f(x') = QII £(x")
- Q;l J xlr
-1 .
=Q ! Q x
o -w O
= Q;l o 0
0 4 ¥
o - 0
fix') =] w T 0
0 0 ¥




s (dod |y |=4

Prova da Proposicio 2.4
Pelo lema 2.5 temos gque existe um sistema de coordenadas

X = (x,5,2’) em R tal que T pode ser escrito como:

o -w 0 X’
fix)=| w o 0 !
0 4] 7 !

Mais ainda, nesse sistema de coordenadas temos;
(2d) (VI {(x'.y’,z’) X'+ 2 = 1}

Para cada x € L por {2¢c) temos que <f{x},h> = 0 onde

h = (1,0,1]t é um vetor normal a v, daf:

0 = 4(x’), = Hox'- wy’, wx' + oy, 22>, {L,0,1»

- G‘X’ - Wyl' + 72!
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y:ix'-}iz’
w w

"oy - ini =7 = 3
Como z' = x 1 (por (2d) e definindo o =5 €7 el

temos definida a reta L através da equagio

r _ L y _
y =ox a’l(x 1)
Concluimos entdo que o conjunto dos pontes de tangéncia entre

ocampo e o plano v ¢ a reta L definida acima.

2.2.5 Pontos de intergecio do fluxo em V1

Nesta segfo exibiremos as ccordenadas do fluxo definido na
regido intermedidria ao passar através do plano Vl, isto &,
consideraremos somente o caso em que o campo de vetores estd definido
na regiéo Ro'

O campo de vetores na regifo Ro é dado por f(x) = Ax onde
Ae Maxa[m'

Entdo o sistema de equagdes diferenciais associadc a este

campo de vetores &:

o
X=AX
onde
o 0
A=10 0
a a_ a
3 "z 1
Os autovalores desta matriz sio
A = U , A =rC0ct+iw , A =0 -~ iw
1 1 2 3
com
u >0 ) c {0
Agora vamos resolver este sistema
Para ?Ll = u1 , temos o seu autovetor associado v & soluggo
de:

[A - uII]v =0 . vV = [vl,vz,VS]

36
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Assim

-uv +v. =0
11 2
-1V +v =0
12 3

av + a + =
31 22 T s 0
e por conseguinte

<
It
=
4

-
i}
=

«

Logo
v = [l,u ,uz]
1’1

Fazendo o mesmo para o autovalor }\2 = ¢ + iw temos que o

autovetor w associado a hz é solugdo de

[A - (o + iw)I]w =0 . W= [w .wz,wa]

Entdo temos

n

- + IWlw + W
¢ 1 2

- + iw + W
{ }wz 5

e por conseguinte

#
i

(e + iw)w1

&
i

. 22
(o + iw) W,

Logo
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plt) = 1

Agora as solugdes procuradas sdo:

ult
(Ol[t] = e u

[ cos(tw])

tpz{tJ = g o cos(tw} - w sen{iw)

| (o‘zwwz)cos(tw) -2 o w sen(tw) )

( sen{tw)

qDS{t) = ¢ sen ( tW] + w cos{tw)

{ (02- w* Jsen(tw) + 2 ¢ w cos(tw))

A solugdo do sistema passando por [xn,yo,zo] é da forma

ut
1 ot ot
e x te cos{tw) y, t ¢ s.en(tw)z0

ut
1 ot ct
+ + -
e u X +e [u* Yo* W zo] cos{tw) + e [c‘ z =W yo]sen[tw]
ut oo ot z _2 otf, 2 2
e ux +e [[o‘ - W )y0+ Qowzn]co s{tw) + e [[o‘ -W )20—2 o*wyo]
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Fig 2.7 Conjuntos £ e I definidos em R’

Neste pontoc determinaremos as coordenadas de ponto p
(Fig.2.6) que ¢ o ponto no qual o campo definido em ERO atinge o plano

V.
1

Seja a terceira coordenada do fluxo ¢@(t)

ut
F[x,y,z,t]: e ! ufx + eﬂ[(o'z—wz]y + 2xrwz] cos tw + eﬁ[{oz—wz}z - 2o-wy]

Suponha que existe t* = t*(x,y,z0 tal que F(x,y,2,t*} = 1
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Logo temos:

ut
e xX+e
u te
z) = £
S ) el u x4+ eot‘(U'}' + wzcos(t*w)+ e’ (0z - wylsen(t*w)
1

* *
Tt cos(t*w)y + e sen(tw)z

O plano M = W*{0) é dado por:
3
M={(x,y,z)elR :x+z=0}

- . . 3
Definimos os seguintes conjuntos em R

Z ‘—'{(x,y,z)elRa:x2+y2=ri,-x<z<1} . rof‘ixo
0

E ={{x,y,z)e1R3:x2+ y2<r§ , z=l}
1

L.ogo o ponto q definido em z €

q=[1‘0.6,z) -t < B8<™W . -x £ z<1

Nota. o ponto g esta escrito em coordenadas cilindricas

Agora vamos determinar uma aplicagdio que estd definida do

con junto Eo até El, isto &, uma aplicagiio definida num subconjunto de

R em um subcenjunto de R,
Fazendo a mudanca de variaveis
X=r_ cos 8
]
y =r, sen a
tn'l(y/x) & tal que -1 < 8 < 7 e portanto a

onde r, é fixo e 8 =
coordenadas do fluxoe

aplicagdo procurada é dada pelas duas primeiras

calculado em t* e substituindo x e y temos:
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Yo E{)—)E1

u t* u_t*
1 oL ot¥ 1
1,!1{8,2)=[rue cos B e cos(t¥w) senf +e sen{t*w)z,roe ulcose +

k-] *
+ em' [o*rosens + wz] cos{t*w)+ et [o‘z - wro sene] sen(t*w)]

= [@1(8,2). th(B,z}]

Assim, o peonto p é dado por:

p = (g0, v0.2) 1)
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CAPITULO III

3.1. Bifurcacdo de Orbitas Periédicas

O objetivo desta segBo é estudar as bifurcagbes do nosso
sistema através da existéncia de 6rbitas periddicas ¥ onde a derivada
da transformacdoc de Poincaré associada, possui autovalores no circulo
unitario.

O principal resultade é a obtenglo de condigles sobre o
sistema para caracterizar os diferentes modelos de bifurcagio.

A seguir daremos uma conveniente expressfio para a derivada da
transformagéo de Poincaré associada a uma érbita periddica do sistema.

3.1.1 Proposicéo,

Seja x um pontoe periédico, com periodo t1+sl+t2+sz+t3+53.

Entdo a derivada da aplicacido de Poincaré m em x é dada por:

T Bs At Bz At
AXo e ® n 1 1

T
o AX

Dnu{x) = [ I -

Para provar esta proposic8o usaremos o seguinte:

3.1.2 Lema.

Seja w V; [yg] — V; a aplicacBo de Poincaré associada ao
ponto periddico Yo onde VI [ys] ¢ uma vizinhanga de y, em V; . Entdo a
derivada de m em Y, é

Dn[ya] :E — E

onde

E={xeR3:<a,x>=0}
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¢ dada por:

5
Fig 3.1

Orbita Fechada em que se baseia a demonstragéo do lema

Férmula similar ¢é obtida para outros tipos de

mostraremos esta em cinco passos:
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Passo l: ¢rbita V;——) V: [ou V_1-——) V+1]

Seja X, € V; . Suponha que existe t> 0 tal que

At
+
¥, = € 13 Vl e
o M xo| 1 para todo t com 0 <t < t
Seja Fix,1) = a'etx -1

At
T © R S, .
F{xo,to] =ae X 1= Y, 1 =0 pois yo € Vl

At
= thA eAtx| = ocTA e ox = ocTA y°= <or;,Ayo> 20

dF(x,1) o
(x ,t)
o' o

at

(X ,t}
i +
pois YDG bl

Entic pelo teorema da fungio implicita, existem uma

vizinhanga V;[XU) de x em VI e uma fungio:
t: Vix)—s R
10
tal que:

(3.a) Fix,t{x)) =0 e

t(xo] = t0
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agora derivando 3.a, e calculando em x = X o’ temos:

aF{x, t(x)) . AF(x,t(x))} Dtx) =0
a x gt X=X
0
i BF[XU't{XUJ] a1'_[1%,‘((:-:0]] -1
Dt{xo) = X EK

T Moot -1
= -0 € [tx A y]
0
Define-se
f: v [x ] — sV
1 u] 1

Xx—> f(x) = eAt{X}x

f é chamada a aplicago de retorno de V; em V; .
Derivando T e calculando em x = xo, temos:

s A Atlx)
Df{x)x=x0~Ae Dt(x) ¥ + e x = x

Logo:

At
ol T T ©
Df[on =-A e [a Ayo] o e X, e

T 7 -1 At At
-A Yo [{1 Ayo] e + e

T
- Ay a At At
0 ]
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Assim:

Ayooc Ato
Df[xo] = |I - e

Para V' — th o estudo é an&logo, trocando « por -a
Passo 2: o6rbita V; — Vil {ou V:l - V:)
Seja X, € V; , suponha que existe t > 0 tal que

At
0

theMxO] #1 paratodotcomO<Ct<t .

entdo define-se

A

G(x,1) = aeMx v 1

COMmo At
Gix ,t =ccTe ox +1—T +1=0 ois €V
o' o o e Y, - P Yof Y
At
0G (x,t) = chA eAtx = aTAe Ux = of Ay = <a, Ay D>* 0
a t 0 0 0
(x ,t) (x ,t)
o' 0 o' o

. +
pois y_ € V_l

Entdo pelo tecrema da fungio implicita, existem uma

vizinhanca V;[xol de x em VI e uma funcio

t:Vix)— R
170
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tal que:

{3.b) Glx,tx)) =0 e

Agora, derivando 3.b, e calculando em x = x 3 temos:

8G(x,t(x)}) N aG(x,t(x))
ax 8t

.Dt(x)x=x0=0

entéo
At

T 0 T _
oe +¢xAy° Dt(xo) = Q

Logo
T 1At
Dt{xol = -[oc Ayo] ae

Define-se

- +
g: V1 (xo)—> V-1

Atlx)
x —glx)=e"7x

g é chamada aplicagio de retorno de VI em th .

At Ato
Dg(xo} =A e X, Dt{xol + e
Ay el At At
] 0 0
sS-— ¢ + e
o Ayo
Assim:
AyoozT At
Dg(x ) = |I - e
0
o Ayo
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Passo 3: oOrbita V: -— V; (ou Vil — V:ll

Seja x € VI , suponha que existe s > O tal que

Bso _
¥, = € (xu—P]+PeV1 e
T| Be
a{e (xo-—P}+P}¢1 para todo s com 0<s(s0
Entdo define-se:
Hix,t) = th{eBt(x -P) + P} -1
COMmo
L Bs
H(x ,s)=ade %(x-P)+P —1=ocTy—1=O pois y €V
o’ o - 0 o ]

8 H(x,t) T Bt T B2
— - [XG:S{,]:“ Be (K—P)I(XO'S(,):“ Be (xo-P]

V1[X0] de x

tal que

(3.c)

T T - . -
o B(yo—P)—u: Ayo {a, Ay0>:=0p01s yoev

Entdo pelo teorema da funcdo implicita existem uma vizinhanga
o o V: e uma fungdo
4

5 : V1{-xo) —3 R

H(x,s(x)) = O e

s[xu) =5,
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Logo, derivando 3.c, e calculando em x = Xy temos:

-1

Dex ) = 3 H(xo,so] a8 H(xo,so)
o’ dt A x
- -1 Bs
= -—-cx Ayo] o e
Define-se: h: V;(xol —_— V;
Bs(x}

x —— hix) = ¢ (x-P)+P

h ¢ dita aplicaciio de retorno de V; em V; .

Agora, derivando h e calculando em' x = X temos

Bso Bs
Dhix ) =Be (x - P)Ds(x)+e
0 0 0
Bs
= B(Jf0 - P) Ds{xo) + e
T -1 T Bso Bso
= - Ayo[oc Ayo] o e + e
Assim;
AyoacT Bs,
Dhix } = |[I -——— | e
0 T
o Ayo
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Passo 4:
Aplicamos o passo 1 a Y,
o passo 2 a y ey,

opasso 3 ax, X ex
P 1’ T2 3

entio obtemos:

- + + -
f‘:3 : Vl{yaJ — Vl hl. V1(x1] — V1
- + + -
g : Vliyl)—> V_l hz' V_I(xz) — V’h1
- + + -
g, : V_l(yz)—> v, h3. VI(XS] — Vl

Seja a aplicagio composigio
h1 ° f:3 : V1(ya) —- \r’1

Como:

Bs Bs Bz

e 'Ax = e 1B(xl—P)=Be 1(xl—P)

B(y1 - P) = Ayl

temos que _
D[h1° fa] = Dhl [fs(ya)] Df‘3 [ys]
“onfx) )
pois:
At{ya) At
fs[ya] =€ V=€ F, =X (veja Fig. 3.1)

30



Agsim:

Dh1[x1] Dfa(ya) =

temos:

II

[___

Similarmente para as composicGes

° : VO -
hz g, 1(y1)_) V—1

h
3

P B V)Y,

T
] [ Bs At Ay o ]
e e -
a A ¥,
Bs_ At Ay o Ay [aTAy ]aT
i i 1 1 1
e & - T B T
o Ays [a: Ayl]cc A)’s
Bs, At
e e !
Ayzoc Bs, At,
7 e " e
o Ayz |
T -
Ayaa: Bs At
- e e
o AY:; ]

|




Fasso 5:
A aplicagéo de Poincaré m associada ao ponto peritdico Y, €
V; & dado por:

como:

Bs le le
e  Ax =e B(xl-P)=Be (xi—P)

=B(yi - P)=A}(1 onde i =13
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temos para i

1
et
|

al A ¥

=1,2

i+1

T
A o B At
Y11 Fie1 P41 Ay
T e e I -
a A
yl+l
T
y o Bs At
1+1 1+1 i+l
- (-] € -
¢« A
yl+1
T
Es At Ay [+
1+1 §+1 i+1
e e -
& Ay
Bs At
1+1 P+1
e e

Logo, a derivada da aplicagdo de Poincaré Dr em Y, é dada

por

Dn’(yal = Dhg(y3 }Dgz{yaJth(xz)E‘gl(y1 )Dh1 (xz)DfS(ys)

AyaaT

AylmT

AyaaT

aTA ¥

a’A ¥

mTA ¥y

3

1+

Bs
3

e

e
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Prova da Proposigio 1.1.
Os argumentos utilizados na demonstracio do lema 1.2 sdo
facilmente estendidos para qualquer n, onde n é o periodo da érbita.
Assim, fica provada a proposiciio, ou seja:

T Bs At Bs At
AXa e n n 1 1

T
a Ax

Du(x) = |I -

3.1.3 Def'inigdo.

Seja x um ponte periddico e seja Du(x) a derivada da
aplicacdo de Poincaré em x. Ent3o uma bifurcagio local ocorre quando um
autovalor atinge o circulo unitarijo.

Em particular, temos:
(1) Bifuncacde sela-nd: se Du{x) tem um autovalor 1.

{2) Bijuncagdo pentodo-duplo: se Dr(x) tem um autovalor -l.

(3) Biluncacde de Hopf: se Da(x) tem um par de autovalores complexos

conjugados com valer absoluto 1,

3.1.4 Lema. Be At B At
n n 1

sejamM=e¢ e "i.e e T =trM e D = det M.

Entio Ax é um autovetor de M associado com o autovalor 1.
Demonstracdo.

Para o cason =3, x = ¥, e pelo passo 5 da demonstragido do

Lema 3.1.2 temos que:

pois esta expressioc ¢ a aplicagio de Poincaré associada a drbita do

ponto periddico Yy
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Como estes argumentos séo validos para um n arbritario, temos

que:

As At As At
MAx =e "e ™ ... e 1 e Ax = Ax
isto &, Ax € um autovetor de M associado ao autovalor 1.
3.1.5 Propogicio.
' Axa " 3
O operador L = |I - & a projecio de R sobre
o AX

{x € IR:3 XD = 0} através de Ax.

Observaciao.

O plano {x eR : o, x> = 0} é chamado o ortogonal de « e se

escreve ortg o.

Prova da proposicdo 1.5:

Fig 3.2 Projegdo do vetor
Ax sobre ortg o
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R’ = AX @ ortg «

Seja z e R entdo z=9Y AXx+y onde y € ortg «
y=z-% Ax como <uy> =0 temos que

0 = <o,z - ¥ Ax> = <o, 2> - yla, AX>
Logo
e,z
{a, AX>
t3 p()—z_MAx-—I_&'_)_Ax(z)
entao ax 2 T <o, AXD - e, AX>

PAx(Z) ¢ a projegiio de z ao ortogonal de a na soma direta AX @ ortg a.

Agora

Axa’ (z) - Axa z _ 4w,z Ax

. chAx ocTAx o, AxD
Logo
T
Lz= |1 - A:a (z)
o AX
entao
L=P
Ax
isto €&

L & a projegio de R® sobre ortg « = {x e R W,x> = 0}

através de AX.

3.1.6 Lema.
Sejam (1, 7\2, 13) os autovalores de M associados aos
autovetores (Ax, V. vsl , entdo (0, ?i.z. ?La) sdo os autovalores de

Dr(x) associados aos autovetores {Ax,uz,ua), onde Lvl = ul , 1= 2,3,
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Demonstracgio:

Du(x) = LM e como Ax é autovetor de M asscciado 2 1 temos:

Du{x)Ax = LMAX = LAX = 0 = 0 Ax

Logo:
AX & um autovetor de Dn{x) associado ao autovalor 0.
Temos que provar que LAx = 0.
De fato
T T
tax = |1 - Axe Ax = Ax-Ax(:AX) =0
o AX o Ax
Logo
LAX .= O
Agora, seja v € [R3 entio v =y AX + L v
Du(x)v = LM(yAx + L v) = ¥y LMAx + LM(Lv)
= ¥ LAX + LM(Lv} = LM(Lv)
Assim
D:lr(x]v2 =Dn [x)(LVz)
Por outro ladoe
D1t(x)v2 = I..Mv2 = Lhzvz = >¢2L\1'2
Logo
Dn[x){l_vz) = ;\szz
entao

va & o autovetor de Du(x) associado a )\2 .

Similarmente L v, & o autovetor de Dm(x) associado a 13.
Portanto, os autovetores de Dm(x) sdo (Ax, w, us) associados aos

autovalores (0, hz, hal onde u = Lvl , I =23

Estes fatos fornecem as condigbes de bifurcacdo no seguinte:
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3.1.7 Teorema.
Sejam M, T e D como no lema 3.1.4 e X um ponto periddico de

A4 +1° Temos as seguintes propriedades:

{i) Se existe uma bifurcagdo sela-n6 entdo 2 - T+ D =0

{ii) Se existe uma bifurcaco perfodo-duplo entdo T+ D =0

(iii) Se existe uma bifurcacio de Hopf entio D = 1 e (1-T)® - 4 < O
Demonstracio.

(i) Observemos que neste tipo de bifurcagfo temos que se Du(x)

tem um autovalor 1 entfio M tem autovalores (1, 1, 713).

Seja

hBa) =al+ar’*+ba+c
0 polindmio caracteristico de M. Como ! é um autovalor temos:
l+a+b+c=20 .
Dai
-c=1+a+b

e por conseguinte

h(d) = (A - DF(A)

onde
fA) =A%+ (a+ DA -c
como
a=-T e ¢=-D
temos:

f) =2+ (1 - T + D
como 1 é um autovalor de multiplicidade dois, temos que 1 é solucio de
f{a),
entéo
1+1-T+D=20
Logo
2~-T+D=20
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(ii) Se existe uma bifurcagio de pericde duplo temos que Dm(x)} tem
um autovalor -1 entdc M tem autovalores (1, -1, }\.3].
Seja
h) =a°+aa®+ba+c
¢ polinémio caracteristico de M e como -1 é um autovalor, temos que:
-l1+ta-b+c=0 ‘
Dadi:
c=1-a+b
e por conseguinte
h{x) = (A +1} f(A)
onde
fA) =2+ @-a+ec
ou equivalentemente
f) =A%+ (-T- DA -D
como I é autovalor de M, entdo
1-T-1-D=20
Logo
T+D=20

(iii) Neste caso Du(x) tem dois autovalores complexos conjugados
entdc M tem autovalores (1, A, ).
Seja
ha) =A%+ aa® s+ c
o polindmio caracteristico de M e como 1 é também autovalor de M
temos
h{a} = (A - 1}f(A)
onde
fA) =a%2 + (a+ )A- ¢
ou equivalentemente
f(a) =a%+ (1 -THA+D
Agora
D=12AAx=|A] =1
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entfo
D=1
Logo
f) =A%+ (1 - TIA + 1
Como f(A) tem duas raizes complexas conjugadas, temos que
1-TP°-4<o0.
E portanto,
D=1c¢ (-T?-4c¢o0.
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CAPITULO IV

Neste capitule vamos estudar as Orbitas homoclinicas e
heteroclinicas em seus pontos de equilibrio, O principal resultade é a
obtengfio da aplicagBio de Poincaré, baseada nos campos de vetores em
cada regifio, onde este estd bem definido.

Ressaltamos que dependendo do itineraric das 6rbitas que
definem a homoclinicidade (ou heteroclinicidade) obtemos diferentes

expressdes para a aplicagdo de Poincaré.
4.1 Definicies e conceitos bésicos

4.1.1 Defini¢io

Um ponto de equil'Ibr‘.io p de um campo de vetores X, ¢ dito um
ponto homoclinico se existe uma‘ trajetéria I' que tende a p quando
t— * o

Tal trajetéria é chamada de 6rbita homoclinica através de p e
tem a particularidade que é wma autoconexdo de sela, isto &, o ponto p

é o o e w limite da Orbita.

412 Definigdo

Sejam p e q dois pontos tipo sela de um campo de vctor'.es Xe
I uma ¢érbita que conecta p ¢ q de tal maneira que p & o conjunto
w-limite e g é o conjunto a-limite da érbita entdo I' é dita uma orbita

hetetoclinica.

4.2 Orbitas homoclinicas em 0.

Suponha que ul é um real pqsitivo e uz, u:3 s80 reais
negativos ou complexos conjugados com porte real negativo,

Como os autovetores associados aos u sfo dados por

Ci = {l,ul,uf} , I = 1,2,3, entdo temos uma variedade estével
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2-dimensional w'(0) e uma variedade inestavel l-dimensional w'(0) no

ponto de equilibrio 0 = (0,0,0), dadas por:

I

w“(0)={xER3:x rOCIi . o:x-lso,relR}

3 > ) >
ws(0}={xeﬂ?:x r0C2+r Oca,a.x—l;r',r"elR}
Observagio.
Notemos que as variedades invariantes associadas ao ponto
critico 0 estdo definidos de tal modo que todo ponto pertencente a uma
destas é uma combinacfio linear dos autovetores associados aos

autovalores que geram O €Spaco.

4.2.1 Lema. )

Sejam Vl como na definicdo 2.1.5 e u = |0,

entio

ws(O)nVI={§c)=(x,y,z)e|R3:uT§=1 ,x=1}

Demonstracio. _
zewsto) entiio X = r 0C_~ + r' OC:; e aT§51

> . T
erlentaoa x=1

Logo
(4.a) @ F=1
Portanto
X
1o y|=12x=1
Z
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Como BC. = 1, u, uf] entfo temos que
8

1 ) 1 r+r’
u ra 4+ r’u
(4.b) R=r Yoler]| % 2 'Y
2 o
2 3

2 2
ra_ 4+ r’u
2 3

substituindo (4.b) em (4.a) temos que:

r+r =1

T2
Agora vamos mostrar que u X =1

T > uz * ™ -1 X (u2+u3) A
ux =10, —5— 1w y vu T au
2 3 2 3 z 2 3 2°3
(u_+u,) (r v+ r"u:]
=— G [ru +ru]- T =r+p" =1
23 2 3
Logo
v E=1
Portanto
ws(OJnVl={xeR3:uTx=1,x=l}
4,2.2 Itineridrios dindmicos de 6rbitas homoclinicas .

Nesta segfio vamos exibir os diversos tipos de 6rbitas
homoclinicas associadas & origem e condigdes necessérios sobre as

aplicagdes de retorno para a existéncia destas érbitas,
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Jipo I

Fig 4.1

(a)

(b)

{c)

(d)

0 —> Vl — Vl —3 0 (Fig 4.1)

6rbita homoclinica do itinerario do tipo 1

Com as condiglies na aplicagdo de retorno

ocTeC”C1 % 1 Vs talque 0<s<s

Ta‘ltCs
aee"clstl Yt>D

A condigio (a) diz que o campo de vetores definido na regifio

R+ aplicado ao ponto C1 atinge num tempo s 0 piano V:'

w(0).
atinge VI.

pois para qualquer t > O, ©

periédico zero quando t tende a infinito, através da variedade estével.

Cs

A condigio (b) obriga o ponto p = € 'DC1 a pertencer a ‘v’1 n
A condicgo (c) diz que s é¢ o menor tempo tal que o campo

A condigio (d) garante a existéncia da o6rbita homoclinica,

At
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Jipo 2:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

(g)

00— VI—-) Vl—-—) V1-—) Vl—->0 (Fig 4.2)

Sy

Fig 4.2 érl?ita homeclinica do itinerario do tipo 2.
X = l~((1:1,sl)h1

Cs
ae C =1
1
Cs -At o
]
C =e K
€ 1 (tl'sl)hl
Cs

T 1 _
ue K(‘cl,sl]h1 =1

Com as condigBes na aplicaclio de retorno

r.a:'re:c”'C1 # 1 VY stal que 0 (s« So
lele™™x| = 1 ¥ ttal que 0 <t < t
rxTecsx:l Y s tal que0<s<sl

Cs
locTeAte 1xl #1 Yt>0

Estas condi¢Ges tém interpretagfio similar as do tipo 1.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

{f}

(g)

{Fig 4.3)

Fig 4.3 érbita hemoclinica

y = K(tl,

do itinerario do tipo 3
'sl)h2

Com condicOes na aplicagdo de retorno

()t'recﬁc1 # 1 ¥ s tal que

IocTe_MyI #]1 V¥t tal que

aTeCE}' =1 ¥ s tal que
T at %y

e e yl =1 Yt>o0
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4,2.3 Aplicacdo de Poincaré numa 6rbita homoclinica

Nesta segdo exibiremos a aplicagio de Poincaré associada a
uma ©6rbita homoclinica; para este caso escolhemos a érbita do tipo 1
(Fig 4.1).

O campo definido na regifo Ro, tém associade um sistema de
equagbes diferenciais x = AX onde A € MSxB(IR} e og seus autovalores
sdo0: Al=o‘+iw.hz=o'-iw e A3='.r onde >0 e 7> 0.

Logo pelo lema (2.2.4) temos que existe um sistema de
coordenadas tal que A é transformada na sua forma de Jordan real 1,

isto é:

c -w O
] = w a 0
0 o ¥

Mais ainda, a variedade estavel M = WS(O] & transformado no
plano x - ¥, o plano de descontinuidade V & dado pela equagdo X + z = 1
e a variedade instavel Wu(D) ¢ transformado no eixo z.

Graficamente, temos, {fig. 4.4)

Fig 4.4 efeito do novo sistema

de coordenadas
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Agora neste nove sistema de coordenadas, o sistema de

equagdes diferenciais é dado por:

x=Jx o X = 0| x . x=(:ic,y,z).¢.=lR3
0 0
Assim
X=6X- Wy
y2wX+0y
z=72z

Passando a coordenadas cilindricas

r cos 8

"
il

r sen 6

¥y z

onde r = szﬂrz ¢ a coordenada radial e - = @ = ¥ ¢é a coordenada
angular de qualquer ponte p = (x,y)
Entdo temos nosso sistema equivalente

r =e¢r

8 =w
z=yz

Logo a solugio deste sistema . de equacgBes para condigbes
iniciais [ro’eo’zo] &

r(t)

il

-
-]

1]

9(t]=90+wt

z(t)

1l
N
4]
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Portanto o fluxo na regifo Do é dado por:

ot
r e
0
(r,e,z) =468 +wt
¢t f Rl ] O
ot
zZ e
0

Define-se entio, EO uma sec¢do transversal ao fluxo

variedade inestavel w'(0), a uma altura t=nh
bidimensional

{Fig 4.5)

na

e El uma outra secHo
tal que ela intersecta a variedade estavel w(0)

fzo

Fig 4.5 Defini¢cdo das segoes
Z el
0 1

Queremos agora determinar uma aplicagdo ¢ de Zl em EO

Assim, uma trajetdria comegando em P,= [ro, g, zo] em }:l
atinge ZO em um tempo "E, onde a terceira coordenada do fluxo e, é

igual a h, isto €, quande
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entao

7= L m[?f_]
v 20

Logo, a aplicagéo

tp:Zl—-—)Eo

¢ dada por

e definindo

p(r) = p

Nosso passo seguinte é determinar uma aplicacdo ¥ de uma
vizinhanc¢a Vs de s em 21’ isto &, suficiente pois a aplicagdo de Eo a
V ¢é dado pela composigdo dos fluxos associados aos lcampos definidos na

) -

regido Do e Dl, segundo o novo sistema de coordenadas (Fig 4.6)

Fig 4.6: fluxos do campo segundo

o novo sistema de coordenadas
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Temos gque X, = § € V e suponha que existe to tal que
-3

(ow(s} = r, entfdo seja

F: V'x[to- I, to + J'] — R

dada por
F(x,t) = ncht(x) -r

onde wt{x] ¢ o fluxo associado ao campo definido em D0 e w, ¢ a
projecdo na segunda coordenada.

Como:

F[xo,to] = F[s,to] =ne. [xo) -r= nztrJ “r=r-=-r=20

DF(x.t)I (xu’to) = n;(fpt(xll' qo;(xll{xo’to) = nz{wto(xo))@;.o(xo)

= nz(r']f'(s] = pr f(s)
onde f ¢ o campo de vetores e s ndo é ponto critico de f.

Logo
DF(x ,t } = 0
0’0

Portanto, pelo teorema das fungdes implicitas, existe uma
vizinhanga \73 c Vs de s e uma funglo
t: iv’s — R
tal que
Fix,t(x})) = 0 em  tl(g) = t

Agora, define-se

dada por

fx) = uzqot(x)(x]
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Portanto, a aplicagdo

w:zo—-wl

p=fepoyp
onde
wt,(p) = q com t°>0
P.(@) =s com t0
Assim,

wip) =r PEZ e rex

De fato;
¥(p)

f{plp(p))) = f(plq)) = f(g)
= nzgot(s’(s) = nztpw(s) = F{s,to) +r
=r
Finalmente, concluimos que a aplicagio de Poincaré associada

a esta 6érbita homoclinica é dada pela seguinte composigio:
T=¢ o Y Eo~—} Eo

a qual tém um ponto fixo.
De fato;

Temos que p e En entio

alp) = {Y(p)) = olr) = p
+ ulp)=p

4.3 Orbitas homoclinicas em p+

Nesta secfio exibiremos o itinerdrio da érbita homoclinica que
passa através do ponto critice p+, e pela simetria do campo também
temos uma érbita homoclinica através do ponto critico p .

O campo de vetores na regifio R+ é representado pela matriz B.
Agora, para os autovalores de B, suponha que v € um real negativo e

V¥, sdo reais positivos ou complexos conjugados com parte real
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positiva.
Pelo lema (2.1.10) os autovetores associados a vl sA0 dados

por:
T

= % % %
FDy = 1% - [1— Cl] b [vl[ v C:] B Cz] b
3 3 3

entio existe uma variedade estavel I-dimensional e uma variedade

inestadvel 2-dimensional; dadas por:

r PD +P;och—120 : reIR}

WS(P)={erR3:x .

Wu(P)={xelRa:x rPD2+r' PD3+P;thx-1=0;r,r’elR}.

QObservagdo:

As variedades invariantes assocfadas a0 ponto critico p* , da
mesma maneira que as associadas ao ponto critico 0, definem-se de modo
tal que todo ponto pertencente a uma destas variedades € una combinacgio
linear dos autovetores associados acs autovalores que geram a

variedade.

4.3.1. Lema

Sejam Vl come na definicio 2.1.5 e

(v +v_—c )b | b
2 3 1°°3 -
u= 0, ,
233 23 3

entioe

W“{P]nvl={x=[x,y,z)eiRS:uTx—1=0 ' x=1}
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Il

Prova:
Seja x € W(P) n V’1 entio x € WP} e x ¢ Vl

x € W'P) entio x=r PDzE + r’ PD; + P r.,o’ € R
- . o . .
onde P!Z)l ; i=223; =80 os autovetores associados aos autovalores
vl + 1 =2, 3, da matriz B.
Logo:
aa/b 3 a.a/b3 1- aa/b3
—4 —] + 4 p— +

x=r (vz 01) as/ba r [v3 CI) aa/bs el aa/ba

(vztvz-cl)-cz) &a/ba (vslvs—cl)—cz}aa/b:3 c, aa/b:3

(r+r )aa/b3 +1- as/b3
[Flv-c)+r’'(v—c)+eclarsb
2 — _

frlv, ~v,c . -e) +r’ivy~vecl-cl+eclasb,

Comax=(r+r’-1)a3/b3+1£l

entdo
r+r =1
Como x € V1 , temos que a'x =1

Logo

Assim,

Agora temos que provar gque Vix = 1, onde x = (x,y,le
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T 3
Vx = ¥ - z
v V. a v. v a
2 3 3 2 3 3
(v +v -¢c )b a
= z 3 13 r(v —-c J+r'(v_=-c }+c 3 -
v.va 2 1 3 1 1 b
23 3 3
b a
| =—2 [t -ve-c)erv¥-ve -c)re |2
v.v.a 2 21 2 3 31 2 2| b
23 3 3
1 . 2 2
= - (r +r’){vvy —cv +¢ ~-cv +c)+ve +cv-ec ~-c¢
V.Y, z 3 12 1 1 3 2 21 13 1 2

Como r+r' =1
Logo vix =1
Portanto

Wu(P)nV1={x=(x,y,z)eIRS:VTx-1=0,x=1}

Neste . ponto daremos o itinerario de uma érbita homoclinica no

ponto de equilibric P* e as condigbes de existéncia na aplicagdo de

retorno.

+

Hinenanio I P >V >V >V >V S (Fig 4.7}

Fig 4.7 itinerario din&mico da érbita homoclinica em P"
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1!

T My :
(a) V e K(t1’51)h1 =1

Cs -At
(b) e lK(t1,51)h1 = e %

1

Sob as condicbes na aplicag@o de retorno, temos:

{c) ar e e K[t1’s1)h1 # 1 para todo s > O
T -At
(d) e e K(tl,sl)hlt # 1 para todo t com 0<t<t0
(e) aT ™ K{t1’s1}h1 #1 para todo s com 0(5(31
T At
{f) la” e D1l # 1 para todo t com 0<t<t2

4.4 Orbitas heteroclinicas

Nesta seglo exibiremos os itiner&rios de algumas érbitas
heteroclinicas que se produzem neste sistema de equagtes.
Tal como no caso de Orbitas homoclinicas, daremos as

condicBes de existéncia na aplicagfio de retorno.

4.4.1 Definigdo:
Sejam p e gq dois pontos de sela, se existe uma o6rbita T que
une p e q, isto & uma corregido de ponto de sela, entlc T ¢ chamada de

6rbita heteroclinica.

4.4.2 Itinerdrios de érbitas heteroclinicas

Para os autovalores de A, suponha que u é um real positivo e
v, U, s#o reais negativos ou complexos conjugados com parte real
negativa., Assim, o0s autovetores associados geram ~as variedades
invariantes, neste caso, temos uma variedade estivel 2-dimensional e
uma variedade inestével 1-dimensional na regifo RO.

Para os autovalores de B, suponha que vl ¢ uma real negativa

€ V.V, s#o reais positivas de complexos conjugados com parte real
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positiva., Deste modo, os autovetores associados geram wuma variedade
estdvel l-dimensional e uma variedade inestavel 2-dimensional na regido
R .

+

Agora daremos o©s itinerarios din&micos das  Orbitas

‘heteroclinicas que unem os pontos de sela , O com P".

Jipo I: 0—V — P’ (Fig 4.8)

Fig 4.8 T ¢ a ¢rbita heteroclinica

unindo 0 a P*

(a) b =cC



H 3

Tipo 2:  0—V —3V, —V —)  (Fig 4.9)

Fig 4.9 ' é a érbita hornoclinica

que une O a P’

(a} ol e © C1 =1
Cso -At 1
(b) e C =e D
1 1
T Aty
{c) o e D =1

Com condicGes na aplicagfo de retorno

(d) ocT ecs C1 #1 ¥s com 0<Zs<s0
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(e}

(a)

()

(c)

) .

jca T unindo

Orbita heterockin

0 com B onde x = Kltp
M

e OC e 1
1
Cso -M'l
c = k(¢ 5.}
i v
Cs 5
e ! Rit,sh =¢ i
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