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Abstract

This thesis is devoted to the study of binary renewal processes obtained as aggregation of states
from Markov processes with finite alphabet.

In the first part, we use a matrix approach to obtain conditions under which the aggregated
process belongs to each of the following classes: (1) Markov of finite order, (2) process of infinite
order with continuous transition probabilities, (3) Gibbsian process.

The second part deals with the distance d between binary renewal processes. We obtain condi-

tions under which this distance can be achieved between these processes.

Keywords: Agregating Transformation, Hidden Markov Process, Renewal Processes, Lumpability,

Partition-Distance, d-Distance.

Resumo

Esta tese é dedicada ao estudo dos processos de renovacao binarios obtidos como agregacao de
estados a partir de processos Markovianos com alfabeto finito.

Na primeira parte, utilizamos uma abordagem matricial para obter condicdes sob as quais o
processo agregado pertence a cada uma das seguintes classes: (1) Markoviano de ordem finita, (2)
processo de ordem infinita com probabilidades de transigao continuas, (3) processo Gibbsiano.

A segunda parte trata da distancia d entre processos de renovacio binarios. Obtivemos condicoes

sob as quais esta distancia pode ser atingida entre tais processos.

Palavras chaves: Transformagao Agregante, Processo Markoviano Oculto, Processos de Renovacao,

Agregabilidade, Distancia de Particdo, Distancia d.
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Capitulo 1

Introducao

A imagem de um processo Markoviano através de uma transformacao sobrejetiva é conhecida
na literatura sob nomes distintos associados a varias areas. Processo de Markov Oculto (Hidden
Markov models) Juang & Rabiner (1991), Baum & Petrie (1966), Han & Marcus (2006), muito
utilizado em aplicagdes como na area de reconhecimento de padroes comportamentais, biolégicos e
temporais como a fala, a escrita, os gestos e a bioinformatica, Fator da cadeia de Markov (1-block
factor) Boyle & Petersen (2011) em teoria ergddica, Processos difusos (fuzzy processes) Mattoka
(2000) ou amalgamados em fisica estatistica, Fonte Markoviana (Markov Source) Massey (1978),
Cénac et al. (2012) comumente utilizados na teoria da comunicacdo, Cadeia de Markov Agregada
(Lumped/Aggregated Markov Chain) Kemeny & Snell (1976), Boucherie (1993), sdo modelos basea-
dos em regras estocésticas para redes, Copia com Ruido (Copy With noise) Lestas et al. (2008) em
redes genéticas. De forma geral, tais processos aparecem quando um certo fendmeno é observado na
presenca de um ruido, interferéncia, que pode levar a confundir, ou ndo poder se distinguir certos
estados. Muitas vezes o interesse é inferir sobre o processo de Markov original a partir do processo
observado (imagem), dai, por exemplo, o nome de processo oculto. No entanto, a questdo inversa
tem atraido bastante interesse na literatura de fisica estatistica, no contexto de Gibbsianidade, de
grupos de renormalizagdo e Modelos de Ising da area de mecanica estatistica. Supondo que um
sistema Markoviano é observado de forma que nfo se pode distinguir certos estados, que podemos

dizer a respeito da distribuicdo do que vemos?

Nesta tese, propomos estudar a imagem de processos de Markov (com alfabeto finito) por uma
transformacao sobrejetiva particular chamada agregante. Neste trabalho, uma transformacao sera
dita agregante se ela transforma um elemento do alfabeto original no simbolo 1 e todos os demais
no simbolo 0. Desta forma, o processo binario resultante é chamado processo agregado. De um modo
geral, sabe-se que um processo oculto nao é Markoviano de nenhuma ordem, Harris (1955), Cha-
zottes & Ugalde (2011). Nossos processos agregados pertencem a classe dos processos binérios de

renovagao, Shields (1973).

O primeiro problema abordado nesta tese é obter condigdes, sobre a matriz de transicao do



processo original, para que o processo agregado tenha probabilidades condicionais com respeito ao
passado, continuas. Usamos para isso, uma abordagem matricial semelhante & de Darroch e Seneta
(1967), em um estudo sobre quasi-estacionariedade. Condi¢oes suficientes para continuidade é encon-
trada e, neste caso, estimativas da taxa de continuidade sdo obtidas como funcao dos dois maiores
auto-valores de uma submatriz da matriz de transicdo do processo Markoviano original. Também
apresentamos condicoes sobre os auto-valores garantindo que o processo agregado é Markoviano de
ordem k. Harris (1955) provou que, se a cadeia original possui matriz de transi¢do com entradas
estritamente positivas (uma condi¢ao mais forte que a nossa) entao a cadeia imagem possui proba-

bilidade de transicao continua.

Mais recentemente, Chazottes & Ugalde (2003) obtiveram condi¢des para que o processo imagem
seja Gibbsiano no sentido de Bowen (2008). Neste sentido, mostramos que sob a mesma condicao
mencionada no paragrafo acima, o processo agregado é Gibbsiano no sentido de Dobruschin (1968),
isto é, que as probabilidades condicionais com respeito ao passado e ao futuro sdo continuas. Se
um processo é Gibbsiano no sentido de Bowen, entéo ele é Gibbsiano no sentido de Dobrushin (Fer-

nandez et al. (2011)). Segue que uma comparagao com o resultado de Chazottes e Ugalde ndo é direta.

Na segunda parte desta tese estudamos acoplamentos, sob o ponto de vista de Fernandez et al.
(2001) e a possibilidade de atingir a distancia d entre dois processos agregados. Conforme definido
por Ornstein (1973) em um estudo sobre teoria ergodica, a distancia d ¢ o minimo de discrepancia
que pode ser atingida entre dois processos acoplados. A questdo de poder construir um acoplamento
atingindo esta distancia foi extensivamente estudada por (Ellis (1976), Ellis (1978), Ellis (1980a), El-
lis (1980b)) no caso de processos Markovianos. Mais recentemente, Galves et al. (2010) mostraram
que o acoplamento maximal atinge esta distancia no caso de cadeias ordenadas, ordenacao esta
definida no Capitulo 4. N6s tomamos vantagem da nocgao de processo agregado para obter exemplos
de processos de ordem infinita para os quais sabemos construir um acoplamento atingindo d sem

assumir a ordenacao de Galves et al. (2010).

A tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 introduzimos a notacio e defini¢Ges
bésicas que serdo utilizadas em toda tese, apresentamos a principal ferramenta a ser utilizada na tese,
que é a construgao de um processo de renovacao com alfabeto bindrio, a partir de um processo Marko-
viano com alfabeto finito, através da tranformagdo agregante. Condigoes para a Markovianidade do
processo agregado sao apresentadas, assim como as condigoes para a continuidade e Gibbsianidade.
A medida estacionéria do processo de renovacdo, obtido por agregacao de estados a partir de um
processo Markoviano, através da Transformagao Agregante, pode ser facilmente calculada a partir
da medida do processo Markoviano original, no Capitulo 3 esse raciocinio é desenvolvido e o alcance

a distancia d é estudado.



Capitulo 2

Processos De Renovacao Obtidos Por Agregacao De Esta-
dos - Alfabeto Finito

Iniciamos este capitulo com a notacao e as defini¢oes iniciais, que serao utilizadas ao longo de
toda a tese. Em seguida estudamos a construgao de um processo de renovacdo com espago de estados
binério, a partir de um processo Markoviano com espaco de estados finito, através de uma transfor-
macao sobrejetiva. E, finalmente, estudamos a propriedade de continuidade das probabilidades de

transicdo do processo obtido por este método, bem como a Gibbsianidade.
2.1 Notacgao E Defini¢oes

Seja um conjunto finito A, que chamaremos de alfabeto, cuja cardinalidade denotaremos por |A|.
Uma sequéncia finita qualquer de simbolos no alfabeto A sera denominada palavra sobre A. Para todo
inteiro n, A™ denota o conjunto das palavras de n simbolos. Dados dois inteiros —oco < m < n < 400,
a sequéncia de simbolos em A, x.,, Tyt1, ..., Ty serd denotada por x]), € o seu comprimento por
|zt | = n —m+ 1. Dadas duas palavras 7" = z1...2, € yI' = y1...y, sobre A, a cocatenagao de z]" e
y7' serd denotada por z7*,y] e definida por 7",y = z1...2mY1...yn. Semelhantemente, 2" _ denota
a sequéncia (z;);en, toda historia passada até o tempo n, e A” _ o conjunto de tais sequéncias. As
sequéncias genéricas em A serdo denotadas negritadas e sem sub ou superindices, x € A.

Todos os processos mencionados aqui sao sequéncias de variaveis aleatorias discretas definidas
em um mesmo espaco de probabilidade (2, F,P).

Utilizaremos letras maitisculas em negrito, como X, para representar processos, isto ¢, X =
(Xn)nez € um processo estacionario sobre um alfabeto finito A. Apesar de ndo convencional, uti-

lizaremos a notacao PX para representar as probabilidades de transicdo do processo X. Assim, para

1

~ € qualquer simbolo a € A teremos

quaisquer sequéncias de simbolos x_

PX(alz~! ) =P(Xg=a| X~ =271).

— 00 —00

Denotaremos por pux a distribuicao estacionaria do processo X, isto é

px(a) = P(XT = af)



para todos af € A" e n € Z.

Apresentamos a defini¢do de processo de renovacdo que serd utilizada em toda a tese.

Definicao 2.1 Um processo estocdstico estaciondrio (Xp)nez de medida estaciondria ux e alfabeto

finito A é um processo de renovagdo, se existe um simbolo e € A, tal que
P(Xo=alX7j =a7}, X1 =, X2 =aTy") =P(Xo=a|X | =a’;, Xy =¢), (2.1)

para todosr € N, i <r,a”} € A' e a € A.

2

Um processo de renovacao binério, renovando no simbolo 1, possui esta mesma defini¢do, com e = 1.
A probabilidade de transicio P(Xo = 1|X~} =07}, X_;_1 = 1) serd denotada por PX(1/0'1), onde

0’1 representa i simbolos 0 antes do simbolo 1. Em todas as nossas consideracdes, suporemos que
lim P(1]0"1) = P(1]0)
n—oo

sempre que houver convergéncia de P(1/0"1) quando n — oo. Onde 0 representa sequéncia infinita
de simbolos todos iguais a zero.

A nao ser nos casos mencionados especificamente, todos os processos de renovacdo abordados
nesta tese sao definidos no alfabeto {0, 1}, isto é, sdo binarios, construidos através da transformagao

agregante, que ¢é definida a seguir.

Defini¢ao 2.2 Seja o conjunto finito A e a € A. A fungao sobrejetiva t : A — {0,1} definida por

1, sex=a
t(a:)—{ 0, sex#a 22

é chamada de Transformacao Agregante.

Sem perda de generalidade consideramos sempre A = {1,2,...,m}.

Com abuso de notacdo, utilizaremos ¢ : A™ — {0,1}" para denotar a transformac¢io que mapeia
a sequéncia z} na sequéncia t(z1), t(X) =Y = (yn)nen, tal que y, = t(x,),n € N. Como exemplo,
considerando o alfabeto A = {1,2,3} e @ = 1, a Transformagdo Agregante (2.2) transforma um

processo X em ¢(X), isto é, a partir da sequéncia de simbolos

112123211223 ... 3231 construimos 110100011000 ... 0001.

A generalizacdo para sequéncias infinitas e sequéncias de varaveis aleatorias é analoga.
A Proposigdo 2.1, a seguir, nos fornece o método construtivo de se obter um processo de renovagao

por agregacao de estados, a partir de um processo Markoviano com alfabeto finito.



Proposicao 2.1 Sejam os conjuntos finitos A = {1,2,...,m} e B = {0,1}. Seja X um processo
Markoviano estaciondrio com alfabeto A e probabilidades de transigdo Px(a\b) = Ppa,Va,b € A.
Considere a Transformagao Agregante t definida por (2.2), entio t(X) é um processo de renova¢ao

estdciondrio.

Prova da Proposicao 2.1
Vamos mostrar que se o processo X é estacionario entao o processo Y = ¢(X) também é. Como
X ¢ estaciondrio,
px(af) = (X} = af) = B(X/17 = af)

para todo n € N,t € Z e a € A". Portanto, para todo b} € B",

PSS =)= Y BXT=al)= ) P& =d) =P =b]).

apet=1(bp) apet=1(b})

Logo, Y é estacionério.

Provaremos agora que Y = #(X) é um processo de renovagio. Para todon € Ne b= ""2 | € A"

e pela propriedade de Markov, temos

PY(1j0"1b]) = P(Yo=1Y =0 Y, =1,V "2 =b""2 )

—r—m—1

= P(Xo=1X"let 1 (07L), X py =1, X2 et (b2 )

n —r—n— —r—n—1

B(XI2 € T (b2 ) X = LX) e 7 (00L), Xo = 1)

T

P(XZ'2 et 1(br=2 1), Xno1 = 1, X2} € t=1(02)))

n—1 n—1 n
COPXI et O ), X = 1)
COP(XCME et (b ), Xy = 1)
P(Xo=1,X_, €t (02,)|Xon1 = LXT2 €71 (00750 1))
COP(XZ et 0T X = L XTI et (b2 ))

P(Xo=1,X"' et} 0"} X 1 =1)
P(XZ} e t71(02))|Xpo1 = 1)
= P(Xo=1X_p €t 0Z}), Xp1=1)
= PY(1)0"1).

A expressdo geral para o calculo das probabilidades de transicdo do processo agregado binario

sera .
n—
in et—1(0) Pix;- Hi:l (p$i$i+1) Pz,1

-1
inet—l(o) Diz;- H?:l (plfﬂi-u)

Com as devidas adaptacoes, a Proposicao 2.1 pode ser generalizada para uma transformacao

PY(1)0"1) = (2.3)

agregante onde o conjunto B é ndo binario, mas, pelo menos um elemento de B é imagem de um



dnico elemento de A.
2.2 Abordagem Matricial
Seja (X, )nez um processo Markoviano com espaco de estados A = {1,2,...,m} e probabilidade

de transicio PX. Utilizaremos a decomposicdo da matriz PX como

pi1 V
w' P

pPX = , (2.4)

onde

puu=P(Xo=1X_1=1).

V & o vetor-linha formado pelas probabilidades de transicdo p1; = P(Xy = i|X_1 = 1),
ie A\ {1}

e W ¢é o vetor-linha formado pelas probabilidades de tramnsicdo p;; = P(Xo = 1|X_1 = 1),
i€ A\ {1}, W' é o vetor-coluna obtido pela transposicao de W.

P & a submatriz de PX, de ordem (m—1)x (m—1) com p;; = P(Xo = j|X_1 =1i),4,5 € A\{1}.

Defina 1 e 0 como sendo os vetores linha, formados todos, respectivamente, de uns e de zeros, de
comprimento m — 1. Para evitar os casos triviais, consideraremos sempre em nossas anélises V' # 0
e W # 0. Como P*X & uma matriz estocéstica, 0 < Pz( < 1le PX1 =1/, entdo a submatriz P ¢é
sub-estocastica, isto é, 0 < p;; <1le P1 <1'.

Considerando a Transformacao Agregante ¢ dada por (2.2), as probabilidades de transi¢ao do

processo agregado podem ser calculadas através de

— 1
pX)(qontiyy = §  PIb SeT : 2.5
ey =4 25)

onde P° = I é matriz identidade de ordem m — 1.
As probabilidades de transi¢ao do processo agregado dadas por (2.3) sao equivalentes a expressao

(2.5). Isso pode ser mostrado por indugao da forma seguinte.

1. A expressao (2.5) é valida paran = 0 e n = 1 de modo 6bvio. Vamos mostrar usando o produto

de matrizes, que é valido para n = 2. A expressao simplificada (2.3) pode ser escrita na forma

D2 {Z;nzz pj- (221, sz“pik)} k1
Do [Z}n:g pij- (221, pji-pik)} ‘

P (1)0°1) =

Pela defini¢do de produto de matrizes



m
> pjipik = P’
i=2

V.P2. W'
PX)(1]031) = —=
(110°1) V.P2.1/
2. Supondo (2.5) vélida para n, do mesmo modo,
V.P* W'
Pt(X) 1 n+11 — )
(o™ = 3 pn

Entao, para n + 1 teremos

P (1|0"+21) _ ZZ‘:H:2 [Z;nzg Dij- (Z;‘Z:Q e ZZZZQ ZZLZQ Pjiq -Diyig - - 'pin’in+l)i| ~Pin+11‘

Do {Z}n:z P (XCira - Dineg Doiimg Pjir -Piria - - -pz'nz‘nﬂ)}

Pela definicdo de produto de matrizes, de modo semelhante, teremos

v.prHlw’

Pt(X) (1|0n+21) _ AT

Mostrando assim, a equivaléncia entre (2.3) e (2.5).
2.3 Agregabilidade De Um Processo Markoviano

As condigoes sob as quais o processo t(X) continua sendo um processo Markoviano foi estudado
por varios autores como, Burke & Rosenblatt (1958), Rubino & Sericola (1989), Rubino & Sericola
(1991), Ball & Yeo (1993), Buchholz (1994), Ledoux et al. (1994), Peng (1996), Gurvits & Ledoux
(2005), e outros. Utilizaremos a versdo de Kemeny & Snell (1976).

Definigao 2.3 Um processo Markoviano € dito ser agregdvel com respeito o parti¢io { A1, Ag, ..., Ay}
de A, se o processo agregado definido pela tranformagao sobrejetiva g(x) = i.1(x € A;) é um processo

Markoviano.

Teorema 2.1 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para um processo Markoviano X ser agregdvel

com respeito & particao {A1, Aa, ..., Ag} € que, para todo par de conjuntos A;, A; e cada b € A;

PX(bla) =P(Xo = b|X_1 = a) = ¢, para todo a € A;.

(X)

. .~ t
Esses valores comuns formam a matriz de transicao Dy do processo agregado.

Note que a condicdo de agregabilidade do Teorema 2.1 no caso binério, pode ser escrita, utilizando

a forma matricial, como W’ = ¢.1’, isto implica que p;; = P(Xo = 1|X_1 = i) = ¢ é constante



para todo i € A\ {1}. Assim, se a condi¢ao do Teorema 2.1 ¢é satisfeita com respeito a partigao
{{1},{2,3...,m}}, o processo agregado t(X) ¢ Markoviano com matriz de transicao dada por

c 1—-c

pHX) _ [ p11 1—pn ]

Observe que a condicao de agregabilidade dada no Teorema 2.1 acima, se refere a um processo

Markoviano de ordem 1. Outras perguntas que surgem estao apresentadas a seguir.

(1) A partir de um processo Markoviano de ordem 1, é possivel construir um processo Markoviano

de qualquer ordem finita k #£ 17

(2) Quais condi¢oes um processo Markoviano e uma partigdo do alfabeto devem satisfazer para que

seja possivel produzir um processo Markoviano de ordem finita?

(3) No caso de um processo nao agregavel, que conclusdes podemos tirar quanto a continuidade das
probabilidades de transicao do processo agregado? Quais condigoes um processo nao agregavel
deve satisfazer, para que o processo agregado obtido possua probabilidades de transi¢cao con-
tinuas? Neste caso, qual a velocidade de convergéncia de tais probabilidades condicionais

quando n — co? A continuidade serd definida na préxima Secao.

(4) As medidas de probabilidade do processo agregado mantém a propriedade Gibbsiana? Quais
sao as condicoes sob as quais a Gibbsianidade é garantida? A Gibbsianidade serd definida na
Secao 3.4.

As perguntas de (1) a (3) sao respondidas na Secao 3.3, a pergunta (4) é abordada na Segdo 3.4
deste capitulo.
Observamos, através da abordagem matricial, que para o processo agregado ¢(X) ser Markoviano

de ordem k, temos que verificar a igualdade

v.pr W' vV.Plw
v.pr1’  V.Pkl1/

ptX) (1|0"+11) = = P'X)(1]0%1), com k < n, para todo n.

2.4 Continuidade Das Probabilidades De Transicao

Dedicamos esta secao a encontrar as condicdes sobre PX para a continuidade das probabilidades
de transigao do processo agregado ¢(X). Lembremos, inicialmente, a defini¢ao de continuidade para

processos estocasticos.

Definicao 2.4 A taxa de continuidade (6Y(n))neN do processo estocdstico Y € definida como

BY (n) = sup{| P¥ (20l 5,) — P¥ (wolaZ,,, y=5 I}
x’y



Definicdo 2.5 A probabilidade de transicio PY ¢ dita ser continua se
BY (n) = 0, quando n — occ.

Como, em nosso contexto, o alfabeto ¢ A = {0, 1}, basta considerar 2o = 1, pois PY (1|J2~1 ) =
1 — PY(0]z=L,). Entao

o0

BY(n) = sup{|P¥ (zo|lz=L) — P¥ (zolz s, vy~ )|}
X,y
= sup{|P(Yo = x|V oy = 275) —P(Yo =Y, =27, Y =yZ 5|}
X,y

= sup{[P(Yo=1|Y o, =a_) —P(Yo = 1Y, =22, Y- =y}
X!y

(e 9]

l =

Como o Processo Y renova em 1, o supremo ¢ atingido quando x__ O:éo = 0, caso contrario,

haveria um simbolo 1, esqueceriamos o passado a partir dele e, desta forma, terfamos Y (n) = 0.

Assim, para l > n, x:ll = 0:11 eY_ ;1 =1, podemos escrever

BY(n) = sup{|P(¥Yp = 1Y = 07%) = P(Yo = LY} = 07, Yoy = LY 172 = y"107) ]}
y
= sup{[P(¥p = Yo =025) —P(Yo = 1[Y ' =07, Y1 = 1)}
= swp(|PY(10%) - PY (D))
= sw(IPY(10) - P
Harris (1955), citado por Verbitskiy (2011a) e Verbitskiy (2011b), mostrou que sob a condic¢do
de positividade das probabilidades de transicdo do processo original, processos agregados que sao

fungbes de processos Markovianos, como a Transformagdo Agregante ¢t que estamos estudando, tém

probabilidades de transicao continuas.

Proposicao 2.2 Para todo t(X) =Y = (Y)nez, se PX = pij > 0, qualquer que seja i,j € N,
entao
P(Yo = g0V = yZao) = lim P(Yp = |V, = y2,),
n—oo

para todon € N e y:io,y:}L € BN, B alfabeto de Y. Eziste 0 < ¢ < 1, tal que
BY(n) < ()"

Outra indagacdo que naturalmente surge é, a condicio PX = pij > 0 € necesséaria para a
continuidade das probabilidades de transicao? que outra condicao, mais fraca, garante a continuidade

das probabilidades de transi¢do num processo agregado de ordem infinita?



O Caso Primitivo

O Teorema 2.2 da uma condicao suficiente mais fraca que a positividade, para a continuidade
das probabilidades de transi¢do do processo agregado ¢(X). Uma matriz irredutivel aperiodica é
aqui chamada de primitiva; se ela é periddica entdo a chamamos de ciclica. Maiores detalhes sdo
apresentados no Apéndice B. Utilizaremos a abordagem matricial desenvolvida na Segao 3.1, bem

como a Teoria de Perron-Frobenius apresentada no Apéndice B.

Teorema 2.2 Seja (Xp,)nen um processo Markoviano estaciondrio, com espago de estados A =
{1,2,...,m} e matriz das probabilidades de transicao decomposta na forma (2.4). Suponha a sub-
matriz P irredutivel.

Entao, o processo agregado t(X) possui probabilidades de transi¢ao continuas se a submatriz P
€ primitiva.

E ainda

1. A taxa de continuidade Bt(x)(n) das probabilidades de transicao do processo agregado € da

a1 [1h2l\"
n .(M),

ordem de

onde A\1 é 0 maior auto-valor de P, Ao € o segundo maior auto-valor, em mddulo, de P e dy €

sua respectiva multiplicidade algébrica.

2. 0 processo agregado t(X) € processo Markoviano de ordem finita 1 < k < m—1 se a submatriz
P possut um inico auto-valor nao-nulo e todos os demais nulos, com k linhas nao nulas em

sua forma triangularizada.

Prova do Teorema 2.2
J& vimos que a submatriz P é uma matriz sub-estocéstica, logo é nao negativa, como requer o
Teorema de Perron-Frobénius. Considere Aq, Ao, ..., A todos os auto-valores de P, ordenados de tal
forma que
IA1] > | A2l = A3l = ... > |\ (2.6)

Se |A2] = |A;| para algum j > 3, entdo da > dj, onde d; é a multiplicidade algébrica de \;. Assim,

se P é primitiva, temos um tinico auto-valor igual ao seu raio espectral, Ay > 0 e

P\"

V.P W' V(A) a

m PP 110711 = lim o iy M
i, PRI = Qi s = (B

Pelo Teorema B.4,

10



V.G.W
: t(X) n+lqy
dim PRE0T) = e

com G = ¢.¢)' > 0, onde ¢ e 1) sdo os auto-vetores correspondentes a \; de P e P/, respectivamente.
Como | > n+1, 84X (n) = 0 e temos a continuidade.

2.7)

Para provar o Item 1, utilizaremos a primeira parte do Teorema B.5,

<i>n =G+0 <nd2_1. (’;?)n) : (2.8)

onde O <nd2*1. (':\\—2|>n> — 0, quando n — oo.

1
Para mostrar que

B = sup (1P (110) - PY iyl =0 (it (B2,

I>n+1 A1

basta mostrar que

oo - Y
sup {

]
I>n+1 Jda—1_(1A2]
A5

} — constante.

E suficiente mostrar que o argumento

PO -

l
quando n,l — co. Seja K; = 1471, (%) , entao

— constante

V.PLW'  V.GW’

V.PL.1’ V.G.1
K, K

V.(GHO(K). W' vV.G.W'

V.(GTOK) 1 ~— V.G.1

K,
V.GW'HV.O(K) W' — V.GW!
V.OTUTV.OK).T V.G.1
- %

V.GW' V.G1'+V.O(K).W' V.G1-V.GW' V.G.1'-V.G.W' V.O(K;).1'
V.GV +V.G1 V.O(K)1

K,

V.G.1'.V.O(K).W'=V.G.W'.V.O(K}).I'

= WGP A VGT VoK) | constante.

11



Pois V.O(K;).1" — 0 quando n — oc.

Portanto a taxa de continuidade das probabilidades de transicao do processo agregado ¢ dada
pelos dois maiores auto-valores, em valor absoluto, da submatriz P.

Para provar o Item 2, note que no caso nio agregavel temos k # 1. E ainda, como P & irredutivel
primitiva, se Ao = 0, pela ordenacao (2.6), P apresenta apenas A\; ndo-nulo e todos os demais nulos.

Entao, de acordo com a segunda parte do Teorema B.5, é vilida a igualdade
P" =\l

com n > m — 1. Entao teremos

VP W VALY W V.GW

X n+1
PO = V.Pr1 T VALl V.G

Note que o processo agregado ¢(X) é Markoviano de ordem < m — 1.
Note ainda que, segundo Lima (1996) (pag.283), se os auto-valores de P sdo todos reais, P ¢é

triangularizdvel, isto é, existem @Q e A, tais que

P=QAQ,

onde A & triangular superior e @ é ortogonal. Mais ainda, os auto-valores de A sdo os elementos de
sua diagonal principal. Suponha ainda que P tenha k linhas ndo nulas em A. Note que A satisfaz

as condicoes do Lema A.2 presente no Apéndice A, entdo teremos
_ yn—k+l Ak-1
A" =\ AP

assim

V.Pr W

v.pra
V(Q.A.Q)". W'
V(Q.A.Q).1
V.Q.(A)™.Q W'
V.Q.(A).Q'.1
V.QATFHL AR @ W
V.QARL AR-1 Q17
V(Q.A.QFLw!
V(Q.A.Q)F1.1/

V. P!

V.Pk-11/

= PX)(1]0k1).

Pt(X)(1|0n+11) —

12



O processo agregado ¢(X) ¢ Markoviano de ordem k <m —1. m

O Caso Ciclico

O nosso objetivo é buscar uma condigao necesaria e suficiente para a continuidade das probabili-
dades de transi¢ao do processo agregado ¢(X), sem impor hipoteses muito restritivas sobre o processo
original X. Abordaremos agora o caso em que a submatriz P & irredutivel e ciclica de indice h. Neste

contexto utilizaremos a forma de Frobénius de uma matriz ciclica (B.2) apresentada no Apéndice
B, Teorema B.6.

Teorema 2.3 Seja (X,,)nen um processo Markoviano estaciondrio, com espago de estados A =
{1,2,...,m} e matriz das probabilidades de transicio decomposta na forma (2.4). Suponha a sub-
matriz P irredutivel e ciclica de indice h. O processo agregado t(X) possui probabilidades de transi¢io

continuas se, somente se
V.G*.P". W'
— =C 2.9
V.Gg*.pPr.1’ (2.9)

n
com C constante para todo 1 <r < h —1, onde G* = lim,,_, <§—f) e A] € o auto-valor mazimal

de P".

Prova do Teorema 2.3
Note que a matriz sub-estocastica P é ciclica, cujos blocos ciclicos sao submatrizes primitivas.

Escrevendo P na forma de Frobénius (B.2)

0 B, 0 ... 0 |
0 0 B, ... 0
P=| : (2.10)
0 0 0 ... B,
' B, 0 0 ... 0 |
Suas poténcias apresentarao as formas
) 0 B.B 0 ...0]
0 0 0 ByBy ... 0
P? = (2.11)
B,_1.B, 0 0 0 0
0 By.Bi 0 0 0 |

13



e assim sucessivamente até
Pt = . . - . : (2.12)

Note que P" é primitiva, entio, pelo Teorema B.4

PhN\"
lim <> =G*
n—o00 )\’1‘

com G* = ¢.¢)' > 0, onde ¢ e 1 sdo os auto-vetores correspondentes a A} de Ph e (P"Y| respectiva-

mente. Entdo, podemos escrever

P\ 1
Pt(X)(1|Onh+11) . VPnhW/ _ V. ()‘I) W
— VPnhll - Ph n ,
V. (A> 1
1
€
P\ o
Pt(X)(1|On.h+T+11) _ VPTL.}H»T'W/ _ V. (XI> PrW
VPn.thr_]_/ v (if)n pry )
1
assim

v (L) prw . pr
lim P 10"+ 1) = lim (“) - _ e w =C(r).
n—00 n—oo 17 (Ph) pr 1/ V.G*.Pr.1’

(%) P

Logo haverd continuidade das probabilidades de transi¢do do processo agregado t(X) se e somente

se, C(r) = C = constante para todo r € {0,...,h — 1}, pois, da mesma forma que o caso primitivo,

I >nh+r+1e X (n) = 0, garantindo a continuidade das probabilidades de transicio. m
Observe que, se a submatriz P, ciclica de indice h, apresenta os blocos ciclicos idénticos, podemos

verificar que a condigao do Teorema 2.3 é satisfeita. De fato, escreva P na forma

0O B 0O ... 0

0O 0 B ... 0
P= s

0 0 O B

_B 0 o0 0_

14



A sua poténcia h sera

B 0 0
b 0 B 0
0 O B

Note que P" é primitiva com auto-valor maximal igual a (A\;)", onde \; é o auto-valor maximal do

P n.h
li - = G*.
oo <)\1>

Os blocos B sao maftrizes primitivas, quadradas e idénticas, entdo quando n — oo, G* é formada

bloco B. Entao, pelo Teorema B.4

n.
pelos blocos limites lim,, o <%> = H* = ¢.7)/, na diagonal principal e zero nas outras entradas.
onde ¢ e 1) sao os auto-vetores a direitas e & esquerda, respectivamente, de B e B, correspondente &

A1. Operando em blocos, vamos escrever V; e W/, i € {1,2, ..., h}, como subvetores, respectivamente,

77

de V e W', com a mesma dimensao de B. Entao

V. (;)n'h P
lim P*X)(1j0"" 1) = lim e
n—o0 n—o0 V. (%) Pr.1/
h— n. ,
. v (B) B
=

Sl v H* BT W/
S Vi H* B

SV BT
S Vi BT

Note que ¢ e 1) sao auto-vetores, respectivamente de B e B’, correspondente & A1, entao

o' .B" = ¢a)/.B.B"}
= ¢ . B
= M.H*B" 1,

assim, sucessivamente, chegamos a

15



Substituindo acima, temos entao

lim P{X)(1jonh+r+1y) = Z?;g_‘l/%-(kl)r-H*-W{
nree >ig Vi-(A)"H*
S Vi HE W
i ViH
V.G W'

= vou ¢

como C nao depende de r, a Condigdo (2.9) é satisfeita e as probabilidades de transi¢do do processo
agregado sdo continuas.

O Exemplo 2.4 da Secao 3.5, é outro exemplo que ilustra o Teorema 2.3 mostrando como a
condicdo do teorema pode ser verificada, num processo Markoviano cuja matriz de transicdo apre-

senta submatriz P, ciclica, com soma constante nas colunas.

O Caso Redutivel

Estudaremos agora o caso em que a submatriz P é redutivel. A forma canonica de uma matriz

redutivel P é escrita como (vide Apéndice B)

Ty Ty Ty ... Tic
0 T 0 ... O
P = 0 0 T3 ... 0 , (2.13)
| 0 0 0 ... T |
onde as submatrizes Too,T33,. .., .. sd0 submatrizes quadradas e irredutiveis.

Definigao 2.6 As submatrizes irredutiveis Tj;,i € {2,3,...,¢} cujo auto-valor é o mdzimo
AM,ii = M mag = Max [Ag ],
1
sdo chamadas de Blocos Dominantes.

Combinando os resultados obtidos nos casos irredutivel primitivo e ciclico da submatriz P obte-

mos o resultado a seguir.

Teorema 2.4 Seja (X,)neny um processo Markoviano nao agregdvel, estaciondrio, com espago de
estados A ={1,2,...,m} e matriz das probabilidades de transi¢ao decomposta na forma (2.4). Sem

perda de generalidade, assuma que os estados em A\ {1} sejam ordenados de forma que a submatriz

16



P, redutivel, seja escrita na forma canénica (B.3). O processo agregado t(X) possui probabilidades

de transi¢do continuas se
i. Os blocos dominantes T;; € {Tv,T33, ..., Tec} sao todos primitivos.
ii. Os blocos dominantes T;; € {Ta2,T33, ..., Tee} ciclicos, possuem o mesmo indice h e satisfazem

V.G, W
6. O a1

VRN T
com C; constante para todo 1 <r < h—1, G; = limy,_s ((ATZJ) ) € o auto-valor maximal
1,i4

lu

de (Ty;)",i € {2,3,...,¢} e Ty sdo blocos irredutiveis dominantes.

Prova do Teorema 2.4

Utilizaremos raciocinio analogo ao caso irredutivel primitivo da submatriz P, para provar o Item

Como as submatrizes Ths, 133, ..., Te. 580 todas primitivas, entao, pelo Teorema B.7 existe o limite

0 (I — Tll)_l.Tlg.Gg (I — Tll)_l.Tlg.Gg . (I — Tll)_l.Tlc.Gc
0 Go 0 e 0
P " ~
lim < ) =10 0 G .. 0 =G.
n—00 )\17max . . . . .
i 0 0 0 .. G, ]

Considerando Ai ez = max;{\1;} e definindo os blocos V;, W/ e 1}, i € {2,3,...,c}, com

7

dimensoes compativeis com G;. Operando em blocos, teremos

n A \" /
. TZZ " Z’L 1 V ()\1 LL) : ()\1 maz) M/Z
G; = lim = lim - )\ —
n—oo 1,41
Zl_ V <>\1 zz) ’ (Al,maz) 1//L

n—00 1,max

onde \ "
lim <1’“> = ]1(/\1’1'1‘ = )\l,maz)a (215)

n—oo )\l,max

I representa a funcao indicadora. Finalmente, entdo teremos

n 117/ ARV
lim PX)(1/0"*'1) = lim VLW V'CiW,
n—»00 n—oo V.P™.1/ V.G.1'
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onde G é dado acima e

Gy, 0 ... O I N - )
0 G3 0 1,22 = 1»:”““3 -P22.Poo .
0 coe I Mce = Momaz)-@ec-Vle
0 O G, (Ace = Mmaz)-¢

Para provar o Item ii., utilizaremos o mesmo raciocinio utilizado no caso irredutivel ciclico da
submatriz P. Escrevendo P na forma canénica, chamaremos os blocos dominantes de T;;. Como sio

ciclicos de indice h, podemos escrevé-los na forma

[0 By, 0 ... 0 |
0 0 By, 0
Ty =
0 0 0 Bh_1,
| By, 0 0 0 |

n
Th
lim | *— | =Gj
n—oo 1
,mazx

com G} = ¢;.¢h; > 0, onde ¢; e 1; sdo os auto-vetores correspondentes a A ., de ! e (THY,

*

P 1 : h
1.maz € 0 autovalor maximal de T7;.

respectivamente, e A

n.h
Sabemos pelo Teorema B.7 que, se o limite G; = ltmy 00 ( Lis ) existir, teremos

Al,maz

0 (I-Tn) ' T2.Go (I-Tn) ' T15.Gs (I —Ti1) " The.Ge
N 0 G- 0 0
P n. ~
Tim < ) _|o 0 G 0 =G,
n—0o0 )\l,maw . . :
0 0 0 Ge
onde
h c Ty n.h AL,ii n-h w!
) E n . Zi:l i A ii "\ M maz i
Gi = lim N = lim Tk 7 nho
n—00 \ A1, N0 e Ty | A )
max Zi:l V. <m> . (m) .1;-

Entdo, a condicdo para a convergéncia do limite acima é a convergéncia dos blocos dominantes.

De acordo com o caso ciclico das matrizes irredutiveis, a condicdo necesséria e suficiente para esta
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convergéncia é que
Vi.Gi.(Ty)" W]
V.G (T 1, Cilr)

com C;(r) constante para todo 1 <r <h—1e Tj, i € {2,3,...,c} s@o os blocos dominantes. m

A taxa de continuidade gHX) (n) das probabilidades de transicdo do processo agregado no caso

n
do maz—1 ( ‘)\Z,max| >
n= B e y
Al,max

onde A2 40 € 0 segundo maior auto-valor do bloco dominante e da ;4 € sua respectiva multiplicidade

redutivel é da ordem de

algébrica. A demonstracao deste fato é andloga ao caso irredutivel.

2.5 Gibbsianidade

Nesta tese consideramos a nocao de Gibbsianidade introduzida por Dobruschin (1968), a qual
estd relacionada as propriedades estudadas no presente capitulo para probabilidades de transicao,
condicionando no passado e no futuro. Uma caracterizacio desta Gibbsianidade, que é ao mesmo

tempo, simples e adequada para o propésito desta tese, é dada a seguir.

Defini¢ao 2.7 Uma medida de probabilidade nao nula, sobre (2, F,P), associada ao processo (X, )nez
€ uma medida Gibbsiana se, e somente se as sequéncias
[P (Xo = 20| X2, = 22, X = a7)]

ny> COnvergem uniformemente quando n,r — o0
PR

para todo xg € A, x_1 € A" e x] e AT

n

A principal referéncia sobre medidas Gibbsianas é Georgii (2011). Uma reférencia muito ligada
ao nosso problema e & nossa abordagem é Fernandez el al. (2011).

O nosso objetivo nesta secao é verificar as condicoes que devem ser impostas sobre o processo
Markoviano original, para que o processo agregado t(X) =Y seja Gibbsiano.

Novamente, suporemos que

. -1 -1 Y (110-1
n’ggloop (Yo=1|Y_p1=1,Y, =02, =07,V =1) = P (1]02.,0{>)

sempre que houver convergéncia.

Para abreviar a notacao, vamos escrever

PY(n,r)=P(Yo=1Y_ o1 =LY, =02L, Y =07, Y41 =1).
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Utilizando a propriedade de Markov, a expressao geral para o calculo desta medida de probabilidade

sera

PY(n,r) = P(Yo=1Y_,1=1Y ) =02.,Y7 =0",Y,4; =1)
= P(Xo=1X_p1=1X"} et 102}), X7 €t 1(0"), X1 = 1)
P(X_p1=1,X" et L0Z)), Xo=1,X] € t71(07), Xy41 = 1)
P(X_ e 1f1X €t=1(02), X7 € t71(07), X, 41 = 1)
Yo, weA\{1} 2y

,,,,,

—1
ceaviy Priv T2t (Piuiuss) Piat-piji- T2 (Piujess) Pint

r—

—1 1
Zzl n€A\{1} 2]1 rEA\{l}plll HZ:l (piuiqul) -Dinj1- Hv:l (pjvjerl) -Pjr1

,,,,,,,,,,

Na versdo matricial (2.4), esta expressao se torna,

PYo=1Ypo=1Y =07 |, V7 =0"" Y, »=1)

pi, sen,r=—1 (2.16)
= n ’ r ! 2. ) ’

onde P =Ten,r € {0,1,2,..}.

Teorema 2.5 Seja (X,)neny um processo Markoviano nao agregdvel, estaciondrio, com espago de
estados A = {1,2,...,m} e malriz das probabilidades de transi¢io decomposta na forma (2.4).
Suponha a submatriz P irredutivel. O processo agregado t(X) é Gibbsiano se a submatriz P for

primitiva. Com essa condicdo, a tazxa de continuidade é da ordem de

d2—1 Mﬂ
n '<A1)’

onde A1 € o auto-valor mazrimal de P, Ay € 0 sequndo auto-valor mazimal de P e do € sua respectiva

multiplicidade algébrica.

Prova do Teorema 2.5
A prova é feita de modo semelhante & secfo anterior, utilizando o Teorema B.4. O limite
limy, ;oo P (Yo = 1Yo = 1,Y 1 =070, Y7 =07+, Y, = 1) sera dado por
rP\" ! r\" !
V.P W' V.PT W oV (AT) WLV (AT) W
im

lim =
nyr—oo V. Prtrtl )77 n,r—00

P )n+r+1 ,

nV (2
V.GW' . V.GW!

M V.GW
V.GW!

N
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A nao nulidade vem do fato de que G = ¢.7)' > 0 e supondo que os vetores V, W’ # 0, para evitar
0s casos triviais, como ja mencionado.

Para obter a taxa de continuidade, basta utilizar a primeira parte do Teorema B.5, onde
P" = \1.G + O(n®=71 o).

Entdo a convergéncia de P (YO =1Y_,2= 1,Y:n171 = O:}hl,YfH =01 Y, = 1) possui taxa
n
dada pela convergéncia de (/\%) . Assim, de modo anélogo ao Teorema 2.2, a velocidade de con-

vergéncia da medida Gibbsiana é da ordem de
ar-1 A2l\"
n® . < N > .

Este resultado também pode ser percebido como consequéncia do Teorema 4.22 de Fernéandez &
Maillard (2004), onde a nao nulidade e a taxa exponencial de continuidade das probabilidades de

transicdo, garantem a Gibbsianidade do processo agregado ¢(X).

2.6 Exemplos

Apresentamos agora alguns exemplos que ilustram os resultados dos teoremas apresentados neste
capitulo.

O Exemplo 2.1 é uma aplicacao dos Teoremas 2.2 e 2.5, sendo importante por dois motivos

i. Primeiro, mostra que a condicio PX = pi; > 0 da Proposi¢ao 2.2 nao é necessiria para a

continuidade das probabilidades de transicao do processo agregado.

ii. Segundo, temos um processo agregado nao markoviano de nenhuma ordem e com medida Gibb-

siana.

Exemplo 2.1 Considere o processo Markoviano X com espago de estados A = {1,2,3} e matriz

das probabilidades de transicdo dada por

0.3 04 0.3
PX=102 0 08
0.5 0.4 0.1

Note, claramente, que para a particio {1},{2,3} a condigao de agregabilidade nao é satisfeita,

jd que nao existe ¢ € R tal que

0.2 1
W' = =c. isto 6, W' # c.1'.
0.5 1
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O processo agregado obtido ndo é Markoviano de nenhuma ordem, sendo um processo de ordem
infinita, isto €, processo de removagdo.

Utilizando a abordagem matricial teremos

pi1 V
w' P

PX =

Observando PX, verificamos que a submatriz P é irredutivel e ainda

2
0 08 [0.32 0.08]
- >0,

0.4 0.1

P? = (2.17)

0.04 0.33

verificamos no Apéndice B, pelo Teorema B.3, que P possui indice de primitividade 2.
Pelo Teorema 2.2

P k
li — ) =G=9¢9.
i () ==
Os auto-valores de P sao A1 = 0.6178908 ¢ Ao = —0.5178908. Assim o raio espectral de P serd

0.7914243
A1 = 0.6178908. Correspondentemente a este auto-valor, obtemos os auto-vetores ¢ =
0.6112672
0.5434316
de P e = e P'. Assim podemos calcular G
0.8394535
G = o) = 0.4300849736 0.6643638986
' 0.3321819125 0.5131303905 |
Obtemos, finalmente
V.GW'
lim P*)(1j0"1) =
o) (1/0"1) V.G.1

0.3321819125 0.5131303905 0.5
0.4300849736  0.6643638936 1
[0.4 0.3] .

0.4300849736  0.6643638936 0.2
[0.4 0.3}.[ ][ ]

0.3321819125 0.5131303905 1
= 0,382109164.

Com respeito a Gibbsianidade, aplicando o Teorema 2.5,

V.G.W'
lim P(Yo=1Y_,,1 =LY =02,,Y =0"Y, 41 =1) =

n,r— o0 )\1
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0.3321819125 0.5131303905 0.5

N ]: 427551358.
0.6178908 0,427551358

0.4300849736  0.6643638936 0.2
[ 04 03 } . .

Antes de apresentar o exemplo seguinte, observamos que, pelo Teorema 2.2, um processo Marko-
viano pode gerar, pela Transformacao Agregante (2.2), processos Markovianos de ordem 1 a k =
m — 1, nos demais casos serd de ordem infinita. O Exemplo 2.2 a seguir é uma aplicacao do Teo-
rema 2.2, Item 2. O Apéndice A sera ttil neste exemplo, o qual ilustra um processo Markoviano

k-agregavel.

Exemplo 2.2 Seja (X,,)nen wm processo Markoviano nao agregavel, estaciondrio, com espago de
estados A ={1,2,3,4,5} e matriz das probabilidade de transicao decomposta na forma (2.4)
[ P11 P12 P13 P14 P15 |

P21 P22 P23 P24 P25

pX _ | P11 |4
= | P31 P32 P33 P34 P35 | = W' P

P41 P42 P43 P44 P45

P51 P52 P53 P54 Pss

Suponha que a submatriz P seja primitiva com A\ > Ao = A3 = Ay = 0. Como os auto-valores de
P sao todos reais, P € triangularizdvel, e sua forma triangularizada apresenta os auto-valores na

diagonal principal. Por (2.5)

Pt(X)(l‘On-i,-]_l) — { p117 SeE N = —1

" !

Portanto,

v.Prw!
V.P 1
V.(C.ACY™ W
V.(C.AC)" T
V.C.AMC W'
V.CANC'T

Pt(X)(HOn—i-ll) _

Note que A satisfaz as condigées do Lema A.2. Vamos considerar os casos em que A possua uma,

duas e trés linhas nao nulas.
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1. Se A possui uma linha nao nula,

P=CA.C', onde A =

Al Q23 G214 Q25
0 O 0 0
0 O 0 0
0 O 0 0

Pelo Lema A.2, para todo n < oo, A"~ ! = A;‘_Q.A, entdo

No caso de n — oo

P (10m1) =

lim P*X)(1)0"1) =
n—oo

Logo t(X) é Markoviano de ordem 2.

24

V.(C.AML.Ch).W!
V.(C.An-1.C").1
V(CNIT2 A0 W
V.(CAT2ACN).T
V.(C.A.CH.W
V.(C.A.C".1
V.P.W'

V.P.1

P (1]0%1).

CXP2ALC
s W
Al

!
VC.QI.C W’

V.ic'fl'cl 1/

V.PW’
V.P.1
PX)(1]0%1).



2. Se A possui duas linhas nao nulas,

A1 Q23 Q4 G25
0 0 g3 g3
0 O 0 0
0 O 0 0

P=CA.C', onde A =

De modo semelhante, para todo n < oo, A"~ = /\71‘_3.A2, entdo

V.(C.AM ..
V.(C.An-1.C").1
V(CNIT3A2C) W
V(CA73.A2.07).1
V.(C.A%2.CH.W!
V.(C.A2.C").1
V.pP2.w’

V.P2.1'

= PX)(1]0%1).

PX)(1]0"1)

No caso de n — oo

CA"3.A2.C
V.lxli_l.W’
1

n—oo C.A;:jf?c'
1
C.A%.C! /
V.eSE W
V. C.A}E.C’ 1/
V.P2W'
V.P21’
= PX)(1]0%1).

2/

Logo t(X) é Markoviano de ordem 3.
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3. Se A possui trés linhas ndo nulas,

A1 Q23 Q4 G25
0 0 g3 g3
0 0 0 q45
0 O 0 0

P=CA.C', onde A =

Analogamente aos casos anteriores, pelo Lema A.2, A"~ = )\711_4.A3, entao t(X) é Markoviano

de ordem 4.

Podemos notar que o niimero de linhas nao nulas na forma triangularizada de P determina, de fato,

a ordem do processo markoviano agregado. m

O exemplo a seguir ilustra como a estrutura de uma matriz ciclica de indice m — 1, leva a nao
continuidade das probabilidades de transi¢ao do processo agregado ¢(X). O Teorema B.6 presente no

Apéndice B, apresenta a Forma de Frobenius de uma matriz ciclica, a qual sera tutil neste exemplo.

Exemplo 2.3 Seja (X,,)nen wm processo Markoviano nao agregavel, estaciondrio, com espago de

estados A ={1,2,...,m} e malriz das probabilidade de transi¢io decomposta na forma (2.4)
P11 p12 P13 ... Pis
P21 p22 P23 ... P25 v
PX= | pa ps2 P33 ... D35 | = pn/
. ) ) ) w' P
| P51 P52 P53 ... P55 |

Suponha que a submatriz P seja ciclica de indice h = m — 1, isto é, (m — 1)—ciclica. O processo
agregado t(X) possui probabilidades de transicao descontinuas.

Pelo Teorema B.6 podemos escrever:

[ 0 ps O |
0 0 pxu
P=C.A.C’', onde A = ! o0
0 0 0 ... DPm-im
[ Pm2 0 U

Aplicando (2.5) para as probabilidades de transi¢io do processo agregado t(X) teremos

V.P W V.(CAC) W' V.CAMNCLW!

HX) (1|11 — _ -
P ) = Y = VAo T VoA T
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Observe também que

0
0
m—1
Am_l = p23.P34. .. .. Pm2- - = H (pi,i+1)'pm2-l7
0 =2
L O -

note que H?;;l(pi’i_trl).pmg € uma constante nao nula ¢ I é a matriz identidade. Assim teremos
m — 1 walores alternados para as probabilidades de transicdo. Vamos mostrar que para todo k > 0 e
i={1,2,3,...,m— 1},

P (1]0km=1+1) = P(1]071). (2.18)

Vamos mostrar por inducdo em k.

1. (2.18) € vdlido para k = 0. De fato,

P(1]0%(m=DFi1) = Pp(1]0°1).

2. Suponha valido para k,
Pt(X)(HOk.(m—l)-Hl) _ Pt(X)(1|011)

Entao, para k+ 1, (2.18) € vdlido para i = 1, pois

V.(C.A.C")k+D(m=1)+0 7
V(c_A'C/)(k+1)(mfl)+0‘1/

k+1 vezes
V.(C.ACH™ L (Cc.ACH)™L L (c.ACH)™T (C.A.CHO W
V.(C.A.CHY™ L (C.A.CH™ L (C.A.CH™ (C.A.CT)0.1/

k+1 vezes
m—1 k+1 ,
V. (Hi:2 Pi,z‘+1-pm2.f> AW
k+1

V. <H:‘glpi,i+1pm2-1) I.1
V.IW'

VIl
= P*Xj0'1).

Pt(X) (1|0(k+1).(m—1)+1 1)
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Supondo vdlido para i = r, teremos

V.(C.A.C!EHD(m=1) 71 7
V(C.A.C’)(k+1)(m—1)+r_1'1,
V.(C.A.CYy LW
V.(C.A.CHr—1.1

P (1]071).

Pt(X) (1 |0(k+1).(m71)+r 1)

Entao para i =r + 1, teremos

V.(C.A.CT kD) m=1)+r py7
V.(C.A.CT)(k+1)(m=1)+r 7/

k+1 gezes
v.(c.ACH™ L (c.ach)™ L c.ach)™T (C.A.ChT W
v.(c.ACH™ L (c.a.cH)™ L (c.ach)™T (C.A.0N Y

k+1 vezes
m—1 i AYA /
V. (Hizg pi,i+1-Pm2-I) (C.ACHY W

m—1 k+1
V. (Hi:2 pi,i+1-pm2-I> (C.A.CHr Y
V.(C.A.C).(C.AC) LW
V.(C.A.C’).(C.A.C’)T—l_ll
— Pt(X)(HOr-‘rll)‘

Pt(X) (1 |0(k+1).(m71)+7‘+1 1)

Dessa forma, vé-se que hd m — 1 valores alternados para as probabilidades de transicao, logo ndo hd

convergéncia. |

O Exemplo 2.4 é uma aplicacdo do Teorema 2.3. Ele ilustra o fato de que, quando ha soma
constante, k, nas colunas de P, a condicao do Teorema 2.3 é satisfeita. Este exemplo é importante
por mostrar, novamente, como a condigdo do Teorema 2.3 é verificada e mostrar que a probabilidade

limite, neste caso, é dada por 1 — k.

Exemplo 2.4 Seja (X,,)nen um processo Markoviano nao agregdvel, estaciondrio, com alfabeto A =
{1,2,...,m} e matriz das probabilidades de transicao decomposta na forma (2.4).Suponha a submatriz
P ciclica de indice h, com soma constante k em suas colunas e cada bloco ciclico B; com dimensao
mTfl. Vamos verificar que, neste caso, a Condigcao (2.9) € satisfeita.

Escreva P na forma de Frobénius (2.10) apresentada na prova do Teorema 2.5.

Do mesmo modo, P" tem forma (2.12) e é primitiva com auto-valor mazimal igual a Al = kh,

onde k € o auto-valor mazimal dos blocos B;, pois, por hipdtese, temos soma constante k, nas colunas

de P. Entdo, pelo Teorema B.4
i \y) =
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Os blocos B; sdo matrizes primitivas e quadradas, entio quando n — oo, G* € formada pelos blocos
limites H = ¢;.4., na diagonal principal e zero nas outras entradas, onde ¢; e 1; sdo os auto-vetores
a direita e a esquerda, respectivamente, do i-ésimo bloco da diagonal principal de P", correspondente
a kM. Operando em blocos, escrevemos Vj e W!, i€ {1,2,..,h}, como subvetores, respectivamente,

V(R

v.(E) T P

de Ve W', com a mesma dimensio de B;. Entdo a expressao serd

h i ! n ™ ! h k3 " T— 'l
Vl-(LiiB‘) (ITi—, B)-Wj, + Va. (7 27 Bl) (ALEEBY) WL, + ... + V. (73’ Ly B) (Br. T12) By).W),

noB " hoB; B \" I\ r—
Vi (B2 ) (0T, B + Ve (=220 ) (T2 B+ + Vi (B“iB) (B T2} B)

Entao, como afirmamos anteriormente, limy,_, (%) = HY, limy, 00 (W) =H3, ..,
lim,,— 00 (BhHB> = Hjy . Logo
lim Pt(x)(l\On'M'H'll) _ Vi.Hy ([T )W+ Vo Hs ( Hr+l Wi, + ...+ Vu.Hy.(Br. [[1— 1B )W,
noe Vl-Hr(Hi , Bi) + Vo H3. <HT“B-) o4 Vi Hy (Bn. TIZ1 Bi)
_ V1~¢>1~w1-<H:=13 )W+ Vaba . (I1;%5 B)- Wi, + .-+ Vidn (B T1;Z) Bi)- Wy,
Vi (ITiy Bi) + Va0 (I, Bi) + -+ Vit (Bi- T BY)

Note que ¢; e 1; sio auto-vetores correspondentes a k. Como a soma nas colunas é constante,
Y = 1} é um auto-vetor de Bi, para todo i € {1,2,...,h}. Suponha, sem perda de generalidade que

1 =1, assim teremos

T T
o111 [[Bi = é1.11.B ][] B
=1 =2

.
= ¢1k1. ][ Bs
=2
.
= kH;. ][ B
sucessivamente, chegamos a
= k" .H}.

Para i # 1 o raciocinio é andlogo. Substituindo acima, teremos

Vl.kzr.Hf.ijl + Vo k" H5. W’ .+ Vhk".Hj. W’
Vi.km HY +Vo.k" H3 + ...+ Vh.kT.H;;

S Vi Hy W

hm Pt (1‘0” htr+1 1)

St ViH
V.G W'
V.Gl =C
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com C constante para todo r € N. Assim a Condicao 2.9 € satisfeita e as probabilidades de transicdo

do processo agregado sGo continuas. M

O Exemplo 2.5 a seguir ilustra o Teorema 2.4, mostrando que, quando a submatriz P é redutivel

ainda pode haver continuidade das probabilidades de transicao.

Exemplo 2.5 Considere o processo Markoviano X com espaco de estados A = {1,2,3,4,5,6,7} e

matriz das probabilidades de transicdo dada por

[ 02 03 01 02 01 0 0.1]
02 03 02 01 0 0.1 01
01 01 02 0 03 01 0.2

PX=1 0 0 0 04 06
03 0 0 02 05
07 0 0 0 0 03 0
(06 0 0 0 0 0 04

Note que para a parti¢ao {1},{2,3,4,5,6,7} a condigio de agregabilidade nao é satisfeita, o
processo agregado obtido nao € Markoviano de qualquer ordem, sendo um processo de ordem infinita.

Utilizando a abordagem matricial teremos

pi1 V
w' P

pPX =

Observando PX, verificamos que a submatriz P é redutivel e estd escrita na forma candnica (B.3)

(03 02 01 0 01 0.1 ]
01 02 0 03 0.1 0.2 Ty Tio Tz Ti
p_| 0 00406 0 0| _ |0 Tn 0 0
0 0 0205 0 0 0 0 Ty O
O 0 0 0 03 0 0 0 0 Ty
0 0 0 0 0 04

Como as submatrizes Too, T33, Tyq sdo todas primitivas. Pelo Teorema 2.4 devemos obter os seus
auto-valores, que sdo, respectivamente, A1 22 = 0.8 e A1 33 = 0.3, Ay aqa = 0.4. O bloco dominante

€ Too € M maz = 0.8. Assim, correspondentemente ao auto-valor mazimal obtemos os auto-vetores

0.8320503 0.4472136

= de T ¢ = e Th,. Assim
$maa [ 0.5547002 22 € Ymaz [ 0.8944272 2

0.372104 0.744208
0.248069 0.496139

Omaz -w;nax - [
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e calculando lim, o <>\1T22

n
) , teremos

,max

0.372104 0.744208 0 O

lim < Too )": 0.248069 0.496139 0 O
n—00 \ A mag 0 0 0 0
0 0 0 0

Obtendo (I — T11)~ L. T1a. limy, 00 ( I20 )n teremos

A1,22

0.082689741 0.165379593 0 O
0.103362093 0.206724574 0 0 |

Podemos agora calcular G

0 0 0.082698 0.165380 0 O
0 0 0.103362 0.206725 0 O
G 0 0 0.372104 0.744208 0 O
0 0 0.248069 0.496139 0 O
0 0 0 0 0 0
1 00 0 0 0 0 |

Finalmente, pelo Teorema 2.4

A 17!
lim P (1)0"1) = VEW"
n—00 V.G.1/

=0.2.

0 0 0082698 0.165380 0 0 0.2
0 0 0103362 0.206725 0 0 0.1
0 0 0372104 0.744208 0 0 0
[0.3 01 02 0.1 0 0.1]
0 0 0248069 0496139 0 0 0.3
00 0 0O 00 0.7
(00 0 0O 00 0.6
0 0 0.082698 0.165380 0 0 1
0 0 0103362 0.206725 0 0 1
0 0 0372104 0.744208 0 0 1
03 01 02 01 0 0.1 ].
0 0 0248069 0.496139 0 0 1
00 0 0 00 1
00 0 o oo |1
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Capitulo 3

Acoplamentos E Discrepancia Entre Processos De Reno-

vacao

Neste capitulo abordamos acoplamentos e a discrepancia entre processos estocésticos. Utilizamos
a nogao de processos agregados para obter resultados relacionados a este tema e construimos exemp-
los de acoplamentos entre processos binarios, que alcancam a minima discrepancia entre os processos
acoplados. Todos os processos mencionado neste capitulo sdo estacionarios.

Iniciamos nossa abordagem com algumas defini¢bes iniciais que foram extraidas e adaptadas a
partir de Fernandez et al. (2001) e Ellis (1980b).

3.1 Acoplamento De Renovacao

Definicao 3.1 Sejam dois processos estocdsticos X e Y com alfabeto A = {0,1} e distribuigoes
estaciondrias pux e py, respectivamente. Um acoplamento entre X e Y, denotado por Z = (X,Y),

é um processo com alfabeto A x A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, cujas marginais sGo pux e fry.

Acoplar dois processos estocéasticos significa construi-los simultaneamente utilizando o mesmo
procedimento aleatorio. Se X e Y sdo dois processos estocasticos estacionarios, com mesmo alfabeto

finito A, ao acoplarmos X e Y, obtemos um processo Z com alfabeto A x A, tal que,

> pzla,b) = py () (3.1)

a€A

S naa,b) = ux(a) (32)

beA

para todo a,b € A.

Acoplamento Markoviano e acoplamento de renovacao sdo definidos a seguir.

Definicao 3.2 Sejam dois processos estocdsticos X e Y com alfabeto A = {0,1}. O processo Z =
(X,Y) com alfabeto A x A ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} € um acoplamento Markoviano, se Z é um

processo markoviano e é um acoplamento entre X e Y de acordo com a Definicao 3.1.
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Definicao 3.3 Sejam dois processos de renovac¢io X e Y com alfabeto A = {0,1}. O processo
Z = (X,Y) com alfabeto A x A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} é um acoplamento de renovagao, se
€ um processo de renovag¢do de acordo com a Definigio 2.1, e é um acoplamento entre X e Y de

acordo com a Defini¢do 3.1.

3.2 Discrepancia Entre Processos De Renovacao

Considere dois processos de renovacdo X e Y com medidas estacionarias ux € gy, respectiva-

mente. Seja Cxy o conjunto dos acoplamentos entre X e Y.

Definic¢ao 3.4 Dados dois processos X e Y, seja Cxy o conjunto dos acoplamentos entre X e Y.
Defina a fungdo

d: Cxy — [0,1], dada por d(Z) = Zuz(a, b), para todo a,b € A,Z € Cxy.
a#b

Neste caso d(Z) é a medida dos pares de simbolos do processo acoplado cujas coordenadas de X

e Y sao diferentes. d(Z) sera chamada de discrepancia entre X e Y alcancada pelo acoplamento Z.

Definicao 3.5 A distincia d entre X e Y, denotada por d(X,Y), ¢

d(X,Y) = inf{d(Z) : Z € Cxv}. (3.3)

Definicao 3.6 Sejam X e Y processos Markovianos. Considere Mx y o conjunto dos acoplamentos

Markovianos entre X e Y. A distdncia Markoviana entre X e Y € definida por:
dM(X,Y) = inf{d(Z) VS Mxyy}. (3.4)
Definicao 3.7 A distdncia de particdo entre os processos aleatérios X e Y, € definida por

dp(X,Y) =1~ min{ux(a), uy(a)}, (3.5)
acA

onde ux e py sao as medidas estaciondrias de X e Y, respectivamente.

No caso binario, a distancia de particao é dada por

B(XY) = 1- 3 minfux(a), sy (a)}
acA

= 1 —min{ux(0), py (0)} — min{px (1), py (1)}
= max{px (1), py(1)} — min{px (1), py (1)}
= px (1) = py (1]
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NOTA: Entre dois processos estacionarios a distancia de particdo representa a diferenca entre
as medidas estacionarias de cada simbolo nos processos. Note que essa medida nao tem nenhuma
relacdo com os acoplamentos, leva em consideragdo apenas as medidas marginais dos dois processos
considerados. Se existir um acoplamento que alcanca a distancia de particdo, entdo também alcanca
a distancia d. De fato, suponha pux(1) < py(1) (o caso ux(1) > py(1) é analogo), entdo para

qualquer acoplamento Z € Cxy, temos
(X, Y) = 1= min{ux (i), py(i)}
€A

= 1—min{ux(1),uy(1)} — Z min{px (), py (i)}

i€A\{1}

px (i Z min{px (i), oy (i)}

I
NE

@
||
N

I

s
[|
)

(x (i) — min{ux (i), py (i) }) < Z |px (i) — py (7))

(MZ(iv k) - :U’Z(kv Z)) |

I
Djs
NE

~.
|

[}
i
N

m

,(nz (i, k) = pz(k, i) ZZ pz (i, k) + pz(k, i)
i=1 ki

|

Il
Qo
—~ |l
N

~
. o
*

Portanto, se um acoplamento alcanca a distancia de particio, alcanca também distancia d, porém
& possivel alcancar a distancia d sem alcancar a distancia de particdo, como ilustrado por Ellis (1976)
(pag.439). Devido a facilidade no célculo da distancia de partigdo, utilizaremos em muitos casos a

comparacao com ela em nossas analises.

Teorema 3.1 Sejam dois processos X e Y com alfabeto {0,1}. Se o acoplamento Z entre X ¢ Y
alcanca a distancia d, entdo uz(1,1) >0 e uz(0,0) > 0.

Prova do Teorema 3.1

Suponha que pz(1,1) = 0. A discrepancia entre X e Y alcancada por Z ¢ dada por

Pela definicao de acoplamentos

pux (1) = pz(1,0) + pz(1,1) = uz(1,0)

py (1) = pz(0,1) + pz(1,1) = pz(0,1).
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Portanto,
d(Z) = px (1) + py (1).

Tome outro acoplamento W entre X e Y com py(1,1) > 0. A discrepancia alcancada por esse

acoplamento é dada por
d(W) = uw(1,0) + pw(0,1),

pela definicao de acoplamentos

px (1) = pw(1,0) + pw(1,1)

pry (1) = pw(0,1) + pw (1, 1).
Entao
d(Z) = px (1) + py (1) = pw (1,0) + pw (0,1) + 2.pw (1, 1) > d(W),
pois puw(1,1) > 0.
O argumento para p(0,0) é analogo. m
3.3 Transformacao Agregante E Distancia De Particao

Sejam X e Y, processos Markovianos com alfabeto finito A = {1,2,3,...,m} e medidas esta-
cionarias ux e py, respectivamente. Suponha que Z = (X,Y) seja um acoplamento entre X e Y
com alfabeto A x A e medida dada por uz. Considere uma particio A = A1 U As U...U Ay, tal que
A;NAj =0, para algum A; unitario, com i < k.

Seja B ={1,2,3,...,k} com k < m, defina a Transformac¢ao Agregante ¢ : A — B por

= il(a € 4). (3.6)
i€B

Defina a Transformacao Agregante Estendida T: Ax A — B x B por

T(a,d)= > (i,4)I(a € A4:)I(d € Ay). (3.7)

(4,5)€B2

Defina o e ¢’ por

o(pux, py) me > ux(a), Y py(a) p = >0 min{ux(a), py(a)} (3.8)

ac€A; acA; i a€A;

o(uz)= Y pzlab) - Z > uzlab). (3.9)

a#b,a,beEA i,j a€A;,bEA; i#]
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Lema 3.1 Sejam X e Y processos Markovianos. Suponha que exista um acoplamento Z = (X,Y)
que alcanga a distdncia de partigio entre X e Y. Se o(ux, py) = o' (uz), entio o acoplamento T(Z)
alcanga a distancia de particao entre t(X) e t(Y).

Prova do Lema 3.1
A distancia alcancada pelo acoplamento Z sera dada por d(Z) = Za# pz(a,b). Como alcanca
a distancia de partigao entre X e Y, pela Definig¢ao 3.7,

Az) = Y palad)

a,beA,a#b
= dp(X,Y)

= 1-— Zmin{ux(a),MY(G)}

a€A

= 1-) > min{ux(a), py(a)}.

i a€A;

A disténcia alcancada pelo acoplamento T'(Z) seré dada por

T(Z) = Z MT(Z)(lJ

1,JEBi#]

= > > pzled) <) pzad)
i,JEB a€A;,a’ €A i#] aa’

— d2Z).

Vamos obter agora a distancia de particao entre ¢(X) e t(Y),

dp(t<X)at(Y>) = 1- Zmin{,ut(x) (4), He(Y) (1)}

i€B

= 1= wind S x(@), Y wvle) g <1- 303 minfux(a), py(a)}
i€EB a€A; a€A; i€EB a€A;

= dp(X,Y).

Como Z = (X,Y) alcanca a distancia de parti¢do entre X e Y e usando a hipotese, o(ux, py) =
o'(uz), teremos

0=dp(X,Y)=d(Z) = 1= Y min{ux(a),py(@)} = Y pzla,b)

i a€A; a,beA,a#b

o(px, wy) — me > wx(a), Y pyla) p =YY minfux(a), py(a)}

a€A; a€A; i a€A;
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— Z ,u,z a, b Z Z NZ(av b)

a,bEA,a£b i,j a€AybEA; it]

Rearranjando os termos, teremos

1—Zmlﬂ Z px(a Z py (a :Z Z pz(a,b)

a€A; acA; ij a€AybEA; i)

logo dy(t(X), H(Y)) = d(T(Z)). m

Considere a seguinte condicao de ordenagao sobre a particao de A
Condicao 3.1 Para cada subconjunto A; da particao de A, px(a) < py(a), para todo a € A;.

Teorema 3.2 Sejam as transformagées sobrejetivas t e T, definidas em (5.6) e (3.7), respectiva-
mente, cuja particao satisfaz a Condi¢ao 3.1. Se o acoplamento Z = (X,Y) alcanca a disténcia de

parti¢ao entre X e Y, entao o acoplamento T(Z) alcanca a disténcia de particao entre t(X) e t(Y).

Prova do Teorema 3.2
Pela Condigao 3.1 para cada ¢ € N, sabemos que pux(a) < py(a) para todo a € A;, consequente-
mente ), 4 pix(a) <3 c 4. fy(a) para todo i € N. Neste caso,

dp(t(X),1(Y)) = 1= ming > ux(a), Y py(a)

i€B aEA aEA
- 1_ Z Z min{yux (a), py(a)}
A,L' aEAi
= dp(X,Y).

Como d(T'(Z)) < d(Z) = dp(X,Y) entdo o acoplamento 7'(Z) alcanca a distancia de particao entre
t(X)et(Y). m

3.4 Transformacdo Agregante E Distancia d

Proposicao 3.1 Sejam X e Y, processos Markovianos com alfabeto finito A = {1,2,3,...,m}.
Considere a Transformacao Agregante dada por (2.2) e T, Transformagao Agregante Estendida
definida por (3.7). Se o acoplamento Z = (X,Y) alcanga a distincia d entre X e Y, e

>, oz > > psab) (3.10)

a,be A\{1},a#b a,be A\{1},a##b

para qualquer § € Cxy, entio o acoplamento T(Z) alcanga a distancia d entre t(X) e t(Y).
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Prova da Proposicao 3.1

A distancia alcancada pelo acoplamento Z é

d(Z> = Z ,U'Z(av b)

a,beA,a#b
= Y pz@D)+ D opz(Lb)+ > pzleb) =dX,Y).
acA\{1} beA\{1} a,be A\{1},a£b

Note que
S ala,b) = py (b)

a€A

> pala.b) = px(a)

beA

para todos a,b € A.
Considerando a Transformagao T' definida por (3.7), a distancia alcancada por este acoplamento

serd dada por

d(T(Z)) = prez)(0,1) + ppz)(1,0)

= > pzla)+ > uz(Lb).

acA\{1} be A\ {1}

Suponha, por contradicio, que T'(Z) ndo alcanca a distancia d(¢(X), #(Y)), entdo existe 7, acopla-
mento entre t(X) e t(Y), tal que
d(T(Z)) > d(7).

Assim
pr(z)(0,1) + prz)(1,0) > p(0,1) + p-(1,0).
Portanto, existe § € Cxy tal que

Z ,U'Z(a7 1)+ Z MZ(Lb)+2NZ(171)_2MZ(171)
acA\{1} beA\{1}

> Z /Lg(&,l) + Z ,u(;(l,b)+2.,u5(1,1) _2'M5(171)'
acA\{1} beA\{1}
Neste caso,

px (1) + py (1) = 2.02(1,1) > px (1) + py (1) — 2.p6(1, 1)

e consequentemente
/Lz(lal) <1UJ5(171)7 (311)
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onde J é obtido pela imagem inversa de 7 pela Transformacao Agregante 7. Analogamente

pr(z)(0,1) + pp(z)(1,0) > p(0,1) + pr(1,0)
implica que
tr(z)(0,1) + pr(z)(1,0) + 2.4z (0, 0) — 2.7z (0, 0)
> MT(Ov 1) + /1'7'(17 0) + 2:”'7’(07 0) - 2“7’(07 0)

Assim,

S opx(@)+ Y py(d) = 2.u7z)(0,0) > Y px(a)+ D> py(b) — 2.4.(0,0)
acA\{1} beA\(1} ac {1} bEA\{1}

pr(z)(0,0) < p17(0,0).

Consequentemente teremos

Z uz(a,a) + Z pz(a,b) < Z ps(a, a) + Z ps(a,b). (3.12)

acA\{1} a,be A\{1},a#b acA\{1} a,be A\{1},a#b

Somando (3.11) com (3.12), teremos

/Lz(l,l)—l- Z ,uz(a,a,)+ Z MZ(avb)<M6(1>1)+ Z ﬂ5(a7a)+ Z /L5(a7b)7

acA\{1} a,be A\{1},a#b acA\{1} a,be A\{1},a#b

por (3.10), teremos, finalmente

MZ(171)+ Z Mz(ava)<,u5(lvl)+ Z M5(ava)

acA\{1} acA\{1}
e d(Z) > d(9). Contradicao. m
Antes de desenvolvermos a se¢do seguinte, apresentamos a Proposi¢do 3.2 que nos da a relagdo

existente entre a distancia Markoviana e a distancia entre processos de renovagao agregados, nos

moldes construtivos que estamos trabalhando.

Defini¢ao 3.8 Sejam t(X) e t(Y), processos de renovacao gerados a partir de X e Y, respectiva-
mente, pela Transformagao Agregante (2.2). Seja Z um acoplamento Markoviano entre X e Y. Seja
T(Z) o processo de renovagao gerado a partir de Z pela Transformacao Agregante Estendida (3.7).

A distdncia entre processos de removacdo agregados € definida por

d, (+(X),+(Y)) = inf{d(T(Z)) : Z € M(X,Y)}.
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Vamos chamar a distancia entre processos de renovagdo agregados de Distdncia de Renovagdo,

com a notacao acima.

Proposicao 3.2
dr (t(X), 1(Y)) < du(X,Y),

onde dyr € a distancia Markoviana definida em 3.6.

Prova da Proposicao 3.2

Sejam os processos Markovianos, X e Y com alfabeto A = {1,2,...,m} e sejam ¢(X) e ¢(Y) os
processos de renovacao com alfabeto B = {0, 1} obtidos pela Transformacao (2.2).

Considere Z o acoplamento Markoviano entre X e Y que alcanca a distdncia Markoviana
(dp(X,Y)), entdo

1,JEAIF£]

Note que os pares de simbolos discrepantes (7,7),7 # j com 4,7 # 1, deixam de ser discrepantes

quando aplicamos a Transformagao (2.2), pois t(i) = t(j) = 0, sempre que i,j # 1. Por esse

argumento,

dM(X7 Y) > Z Mt(Z)(iv J) - dr(t(X)7 t(Y)>
1,JEB,i#£]

Podemos observar que a distancia de renovacao s6 se iguala & distancia Markoviana quando
tivermos pz(4,j) = 0, sempre que ¢ # j com 4,5 # 1, caso contrario d,(¢(X),#(Y)) < du(X,Y).
Note entdo, que é possivel que o acoplamento Markoviano ndo alcance a distancia d, enquanto que

o acoplamento de renovagao a alcanca, isso € ilustrado pelo Exemplo 3.2.
3.5 Condigao De Ordenacao E Acoplamentos De Renovacao

Galves et al. (2010) construiram um acoplamento estacionario alcangando a distancia d entre

pares de processos bindrios de ordem infinita ordenados no seguinte sentido,

2=k < yTh = PXUezl) < PY(1ychy). (3.13)

oo

O Exemplo 3.1 ilustra o fato de que esta condi¢do de ordenacdo, ndo é necessaria para que um

acoplamento entre processos de renovacao alcance a distancia d.

Exemplo 3.1 Sejam dois processos Markovianos U e 'V, com alfabeto B = {1,2,3} e probabilidades
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de tramsicio dadas, respectivamente, pelas matrizes

B 1-p 0
PU = | o 0 1—«o
B 1-p 0
€
B 1-8 0
PV=|da 0 1-d
B 1-p 0

com o << a.
Tomemos os processos de renovagdo X = t(U) e Y = t(V) com alfabeto A ={0,1}, obtidos pela
Transformagao Agregante (2.2). Seja o acoplamento Markoviano padrio W = (U, V) com alfabeto

B x B, cujas probabilidades de transicdo sdo dadas pela matriz

80 0 01-8 0 0 0 0 |

o 0 B-a 0 0 1-580 0 0

B0 0 01-8 0 0 0 0

PV U,V = B a—B 0 0 0 0 0 1l-a 0
o 0 a—ao 0 0 0 0 0 Y

B0 0 01-8 0 0 0 0

o 0 B-a 0 0 1-580 0 0
80 0 01-8 0 0 0 0

Tomemos agora o processo de renovacao Z = T(W) com alfabeto A x A, obtido pela Transformagao

Agregante Estendida (3.7). Neste caso, Z alcanga a distincia d entre X e Y.

Este exemplo é uma aplicacao do Teorema 3.2.

Observando as matrizes de transicdo de U e V, obtemos as medidas estacionarias

a+6—a61—ﬁ(1—®0—5»
2-8 '2-8" 2-8

(hu(1), pu(2), pu(3)) = (

& +B—a'B1-B8 (1-a)(1-B)
25 '2_5 28 ‘

Construimos os processos de renovacao através da Transformacdo Agregante (2.2): X = ¢(U) e

(v (1), oy (2), v (3)) = (

Y = t(V). As medidas estacionarias dos processos de renovacao gerados por esses processos serao,

respectivamente

atf—ap (2—0)(1—5))

(U, x(0) = (Voo (2)+ o (3) = (51527, C= 0
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(MY(l),MY(O)) = (;U'V(l)y,tlv<2) +MV(3)) _ <o/ + 06— O/,B (2 — a’)(l — ﬂ)) ‘

2—-8 2—-p
Podemos calcular a distancia de particio utilizando a Definicao 3.7. E facil ver que as distancias de

particdo, Markoviana e de renovagdo, sdo iguais e dadas por

%aLvy:%ong:“_gﬁﬁ_dx

Vamos verificar que a Transformagao Agregante (2.2) satisfaz a Condigao 3.1. De fato, tome
a particao: A; = {1} e Ay = {2,3}, note que py(l) < pv(l) ou pu(l) > pv(l) em A;, como
pu(2) = pv(2) o mesmo acontece para os elementos de As. Entdo como o acoplamento Markoviano
W = (U, V) alcanca a distancia de particao entre U e V, pelo Teorema 3.2 o acoplamento de
renovacao Z = T(W) obtido pela Transformagao Agregante Estendida (3.7) alcanca a distancia de
particao entre X =t(U) e Y =¢(V). =

Pelo Exemplo 3.1, podemos concluir que a Condigao De Ordenacao (3.13) nao é uma condicao
necessaria entre dois processos de renovagdo, para que exista um acoplamento que alcance a dis-
tancia d. Como no exemplo em questdo, temos o/ < B < «. Se considerarmos a sequéncia de

passados:z_L. = 0001 de X e y:go = 0011 de Y. Temos que z_. < y:;o, mas

o0 o0

PX(1zZL) = PY(1ly=L).

o0

O exemplo seguinte mostra um acoplamento de renovacao entre pares de processos de renovacao,

que alcanca a distancia d, sem, porém, satisfazer as condi¢des do Teorema 3.2

Exemplo 3.2 Sejam dois processos Markovianos U e 'V, com alfabeto B = {1,2,3} e probabilidades

de tramsicdo dadas, respectivamente, pelas matrizes

B 1-5 0
PY=1 a 0 11—«
B 1-5 0
€
g1-p 0
PP=|a 0 1-a
g1-p 0

com 3 < a < B.
Tomemos os processos de renovacio X = t(U) e Y = t(V) com alfabeto A = {0, 1}, obtidos pela
Transformacao Agregante (2.2). Seja o acoplamento Markoviano padrao W = (U, V) com alfabeto
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B x B, cujas probabilidades de transi¢cdao sdo dadas pela matriz

[ 8 B-8 0 ]
«a 0 b -«
g B-p 0
goa-p" 0
PYUV)=| a 0 0
goa=p" 0
g B-p 0
o 0 8 —a
g B-p 0

o O O O O O o o o
o O O o O
o O O O O O o o o
(]
—_
|
Q

Neste caso, Z € um acoplamento de renovagao entre os processos de renovacdo X e Y, que alcanca

a disténcia d.

Inicialmente vamos mostrar que Z é de fato um acoplamento entre os processos X e Y. Para isso
mostraremos que pux e py sao marginais de ugz utilizando (3.1) e (3.2).

Calculando as medidas estacionarias de U e V obtemos

a+B-—aB 1-8 (1-8)(1-a)
2—-8 2-p 2-p
at+f —apf 1-5 1-5)1-«a)
2—-p  2-p" 2-—p '
Pela Transformagcao Agregante (2.2), obtemos as medidas de X e Y

(MUU)MHKQLMUCQ)::<

(v (1), oy (2), v (3)) = <

waUMm@»:<a+5—aﬂ(1—m@—a»

2-5 ' 2-3
e (e (0)) = (2 = PE=0))

Da mesma forma, calculamos as medidas de probabilidade do acoplamento W

(/’LW(L1)7MW(172)7NW(173)7NW(271)7/1’W(272)7/1’W(273)7MW(37 1)71“W(372)7MW(373))
_ (aﬁ’—a—ﬁ' af —af = BB —af® +app' + > 2 - BB +apf —ap
2-p 7 B2-p)2-75) TBE-8)(2-p)
B2 —p* =288 +B+5 (1-5)(B-5) 0. B~ A1 —a)(1-5)
B2-p2-p) TB2-p)2-p)" (@B-p)2-8)
B—aB =B +af®+ 8 —ap =288 - 2088 + 56 - aﬁ%’)
B2-p)2-75) '

707
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Assim, o acoplamento de renovacao Z = T(W) tera medida estacionaria

(1, 1), p1,0), 0. 1) p(0.0) = (“F 70 O g BEQCZ),

Entao

px (1) = pz(l,1) + pz(1,0)

atp —ap n 2-a)(B-8)
2-p (2-8)2-75)

a+p—ap

2—-8

px(0) = pz(0,0) + pz(0,1)
(2-a)(1-5)

= a—g 10
_ 2-a0-p)
2-8

Da mesma forma temos

MY(l) = MZ(1’1)+:U’Z(O71)
a+pf -af
a+p —apf
PP

py(0) = pz(0,0) + pz(1,0)
2-a)1-8)  2-a)(B-8)

- T 2-5  T@E-pe-g)
_ 2-a)-p8)
2-p3

Portanto Z é acoplamento entre X e Y. Z é também um processo de renovacao pois possui um
subconjunto unitario {(1,1)} na particdo de B x B.
Vamos verificar agora o alcance & distancia d. Podemos calcular a distancia de particdo utilizando

a Definicdo 3.7. E facil ver que as distancias de particio sio dadas por

dy(U, V) = d,y(X,Y) = (é N Z;g:g;
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O acoplamento W tem discrepéincia

B2+ a—2B)+B'(2—a—26+ 3%
B2—p)2-p) ’

A(W) =

que nao alcanca a distancia de particao.
Utilizando raciocinio andlogo, vé-se que acoplamento de renovacao alcanca a distancia de particao

e a distancia d, isto é

Algumas observacdes devem ser feitas em relagdo ao Exemplo 3.2
1. Os processos X e Y nao satisfazem a Condi¢ao De Ordenacao (3.13).

2. Note que o acoplamento de renovacido Z alcanca a distancia de particido e a distancia d no
caso ' < a < B. Nos demais casos nao é dificil mostrar que a distancia de particao nao ¢

alcancada.

3. O acoplamento Markoviano W néo alcanca a distancia d, enquanto o acoplamento de renovacao

Z a alcanca, sendo assim, uma ilustracdo da proposicao 3.2.

Uma observacao em relagao a ambos os Exemplos, 3.1 e 3.2, é que eles possuem probabilidades
de transicao descontinuas. Um tema interessante de pesquisa é tratar apenas dos casos continuos e

verificar se a Condi¢ao De Ordenacao (3.13) é necessaria ou se ha outra condi¢do melhor.
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Capitulo 4

Conclusao

A area de processos estocasticos de ordem infinita, acoplamentos e distancia d, tem sido objeto

de estudo de muitos pesquisadores. As principais contribuicoes desta tese sao

e Utilizagdo de uma abordagem matricial para processos de renovagao binérios, obtidos a partir
de um processo Markoviano através da Transformacao Agregante (2.2), a qual permite o calculo
mais simplificado das probabilidades de transicdo, bem como a percepcao das condigdes para

a agregabilidade, k-agregabilidade, continuidade e Gibsianidade.

e Obtencao de condicoes necessarias e suficientes para que um processo de renovacao bindrio,
obtido por agregagdo de estados a partir de um processo Markoviano com alfabeto finito,
possua probabilidades de transicdo continuas. Assim como, obtencao de condigoes suficientes

para a Gibbsianidade do mesmo processo.

e Estudos sobre acoplamentos de renovacao que alcancam a distancia d, utilizando agregacao de

estados por uma transformacao agregante.
Outros temas de pesquisa que esta tese sugere sao

(1) Estudar processos de renovagao nao binérios, obtidos através da Transformacdo Agregante (2.2).
Desenvolver uma abordagem matricial equivalente e buscar condigdoes para que o processo
agregado continue Markoviano de ordem finita £ > 1, bem como para a continuidade das
probabilidades de transicao. Estudar, neste caso, as condi¢oes para a Gibbsianidade de medidas

do processo de renovacdo nao bindrio, obtido com este procedimento.

(2) Determinar sob que condicdes a distancia d é alcancada por um acoplamento de renovacio, entre
dois processos de renovacao binarios com probabilidades de transicao continua. Esta condicao
se estende a processos nao binérios? A continuidade das probabilidades de transi¢do garantiria
que a Condicao De Ordenagao (3.13) fosse necesséria e suficiente para o acoplamento alcangar

a distancia d?

(3) Buscar uma generalizacao para processos de renovagao obtidos por uma transformacao agre-

gante, a partir de um processo Markoviano com alfabeto infinito enumerével.
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(4) Generalizar o estudo realizado nesta tese considerando uma transformacao nao deterministica,

mas uma transformacgado aleatéria qualquer.
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Apéndice A

Algebra Matricial

Matrizes é o conjunto de niimeros reais (ou complexos) distribuidos em m linhas e n colunas, com
m,n € N. Algumas poucas propriedades de matrizes serdo revistas neste apéndice, sendo extraidas
principalmente de Lima (1996) e Rencher & Schaalje (2008). A notagao natural de uma matriz é
P = (aij)mxn, com i € {1,2,...,m} e je{l,2,...,n}.

As operacoes de adicdo de matrizes, multiplicacdo por escalar e a multiplicacdo de matrizes
podem ser combinadas de varias maneiras, e essas operacgoes satisfazem a vérias propriedades que
nos sao familiares. Gostariamos de mencionar algumas.

Multiplicagao de Matrizes

Para multiplicar a matriz P pela matriz () de maneira a formar o produto P.Q, a dimensdo das
colunas de P deve ser igual & dimensao das linhas de Q. Portanto, seja P uma matriz m X n e seja

@ uma matriz n x p. Entdo, a multiplicacao de matrizes é definida como

PQ = Z aik.bkj.

k=1

Em outras palavras, o (i, j)-ésimo elemento da nova matriz P.Q é obtido pela multiplicagao de cada
elemento na i-ésima linha de P pelo elemento correspondente na j-ésima coluna de () e somando
esses n produtos. Também podemos multiplicar uma matriz e um vetor, basta tratar o vetor como
uma matriz-coluna n x 1, ou como vetor-linha 1 X n e considerar as mesmas condices e defini¢ao
acima.

Poténcia de uma Matriz Quadrada de Ordem m

P’=1,
pl=p
P?2=PP
P3=PPP

Pk = pk-1 p = p pk-1
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Toda matriz quadrada P comuta com qualquer poténcia n de P, n € N.

A seguir apresentamos alguns resultados que serao tuteis nas provas dos resultados desta tese.

Lema A.1 Seja P = (a;;) uma matriz quadrada de ordem m com termos 0 < a;; < 1, tal que P

possui uma tinica coluna (ou linha) ndo nula, digamos ay, entao
n _ n—1
P"=a;, ".P
para todo n € N.

Prova do Lema A.1l

Facamos a demonstragdo por inducao em n.

1. O Lema A.1 é vélido para n = 0 e n = 1 de modo 6bvio. Vamos mostrar que é valido para
n = 2. De fato, considere, sem perda de generalidade, que apenas a primeira coluna a ; nao

seja nula, entao

all 0 0
asi 0 0
P = ,
Am1 0 0
assim
a%l 0
9 a11.a21 0O ... 0
P° = X . . X = CL11.P.
a11.-Am1 0O ... 0

2. Supondo o Lema A.1 valido para n, isto é, P" = a?fl.P. Entao para n + 1, teremos

1 -1 -1 p2 -1
P = prp =g PP =al P =al i P =y P.

Lema A.2 Seja P = (a;j) uma matriz quadrada de ordem m, com termos 0 < a;; < 1. Se P €
triangular superior (ou inferior) tal que, para algum h € {1,...,m}, apy, # 0 € a;; = 0, para todo i #

h,i=1,...,m entao

para todon € N, onde k <n é o numero de linhas négo nulas e n > m.

Prova do Lema A.2

Faremos a demonstracao por induc¢do em n.
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1. De modo ébvio, o Lema A.2 é valido para n = 0 e n = 1. Vamos mostrar que ¢é valido para
n = 2. De fato, como k < n, a condi¢do implica que P possui uma Unica coluna nao nula e,

pelo Lema A.1, o resultado segue.

2. Suponha o Lema A.2 valido para n, isto &, P é triangular com a; = 0, para todo i # h,i =
1,...,m. Suponha, sem perda de generalidade, que P, possua as k < m — 1 primeiras linhas
nao nulas. Entao

_ —k pk
P" = ay, " .P".

Portanto para n + 1 teremos
+1 _ _ —k pk _ —k pk+1
P"" = P".P=a;,".P".P=ay,".P"",
como k + 1 > k, novamente temos a hipétese indutiva,

_ n—k ktl-k pk _ n+l-k pk
=ay, -ap,  PY=ay; P,

que encerra a prova.
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Apéndice B

Teorema De Perron-Frobénius

Quando o alfabeto de um processo Markoviano é finito, podemos contar com os resultados de
algebra linear para estudar o seu comportamento assintético. Realmente, esse comportamento, no
tempo n, é totalmente descrito pelo comportamento da n-ésima poténcia da sua matriz de transicao,
P. O Teorema de Perron-Frobenius descreve a auto-estrutura de matrizes nao negativas, e portanto,
descreve tudo que precisamos saber para entender o comportamento assintético dos processos Marko-
vianos estudados nesta tese. Uma revisdo basica da Teoria de Perron-Frobénius apresentada neste
apéndice foi extraida de Brémaud (1999), Meyer (2000) e Seneta (2006).

O principal resultado de Perron e Frobenius, é que a convergéncia para um estado de equilibrio
de um processo Markoviano é geométrica, com uma taxa relativa igual ao médulo do segundo maior
auto-valor.

Algumas defini¢bes precisam ser introduzidas neste momento.

Definicao B.1 Uma matriz permutacao é wma matriz quadrada, bindria, que quando multiplicada,
simultaneamente, & direita e & esquerda tem o efeito de gerar uma permutacdo nos elementos de um
vetor, ou entre as linhas ou colunas de wma matriz. E formada apenas de zeros e uns, sendo o valor

de apenas um elemento por linha e por coluna igual a um.

Em particular, uma matriz permutacio C' é uma matriz ortogonal, de modo que C~! = C’, isto
é, a inversa de C' é também uma matriz de permutacao. Uma matriz transposi¢cao 7' é um caso bem
particular de matriz permutacdo, que é igual a matriz identidade exceto em duas posicoes, sendo,
entdo uma matriz simétrica. O efeito de multiplicar uma matriz P por uma matriz transposicao
a esquerda é trocar a posicao de duas linhas da matriz P, e a multiplicagao de P pela matriz de
transposicao a direita troca a posigdo de duas colunas de P. Uma propriedade importante da matriz

permutacao é que toda matriz permutacao C' é o produto de matrizes transposicdo. Assim, a matriz

é obtida pela permutacao de linhas e colunas de P, de tal forma que nenhum elemento é criado ou

perdido.
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Definicao B.2 Uma matriz Py, xm ndo-negativa € dita ser Redutivel se existe uma matriz-permutacdo

C tal que
Py Pro

P=CTI.C’, ondeT =
0 Py

)

onde P11 € Pryy, Pao € P(nfr)x(nfr)v e Py € Prx(nfr)-
Definicao B.3 Uma matriz Ppxm ndo-negativa é dita ser irredutivel se nao for redutivel.

Uma consequéncia imediata da definicdo é que, para que a matriz P, quadrada de ordem m, seja
redutivel, ela deve ter pelo menos m — 1 zeros.

A prova dos teoremas e corolarios relacionados a Teoria de Perron-Frobenius, abaixo, sdo encon-
trados em Kitchens (1998), Bréemaud (1999), Meyer (2000), Seneta (2006) e Noutsos (2006).

Os auto-valores de uma matriz quadrada real P sdao ndmeros complexos e determinam o raio

espectral da matriz. Ordenando todos os auto-valores A1, Ao, ..., A, da matriz P de tal forma que
IA1] > | A2l = A3l = ... > |- (B.1)

Definimos o raio espectral da forma a seguir.

Definicao B.4 O raio espectral de uma matriz Py, denotado por p(P) é dado por
p(P) = |-

Definicao B.5 O espectro de uma matriz Ppxm € 0 conjunto de todos os auto-valores de P.

Definicao B.6 O circulo espectral de uma matriz Ppxm € 0 mddulo do auto-valor de maior valor

absoluto(\1).

Através da teoria de Perron-Frobenius podemos concluir que P", com n — 00, é controlado pelo
auto-valor de maior valor absoluto. O Teorema de Perron-Frobenius nos fornece as propriedades
dos auto-valores e de seus respectivos auto-vetores. Apresentamos duas versoes deste importante
teorema, a primeira versao é para matrizes positivas, trata-se do Teorema de Perron, Perron (1907),
apresentada no Teorema B.1, e a segunda para matrizes nao negativas, tratando-se do Teorema de

Perron-Frobenius, Frobenius (1911), apresentada no Teorema B.2.

Teorema B.1 Seja P xm uma matriz positiva. Entdo
1. P tem pelo menos um auto-valor real positivo, o maior auto-valor positivo € o raio espectral

p(P).

2. A\ € um auto-valor simples de P, isto é, é uma raiz simples do polinémio caracteristico de
P, gerando o auto-espago de P de dimensao 1 (chamado auto-espaco direito). Analogamente

teremos o auto-espago de P’ de dimensao 1 (chamado auto-espago esquerdo).
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3. O auto-vetor ¢ correspondente a A1 € positivo, isto €, suas coordenadas sio estritamente

maiores de zero.
P.¢=X.¢, com ¢ > 0.

4. Nao eziste outro auto-vetor positivo de P, exceto ¢’ = c.¢, ¢ € N.

5. A1 € o tnico auto-valor sobre o circulo espectral de P.

O maior auto-valor de P é chamado de Auto-valor de Perron-Frobenius, o qual denotaremos
por Ai.

Considerando agora a matriz P com, pelo menos uma entrada nula, a proposi¢do B.1, a seguir,
mostra que o Teorema B.1 se estende para matrizes nao-negativas sacrificando a existéncia de um

auto-valor positivo por um nao-negativo.

Proposicao B.1 Seja Pxm uma matriz ndo-negativa. Entdo

1. P tem pelo menos um auto-valor real nao-negativo, o mator auto-valor nao-negativo é o raio
espectral p(P).

2. O auto-vetor ¢ correspondente a A1 € positivo: P.¢p = A\1.¢, com ¢ > 0.

Os resultados acima sdo os tinicos que valem para matrizes quadradas ndo-negativas, sem hipoteses
adicionais. As propriedades de Perron-Frobenius para matrizes nao-negativas sao apresentados a

seguir.
Teorema B.2 Seja Py« uma matriz nao-negativa e irredutivel. Entdao

1. P tem pelo menos um auto-valor real nao-negativo, o maior auto-valor ndo-negativo é o raio

espectral - A1 = p(P).
2. M\ € um auto-valor simples de P.
3. O auto-vetor ¢ correspondente a A1 é positivo: P.¢p = A\1.¢, com ¢ > 0.

4. Nao existe outro auto-vetor positivo de P, exceto um maltiplo de ¢.

Observe que a Unica propriedade do Teorema de Perron que a irredutibilidade nao é capaz de
manter, é a unicidade de A1 no circulo espectral. A propriedade de ter ou ndo ter um tinico auto-valor
sobre o circulo espectral, divide o conjunto das matrizes nao negativas irredutiveis em duas classes

de matrizes: Primitivas e ciclicas.

Definicao B.7 Uma matriz ndo-negativa e irredutivel Ppxm € dita ser Primitiva se ela possui um

inico auto-valor sobre o seu circulo espectral, isto é, A1 € o unico auto-valor de médulo igual a p(P).
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Definicao B.8 Uma matriz ndo-negativa e irredutivel Py, € dita ser Imprimitiva ou Ciclica de

indice h > 1, se ela possui h auto-valores de mddulo igual a p(P).

Teorema B.3 Seja Py xm, uma matriz ndo-negativa e irredutivel. Entdo existe r > 1 tal que P™ >0

se, somente se, P € primitiva.
O menor inteiro r, tal que P" > 0, é chamado indice de primitividade.

Corolario B.1 Seja Ppxm, uma matriz nao-negativa e irredutivel com espaco de estados finito, ela

€ primitiva se, e somente se ela € irredutivel e aperiddica.

Para a prova do Corolario B.1, basta verificar que a condi¢do necessaria e suficiente para que a
matriz P seja aperiodica é a existéncia de um inteiro k tal que P¥ tenha todas as entradas positivas.
O Teorema B.4, seguinte, devido a Frobenius, foi extraido de Brémaud (1999), Meyer (2000) e

Seneta (2006) e sera fundamental para a prova dos Teoremas apresentados na Secao 2.4 desta tese.

Teorema B.4 Seja P, xm, uma matriz nao-negativa e irredutivel com Ay = p(P). Entao P é prim-

k
itiva se, e somente se, o limite limyg_, o (%) eriste, e neste caso

k
lim <P> =G =¢4 >0,
A1

k—o0

onde ¢ e 1 sao os auto-vetores de Perron de P e P', respectivamente.

O Teorema B.5, a seguir, extraido de Seneta (2006) e Brémaud (1999), é utilizado na prova da
taxa de continuidade das probabilidades de transi¢do dos processos agregados, apresentada na Sec¢ao
2.4.

Sejam A1, Ao, ..., A, todos os auto-valores da matriz P ordenados de tal forma que
AL > e > | Ag] > > A

Se |Aa| = |\j| para algum j > 3, entdo mo > m;, onde m; é a multiplicidade algébrica de A;.

Teorema B.5 Para Py x,m uma matriz primitiva

1. Se Ay # 0 entio
PF = Ao + O>k™ L Ao |¥)

quando k — oo.

2. Se Ay =0 entdo para k >n —1
Pk =)k g

Em ambos 0s casos, ¢ e 1)’ sio os auto-vetores positivos de Perron-Forbénius, correspondentes

ao auto-valor \1 garantidos pelos Teoremas B.2 e B.4.
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O Teorema B.6 apresenta a forma de Frobenius de uma matriz ciclica e é apresentado a seguir.

Teorema B.6 Para cada malriz ciclica Py« de indice h, existe uma malriz-permutacao C, tal

que:
[0 Py, O ... 0 ]
0 0 P3 ... O
P=CAC ondeA=| : = = . : , (B.2)
0 0 0 ... Py,
Py O 0 ... 0

onde blocos nulos sobre a diagonal principal sao quadrados e os blocos P;j serao chamados de blocos

ciclicos.

O Teorema de Perron-Frobénius nao é aplicavel diretamente a matrizes nao negativas redutiveis.
Para estudar a sua aplicabilidade a essas matrizes, devemos entender a forma canénica das matrizes
redutiveis.

Seja uma Matriz P redutivel, logo, existe uma matriz permutacio ), e matrizes quadradas X,

Y e Z, tais que

XY

QPe=|

)

X Y
0 7
Se as submatrizes X ou Z forem redutiveis, da mesma forma, existirdo matrizes permutacdoes,

cuja notagdo usaremos P =

de tal forma que

S T
X Y
= = u v
0 7
o w
e assim sucessivamente até obter
Qi Q2 ... Qur
p_ 0 Q.22 Q.Qr |
0 0 ... Qu

onde Q;; sao irredutiveis ou 0. E possivel permutar todos os blocos diagonais de entradas nao nulas

para a parte inferior da matriz, obtendo assim a forma canénica de uma matriz redutivel,
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T T2 Tis The
0 T 0 ... O
i 0 0 0 T ]
onde _ -
P11 P Pi3 Py,
0 P P Py,
T = 0 0 P33 ng
0 0 o0 Py |

é formada pelas submatrizes Pi1, Poo,. .., Py, quadradas, irredutiveis ou 0 e de tal forma que, se

fossem estocésticas, corresponderiam aos estados transientes e F;j,¢ < j. As demais submatrizes
T2, T33, . ..
rentes. Todas as matrizes redutiveis nesta tese, sdo supostas estarem nesta forma canoénica.

, Tee, 880 quadradas, irredutiveis e, da mesma forma, corresponderiam aos estados recor-

O Teorema de Perron-Frobenius para matrizes ndo-negativas redutiveis é apresentado a seguir.

Teorema B.7 Seja P« wma matriz nao-negativa, redutivel escrita na forma canénica (B.3), com
n
auto-valor mazimal A\pae. Entao, lim, o (%) eziste se, somente se as submatrizes Too, T33, ..., Tec
max

sGo cada uma primitiva, e este limite é dado por

_ n n i,
0 (I—Tun) 'Tho. (Qifz) A (I —Ti1) L. The. (jﬂ%) el
n

P\ |0 (222)" g0t 0
i () -
n—00 \ A\maz : :

>\1.c " /
K 0 (22=)" deut |

onde ¢; e Lb}, Jj =12,3,...,c} sao os auto-vetores de Perron de cada uma das submatrizes de

T52,T33,. ..

, Tte, que possuem auto-valor maximal Aq ;.
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