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Abstract

The fractional calculus, which is the nomenclature used to the non-integer order calculus,
has important applications due to its direct involvement in problem resolution and discussion
in many fields, such as mathematics, physics, engineering, economy, applied sciences and many
others. In this sense, we studied the fractional integral and fractional derivates: one proposed
by Caputo and the other by Riemann-Liouville. Among the fractional calculus’s functions, one
of most important is the Mittag-Leffler function. This function naturally occurs as the solution
for fractional order differential equations with constant coeficients. Due to the importance of the
Mittag-Leffler functions, various properties and generalizations are presented in this dissertation.
We also presented an application in fractional calculus, in which we solved the differential equation
associated the with fractional harmonic oscillator. To solve this fractional oscillator equation, we
used the Laplace transform and Caputo fractional derivate.

Keywords: Laplace transform, Caputo fractional derivate, fractional oscillator, Mittag-Leffler
functions.

Resumo

O célculo fracionario, nomenclatura utilizada para calculo de ordem nao inteira, tem se mos-
trado importante e, em muitos casos, imprescindivel na discussao de problemas advindos de di-
versas areas da ciéncia, como na matematica, fisica, engenharia, economia e em muitos outros
campos. Neste contexto, abordamos a integral fracionaria e as derivadas fracionérias, segundo
Caputo e segundo Riemann-Liouville. Dentre as fungoes relacionadas ao calculo fracionario, uma
das mais importantes é a funcao de Mittag-Lefller, surgindo naturalmente na solugao de varias
equacoes diferenciais fracionarias com coeficientes constantes. Tendo em vista a importancia dessa
funcao, a classica fungao de Mittag-Leffler e algumas de suas varias generalizacoes sdo apresentadas
neste trabalho. Na aplicacdo resolvemos a equacao diferencial associada ao problema do oscila-
dor harménico fraciondrio, utilizando a transformada de Laplace e a derivada fracionaria segundo
Caputo.

Palavras-chave: Transformada de Laplace, derivada fracionaria segundo Caputo, oscilador
fracionario, fung¢oes de Mittag-Leffler.
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Introducao

n

dzm
n um ntmero fracionario. A partir de entdo o célculo fracionario! chamou a atencao de outros
importantes matematicos, tais como, Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Laurent
entre outros. Devido a contribuicoes destes e de outros matematicos, a teoria de operadores
generalizados atingiu um nivel de formalismo suficiente para dar inicio aos estudos mais modernos
[7]. A partir de entdo o n deixou de ser apenas um nimero fraciondrio podendo ser também um
nimero natural, inteiro, racional, irracional ou até mesmo complexo.

O calculo fracionario tem se mostrado importante na discussao de problemas advindos de
varias areas do conhecimento. A vantagem mais importante de sua utilizacdo em aplicacoes é a
sua propriedade nao-local, ou seja, o proximo estado de um sistema nao depende apenas de seu
estado atual, mas sim de todos os seus estados anteriores [4], traduzindo assim melhor a realidade
da natureza.

Assim como o céalculo de ordem inteira tem a ele associado uma classe de fungoes, o calculo
de ordem fracionaria tem a ele associado algumas func¢oes. Dentre as fungoes relacionadas ao
calculo fracionario a funcao de Mittag-Leffler merece destaque, pois esta desempenha um papel
fundamental na solugdo de equacgoes diferenciais fracionarias, surgindo naturalmente na solugao
dessas equagoes [16]. Varias generalizagoes das fungoes de Mittag- Leffler foram desenvolvidos
desde 1903.

Do mesmo modo que a funcao exponencial é solucao de equacoes diferenciais lineares com
coeficientes constantes, a funcao de Mittag-Leffler é solucdo de equacgoes diferenciais fracionaria
lineares com coeficientes constantes. E, portanto, a funcao de Mittag-Leffler pode ser interpretada
como uma generalizacao da funcdo exponencial.

Em 1903 Mittag-Leffler [21] introduziu a classica fungao de Mittag-Leffler possuindo apenas um
parametro complexo, em 1905 Wiman [35] generalizou essa fungao para dois pardmetros, definindo
assim a fun¢do de Mittag-Leffler com dois pardmetros. Em 1971 Prabhakar [26] introduziu a
chamada func¢ao de Mittag-Leffler com trés parametros, sendo uma possivel generalizagao da funcao
de Mittag-Leffler de dois pardmetros. Shukla e Prajapati [29] em 2007 introduziram a funcao de
Mittag-Leffler com quatro parametros. Em 2012, Salim e Faraj [28] definiram uma funcao de
Mittag-Leffler com seis parametros, sendo esta uma possivel generalizagao das demais fungoes de
Mittag-Leffler definidas com menos de seis parametros. E, recentemente, em 2013, Khan e Ahmed
[17], introduziram uma fungao de Mittag-Leftler de cinco parametros.

Como aplicagao, iremos considerar o problema de determinar a posi¢do de uma mola, resistente
a compressao e a extensao, suspensa verticalmente, presa superiormente a um suporte fixo e que
na sua extremidade inferior estaja fixa a um corpo de massa m muito maior que a massa da mola,
a ponto da massa da mola poder ser considerada desprezivel. Este sistema também estd sujeito a

Em 1695 numa famosa carta, L’Hopital pergunta a Leibniz o significado de sendo

I'Nomenclatura utilizada para o cilculo de ordem néo inteira.



uma forca externa atuando sobre ele. Puxando esta massa verticalmente e soltando-a, este corpo
entrarda em movimento.
A equacao diferencial que descreve este sistema sem amortecimento é

d2

Ew(t) +wiz(t) = f(t).

Para refinar esta equagao substituimos a derivada de ordem inteira pela derivada fracionaria
segundo Caputo e assim obtemos a equacao diferencial fracionaria do oscilador,

D (t) +wx(t) = f(t),

sendo 1 < a < 2. Por conveniéncia escrevemos w®, pois no caso em que o« — 2 recupera a
classica equacao. A solucao da equagao do oscilador fraciondrio é dada em termos da funcao de
Mittag-Leffler e sera obtida através da utilizacdo da metodologia da transformada de Laplace.

Este trabalho possue quatro capitulos e trés apéndices distribuidos da seguinte forma. No
Capitulo 1, apresentamos as transformadas integrais de Fourier e Laplace e algumas de suas
propriedades, uma vez que estas sao muito uteis para a resolugdo de equacoes diferenciais. No
Capitulo 2 apresentamos as defini¢does das fungoes de Mittag-Leffler de um, dois, trés, quatro,
cinco e seis parametros, bem como apresentaremos algumas relagoes entre essas fungoes e o calculo
da transformada de Laplace das func¢oes de Mittag-Leffler de um e dois parametros. No Capi-
tulo 3 apresentamos as definicdes das derivadas fracionarias segundo Riemann-Liouville e Caputo
e da integral fracionaria, encontramos as transformadas de Laplace da integral fracionaria e das
derivadas fracionarias, segundo Caputo e segundo Riemann-Liouville e também apresentamos a
integral e as derivadas fracionarias da fungao de Mittag-Leffler de seis parametros. No Capitulo 4
apresentamos uma aplicacdo, resolvemos a equagao diferencial fracionaria do oscilador utilizando
a derivada fracionaria de Caputo e a metodologia da transformada de Laplace.

No Apéndice A apresentamos brevemente as fungoes gama e beta. No Apéndice B apresentamos
as fungoes k-Mittag-Leffler com cinco parametros, que é uma generalizacao da funcao de Mittag-
Leffler. Devido a fungdo k-Mittag-Leffler ser definida através de uma série de poténcia envolvendo
a funcao k-gama e o simbolo k-Pochhammer, apresentamos também essas defini¢des. E por fim,
no Apéndice C, apresentamos um pouco da biografia dos matematicos cujos nomes sao destaques
nesse trabalho, a saber: Fourier, Mittag-Leffler e Laplace.



CapiTULO 1

TRANSFORMADAS DE FOURIER E LAPLACE
-

A metodologia das transformadas integrais [6] desempenha papel central na procura de uma
solucao particular de uma equacao diferencial. Uma transformada integral tem a forma

F(s)= [ K (s 0 (0

sendo K uma funcdo dada, chamada de ntcleo da transformacao. Os limites a e § podem ser
menos infinito e mais infinito, respectivamente. Essa operagao transforma a funcao f em F', F' é
a chamada transformada de f.

Nesse capitulo iremos considerar apenas as transformadas de Fourier (Apéndice C.1) e Laplace
(Apéndice C.3). Na transformada de Fourier os limites a e § sdo respectivamente menos e mais

infinito e o nucleo da transformacao é \/%e_”t, ja na transformada de Laplace os limites « e 3
sdo respectivamente zero e mais infinito e K(s,t) = e *'. Essas transformadas sdo ferramentas
poderosas para resolver equacoes diferenciais tanto ordinarias quanto parciais. Com a utilizacao
delas transformamos uma equacao dada em outra equacao, aparentemente mais simples de resol-
ver, resolvemos essa equacao e calculamos a transformada inversa da solucdo da equacao que foi

transformada, logo encontramos a solucao da equagao original dada.

1.1 Transformada de Fourier

Nessa secao abordaremos as transformadas de Fourier direta e inversa e apresentaremos algumas
propriedades das mesmas. Comecamos essa se¢do apresentando a integral de Fourier.

Seja f : R — R ou f : R — C uma funcdo continua por partes, integravel e absolutamente
integravel, denotamos a seguinte expressao para a fungao f por integral de Fourier,

flz) = 217r /O:O /o; f(v)e =) dyduw.

Observemos que podemos escrever a integral de Fourier como,

fla) = \/127 /" [\/127 /" f(v)e—iwvdv] ¢,

A funcao que aparece entre cochetes é conhecida como transformada de Fourier da funcao f, e

~

¢ uma funcao de w. Denotaremos essa transformada ora por f(w) ora por F|[f(x)]. Assim,
~ 1 00 )
flw) = Flf@)] = o /_Oo fla)e ™ da. (1.1.1)

3



E, portanto,
1 < 2 iwx
fla) = \/ﬂ/_m Flw)e™ du, (1.1.2)

é a transformada de Fourier inversa e algumas vezes escreveremos JF [ f(w)].

1.1.1 Propriedades da transformada de Fourier

Nessa secao discutimos algumas propriedades das transformadas de Fourier direta e inversa
[8, 10]. Essas propriedades estao apresentadas na forma de teoremas, e as respectivas demostragoes
envolvem apenas a transformada de Fourier direta.

Teorema 1.1. A transformada de Fourier e sua inversa sdo operadores lineares. Ou seja, para c
e d constante e f e g fungoes temos,

Fllef +dg)(x)] = cF[f(2)] + dFg(x)].
E, analogamente,
F(ef +dg)()] = cF ' [f(x)] + dF [g(x)].

O teorema a seguir relaciona a transformada de Fourier de uma funcao f com a transformada
do produto dessa func¢ao por 2", sendo n € N.

Teorema 1.2. A transformada de Fourier do produto de f por x™ € dada por,

L
Flz"f(x)] = i o n]:[f(ac)] (1.1.3)
w
E a transformada de Fourier inversa do produto de f por w™ é dada por,

i an At
FUr @) = (i) F ) (114
Demonstracdo. Para demonstrar a Eq.(1.1.3) observemos que
dn
dw™

xnf(l,)e—iwx — "

[f (z)e ™" (1.1.5)

De fato, a Eq.(1.1.5) vale, pois comec¢ando com o termo a direita dessa equagao temos,

P @] = ) (i)e
— 4" (ZE)(—l)ninl'nG wx
— Z2nf .CC)( 1)nxn€71wm
— (_1 n _1)nf T xne—iwx



A transformada de Fourier do produto z™ por f é
1 0 .
Fla"f(z)] = Ner /_OO 2" f(x)e " du.

Substituindo a Eq.(1.1.5) na equagao acima temos,
Firf@)] = o= [ (e
" f(x)] = — i"—If(x)e x
271 J—c0 dw™

d" 1 oo 4
_ o = = —iwz g
i T [ o /_OO f(z)e x]
A"

= " Flf @),

como queriamos mostrar. [ |

Teorema 1.3. Seja f uma fungao diferencidvel tal que f(x) = 0 quando |x|— oo. Assim valem
as sequintes propriedades:
A transformada de Fourier da n-ésima derivada de f, f™, é dada por,

Flf" )] = (iw)"F[f(2)].

A transformada de Fourier inversa da n-ésima derivada de f é dada por,

FUM(W)] = (—iz)"FHf(w)).

Demonstracao. A transformada de Fourier da n-ésima derivada de f é dada por,

@) = = [ 1@

Integrando por partes temos,

IO = <= [ @ i [ @)

Como por hipotése f(z) = 0 quando |z| é suficientemente grande, temos

\/12_7T /_O:O f("_l)(x)e_imdx
= wF[f V().

FUO@) = iw

Logo, repetindo o processo de integragao por partes n — 1 vezes e considerando f(z) = 0 quando
|z| tende ao infinito temos,

FIF" (@) = (iw)"FLf (@)).



Teorema 1.4. A transformada de Fourier de um deslocamento é dado por,

Flf(z—a)] = e ™ F[f(z)]

Demonstragao. Por defini¢do a transformada de Fourier do deslocamento da funcao f ¢é dada
por

Flf(x —a)] = \/12_7r /O:O f(z —a)e ™"dx.

Considerando a mudanga x — x + a na integral acima temos,
1 00 ‘
Flf(x —a)] = —/ z)e” W@t qy
fa-a) = o= [ f@

— \/12_7r /O:O f(l,)e—iwxe—iwadl,
— e—iwa\/12_7r /O:O f(l,)e—iwxdl,
= (S ()]
|

Teorema 1.5. A transformada de Fourier da funcio f(bx), sendo b uma constante diferente de
zero, €

W

Fliealw) = 7@ (5).

Demonstragao. A transformada de Fourier da funcdo f no ponto bx é dada por,
1 00 ,
Flf(bz)|(w) = —/ br)e "“dzx.
[f (b)) (w) NG )

x
Com a mudanca = — 7 obtemos

- 2 [\/127 /- f(x)e‘ii’”dxl

= F@I().

|
A seguir temos um teorema que nos garante que a transformada de Fourier de uma funcao f é
par ou impar e real ou complexa dependendo se essa funcao é par ou impar, respectivamente.



Teorema 1.6. Seja f : R — R entao valem as sequintes propriedades:

a) Se f € uma fungao par entao f ¢ real e par;

b) Se f é uma fungao impar entao ]? ¢ imagindria e impar;

c) A parte real da transformada de Fourier de f, Re(]?), ¢ uma funcao par e a parte imagindria,
Im(f), ¢ uma funcao impar.

Demonstragao. Para demonstrarmos esses itens observemos que podemos escrever a transfor-
mada de Fourier em termos das fungoes seno e cosseno, uma vez que e ““* = cos (wx) —7sen (wx),
assim

Iy 1 > —iwT
f) = | t@erda

x) [cos (wx) — i sen (wz)] dx

=
= \/ﬂ/ ) cos (wx) dx—z\/_/ f(z)sen (wz) dx. (1.1.6)

Demonstraremos primeiro o item a). Considerando f uma fungao par, assim pela Eq.(1.1.6) temos

flw) =

) cos (wx) dx.

v

~ ~

Logo, f é real. Mostraremos agora que f é par, ou seja, mostraremos que f (—w) = f(w).
fl—w) = / ) cos (—wx) dz

/ ) cos (wz) dz

Demonstraremos agora o item b). Seja f uma funcao impar entao pela Eq.(1.1.6) temos

Aﬂ ﬂ

flw) = ) sen (wx) de.

\/ﬁ

Logo, f é uma funcao imaginaria. Mostraremos agora que f é impar, ou seja, mostraremos que

f(—w) = —f(w). Assim,

fl—w) = )sen (—wz) dx

\/ﬂ
\/%/ f(z)sen (wz) dx
= —fl).

Por fim demonstraremos o item c). A parte real da transformada de Fourier da fungao f é
dada por,




Re(f(w)) = \/12_7r /_O:O f(z) cos (wx) dz.
Assim,

o~

Re(f(—w)) = x) cos (—wx) dz

=/
= \/12_7T/_0:0 f(z) cos (wx) dz

~

= Re(f(w)).

Logo, a parte real da transformada de Fourier é uma funcao par. A parte imaginaria é dada por,

~

1 00
Im(f(w)) = N f(x)sen (wzx)dzx, e
-~ 1 [e%S)
Im(f(-w)) = ~ o [m f(x)sen (—wzx) dz
1 [e'¢)

= \/%/oo f(z)sen (wz) dx

= —Im(f(w)).
Portanto, a parte imaginaria da transformada de Fourier é uma funcao impar. ]

Teorema 1.7. Sejam ]? e g as respectivas transformada de Fourier das funcoes f e g entdo a
transformada de Fourier do produto de convolucao, f * g, definido por

(f+g)@) = |

—00

(e 9] o0

flz —7)g(r)dr = / f(r)g(x — 7)dr,

¢ igual a /2w vezes o produto das transformadas, ou seja, vale a relagdo
FI(f % 9)()] = V2r f(w)g(w).

Demonstracao. A transformada de Fourier do produto de convolucao é dada por,
1 00 ,
Fl(f*xg)z) = —/ x g)(x)e " dx
(Fxo@)] = = [ (T*o)

= \/12_7r /O:O UO:O f(n)g(x — 7)dr| e ™ dx
i
1

/Oo /_O:o f(N)g(x — 7)e ™ drdx
= — /OO f(7) [/_O:O g(x — T)e_iwmdx} dr.



Considerando a mudanca de variavel t = x — 7 na integral entre conchetes, obtemos

FI(f xg)(@)] = ¢127r [ [T ateea] ar

- e L el

v LG e

= V2rg(w) \/—/ f(r
= V2rg(w)f(w).

7@11)7' dT

Portanto, a transformada de Fourier do produto de convolu¢ao de duas fun¢oes é igual ao produto
das transformadas dessas funcoes vezes /2. |
De maneira semelhante a série de Fourier de fungoes pares e impares que sao dadas em séries
de cossenos e senos, respectivamente, temos a transformada de Fourier de fungoes pares e impares
sao também transformada de Fourier em senos e cossenos, respectivamente [8, 9.
Pela Eq.(1.1.6) podemos escrever a transformada de Fourier em termos das fungoes seno e
cosseno. Considerando f uma fungdo par na Eq.(1.1.6) temos

flw) = \/ﬁ/ ) cos (wx) dz
\/ﬁ/ ) cos (wx) dz

_ \f/ ) cos (wr) d,

que ¢é a transformada de Fourier em cossenos.
Consideremos agora f uma fungao impar entao pela Eq.(1.1.6) temos

) sen (wz) dx

f(w) - \/%
_Z\/ﬁ/ f(

- \[/ ) sen (we) dz,

que é a transformada de Fourier em senos.
Veremos agora a transformada de Fourier inversa de uma funcao par e de uma funcao impar.
A transformada de Fourier inversa é dada por,

x) sen (wz) dx

w)e™dw.

f@=—=["7



Escrevendo a exponencial complexa em termos das fungoes seno e cosseno obtemos,
1 00
r) = —— w) |cos(wz) + 1 sen(wx)] dw
() m/ F(e) lcos(uwa) + isen ()

) cos(wz)dw + —— ) sen(wz)dw. (1.1.7)

Seja f uma funcao par. Entao sabemos pelo Teorema 1.6 que f é par e real. De fato, pela
Eq.(1.1.7) temos

flz) = \/ﬂ/ f(w) cos(we)dw

) cos(wz)dw

m/

_ f / ) cos(w)dw,

que ¢é a transformada de Fourier inversa em cossenos. R
Consideremos agora f uma fungdao impar, sabemos pelo Teorema 1.6 que f é impar e com-
plexa. De fato, pela Eq.(1.1.7) temos

flz) = ) sen(wx)dw

\/%
m/

_ z\/; /0 Flw) sen(wz)dw

que é a transformada inversa de Fourier em senos.
Portanto, se f é uma funcao par temos

\f / ) cos (wz) d,

que é conhecida como transformada de Fourier em cossenos cuja inversa é dada por

\f / ) cos(w)duw.
\[ / ) sen (we) dz,

que ¢é conhecida como transformada de Fourier em senos cuja inversa ¢ dada por

\f / ) sen(w)dw.

10
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1.2 Transformada de Laplace

Nessa secao, de modo analogo a secao anterior que tratamos sobre a transformada de Fourier,
abordaremos a transformada de Laplace e sua inversa e veremos algumas de suas propriedades.
Mais adiante, no Capitulo 4 usaremos a transformada de Laplace para resolver a equacao diferencial
fracionaria associada ao problema do oscilador harménico.

Definicao 1.1. Seja f uma funcao de t e definida para t > 0. Entao a transformada de Laplace
de f, que denotamos por F(s) ou Z[f(t)], € definida pela integral imprépria

F(s) = Z[f(1)] = /Om e F(t)dt, (1.2.1)

sendo s um pardmetro complexo'.

Como vimos acima, a transformada de Laplace de uma dada funcao f envolve uma integral
cujos limites sdao 0 e co. Assim, os valores de f(¢) para t < 0 nao sao considerados para o calculo
da transformada de Laplace dessa funcdo. A fim de enfatizar isso, vamos considerar apenas as
chamadas fungbes causais, ou seja, f(t) = 0 para t < 0. A fungdo causal mais simples é a de
Heaviside, u(t), definida por

1, se t>0;
u(t) =
0, se t<O.

Observemos que ha uma relagao entre a transformada de Fourier e de Laplace, pois se f(t) =0
para t < 0, temos

FUO] @) = =2 O](i)

De fato,
1 . 1 o —iwt _
T ) = = | e st = F£0)] @).

A transformada de Laplace de uma fungao f, Z[f(t)], existe se f satisfaz certas condi¢oes. No
teorema a seguir veremos quais sao essas condigoes.

Teorema 1.8. Se [ € uma funcao seccionalmente continua no intervalo 0 <t < A, para qualquer
A, e |f(t)|< Ke™ quando t > M, sendo a, K e M constantes reais e K e M positivas. Entdo a
transformada de Laplace de f, L|[f(t)], existe para Re(s) > a.

Demonstracgao. Separando a integral impropria, / e * f(t)dt, em duas partes obtemos
0

/Ooo e " f(t)dt = /OM e~ f(t)dt + /A;O e f(t)dt. (1.2.2)

!Neste trabalho vamos utilizar Re(s), isto ¢, considerando uma varidvel real.

11



A primeira integral a direita do sinal de igualdade na Eq.(1.2.2) existe, pois por hipdtese f
¢ uma funcdo seccionalmente continua no intervalo 0 < ¢t < A, em particular para A = M.
Mostraremos agora que a segunda integral também existe. Para ¢t > M temos

‘ /Aje“f(t)dt‘ < /]:\e“f(tﬂdt
< [, e |
< /Ooe’StKe“tdt

M
= K/ ele=o)tqt
M
A
= K lim ela=)tqy
A—oco J M
(a—s)A __ (a—s)M
= K lim ¢ ¢
A—o0 a— S

Para Re(s) > a a segunda integral na Eq.(1.2.2) converge, e assim

o _e(afs)M
‘/ e‘“f(t)dt' < K—.
M a—s
Portanto, a transformada de Laplace de f, Z[f(t)] existe para Re(s) > a. [ |

Dizemos que uma fungao f é de ordem exponencial a se existem constantes M > 0 e a € R,
tal que para todo t > 0, |f(¢t)|< Me™.

Tendo em mente o desenvolvimento do Capitulo 4, como exemplo, calculamos a transformada
de Laplace da funcao f(t) = t* com Re(a) > —1.

Exemplo 1.1. Calcular a transformada de Laplace de f(t) = t* com Re(a) > —1.

Pela Definicao 1.1 temos,

L] = /Ooe—stt‘*dt.

0

Tomando a mudanca v = st obtemos,

Z[t*] = /OOO e (u) du = L /OOO e "u“du = 7“@ + 1),

s/ s sotd sotl
o _ Llat1)
para Re(a +1) > 0. Logo, Z[t*] = ———. O
Sa

Assim como a transformada de Fourier, a transformada de Laplace também é um operador
linear. Sejam f; e f, fungoes cujas transformadas de Laplace existam para Re(s) > a; e Re(s) > as,
respectivamente. Assim, para « e 3 constantes e Re(s) > max(aq, az) temos,

12



Zahi(t)+8LO] = [ e afilt) + (o)
= [ loeT () + B )

_ aAmgwﬁ@)+5Amaﬁﬁ@mt

= aZ[fi()] + BL]f2(1)].

1.2.1 Propriedades da transformada de Laplace

Nessa se¢ao apresentamos algumas propriedades da transformada de Laplace. Essas proprie-
dades sao apresentadas em forma de teoremas.

A primeira propriedade que apresentamos relaciona a transformada de Laplace da derivada pri-
meira de uma fungao com a transformada de Laplace dessa funcao e seré apresentada no Teorema
1.9. Em seguida temos o Teorema 1.10, que generaliza esse resultado, relacionando, entao, a
transformada de Laplace da derivada de ordem n de uma funcao com a transformada de Laplace
dessa funcao.

Teorema 1.9. Sejam [ uma fungao continua e f' seccionalmente continua em qualquer intervalo
0 <t<A. E, além disso, existem constantes K, M e a tais que |f(t)|< Ke™ para t > M. Entio
a transformada de Laplace da derivada de f existe para Re(s) > a e vale a relagao

ZLIf'(1)] = sZ[f ()] = £(0).
Demonstracao. Consideremos a seguinte integral
A
/’e—ﬁfxwdt (1.2.3)
0

Como a funcao f’ é seccionalmente continua no intervalo 0 < t < A iremos chamar os possiveis
pontos de descontinuidades por &y, &1, - +,&,, para 0 < & < & < -+ < &, < A. Assim podemos
escrever a Eq.(1.2.3) como

/OAG_Stf/(t)dt:/o et f! dt+/ t)dt + - +/ st f '()dt. (1.2.4)

Integrando por partes cada uma dessas integrais a direita do sinal de igualdade na Eq.(1.2.4) e
rearanjando obtemos

A —st p! —st S0 —st & —st
[Tetrwar = e @) e Q) - e, +

< (/050 e S f(t)dt + /g:l e ft)dt + -+ /gj €Stf(t)dt> :

Como f ¢é continua temos
A A
[ e rwar = =) +e () +s [ et

13



Como por hipétese | f(t)|< Ke para t > M temos que |f(A)|< Ke® para A > M, e assim
le=4f(A)|< Ke =94, Logo, e 4 f(A) — 0 quando A — co. Portanto,

A A
lim ; et (t)dt = lim |—f(0) +e*f(A) +s /O e“f(t)dt]

A—o0 A—o0
L) = sZ[ft)] - f0),

como queriamos demonstrar. [ |
O teorema a seguir apresenta uma generalizacdo do Teorema 1.9.

Teorema 1.10. Suponha que as fungoes f, f',---, f™V sdo continuas e que f™ ¢ seccionalmente
continua em qualquer intervalo 0 < t < A. FE, além disso, existem constantes K, M e a tais que
()< Ke | |f'/(H)|< Ke®,---, | f™(t)|< Ke™ para t > M. Entdo a transformada de Laplace da
n-ésima derivada de f, f™, existe para Re(s) > a e vale a relagao

n—1
LI 0) = s"2[ft)] = D" FO(0).
j=0
Demonstragao. Mostraremos por inducao que vale a equacao

L) = LIS - X 50 00) (125)

J=0

Pelo Teorema 1.9 temos que a Eq.(1.2.5) vale para n = 1. Suponha que vale a Eq.(1.2.5) para
n = k, ou seja,

k—1
L) = 2[f(1)] =3 s f9(0).
j=0
Mostraremos que vale a Eq.(1.2.5) para n = k + 1, ou seja, mostraremos que
k
L) = STLf(@)] - DU F9(0),
§=0

Como a funcdo f*+1 é seccionalmente continua no intervalo 0 < t < A, iremos chamar os
possiveis pontos de descontinuidades por &y, &1, - +,&,, sendo 0 < &y < & < -+ < &, < A. Assim,

ZIf*Y#)] = lim Ae_Stf(’““)(t)dt

A—o0 Jo

€ 3
_ / 0 e—stf(k+1)(t)dt + / ! e—stf(k—l-l)(t)dt
0 €o

A
o dim et fD (1)t (1.2.6)

—00 £7L
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Integrando por partes cada uma dessas integrais a direita do sinal de igualdade na Eq.(1.2.6)
obtemos

ZIE0] = O e O 4 lim e ()

£
S(/O(BStf dt—l—/ Stfk) t)dt + - +11m
0

A
+

e
et f) (t)dt) :

én
Como f®) é continua temos
A
LI = —f®0) + Jim e AfW(A) 45 lim | et R (1)dt
—00

A—o00 J0
— / T et W ()t — FO9(0),
0

Como por hipétese |f*)(¢)|< Ke® para t > M temos que |f*)(A)|< Ke® para A > M, e
assim |e™*4f)(A)|< Ke (=94 Logo, e=*4 f*)(A) — 0 quando A — oo. Portanto,

ZI0W) = s [T eI — £9(0)
= SZ[P)] - fP(0)

k—1
= s (Sk-i”[f(t)] - Sk_(j“)f“)(o)) — f®(0)
j=0
k—1
= SZ[B] - XS0 F0(0) — F9(0)
5=0
k
= STLIf()] - Y s FO(0).
§=0
Logo, vale a Eq.(1.2.5), como querfamos demonstrar. [ |

Podemos calcular a derivada da transformada de Laplace em relagdo a variavel s. Suponha que
a transformada de Laplace da fungao f, Z|[f(t)], exista, entdo derivando-a obtemos,

dZ[f(t)] / o —st
—_— = — tf(t)e *'dt
s | tf(b)e
= —ZItf@)
E quando tomamos derivadas sucessivas da transformada de Laplace da funcao f em relagao a
s, obtemos

d"Z[f(t)]

e O]

A menos que se diga o contrario todas func¢oes a seguir sdo seccionalmente continuas e de ordem
exponencial, de modo que a transformada de Laplace exista.
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Teorema 1.11. Se Z[f(t)] = F(s) existe para Re(s) > a e se b é uma constante entdo a trans-
formada de Laplace do produto das fungoes e® e f, L[ f(t)], é dada por

LI f(t)] = F(s - ),
sendo Re(s) > a +b.

Demonstracao. Por definicao da transformada de Laplace temos,
LI )] = / e f(£)e st dt
0

— / f sfb)tdt

= F(s—0b).

Como | f(t)|< Ke, pois estamos considerando f de ordem exponencial, temos |e" f(t)|< Kel@+0)t
e, portanto, Re(s) > a + b, como querfamos demonstrar. [ |

Teorema 1.12. Se Z[f(t)] = F(s) existe e se A > 0 entdo
1 S
2100 = 5F (3)-
Demonstragao. Por definicdo temos,
ZLIfO)] = / T POt (1.2.7)
0

Consideremos a mudanga u = At na Eq.(1.2.7), logo

2100) = [ fwe S

B AF<)\>’

como queriamos demonstrar. [ |

Teorema 1.13. Sejam Z[f(t)] e ZL[g(t)] as respectivas transformadas de Laplace das fungoes f
e g, entao a transformada de Laplace do produto de convolugdo, f * g, definido por

(fx9)®) = [~ f(t=m)glr)r = [~ f(r)glt = 7)ar.
¢ igual ao produto das transformadas, ou seja, vale a relacao

Z[(f*9)®)] = Zf(1)]ZL[g(t)]-

16



Demonstracgao. Pela definicdo de transformada de Laplace temos,

o - [r-onea
- /OOO UOOO f(r)g(t — T)dT} oSt

= /OO f(r)g(t —m)e *drdt
o Jo

= [Tro|[ ot = e at) ar

Considerando a mudanca de variavel x =t — 7 na integral entre conchetes, temos

2fx@) = [ 10| [ gw)e ] ar

= /OOO f(r)e " UOOO g(x)e **dx
= | fe T Zlgear

= L) [ fryear
= L9021 1))

Logo, a transformada de Laplace do produto de convolucao ¢ igual ao produto das transformadas
de Laplace. [

dr

1.2.2 Transformada de Laplace inversa

Como dito anteriormente, uma das principais utilidade do uso de transformadas integrais é na
resolucao de problemas, pois muitas vezes é mais facil encontrar a solugao da equacao transformada
do que a solugdo do problema original, assim é fundamental obter a partir da solucao do problema
transformado, a funcao original. Assim, justifica-se a importancia da transformada de Laplace
inversa. A seguir temos o teorema da inversao da transformada de Laplace.

Teorema 1.14. Se F(s) é a transformada de Laplace de uma fungio f admissivel, de ordem
exponencial o, vale a formula de inversdo

Y4100

LVF(s)] = — A e F(s)ds. (1.2.8)

onde v denota um niumero complexo arbitrario, fizo, tal que Re(y) > a. A integral acima deve ser
compreendida como uma integral compleza ao longo da reta vertical que passa pelo ponto Re(s) > 7.

A integral da Eq.(1.2.8) fornece o resultado direto da transformada de Laplace, e é conhecido
como integral ou féormula complexa de inversao [8]. Existem varios outros métodos para obter a
transformada de Laplace inversa tal como o método de fragdes parciais.
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CapriTULO 2

FUNCOES DE MITTAG-LEFFLER

Uma das fungoes mais importante relacionada ao calculo fracionédrio é a funcao de Mittag-
Leffler (Apéndice C.2), desempenhando um papel fundamental no estudo de equagoes diferenciais
de ordem nao-inteira [7]. Tendo em vista a importancia dessa fungao, a classica fun¢ao de Mittag-
Leffler e as varias generalizacoes desta serdo apresentadas neste capitulo!.

Assim como a fungao exponencial é solucao de equagoes diferenciais linear com coeficientes
constantes, a funcao de Mittag-Lefller é solucao de equagoes diferenciais fracionaria lineares com
coeficientes constantes. E, portanto, a funcao de Mittag-LefHler pode ser interpretada como uma
generalizacdo da func¢ao exponencial. Nesse capitulo veremos as fungoes de Mittag-Leffler de um,
dois, trés, quatro, cinco e seis pardmetros. Apresentaremos algumas de suas propriedades e relagoes
entre elas, além disso, nesse capitulo, apresentaremos alguns exemplos dessas fungoes, visto que,
pelo menos em portugués, nao temos um livro texto com este contetdo.

2.1 Funcao de Mittag-Leffler de um parametro

Em 1903, Mittag—LefHler [21] estudou e definiu uma fun¢ao, hoje conhecida em sua homenagem
por funcao de Mittag—Leffler, sendo uma possivel generalizacao da funcao exponencial. A fungao

definida por ele depende apenas de um parametro. Vejamos agora a definicdo dada por Mittag-
Leffler.

Definigao 2.1 (Fungao de Mittag-Leffler de um parametro). A fun¢ao de Mittag-Leffler é dada
pela série

0o ZL’k

Eq(x) :ém, (2.1.1)

sendo o € C, Re(a) > 0. I'(x) € a fungao gamma (Apéndice A).

De fato, a funcdo F,(x) assim definida é uma generalizacao da funcao exponencial, pois quando
consideramos o = 1 temos,

o0 k o) k

Z T(1+k) Z%H:eﬁ'

1 Para as funcoes k-Mittag-Leffler, ver Apéndice B.
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Observemos da definicdo acima que quando tomamos na funcao de Mittag-Lefller, x = 0 e
qualquer o € C tal que Re(a) > 0, ou seja, E,(0), obtemos 1, pois

SR 1 0 0
BaO) =2 5~ i) et D) T T@asy T

Exemplo 2.1. Calcularemos a fung¢io de Mittag-Leffler com o = 0, isto é, Fo(x).

Por defini¢ao da funcao de Mittag-Leffler de um parametro temos

Ey(z) = = N - = .
= TOk+1) T 5
NS kg - - : .1
Observemos que a série Z " € uma serie geometrica, cuja soma € 1= para |z|< 1. Logo,
-
k=0
1
<1,E = —. U
para ‘l” ) O(x) 1 T

De acordo com Prajapati e Shukla [27], as fun¢oes de Mittag-Leffler de um pardmetro, E,(x),

com 0 < a < 1 interpola entre as fungoes exponencial e 1 . A seguir temos uma representacao

grafica (Grafico 2.1) da func¢ao de Mittag-Leffler com um parametro, sendo 0 < o < 1, que ilustra
esse fato. Usamos o =0,4e a =0,7.

il 1/1(1‘— ) / / /

Epy (X Eor(x e

I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Gréfico 2.1: Funcao de Mittag-Lefller de um parametro, sendo 0 < o < 1.

Consideraremos agora as fungoes de Mittag-Leffler com parametro racional, ou seja, conside-
raremos o = % sendo p,q € N e primos relativos. Assim temos o seguinte teorema?:

ZNeste capitulo, para as demonstragdes, algumas por outros métodos, ver [16, 17, 19, 26, 27, 28].
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Teorema 2.1. Sejam p,q € N e primos relativos e x € C entdo vale a relagdo,

p

O () =y (1) + 5

Demonstracao. Como Re (g) > ( temos,

ﬁEQ(ﬁ) GRS S N

dxp q

dar P s T
dz» e (2%) = /;;qf(”q’“ﬂtl)
- H o0 5

dP » q—1 %k—p

() - B ()

Como caso particular do Teorema 2.1 temos o seguinte corolario,

Corolario 2.1. Sejam p € N e x € C entao,

20
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Demonstracdo. Tomando ¢ =1 na Eq. (2.1.2) temos

dP 1-1 1Pk—p

T = B+ Y g

conforme o enunciado desse corolario. [ |
Veremos agora um teorema que nos apresenta a férmula de duplicacao para a funcao de Mittag-
Leffler de um parametro.

Teorema 2.2. Sejam x € C e a um parametro real, assim
1 1 1
Eya(r) = 5 [Ea (22) + Ea (—22)]. (2.1.3)

Demonstragao. Desenvolveremos as fungoes F, (:C%) e F, (—:c%) presentes no segundo membro
da Eq.(2.1.3). Assim,

[eS) 1k
1 xZ?2
E, (x2 =
( ) ,;)F(l—i-ozk)
— 1+ + + + + +oe

INa+1) T'R2x+1) TI'Ba+1) TI'(da+1) TI'(ba+1)

E (—x%) = i 7(_x%)k

“ = T(1+ ak)
1 z n z B T n x? B z n
B I(a+1) TRa+1) TBa+1l) THa+1) THBa+1) ‘

(NI

N
njot

Logo, adicionando as duas ultimas expressoes, temos

1 1 2 222
Eo(2%) + Ea (~2%) = 2+ F(20éx+ 0 r(4ax+ nt

_af1e T
B 2a+1) T(4a+1)

0o k
’ = 2 ().

o\ v
kz::o ['(2ak 4+ 1)
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Exemplo 2.2. Vamos mostrar que Ey(x?) = cosh(z).

Usando o Teorema 2.2 temos,

e's] xF 00 (—m)k T —x
2\ El(l’) + E1(—$) . 2 k=0 T(k+1) + 2 k=0 T(kt1) € +e

como queriamos mostrar. O]

2.2 Funcao de Mittag-Leffler de dois parametros

Em 1905, Wiman [35] propds e estudou uma generalizacdo da fungao de Mittag—Leffler, que
chamaremos de funcao de Mittag—Leffler com dois parametros.

Definigao 2.2 (Fungao de Mittag-Leffler com dois pardmetro). A funcio de Mittag-Leffler de dois
parametros é dada pela sequinte série,

k

,;)F (B+ak)’ (2.2.1)
com «, B € C, Re(5) >0 e Re(a) > 0.

Observemos que quando 8 = 1 na Eq. (2.2.1) recuperamos a fungao de Mittag-Leffler de um
parametro dada pela Eq. (2.1.1). De fato,

Exemplo 2.3. Mostraremos que E\ o(z) =

De fato, a partir da definicao temos

00 k 00 Jﬁk

Eia(z) = ;;) T(k+2) ;) k+ 1)l

Considerando a seguinte mudanga de indices k — k£ — 1 temos

1. 2k 1 [ 2k 1 e —1
xzk! x(zk' ) x(e )

o K k=1 z

0o k—1

O
Como generalizagdo do Exemplo 2.3, Mathai e Haubold [19] apresentam a seguinte relac¢ao
para n € N|

1 . n—2 xk
Ein(x) = o (e - Z k;‘) :



Mostraremos agora que essa relacao é verdadeira. Comecaremos com o lado direito dessa
igualdade,

1 . n—2 _k 1 [e'e) l’k n_2fL'k
w2 h) - = o)

k=0 k=0
1 0 l’k n—2 l'k
o gl <,;) L'(k+1) ,; I'(k+ 1))
1 © xk
N $”—1k2n:1 L(k+1)
i k n+1
- TR+

Fazendo a mudanca de indices k — k +n — 1 temos,

1 n=2 ok 00 xk o zk
T _ — | = = —=F ny
o1 <e kz:ok:!> ];)F(k;—i—n—lnLl) Zf(k+n) b

k=0

conforme desejavamos.

sinh(x)
-

Exemplo 2.4. Usaremos o Exemplo 2.2 para mostrar que Ey5(2°) =

Utilizando a defini¢ao de funcao de Mittag-Leffler de dois parametros podemos escrever,

Fal) = L rer)

k=0
1 x? x? 20 28
T TR Tt TTe te T
1 T x? x? x? x° 20 x’ 28
T T T T@ TG Te) T e T T "

Vamos considerar a mesma mudanca de indices nas duas séries, i.e., a mudanca k — k — 1,
assim
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Usaremos agora o Exemplo 2.2. Por ele temos que Ey(z?) = cosh(z). Assim, segue-se

Eyo(z?) = 913 (—e® + cosh(z))

1 . €0 te”
e
1
T

et — et
2
1

= —sinh(z).
msm(x)

O
O teorema a seguir apresenta uma propriedade da fungao de Mittag-Leffler de dois parametros.

Teorema 2.3. Sejam «, 3 € C tais que Re(a) > 0 e Re(5) > 0, assim

1
Eop(x) = 2Fg048(T) + =51
5( ) +ﬁ( ) P(ﬁ)
Demonstracgao. Pela definicdo da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros temos,
[e] xk
E,3(x) = _.
Inserindo a mudanca de indices k£ — k + 1, temos
e’} .Z'k_H
E,g(x) =
0 = 2 Tk D+
oo k k
- E e (i Bt
P F(ak:+oz+ﬁ) [(ak + o+ 5)

k

1
Pﬁ I Z Mok tatp) 1(g)  “Leersl)

O teorema que apresentaremos a seguir é baseado em [16].
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Teorema 2.4. Se Re(a) > 0, Re(8) >0 en € N, entdo

n—1 {L‘k
ana na\l) = EOA r)— '
p+na() s(z) ;F(akJrﬁ)

Demonstragdo. Como Re(a) > 0, Re(5) > 0 e n € N temos,

n—1 $k 00 lc — k 00 $k
E.s5(z) — _ = _—
#(@) ,;F(ak+6) kZO T(ak + B) kZ T(ak + B) %F(ak—kﬁ)
Introduzindi a mudanca de indices k — k£ 4+ n temos,
n—1 xk ) :Ek+n
xT) — _— =
) ];:;)I’(ak—l—ﬁ) ,;)F( (k+n)+p)
ok
= 2" nEa nao .
Z ak—i—om—{—ﬁ) = B+ (I)
Logo, rearranjando, podemos escrever
(@) = Bupla) = 3
l‘na nozx:Eoc, x)— /1., A\’
B+ B Pt F(Ozk’ +6)
como queriamos mostrar. [ |
Exemplo 2.5. Mostraremos que
1 T
QEa o = Ea - -
T ,B+2 (x> ,ﬁ(‘r) F(ﬁ) F(CY—Fﬁ)
sendo Re(a) > 0 e Re(3) > 0.
Tomando n = 2 no teorema acima, temos
! zk 1 x

7 Eo,p420(7) = Eop(z) — ;;] Tlak+B) Lo (z) = T(B) T(a+f)

O

2.3 Relacoes entre as funcoes de Mittag-Lefller de um e
dois parametros

Nessa se¢ao apresentamos trés relagoes entre as fungoes de Mittag-Leffler de um e dois para-
metros, sao elas

E, (=) = Eyo(2?) — 1E50 14 0(7%), (2.3.1)
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Ega(—l‘Q) — ingmHa(—xz) = E,(—ix), (2.3.2)

comi’=—1,¢

Eo(2) = xEqai1(x) + 1. (2.3.3)

Comegaremos verificando a Eq.(2.3.1). Iniciaremos com o lado direito dessa equagao,

00 IQk o0 LL’Qk

Boo(2?) = 2Esni14a(0?) = D
20(27) — TEsq 140 (27) ZF(Qkoz—i-l) x; ['2ka+ 1+ «)

00 2k 0 2k+1

x
ZF(%a—i—l ,; I'2ka+1+a)

o) 2k+1

Consideraremos a mudanca de indices k — k—1 na segunda série, ou seja, em Z T(@ka+1+a)
! o

Assim, podemos escrever

) ) ) $2k o0 x2k71
Es, — 2B 140 = T 1) '
20(27) — 2 Eq14a(T”) ,;)F(Qka—i—l) ];F(Qkoz-i-l—oz)
Escreveremos agora essas séries na forma explicita
2 4 6
E « %) — E fo «@ 2 =1 . . -
20(2%) = € Eza14a(7%) Teat+) "Tla+rD " TGatD
T 3 z° +
T(@+1) T@Ba+1) T(Ga+l)
- 11— L + z* — 2 + v +
~ T(e+1) T(Ra+1) TBa+1)  Tda+1)

- g%IXka—+1)::Eh(_x)

Verificaremos agora a Eq.(2.3.2). Comegamos por manipular o primeiro membro.

EQ&(_:EQ) - ixEQa,l—i—a(_xQ)

T G S S
= T'(2ak + 1) = P20k +a+1)
x? x? x® x®
- 1 _ e
F2a+1) T@a+1) TGa+D) T@atl)
, 1 x? N x* x® N x® N
—1T — — e
MNa+1) 3(a+1) TI'(Ga+1) I'(Ta+1) TI'(9a+1)
1'2 l'4 lL'ﬁ 1'8
= T T2a+1) (Tlat1) Tlatl) TRa+D)
i ix® ix® iz’ ix?

Na+n+3ma+m_r®a+n+rwa+m_r@a+n‘
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7; n
Por outro lado multiplicando cada terno dessa soma por <> sendo n € N com n apropriado
i
temos,

E2a(—332) - ixEQa,1+a(—$2)

i 02 x? it xt i6 20 i8 a8
= 1-—-= + = - = + =+
i ?T2a+1) #Tlda+1) T(6a+1) #I'(8a+1)
i N i ix? B f ix® N f iz B f ix?
Ma+1) 230(a+1) #TGa+1) ST(Ta+1) #BTOa+1)
i2a? itat 626 88
-1
* I'2c+1) T 4o + 1) * I'(6cr + 1) * '8+ 1) *
1T i3 %20 iTx? 22
Ma+1) 3l(a+1) TI'Ga+1l) I'(Ta+1) T'(9a+1)
i 22 P33 itat
= 1- - - - -
MNa+1) TRa+1) 3l(a+1) TI'(da+1)
e
& T(ak+1)
= FE,(—ix).

Por fim, observemos que a Eq.(2.3.3) é um caso particular do Teorema 2.3 tomando 5 = 1.

2.4 Funcao de Mittag-Leffler de trés parametros

Em 1971, Prabhakar [26] introduziu a funcao de Mittag-Leffler com trés pardmetros. Apresen-
tamos agora sua definicao:

Definig¢ao 2.3 (Fungao de Mittag-Leffler de trés parametros). Sejam «, 8, p € C tais que Re(S) >
0, Re(a) > 0 e Re(p) > 0, assim

EP 4(x) = %% (2.4.1)

sendo (p)x o simbolo de Pochhammer.

Definicao 2.4. O simbolo de Pochhammer é definido por:

(@) = 1, para n = 0;
Gn = ala+1)---(a+n—1), paran € N.

Observemos que podemos escrever o simbolo de Pochhammer em termo da fun¢ao gama, de
fato,
I'(a+n)

(@), = ala+1l)---(a+n—-1)= o)
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A funcao de Mittag-Leffler de trés parametros é uma generalizacao das func¢oes de Mittag-Leffler
de um e de dois parametros. Pois tomando p = 1 na funcao de Mittag-Leffler de trés parametros
obtemos

Fro®) = X T+ A0 ~ 25 Tk + R~ 2 Tk v ) o)

Prabhakar [26] apresenta os seguintes resultados envolvendo a fungao de Mittag-Leffler de trés
parametros, aqui esses resultados sao apresentados em forma de teorema. O teorema a seguir
envolve a derivada primeira da funcao de Mittag-Lefller de trés parametros.

Teorema 2.5. Sejam o, 3,p € C e Re(5) >0, Re(ar) > 0 e Re(p) > 0. Entao

(xddx + p> E’ 4(zx) = pES (2). (2.4.2)

Demonstracao. Como «, 3,p € C e Re(5) > 0, Re(a) > 0 e Re(p) > 0 temos

d d
(a5 +0) Brste) - G

_ = (o a
_Idxz (ak+5 ”Z k:+/3)

k=

B o) ()k.’lfkl 0o

- ‘”Zr(m/@k' kz ak:+5
(p

k=0
- ,;) D(ak + p)k Z ak —|— 5
& (peat
- ;0 Tk + Bk F 7

o PtDk k o

= __ptk T _ (p—i—l)kxk P
N ;;)F(akw)k!(Hp) B ;;F(ak+ﬁ)k!p+k(k+p)

= (p+ Dgat > (p+1)p2” .
= = 3 P U ARy 1)
;;)F(amﬁ)k!p pk; T(ak + Bk~ Hos (@),

conforme queriamos mostrar. [ |

Teorema 2.6. Sejam «, 3, p € C tais que Re(8 — 1) > 0, Re(a) > 0 e Re(p) > 0. Entao

(8~ ap — D) EL y(x) = BL (1) — apELH (2). (24.3)

Demonstracdo. Para demonstrarmos a Eq.(2.4.3) mostraremos que
(B—ap—1)Ef 5(z) + OCPEZ,J%I(@ =B} 5 1(2).
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Assim, podemos escrever

(6 = ap=DE5(@) + apBLs () = (Bop—1) 3 & k;+>5) +0‘PZM
. " o eloth)
= (B—ap— X_:Foszrﬂ +apZTB)!
S ap(p+ k)
N x(ﬂ)k B
- E%m““ﬁ 2

_ N 25 (p)e (o + 5 —1)
N l;)(ak+ﬁ—1)r(ak+ﬁ—1)k!

L 2" (p)k
B ,;)r(awrﬁ —1)k!

= Eopz,ﬁ—l(x)a

de onde segue-se

(8= ap = 1)EL y(x) = Bf s, (2) — apBL3 (),

como queriamos mostrar. |

2.5 Relacao entre as funcoes de Mittag-Leffler de dois e
trés parametros

Nessa secao apresentaremos dois corolarios que expressam uma funcao de Mittag-LefHer de trés
parametros, a saber, Eﬁ 5(r), em funcdo de fungoes de Mittag-Leffler de dois pardmetros. Veremos
também uma relacao entre a funcao de Mittag-Leffler de trés pardmetros com a derivada de ordem
m, sendo m = 0,1,2, - da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros.

Corolario 2.2. Se a, § € C sao tais que Re(a) > 0 e Re() > 1 entao

O‘Ei,g(x) = Eap1(2) + (1 = B+ a)Eap(z).
Demonstragao. Basta tomarmos p = 1 no Teorema 2.6. |

Corolario 2.3. Sejam «, 5 € C, sendo Re(f) > 0 e Re(a) > 0. Entao

d
v Ba () + Eapla) = B2 ().
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Demonstragao. Basta tomarmos p = 1 no Teorema 2.5. |
Veremos agora uma relacdo entre a m-ésima derivada da funcao de Mittag-Leffler de dois

parametros e a funcdo de Mittag-Leffler de trés parametros. Sejam m = 0,1,2,3,--- e o, € C
tais que Re(a) > 0 e Re(f) > 0 entdo vale a relagao

am -

dm—mEaﬁ(x) = mETH (). (2.5.1)

De fato essa relacao é verdadeira, pois

dm dmn = k

L B, —
dz™ s(z) dx™ kz:% I'(ak + 5)

B (k)(k—1)...(k —m+ 1)z*~
n ,;) D(ak + 5)
k! k—m
- F—mn®
n kz:;) C(ak+6)

Considerando a mudanca de indices £ — k + m temos,
dm ) (k+m)! K

d:zcimEa’B(x) = 2 I'(ak —fam—i—ﬁ)

k=—m
> (k + m)!a®

- kz:% I'(ak + am + B)k!

_ i (k +m)! ™ a*
[(ak + am + B)k!

k=0
(k+m) k
x
= |
e Z ak:+am+6) k!
1)kxk
= m! m) EmtL
m Z ak+ozm+5) g ram(?)

2.6 Funcao de Mittag-Leffler de quatro parametros

Em 2007, Shukla e Prajapati [29], introduziram a fun¢ao de Mittag-Leffler de quatro parame-
tros, sendo uma generalizacao das fungoes de Mittag-Leffler de um, dois e trés. Veremos agora a
definicdo dada por eles.

Definicao 2.5. [Fungio de Mittag-Leffler de quatro parametros] Sejam o, 3,p € C e ¢ € (0,1)UN
tais que Re(a) > 0, Re(8) > 0 e Re(p) > 0, assim

= (g 2"
£ — 7‘177
5= L Tkt B &
r k
sendo (p)qg uma generalizagio do simbolo de Pochhammer, ou seja, (p)g = (pr‘?_)q)
p
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De fato a funcao de Mittag-Leffler de quatro parametros recupera as fungoes de Mittag-Leffler
de trés parametros, pois tomando ¢ = 1 na fungdo de Mittag-Leffler de quatro pardmetros temos

oo

1 B fk(ﬂ)k B
Boslw) = ,;) T(ak + gk~ Fas®)

A seguir temos alguns teoremas que nos apresentam propriedades da funcao de Mittag-Leffler
de quatro pardmetros. Esses teoremas sao baseados em [29].

Teorema 2.7. Se o, 3,p € C e g € (0,1) UN sdo tais que Re(f) > Re(a) > 0 e Re(p) > 0, entao

k
EPY (x) — BY 0 (o QIR L 2.6.1
a,ﬁfa(x) a,ﬁ qx Z O{k + B)k' ( )
Demonstracdo. Para demonstrar a Eq.(2.6.1) usaremos as duas relagoes a seguir
(P)(p = 1)

(Pr=(p+k=1)(hk-1 e (p—l)k=p+k_1.

Assim, podemos escrever

1,q " qk - w*(p—1 ak
Egh olm) — EL g0 (x) = E_:r ) )k;!_ZF( 2 )k!

o0

_ ¥ z%(p) gk i 2*(p— 1) |
i Dlalk—1)+ Bk fm T(a(k — 1) + B)k!
Fazendo a mudanca de indices kK — k£ + 1 temos,

ELSow) - B (a)

a,f—a a,f—a
_ i 25 (p) ghrq _ i 2 (p = Dgrrg

= Dk +B)(k+1)! == T(ak+B)(k+1)!

o o k+1(p) (p—1)
_ 3 P wsglp gk ool s

) ['(ak + 8)(k + 1)! - = Tk +B)(k+1)!
B sl MSURIVES RS VN S R
= [(ak + B)(k + 1)! = Tlak+B)(k+1)!
_ i T (p)gprga(prak+q—1) i () ghrg1(p — 1)
) ['(ak + B)(k + 1)! ==, D(ak+B)(k+1)!
_ i (P)gprq1lptak+a—1—(p—1)) _ i 2" (p)ghrq-1(qk + q)
b1 I'(ak + B)(k +1)! =, T(ak+B)(k+1)!
_ i wkH(p)qk—i-q—lCI(k +1) — gz i $k(p)qk+q—1 — r i (P)kq+q—lxk
= D(ak+B)(k+1)! = T(ak + B)k! T(ak + B)k!
como queriamos mostrar. |

Observemos que com a Eq.(2.6.1) do teorema acima, podemos recuperar uma relagdo entre
funcoes de Mittag-Leffler de trés parametros.

31



Corolario 2.4. Se a, 3, p € C sao tais que Re(a) > 0, Re(f) > 0 e Re(p) > 0, entdo

Egﬁ olT) = Egﬁl o(T) = ng,ﬁ(f)-
Demonstracao. Se considerarmos ¢ = 1 na Eq.(2.6.1) temos

k

EZB o(T) — Eggla *wz ozk‘—i—ﬂ *xEZ’B(x).

|
A seguir temos alguns resultados envolvendo diferenciagao da funcao de Mittag-Leffler de quatro
parametros.

Teorema 2.8. Se a, B,p € C e ¢ € N sdo tais que Re(a) > 0, Re(3) > 0 e Re(p) > 0 entdo para
m € N,
EE) = (D B (2) (2:6.2)
dx™ a,B )= a,B+ma T .0.

Demonstragao. Vamos primeiro observar que

(Pkgrmg = (P)p+1)---(p+kqg+mg—1)
= (Pp+1)---(p+mqg—1)(p+mq)(p+mg+1)---(p+mq+kq—1)

(P)mq (P+m)kq

Logo, podemos escrever (0)kgtmq = (£)mq(p + M)kq. Assim,

am ., dm & oy X AFT(p)kgk(k — 1) (k —m +1)
g en®) = g 2 [(ak + B)k! ,;0 T(ak + B)E!
) ‘,L,kfm<

_ Z p)kqﬁ _ i xkim(p)kq
= T(ak+B)k! = T(ak+B)(k—m)

Tomando a mudanca de indices k — k + m, temos
am >

—_EP(z) = Z xk(p)kqﬂnq
dgm P ['(ak 4 am + B)k!

k=—m
oo

_ Z xk<p>kq+mq
= I'(ak + am + B)k!

[e.9]

_ 5 2 (P)img(p + M)
= T(ak +am + B)k!

o0

_ xk(p +Mq)rq _ +qm,q
- (p>mql§) F(ozk—i—ozm—i—ﬁ)k:' - (p) Egﬂ—&-ma(x)'
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Tomando ¢ = 1 na Eq.(2.6.2) do Teorema 2.8 recuperamos uma relagao da funcao de Mittag-
Leffler de trés parametros, a saber,

am m
B () = (DI 0).

E tomando p = ¢ = 1 recuperamos a relagao entre as func¢oes de Mittag-Leffler de dois e trés
pardmetros apresentada na Eq.(2.5.1).
O seguinte teorema foi proposto em [27].

Teorema 2.9. Se a, 3, p € C sao tais que Re(a)) > 0, Re(f) >0, Re(p) >0 e q € (0,1)UN entao
d

. 2" RS (wa)| = 2072 [ELY (wa®) + (p — B)ELG(wa®)] . (2.6.3)
Demonstracao. Comecando pelo lado direito dessa equacao temos,
d 1 daP™t o ad ., o
. [:vp qu B (wx® )} = — Ei%(w:z )+’ %Eg%(wzv )
ka1 (o)
— — DaP™ 2qu p—1 w a q
(p = Do 2B () + 2 3 O
) ak—1
_ p—2 ( ) p—1 w Oékx (p)kq
= +x
)z Z k + B)k! ,;) T(ak + B)K!
_ (IO B 1) Z wkxak—&-p—?(p)kq N i wkakxak—&-p—Q(p)kq
iz T(ak+B)k! = T(ak+ p)k!
LS W hy(p 1+ ak)
prrd ['(ak + B)E!
_ i wrz (p)re(p — B+ B — 1+ ak)
I'(ak + B)E!
- P2 i kak (P)rq(p — B) +§: kak (P)kg(B — 1+ ak)
=0 ['(ak + B)E! [(ak + B)k!
00 k .ak 00 k .ak
_p2 Wz (p)rq Wiz (p)ig(B — 1 + ak)
= - -
v 5230 T(ak + B)k! §)<ak+ﬁ—1)r(ak+5— 1)k!
r 0o k .ok ) k .ok
. p=2 W () kg W () kg
= — +
v _(p m,;l“(ak%—ﬂ)k! ,§F<ak+5_ 1)&!
= @2 [(p = B)ELH(wa®) + B (wa)]
como queriamos mostrar. |

Tomando ¢ = 1 e ¢ = p = 1 na Eq.(2.6.3) recuperamos duas relagdes da fungao de Mittag-Leffler
de trés e dois parametros, respectivamente, a saber

L0 B2 )] = 20 (Bl (wn) + (o~ B) ()]
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L Bup(wr®) = 27 [Bapa(ws®) + (1= ) B s(wa™)].

Consideraremos agora a diferenciagao das fun¢oes de Mittag-Leffler com um pardmetro racional,

ou seja, consideraremos o = P sendo p,r € N e primos relativos.
r
Teorema 2.10. Se 5,p€ C, g€ (0,1)UN ea = P sendo p,r € N e primos relativos, entao
r

Gy ([Eg) = Z (p>qu(k7p + 1)x(§_1)p
dap” 7P (%2 + 8% —p+ k!

k=0 e

Demonstragdo. Sejam p,r € N primos relativos, 8,p € C e ¢ € (0,1) UN assim
v b &zt
CoBS(2Y) = W
dap v da? = T'(2k + B)k!
L CREE (2 p s D)
L2k + B)k!

k=0
D(Ek+1) 2Ry
TZk—pr)T" (P)kq

- ,% T(2k + B)k!
i (Pl (2 + 1)l Dr
a4+ prie —p+ k"

r

conforme queriamos demonstrar. |

2.7 Funcao de Mittag-Leffler de cinco parametros

Khan e Ahmed [17], introduziram a fungao de Mittag-Leffler de cinco pardmetros, sendo uma
generalizacao das fungdes de Mittag-Leffler de um, dois, trés e quatro parametros. Apresentamos
agora a definicao dada por eles.

Definigao 2.6 (Funcao de Mittag-Leffler de cinco parametros). Sejam «, 3, p,d € C eq € (0,1)UN
tais que Re(a) > 0, Re() > 0, Re(p) > 0 e Re(d) > 0 assim

o & () gk
Eaﬁ,é(x) o kz:% ['(ak + B)(0)r’

sendo (p)g. conforme Definigdo 2.5.

A funcao de Mittag-Leffler de cinco pardmetros assim definida recupera as fungoes de Mittag-
Leffler de um, dois, trés, quatro parametros e a funcao exponencial.

De fato, a funcao de Mittag-Leffler de cinco parametros recupera a fungao de Mittag-Leffler de
quatro parametros, pois basta considerarmos 6 = 1,

0,q _ = xk(p)kq _ - xk(p)kq _ 10
Ea’ﬁ’l(m) N kz::o T(ak +B)(1), kz::() (ak+ B)k! E“’B(x)'
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2.8 Funcao de Mittag-Leffler de seis parametros

Nessa secao apresentamos a funcao de Mittag-Lefller de seis parametros conforme definida em
2012, por Salim e Faraj [28].

Definigao 2.7 (Fungao de Mittag-Leffler de seis parametros). A fungdo de Mittag-Leffler de seis
parametros € definida pela sequinte série,

vy B e $k(P)kq
O ];) U(ak + B)(0)rp’

sendo o, 3,p,0 € C, p,q >0, Re() >0, Re(ar) > 0, Re(p) >0, Re(d) >0 e Re(a)) +p > q.
Observemos que a funcao de Mittag-Leftler de seis pardmetros assim definida é uma generali-
zacao das fungoes de Mittag-Leffler de um, dois, trés, quatro e cinco.

Tomando p = 1 na funcao de Mittag-Leffler de seis parametros recuperamos a de cinco para-
metros, pois

Ep,&,q ({L‘) _ i xk(p)kq — P (ZE)
P STk B0

Veremos agora algumas propriedades da funcao de Mittag-Lefler de seis parametros, proprie-
dades essas que serao apresentadas em forma de teoremas.

Teorema 2.11. Sejam «,(3,p,0 € C e p,q > 0 tais que Re(8) > 0, Re(a) > 0, Re(p) > 0,
Re(6) > 0, Re(a) +p > q e # 1 entio

rp d

5, -1, 3,
() — B, () = 1_ 5%E§,5?p($)- (2.8.1)
Demonstracao. Usaremos na demonstragao desse teorema a seguinte igualdade,
1 1 ()2
)i (2.8.2)

O @ TE+ph)’
Demonstraremos primeiro a Eq.(2.8.2).
1 I I'(0) I'd—1)

0)pe (O T(6+pk) T(6—1+pk)
'(0) T —1)

(6 +pk)  LO+pk)

o+pk
() T(6 —1)(6 — 1+ pk)
T +pk) T'(5 + pk)
_T(9) P05 — 14 pk)
T T(64pk)  T(6+pk)
) (1 )
I'(d + pk)
_ TO)E
(6 +pk)
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Demonstraremos agora que vale a Eq.(2.8.1).

(p)quk - b

T %rakwq)( oy

NE

B2 ) — BLI () =

a,8,p\T a,B,p

r

B
Il
o

[
hE

k

I
NE

(

(p)gp” L 1

o L'(ak + 5) <( 0)pk (5—1)pk>
(

I'(

Pk F(é)%¥%

ak+5) \T'(0 + pk)

_ap S (pgkdt TE) ap & (p)gkdt 1
- 1—6I§F(ak+ﬁ) 0(6 +pk) 1—6§F(ak+ﬁ) (0)pk

k=0

00 d .k
_ o Puga’ ap d g
1= = T(ak+6)(0) 1—0ddx 7P
como queriamos demonstrar. [ |
Tomando p = 1 na Eq.(2.8.1) do Teorema 2.11 recuperamos uma relacao da fungao de

Mittag-Leffler de cinco parametros, a saber

r d
EGs(x) — B (z) = E%Eg’,qg,a(x)-

Teorema 2.12. Se «,3,p,0 € C e p,q > 0 sdo tais que Re(5) > 0, Re(a) > 0, Re(p) > 0,
Re(6) > 0 e Re(a) +p > g, entao

d
EL(0) = BELEL (@) + ax o BLGL (0), (2.8.3)

Demonstracao. Desenvolvendo o lado direito da Eq.(2.8.3) temos,

d

&
b Z Ik +képf)1)( Dy ‘”CCZ; i I(ak iképf)l)(a)k,,
=F kio ok + 5@1)( e i (a: ik;(f ﬁq;(cs)kp
= 5,ir ak+6p4qu>1)( Ny Z ak+ﬁ(ffq))( 5
= S A = s et ¢
= 5t = P
conforme querfamos mostrar. m
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Observemos que tomandop=1,p=0=1,p=d=q=1ep=05§=¢q=p=1naEq.(2.8.3)
do Teorema 2.12 recuperamos as relagoes das fun¢oes de Mittag-Leffler de cinco, quatro, trés e
dois parametros, respectivamente, sao elas

d
Bl s(x) = BENG ) s5(7) + aﬂ?%Eg’,%H,a(m)a
E’D’q — EPq d EP#I
a,B(‘r) _6 aﬂ+1( )—f—OéZL'% a,,@—&—l(x)v
E? = BE’ d E?
a,ﬁ(x) - ﬂ a,f+1 ($) + Oél'% a,f+1 (‘7:)7

d
Eap(x) = BEqpii(x) + OW%Ea,ﬂH(x)a

e tomando p =90 = ¢ = p = [ = 1 recuperamos uma relagao entre as fungdes de Mittag-Leffler de
um e dois parametros, a saber

d
—F .
dl’ 0472(x)

Agora temos um teorema envolvendo a derivada de ordem m da fungdo de Mittag-Leffler de
seis parametros, sendo m € N.

E,(x) = E,2(z) + ax

Teorema 2.13. Sejam m € N, a,8,p,0,w € C e p,q > 0 tais que Re(B) > 0, Re(a) > 0,
Re(p) > 0, Re(d) > 0 e Re(a) +p > q, entdo

ey

PERS (wa®)] = 2P BN, (wa). (2.8.4)
dx™

a,B,p a,B—m,p

Demonstragdo. Como «,f,p,0,w € C, m € N e p,qg > 0 tais que Re() > 0, Re(a) > 0,
Re(p) > 0, Re(d) > 0 e Re(a) + p > ¢, temos

di B 1 p,0,9 [ . dm Bs—1 ak(p)pk _ dm = wkxak—&-ﬂ (p)Pk
dxm[ By p(wz )} T dam [ Z Ozk:—l—ﬂ)( )k ] dam = T(ak + B)(6)kp

(ak + 5 —1)(ak + B —2) - (ak + B — m)wka = (p) )

- g:%) I'(ak + B)(0)p
_ i hig W () _ i": whge BT () )
= I'(ak + B)(8)kp iz Dok + B —m)(0)ky
N mz w” ak(p)pk — Bm=1ppda (wz®)
L(ak + 8 —m)(0)ky onf—m.p ’
como queriamos mostrar. [ |
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Tomandop =1, p=6d=1,p=0d=qgq=1ep=3§ =q=p=1na Eq.(2.8.4) recupera-
mos as seguintes relagoes das fungoes de Mittag-Lefler de cinco, quatro, trés e dois pardmetros,
respectivamente,

dm

T [P B s(wa)] = PR (w0,

dm - (0% m— (63
[ B )] = P B (),
dam B—1 pp o 6 m—1 p o
d$m [ ‘E ( ﬂ Ehﬂ m(W$ %
d" B— B—m—1 «
i { "By p(wx® )} =z Eo p_m(wz®),
e tomando p =6 = ¢ = p = [ = 1 recuperamos uma relacao entre as fungoes de Mittag-Leffler de

um e dois parametros, a saber

dm
(M:—mEa(wxo‘) =2 " Ey1—m(wz®).

2.9 Transformada de Laplace das Funcoes de Mittag-Leftler

Nessa secao calcularemos duas transformadas de Laplace envolvendo as fungoes de Mittag-
Leffler de um e dois parametros, sao elas:

)L B, (— M)

i) L[t E, p(— M)

Em [33] se obtém a transformada em i) usando a metodologia da transformada de Laplace
inversa. A transformada em ii) serd muito util no Capitulo 4 para a obter a solu¢ao do oscilador
fracionario.

Vamos primeiro encontrar a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler de um pa-

r 1
rdmetro, para isso usaremos a equagao encontrada no Exemplo 1.1, a saber, Z[t%] = %.
SO(
Assim,
LIEL(-M)] = /°° e B (—\®)dt — /°° oot i —M)
“ 0 I'(ak + 1)
s FoT(ak +1
— 7Sttak‘dt Z ) (O{ k+ )
o ak —|— = ak +1) sok+l
= Z (2.9.1)

Sak+1
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A série na Eq.(2.9.1) é uma série geométrica, cuja soma é dada por Y para
s
Sa—l
~1<1,Z AtY)| = .
para [ 2] < 1, Z[Ba(-3)] = 5
Calcularemos agora Z[t"~1E, 5(—At®)]. Assim,
LB, 5(—\")] = / e—sttﬂ—lEaﬁ(—At‘*)dt
0
s )\t“)
— —Stt,B 1
/0 Z ok + 5)
[e's) k: 00
= | T(ak+3) Jo
RN ROV
= [[(ak + ) sokth
0 (_)\)k
- >V (2.9.2)
k=0
s@B
A série na Eq.(2.9.2) é uma série geométrica, cuja soma é dada por 3, bara | < 1. E,
s
LB, 5(— A 7
tant t o t)] = .
portanto, para [ B(=AtY)] Y

Portanto, as transformadas de Laplace envolvendo as fung¢oes de Mittag-Leffler de um e dois
parametros, sao dadas por

a-1
LEa(—M\)] = siﬁ (2.9.3)
e
LU, (A = (2.9.4)
’ 594+ A
As respectivas transformadas de Laplace inversa sao dadas por
ga—1
7 LO‘ - A] = B, (—\t%),
e

| s P _ N
7 L‘O‘—i—/\] =" B, 5(—AtY).
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CapriTULO 3

CALCULO FRACIONARIO
]

“Assim como a mecinica de Newton parecia estar completa
até o surgimento das teorias de Finstein, também o cdlculo
como nos o conheciamos parecia estar completo, e com o
advento do cdlculo fraciondrio estamos diante de uma evo-
lugcdo cujas consequéncias podem ser tao formiddveis quanto
as advindas da fisica quantica.”

Rubens de Figueiredo Camargo

O célculo fracionario, nomenclatura utilizada para o calculo de ordem nao inteira, tem origem
em 30 de setembro de 1695, quando L’Hospital, em carta, pergunta a Leibniz qual o significado de
uma derivada de ordem um meio, ou seja, qual seria o significado de Z;—LZ{ sendo n = %

Nesse capitulo vamos introduzir o conceito de integral fracionéria, e apresentar duas formulagoes
das derivadas fraciénaria, a derivada segundo Caputo e a derivada segundo Riemann-Liouville. Ao

final, esbocamos um parelelo entre as duas formulacoes.

3.1 Integral Fracionaria

Aqui, vamos introduzir a integral fracionaria a partir da formula integral de Cauchy, a saber,

P = g [ £ =y

sendo n € N e f uma fungdo causal. O operador J" representa a repeticao n-éssima da integral,
ou seja,

t Tn—1 T1
Jf(t) ::/ / / f(r)drdr ---dry,_1.
0 Jo 0
Utilizando a expressao anterior temos a chamada féormula da integral fracionaria de Riemann-

Liouville de ordem « de uma funcao f causal, sendo Re(a) > 0 e ¢t > 0.

Definicao 3.1. A integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « de uma funcao f causal
¢ dada por,
1 t
JOF(t) = 7/ t— ) ldr, 3.1.1
1) = g ) 1) e =7 (3.1.1)

sendo Re(a) >0 et > 0.
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Podemos também escrever a integral fracionaria, Eq.(3.1.1), como um produto de convolugao
das fungoes f e ¢, (fun¢ao de Gel’fand-Shilov), sendo a > 0 e

tozfl
¢a(t) - @, Se t>0,
0, se t<O.
Assim, podemos escrever
1 t
0= T | @)@ =7 = 6a(t) = £, (3.1.2)

Temos que a integral fracionaria de ordem o = 0 de uma funcao f é a prépria funcao f, ou seja,
J° =1, sendo I o operador identidade.
Devido a sua importancia mostraremos agora uma propriedade da fungao ¢,,.

Proposicao 3.1. A fungao ¢, satisfaz a propriedade, ¢o(t) * ¢5(t) = Ppass(t), sendo a, 5 > 0.

Demonstragao. A partir da definicao do produto de convolucao de Fourier temos,

(6 05)(t) = [ du(r)slt — 7)dr. (3.1.3)

Observemos que

re—1 0:
(ba(T):{ T(a)’ T >U;

0, T <0.
e
(t=7)° " :
<t
t—r)y=4{ T » TH
¢5( ) {O, T > 1.

Assim, o produto ¢, (7)dg(t — 7) s6 serd diferente de zero para 0 < 7 < t. Logo pela Eq.(3.1.3)
temos,

_)pl

/t T (¢
Ga(t) * 9(t) = 00 [(a) I(B)

dr, 0 <1<t

(3.1.4)
caso contrario.

Resolveremos agora a integral presente na Eq.(3.1.4), para isso usaremos a fung¢ao beta, a saber,

1
B(p.q):= [ w1 —w)du,
0
e a relacao da fun¢ao beta com a funcao gama,

['(p)L'(q)

B(p,q) = W
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Assim,

A ;i; (t;(;))ﬂ_ldT - F(O;m/otfa—l(t—f)ﬂ—ldf
_ F(@)}(ﬁ) /Otfa—lizf@_r)ﬁ—ldf
_ F(Oé)lm/otwltﬁl (1(75—7))[3_1(17
_ r(a)lr(ﬁ) [t (1 ;)5_1 dar. (3.1.5)

Introduzindo a mudanca de varidvel u = % na Eq.(3.1.5), temos

bt (t— 1)t _ 1 L Nam1,6-1 p-1
/oF(a) NG dr = W/{)(Ut) " (1 — )" tdu
_ tOH_B_l ! a—1 B-1
- TG /O ()t (1 — w)* du
toc+ﬁ—1
= T
_ T D(@)r(B)
~ T(a)L(B) (e + B)
ta-l—/j—l
= Tt (3.1.6)
Logo pelas Eq.(3.1.6) e Eq.(3.1.4) temos
toz+ﬁ—1
Ga(t) * Ps(t) = { ['(a+3) P20 gae),
0, t<0.
como queriamos mostrar. [ |

A partir de agora, iremos considerar apenas func¢oes causais. Nos dois exemplos a seguir
calcularemos a integral fracionaria segundo Riemann-Liouville de ordem « de duas fungoes, a
saber, a fun¢do constante e funcao poténcia.

Exemplo 3.1. Encontraremos a integral fraciondria sequndo Riemann-Liouville de ordem o, sendo
Re(a)) > 0, da fungao f(t) = ¢, sendo ¢ uma constante.

A partir da defini¢do, Eq.(3.1.1), podemos escrever

e [ metedr = [ m = T e
JC_F(&)/o(t e F(Oé)/o(t S = e T et )
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Exemplo 3.2. Calcularemos a integral fraciondria de ordem «, Re(a) > 0 da funcao f(t) = t7,
sendo vy > —1 et > 0.

Por defini¢ao, Eq.(3.1.1), temos

1 t
Jat”’:—/ t— )l 31.7
s [ =i @17

Consideremos a mudanga de varidvel 7 = tx na integral da Eq.(3.1.7), assim,

Jaty 1 ! 1 td tr ! 1 vd
Oét — - t _ t oa— t t — 1 . a—
F(oz)/o( )7 (tx) "tdx F(a)/0< ) dx
toty ot I'(a)T 1 totr 1
_ Blo,y+1) = (@)T(y+1) (v + )’
I'(«a) (o) T(a+~v+1) T(a+v+1)
de onde segue-se
L(y+1)
J = —— ot 3.1.8
Ma+~vy+1) ( )
O

A proposicao a seguir apresenta uma propriedade da integral de Riemann-Liouville.

Proposigao 3.2. A integral de Riemann-Liouville satisfaz a sequinte propriedade
JUJPf(t) = J*TPf(t), (3.1.9)
sendo o, 3 > 0.

Demonstragdo. Para mostrarmos que J*J? f(t) = J**Pf(t), para qualquer funcdo f, usaremos
as propriedades demonstradas na Proposi¢ao 3.1. Assim,

JOJPf(t) = T (¢s(t) * f(t)) = dalt) * (95(t) * f(t)
= (alt) * d5(1)) * f(t) = Gasp(t) x f(t) = JTOf(2).

n
Como consequéncia imediata da Proposi¢ao 3.2 temos que J*J?f(t) = JPJf(t). De fato,
JOJPf(E) = JUHOf(t) = JOref(t) = JPTf(1).

3.1.1 Transformadas da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

As transformadas de Laplace e de Fourier sao ferramentas muito utilizadas na resolucao de
problemas que envolvem equacgoes diferenciais. Nesta secao, vamos encontrar as transformadas de
Fourier e de Laplace da integral de ordem fracionaria segundo Riemman-Liouville.
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Transformada de Laplace
Agora iremos calcular a transformada de Laplace da integral fracionaria de Riemann-Liouville

de ordem « de uma dada fun¢ao f, mas precisamente mostraremos que

ey = 2L (3.1.10)

80(

onde .Z é o operador de Laplace.
Usando a Eq.(3.1.2), podemos escrever

ZIIf(t)] = ZLda(t)* f(1)]

= .01 21 0)

= i) [ §<a)estdt
L] [® 01

= I'(a) /0 t¢ e dt

_ LG e

= T 20

_ ZUOIT)
[(a) s

_ i)

conforme queriamos mostrar.

Transformada de Fourier

Nessa secao iremos calcular a transformada de Fourier da integral fracionaria de ordem «
segundo Riemann-Liouville. Assim temos,

FlIf(z)] = Flpalt) * f(t)]
= V2 F[f(x)]Flpalt)]. (3.1.11)

Resolveremos separadamente a transformada de Fourier da funcao ¢,, presente na Eq.(3.1.11).
Assim, podemos escrever

Floa®)] = T et

T 3.1.12
V27l /0 ¢ ( )
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Introduzindo a mudanca de varidvel u = iwt na integral da Eq.(3.1.12), temos

1 o ry N\t du
Floalt)] = \/%r(a)/o (zw) ‘i
1 o aflefu U
B \/%F(a)(iw)a/o “ d
INGe
\/ﬁf(a)(iw)“
- (3.1.13)

Assim pelas Eq.(3.1.11) e Eq.(3.1.13) podemos escrever

~—

FlIf(2)] = mﬂf(m)]m

Ff(x))

(iw)e

Portanto, a transformada de Fourier da integral fracionaria de ordem a de uma funcao f é
dada por,

Fles) = T

3.2 Derivadas Fracionarias

Nessa se¢ao vamos apresentar uma generalizagao para o operador diferencial D", sendo D = % e
n um numero natural, a saber, o operador diferencial fracionario, D%, sendo Re(a) > 0. Discutimos
apenas as formulagoes segundo Riemann-Liouville e Caputo, bem como faremos um paralelo entre

essas definigoes.
3.2.1 Segundo Riemann-Liouville

Definigao 3.2. Sejam a um nimero complexo tal que Re(c) > 0 e m o menor inteiro maior ou
igual a Re(a), ou seja, m — 1 < Re(a) < m. A derivada fraciondria sequndo Riemann-Liouville
de uma funcdo causal, suficientemente bem comportada f € dada por,

Def(t) = D™ J™f(1).
Observemos da Defini¢do 3.2 que para m — 1 < Re(a) < m, temos
DEf(t) = D™J"f(t)

dm gt (t—7)met B 1 dm ot f(r)
de™ /0 I'(m —a) firydr = L(m — a) dt™ /0 (t— T)a*deT’
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e se « = m, sendo m inteiro, temos,

DUf(t) = D™J"Cf(t) = D™JOf(t) = D" (1).

Portanto,
1 am ot f(7)
d -1 )
T(m — a) dt™ /0 (i~ )a-meidT se m—1<Re(a) <m;
Def(t) =
), -
dtm se a=m

Note que a derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville de ordem «, D%, é a inversa a
esquerda da integral fracionaria de ordem «, J¢, ou seja,

DeJ* =1.

De fato, temos que D*J® = D™ J"~*J* = D™ jm-ote — pmjm — ]
Observemos também que J*D* £ [ e para n € N temos que

Mostraremos que vale a Eq.(3.2.1) por inducao. De fato vale a Eq.(3.2.1) para n = 1, pois

T = 10 = [ (e = )~ F0),
Suponha que vale a Eq.(3.2.1) para n = s, ou seja,
s—1 k
FDf() = 1) - 3 FP0),
k=0 :

sendo s € N. Mostraremos que vale a Eq.(3.2.1) para n = s + 1, ou seja, mostraremos que vale a
seguinte equacao,

JIDIL () = f(¢) — Z f(k)(o)f.

Assim,

Js+1Ds+1f(t) — JIJstle(t)
JLIEDAf(t). (3.2.2)
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Como por hip6tese de indugao vale a Eq.(3.2.1) para n = s, temos,
s—1 tk
Js-‘rle—I—lf(t) _ Jl (f/(t) . Z f(k—‘rl)(o)k')
k=0 :
t ts—1 Tk
— / f(r)dr — / > fED(0)—dr
0 0 1 o k!

s—1 t 7k
= f(t)— f(0) - Z FED©) [ dr

o k!
s—1 (k1) Tk—l—l t
= 0= 70) =2 O 5y,
s—1 (k+1) tk;—‘rl
= t)— f(0) — 0 . 3.2.3
10 =10 = X 1“0 gy (323
Considerando a mudanca de indice K — k — 1 na Eq.(3.2.3), temos
s tk
DT = f(1) = £(0) = X2 fP(0) (3:2.4)
k=1 :
Observemos que
()2
FP )], = 10 (3.2.5)
Portanto, pelas Eq.(3.2.4) e Eq.(3.2.5) temos,
s k
FEDE() = £~ S fP0)
k=0 '

Logo, vale a Eq.(3.2.1).

Exemplo 3.3. Mostraremos que a derivada fraciondria de ordem « da fungao f(t) = t7, sendo
Pv+1) .

Fy+1—a)

Seja m — 1 < Re(a) < m, assim D*t" = D™ J"~ 7. Pelo Exemplo 3.2, mais precisamente pela

Eq.(3.1.8) temos,

Re(a) >0, vy>—-1et>0¢

DYy = pm F(’y + 1) m—o+y | _ F(’y + 1) F(m —a+ g + 1)t7—oc
I'm—-—a+~vy+1) 'm—-a+y+1) ~v+1-a
F'y+1) .
Fy+1—a) 7
conforme queriamos mostrar. O

No exemplo a seguir mostraremos que a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville de
uma constante nem sempre é zero, diferente do que ocorre no calculo de ordem inteira, onde a
derivada de uma constante é zero.
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Exemplo 3.4. Encontraremos a derivada fraciondria de ordem o sequndo Riemann-Liouville de
uma constante c.

Seja m — 1 < Re(a) < m. Assim,

D% = D™J" %

t()i
Pelo Exemplo 3.1 temos que J% = F(onCrl)' Logo,
"%
DO( — Dm
¢ 'm—-—a+1)

Tm—a+1) ¢
'Nl—a) T'm—a+1)
teT(1 — )’

Observemos se a € R tal que a ¢ N a derivada fraciondria de ordem « segundo Riemann-Liouville
de uma constante nao é zero [18]. O

Teorema 3.1. Duas fungoes f e g possuem a mesma derivada fraciondria de ordem « sequndo

Riemann-Liouville, ou seja, D*f(t) = D%g(t), sendo t > 0 e Re(a) > 0, se e somente se, f(t) =

g(t) +> " cjt*7, com ¢; constantes arbitrdrias e m — 1 < Re(a) < m.
=1

Demonstracao. Dividiremos essa demonstracao em duas partes, a saber,

i) Se D°f(t) = D*g(t) entiio f(t) = g(t) + 3t

i) Se f(t) = g(t) + icjto‘_j entdo Df(t) = Dg(t).
Demostraremos pririlzro ). Seja m — 1 < a < 'm, por hipétese D*f(t) = D*g(t), portanto,
DmJmTCf(t) = DI %g(t). (3.2.6)
Seja JTTf(t) = fi(t) e J™%g(t) = g1(t), assim podemos reescrever a Eq.(3.2.6) como,
D™ fi(t) = D™g1(t). (3.2.7)
Aplicando em ambos os membros da Eq.(3.2.7) o operador J™, temos
JRDP £ () = T D" (1),

e usando a Eq.(3.2.1) podemos escrever
m—1 *) tk m—1 ) tk
filt) = Zfl (O)Hzgl(t)_ 291 (O)Q
= ! !
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Logo, rearranjando, obtemos

A =an®+ Y 5 [170) - 6P (0)] (3.2.8)

Escrevendo a Eq.(3.2.8) em funcao de f e g temos,
m—1 tk

I () =T + 3 5 [A7(0) - 617 (0)] (3.2.9)

Aplicando o operador J*~™ em ambos os membros da Eq.(3.2.9) temos,

1) = g0+ 5[40 =g (0)

— U0+ Y s 00 - 00

tk—l—a—m

= 90+ X e 0 6 0]

T
Ll

Consideremos a mudanca de indices k = m — j, assim

~ (m—i) (m—3)
= [0y — gimD(0)] .
=90+ 3 fq =g A0 - 8" 0)
(m—j) _ (m=j) m ,
Seja ¢; = h 0) -~ o (0), assim f(t) = g(t) + Y _ ¢;t*7, como querfamos mostrar.

MNa—j7+1) =
Mostraremos agora que vale 7). Por hipdtese temos que

f(t) =g(t) + f: et (3.2.10)

Aplicando o operador D® em ambos os lados da Eq.(3.2.10) obtemos

o0 = o (sr+ o)

= D%(t)+ D> c;t* . (3.2.11)

=1

Mostramos que D* Y ¢;t* presente na Eq.(3.2.10) é zero. Seja m — 1 < Re(a) < m, assim
j=1
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D~ Z Cjtaij = pmjmne Z Cjtaij
j=1 J=1
= D™ ¢ JJm

7j=1

j=1
T T(a—7+1
— ch (Oé .7+ ) mtm—]
o Tim—j+1)
_ iCJF(m —}j + 1)15*] I« _j.+ 1)
o D=+ Fim—j+1)
] .
j=1 [(—=j+1)
Devido ao fato de lim |I'(z)[— oo para m = 0,—1, -2, =3, - - temos que
D*Y ¢it* 7 =0, (3.2.12)
j=1
Logo, pelas Eq.(3.2.11) e Eq.(3.2.12) temos que D f(t) = D%g(t). |

Transformada de Laplace da Derivada Fracionaria Segundo Riemann-Liouville

Nessa secao mostraremos que

m—1

LD f(t)] = s“Z[f()] = Y s g M(0),

k=0
sendo g(t) = J™*f(t) e m — 1 < Re(a) < m.
Assim, para m — 1 < Re(a) < m, temos
ZID*f(t)] = L[D™ I “f(t)], (3.2.13)

seja g(t) = J™*f(t) na Eq.(3.2.13), assim .Z[D*f(t)] = Z[D™g(t)]. Pelo Teorema 1.10 demos-
trado no Capitulo 1 temos

n—1

L) = 250 - 5 56 f0(0).
Portanto, podemos escrever B
LID°50) = L] - 3 g0
S OIS e



Pela Eq.(3.1.10) temos que Z[J*f(t)] =

L] . Assim

2D ()] = smf[f(t)] _ mf sm=(b+D) (k) ()

= s“Z[f()] = > " gM(0),
como queriamos mostrar.

3.2.2 Segundo Caputo

Definigao 3.3. Sejam a um nimero complexo tal que Re(c) > 0 e m o menor inteiro maior ou
igual a Re(a), assim m — 1 < Re(a) < m. A derivada fraciondria sequndo Caputo de uma fungdo
causal, suficientemente bem comportada, f ¢ dada por,

LDOf(t) = J" D™ f(2).

O indice , foi adicionado ao simbolo da derivada fracionaria segundo Caputo para diferenciar
da derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville. A notagao ¢ D®f(t) também é utilizada.

A derivada fracionaria segundo Caputo é mais restritiva que a derivada fracionaria segundo
Riemann-Liouville, uma vez que para a derivada fracionaria segundo Caputo de uma funcao f é
necessario a integrabilidade da derivada de ordem m dessa fungdo f, sendo m — 1 < Re(a) < m e
a a ordem da derivada fracionéria [7].

Observemos que se a = m entao pela Definicao 3.3 temos que

_

DUf(E) = D () =

f(b),

esem—1 < Re(a) <m temos

Do f(t) = 1o pm () = ey = [T o yar,

o I'(m—a)

de onde segue-se

! >/Ot( 1) dr, se m—1<Re(a) <m;

I'(m—« t — r)atl-m

*Daf(t) =
dif(t) _
e , se a=m.

Note também que a derivada fracionaria de ordem «, segundo Caputo, de uma constante é
sempre zero. De fato,

t _ m—a—1
*DaC: Jmmepme — Jm—aoz/ (t T)

———0dT =0
o I(m-—a) T
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sendo ¢ uma constante e Re(a) > 0.
A derivada fraciénaria segundo Caputo é um operador linear [24], ou seja, D*(\f(t) +~g(t)) =
ADf(t) +vD%g(t), sendo f e g fungdes causais e A e y constantes.

Exemplo 3.5. Calcularemos a derivada fraciondria sequndo Caputo de ordem o, sendo Re(a) > 0,
da fungio f(t) =t7 com vy > —1 et > 0.

Assim, podemos escrever

LD = JmTeD™Y

= Jmo F(/}/ + ]‘) y—m
I(y—m+1)
Iy =m+1) ’
que, pela Eq.(3.1.8) fornece
Do C(y+1) L(y—m+1) b=
Fy—m+1)T(y—m+m—a+1)
_ o+ e
I'(y—a+1)

0

Teorema 3.2. Duas funcoes f e g possuem a mesma derivada fraciondria de ordem « sequndo
Caputo, ou seja, D f(t) = .D%g(t), sendot > 0 e Re(a) > 0, se e somente se, f(t) = g(t) +

> e;t™ 7, sendo c; constantes arbitrdrias e m — 1 < Re(a) < m.
=1

Demonstragao. Dividiremos essa demostracao em duas partes, a saber,

i) Se f(t) = g(t) + icjtm’j entdao ,D*f(t) = .D%g(t).

j=1
it) Se . D*f(t) = .D%(t) entdo f(t) = g(t) + > c;t™7;
j=1

Demonstraremos primeiro 7). Seja m — 1 < o < m, por hipdtese temos que
ft)=g(t) + i et™ (3.2.14)
j=1
Aplicando o operador ,D® em ambos membros da Eq.(3.2.14) temos
DUf(H) = D" (g<t> £y cjtm-j)
j=1
= D%(t) + *D“icjtmﬂ. (3.2.15)

Jj=1

52



m
Mostraremos que , D Z cjtm_j presente na Eq.(3.2.15) é zero. Assim,

j=1
*Da Z Cjtm_j = Z *DaCjtm_j
j=1 j=1
= > ¢Jm D™
j=1
U I'm—-454+1) _.
— cht]mfa (m .] + )tfj
j=1 [(=j+1)
= chMJm_at‘J. (3.2.16)
o D=+
I'm—-—j5+1
Observemos que m presente na Eq.(3.2.16) é zero para todo j € [1,m], pois para
—J

1<j<m,T'(—j4+1)=o0. Logo,

D> et = 0. (3.2.17)

j=1

Assim, pelas Eq.(3.2.15) e Eq.(3.2.17) temos D f(t) = .D%g(t).
Agora mostraremos que vale 7). Para m — 1 < Re(a) < m e por hipdtese temos,

*Daf(t) - *Dag(t)
JUCDME() = Jme DM (t), (3.2.18)

Aplicando o operador D™~® em ambos membros da Eq.(3.2.18) temos
D™f(t) = D™g(t). (3.2.19)
Tomando o operador J™ em ambos membros da Eq.(3.2.19) obtemos
JTD™f(t) = J"D"g(t).

Utilizando a Eq.(3.2.1) podemos escrever

m—1 L tk m—1 A tk
- FO0 = - Y gV
k=0 : k=0 :
(S k t*
f0) = g =X 190 - g 0)] . (3.2.20)
k=0 :
Consideremos a mudancga de indices j = m — k no somatério da Eq.(3.2.20). Logo,
. i tm—i
f6) = gt =3 [ (0) = g (0)] o (3.2.21)
j=m :
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frm=9(0) — gtm=(0)

Seja ¢; = ( ) . Assim, podemos reescrever a Eq.(3.2.21) na forma f(t) =
m—j)!
g(t) + Z cjtm’j , como queriamos mostrar. |
j=1

Transformada de Laplace da Derivada Fracionaria Segundo Caputo

Nessa secao encontraremos a transformada de Laplace da derivada fracionaria de ordem «
segundo Caputo, sendo Re(a) > 0. Mostraremos que para m — 1 < Re(a) < m, vale a equagao

LLD0)] = L1 0)] - 3 5 0) (3.2.22)
k=0
sendo f™(0) = lim DFf(t).
Assim, para m — 1 < Re(a) < m, temos
LDV )] = 21T D™ f(1)]. (3.2.23)

Seja g(t) = D™ f(t), 1250 pela Bq.(3.2.23) temos Z[,D*f(t)] = Z[J" “¢(t)]. Pela Eq.(3.1.10)
temos que Z[J*f(t)] = [joa(t)]

. Logo, obtemos

LLDf(1)] = "i tivly (3.2.24)

Pelo Teorema 1.10 demostrado no Capitulo 1 temos

L[ (1)] = Z s" U FU)(0),
de onde segue-se
Llglt)] = 210" F0)] = 270 - X 5" 0(0). (3:2.29

210 0] = s ()= T )
= LU0 3 T 00)

como queriamos mostrar.
Uma outra maneira de se obter tal resultado ¢é através da funcao de Gel’fand-Shilov.
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3.2.3 Riemann-Liouville x Caputo

Nas secoes anteriores vimos que a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville é a derivada
de ordem inteira de uma integral fracionaria, ja a derivada fracionaria segundo Caputo inverte a
ordem entre a derivada e a integracao fracionaria, ou seja, a derivada frecionaria segundo Caputo
¢ a integral fracionaria de uma derivada de ordem inteira. Nessa secdo faremos um paralelo entre
as derivadas fracionéarias segundo Riemann-Liouville e Caputo.

Ao contrario do operador integral, J, os operadores diferenciais, D% e ,D® nao satisfazem a
propriedade comutativa nem a propriedade que o operador de ordem « do operador de ordem [ é
o operador de ordem o+ 3 [7, 12, 15], ou seja,

D*DP + DP D> e D®DP + Db,

Iremos mostrar a seguinte relacao entre as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e Caputo
para m — 1 < Re(a) < m,

m—1 tk—a
Df(t) = Df(t) — ®0) . 3.2.26
)= D0 = X SO (3.2.26)
Para mostrarmos a Eq.(3.2.26) primeiro observemos que
N~ ) te ESCI
D*f(t) — 0))=———————=D" t) — 0)—1. 3.2.27
0= MO0 gy = 0 |10 - X o0 (3:2.27
De fato a Eq.(3.2.27) vale pois,
m—1 3 tk m—1 L tk
D [0S o] = -0 o
k=0 : k=0 :
= th=a T(k+1)
= Df(t) — ®(0
£10) ,;)f O thri-w
m—1 (k) tk‘—a
IO D (LI e —
kz:%) I'k—a+1)
Assim, para mostrar que vale a Eq.(3.2.26) mostraremos que vale a seguinte equagao
m—1 tk
D10 = D% |10 - 3 10| (3:2.29)
k=0 :
A partir da Eq.(3.2.1), para m — 1 < Re(«) < m, podemos escrever
m—1 . tk
D [0S ro 0| = pelmpns)
k=0 :

= D"JTTm DM f ()
= Dpmgmetmpm g (t)
= D"JJDTf (L)
= J"OD" ()

= D f(1).
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Logo, segue-se

« o « _m_l (k) tk_a
D0 =D - X Oy

como queriamos mostrar.
Assim, em geral, temos

DOF(t) = D™J™ O f () # ,DYf(t) = Jm D™ (1)

Derivada segundo Riemann-Liouville Derivada segundo Caputo

Observemos pela Eq.(3.2.26) que as derivadas fraciondrias de ordem « segundo Caputo e
Riemann-Liouville de uma mesma funcao f serdo iguais se as derivadas de ordem inteiras me-
nores ou iguais a m — 1 de f, sendo m — 1 < Re(a) < m, forem nulas em ¢ = 0. A exemplo desse
fato temos pelos Exemplo 3.3 e Exemplo 3.5 que as derivadas fracionéarias de ordem a segundo
Riemann-Liouville e Caputo da fun¢ao f(t) =¢” com v > —1 e t > 0 sdo iguais, uma vez que as
derivadas de ordem inteira dessa func¢ao em ¢ = 0 sdo sempre nulas.

Observemos também pela Eq.(3.2.26) que a derivada fracionéria segundo Caputo leva em con-
sideracao os valores iniciais da funcao e de suas derivadas de ordens inteiras menores que m. A
transformada de Laplace também leva em consideracao essas condicoes iniciais. Esses motivos nos
levam a optar pela formulacao da derivada de Caputo na aplicacao que vamos discutir no capitulo
a seguir.

3.3 Integral e Derivadas Fracionaria da Funcao de Mittag-
Leffler

Nessa secao, calcularemos a integral fracionaria, a derivada fracionaria segundo Riemann-
Liouville e segundo Capudo da funcao de Mittag-Leffler de seis parametros, e por sua vez re-
cuperaremos a integral fracionéria, a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville e segundo
Capudo das demais fungoes de Mittag-Leffler com menos de seis parametros.

3.3.1 Integral Fracionaria da Funcao de Mittag-Leffler

Nessa secao calcularemos a integral fracionaria de ordem v de uma fungdo que serd muito til

no Capitulo 4, a saber, t°~ 1E§";i,(wta). Assim

v —1 1p,0,q @ o v 1 wta) (P) k
TP ER (wtt)] = ltﬁ Z RO

B , [ ktozk’-i-ﬁ 1(p)qk
- kzzowakmw)pk

B 00 wk{]utakJrﬁfl(p)qk
- g::o ['(ak + 3)(0)pk
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Utilizando a Eq.(3.1.8), temos

o gkt (k)

v [18-1 pp,0,q a _ [(ak+B+v) (P)qk
R 2 " Tak + )0l

00 pFpak+B—1+v (p)

k
N ,;0 T(ak+f + u)((s;pk
> r(aliwjaﬁ)kipzzia)
k=0 pk
LR (wt®).
Logo, podemos escrever
TV [P ER (wtt)| = 47 BN (i), (3.3.1)

3.3.2 Derivada Fracionaria segundo Riemann-Liouville da Funcao de
Mittag-Leftler

Calcularemos a derivada fracionaria de ordem v segundo Riemann-Liouville da funcéo t*~* E?% (wt®).

,B:p
Assim,
DY [t EL (wt*)| = D™ [0 B (wt)]

a,B,p a,B,p

Pela Eq.(3.3.1) podemos escrever

DY [P BN (wt)] = D™ [P B (wt?)]

a,B+m—v,p
e pela Eq.(2.8.4) temos

DY [P B (wt*) ] = 17 ERG,  (wt®). (3.3.2)

avﬁvp a,ﬁflj,p

3.3.3 Derivada Fracionaria segundo Caputo da Funcao de Mittag-LefHler

Nessa secao encontraremos a derivada fracionaria de ordem v segundo Caputo da funcao
671 p76’q « 3
P EL G (wt). Assim,

D [P B ()] = o D [ B ()]
Pela Eq.(2.8.4) temos

e pela Eq.(3.3.1) temos

DY [PTERY (wtt)] = 7T RS, (wt). (3.3.3)

a7ﬁvp Oé,ﬁ—l/,p
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CapriTUuLO 4

OSCILADOR FRACIONARIO
-

Nesse capitulo resolveremos a equacao diferencial fracionaria do oscilador. O oscilador harmo-
nico representado por uma equacao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes,
¢ a base da mecénica classica [30]. Equagoes diferenciais de ordem fraciondria podem ser enten-
didas como sendo generalizagoes das equagoes diferenciais [36]. A vantagem mais importante da
utilizagao de equagoes diferenciais fracionarias em aplicagdes é a sua propriedade nao-local, ou
seja, o préoximo estado de um sistema nao depende apenas de seu estado atual, mas sim de todos
os seus estados anteriores [4].

A equacao diferencial do movimento de uma particula de massa m, presa a uma mola cuja
extremidade superior esta fixa, sujeita a uma forca harmonica F' = —kx, sendo k a constante
elastica (Lei de Hooke), forca de atrito F' = —bv, sendo b uma constante positiva e v a velocidade,
e a uma forca externa g, é dada pela segunda lei de Newton por

F., = ma
g(t) — kx(t) —bv = ma
ma+bv+kx(t) = g(t)

mj;x(t) + bjtx(t) +kx(t) = g(t)
onde z(t) é o deslocamento num tempo ¢. Dividindo pela massa m, temos
Z;x(t) + :”thx(t) + Zz(t) = gg)
Introduzindo os parametros w = \/% , a chamada frequéncia angular, v = % e f(t) = % obtemos
d? d
ﬁx(t) + 2’y£3:(t) +w?z(t) = f(t),

onde 7 é o pardmetro que indica a intensidade de amortecimento do movimento e w? é a frequéncia
do oscilador nao amortecido [5].

Para v = 0 temos movimentos sem amortecimento. Iremos considerar somente esse caso.
Podemos, sem perda de generalidade, considerar o caso v = 0 pois sempre é possivel eliminar,
através de uma conveniente mudanca de variavel dependente, o termo envolvendo a derivada
primeira. Isto é possivel pois os coeficientes sao constantes. Assim, a equacao diferencial do
oscilador a ser considerada é

d2

@x(t) +w?z(t) = f(1), (4.0.1)
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sujeito as condigoes iniciais, x(0) = ¢y e 2'(0) = ¢y, sendo ¢y e ¢; constantes. x(0) é o deslocamento
em t = 0, também chamado deslocamento inicial e 2'(0) é a velocidade do oscilador em t = 0, a
chamada velocidade inicial e f(t) é a fungao forgante [1].

Do ponto de vista do calculo fraciondrio uma generalizagao natural da equacao do oscilador
(Eq.(4.0.1)) é obtida substituindo a ordem da derivada da equagao diferencial pela derivada fra-
cionaria segundo Caputo de ordem «, denotada por ,D* sendo 1 < o < 2 [2, 3, 15, 23, 25]. A
escolha desta derivada reside na importancia de preservar a interpretacao das condi¢oes iniciais.
No caso em que a = 2 a equagao do oscilador fracionario reduz a Eq.(4.0.1) [38]. Assim, a equagao
do oscilador fracionario é dada por

D (t) + wx(t) = f(1), (4.0.2)
sujeito as condigoes iniciais, x(0) = ¢y e 2'(0) = ¢, sendo ¢y e ¢; constantes e 1 < o < 2.
Para resolvermos a equagao do oscilador fracionario usaremos a metodologia da transformada

de Laplace e assim obteremos a solu¢ao da Eq.(4.0.2) em termos da fungao de Mittag-Leffler.
Isolando a derivada fracionaria segundo Caputo na Eq.(4.0.2) podemos escrever,

D%x(t) = f(t) —wz(t). (4.0.3)
Agora aplicaremos em ambos os lados da Eq.(4.0.3) a transformada de Laplace, assim
L.D(t)] = ZL[f(t) — wx(t)]. (4.0.4)

Conforme vimos no Capitulo 1, a transformada de Laplace é um operador linear, logo podemos
reescrever a Fq.(4.0.4) da seguinte maneira

LD (1)) = LIF(1)] — wL[x(t)]. (4.0.5)

Pela Eq.(3.2.22), Capitulo 3, e considerando que no caso do oscilador fraciondrio temos que
1 < a <2, ou seja, m = 2, podemos reescrever a Eq.(4.0.5),

Llz)](s* +w*) = ZL[f(t)] + s eg + 5 e

1 Sa—l Sa—?
ZLlx(t)] = ZLIf(t . 4.0.6
O] = ) e oS (4.0.6)
Observemos pela Eq.(2.9.4), presente no Capitulo 2, que
1
LB, o (—w0tY)] = ———. 4.0.7
7 B0t = s (107
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Assim pelas equagoes do Capitulo 2, Eq.(2.9.3) e Eq.(2.9.4), e pela Eq.(4.0.7) podemos escrever
a Eq.(4.0.6) como

ZLa(t)] = L[t Bao(—w ) L[ ()] + coZ [Ba(~wt")] + 1L [t Eap(—wtY)).
Conforme visto no Capitulo 1, Z[g(t) = h(t)] = ZL[g(t)]-Z[h(t)], obtemos
ZLx(t)] = X[(taflEa,a(—wato‘D x f(t)] + col [Ea(—wt?)] + 1 L[t Eq 2(—w t?)].
Como a transformada de Laplace é um operador linear temos,
ZL[x(t)] = L[(1°7 Baa(—w™)) * f(£) + coBa(—wt*) + crt Eap(—w*t*)].
Portanto, considerando a transformada de Laplace inversa, temos
2(t) = (1% Eaa(—w™t?)) % f(t) + coBa(—w"t") + c1tEoo(—wt%), (4.0.8)

ou na forma,

t
x(t) = / (t —7) By o(—w(t — 7)) F(T)dT + coBo(—wt®) + c1t Eqa(—w™t®),
0
A seguir apresentamos trés exemplos numéricos para o oscilador fracionério.

Exemplo 4.1. Seja a funcgao forcante, f, uma constante, assim f(t) = ¢, sendo ¢ uma constante.
Nesse exemplo resolveremos a sequinte equacao do oscilador fraciondrio

D (t) + wx(t) = ¢, (4.0.9)
sendo 1 < a < 2 e sujeito as condigoes iniciais, x(0) =0 e 2'(0) = 0.

Pela Eq.(4.0.8) temos que a solucao da Eq.(4.0.9) é dada por
x(t) = (t""lEma(—wo‘ta)) * C

— /OtTa_lEaa(—waTa)ch
- / " 12 ak:+c)x) !
o [ (_ k: ak
= 2 l F((a112+ a)/o TaHa_ldT]

k=0

o0 k,ak jak+a
= ) lE(allg—T-ua)ofk—I—a

k=0
ey
B Z ak +a+1)
= a® Ea,a+1(_ AR
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No Gréfico 4.1 temos solugao da Eq.(4.0.9) sujeita as condigoes 2(0) = 0 e 2/(0) = 0 para w = 1,
c=2ea=1.5,17,19,2. O

Nos exemplos a seguir discutimos a solucao da equacao diferencial fracionaria associada ao pro-
blema homogéneo (segundo membro da equagdo é nula) do oscilador sujeito a diferentes condigdes
iniciais.

Exemplo 4.2. Seja a fungdo forcante igual a zero, assim resolveremos a sequinte equacao diferen-
cial homogénea fraciondria associada ao problema do oscilador harmonico.

D (t) + wx(t) = 0, (4.0.10)
sendo 1 < o < 2 e sujeito as condigoes iniciais, x(0) =1 e 2'(0) = 1.
Pela Eq.(4.0.8) temos que a solugao da Eq.(4.0.10) é dada por
2(t) = Eo(—wt®) + tEy o(—wt®).

No Gréfico 4.2 temos a solugao da Eq.(4.0.10) sujeita as condigbes iniciais z(0) = 1 e 2/(0) = 1
paraw=1ea=1.5,1.7,1.9,2. 0

Exemplo 4.3. Resolveremos a sequinte equagdo diferencial homogénea fraciondria associada ao
problema do oscilador harmonico,

D (t) + wx(t) = 0, (4.0.11)
sendo 1 < a < 2 e sujeito as condigoes iniciais, x(0) =1 e 2/(0) = 0.
Pela Eq.(4.0.8) temos que a solu¢ao da Eq.(4.0.11) é dada por
x(t) = Eu(—wt?).

A seguir temos o Grafico 4.3 da solugao da Eq.(4.0.11) sujeita as condigoes iniciais z(0) = 1 e
2’ (0)=0paraw=1ea=151.7,109,2. O
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Gréfico 4.1: Solugao da Eq.(4.0.9) para o = 1.5,1.7,1.9, 2.

Gréfico 4.2: Solugao da Eq.(4.0.10) para o = 1.5,1.7,1.9, 2.
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Gréfico 4.3: Solugao da Eq.(4.0.11) para o = 1.5,1.7,1.9, 2.
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Conclusao

Nesse trabalho estudamos as transformadas integrais, em particular, as transformadas de Fou-
rier e Laplace, visto ser este estudo parte importante na discussao e resolucao da versao fracionaria
do problema do oscilador harmoénico sem amortecimento e nele atuando uma forga externa. Na
solucao do problema do oscilador harmonico, mais precisamente, da equacao diferencial fraciona-
ria que descreve o fendmeno, emergem naturalmente as func¢ées de Mittag-Leffler visto ser uma
equacao diferencial fracionaria com coeficientes constantes.

No Capitulo 1, estudamos as transformadas de Fourier e de Laplace, tendo em vista que
utilizamos a metodologia da transformada de Laplace para resolver a equagao diferencial fracionaria
associada ao problema do oscilador harmonico.

A solucao de uma equacao diferencial fracionaria com coeficientes constantes se da em termos
das fungoes de Mittag-LefHler, assim o conhecimento dessas funcoes se torna indispensavel para o
estudo das equacoes diferenciais fracionarias, o Capitulo 2 foi dedicado exclusivamente ao estudo
destas funcoes.

No Capitulo 3, introduzimos os conceitos de integral e derivada fracionarias. Apresentamos as
derivadas fracionarias apenas segundo Riemann-Liouville e segundo Caputo e justificamos o uso
da derivada fracionaria segundo Caputo na discussao e resolugao de uma equagao diferencial com
condicoes iniciais.

A equacao do oscilador harmoénico sem amortecimento e nele atuando uma forca externa é
uma equacao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes. No Capitulo 4
apresentamos uma generalizacao fracionaria para essa equagao, cuja solucao, obtida através da
transformada de Laplace, se da em termos das fungoes de Mittag-Leffler de dois parametros.

Uma continuagao desse trabalho ¢ discutir uma equacao diferencial parcial em sua versao
fracionaria, em particular, uma equacao do tipo onda com condig¢des iniciais e condig¢oes de contorno
periodicas, onde as séries de Fourier e a derivada segundo Riesz, além das transformadas de Laplace,
emergem de forma natural [36]. Nesse estudo devemos considerar as fungoes de Mittag-Leffler de
trés parametros. Enfim, para as func¢oes de Mittag-Leffler de mais de trés parametros é de interesse
o estudo da completa monotonicidade. Esse trabalho serd parte dos estudo do doutorado [32].
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APENDICE A

FUNCOES GAMA E BETA

O objetivo dessE apéndice é introduzir algumas defini¢oes e resultados importantes utilizados
neste trabalho. Apresentamos brevemente a fungdao gama e beta, também chamadas de fungoes
de Euler de segunda e primeira espécies, respectivamente.

A.1 Funcao Gama

Para se estudar as fungoes de Mittag-Leffler se faz necessario consideramos algumas propri-
edades da funcao gama, uma vez que as fungoes de Mittag-Leffler sdo definidas através de uma
série de poténcia envolvendo essa funcao. Das diferentes maneira de se introduzir a fungdo gama,
optamos pela representagao integral.

Definicao A.1. A funcio gama € definida pela sequinte integral impropria
() = / 7=t dt (A.1.1)
0
sendo Re(x) > 0.

A representagao grafica da fungdo gama é dada pelo Grafico A.1
Segue da Eq.(A.1.1), através da mudanga © — = + 1

Iz+1)= /OOO tTe"dt,
e que, apos integracao por partes podemos escrever
(x+1) = /:O t*etdt = aT'(x).
Logo, segue-se a chamada relagao funcional
[(x+1) =2(x), (A.1.2)

ou seja, a funcdo gama é interpretada como uma generalizacao do conceito de fatorial. Uma vez
que I'(1) =1 temos para x =n € N

I'(n+1)=nl!.
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Gréfico A.1: Funcao gama.

A.2 Funcao Beta

Definicao A.2. Seja Re(p) > 0 e Re(q) > 0, a funcao beta, B(p,q), é dada por

1
B(p,q) = [ w1 —w)"du,
0
Podemos relacionar as fungoes gama e beta pela seguinte equacao

['(p)L'(q)

P =ty
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APENDICE B

FUNCAO k-MITTAG-LEFFLER

Nesse apéndice apresentaremos uma generalizacao da funcao de Mittag-Leffler, a funcao k-
Mittag-Leffler, Ep'7 ;(x z)!, que foi recentemente proposta por Gehlot [14]. Tal funcio possui cinco
parametros e foi definida pela seguinte série

_ix” P)nak
Elias(@) = — n! Tr(an + B)

sendo a, B,p € C, k € R, g € (0,1)UN, (p)ngx 0 simbolo k-Pochhammer e I'y(x) a funcao k-gama.

Essa fungdo recupera a classica fungdo de Mittag-Leffler [21], a fun¢ao de Mittag-Leffler com
dois pardmetros [35], a fungdo de Mittag-Leffler com trés parametros [26] e a fungao de Mittag-
Leffler com quatro parametros [29].

Devido a funcao k-Mittag-Leffler ser definida através de uma série de poténcia envolvendo a
funcdo k-gama e o simbolo k-Pochhammer, veremos essas defini¢oes e além disso apresentaremos
relacoes entre o simbolo k-Pochhammer e o simbolo de Pochhammer e entre a funcao k-gama e a
funcao gama.

B.1 A funcao k-gama e o simbolo £-Pochhammer

Nessa secao sao apresentados a funcao k-gama e o simbolo k-Pochhammer conforme definidos
por [11] e veremos algumas de suas propriedades.

B.1.1 Funcao k-gama

Definicao B.1. A funcao k-gama ¢ definida através da integral impropria
oo tk
:/ t" e w dt (B.1.1)
0

sendo x € C e Re(z) > 0.

Note que no caso em que k = 1 recuperamos a classica fung¢ao gama.
Tendo em vista a defini¢ao da funcao k-gama apresentamos algumas propriedades dessa funcao.

Proposicao B.1. A funcdo k-gama satisfaz as sequintes propriedades:

1Em [14] a funcao Ek o,5(®) € denotada por GEYY (@),
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i) iz + k) = 2lg(x);

it) I'y(k) = 1.

Demonstragdo. Comegaremos demonstrando o item 7). Pela Defini¢gdo B.1.1, temos
[i(z) = /OOO tm_le_%dt.

Integrando por partes temos,

k1% 0o oo % k
Tp(z) = e *F— +/ it lem T dt
0

x 10 x
A
x Jo
1
= *Fk(l’—i-k’),

logo,
Ci(z + k) = 2Tk (x).

Demonstraremos agora o item 7).

[ee] tk
Ty(k) = i thlem® dt.

Introduzindo a mudanca de varidvel u = *, temos

)

© 1, du
Fk(k) = /0 tk 16 tkfl

= / e “du
0

_ei’u‘ o
0
1.
|
Veremos agora uma proposi¢ao que relaciona a fungao k-gama com a fungao gama.
Proposicao B.2. Sejam x € C e k € R, entao
z_q X
Dp(z) =k z) (B.1.2)

Demonstragdo. Usando a defini¢do da fun¢ao gama no membro direito da Eq.(B.1.2), temos

1D (i) _ i /OO e—tE1qt.

0
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Seja u = (tk:)%, assim

como queriamos mostrar. |

B.1.2 Simbolo k-Pochhammer
Definicao B.2. Sejam x € C, k € R en € N, o simbolo k-Pochhammer é dado por
(@) =x(x+k)(x+2k)--- (x4 (n—1)k).
Observemos da Definicao B.2 que

S S

Pois, como I'y(z + k) = xI'x(z), temos
Lp(x+nk) = (x+k(n—1)'(x+k(n—1)).
sendo n € N. Logo, podemos escrever

Lz +nk) = (x+k(n—1))(x+ (n—2)k)(x+ (n—3)k)--alk(x)
= (@)nsl'k(@).

Portanto, segue-se
_ Tw(z +nk)

=)

A seguir temos uma proposi¢do que tem como caso particular uma relagado entre o simbolo
k-Pochhammer e o simbolo de Pochhammer.

Proposicao B.3. Sejam z € C, k,s € R en € N, entdo

(@)n,s = (Z)n (?)n (B.1.3)

e o caso particular,

(@) = K" </<:>n (B.1.4)



Demonstragdao. Comegando pelo termo do lado direito da Eq.(B.1.3) temos
nlk nlk k k k
). - ) (2o
k S )k k S S S S
B (s)” kz\ (k(z+s)\ (k(z+2s) kx + (n—1)s
—\k s s s s '

)
Como o produto (k> (’f@ ) (W + 2s>> <k+<—1>

S S

=)
= a(z+s)(x+2s)--(x+(n—1)s)

= (T)n,s,

> possue n termos temos,

como queriamos mostrar.
Mostraremos agora que vale a Eq.(B.1.4).

(@) = z(x+k)(x+2k)---(z+ (n—1)k)

B.2 Funcao k-Mittag-Leffler

Em 2012 Gehlot [14] introduziu a fungao k-Mittag-LefHler, sendo essa uma generalizacao das
fungoes de Mittag-Leffler de um, dois, trés e quatro parametros. Veremos agora sua definicao.

Definigao B.3 (Funcao k-Mittag-Leffler). Sejam o, 5,p € C, k € R tal que Re(a) > 0, Re(f) > 0,
Re(p) >0 eqe (0,1)UN, a fungao k-Mittag-Leffler é dada por

— I" (p)n k
B () =S L \Pnak B.2.1
k,a,ﬁ<x> nz:% n! Fk(OéTL 4+ ﬁ) ( )

sendo (p)ngr 0 simbolo k-Pochhammer e I'y(x) a funcio k-gama.

Tomando k = 1 na Eq.(B.2.1) recuperamos a funcao de Mittag-Leffler com quatro pardmetros,
pois

<0 (s S (P
Ep;q —_— q — J— q — Epvq .
(¥ = nl F1 an + f3) 7;) n! T'(an + B) 25 (2)
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B.2.1 Alguns resultados da funcao k-Mittag-Leffler

Nessa se¢ao veremos alguns teoremas envolvendo a fungao k-Mittag-Leffler. A seguir temos um
teorema que relaciona a fungao k-Mittag-Leffler com sua derivada.

Teorema B.1. Sejam o, B,p € C, k € R tal que Re(a) > 0, Re(B) > 0, Re(p) >0 eq € (0,1)UN,
entao

d
Epd s(x) = BELE 5.0 (2) + ar Epd sin()

Demonstracao. Comecando pelo membro direito dessa equagao temos,

d
BEL ﬁ+k($) + 0437%55,’3,,3%(95)

o0 n

_ )nqk (p)nq,k
B BZ n! Ty, om+6+k:) +axdxnz_‘f)n! I'y(an+ 6+ k)

_ )nqk (p)nq,k
B ﬁznlr om+6+k: o xz:: n! Fk(om—i-ﬁ—l—k)

i 1

)nqk )nqk
ﬁzn'F (an+ 5+ k) ta nz:() n' Fi(an+ B+ k)

_ 2 (p)nq,k
B ngo n! Ty(an+ 5+ k) (an + 5).

Pela Proposigao B.1, I'y(an + 5+ k) = (an + B)T'k(an + (), assim

d — I" (p)n k
Equ 7EP:‘1 — - q,
B k,a,BJrk(x) + axd$ k,a,ﬁ+k('x) nz:% n! (an 4+ B)I’k(om + 5) (Oén + ﬁ)

— i @ (Plngk
= n! T'(an+ B)
= Ep 5(m).
|
Agora temos um teorema que relaciona a fungao k-Mittag-Leffler com sua j-ésima derivada.

Teorema B.2. Sejam j € N «o,5,p € C, k € R tal que Re(ar) > 0, Re(5) > 0, Re(p) > 0 e
€ (0,1) UN, entao

&’

9 'k ’
75 Bkias(®) = (P)ajn Bl ajots ().

Demonstracdo. Como j € N a,f,p € C, k € R, Re(a) > 0, Re(5) > 0, Re(p) > 0 e
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€ (0,1) UN temos
J j 0 pn
d Fra (l‘) _ i 117 (p)nq,k
dzd = n! T'y(an + )

i ke
I YIRS U F IR
n! [k(an + B)

n=0

n! n—j
_ i =" ’ ( )nqk
—~ n! Tilan+p)

= i " Eﬂ)nq,k

= (n— )N Tk(an+B)
Fazendo a mudanca de indice n — n + 7 temos

& q — z" (p)(n+')qk
o Phes® = 2 T am+4) + B)

= 7" ( )n+j)q7k
2 Wil + )+ B)

n=-—j

Observemos que

(Pntie = (P)p+k)(p+ (n+j—1)k)
= (Pp+k).(p+tn+i—1)(p+(G+Dk)p+ (G +2)k)..(0+(J+n—1)k)

),k (p+7k)n,k

logo, podemos escrever
(Pntie = (P)jnlp+ JK)nk- (B.2.2)

Assim, obtemos

a’ 202" (0)gik(p + Q) ngk
7.Ep7q p— qj KAl
dxi o () nz_% ) Pk a(n+7) +B)

= " (10 + Q.]k)nqk +5k
, ) _  prtikaq
(P)qy,k; (n)! Te(an + aj + B) (p>qj,k lc,a:]a—kﬁ(l’)’

como queriamos demonstrar. [ |

B.2.2 Relacao entre a funcao k-Mittag-Leffler e a funcao Mittag-Leftler
com quatro parametros

Nessa secao apresentaremos um teorema que relaciona a funcao k-Mittag-Leffler com a fungao
de Mittag-Leffler com quatro parametros.
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Teorema B.3. Sejam o, B,p € C, k € R tal que Re(a) > 0, Re(B) > 0, Re(p) >0 eq € (0,1)UN,
entao vale a relagdo

>

)

Eft j(x) =k'"FE

>R =
o R

(k" %z).

Demonstragao. Pela definicdo da funcao k-Mittag-Leffler temos,

" (P)ng,k
Epvq — - 9,
k,a,6<I> Z n Fk(om—i—ﬁ)

n=0

na + 3

Pela Eq.(B.1.2) temos que I'y(na+ ) = E"EeIn (

p
k" () , logo
k nq

> e pela Eq.(B.1.4) temos (p)ngx =

Byl glx) = Z*
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ApPENDICE C

DADOS BIOGRAFICOS
-

Nesse apéndice apresentamos brevemente a histéria de alguns matematicos que possuem seus
nomes envolvidos nesse trabalhado sao eles Fourier, Mittag-Leffler e Laplace. Comegaremos com
algumas curiosidades sobre Fourier. Os dados biogréficos de Fourier estdo baseados em [13, 37].

C.1 Jean Baptiste Joseph Fourier

“O estudo profundo da natureza é a fonte mais rica de des-
cobertas matemdticas.”

Fourier

Figura C.1: Jean Baptiste Joseph Fourier.

Jean Baptiste Joseph Fourier foi um matematico competente e produtivo do século XIX. Fourier
nasceu em Auxerre em 1766 e faleceu em Paris em 1830. Filho de um alfaiate, ficou 6rfao aos oito
anos e foi educado em uma escola militar. Tendo ajudado a promover a Revolucdao Francesa
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foi recompensado com uma catedra na Escola Politécnica, porém renunciou a essa posicao para
acompanhar Napoledao na expedicao ao Egito.

Em 1807 Fourier apresentou um artigo a Academia de Ciéncia da Franga que deu inicio a um
novo e frutifero capitulo da histéria da matematica. Esse artigo trata do problema pratico da
propagacao do calor em barras, chapas e sélidos metalicos e em seu desenvolvimento Fourier fez
a afirmacgdo que toda funcdo definida num intervalo finito pode ser decomposta numa soma de
funcoes de senos e cossenos. Essa série nao era novidade para os matematicos da época, de fato,
jé& tinha sido provado que muitas fung¢oes podem ser representadas por meio dessas séries.

Os sébios da Academia encararam com muito ceticismo a afirmagdo de Fourier e o artigo,
julgado por Lagrange, Laplace e Legendre, foi rejeitado. Em 1811 Fourier submeteu o artigo
revisado, porém esse nao foi recomendado para publicacao devido as criticas recebidas pela falta
de rigor. Fourier continuou suas pesquisas sobre o calor e em 1822 publicou um dos grandes
classicos da matematica, Théorie Analytique de la Chaleur. Dois anos depois da publica¢ao dessa
obra, Fourier publicou o artigo de 1811 na forma original.

Existe uma histéria engracada sobre o interesse de Fourier pelo calor: Fourier acreditava que
o deserto oferecia condi¢oes ideais para uma boa saide, por isso vestia varias camadas de roupa
e aquecia a alta temperatura sua casa. Alguns dizem que seu fascinio por calor adiantou a sua
morte, morrendo aos 63 com doenga cardiaca e literalmente “cozido”.

C.2 Magnus Gosta Mittag-Leftler

“O melhor trabalho dos matemdticos é arte, arte perfeita,
tao arrojada como os mais secretos sonhos da imaginacao,
clara e limpida.”

Mittag-Leffler

Devido as fungoes estudadas nesse trabalho levarem o nome de Mittag-Lefller achamos interes-
sante mencionarmos brevemente sua trajetéria, esses dados histérico foram baseados em [31, 34].

Magnus Gosta Mittag-LefHer foi um matematico importante na Suécia nos finais do século XIX,
principios do século XX. Magnus Gosta Mittag-Leffler nasceu em 16 de marco de 1846 e faleceu
em 7 Julho 1927, em Estocolmo, Suécia.

Ele foi fundamental para levar o desenvolvimento matematico dos grandes centros cientificos da
sua época para Suécia. Tornou-se um dos mais influentes na matematica no seu tempo, mediando
entre as escolas francesas e alemas.

Mittag-Leffler tinha dois irméaos, Alexander Leopold Fredrik e Artur Lorens Olof Abraao, e
uma irma, Anna Charlotte Gustava, todos eles utilizados Leffler como o sobrenome, que era de
seu pai Johan Olof Leffler. Mittag-Leffler acrescentou Mittag ao seu sobrenome como homenagem
ao lado da familia de sua mae, Gustava Vilhelmina Mittag-Leffler.

Desde o ginasio era notavel sua aptidao pela matematica, no entanto suas atividades de mate-
matico comecaram em 1865 quando se tornou um estudante na Universidade de Uppsala. Em 1872
defendeu sua tese de doutorado intitulada Applications of the Argument Principle e, em seguida,
foi nomeado professor.
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Tty .

Figura C.2: Mittag-Leffler.

Em outubro de 1873 Mittag-Leffler vai a Paris com o intuito de encontrar e estudar com Charles
Hermite, no entanto tem contado com varios outros matematicos como Bouquet, Briot, Chasles,
Darboux e Liouville. Em 1875 seguiu para Berlim, onde foi discipulo de Karl Weierstrass.

Em 1876, Mittag-Lefler foi nomeado para uma cadeira na Universidade de Helsinquia e em
1881 retorna a sua cidade natal, Estocolmo, para ocupar uma cadeira na universidade. Ele foi o
primeiro titular da catedra de matematica da nova universidade de Estocolmo.

Em 1882, fundou o primeiro jornal internacional de matematica, o Acta Mathematica. Mittag-
Leffler contribuiu para a andlise matematica, geometria analitica, teoria da probabilidade e tra-
balhou na teoria geral das funcoes, publicou varios trabalhos, apenas para citar alguns, temos as
referéncias, [20, 21, 22].

Acredita-se que a nao existéncia do prémio Nobel da matemdatica esta diretamente ligado a
Mittag-Leffler, uma vez que este teve um caso amoroso com a mulher de Nobel. Como Mittag-
Leffler era o principal mateméatico sueco no tempo em que Nobel escreveu seu desejo de instituir
seus prémios. Nobel saberia que, se houvesse esse prémio em Matematica, Mittag-Leffler seria
seu primeiro ganhador. Para evitar que tal coisa acontecesse, Nobel nao teria permitido que essa
premiacao fosse concedida a matemaética.
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C.3 Pierre Simon Laplace

“O que sabemos nao é muito. O que nao sabemos é
imenso.”

Mittag-Leffler

Figura C.3: Pierre Simon Laplace.

Pierre Simon Laplace foi um importante matematico, astronomo e fisico francés. Nasceu em
23 de margo de 1749 em Beaumont-en-Auge, Normandia, Franga e faleceu em Paris, no dia 5 de
marco de 1827. Seu interesse pela matematica foi manifestado durante os dois anos que estudou
na Universidade de Caen. Aos dezenove anos, sem obter o diploma, mudou-se para Paris, onde
comecou a lecionar matematica na Ecole Militaire (Escola Militar) e continuou seus estudos com
o apoio de d’Alembert.

Uma de suas principais obras foi o "Tratado de Mecanica Celeste'( Traité de mécanique analyti-
que), o qual reune trabalhos de varios cientistas sobre a gravitagao universal. Além disso, Laplace
contribuiu com intimeros trabalhos de refragao, péndulos, velocidade do som e dilatacao dos corpos
solidos.

A contribuicao de Laplace para o calculo iniciou-se em 1771, com o artigo intitulado de Recher-
ches sur le calcul intégral aux différences infiniment petites, et aux différences finies to the Mélanges
de Turin, o qual contém as equagdes que o tornaram conhecido tanto na mecanica quanto na fisica,
conhecida como equacao de Laplace. A transformada de Laplace também é fundamental em todos
os ramos da fisica matematica.

80



	Agradecimentos
	Introdução
	Transformadas de Fourier e Laplace
	Transformada de Fourier
	Propriedades da transformada de Fourier

	Transformada de Laplace
	Propriedades da transformada de Laplace
	Transformada de Laplace inversa


	Funções de Mittag-Leffler
	Função de Mittag-Leffler de um parâmetro
	Função de Mittag-Leffler de dois parâmetros
	Relações entre as funções de Mittag-Leffler de um e dois parâmetros
	Função de Mittag-Leffler de três parâmetros
	Relação entre as funções de Mittag-Leffler de dois e três parâmetros
	Função de Mittag-Leffler de quatro parâmetros
	Função de Mittag-Leffler de cinco parâmetros
	Função de Mittag-Leffler de seis parâmetros
	Transformada de Laplace das Funções de Mittag-Leffler

	Cálculo Fracionário
	Integral Fracionária
	Transformadas da Integral Fracionária de Riemann-Liouville

	Derivadas Fracionárias
	Segundo Riemann-Liouville
	Segundo Caputo
	Riemann-Liouville  Caputo

	Integral e Derivadas Fracionária da Função de Mittag-Leffler
	Integral Frácionária da Função de Mittag-Leffler
	Derivada Frácionária segundo Riemann-Liouville da Função de Mittag-Leffler
	Derivada Frácionária segundo Caputo da Função de Mittag-Leffler


	Oscilador Fracionário
	Conclusão
	Referências Bibliográficas
	Funções Gama e Beta
	Função Gama
	Função Beta

	Função k-Mittag-Leffler
	A função k-gama e o símbolo k-Pochhammer 
	Função k-gama
	Símbolo k-Pochhammer

	Função k-Mittag-Leffler
	Alguns resultados da função k-Mittag-Leffler
	Relação entre a função k-Mittag-Leffler e a função Mittag-Leffler com quatro parâmetros


	Dados biográficos
	Jean Baptiste Joseph Fourier 
	Magnus Gösta Mittag-Leffler
	Pierre Simon Laplace 


