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Abstract

In this work, we propose new Item Response Theory models for nominal and ordinal (gradual)
polytomous responses through augmented data schemes considering multiple groups. For the distri-
bution of the latent traits of each group, we consider a skew-normal distribution under the centered
parametrization. This approach will allow for accommodating a possible skewness of the latent trait
distribution, but is also helpful to ensure the identifiability of the models, which is studied under fre-
quentist and Bayesian paradigms. Concerning estimation methods, we developed Bayesian methods
through Markov chain Monte Carlo (MCMC) algorithms by using the Gibbs algorithm (DAGS), with
augmented likelihood (augmented data) and Metropolis-Hastings algorithms, considering the original
likelihood. The computational environment was written in the C++ language and integrated with the
R program (a statistical computational and graphical environment), allowing for free, open source and
high-speed routines which, in turn, are essential to the dissemination of the developed methodologies. In
terms of model selection, we considered the deviance information criterion (DIC), the expected Akaike
information criterion (EAIC) and expected Bayesian information criterion (EBIC). Regarding model-fit
assessment tools, we explore the posterior predictive model- checking which allows for assessing the
quality of measurement, instruments (tests, questionnaires, and others), the model fit in a global sense,
besides providing directions toward violations of specific assumptions. Simulation studies, considering
different situations of practical interest, indicate that the models and estimation methods produced rea-
sonable results, with outperformance of skew models when compared to symmetric ones (which assumes
symmetry of the latent trait distribution). Analysis of a data set which corresponds to the first phase
of the 2013 written examination of UNICAMP (State University of Campinas), illustrates the potential

of the following triad: modelling; estimation methods; and diagnostic tools developed in this work.

Keywords: Item response theory, polytomous models, Bayesian inference, skew-normal distribution,

MCMC algorithms, augmented data.

Resumo

No presente trabalho propoem-se novos modelos da Teoria de Resposta ao Item para respostas
politomicas nominais e ordinais (graduais), via dados aumentados, para grupos multiplos. Para a mode-

lagem das distribuicoes dos tragos latentes de cada grupo, considera-se normais assimétricas centradas.
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Tal abordagem, além de acomodar a caracteristica de assimetria aos dados, ajuda a garantir a identi-
ficabilidade dos modelos estudados, a qual é tratada tanto sob a dtica frequentista quanto bayesiana.
Com relacao aos métodos de estimagao, desenvolveu-se procedimentos bayesianos através de algorit-
mos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), utilizando o algoritmo de Gibbs (DAGS), com a
verossimilhanca aumentada (dados aumentados) e Metropolis-Hastings, considerando a verossimilhanca
original. As implementagoes computacionais foram escritas em linguagem C++, integradas ao am-
biente computacional, grafico e estatistico R, viabilizando rotinas gratuitas, de cédigo aberto e alta
velocidade no processamento, essenciais a difusao de tais metodologias. Para a selecao de modelos,
utilizou-se o critério de informacao deviance (DIC), os valores esperados do critério de informacao de
Akaike (EAIC) e o critério de informagao bayesiano (EBIC). Em relagao a verificagdo da qualidade do
ajuste de modelos, explorou-se a checagem preditiva a posteriori, que fornece meios concretos de se
avaliar a qualidade do instrumento de medida (prova, questiondrio etc), qualidade do ajuste do modelo
de um modo global, além de indicios de violagoes de suposicoes especificas. Estudos de simulacao,
considerando diversas situagoes de interesse pratico, indicam que os modelos e métodos de estimacao
produzem resultados bastante satisfatérios, com superioridade dos modelos assimétricos com relacao
ao simétrico (o qual assume simetria das distribuigoes das varidveis latentes). A andlise de um con-
junto de dados reais, referente & primeira fase do vestibular da UNICAMP de 2013, ilustra o potencial

da triade: modelagem, métodos de estimagao e ferramentas de diagnésticos, desenvolvida neste trabalho.

Palavras-chave: Teoria da resposta ao item, modelos politomicos, inferéncia bayesiana, distribuicao

normal assimétrica centrada, algoritmos MCMC, dados aumentados.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais

Em muitas areas do conhecimento é bastante comum encontrar conjuntos de dados que estao
relacionados a varidaveis nao-observaveis, denominadas variaveis latentes, as quais sdo de potencial in-
teresse. Por exemplo, o conhecimento dos estudantes em determinada disciplina (Bazén et al., 2006),
grau de satisfacdo de um produto por parte dos consumidores (Bayley, 2001), nivel de maturidade de
uma organizagao quanto a Gestao pela Qualidade Total (Alexandre et al., 2002), indice de qualidade de
vida em ensaios clinicos (Douglas, 1999), grau de depressao (Kessler et al., 2002) dentre outros. Diante
disto, faz-se necessario considerar modelos que representem de modo satisfatério o relacionamento destas
varidveis nao-observaveis (tragos latentes) com as varidveis observéveis (respostas aos assim chamados
instrumentos de medida, que podem ser uma prova de conhecimento, um questionario relacionado a

impressao dos consumidores acerca de determinado produto, etc.).

A Teoria da Resposta ao Item (TRI; Hambleton and Swaminathan, 1985) vem ao encontro desta
questdo. De forma geral, a TRI é uma classe de modelos (usualmente denominados de modelos de
resposta ao item - MRI) que representam a probabilidade de um individuo obter certo escore (pontuacao)
em cada item que compoe os instrumentos de medida, condicionada aos tracos latentes e as caracteristicas
desses itens. Desenvolvida para suprir algumas deficiéncias da Teoria Classica de Medidas (TCM,;
Vianna, 1978), nas ultimas décadas, tornou-se a técnica predominante no campo de testes no Brasil
(por exemplo SAEB, SARESP e ENEM) e em outros paises (por exemplo NAEP, ETS, GMAT e
CITO). Para o leitor interessado em uma discussao mais ampla a respeito da TRI sugere-se Hambleton
and Swaminathan (1985), Hambleton et al. (1991), Lord and Novick (1968), Lord (1980), Andrade et al.
(2000) e Azevedo (2003). Outros exemplos de aplicagdes em diversas dreas devem-se, por exemplo, a
Granger et al. (1998) - na area psicossocial - estudando o padréo de proficiéncia do profissional no
cendrio norte-americano; DeRoos and Meares (1998) - na drea médica - apresentando um estudo sobre

as causas da depressao entre criancas americanas de origem africana e de cor branca.

Ferreira, E. V. IMECC-Unicamp



2 Introdugao

1.2 Motivacgao e revisao da literatura

Devido a crescente aplicagdo da TRI em diversas esferas de pesquisa, que a cada instante defronta
novos painéis a serem contemplados e incorporados ao patrimoénio ja acumulado, verifica-se a necessidade
do desenvolvimento de modelos de resposta ao item (MRI) mais flexiveis, que incorporem as diversas
caracteristicas destes estudos. A classe dos modelos unidimensionais para respostas dicotomicas de
trés parametros, e seus casos particulares, os modelos unidimensionais de 1 e 2 parametros tem sido
amplamente aplicadas em vérias areas, em especial na drea educacional e psicométrica. Contudo, em
muitos instrumentos de medida, os itens (questoes) que os compoem apresentam mais de duas categorias
de resposta, tanto nominal como gradual (ordinal). Por exemplo, num questiondrio de avaliagao de
um produto por parte de consumidores, as categorias de resposta poderiam variar de zero (ruim) a
cinco (excelente), de modo discreto {0,1,2,3,4,5}. Numa avaliacdo cognitiva, como no vestibular da
UNICAMP, que em sua primeira fase é composta por itens de multipla escolha, com apenas uma resposta
correta; ou mesmo na segunda fase em que questoes dissertativas sao apresentadas aos candidatos, e as
suas respostas s@o atribuidos escore que variam de zero (erro total) a quatro (acerto total), de forma
discreta. Em todos estes casos, os modelos politomicos da TRI sao adequados, e, por exemplo, aumentam
a precisao da habilidade (proficiéncia) estimada, em relagdo aos modelos dicotéomicos, usando toda a
informacao contida nas respostas dos individuos, e nao apenas se o item foi respondido corretamente
ou ndo. Além disso, permitem néo sé caracterizar melhor os itens, como também construir escalas para
o trago latente mais detalhadas (em termos das caracteristicas que o individuo possui ou nao). Em
1969, Samejima propos o Modelo de Resposta Gradual (MRG), pertencente a familia de modelo
para respostas politomicas graduais da TRI. Ele considera probabilidades de escolhas para cada uma
das categorias ordenadas (em niveis de concordancia). O Modelo de Crédito Parcial Generalizado
(MCPG), pertence a mesma familia, desenvolvido por Muraki (1992), baseou-se no modelo de Masters
(1982), relaxando a hipdtese de poder de discriminacao uniforme para todos os itens. Por outro lado,
Bock (1972) propos o chamado Modelo de Resposta Nominal (MRN), o qual objetiva analisar

itens com categorias nao ordenadas.

No contexto de avaliagbes psicométrica (ou seja, aquelas que objetivam estudar e caracterizar
tragos latentes), é comum se deparar com individuos advindos de diferentes grupos, que possuem carac-
teristicas distintas (veja Bock and Zimowski, 1997). Por exemplo, poder-se-ia avaliar o conhecimento de
Matematica de estudantes oriundos de escolas publicas e privadas, ou, acompanhar indices de qualidade
de vida em homens e mulheres. Neste tipo de estrutura, unidades que pertencem ao mesmo grupo
tendem a apresentar caracteristicas semelhantes entre si e diferentes dos demais, e quando ignoradas,

estimativas viesadas e inferéncias incorretas podem ser obtidas. Dessa forma, faz-se necessario um mo-
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delo que possa levar em consideracao esta heterogeneidade. No contexto da TRI, uma proposta neste
sentido foi apresentada por Mislevy (1983) que modelou possiveis diferencas entre os grupos através da
utilizacao de médias e varidncias particulares (para cada grupo) dos tragos latentes, além de desenvolver
uma abordagem nao-paramétrica de maxima verossimilhanca para a estimacao das densidades latentes
de diversos grupos, veja Mislevy (1984). Recentemente, Bock and Zimowski (1997) desenvolveram o
assim chamado modelo de grupo multiplos (MGM), constituindo um grande avango em questdes como
equalizagao, veja Kolen and Brennan (2004), e estudos de funcionamento diferencial do item, veja

Gongalves (2006).

Entretanto, hé varias formas de se considerar essa diferenga (heterogeneidade) entre os grupos,
e uma delas é atribuir-lhes diferentes distribui¢ées de probabilidade. Nos ultimos 50 anos, em muitos
modelos psicométricos da Teoria da Resposta ao Item, a suposicao de normalidade simétrica tem sido
usada. Contudo, conforme sublinhado por Azevedo et al. (2011a) o pressuposto de normalidade ou
mesmo simetria da distribuicdo dos tragos latentes, é, por vezes, questiondvel (veja também Kirisci
et al.,, 1992 e Bazén et al., 2006). Micerri (1989) ladeia esta questao expondo exemplos nos quais
a distribuicao estimada das varidveis latentes apresenta pelo menos uma das caudas destacadamente
mais pesadas do que a distribui¢do normal (vide Seong, 1990). Assim, uma vez que para o Modelo
de Resposta Nominal, a distribuicao dos tracos latentes é responsavel por, aproximadamente, 40% da
variabilidade na acuréacia das estimativas dos parametros dos itens, como mostrado por Ayala and Sava-
Bolesta (1999), torna-se necessaria a busca de alternativas para representar realisticamente os dados.
Muitos trabalhos tém proposto outras distribuicoes para os tracos latentes, nomeadamente, Mislevy
(1984) considera uma estimacao néo-paramétrica baseada em histogramas empiricos, Woods (2009) em
curva Davidian, Woods (2006, 2008) em curva de Ramsay, etc. Em 2006, Bazan et al. propuseram
um MRI com distribuigdo normal assimétrica, pertencente a subclasse de distribuigoes elipticas, veja
Branco and Arellano-Valle (2004), baseada na parametrizacao direta (PD). Recentemente, Azevedo
et al. (2011a) propuseram um MRI com distribui¢do normal assimétrica centralizada (N A.; Azzalani,
1985) para os tragos latentes, considerando a estrutura de um tnico grupo de individuos, estendido por

dos Santos (2012) para o caso de grupos miltiplos no modelo probito unidimensional de 2 parametros.

Por outro lado, modelos complexos necessitam de métodos de estimacao que levem em conside-
racao tal complexidade. Para muitos MRI’s, a estimagao Bayesiana através de algoritmos de Monte
Carlo via cadeias de Markov (MCMC; Gilks et al., 1996) tende a apresentar melhores resultados em
relacdo aos métodos marginais-perfilados, principalmente para MRI’s mais complexos (evidéncias podem
ser encontradas em Azevedo and Andrade (2010), Béguin and Glas (2001), Patz and Junker (1999b)
e Azevedo et al. (2012)). Ademais, algoritmos MCMC permitem, por exemplo, acomodar diferentes

distribuigoes para os tragos latentes (vide Bazan, 2005 e Matos, 2008), estruturas de dependéncia longi-
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tudinal (Azevedo, 2008), modelos de regressao para os parametros populacionais (Mendes, 2012), além
de fornecer aproximagoes empiricas para as distribuigoes a posteriori para quantidades de interesse,
uteis para medir a qualidade do instrumento de medida e do ajuste do modelo, veja Albert (1992) e Sin-
haray (2006). Além disso, mostra-se uma excelente alternativa ao método de méxima verossimilhanca
marginal (MVM) e a moda marginal a posteriori (MMAP), especialmente quando nao hd um algo-
ritmo desenvolvido para estes métodos (Wollack et al., 2002). Dentro da classe de algoritmos MCMC,
a utilizacao de estruturas de dados aumentados pode aperfeicoar o desempenho computacional daque-
les (Sahu, 2002). Notadamente, estudos como o de Albert (1992) trazem evidéncias da eficiéncia do
método de dados aumentados com amostrador de Gibbs (DAGS) na obtencao da distribuicao a pos-
teriori marginais dos parametros dos itens e tracos latentes. Nao obstante, o tempo computacional
exigido pelos algoritmos MCMC é elevado, e como a utilizagao da TRI na analise de dados passa, neces-
sariamente, pela disponibilidade de ferramentas computacionais apropriadas, deve-se ter a preocupacao
em se desenvolver recursos que sejam de ficil utilizacao e que produzam resultados no menor tempo
possivel. Nesse sentido, func¢oes em linguagem C++, integradas ao ambiente R (R Development Core
Team, 2012), mostra-se uma excelente alternativa, viabilizando rotinas gratuitas, de cédigo aberto e
alta velocidade no processamento, essenciais a difusao de tais metodologias.

Até o presente momento, pouco, ou quase nada, existe na literatura a respeito do desenvolvi-
mento de estruturas como dados aumentados, grupos multiplos, assimetria na distribuicao dos tracos
latentes, para os modelos politomicos da TRI, apesar de terem extensa aplicabilidade. Com efeito, anu-
almente mais de 65 mil candidatos fazem a prova do vestibular da Universidade Estadual de Campinas
(UNICAMP), exame que objetiva, fundamentalmente, a selegdo dos estudantes para o ingresso nesta
universidade. A Comissao Permanente para os Vestibulares (COMVEST), responsavel pelo exame,
possui um histérico sobre os candidatos, que inclui, além de suas notas, informagoes colaterais (socioe-
condmicas), deveras importantes e necessarias para melhor descrever o perfil dos candidatos, deste que

é um dos maiores e mais concorridos vestibulares do Brasil.
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1.3 Objetivos e organizacao da dissertacao

1.3.1 Objetivos

A motivagao do presente trabalho surge da necessidade continua de estudos com relagdo a mode-
lagem, métodos de estimagao e diagnodstico na area da TRI. Especificamente, a proposta é desenvolver
uma classe mais ampla de MRI politdomicos, baseado nos: Modelo de Resposta Nominal, Modelo de
Crédito Parcial Generalizado e Modelo de Resposta Gradual, a partir da estrutura de dados aumen-
tados, tanto no contexto de um tunico grupo, quanto de grupos multiplos. Para os tragos latentes,
considerar-se-4 distribuigdes normais assimétrica centradas (N A.) para cada grupo, que permite uma
maior flexibilidade, especialmente quando existem evidéncias empiricas de que a verdadeira distribuicao
nao é simétrica. Desenvolver métodos bayesianos de estimacao, validacao e comparacao de modelos, via
Monte Carlo por cadeias de Markov (MCMC). No que concerne a valida¢ao e comparagao de modelos,
estudar algumas medidas de diagnéstico baseadas na distribuicao preditiva de medidas de discrepancia

adequadas. Na Figura 1.1 ilustra-se tais objetivos.
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Figura 1.1: Grafo ilustrativo dos objetivos da dissertagao
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De modo especifico, os objetivos pretendidos sao:

e Propor novos modelos politomicos, definidos (do ponto de vista tedrico) como um modelo de
regressao via dados aumentados, baseados nos trabalhos de Albert and Chib (1993), Holmes and
Held (2006), O’Brien and Dunson (2004), e, dependendo da distribuicao dos erros, obter diferentes
FRI; para grupos miiltiplos, tal como Bock and Zimowski (1997) e Azevedo (2008), e distribuigoes

normais assimétricas centradas para modelar os tragos latentes, baseado em Azevedo et al. (2011a);

e Revisao/discussao acerca de aspectos ligados a identificabilidade dos modelos, apresentada tanto
no contexto da inferéncia classica quanto bayesiana, fundamentada em estudos de Rivers (2003),

Paulino and Pereira (1994) e Matos (2008);

e Desenvolver os métodos de estimagao bayesianos via algoritmos MCMC, através da verossimi-
lhanga original (sem dados aumentados), tal qual Azevedo (2003), e através de dados aumentados,

como Azevedo et al. (2011a) e dos Santos (2012);

e Realizar um estudo de simulagao, via réplicas de Monte Carlo (veja Harwell et al., 1996), para
avaliar a acurdcia dos modelos e métodos de estimacao, além de determinar a influéncia de fatores

especificos na precisao das estimativas, considerando diversas situacoes de interesse pratico;

e Desenvolver medidas de diagndstico para selecao de modelos e verificacdo da qualidade de seu
ajuste, baseados em Stern and Sinharay (2005), Sinharay (2006) e Sinharay et al. (2006), aplicando
as metodologias ao conjunto de dados do vestibular da UNICAMP do ano de 2013.

e Implementagao computacional de tais metodologias, em linguagem C++ integrada ao ambiente
computacional, gréfico e estatistico R (R Development Core Team, 2012), a fim de viabilizar o

processamento desses algoritmos de forma mais rapida e eficiente;

1.3.2 Organizagao da dissertacao

O presente trabalho estd estruturado na seguinte triade: modelagem, métodos de estimacao e
ferramentas de diagnésticos. Inicia-se a dissertagao com um capitulo que visa descrever os modelos
politomicos da TRI para grupos multiplos, como um modelo de regressao via dados aumentados e
através de sua versao logito. Na Secao 2.6 apresenta-se a modelagem da distribuigao normal assimétrica
centrada para os tragos latentes, solucionando, ainda que parcialmente, um dos principais problemas
encontrados no processo de estimacao e inferéncia dos modelos da TRI, a ndo-identificabilidade, a qual

é tratada tanto sob a ética frequentista quanto bayesiana na Segao 2.7.
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Segue-se-lhe o Capitulo 3 dedicado as questOes inerentes a estimacao bayesiana assente sobre os
métodos de Monte Carlo baseados em cadeias de Markov (MCMC) via algoritmo de Gibbs (DAGS;
Se¢ao 3.3), e Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs (ADMHGS; Secao 3.4), em ambos
considerando a verossimilhanca aumentada (dados aumentados).

O Capitulo 4 da inicio & apresentacao de um importante aspecto na utilizacdo de modelos es-
tatisticos, que sao as ferramentas de diagnéstico. Para a selecdo de modelos, utilizou-se o critério
de informagao deviance (DIC), os valores esperados do critério de informacao de Akaike (EAIC) e o
critério de informagao bayesiano (EBIC). Em relagao a verificacdo da qualidade do ajuste de modelos,
explorou-se a checagem preditiva a posteriori, que fornece meios concretos de se avaliar a qualidade do
instrumento de medida (prova, questiondrio etc), qualidade do ajuste do modelo de um modo global,
além de indicios de violacoes de suposicoes especificas.

No Capitulo 5 concentra-se o foco no estudo de simulagdo visando avaliar o desempenho dos
métodos supracitados com relacao a caracteristicas importantes como: vicio, variancia e erro quadratico
médio, seguindo Azevedo et al. (2011b) e Azevedo et al. (2012), assim como o desempenho dos algoritmos
MCMC (como em Sahu, 2002). Considerou-se diversas situagoes de interesse prético, formadas pela
escolha de diferentes distribuigoes dos tragos latentes, nimero de itens (tamanho do teste), categorias,
nimeros de individuos em cada grupo, que compartilham diferentes percentuais de itens comuns.

O Capitulo 6 dedica-se entao a andlise bayesiana de um conjunto de dados reais, referente a
primeira fase do vestibular da UNICAMP de 2013, ilustrando todo o potencial da triade: modelagem,
métodos de estimacao e ferramentas de diagndsticos, desenvolvida neste trabalho.

No Capitulo 7 conclui-se a dissertagao apontando aspectos importantes do trabalho e diretrizes
para possiveis extenstes. Ademais, nos apéndices expoe-se o método de estimacao bayesiano via
Metropolis-Hastings, através da verossimilhanga original, que muito embora nao faga parte dos ob-
jetivos primeiros desta obra, sem duvida é uma importante contribuigao, que é explorada nos estudos
de comparagao dos algoritmos. Além de detalhes (relativos a algoritmos, graficos, etc.) que foram

suprimidos do corpo do texto.
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Capitulo 2

Modelos Politomicos de Grupos Multiplos

2.1 Introducao

Neste capitulo, nas Secoes 2.3, 2.4 e 2.5 apresenta-se novos modelos politomicos da TRI para gru-
pos multiplos, através das versoes probito do Modelo de Resposta Nominal, Modelo de Crédito Parcial
Generalizado e Modelo de Resposta Gradual. Em seguida, os tragos latentes sdo modelados a partir
de distribui¢oes normais assimétricas sob a parametrizagdo centrada (NA.) (Azevedo et al., 2011a),
considerando a representacao estocastica de Henze (Azzalani, 1985). Tal abordagem soluciona, ainda
que parcialmente, um dos principais problemas encontrados na classe de modelos de varidveis latentes,
a nao-identificabilidade, que é discutida na Secao 2.7 tanto no contexto da inferéncia classica quanto

bayesiana, ampliando os conhecimentos sobre um assunto pouco discutido na literatura estatistica.

2.2 Definicao do modelo

Seja o espago estatistico (%, .o/, &), em que # é o espaco amostral, &/ uma o-algebra de subcon-
juntos de %', & é a familia de modelos definida em .o/ especificada por & = {p\I, VS @}, em que ©
¢é o espago paramétrico. Considere a situagao na qual tem-se K grupos compostos por n individuos,
n= Z,Ile nk no total, os quais serdo submetidos a testes com I itens (apresentando alguma estrutura
de itens comuns), escolhidos de um conjunto total de I itens (Zszl I, <1I ) Definem-se as seguintes
notacoes: 01 é o traco latente do individuo j (j = 1,...,n;) pertencente ao grupo k (k =1,..., K),
0r = (b1k,--.,0;K)" é o vetor dos tragos latentes dos individuos do grupo k e 0. = (01,...,0 k)"

¢ o vetor de todos os tracos latentes; Yj;rs € a resposta do individuo j, do grupo k no i-ésimo item

(i=1,...,1;) dacategoria s (s = 1,...,m;), Y jx = (Y1jk.,..., Y jk)" é 0 vetor dos escores em todos
os itens do individuo j do grupo k, Y = (Y% ..., ank”)t é o conjunto de respostas dos individuos;
¢; é o vetor dos parametros do item ¢, ( = (Ctl, e Ctl)t é o vetor com todos os parametros de todos

os itens e my, ¢ o vetor de parametros populacionais do grupo k. Considere, também, as seguintes

definigoes (Paulino and Pereira, 1994 e Matos, 2008)
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Definicao 2.1 (Espaco de Parametros Reduzido). Seja (71, w2) um par de conjuntos de parametros
do conjunto de possiveis parti¢oes do espago paramétrico ®. my € dito ser a reducao de o (e se escreve

71 < my) se toda parte de w1 € a uniao de partes de ;.

Definigao 2.2 (Parametros Observacionalmente Equivalentes). Dois pontos do espago paramétrico

Uy, Uy € O sao ditos observacionalmente equivalentes se py, (A) = py, (4), VA € .

Definigao 2.3 (Parametro e Modelo Globalmente Identificavel). Um ponto do espago paramétrico
W, € O ¢ dito identificdvel ou globalmente identificdvel se nao existe outro ponto do espago paramétrico
observacionalmente equivalente a Wo. Neste caso, diz-se que o modelo probabilistico, py, € globalmente

identificdvel.

Teorema 2.1 (Particao Identificavel; Paulino and Pereira, 1994). Se o € uma particao identificdvel

e w1 < ma, entdo, a particio w1 € também identificdvel.

2.3 Modelo de Resposta Nominal (MRN)

O Modelo de Resposta Nominal foi proposto por Bock (1972) com objetivo de obter estimativas
mais precisas dos tracgos latentes de individuos submetidos a teste de multipla escolha, acrescendo a
informacao de um conhecimento parcial que o respondente apresenta relacionado a alternativa escolhi-
da, o qual é negligenciado quando ha a dicotomizacao das respostas (mais detalhes vide Bock, 1972;
Azevedo, 2003 ou Pereira, 2012). A probabilidade de um individuo j, do k-ésimo grupo, escolher a

categoria h do item ¢ é dada por

eDain (0 —bin)
m; ’
§ ePais (01 —bis)
s=1

com a;p, € b, representando, respectivamente, os parametros relacionados a discriminacao e dificuldade

P(Yijkh = Yijkn|0jk, €;) = (2.1)

da h-ésima categoria do item i. Teoricamente, sao admissiveis quaisquer valores no suporte dos reais,
no caso do parametro de discriminagao, valores negativos sao esperados para as alternativas incorretas e
positivos para as corretas. Com relagao ao parametro de dificuldade, espera-se que a alternativa correta
sempre apresente o maior valor (exige maior trago latente para ser escolhida). D é um fator de escala,
utiliza-se D = 1,702 quando se deseja que a funcao logistica forneca resultados semelhantes ao Modelo

Probito, cuja probabilidade é definida, a partir da estrutura de dados aumentados, como

P (Yijkn = Yijknl0jk, €;) = //¢m (Zijk. | Aijk, 3) dziju. (2.2)
Bijk.
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com os intervalos de integracao Bjjr. = Bjjkn X ... X Bjjrm, de acordo com a reciproca da relagao

1, se zijkh = Max{zijk1, - - - Zijkm, }
Yijkh = o : (2.3)
0, caso contrario.

tendo em mente que B;jj. depende somente do valor de y;;p, valor observado da variavel Y, € {0, 1},
e nao dos parametros do modelo; e Z;;r, sao as varidveis latentes, essencialmente, as mesmas definidas

por Albert and Chib (1993), dadas por
Zijk |0k, Ci = Dijkn + €ijk. (2.4)

em que Ajjxn = ain(0jx — bin) é o preditor linear latente, e €;j;. sdo independentes e identicamente
distribuidos segundo uma normal multivariada com vetor de média igual a zero e matriz de covariancia
3, que a partir de diferentes valores, define-se outras FRI.

Da exposicao feita, pode-se provar que a verossimilhanga dos dados aumentados condicionado
aos dados observados e aquela oriunda dos dados observados sao equivalentes. Entretanto, conforme
observado por Azevedo (2008), inferéncias baseadas nestas quantidades podem ser diferentes, nada obs-
tante, espera-se resultados proximos em razao da relagao expressa em (2.2). Na Figura 2.1 confronta-se
as curvas da fungao de resposta ao item para o modelo logito (linha continua) e modelo probito (linha
tracejada) de quatro itens variando o nimero de categorias, parametros de discriminagao e dificuldade.

Em todos os casos nota-se uma grande similaridade entre as curvas.

_ a=(-0.8,0,1); b= (—1,0,1) Ttem 1 R a=(-1,0,1.4,2); b= (—2,—1,0,0.8) Item 2
< <. P Py Ps Py
g S Ry
E =N -E =h
o ® =
a8 c B e
2 o 2 o
&2 &2 .

;_ T T T T T g_ T T T T T

1 2 0 2 4 -4 2 2 4
0 6
a=(-1,0,1.4,2); b = (—2,—1,0,0.3) Item 3 a=(-1,0,1,1.5): b= (=2,-1.5,0,1.4) Item 4
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Figura 2.1: Curvas da FRI para o MRN com ligag¢do logito e probito
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2.4 Modelo de Crédito Parcial Generalizado (MCPG)

O Modelo de Crédito Parcial Generalizado, formulado por Muraki (1992) , pertence a familia dos
modelos para as respostas politomicas graduais, sendo, portanto, apropriado na modelagem de itens
cuja resposta esta relacionada a algum tipo de escala gradual, por outras palavras, o respondente ganha
mais crédito na medida em que sua resposta se aproxima da completa (para maiores detalhes veja,
por exemplo, Muraki, 1997 ou Ferreira, 2012). A probabilidade de um individuo j, do k-ésimo grupo,

escolher determinada categoria h do item ¢ é dada por

h
exp [Z Da; (01, — bw)]
P(Yijin = Yijinl0sk, C;) = -2

(3

ea:p[ Da;(0;1, — bw)]
1 1

, (2.5)

Cc= V=

com a; representando o parametro de discriminagao do item ¢ e b;; o parametro relacionado a dificuldade
da h-ésima categoria do item i. Os parametros b;, podem ser decompostos como b;, = b; — dp, (ou dyp,
quando assume-se os parametros de categoria diferentes em cada item).

Muito embora o Modelo de Resposta Nominal e o Modelo de Crédito Parcial Generalizado apre-
sentem naturezas psicométricas distintas, da proposicao que segue, cuja demonstracao encontra-se no

Apéndice B.1, depreende-se que, algebricamente, o MCPG é um caso particular do MRN.

Proposigao 2.1. O espago de pardmetros do MCPG definido em (2.5) é uma reducao (Defini¢io 2.1)
do espago de pardametros do MRN descrito em (2.1), ao passo que

2 m;
(afy, gy an,) = (4,204, . .., msa;) e (b5 bfs - B ) = (Bin, > _bin/2,.., > b /mi).
MRN MCPG ma v=1 v=1

MCPG
Este fato traz algumas implicagoes, inclusive, na identificacao dos modelos (veja Segao 2.7). Além

disso, conclui-se que as variaveis aumentadas, Z;jxp, sdo exatamente as mesmas definidas em (2.4)
*
Zijk |0k, € = Afjgn + €ijk. (2.6)

em que Afjkh = ai(0jr — bin), € €k, sdo independentes e identicamente distribuidos segundo uma
normal multivariada com vetor de média igual a zero e matriz de covariancia 3. Como ilustrado na
Figura 2.2, variando o niimero de categorias e valores dos parametros de discriminacao e dificuldade, as
probabilidades de escolha das categorias de resposta da FRI para o MCPG com ligacao logito e probito

sao muito préximas em todos os cendrios apresentados.
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_ a=0.8b=(0,—1) Ttem 1 _ a=0.8:b=(0,-0.5,0,3) Item 2
2 o o 21
& 2 EEE
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2 = el
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o ™ < ™
= 4 =
= A

;ﬁ = T T T T T 5_ T T T T

4 2 2 4 -4 -2 0 2 4
6 6
Item 4

_ a=12:b=(0,-2,0,2) Item 3 _a=0.8b=(0,—-3,-2.2,-1.7,-1.4,0,0.8,1.5,2.0,2.5)
o =] o e
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L o QL o
0 ~ 0 o
= 2 = 2
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- A 2 0 > 1 - 1 2 0 ) 4

0 ]

————  Fungao Logito
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Figura 2.2: Curvas da FRI para o MCPG com ligacdo logito e probito

2.5 Modelo de Resposta Gradual (MRG)

O Modelo de Resposta Gradual, proposto por Samejima (1969), é ttil a andlise de dados ori-
undos de escalas Likert de atitude, e de performances corrigidas de maneira gradual. Neste modelo,
as categorias do item 4, denotados por h; = 0,1,...,m; (i.e., m; + 1 categorias), podem ser dispostas
em ordem crescente (veja Samejima, 1969; Azevedo, 2003; van der Linden and Hambleton, 1997 ou
Marques, 2008). A probabilidade de um individuo j, do k-ésimo grupo, escolher determinada categoria
h do item ¢ é dada por
1

b 1 4 e~ PaiOir=bitns1))’ se h=0,

1 1
1 + e—Dai(0jx—=bin) N 1 + e~ Pailbjr=bins1))’

1

se h=m;.
1 + e—Dai(Bx—bin)’ !

\

cujos parametros sao como descritos no modelo (2.5). Tendo em mente, pela defini¢ao de ordenagao
entre os niveis de dificuldade das categorias de um determinado item, que b;; < ... < bjy,. Ademais,
cabe mencionar que a discriminacao de uma categoria especifica depende tanto do parametro a; quanto

da distancia das categorias de dificuldade adjacentes (Andrade et al., 2000). Seguindo a proposta de
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Albert and Chib (1993) para dados ordinais, define-se 0 Moodelo Probito da forma

P(Yijkn = Yijkn|Ojk, ;) = / ¢ (zijel Ay, 1) dzgji (2.8)
Bijk
2.

em que A*f;k = a; (0;x — bi), e os intervalo de integragao B;j; de acordo com a reciproca da relagao

1, se Xn-1 < zijk < Xn
Yijkh = o ; (2.9)
0, caso contrario.

define-se xp = —00, x1 = 0 e X, = oo. Importa dizer que x; deve ser maior do que todos os Z;;, para

os quais Yjjx, = 1. Ou seja, xp tem um limite inferior dado por
max {max {Zji : Yijen = 1} i Xn—1} » (2.10)

de igual maneira, xj deve ser menor do que qualquer Z;;; para os quais Yj;x(p41) = 1. Isto quer dizer

que xp, ¢é limitado superiormente por
min {min { Ziji : YVijune1) = 1} Xnt1} (2.11)

Na Figura 2.3 tem-se a representagao grafica da FRI para o MRG com ligacao logito e probito.

Observa-se que para todas as categorias, as curvas apresentam comportamentos semelhantes.

. a=12b=(-2,0,2) Item 1 R a=1.0:b=(-2,-0.5,1,2) Item 2
o~ o~ -
gz P P, P T 2
= T2
= 3 L] =3
-y chl
L o £ o
2 o © o |
[T [T

d7 T T T T T :’.7 T T T T T

1 2 0 9 4 -4 2 0 2 4
7] (7]

. _a=08b= (—1.5,0.5,1.5,2.5) Item 3 - a=12b=(-15,-08,0.51.3,2) Ttem 4

— o
%/4 -g ‘éﬁ
° =
2 < g =
8 o 2 °
£ o £ 2
g_‘ o Q_‘ =}

-] =

o T T T T T S T T T T

4 2 0 % 4 -4 2 0 2 4
] 0

——— Funcao Logito
___________ Funcgao Probito

Figura 2.3: Curvas da FRI para o MRG com ligagao logito e probito
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2.6 Distribuicao normal assimétrica sob parametrizagcao centrada

Motivados pela necessidade de melhor representar os fenémenos psicométricos (Micerri, 1989;
Heinen, 1996), considerou-se a distribuicao normal assimétrica centrada (N A.) para modelar a dis-
tribuigao dos tragos latentes, que tem sido utilizada em vérias areas, incluindo a educacional (veja-se
Bazan et al., 2006; Azevedo et al., 2011a e dos Santos, 2012). Sendo esta, tal como indicado por
Arellano-Valle and Azzalini (2008), Azzalini and Capitanio (1999), Azzalani (1985) e Pewsey (2000),
mais adequada (quando comparado & parametrizagao direta) para propdésitos inferenciais, interpretagao
dos modelos, além de remover a singularidade da matriz de informacao quando o parametro de assime-
tria tende a zero. Ademais, Azevedo et al. (2011a) mostram que tal abordagem é condi¢ao necesséria,
porém nao suficiente, para solucionar um dos principais problemas encontrados no processo de es-
timagao e inferéncia dos modelos da TRI, a ndo-identificabilidade. Neste trabalho, empregar-se-a a
representagao estocdstica de Henze (Azzalani, 1985) ou de Sahu et al. (2003) - dado sua equivaléncia
sob a parametrizagao centrada (Azevedo et al., 2011a). Para tanto, inicialmente, considere a distribuigao

normal assimétrica sob parametrizacao direta dada por

01 ~ NA(ao,, Yo, N, )

com parametro de localizagao ag, € R, parametro de escala 1y, € RT, e de assimetria, diga-se \g, € R.

Assim, sua funcao de densidade tem a forma

1, (Oik — g )
f(ejk“aek)qybeka )\ek) = 2¢9k1¢ <H) q) |:A9k <H ]1(9] ) ) (212>
g, Vo, (—00,+00)
em que ¢ e ¢ denotam a funcao de densidade e funcao de distribui¢ao da normal padrao, respectivamente.
Azzalani (1985) introduziu a parametrizagao centrada que especializa-se da seguinte forma (para maiores

detalhes, veja-se dos Santos, 2012)

_ Oix — So O — &o
Ol on ) = 2en) ™ o (P50 Y g (25| asy) (213)
Woy, Wy, (—00,+00)
em que

1/3
€9k = f@k (,U,gk, 09k779k) = Mo, — 00, Sf)/glf y

2/3

Wo, = Wo, (UGkv'Y@k) = O, 1 +82791{ )

1/3
Vg,

w = Ao (e,) = :
V

rZ 4+ 5273/3 (r2—1)
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9 \1/3
T \/j S:<47T> ’

Yo, = 1/ =0, [

[\

3

2 4 9 ., 173/2
-2
v v v
5o = —t
1+ 25

com () = pp, € Var(by) = ng'
A Equacao (2.13) pode ser reescrita de forma hierdrquica, considerando a representagao estocastica

de Henze (1986), condicionada as varidaveis H _, ou seja

ejk‘ (h]kv nek) ~ N (Sek + Tgkhjkv ggk) ) (214)
Hy ~ HN(0,1),

em que H _é distribuido segundo uma normal positiva (Half-Normal), 19, = wp, dg, € ggk = wgk (1 — 6gk>.
Facilmente se reconhece que a distribuicao normal assimétrica centrada é parametrizada pelo coeficiente
de assimetria de Pearson, 7p, € (—0,99527;0,99527), que preserva o comportamento assimétrico da
densidade dada em (2.12). Na Figura 2.4 exibe-se a densidade de probabilidade oriunda da Equagao
(2.13), com pp, = 10 e op, = 5, considerando diferentes valores para Ag(yg). O parametro vy, tem uma
simples interpretacao, quanto mais préximo de —1 ou 1, maior o grau de assimetria negativa ou posi-
tiva, respectivamente. Além disso, considera-se, geralmente, que se vy, € (—0,13;0, 13) a distribuicao é

simétrica (Azevedo et al., 2011a).

i
=]

Densidade
0.06 0.08

0.04

0.02

0.00

-5 0 5 10 15 20 25

Figura 2.4: Densidade da normal assimétrica para diferentes valores de v e \.
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2.7 O problema da falta de identificabilidade

Na TRI, a falta de identificabilidade aparece com freqiiéncia, porém sao escassos na literatura
textos que viabilizem a compreensao de um tema que no desenvolvimento inferencial de acordo com
Rivers (2003) “.. € por vezes abordado de modo casual e inadequado”. FEle afirma também, que a
identificabilidade, apesar de nao ser suficiente, é condi¢ao necessaria para garantir a consisténcia dos
estimadores de maxima verossimilhanga. Andrade et al. (2000) destacam que a nao-identificabilidade
ocorre porque diferentes valores dos parametros dos itens ou dos tracos latentes podem produzir a mesma
probabilidade de um individuo escolher certa categoria, inviabilizando o desenvolvimento de qualquer
procedimento de utilizagao direta da verossimilhanca. De acordo com Matos (2008), a solugao para
este problema depende basicamente do modelo em estudo e do método de estimacgao adotado. Neste
trabalho, tratar-se-a4 o assunto tanto no contexto da inferéncia classica quanto bayesiana. Para tanto,

considere a defini¢do apresentada a seguir

Definicao 2.4 (Parametro e Verossimilhanga nao-identificavel). Considere ¥ = (¢1,¢2) € ©
um vetor de parametros em que ¢1 e ¢o possivelmente sao vetores. Diz-se que ¢1 € um parametro

identificavel e que ¢o € nao-identificdvel se para todo conjunto de dados amostrais, y,
1 2 2
L (61,08 y) = L (61, 655y)

implica <Z>(11) = 52) e ¢§1) %+ ¢§2). Neste caso, diz-se que a verossimilhanga L (¥;y) é ndo-identificdvel.

Com relacao a este conceito, Matos (2008) baseado em trabalhos de Dreze (1974) e Poirier (1998)
afirma que na presenca de uma verossimilhanca nao-identificada os dados sempre serao condicionalmente
nao-informativos para o parametro nao-identificavel ¢y, ou seja, L (¥;y) = L (¢1;y), ainda que o espago
de ¢1 dependa de ¢o. Neste sentido, a falta de identificabilidade no contexto da inferéncia frequentista

é equivalente a bayesiana, cuja definicao formal é dada como segue.

Defini¢ao 2.5 (Nao-identificabilidade Bayesiana). Considere um modelo bayesiano constituido
pela verossimilhanca L (p1, P2;y) e uma distribuicao a priori f(d1,P2) = f(¢p2|01) f(41). Entdo o

parametro ¢o € dito nao-identificdvel se

[ (p2191,y) = f(P2]01),

Neste caso a distribuicdo a posteriori f (¢1, ¢2|y) o< L (d1, d2;y) p (P2]d1) p(61) € dita nao-identificavel.
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Importante constatar, todavia, que este fato nao implica em f (¢2|y) = f (¢2). Mas sim, que ¢2 é
nao-identificivel se, e somente se, L (¥;y) = L (¢1;y). Por outras palavras, a informagao a respeito de
¢2 dado ¢1 ndo aumenta ao se observar os dados. A solucao para a falta de identificabilidade, sob o ponto
de vista classico, geralmente, baseia-se na definicdo de um novo espago paramétrico restringindo alguns
parametros. Na Otica bayesiana, pode-se, tao bem, fazé-la; no entanto, como destaca Matos (2008) e
Gelfand and Sahu (1999), a escolha de prioris adequadas, ainda que na presenga de uma verossimilhancga
nao-identificada, possibilita que a distribuicao marginal a posteriori do parametro nao-identificavel seja
atualizada pelos dados, desde que exista dependéncia a priori entre ¢ e ¢o.

De volta ao contexto dos modelos politomicos da TRI, o MRN e MCPG néao estao identificados
devido a invariancia a transformagoes lineares, que € solucionada estabelecendo-se uma métrica para
ambas as classes de parametros, itens e tracos latentes. Ademais, em situacoes nas quais se tem interesse
em comparar diferentes grupos (grupos miltiplos), deve-se estabelecer uma ligagao entre eles que, em
geral, é obtida apresentando-os & provas com alguma estrutura de itens comuns. Assim, as estimativas
de todos os parametros estarao na mesma escala (Andrade et al., 2000 e dos Santos, 2012). A fim de
garantir esta estimabilidade, deve-se, inicialmente, estabelecer uma estrutura de ligagao intra grupo

por meio de restri¢oes lineares, que para o Modelo de Resposta Nominal é dada por (Bock, 1972)

zi:ais =0 (§ 22: —aisbis = 0, (215)
s=1 s=1

tais imposicoes sao aplicadas para que as médias dos parametros sejam iguais a constantes, por exemplo,
iguais a zero. J4 para o Modelo de Crédito Parcial Generalizado, pela Proposicao 2.1 e Teorema 2.1, e

considerando o fato de a; ser inico em todas as categorias, tem-se que
mi
> dis=0. (2.16)
s=1

Em seguida, se estabelece uma estrutura de ligacao entre grupos através de itens comuns. Por
fim, fixa-se os parametros populacionais da distribuigao (arbitraria) dos tragos latentes do grupo de

referéncia (por exemplo, grupo 2), da forma
iid
(912, "-7‘9n22 lflw Dz(,U,QQ,O'é), com N92 = 0 € 032 = 1,
e desta maneira, a escala dos demais grupos estard fixada, haja vista os itens comuns.
A Figura 2.5 ilustra a situacao na qual 3 grupos respondem a 3 provas parcialmente distintas com
30 itens cada, selecionados de um total de 40 questoes. O Grupo 2 é assumido como grupo de referéncia,

cuja distribuicao, Da(ug,, 032), exibe parametros fixados em pg, =0 e 032 =1.

IMECC-Unicamp Ferreira, E. V.



2.7 O problema da falta de identificabilidade 19

Grupo 2 (referéncia)
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Figura 2.5: Esquema de grupo de referéncia e itens comuns

Por outro lado, quando se considera uma estrutura multinivel para os tracos latentes ou mesmo
um modelo de regressao, seja com intuito de incorporar dependéncias entre individuos (veja Fox, 2001),
em dados longitudinais (Laird and Ware, 1982; Snijders, 1996) etc., a fixacao dos parametros associados
ao grupo de referéncia traz complicagbes a obtengdo das distribuigoes condicionais completas. Uma
proposta que contorna este problema postula que os parametros de somente um item sejam fixados, e
desta forma, a métrica dos demais itens e tragos latentes estard definida. Além disso, em estudos de
simulacao, este recurso elimina a necessidade de equalizagao das estimativas com os verdadeiros valores
(veja Baker, 1990).

A partir da discussao desenvolvida nesta secao depreende-se a relevancia inferencial da identifi-
cabilidade do modelo, que muitas vezes nao é assegurada, em esséncia, devido a superparametrizacao
da verossimilhanca (Matos, 2008). Para os modelos propostos, apresentaram-se as melhores estratégias
para restringir, de forma adequada, alguns pardmetros do modelo, e assim proceder a estimacao nos
demais, seja por procedimentos cldssicos ou bayesianos. Este ultimo, com uma maior flexibilidade e

naturalidade, conforme sublinhado por Lindley (1972)

“In passing it might be noted that unidentifiability causes
no real difficulty in the Bayesian approach”.
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2.8 Implementacao das restricoes

Muito embora existam diversas formas de incorporar as restrigoes lineares (2.15) e (2.16) no pro-
cesso de estimagao (veja Ferreira, 2012), autores como Bock (1972) e Azevedo (2003) ladeiam esta
questao afirmando que transformar os parametros originais de modo a contempla-las é computacional-
mente mais eficiente do que, por exemplo, utilizar técnicas como Multiplicadores de Lagrange.
Diante disto, ir-se-4, em um primeiro momento, descrever a implementacao das restrigoes (2.15) e (2.16)
para o MRN e MCPG, respectivamente, e no Capitulo 3 a estimacao propriamente. Para tanto, con-
sidere os vetores I'; = (a;, 5;)/ el; = (ai, a;b;, a;ds, . .. 7aid(mi—1))/7 denotando os parametros irrestri-

tos, do MRN e MCPG, respectivamente. Em que, a; = (i1, .-+, Qim,—1))’s 8i = (i1, -+, 0i(m,—1));

i = (a1 = aihyn)) € Oin = (@in1)bins1) — ainba), i=1,...,Teh=1,...,m; — 1.

Proposigcao 2.2. O preditor linear latente para o Modelo de Resposta Nominal é representdvel por

Aijr. = [M; ® S| T (2.17)
com
Sk = [0jr 1],
e
i 1 1 1 T
1 I_ 1 i i
T N S
mix(m,;—l) ’ " "
1 1 1 _
L mi mi e mi a

em que ® denota o produto tensorial (Harville, 1997). A demonstragdo encontra-se no Apéndice B.2.

Proposigao 2.3. O preditor linear latente para o Modelo de Crédito Parcial Generalizado resulta em

Gk, = 0P + L] T} (2.18)
com
[0 -1 0 0]
0 -2 1 0
Lo=|: ],
m; Xm;
0 —(mi—1) 1 1
0 -mi 0 0
e P; ={pr}, que assume valorl se k =1 e 0 caso contrario.
Mg XMy
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Capitulo 3

Estimacao Bayesiana via MCMC

3.1 Introducao

Neste capitulo abordar-se-4 os métodos de Monte Carlo baseados na simulacao de cadeias de
Markov (MCMC) cuja distribuicao estacionaria é a distribuigdo a posteriori, que constitui a esséncia
inferencial dos métodos de andlise bayesiana (Bernardo and Smith, 2000). Apesar da importancia desta
teoria, pecar-se-a, com certeza, pela sua nao exaustividade (referéncias detalhadas sobre o assunto

remetem-se, p. ex., a Gamerman and Lopes, 2006; Robert and Casella, 2004 ou Gilks et al., 1996).

3.2 Suposicoes do modelo

Em inferéncia bayesiana, a verossimilhanca desempenha o papel fundamental de ligacao entre
a priori e posteriori. Em se considerando a sua forma original (verossimilhanga original), neste tra-
balho, as simulagoes iterativas das distribuigoes condicionais completas sao feitas através do algoritmo
de Metropolis-Hastings(M-H; Apéndice A). J4 mediante a verossimilhanga aumentada - gerada por um
conjunto de varidveis nao-observaveis, baseado nos dados observados (respostas ao item) - o procedi-
mento é entao feito pelo Algoritmo de Gibbs (DAGS; Segao 3.3). Neste algoritmo, a fim de diminuir
as autocorrelacoes geradas pelas varidveis aumentadas, incluiu-se um passo de Metropolis-Hastings no
algoritmo de Gibbs, atualizando as caracteristicas dos parametros dos itens, marginalmente aos dados
aumentados, denominando-se de Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs (ADMHGS; Secao
3.4). Qualquer que seja a verossimilhanga, faz-se necessério lancar mao de algumas suposi¢oes de modo

a permitir sua construc¢ao de modo conveniente (Azevedo, 2008)

e Asinformacoes necessarias para modelar a probabilidade de resposta sao somente os tracos latentes

e os parametros dos itens;
e Apenas uma dimensdo do traco latente é necessaria para se modelar tal probabilidade;

e O tempo para se responder a prova é suficiente;
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e Os itens sao respondidos de forma independente por cada individuo (Independéncia Local), condi-

cionado em seu traco latente e nos parametros dos itens;

e Dados omissos (missing data) sao gerados por um mecanismo de nao-resposta nao-informativo,

veja Little and Rubin (2002).

A dltima suposi¢do garante que o mecanismo gerador dos dados faltantes possui distribuicao
ignoréavel (tal estrutura é conhecida como MAR (missing at random), veja Little and Rubin, 2002). Em
outras palavras, sao regidos por mecanismos de auséncia por acaso, nao sendo, portanto, relevante ao

processo de inferéncia. Para descrever tais omissoes, define-se o seguinte conjunto de variaveis

v 1, se para o item i foi observada resposta do individuo j do k-ésimo grupo
gk — . )
0, caso contrario.
Importante sublinhar que estas indicadoras de resposta sao condicionalmente independentes entre
os individuos e itens, dado os parametros que regem sua distribuicao de probabilidade os quais nao estao

relacionados com (0_,T',ng), ou seja

K ng I

p_1p) = [T I ] pwile)- (3.1)

k=1j=1i=1
Na Figura 3.1 traduz-se um diagrama de influéncia do Modelo de Grupos Miiltiplos (MGM)
bayesiano através do esquema de dados aumentados. Observa-se que os parametros populacionais
influem no traco latente, que por sua vez, associado aos parametros dos itens, atua sobre a varidvel
Z (todas essas quantidades nao observadas); e Y representa a manifestacao deste processo latente que

rege o mecanismo de resposta dos individuos, sendo a tnica quantidade que se observa.
—————— > parametros populacionais

> parametros dos itens / traco latente

———————————————— > dados aumentados

——————————————————— > dados observados

Figura 3.1: Diagrama de influéncia do modelo de grupos mailtiplos
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3.3 Dados aumentados com amostrador de Gibbs (DAGS)

O Amostrador de Gibbs (Geman and Geman, 1984) é um caso especial da estrutura desenvolvida
por Metropolis et al. (1953) e Hastings (1970). Trata-se de um esquema markoviano dinamico de
amostragem das distribuigoes condicionais completas g;(0;y, z,0_;)), em que 8 = (61,...,0,) e 0_
representa o vetor @ com a j-ésima componente removida, isto é, 8(_;) = (61,...,0;-1,0j11,...,0n),
determinando assim a distribuicao conjunta de interesse, h(8|y, z), positiva em ©1 X ... x ©,, com O;
(0)’ 90

suporte da distribuicao de 6;, para j = 1,...,n. Designe 0° = (0,7, 6, ,...,97(10)) um valor arbitrdrio

inicial para o vetor 8, procede-se entao, iterativamente, da seguinte forma (Paulino et al., 2003)

Algoritmo 1: Amostrador de Gibbs
fort=1to T do

amostre 9?) de 91(91|6’§t_1), F)ét_l), ce eﬁf‘”, Y,2);
amostre Gét) de 92(92|9§t)7 Bét_l), . ,97(5_1)7 Y, 2);
amostre %) de gn(ﬁnwgt),@éﬂ, ce 0531, Y,2);

0 — (0" 6% . oDy

end

3.3.1 Verossimilhanca de dados aumentados

Na TRI, Albert (1992) foi pioneiro ao propor um método de estimacao bayesiano com o uso dos
dados aumentados combinado com o amostrados de Gibbs (Geman et al., 1993; Gelfand and Smith,
1990). A razao para se utilizar o esquema de dados aumentados é que tal expediente permite obter
distribuigoes condicionais completas (veja Gamerman and Lopes, 2006) com forma funcional mais sim-
ples (Albert, 1992). Azevedo (2008) enfatiza que ao considerd-los introduz-se um modelo mais geral;
ademais, permite construir mecanismos de ajuste do modelo de modo mais direto (Fox, 2001). A ideia
consiste em substituir a verossimilhanga de dados observados, diga-se L(0 _,T',ng, ply ,v..), por uma

verossimilhanca de dados aumentados, L(6.,T',ng, p|z..,y ,v.), cujo processo de inferéncia é entao
baseado (vide Tanner and Wong, 1987). Este procedimento, conforme destaca Matos (2008), estd in-
trinsicamente ligado ao método utilizado na geragao de niimeros aleatérios, nomeadamente método da

decomposi¢ao (Tanner, 1996), uma vez que

L6.,T,ny,ply. ,v.) = /L(G..,F,na,p!z...,,y...‘,v...)dz

- / py. |z..0..T)p(z. y_.6..T)dz.
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Desta forma, empiricamente, ndao havera diferenca em se realizar inferéncia a partir da verossimi-
lhanga original (que estéd associada a um experimento simples) ou a partir da verossimilhanca de dados

aumentados (associada a um experimento sequencial), que é escrita como

L(Ou F7 7797 p|zyy7v) X p(z|y7 V., 9..7 F7 T’G? p)p('v|07 F7 p)

= p(z.ly. .0 ,T)p(v_|p)
< p(z.ly. ,0.T) (3.2)

Para o Modelo de Resposta Nominal, baseado nas discussdes do Capitulo 2, a quantidade

(3.2) é proporcional a

K ng m; m;

p(z.ly..0..T) « [TTI1I { [Z L(yijin = 1)1 (2ijrn > zijk:(—h))] < T ¢ (zijenlAijen, 1)} (3.3)
k=1j=14el; \ Lh=1 h=1

para o Modelo de Crédito Parcial Generalizado proporcional a
K ng m;

p(z. ly..0.T) o« [TTI1I { [Z L(yien = DL (2ijwn > 2ijn( ] X H ¢ (2ijkn A )} (3.4)
k=1j=1icl; \ Lh=1

e para o Modelo de Resposta Gradual a

p(z. ly..0.T) o [TTI1I { [Z L(yijkn = 1)L(xa-1 < Zijkn < Xh)] 11 @ (zije — AL 1)} (3.5)
k=1j=14el; \ Lh=1 h=1

3.3.2 Especificagao das distribuigoes a priori

A escolha da distribuicao a priori é uma importante etapa no processo de estimacao dos MRI.
Especificada adequadamente, pode resolver problemas relacionados a falta de identificabilidade (Matos,
2008), espago paramétrico restrito (Paulino and Pereira, 1994), amostras pequenas (Swaminathan et al.,
2003; Kim et al., 1994), dentre outros. Neste trabalho, ir-se-4 utilizar representagoes estocésticas para as
mesmas, possibilitando assim - aliado & verossimilhanga aumentada (3.2) - a obtengao das distribuigoes
condicionais completas com formas conhecidas, viabilizando a utilizagdo do amostrador de Gibbs com-
pleto. Dito isto, admitindo a usual suposicao de independéncia a priori entre individuos, itens e popu-

lacao, definiu-se a forma geral da priori conjunta dos parametros como

K ng K ng K
p(o--vh--vrvn07t-’nf‘7nn) = HHp(HJk‘nGk) HHp(hjk) {Hp(tk)}

k=1j=1 k=1j=1

I
X {Hp(ri|77F }{H (Mo, |M5,.) } (3.6)
=1
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Para os tragos latentes, visando resolver (ao menos parcialmente) os problemas de nao-identifi-
cabilidade dos modelos, bem como acomodar a caracteristica de assimetria, atribuiu-se a distribuicao

normal assimétrica centrada (2.14), condicionada as varidveis H , ou seja

9]k|(hjk‘7779k) ~ N(gek +7_91€h]k7§62k)7 (37)
Hy ~ HN(0,1),

_ 2 _ 2 2
em que 7p, = wp,0p, € S, = Wp, (1 — 59k).

Para os parametros populacionais considerou-se duas familias de prioris. A primeira baseada em

1 AN\ 7
p(m,) = p(Eoy> w0, )p(Agy) ¢ —— {1+ e 7

O

em que p(Ag, ) se reconhece como uma distribuicao ¢ (0, 2, d), representavel da forma hierarquica como

2
4
)\Gk|tk ~ N (O; ) 9
123
d d
T ~ Gama | =, = |,
Resultando na priori para o conjunto de parametros (g, , 79, , g, ) € varidveis latentes T}, expressa

em termos compactos como

1 AR d
P (&oy> To,» S0, Th) X %exp <_W> t, exp (—ztk) . (3.8)

Outra proposta para a priori dos parametros populacionais, notando que a Equacao (3.7) pode
ser vista como um modelo de regressao com a varidvel resposta 6;;, intercepto &, e inclinacao 7y, ,

expressa-se da forma (dos Santos, 2012)

Bek ~ N(lJ’Gu 29)7 (39)
ggk ~ Gama — Inv.(o,, Be,), (3.10)
em que
0, e
ﬁQk = g ) My = ’ )
TYy, Mg
e
2 2 2
s %% P
0 2 2 2
poE, 0, 0%,

Finalmente, para os parametros de um determinado item atribuiu-lhes uma priori com distribuicao

normal multivariada posto na forma

p(T;) ox exp [—0.5(:[‘2- — ;J,F)t\Ilfl(I‘i — ,ur)} . (3.11)
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3.3.3 Estrutura de simulacao via DAGS

Considerando a verossimilhanca aumentada (3.3), (3.4) ou (3.5), e a priori dos parametros popu-

lacionais (3.8), decorre que distribuigdo a posteriori associada a (Z__,0 ,h_,T',n,,t) torna-se

p(z..“ye“yh“aF)”Qat.|y....7nr‘vnn) X

0.,y )p(0._lh_mg)p(Tinr)p (nelt.,m,) p(t)

K ng m; K nyg K

H H H HP (2ijkn |0k, iy Yijkn } {H Hp(hjk)} {Hp(tk)}
k=1

K

k=1j=14€l; h=1 k=1j=1

X

gk I
HHP (05l jx, g, }{HP(PNIF }{H p(Mg, [tk:mp,) }
k=1j=1 i=1 k=1

k=1j=14€l; h k=1j=1

X

K ng
H <9kT H erp [233( gek 70y, Jk)2‘| }

=1

b

X

”:]x u:j~

x {ﬁ 1 II Hp (2ijkn |0k, Tis Yijn }{ﬁ ﬁeévp (—h >]1(h,jk>o)}

;- #r)t ‘I’El (Ti — NF):| }

2
To, bk a1y ( d )
—exp ——— |t exp | —=tp . (3.12)
G < 2<3k<p2> 2

Nota-se que a consecugao direta das estimativas a partir da distribuigao (3.12) nao é possivel.

Todavia, as condicionais completas necessarias a implementacao do algoritmo de Gibbs sao de facil

obtencao como se descreve em seguida no Resultado 3.1.

Resultado 3.1.

Considerando a posteriori definida em (3.12) e denotando (.) o conjunto de todos os

parametros, os passos do algoritmo DAGS para os modelos descritos sdo

e Passo 1:
e Passo 2:
e Passo 3:
e Passo j:
e Passo 5:
e Passo 6:
e Passo 7:

e Passo 8:

Simule as varidveis Zijpy, de Zijgn|(.), parak=1,... . K ej=1,...,np ei € Ljy;
Simule hj, de Hj|(.), parak=1,.... K ej=1,...,ng;
Simule 051, de 0;,|(.), parak =1,..., K ej=1,...,n
Simule T'; de T;|(.), para i € Ljy;

Simule ty, de Tg|(.), para k=1,...,K;

Simule &y, de &, |(.), para k=1,...,K;

Simule 19, de 13,|(.), para k =1,...,K;

Simule §02k de ggk\(.), parak=1,...,K

IMECC-Unicamp
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Utilizando-se, agora, das prioris (3.9) e (3.10) para os parametros populacionais, distribuicao a

posteriori associada a (z.,0._,h_,T,ny) é descrita como
(z..16..T,y_)p(0._|h_,ng)p(Tlnr)p (ngln,)

K ng m; K ng
H H H Hp(zijkh|9jk,ri7yijklz)} {H Hp(hjk)}

k=1j=14€l; h=1 k=1j=1

1T Hp (gjk|hjka779k)} {Hp (I‘i|771‘,;)} {Hp(nekltkmm)}

k=1j=1

HHHHWWW%M%

k=1j=1iel; h=1

p(z...6. h T myly .np.m,)

X

R

X

exp |5 (8 o) 25" (8 - o) |

Novamente, a distribui¢ao a posteriori (3.13) possui forma intratével; entretanto, possui condicionais

X

X
—— A —— N ———— B
. Eol
=
.
3
g
hS]
7 N
|
>
<
o
N————
=
c
ko
Vv
2
——r

completas com formas fechadas, que podem ser amostradas conforme descreve-se no Resultado 3.2.

Resultado 3.2. Considerando a posteriori definida em (3.13) e denotando (.) o conjunto de todos os

parametros, os passos do algoritmo DAGS para os modelos descritos sdo
e Passo 1: Simule as varidveis Zijip, de Zijen|(.), parak=1,... . K ej=1,...,n; et € Ljy;
e Passo 2: Simule hj;, de Hj|(.), para k=1,... . K ej=1,...,ng;
e Passo 3: Simule 0j, de 0;|(.), parak=1,...,K ej=1,... ng;
e Passo 4: Simule I'; de I';|(.), para i € Lj;
e Passo 5: Simule By, de By, |(.), para k=1,...,K;
e Passo 6: Simule §02k de ggk\(.), para k=1,..., K.

As expressoes necessarias para chegar as condicionais completas encontram-se no Apéndice C.2.
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3.4 Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs (ADMHGS)

Nao ha duavida de que os dados aumentados representam uma importante ferramenta para o de-
senvolvimento dos algoritmos MCMC (Albert, 1992; Albert and Chib, 1993; Fox, 2001; Bazén et al.,
2004; dos Santos, 2012). Entretanto, devido a elevada autocorrelagao das cadeias induzidas pela uti-
lizacao das variaveis aumentadas, as cadeias geradas pelo DAGS tém menor facilidade em percorrer o
espaco paramétrico (vide Chen et al., 2000 e Gonzalez, 2004). Pensando nisto, nesta se¢do propoe-se
um método que reduz esta dependéncia. O expediente consiste na inclusao de um passo de Metropolis-
Hastings no algoritmo de Gibbs, que atualiza as caracteristicas dos parametros dos itens, marginalmente
aos dados aumentados, através da reparametrizacao da densidade a posteriori, i.e., multiplica-se todos
os parametros dos itens por um fator aleatério, promovendo a mudanga destes (em uma mesma direc¢ao),
incondicionalmente aos dados latentes. Dito isto, descreve-se em seguida tal procedimento, sendo este

uma adaptacao do algoritmo proposto por Gonzalez (2004).

Algoritmo 2: Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs

fort=1to T do

Amostre I‘Et) de g(l_‘i|9(t),z(t)a Y);
Amostre s de f(s);
™« so®.

Aceite I‘l(-t) = I‘(*), com probabilidade

. (F(*)’g(t)) exp {_ {(pg*) _ “Fi)' vy (Ff»*) - Hri)} } £(1/5)

I (I‘(t), 0(t)> exp {_é {(I‘Z(t) — /Lr‘i)/ ‘I’il (I‘Z(-t) — up)]} f(s)

=

T <1"2(-t), 1"1(-*)) = min ’smi_l‘ ,1

)

u ~ Uniforme(0, 1);
if u < m; then

| T er,
else

T er

end

end
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Importante enfatizar que L (T', ) representa a verossimilhanga original (A.1). Desejando-se uma
fungao f(s), em torno de 1 e limitada nos R*, de modo que os novos candidatos sejam amostrados
de uma distribuicao centrada nos valores dos parametros anteriores, preservando-se seus sinais, pode-se
utilizar a distribui¢do uniforme ou gama inversa, nao sendo estas as unicas opgoes.

Levando-se em conta o fato de que a ordem dos passos pode influenciar significativamente na
convergéncia, Roberts and Sahu (1997) sugerem manté-la fixa ao longo de todo processo. Neste trabalho
seguiu-se ordenagao similar ao trabalho de dos Santos (2012). Na Figura 3.2 encontra-se uma iteragao
do procedimento de amostragem via ADMHGS com distribuicdao assimétrica para os tragos latentes. O
interior do retangulo remete-se ao algoritmo de Gibbs, ressaltando-se o passo de Metropolis-Hastings

atualizando os parametro I'; e a ordem com que todo o processo ocorre.

Fz(‘t_l) th)
2 20
6" o'y
o, oy
vy, g,
uoy oy

Figura 3.2: Procedimento de amostragem do algoritmo ADMHGS

Deve-se dizer, que nesta secao, a atencao especial foi dada aos métodos que utilizam técnicas de
dados aumentados, tendo em vista a grande flexibilidade destes para a modelagem de dados complexos
(Tanner and Wong, 1987; Albert, 1992; Albert and Chib, 1993; Béguin and Glas, 2001; Sahu, 2002;
Bazan et al., 2006; Azevedo, 2008; dos Santos, 2012) como os que sao aqui tratados. Nada obstante,
em se querendo fazer inferéncia com a verossimilhanca direta, que implicard na impossibilidade de se
encontrar condicionais completas com forma fechada, pode-se tdo bem o fazer. Neste trabalho esta

metodologia é desenvolvida e apresentada no Apéndice A.
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Capitulo 4

Selecao e validacao de modelos sob a otica

bayesiana

4.1 Introducao

Uma andlise estatistica de qualquer conjunto de dados deve sempre encarar o problema da deter-
minacao do modelo que melhor represente a situagao em estudo e, mesmo apds escolhido, é importante
examinar sua adequagao, do contrario, o investigador esta sob o risco de extrair conclusoes equivocadas a
respeito do problema cientifico. Em modelos politomicos da Teoria da Resposta ao Item nao existem fer-
ramentas de diagnésticos bem estabelecidas (van der Linden and Hambleton, 1997), nada obstante, sob
o paradigma bayesiano, algumas tornaram-se populares pela simplicidade, forte base tedrica e eficiéncia
(Sinharay and Johnson, 2003). O objetivo deste capitulo é adaptar algumas ferramentas bayesianas de

selecao e validacao de modelos para os estudados neste trabalho.

4.2 Selecao bayesiana de modelos

A selecao de modelos é um processo pelo qual se escolhe, de uma classe de modelos competitivos,
um para se analisar os dados. Este topico torna-se cada vez mais importante a medida que surgem novos
concorrentes aplicaveis aos estudos em questao, devendo o pesquisador decidir a partir de uma colecao
destes, e nao simplesmente optar pelos quais esteja familiarizado ou que exista software disponivel, tendo
em mente que uma escolha inapropriada pode comprometer toda anélise, veja-se Yen (1981). Importante
constatar, que nao se estd afirmando a existéncia de um modelo que espelhe perfeitamente a realidade,
mas sim, que pode-se alcancar uma ligacao sélida entre as ideias tedricas e os dados observados; sem
violar, contudo, o principio cientifico fundamental da parcimoénia, conforme afirma Sir Issac Newton “we
are not to admit anymore causes of natural things such as are both true and sufficient to explain their
appearance” (Newton, 1999), em outras palavras, espera-se que o modelo explique as caracteristicas dos

dados, sem incluir, para tanto, uma complexidade desnecessaria.
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Nesta dissertacao, de modo a comprar o ajuste global dos modelos, utilizar-se-a as estatisticas
de ajuste consideradas por Bazdn et al. (2006), Azevedo et al. (2012) e dos Santos (2012), estudadas
em detalhes por Spiegelhalter et al. (2002). Estas penalizam a verossimilhanga original de acordo
com a complexidade do modelo. Especificamente sao, critério de informacao deviance (DIC), os valores
esperados do critério de informacao de Akaike (EAIC) e o critério de informacao bayesiano (EBIC). Tais
critérios baseiam-se na estatistica pp, que representa a diferenca entre a média a posteriori do residuo
deviance, definido para algum parametro ¢ de interesse, e o residuo deviance avaliado na estimativa a

posteriori do parametro. Algebricamente resume-se por
pp = D(9) — D(V), (4.1)
sendo
D) = =2In L (6_,T,m9) = —2In[L(6_,T)p(6.|n,)] -

Na pratica, pode-se utilizar amostras MCMC para estimar pp. Para tanto, seja T o total de

realizacoes simuladas (amostra valida) de cada parametro, a estatistica D(¢) é estimada através da

média das estatisticas avaliadas em cada uma das t-ésimas simulagoes, que particulariza-se na forma

1

T
W:TZD@@)’ Vit=1,...,T.
t=1

Ja para estimar D (1), utiliza-se as médias a posteriori dos parametros (alternativamente, poderia
ser as medianas ou modas a posteriori, por exemplo). Chega-se assim ao resultado pretendido das

estimativas de DIC, EAIC e EBIC expressas por

DIC = D)+ 2pp,
EAIC = D) + 2p,
EBIC = D(9) + plog(N),
em que p é numero de parametros (dos itens e populacionais) e N (= n° de individuos x n° de itens) o

numero total de respostas. E relevante observar que a Equagao (4.1), reescrita como

D{0) = D(@) + pp
pode, também, ser interpretada como medida de adequacao do modelo (Spiegelhalter et al., 2002). Para
o leitor interessado em uma discussao detalhada sobre estes assuntos sugere-se Spiegelhalter et al. (2002)

e Bazan (2005, p. 95).
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4.3 Checagem preditiva a posteriori

Algumas metodologias para abordar esta questao tém sido sugeridas na crescente literatura de-
dicada & temédtica (Stern and Sinharay, 2005; Sinharay, 2006; Sinharay et al., 2006; Fox, 2004; Fox
and Glas, 2005). Diferentemente da selecao de modelos, o objetivo central da checagem preditiva a
posteriori é verificar se o(s) candidato(s) escolhido(s) se ajusta(m) aos dados. Azevedo et al. (2012)
adaptaram algumas medidas de diagnéstico para o caso de grupos miltiplos, baseados em medidas de
discrepancia escolhidas de modo que se possa avaliar indicios de violacoes de suposicoes especificas,
bem como a qualidade do ajuste do modelo de forma global, utilizado também por dos Santos (2012).
Nesta secao ir-se-a estender tais metodologias para o contexto dos modelos politomicos. Para tanto,
admita-se y°** como as respostas observadas (i.e. as respostas usadas para se obter, através do modelo

obs)

em consideragao, as posteriores dos parametros) e p ( Ply a correspondente distribuigao preditiva

do grupo k, baseada na posteriori, condicionada as respostas observadas, que pode ser traduzida por

p (vi71u) = / P (u710x) p (Velyi™) dd,

em que J; denota o conjunto de parametros correspondente ao grupo k. Dessa forma, pode-se avaliar
o modelo no sentido em que se os yze nao estiverem de acordo com y"bs, entao nao é de se esperar
que o modelo esteja bem ajustado. Gelman et al. (2004) sugerem vdrios gréficos para comparar as
respostas replicadas com as observadas, segundo uma medida de divergéncia D(.,9}), adequadamente
definida. Por exemplo, pode-se avaliar a diferenca entre os escores observados e preditos, o qual implica

nomeadamente, no p-valor bayesiano, que tem por expressao
Do ( P|yobs) P (D( ep ﬂk) > D < obs’ > |yobs)
= //]1{,3 yrer 9,) >yt 9,) )P (v " [9k) p (ﬁk!y0b5> dy, " ddy,

em que 14) indica a fungao indicadora do evento A. No presente estudo, vai-se considerar como medida

de divergéncia a soma dos desvios absolutos entre as proporgoes. Sendo assim, com o propdsito de

verificar o ajuste para um especifico grupo k toma-se

Dp(y) =)

l

obs rep
Mg — My

Y

obs rep

em que nj® representa o numero de individuos observados com escore na classe [ do grupo k e n;.~ o

nimero de individuos com escore na classe [ do grupo k predito pelo modelo. Somando as médias em

cada grupo, obtém-se uma medida populacional, ou seja,
y) =Y _ Du(yy).
k
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De maneira similar, para averiguar a qualidade do ajuste de um particular item %, apresentado ao

k-ésimo grupo, define-se

obs rep
Pitkh — Piikh|

ED (4.2)
I h

em que pfﬁfh e pgf}fh representam os escores observadas e preditos pelo modelo, respectivamente, para

individuos do grupo k, que escolheu a h-ésima categoria de resposta do item i. E, igualmente, pode-se

generalizar de modo a resumir a todos os grupo, como segue

) = ZDI (Yir) »
k

e para o teste de forma geral, toma-se

= ZDI (vi)

Assim, através da inspecao grafica, o pesquisador pode decidir se a diferenga entre as frequéncias
observadas e replicadas é grande o suficiente que justifique a realizacdo de procedimentos corretivos,
ou mesmo a nao utilizacdo do modelo. Em se querendo fazer um julgamento baseado em medidas
quantitativas, o p-valor bayesiano pode auxiliar. Preconiza-se dizer, entretanto, que os resultados deste
nao se referem a um teste de hipdtese explicito, a medida que o p-valor bayesiano nao €, necessariamente,
uniformemente distribuido quando o modelo ajustado é, de fato, correto, havendo evidéncias de que este
apresenta valores proximos de 0,5 com maior frequéncia do que o seria esperado sob uma distribuicao
uniforme (Bayarri and Berger, 2000; Sinharay and Stern, 2003). A Figura 4.1 que ilustra o processo de

checagem preditiva a posteriori via MCMC.

P (yzbshgk) 9L yzeul ( 0bs|,l9 ) D <yzep,1719]1€) Yo
192 N y£€;07 ( obs‘ﬂ2) D ( rep,2 192) obe 192
/ Inbpe(;ao gréfica
p (Olyds) —» ... — — — ou
/ \ p-valor bayesiano
p (ﬂk) '195 N yzep,T ( ob§|19T> =D ( rep, T 'ﬂT) obq ,19T /

Figura 4.1: Descri¢io do método de checagem preditiva a posteriori (Sinharay et al., 2006)
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Capitulo 5

Simulacao

5.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentados estudos que visam avaliar o comportamento dos novos modelos
descritos no Capitulo 2 e dos métodos de estimagao apresentados no Capitulo 3. Cumpre dizer, que muito
embora se tenha desenvolvido algoritmos para os trés modelos politomicos, apresentar-se-4 somente os
resultados para o Modelo de Resposta Nominal. Na Se¢ao 5.2 descrevem-se o estudo para averiguar a
convergéncia das cadeias para o estado de equilibrio, em seguida comparam-se os algoritmos em termos
da qualidade de convergéncia (Segao 5.3), e finalmente na Secao 5.4 examina-se sua capacidade em

recuperar os parametros do modelo.

5.1.1 Ambiente Computacional

A utilizagdo da TRI na anélise de dados passa, necessariamente, pela disponibilidade de ferramen-
tas computacionais apropriadas (que entende-se ser de facil utilizagao e que fornegam os resultados do
modo mais rapido e confidvel quanto possivel). Para os métodos de méxima verossimilhanga marginal
e bayesianos marginais existem pacotes comerciais adequadamente documentados. Entretanto, para as
abordagens aqui desenvolvidas nao existem pacotes disponiveis. Diante dessa preocupacao, optou-se
pela construgao plena de todo o algoritmo, desenvolvendo fungoes em linguagem C++, integradas ao
ambiente computacional, grifico e estatistico R, viabilizando rotinas gratuitas, de cédigo aberto e alta

velocidade no processamento, essenciais a difusdo de tais metodologias.

5.1.2 Simulacao dos conjuntos de respostas (réplicas)

Os conjuntos de respostas aos itens politomicos foram gerados através do método da transformada
inversa (Davery et al., 1997; Ayala and Sava-Bolesta, 1999), supondo que este mecanismo produza
respostas mais préximas daquelas que seriam fornecidas por respondentes quando submetidos a um

conjunto de itens nominais. Para maiores detalhes sobre este processo sugere-se Pereira (2012).
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5.1.3 Escolha de valores iniciais

Muito embora os valores simulados obtidos apds a convergéncia da cadeia de Markov, em principio,
nao devam ser afetados pelo estado inicial da cadeia, é prudente adotar estratégias apropriadas para
iniciar o algoritmo, acelerando sua convergéncia. Béguin and Glas (2001), por exemplo, sugerem o uso de
estimativas bayesianas tais como modas marginais a posteriori como valores iniciais para os parametros
dos itens, ou frequentistas, como estimativas de méaxima verossimilhanca marginal. Para os tragos
latentes pode-se gerar uma amostra aleatéria a partir de distribuigoes de probabilidade apropriadas (por
exemplo, N(0,1)), ou considerar escores padronizados. Finalmente, para os pardmetros populacionais
sugere-se valores de referéncia da TRI, a saber, ug = (0,0,0)!, o9 = (1,1,1)! e v9 = (0,0,0)!, ou
gerados aleatoriamente, por exemplo, py ~ N(0,10), o9, ~ GI(2.1,1.1) e vy, ~ U(—1,1). Nao é
demais lembrar, que por razoes de identificabilidade (ver discussdo na pagina 17), no caso de tnico
grupo fixa-se a média e variancia em valores conhecidos e para grupos miultiplos faz-se tal expediente

para a distribui¢ao do grupo de referéncia (escolhido arbitrariamente).

5.1.4 Especificagao das prioris

Com relagdo a distribuicao a priori dos tragos latentes, tal como mencionado no Capitulo 3,
considerou-se a normal assimétrica centrada. Para os parametros dos itens, utilizou-se a normal multi-
variada com vetor de médias iguais a zero e matriz diagonal igual a dez, ou seja, assume-se independéncia
a priori nao s6 entre os parametros de diferentes itens, como também entre os de mesmo item. Para
os parametros populacionais, estudos preliminares indicaram que a priori de Jeffreys (quando adota-se
d= % e p? = %2) apresentou melhores resultados quando comparada com a induzida por dg, ~ U(—1,1)
(quando d = 2 e ¢? = %) e priori conjugada (definida na Subsegao 3.3.2), resultados semelhantes foram

obtidos em dos Santos (2012, p. 63).

5.2 Estudo de convergéncia

Descrevem-se aqui as estratégias utilizadas para averiguar a convergéncia da cadeia para o es-
tado de equilibrio. A literatura neste campo é bastante ampla, Cowles and Carlin (1996) fornecem
uma abrangente revisao sobre as ferramentas de diagndstico; Brooks and Roberts (1997) e Robert and
Casella (2004), entre outros, sao trabalhos importantes sobre este assunto. Importante constatar, a nao
existéncia de um método que se possa aconselhar como sendo melhor ou mais eficiente, e a utilizagao

de diferentes expedientes para o mesmo problema pode conduzir a respostas dispares.
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Considerando o modelo assimétrico, 20 itens e 500 respondentes em cada um dos 3 grupos, gerou-
se uma sequéncia de 100000 valores utilizando os algoritmos propostos. Trés conjuntos de cadeias foram
gerados a partir de diferentes conjuntos de valores iniciais, e tao logo se observou a indicagao de que as
médias ergdédigas convergiram para os mesmos valores (ocorrido apds 30000 iteragoes), entao procedeu-se
a amostragem usando uma unica longa cadeia para fazer inferéncias das quantidades de interesse, mais
detalhes sobre este procedimento veja-se Green et al. (1994) e Dellaportas and Smith (1993). Ressalta-
se que a cadeia associada ao parametro de assimetria apresentou maior dificuldade em percorrer o
espaco paramétrico. Acompanhando as varidncias das miltiplas sequéncias da cadeia, simulados a
partir de uma variedade de pontos iniciais relativamente sobredispersos em relagao a distribuicao a
posteriori, verificou-se que estas se apresentaram bastante préximas. Com efeito, as estatisticas de
Gelman-Rubin (Gelman and Rubin, 1992) calculadas apds o perfodo de aquecimento variaram entre
1,00 e 1,02. Adicionalmente, de acordo com o método de Geweke (Geweke, 1992), que fundamenta-
se em sucessivos testes de igualdades de médias utilizando-se subconjuntos disjuntos das cadeias de
Markov, nao hé evidéncias para rejeitar a hipétese de convergéncia. Patz and Junker (1999a) aconse-
lham que a defasagem (lag) seja, tal que, obtenha-se uma amostra nao correlacionada. Examinando os
resultados, as autocorrelagoes ficaram préximas de zero ao fixar a defasagem em 40. Nas Figuras 5.1 -

5.4 apresentam-se alguns graficos de valores simulados dos parametros do modelo.
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5.3 Comparagao de algoritmos em termos da qualidade de convergéncia

Como observado por Bazan (2005), no contexto de modelos da familia TRI normal assimétrica
(TRI-NA), o tempo necessario para execugao dos modelos estd, também, relacionado com a presenga
de autocorrelagoes entre os valores da cadeia, devido a introdugao de varidveis latentes auxiliares (Chen
et al., 2000), e com o tamanho efetivo da amostra (Sahu, 2002). Considerando este fato, é conveniente
executar uma analise das autocorrelacoes para os parametros dos modelos. Para tanto, compara-los-a
através da eficiéncia na estimacao destes utilizando a nogao de tamanho de amostra efetiva (effective
sample size: ESS; Kass et al., 1998), e o tamanho de amostra por segundo (ESS/s) como considerado
em Sahu (2002), sendo este difinido como o nimero de amostras MCMC, dividido pelo tempo de
execucdo, v = 142372, pi, em que p; é autocorrelagao até o defasagem . Considerou-se, novamente,
20 itens e 500 respondentes em cada um dos 3 grupos. Na Tabela 5.1 encontra-se os resultados das
autocorrelagoes considerando diferentes espagamentos, bem como o ESS e ESS/s. Como se pode
observar, o algoritmo ADMHGS (Secao 3.4) apresentou melhores resultados através do ESS, todavia,
seu tempo de processamento tornou-o pouco atrativo (menor ESS/s). O método que mais se destacou
foi o Metropolis-Hastings (Apendice A), que por nao apresentar o passo de aumentacao dos dados (etapa
morosa do processo), mostrou-se mais eficiente neste estudo. Entretanto, devido as muitas vantagens
do método DAGS (Secao 3.3), ja descritas nesta dissertagao, ir-se-4 utiliza-lo nao s6 nos demais estudos

de simulac¢ao, como também na andlise de dados reais (Capitulo 6).

Tabela 5.1: Autocorrelagao para diferentes espagamentos e Tamanho Efetivo de Amostra (ESS)

Simétrico Assimétrico
Algoritmo
Lag5 Lagl1l0 Lag50 ESS ESS/s Lagb5 Lagl1l0 Lag50 ESS ESS/s
M-H 0,159 0,061 0,001 6591,96 549,33 0,185 0,078 0,040 4503.30 321,66
DAGS 0,250 0,073 0,008 6938.25 247,79 0,248 0,076 0,005 6053.26 208,73

ADMHGS 0,247 0,068 0.001 6951.07 169,53 0,251 0,069 0,002 6129.45 191,54
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5.4 Estudo de replicagao

De forma geral, um método de estimacao produz estimativas consistentes, do ponto de vista
frequentista, se os valores esperados dos estimadores associados a este tenderem para o verdadeiro valor
do pardmetro e as respectivas variancias tenderem a zero (Azevedo, 2008). Os métodos de Monte
Carlo baseados na simulagdo de cadeias de Markov (MCMC; Gelfand and Smith, 1990; Geman and
Geman, 1984), representam uma excelente alternativa aos métodos cléssicos via Maxima Verossimilhanga
Marginal (MVM; Bock and Lieberman, 1970; Bock and Aitkin, 1981), particularmente em modelos
complexos, e para aplicagoes outras, em que o método de MVM ainda néo foi estabelecido (em geral, por
ser complicado de utilizar). Nesta segao, impulsionados por melhor compreender as potenciais vantagens
dos métodos bayesianos, examina-se a capacidade do DAGS (Segao 3.3) em recuperar os parametros do
modelo do Modelo de Resposta Nominal, baseado em réplicas de Monte Carlo (Harwell et al., 1996),
considerando diversas situacoes de interesse pratico formadas pela escolha das distribui¢des dos tragos
latentes, nimero de itens (tamanho do teste), categorias, nimeros de individuos em cada grupo, os quais
compartilham diferentes percentuais de itens comuns. De modo a comparar estas situacoes, utilizou-se
estatisticas convenientes. Seja ¢ um parametro de interesse e 797« a estimativa associada a réplica r, e
)= + P 9, (Harwell et al., 1996)

~

e Vicio: vicio das estimativas: (¢ — 9);

~

. caAl . . . 1 R /3 2.
e Var: variancia das estimativas: > ,% (0 —9;)%

~

e REQM: raiz quadrada do erro quadratico médio: \/ % Zf;l(ﬁ —9y)%;

=
0]

e VAV R: valor absoluto do vicio relativo:

Importa ressaltar que por haver vérios tracos latentes e parametros dos itens, cada estatistica é
resumida como a média dos diferentes valores dos parametros (exceto para o VAVR). Por exemplo, para

os tragos latentes, a raiz quadrada do erro quadratico médio converte-se em

ng R

As respostas aos itens geradas sob as condigoes descritas serdo analisadas sob o modelo simétrico
e assimétrico. Em vista disso, espera-se detectar as vantagens e/ou desvantagens ao se adotar tais
modelos no processo de estimacao, quando a verdadeira distribuicao dos tracos latentes possui diferentes
comportamentos, além de medir a influéncia dos fatores na acuracia associada as estimativas. Conduzir-

se-4 o estudo para um conjunto de R = 10 réplicas, considerando os seguintes fatores (e seus niveis):
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e Unico grupo:

v/ Nimero de respondentes (NR): 500 e 2000;

v/ Numero de itens (NI): 20 e 40;

v Numero de Categorias (NC): 4 e 5;

v Distribuicao dos tracos latentes : N(0,1), U(—+/3,v/3), NA.(0,1,-0.7) e NA.(0,1,0.7);

v Modelos: simétrico e assimétrico.
e Grupos miltiplos (trés grupos):

v/ Nimero de respondentes por grupo (NR): 500 e 2000;

v/ Numero de itens por grupo (NI): 20 e 40;

v Numero de categorias (NC): 4 e 5;

v Percentual de itens comuns entre os testes (NIC): 25% e 50%;

v Distribuigao dos tragos latentes: N (uy,02), U(ag, bx), NAc(ux, 02, —0.7) e NAc(pug, 02,0.7);

v Modelos: simétrico e assimétrico.

De forma, totaliza-se 32 situagoes simuladas para o caso de tinico grupo e 64 para o caso de grupos
multiplos (os valores verdadeiros encontram-se no Apéndice D). Seguindo DeMars (2003), para assegurar
que as estimativas fiquem na mesma métrica dos valores simulados, veja Baker (1990), aplicou-se uma
transformacgao aos tracos latentes simulados de sorte que tivessem exatamente as médias e variancias

desejadas, obtida através de:

*% -1 * n
ij = O’@ksgk (ij — Hk) + W,
em que H;k sdo os tracos latentes simulados, ), e sg, representam a média e desvio-padrao amostrais

dos tracos latentes simulados, respectivamente.

5.4.1 Analises das estimativas de tinico grupo

Os resultados desse estudo foram resumidos através dos gréficos das estatisticas REQM (Figuras
5.5, 5.6 e 5.7), VAVR (Figuras 5.8, 5.9 e 5.10) calculados para cada conjunto de parametros. Pelos
resultados, de uma forma geral, nota-se que o algoritmo de Gibbs gerou estimativas préximas dos valores
originais de cada parametro. Na Tabela 5.2 sao apresentados as médias do parametro de assimetria, em

geral, nota-se uma razodvel recuperacao dos valores originais.
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Tabela 5.2: Média das estimativas do parametro de assimetria
N(0,1) NA:(0,1,-0.7) NA:(0,1,0.7) U(—+3,V3)

Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens

4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat.
500 -0,081  -0,068  -0,032  -0,039 -0,450  -0,555  -0,509  -0,478 0,476 0,582 0,557 0,561 -0,129  -0,107  -0,089  -0,063

(0,092) (0,099) (0,083) (0,051) (0,058) (0,045) (0,057) (0,023) (0,018) (0,098) (0,038) (0,067) (0,084) (0,089) (0,017) (0,015)
2000 0,060 0,045 0,068 0,049 -0,460  -0,451  -0,617  -0,651 0,482 0,560 0,651 0,637 -0,034  -0,034  -0,030  -0,020

(0,030)  (0,043) (0,041) (0,071) (0,050) (0,032) (0,059) (0,070) (0,064) (0,075) (0,026) (0,070) (0,092) (0,080) (0,056) (0,010)

O modelo assimétrico obteve vantagem sobre o simétrico na maioria das situagoes, especialmente,

nas quais a distribuicdo dos tracos latentes apresentava certa assimetria. Além disso, verifica-se que

com o aumento do nimero dos individuos, a imprecisao associada as estimativas dos parametros dos

itens diminui. O contrario ocorre quando se aumenta o nimero de itens ou categorias, neste caso, para

um mesmo conjunto de tracos latentes, suas estimativas tornam-se menos acuradas. J4 com relagao aos

tracos latentes, o aumento nos itens interfere positivamente na sua precisio.
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Figura 5.5: REQM das estimativas dos parametros de discrimina¢do
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Figura 5.6: REQM das estimativas dos parametros de dificuldade
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Figura 5.7: REQM das estimativas

dos tracos latentes
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Figura 5.8: VAVR das estimativas dos parametros de discriminacdo
NC =4 N(0,1) NAq(0,1,—0.7) NA:(0,1,0.7) U(—3,v3)
Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico
T T T T
1.5 1 1.5F , 1.5 , 1.5} 1
1F B 1F B 1F 1p
O.séé é || é é | U-Séé é é é ] % % |
(U3 é é%, 0 é% é%, of % %, of %é %é,
| . | . | . | . | . I . | . | .
500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000
NUMERO DE EXAMINANDOS NUMERO DE EXAMINANDOS NUOMERO DE EXAMINANDOS NUMERO DE EXAMINANDOS
NC =5 N(0,1) NA:(0,1,—0.7) NA:(0,1,0.7) U(—+3,v3)
Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico
T T T T
15[ 1 15 1 15f 1 L15f g
1F B 1F B 1F B 1h 1
z
=
0.5%% |l é Ll é | éé
0F éé éé, 0 éé éé, of %é %é, of é é 1
|
500

| . | .
500 2000 500 2000
NUMERO DE EXAMINANDOS

. | .
2000 500 2000
NUMERO DE EXAMINANDOS

. I .
500 2000 500 2000
NUMERO DE EXAMINANDOS

| . | .
500 2000 500 2000
NUMERO DE EXAMINANDOS

Figura 5.9: VAVR das estimativas dos parametros de dificuldade
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Figura 5.10: VAVR das estimativas dos tragos latentes

5.4.2 Analises das estimativas de grupos maultiplos

Para o caso de grupos multiplos manter-se-4 os valores verdadeiros dos parametros dos itens
e tracos latentes utilizados anteriormente, acrescendo agora os parametros populacionais, a saber:
(p1, po, p3) = (—1,0,1) e (a%,ag,ag) = (0.8,1,1.2), para os trés grupos em questao. De acordo com
as Tabelas 5.3 a 5.7 observa-se que as estimativas dos parametros populacionais aproximam-se dos seus
respectivos valores verdadeiros a medida que aumenta o nimero de itens e categorias. Novamente,
através da andlise das Figuras 5.11 a 5.16 nota-se que a raiz do erro quadratico médio dos parametros
dos itens diminui com o aumento do teste, ao contrario dos tracos latentes, que apresentam um ligeiro
aumento. Comportamento semelhante verifica-se para as estimativas do VAVR (Figuras 5.14 a 5.16).

Outras tabelas e graficos sao apresentadas nas paginas 89 e 91, respectivamente.
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Tabela 5.3: Média das estimativas do parametro de assimetria - 25% de itens comuns
N(p,07) NAc(p,0?,—0.7) NAc(p,0%,0.7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. 5cat. 4cat. b5cat. 4cat. b5cat. 4cat. 5cat. 4cat. 5Scat. 4cat. 5cat. 4cat. 5cat. 4cat. 5 cat.
Grupo 1
so0 0087 0052 0082 0078 0533 0531 0612 0651 0438 0504 0638 0682 0105 0061 -0,085 -0,025
(0,079)  (0,055) (0,020) (0,027) (0,036) (0,064) (0,057) (0,081) (0,047) (0,077) (0,067) (0,074) (0,036) (0,086) (0,064) (0,065)
2000 -0,095 -0,104 -0,055 -0,057 -0,612 -0,659 -0,722 -0,691 0,559 0,591 0,625 0,655 -0,065 -0,060 -0,015 -0,021
(0,020) (0,023) (0,038) (0,059) (0,054) (0,053) (0,035) (0,084) (0,041) (0,084) (0,057) (0,047) (0,033) (0,092) (0,027) (0,062)
Grupo 2
500 0,108 0,043 0,0264 0,019 -0,493 -0,565 -0,606 -0,693 0,416 0,516 0,593 0,671 -0,085 -0,042 -0,045 -0,008
(0,049)  (0,069) (0,048) (0,057) (0,076) (0,031) (0,075) (0,067) (0,042) (0,035) (0,030) (0,094) (0,092) (0,019) (0,078) (0,042)
2000 -0,0379  -0,043 -0,028 -0,025 -0,503 -0,657 -0,682 -0,718 0,470 0,557 0,633 0,661 -0,005 -0,007 -0,062 -0,017
(0,098) (0,084) (0,053) (0,072) (0,022) (0,063) (0,068) (0,044) (0,097) (0,089) (0,023) (0,055) (0,079) (0,080) (0,038) (0,014)
Grupo 3
500 0,107 0,0248 0,108 0,016 -0,547 -0,559 -0,614 -0,701 0,461 0,524 0,598 0,689 -0,084 -0,061 -0,047 -0,011
(0,088) (0,013) (0,035) (0,053) (0,041) (0,039) (0,059) (0,078) (0,038) (0,070) (0,024) (0,042) (0,043) (0,016) (0,098) (0,043)
s000 0027 0024 0019 0020 0507 0677 0664 0673 0523 0543 0645 0686 0003 0,005 -0,105 -0017
(0,097)  (0,074) (0,042) (0,027) (0,062) (0,054) (0,091) (0,051) (0,041) (0,070) (0,072) (0,066) (0,025) (0,092) (0,042) (0,078)

Tabela 5.4: Média das estimativas do parametro de média - modelo assimétrico - 256% de itens comuns

N(u,0?) NAc(p,0?,—0.7) NAc(p,0?,0.7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat.
Grupo 1
500 -0,976  -1,018 -1,046 -1,087  -0,988 -1,040  -1,053 -1,104 -0,886  -0,950 -0,977  -1,008 -0,916 -1,003  -1,014  -1,045
(0,046)  (0,016) (0,005) (0,026) (0,039) (0,098) (0,044) (0,090) (0,055) (0,070) (0,071) (0,097) (0,057) (0,066) (0,084) (0,051)
2000 -0,928  -0,984 -0,982 -1,019  -0,931  -0,981 -0,997  -1,029 -0,897  -0,988 -0,990 -1,032 -0,892  -0,893 -0,986 -1,007
(0,091)  (0,069) (0,010) (0,033) (0,045) (0,098) (0,090) (0,057) (0,023) (0,074) (0,018) (0,046) (0,014) (0,047) (0,073) (0,066)
Grupo 3
500 0,954 1,017 1,038 1,069 0,947 1,011 1,033 1,061 0,963 1,017 1,046 1,064 0,891 0,963 0,989 1,013
(0,034)  (0,069) (0,088) (0,055) (0,040) (0,071) (0,020) (0,018) (0,070) (0,085) (0,037) (0,092) (0,061) (0,041) (0,036) (0,059)
2000 0,917 0,975 0,984 1,039 0,941 0,998 0,982 1,039 0,973 1,031 1,026 1,074 0,874 0,872 0,945 0,986
(0,094) (0,013) (0,049) (0,046) (0,049) (0,041) (0,062) (0,036) (0,064) (0,041) (0,075) (0,024) (0,060) (0,032) (0,050) (0,025)

Tabela 5.5: Média das estimativas do parametro de variancia - mod. assimétrico - 25% de itens comuns

N(u,0?) NAc(p,0?,—0.7) NAc(p,0*,0.7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat.
Grupo 1
500 0,832 0,801 0,794 0,766 0,767 0,777 0,780 0,757 0,918 0,929 0,899 0,862 0,864 0,931 0,884 0,879
(0,057)  (0,066) (0,022) (0,056) (0,034) (0,044) (0,034) (0,045) (0,057) (0,079) (0,095) (0,028) (0,063) (0,074) (0,013) (0,072)
2000 0,860 0,861 0,836 0,772 0,802 0,759 0,794 0,746 0,870 0,856 0,830 0,796 0,870 0,839 0,834 0,813
(0,089)  (0,051) (0,036) (0,057) (0,088) (0,038) (0,047) (0,073) (0,089) (0,044) (0,036) (0,058) (0,062) (0,044) (0,053) (0,000)
Grupo 3
500 1,247 1,325 1,372 1,455 1,276 1,303 1,354 1,347 1,367 1,362 1,290 1,276 1,341 1,28 1,260 1,296
(0,092) (0,014) (0,070) (0,056) (0,058) (0,027) (0,062) (0,081) (0,023) (0,075) (0,058) (0,028) (0,073) (0,052) (0,081) (0,047)
2000 1,361 1,362 1,285 1,265 1,356 1,286 1,271 1,244 1,307 1,305 1,262 1,239 1,295 1,289 1,288 1,234
(0,061)  (0,034) (0,011) (0,066) (0,072) (0,024) (0,079) (0,031) (0,077) (0,031) (0,027) (0,093) (0,092) (0,050) (0,019) (0,064)
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Tabela 5.6: Média das estimativas do parametro de assimetria - 50% de itens comuns

N(p,0?) NAc(p, 0%, —0.7) NAc(p,0%,0.7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat.
Grupo 1
500 0,041 0,092 0,075 0,106 -0,556  -0,618  -0,640  -0,661 0,456 0,592 0,658 0,610 -0,058 0,001 -0,059 0,025
(0,019) (0,039) (0,032) (0,089) (0,027) (0,065) (0,088) (0,051) (0,069) (0,057) (0,024) (0,025) (0,082) (0,047) (0,088) (0,017)
2000 -0,070  -0,109  -0,043 0,044 -0,557  -0,602  -0,641 -0,651 0,516 0,605 0,616 0,672 -0,027  -0,039  -0,013 0,079
(0,051)  (0,063) (0,012) (0,033) (0,010) (0,060) (0,077) (0,057) (0,035) (0,096) (0,085) (0,063) (0,023) (0,034) (0,059) (0,072)
Grupo 2
500 0,087 0,0224  0,0274 0,075 -0,534  -0,577  -0,649  -0,710 0,485 0,559 0,567 0,631 -0,101 0,020 -0,085  -0,057
(0,044)  (0,083) (0,070) (0,048) (0,026) (0,086) (0,059) (0,021) (0,079) (0,068) (0,065) (0,050) (0,068) (0,031) (0,067) (0,057)
2000 0,116 0,096 0,082 0,042 -0,585  -0,632  -0,711 -0,692 0,522 0,551 0,639 0,646 -0,070  -0,013 0,020 0,008
(0,097)  (0,019) (0,078) (0,024) (0,030) (0,057) (0,068) (0,023) (0,057) (0,038) (0,059) (0,097) (0,024) (0,023) (0,041) (0,022)
Grupo 3
500 0,034 0,0168 0,109 0,0153  -0,517  -0,537  -0,634  -0,641 0,498 0,558 0,591 0,622 0,029 0,042 -0,012  -0,053
(0,017)  (0,083) (0,063) (0,048) (0,058) (0,068) (0,094) (0,019) (0,093) (0,068) (0,093) (0,030) (0,086) (0,019) (0,053) (0,094)
2000 -0,011 0,005 0,055 0,069 -0,512  -0,644  -0,627  -0,673 0,498 0,538 0,645 0,685 -0,031 -0,006  -0,003  -0,001
(0,072)  (0,066) (0,078) (0,027) (0,012) (0,051) (0,047) (0,080) (0,036) (0,086) (0,061) (0,071) (0,068) (0,056) (0,026) (0,031)

Tabela 5.7: Média das estimativas do parametro de média - modelo assimétrico - 50% de itens comuns

N(p,0?) NA:(p,0%,—0.7) NA:(p,0%,0.7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. H5cat. 4cat. Scat. 4cat. b5cat. 4cat. 5Scat. 4cat. 5cat. 4cat. 5cat. 4cat. 5cat. 4 cat. 5 cat.
Grupo 1
so0 0921 0999 1039 -1068 0886 -0,98 -1010 -1,041 0,936 0921 0957 -0,994 0,833 0950 1,016 1,040
(0,080)  (0,097) (0,027) (0,067) (0,073) (0,045) (0,050) (0,043) (0,035) (0,087) (0,021) (0,016) (0,064) (0,036) (0,019) (0,078)
2000 -0,893 -0,969 -1,006 -1,044 -0,867 -0,942 -0,972 -1,017 -0,881 -0,948 -0,981 -1,023 -0,917 -0,945 -0,954 -0,984
(0,025)  (0,031) (0,046) (0,050) (0,045) (0,095) (0,095) (0,078) (0,098) (0,082) (0,054) (0,028) (0,075) (0,040) (0,013) (0,046)
Grupo 3
500 0,930 1,010 1,036 1,063 0920 1,009 1,035 1,079 0,868 0999 1,016 1053 0,854 0,915 0978 0,997
(0,093)  (0,018) (0,070) (0,072) (0,089) (0,051) (0,025) (0,052) (0,030) (0,082) (0,037) (0,080) (0,035) (0,099) (0,027) (0,097)
2000 0,884 0,961 1,016 1,051 0,881 0,960 0,997 1,032 0,894 0,971 1,007 1,042 0,911 0,932 0,966 0,983
(0,082)  (0,060) (0,046) (0,054) (0,055) (0,088) (0,042) (0,094) (0,048) (0,063) (0,093) (0,043) (0,012) (0,063) (0,097) (0,087)

Tabela 5.8: Média das estimativas do parametro de variancia - mod. assimétrico - 50% de itens comuns

N(p,0?) NA:(p,0%,—0.7) NA:(p,0%,0.7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. HScat. 4cat. Scat. 4cat. b5cat. 4cat. 5Scat. 4cat. 5S5cat. 4cat. 5cat. 4cat. 5cat. 4cat. 5 cat.
Grupo 1
500 0,845 0,832 0825 0,781 0870 0811 0853 0,799 0,864 0887 0814 0870 0,894 0,876 0,851 0,866
(0,055)  (0,026) (0,051) (0,048) (0,026) (0,064) (0,011) (0,028) (0,069) (0,027) (0,022) (0,061) (0,023) (0,040) (0,046) (0,073)
2000 0,856 0,847 0,851 0,801 0,829 0,760 0,810 0,780 0,854 0,868 0,856 0,818 0,823 0,795 0,845 0,818
(0,022) (0,023) (0,086) (0,056) (0,021) (0,021) (0,055) (0,033) (0,031) (0,035) (0,014) (0,083) (0,056) (0,093) (0,096) (0,068)
Grupo 3
500 1,167 1,237 1,250 1,223 1289 1271 1,182 1,253 1203 1245 1276 1,229 1228 1,235 1253 17223
(0,092)  (0,089) (0,052) (0,094) (0,020) (0,022) (0,038) (0,017) (0,047) (0,018) (0,048) (0,081) (0,052) (0,034) (0,092) (0,056)
2000 1,240 1,199 1,196 1,180 1,287 1,246 1,243 1,201 1,276 1,210 1,264 1,257 1,195 1,175 1,233 1,199
(0,017)  (0,022) (0,084) (0,068) (0,014) (0,032) (0,012) (0,022) (0,099) (0,028) (0,048) (0,046) (0,040) (0,047) (0,031) (0,011)
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Figura 5.11: REQM das estimativas dos pardmetros de discriminacdo com 25% de itens comuns
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Figura 5.12: REQM das estimativas dos pardmetros de dificuldade com 25% de itens comuns
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Simulacgao
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Capitulo 6

Analise de dados reais

6.1 Introducao

Com o intuito de ilustrar o potencial da triade (modelagem, métodos de estimacao e ferramentas
de diagnésticos) desenvolvida nesta dissertacao, analisar-se-4 um conjunto de dados reais referente a
primeira fase do vestibular da UNICAMP do ano de 2013, exame que objetiva a selecado dos estudantes

para o ingresso em um dos 67 cursos oferecidos pela instituicao.

6.2 Objetivo do estudo e introducao ao problema

O vestibular da UNICAMP é composto por duas fases e estas sdo constituidas de provas comuns a
todas as areas. Especificamente, a primeira fase compoe-se de 2 redagoes e um conjunto de 48 questoes
(multipla escolha) de conhecimentos gerais. O problema aqui analisado é a estimagao dos parametros
de 20 itens (os quais envolvem algum tipo de cdlculo aritmético; alfa de Cronbach = 0.76) e dos tragos
latentes, de acordo com a versao probito do Modelo de Resposta Nominal para grupos multiplos (2.4).

O perfil dos 67.356 alunos que realizaram a primeira fase do vestibular mostra que sdo, em sua
maioria, jovens (75%, aproximadamente, tinham de 17 a 19 anos), com grande equilibrio entre homens
e mulheres, 49% e 51%, respectivamente. Cerca de 63,6% provém do interior de Sao Paulo, 32% da
regiao metropolitana de SP e 6,2% de outros estados. Relativamente ao ensino fundamental e médio,
predominam os candidatos advindos de escola particular (58,4% e 63, 7%, respectivamente), do periodo
diurno (74,1%). Observa-se ainda que o percentual daqueles que nao fizeram cursinho pré-vestibular
foi de 48,9%, seguido dos que cursaram por 1 ano (26,1%). Suas familias se inserem em vérias faixas
de renda, e nota-se que 71% recebem até dez saldrios minimos. Essa faixa salarial, segundo o IBGE,
caracteriza as camadas média e baixa da populacido. Aproximadamente 81,7% nao trabalham, e tém
seus gastos financiados pela familia e 31,2% possuem pais com instrucdo superior. Gréficos relativos a

essas andlises sao apresentados nas Figuras 6.1 e 6.2.
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Tipo de Escola do Ensino Tipo de Escola do Ensino 741 Periodo do Ensino

Médio

- Fundamental 0 637 Médio 70

58.4

Curso

. Cor ou raga 8L7 Atividade
Pré-Vestibular 74.4

declarada Remunerada

70

43 51 5.1 338

: Entre 7sm e 10sm

Renda Mensal A: Inferior a 1sm
- Familiar B: Entre 1sm e 2sm
60 C: Entre 2sm e 3sm
50 D: Entre 3sm e 5sm
% 0 E: Entre 5sm e 7sm
F
G

: Entre 10sm e 15sm
H: Entre 15sm e 20sm
I: Acima de 20sm

J: Em branco

Figura 6.1: Histograma dos dados socioeconéomico dos inscritos em 2018
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Grau de Instrucao dos Pais
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0 I: P6s-Graduagao Completa
% 40 33.3 J: Em branco

A B C D E F G H 1 J

Figura 6.2: Histograma dos dados socioeconomico dos inscritos em 20183

Tendo em vista que um dos desafios da universidade publica se refere & democratizacao do acesso
a0 ensino superior e, consequentemente, a maior presenga em seu corpo discente de alunos advindos de
escolas publicas, um estudo mais aprofundado sobre a existéncia de uma selecao prévia dos candidatos,
fruto da estrutura social do pais, que faz com que egressos de escolas publicas de nivel médio se dire-
cionem para destinos outros, que nao a universidade, mostra-se de grande importancia. Para o leitor
interessado, na Secao 7.2, discute-se sobre algumas metodologias que podem auxiliar nestas andlises,

por exemplo, fatores associados e funcionamento diferencial do item (DIF).

6.3 Formulagao e modelagem do problema

Tal como ja se disse anteriormente, para analisar os dados, selecionou-se, dos 48 itens que compoe
a prova da primeira fase, os 20 itens cujo desenvolvimento envolvia algum tipo de calculo aritmético,
abrangendo quatro dreas do conhecimento, a saber, geografia (item 18), quimica (item 29), fisica (itens
31 - 36), matematica (itens 37 - 48). Para o leitor interessado, os itens selecionados sdao apresenta-
dos no Anexo I, e referem-se ao Caderno de resposta Q, preservando-se sua numeracao original,
a qual serd utilizada durante todo o texto. E relevante observar, que muito embora qualquer desem-
penho humano seja sempre multideterminado ou multimotivado, dado que mais de um trago latente

entra na execucao de qualquer tarefa, para satisfazer o postulado da unidimensionalidade, admitiu-se
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um fator dominante (conhecimento em matemadtica) responsavel pelo conjunto de itens. Para sele¢ao
dos individuos, considerou-se uma amostra de 2000 respondentes, separados em seis grupos de conhe-
cimento, amostrados proporcionalmente & sua frequéncia relativa (veja Figura 6.3), nomeadamente,
Artes (75), Biolégicas e saude (198), Exatas e da terra (1054), Humanas (225), Medicina (421) e

Tecnolégicas (27). Na Figura 6.4 tem-se a distribuigao de frequéncia dos escores de cada grupo.

60

52.7

50
40
%
30

20

10

Figura 6.3: Frequéncias de respondentes em cada grupo de conhecimento

Os modelos em competicao sao o Modelo de Resposta Nominal para grupos miltiplos (Secao 2.3),
com distribuigdo normal assimétrica (Secao 2.6) e simétrica para os tragos latentes, cujos parametros
serao estimados através do algoritmo de Gibbs (DAGS; Secao 3.3). Além disso, todos os critérios
definidos na Segao 5.2 foram utilizados, inclusive com relacao a convergéncia (burn-in = 30000 e lag
= 40), e o tamanho da amostra valida igual a 1000. Para a selecdo de modelos, utilizar-se-4 o critério
de informagao deviance (DIC), os valores esperados do critério de informacao de Akaike (EAIC) e o
critério de informacgao bayesiano (EBIC), descritos na Segao 4.2 e em relagao a verificacao da qualidade
do ajuste, a checagem preditiva a posteriori (Segao 4.3), que fornece meios concretos de se avaliar
a qualidade do instrumento de medida (prova, questiondrio etc), qualidade do ajuste do modelo de
um modo global, além de indicios de violacGes de suposicoes especificas. Dessa forma, no espirito de
uma andalise detalhada, ir-se-4, primeiramente, descrever os resultados que respondem ao problema da
escolha do modelo que melhor se ajusta aos dados, e em seguida, entao, proceder a andlise e verificagao

da qualidade dos ajustes.
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Figura 6.4: Distribuicdo de frequéncia dos escores para cada grupo
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6.4 Selecao de modelos

Em consonancia a Tabela 6.1 se afigura que o modelo assimétrico nao apenas ajustou-se devi-
damente aos dados, mas também foi melhor avaliado (apresentando menores valores) em relagdo ao
simétrico, de acordo com todos os critérios de comparacao. Importante ressaltar que se esta trabalhan-
do com a verossimilhanga completa ao invés da marginal (integrada em #), conforme sugerido por Bazan

et al. (2006) e dos Santos (2012).

Tabela 6.1: Critérios para comparagao de modelos

—

Modelo # de parametros  D(9) D(9) PD DIC EAIC EBIC
Assimétrico 136 79521,82  80959,75 1437,92 82397,68 81231,75 82393,92
Simétrico 130 79632,17 82101,44 2469,27 84570,71 82361,44 83472,33

6.5 Adequacao do modelo aos dados

Depois de selecionado aquele que se julga ser “o melhor modelo”, deve-se perguntar se este é
adequado aos dados em estudo. Esta decisao sera baseada na inspegao grafica das proporgoes observadas
e preditas pelo modelo, em cada classe [ de respondentes, [ € {0,1,...,20}, relativas ao escore, e através
da medida sumaéria de divergéncia representada pela soma dos desvios absolutos entre as proporcoes.

Descrevem-se em seguida a andlise referente aos parametros dos itens e logo apds dos tragos latentes.

6.5.1 Analise dos parametros dos itens

Antes de descrever os resultados, cumpre dizer que por se tratar de um conjunto de dados real, a
interpretacao dos parametros dos itens tem uma importancia maior do que num estudo de simulagao.
Isto posto, ir-se-4 analisar o vetor de parametros originais ¢;, ao invés dos irrestritos I';, obtidos a partir
de transformagoes (linear e ndo-linear), baseados em resultados aproximados (Método Delta; Sen and
Singer, 1994). Nas Figuras 6.5 e 6.6 estao representados o histograma e a curva caracteristica dos itens,
no qual o gabarito é a coluna em destaque. Procedendo-se uma andlise prévia, detectou-se que no item
43 a probabilidade de qualquer individuo (ao longo do nivel do trago latente) escolher a categoria correta
¢é inferior & qualquer outra incorreta. Este fato pode, pois, pode significar, por exemplo, que o item nao

¢é adequado, ou foi respondido de forma displicente pelos candidatos.

IMECC-Unicamp Ferreira, E. V.
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6.5.2 Parametros Resumo

No Modelo de Resposta Nominal, como ja mencionado, os valores associados aos parametros
de discriminagao e dificuldade descrevem a relagao de cada alternativa com o trago latente, e quando
analisados isoladamente, nao fornecem informagoes conclusivas sobre o item, nem mesmo permite com-
para-los entre si. (por exemplo, item mais dificil, menos discriminativo, etc.). Diante desta situagao,
propde-se, tal como Pereira (2012), dois parametros resumo, nomeadamente, pardmetro resumo de
dificuldade (b*), e pardmetro de discriminagao (a*). O primeiro é representado pelo ponto na
escala 0 em que a curva relacionada a alternativa supostamente correta h (i.e., ndo referindo-se, neces-
sariamente - apesar de desejavel - ao gabarito da questao) se intercepta a curva h’ mais préxima. Por
outras palavras, b* representa o ponto de inflexdo da curva caracteristica da alternativa correta, e este

ocorre em apenas um ponto, ao passo que

P (516 eDain (b =bin) eDapr (b7 =b;yr)
ijkh\9 16i) = m; -

— s
§ eDais(bf;_bis) E eDais(bz_bis)
s=1 s=1

= 'ijlch’(bz< |Cz)a

se, e somente se,

pr — Qihbin — Ginbiy

' aip, — @i
para mais detalhes, veja Pereira (2012). O parametro resumo de dificuldade depende da escala em que
se estd trabalhando, e representa o valor de 6 a partir do qual a probabilidade de escolher a categoria
correta é maior do que a escolha de qualquer outra. J& o parametro resumo de discriminagao, baseado
no indice de discriminacao da Teoria Classica de Medidas, mede a capacidade do item em diferenciar os
individuos de maior trago latente (27% dos individuos com pontuagoes mais altas) daqueles de menor

trago latente (27% dos individuos com pontuagoes mais baixas), e é representdvel pela diferenca entre

a probabilidade de escolha da alternativa correta entre esses grupos, ou seja

a; = Pun(Qo,73) — Pikn(Qo,23),

em que (o 23 € Qo 73 representam, respectivamente, os valores dos quantis de 27% e 73% da distribuigao
N(bf,1). Valores muito baixos de a} indicam que o item nao discrimina os individuos adequadamente,
e negativos que a probabilidade de escolha da alternativa correta diminui com o aumento dos tracos
latentes. Na Tabela 6.2 apresenta-se os resultados referentes a estimativa dos parametros de discrimi-
nacao e dificuldade (originais) para cada categoria, além dos pardmetros resumo de cada item, com os

respectivos intervalos de credibilidade de 95%.
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Tabela 6.2: Estimativa dos parametros originais e parametros resumo de cada item

Parametro de discriminagao Parametro de dificuldade
Original Original
Resumo (a*) Resumo (b*)
a; as as as by by b3 by

Modelo assimétrico

Ttem 18 . 0,914 0025 -0433 -0,456 e 1973 8261 -1,181 -2,374
Ttem 29 e L0243 0574 1,120 -0,302 ro 4,702 -2380  -1,636  -0,154
Ttem 31 Ce 0019 -0,359 0,606 -0,266 e 2348 0539 2573  -4.970
Ttem 32 Ce 0,200 0337 0,597 0,030 Ce 3,666 1233 -1796 14,21
Ttem 33 be 0126 -0264 -0334 0,724 —.— 7238 <1431 0951  -1.345
Item 34 & 0,412 -0,003 -0376 -0033 e 2203 <1903 -1464 7,727
Ttem 35 —e— 0,490 0,079 -0209 -0,202 ——— 1,348 <1576 -1,655 4,647
Ttem 36 —— 0354 0,736 -0,233 -0,148 . 1,283 <1848 0206 -5,788
Item 37 20,110 0,618 -0,305 -0204 —s | 0,093 5840 -5705 -9,132
Ttem 38 e 0437 0327 -0335 1,099 —— 3010 4107 -1817 -2,973
Ttem 39 . 0051 0,791 -0447 -0,395 —— 4027 3315 -1027  -3.932
Ttem 40 —— 0,937 -0278 -0433 -0.226 —— 2076 -0501 -1,060 -5952
Ttem 41 . 0,086 0,182 0,517 -0.248 roi 0,603 0,698 -0.827 -1,995
Ttem 42 s 0,197 0,110 0,562 -0,255 o 0446 2363 0,680 -0,136
Ttem 43 e 20,025 0369 -0,202 -0,142 — e 2891 2385 0,067 -1,240
Ttem 44 o 0,198 -0246 0,405 0,039 . 0440 <1093 -1,136 2,678
Ttem 45 . 0,068 0,517 0,130 -0.310 o 3819 -1,093  -3.087 0,399
Ttem 46 o 0,356 0,124 -0,052 0,283 S 0150 1172 -2.184 -0.713
Ttem 47 e 0,493 -0208 -0,018 -0,176 o 0361 -0987 6548 0,002
Ttem 48 Fels 0223 -0,048 -0,008 0,279 o 2941 1981 31294 -1,165
0 01 02 03 04 6 1 ~2 0

Modelo simétrico

Item 18 i 0,926 -0,013 -0,455 -0,458 e 21,964 -15,106 -1,178 -2,382
Ttem 29 i 0,238 -0,585 1,088 -0,266 e -1,773 2,374 <1670 -0,030
Ttem 31 —e—i 0,004 -0,367 0,596 -0,233 e 13,241 -0,571  -2,593 -5473
Ttem 32 e 20,283 -0,337 0,592 0,028 —e—i 3766 1,219 -1,809 14,768
Ttem 33 —e—i 0,128 -0,252 -0,338 0,718 e 7,170 -1,463 0,929 -1,350
Item 34 e 0,413 -0,010 -0,372 -0,031 e 2,288 -66,483 -1484 8,346
Item 35 —e— 0,490 -0,079 -0,208 -0,203 e 1,339 -15,862 -1,658 4,657
Item 36 —e— 0,376 0,742 -0,232 -0,134 e 21,262 -1,829  -0,213  -6,203
Ttem 37 . 0,062 0,677 -0434 -0,180 e 0854  -5467 -4,495 -9,999
Ttem 38 —— 0,450 -0,396 -0,305 1,151 —e— 2,905  -3,687 -1,846 -2,804
Ttem 39 — 0,060 0,803 -0,392 -0,471 —e—i 3064 -3285 -1,995 -3,547
Item 40 ——i 0,928 -0,267 -0410 -0,250 —e—i 2,086 -0,508 -1,062 -5,452
Item 41 e 0,087 -0,186 0,521 -0,248 e 20,694 0,680 -0,820 -1,989
Item 42 o 0,199 -0,108 0,558 -0,251 o 0467 -2,358  -0,673 -0,109
Item 43 o -0,017 0,366 -0,204 -0,145 e 41,846 -2.415 0,073 -1,310
Ttem 44 o 20,196 -0,242 0,403 0,035 e 0464 -1,103 -1,148 3,026
Ttem 45 o 20,070 0,513 -0,139 -0,304 - 3866 -1,109  -3,099 0,433
Ttem 46 — o 20,360 0,134 -0,055 0,281 0,53 1,131  -1,965 -0,726
Item 47 Fe 0,487 -0,306 -0,014 -0,167 o 20,379 -0,982 7874 0,047
Item 48 e 0,234 -0,052 0,004 0,282 —e—i 2,866 1,978 -56,275 -1,165
0 0102 03 04 —6 —4 —2 0
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Na Figura 6.7 descreve-se os 20 itens de acordo com os parametros resumo de discriminagao e

dificuldade, nota-se que, em geral os itens possuem moderada a baixa discriminacao e dificuldade.

Modelo assimétrico Modelo simétrico
o} T T T ] T T T
E 0l 18 29 i E 0 18 29 N
£ 36 z 32 36
= 32 = 33 47
= 33 47 © 9l 4y 37 48 i
N T 48 | 3 q 4 YU 3
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2 42 43 39 z 34 38
g 38 = 4 |
o 4 34 i °
— —
B3 k3l
& 10 & sl 10 |
g g
[a W} | | | | | | | [a W} | | | | | | |
5.1072 0.1 015 02 025 03 035 5.10"2 0.1 015 0.2 025 03 0.35
Parametro resumo de discriminacao Parametro resumo de discriminacao

Figura 6.7: Pardmetro resumo de discriminacao vs parametro resumo de dificuldade

Comegar-se-a com estudo da adequabilidade do modelo utilizando as técnicas sugeridas na Segao

4.3. Na Figura 6.8 encontra-se o p-valor bayesiano, referente & qualidade do ajuste de cada item, bem

como sua generalizacao, avaliando o teste de maneira global. Através de sua inspecao é procedente supor

um bom ajuste, ao passo que todas as proporgoes encontram-se entre [0.05,0.95], conforme sugerido por

Sinharay et al. (2006), Azevedo et al. (2012) e dos Santos (2012).

p-valor bayesiano

0.9
0.8 X X X X
0.7 X X

0.6

0.5

Ajuste
SO G SIS B S CHO SR S R R L I L R et

Q> > > > > Q> > > > Q> global
,\,@” ,\,@& \“@& \“@& \@Q \,/@& \,/@& \,/@Q \‘&Q ,\‘/@Q ,\,@” ,\,@& \“@& \“@& \’&Q \,/@& \,/@& \,/@Q ,\@Q ,\,@”

Figura 6.8: p-valor bayesiano para cada item e para o teste

Representam-se nas Figuras 6.9, 6.10 e 6.11 os graficos das proporcoes observadas, preditas e o IC

de 95% para uma parcela dos itens (o restante encontra-se no Apéndice E.2). Nota-se que as proporgoes

mostraram-se préximas entre si, e os IC’s contiveram, em sua maioria, os valores observados.
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Figura 6.9: Proporcoes observadas, preditas pelo modelo e IC de 95%
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Figura 6.10: Proporcoes observadas, preditas pelo modelo e IC de 95%
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Figura 6.11: Proporcoes observadas, preditas pelo modelo e IC de 95%
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6.5.3 Analise dos tracos latentes

No contexto de avaliagdes psicométricas (ou seja, aquelas que objetivam estudar e caracterizar
os tragos latentes), especificamente no vestibular da UNICAMP, existe o interesse em se avaliar os
individuos separados por grupos, que compartilham caracteristicas semelhantes entre si e diferentes entre
os demais grupos. Para responder estas questoes, na Tabela 6.3 estao representadas um resumo das
estimativas dos parametros populacionais (média a posteriori), erros-padrao (EP), e intervalos HPD’s
de 95%, para o modelo assimétrico e simétrico. As estimativas obtidas para o parametro vy demonstram
a existéncia de assimetria na maioria das dreas do conhecimento (exceto Artes e Tecnolégicas). Este
fato reflete nao sé na melhor caracterizacao da situagao em estudo, como pode interferir na classificagao
dos individuos no vestibular. Ademais se verifica que a maior média foi apresentada pelo grupo de
Medicina, seguido pelo de Exatas e da terra, e por tltimo ficando as Tecnolégicas. Importa dizer,
que os comprimentos elevados dos intervalos HDP em alguns grupos se deve, essencialmente, as poucas
observagoes (Artes = 75 e Tecnolégicas = 27). Para maiores detalhes sobre a relagdo dos cursos em

cada érea, veja Tabela D.6.

Tabela 6.3: Resumo a posteriori dos parametros populacionais por area do conhecimento

) [og?] Yo

Média EP HPD (95%) Média EP HPD (95%) Média EP HPD (95%)

Modelo assimétrico

Artes 0,641 0048 [-0,727;-0,541] 0,792 0,053 [0,694;0,807] 0,283 0,274 [-0,306 ; 0,780]
Bioldgicas e saide -0,586 0,032 [-0,648 ;-0,521] 0,817 0,033 [0,747 ; 0,877] 0,549 0,162 [0,218 ; 0,859]
Exatas e da terra 0 - - 1 - - 0,346 0,062 [0,213 ; 0,460]
Humanas -0,542 0,030 [-0,594 ;-0,475] 0,846 0,033 [0,784 ; 0,914] 0,404 0,152 [0,109 ; 0,693]
Medicina 0,104 0,029 [0,134; 0,251] 1,105 0,028 [1,049;1,156] 0,240 0,084 [ 0,086 ; 0,412]
Tecnolégicas 0,782 0,081 [-0,931;-0,612] 0,768 0,089 [0,604;0,951] 0,579 0,446 [-0,342 ; 0,974]

Modelo simétrico

Artes -0,639 0,050 [-0,741;-0,541] 0,797 0,051 [0,703 ; 0,900] 0 - -
Bioldgicas e saide -0,588 0,033 [-0,655 ;-0,529] 0,825 0,033 [0,764 ; 0,892] 0 - -
Exatas e da terra 0 - - 1 - - 0 - -
Humanas -0,544 0,031 [-0,611;-0,485] 0,844 0,030 [0,784 ; 0,904] 0 - -
Medicina 0,188 0,028 [0,131; 0,241] 1,109 0,027 [1,049 ; 1,158] 0 - -
Tecnolégicas -0,778 0,080 [-0,929;-0,623] 0,765 0,085 [0,586 ; 0,925] 0 - -

Na Figura 6.12 ilustra-se a Tabela 6.3 apresentando as estimativas dos parametros populacionais

com seus respectivos intervalos HPD’s obtidos para o modelo assimétrico e simétrico.
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Figura 6.12: Estimativas dos pardmetros populacionais com intervalos HPD de 95% para os modelos

Na Figura 6.13 o leitor encontra os resultados referente a distribuicao os escores, com os respectivos
valores preditos pelo modelo assimétrico e intervalo HPD’s de 95%. Neste caso, a 4rea do conhecimento
Exatas e da terra nao se ajustou convenientemente ao dados, resultado semelhante foi encontrado

para o modelo simétrico.
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Figura 6.13: Qualidade do ajuste dos tragos latentes separado por grupos para o modelo assimétrico
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Através da inspecao da Figura 6.14, que refere-se ao ajuste global do modelo,

parte dos escores observados estao dentro do intervalo de credibilidade de 95%.
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Figura 6.14: Qualidade do ajuste dos tragos latentes de modo global

Descreve-se na Figura 6.15 o p-valor bayesiano do ajuste em cada area do conhecimento e para o

ajuste global. Novamente, os resultados demonstram o ajuste pobre dos grupos Exatas e da terra e

Medicina, e o é6timo ajuste de Artes.
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Figura 6.15: p-valor bayesiano do ajuste em cada drea do conhecimento e global

Debrugando-se sobre todas as andlises anteriores, conclui-se que o ajuste do modelo de grupos

multiplos assimétrico foi mais apropriado quando comparado com o simétrico, e se ajustou razoavelmente

bem aos dados. Além disso, através dos graficos das frequéncias observadas e preditas pelo modelo e do

p-valor bayesiano suscita-se os resultados especificos de cada item e grupo de respondentes. Observa-se

ainda que o item 43 apresentou problemas. Este deveria ser retirado da andlise por ser um potencial

responsavel pela qualidade do ajuste dos tragos latentes (exceto o grupo Tecnolégicas pelo fato da

curva estimada indicar uma estrutura de mistura, veja Figuras 6.16 e 6.17).
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Capitulo 7

Consideracoes finais

7.1 Conclusao

No presente trabalho, foram estudados e desenvolvidos uma, classe mais ampla de modelos politomicos
da TRI para grupos multiplos, considerando normais assimétricas centradas na modelagem das dis-
tribuigoes dos tracos latentes. Conforme foi possivel observar, além da complexidade natural dos mo-
delos, os problemas decorrentes a falta de identificabilidade fazem com que a estimagao daqueles seja
uma tarefa delicada. Neste sentido, acredita-se que o estudo sobre as causas da ndo-identificabilidade,
tanto sob a ética cldssica quando bayesiana, bem como as melhores estratégias para eliminé-la, seja
uma importante contribuicao deste trabalho. Outro fato de destaque foi a utilizacao de distribuigoes
assimétricas para representar o comportamento dos tracos latentes, garantindo resultados mais fidedig-
nos, além de ampliar o niimero de aplicagoes dos modelos de grupos multiplos. Tais discussoes serviram
como base para a construcao de uma metodologia de estimacao sob a perspectiva bayesiana, com imple-
mentacoes computacionais escritas em linguagem C+ +, integradas ao ambiente computacional, grafico
e estatistico R, viabilizando rotinas gratuitas, de coédigo aberto e alta velocidade no processamento,
essenciais & difusao de tais metodologias. As técnicas de diagndstico desenvolvidas para os modelos
politomicos permitiram avaliar a qualidade do ajuste do modelo de um modo global, além de fornecer
indicios de violagoes especificas. Estudos de simulacao, considerando diversas situagoes de interesse
pratico, indicaram que os modelos e métodos de estimacao produzem resultados bastante satisfatorios,
com superioridade dos modelos assimétricos com rela¢ao ao simétrico (o qual assume simetria das dis-
tribuigoes das varidveis latentes). Finalmente, a andlise do conjunto de dados reais, referente & primeira
fase do vestibular da UNICAMP de 2013, indicou a presenca de assimetria na distribuicdo de 4 dos 6
grupos analisados, além de classificar os itens através de sua discriminagao e dificuldade. Muito em-
bora tenha muito mais do que se lhe diga, cré-se que este trabalho possa satisfazer as necessidades de

investigadores em varios campos de aplicacao da TRI.
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7.2 Sugestoes para futuras pesquisas

e Modelos politomicos multidimensionais de grupos multiplos

Ainda que, para atender ao postulado de unidimensionalidade, admite-se que haja um traco la-
tente dominante, parece claro que qualquer desempenho humano é sempre multideterminado ou
multimotivado. Isto posto, uma proposta interessante é estender a distribuicao normal assimétrica
unidimensional dos tragos latentes para o caso multidimensional de grupos multiplos (modificando
a FRI), e/ou considerar uma distribui¢ao multivariada t-Assimétrica, como feito em Matos (2008)

para o modelo probito de 3 parametros para tinico grupo (veja também Béguin and Glas, 2001).

Avaliacao da qualidade do ajuste dos modelos

O problema da avaliacao e escolha do modelo que melhor represente a situacao em estudo é uma
etapa importante na andlise de dados. Apesar de algumas medidas terem sido desenvolvidas
neste trabalho, outras ainda podem ser exploradas. Dentre elas destaca-se os residuos baseados na
distribuicao de Hj, titeis para avaliar a suposicao de normalidade assimétrica. Para verificacao da
unidimensionalidade, sugere-se, por exemplo, a razao de chances e a estatistica de Mantel-Haenzel.

Mais detalhes, vide Sinharay (2006) e Sinharay et al. (2006).

Funcionamento diferencial do item (DIF)

Um questionamento de grande interesse pratico é sobre o DIF para o caso de modelos politomicos
e/ou de grupos multiplos. Frente a esta questao, pode-se acomodar tal estrutura, oferendo a
oportunidade de estudo, por exemplo, sobre as diferencas socioculturais e regionais de dificil
percepcao. Além de servir como ferramenta de diagnéstico do sistema educacional, detectando
conteidos que sao abordados com diferentes énfases ou apontando regioes em que o ensino de

certos temas precise ser enfatizado (outros detalhes veja-se em Gongalves, 2006).

Outros métodos de estimagao

A investigacdo nos dominios dos algoritmos de Monte Carlo via cadeias de Markov para MRI’s tem
crescido bastante. Entretanto, outros métodos de estimacgao podem ser utilizados, por exemplo,
o algoritmo EM condicional de dados aumentados, proposto por Azevedo and Andrade (2013),
que permite ajustar modelos complexos de uma forma razoavelmente simples com baixo custo de
processamento computacional. Alternativamente, pode-se estender o algoritmo EM estocéstico,

veja Celeux and Diebolt (1985), de modo a contemplar diferentes estruturas.
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e Fatores associados

Em diversos estudos tem-se o interesse em explicar a variabilidade associada as estimativas dos
tragos latentes, como em um modelo de regressao (veja-se Pereira, 2004; Silva et al., 2010). Fre-
quentemente, esta andlise ¢ feita a posteriori, assumindo que a varidvel resposta (trago latente) foi
observada sem erro, i.e., a incerteza decorrente do seu processo de estimacao nao é incorporada ao
modelo. Em futuras pesquisas pretende-se desenvolver esta estrutura de regressao linear durante
o processo de estimacgao dos parametros dos itens e tragos latentes, assim a funcao de densidade
da normal assimétrica assumiria a forma

(B33 Bay 9,: Noy,) = 20,10 (M> P [Aek (m)} 1(0)
(

gy, 00y —00,400)

em que X ji representa a matriz de varidveis explanatérias do individuo j no k-ésimo grupo e By,
sao os coeficientes da regressao (efeitos fixos), com preditor linear X ;z8y € R, desvio-padrao
og, € RT e parametro de assimetria A\g, € R. A Figura 7.1 ilustra esta abordagem relacionando
trés grupos de respondentes, com diferentes assimetrias. Dependendo da escolha de X;, [ = 1 ou

2, observa-se um comportamento distinto dentro e entre cada grupo.

S XBs

Xg,
r

X3,
f‘

X X, Fatores Associados

Figura 7.1: Representacao da estrutura de fatores associados aos tracos latentes

e Outras fungoes de resposta ao item (FRI)
Outra familia de FRI bastante 1til é aquela baseada na distribuicao normal assimétrica, proposta
por Bazan (2005). Esta pode ser estudada com mais profundidade, considerando a estrutura
proposta nesta dissertagao, para os modelos politomicos, tornando-os mais flexiveis e realisticos

para andlise de dados.
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Apéndice A

Estimacao via Metropolis-Hastings

A.1 Introducao

Este capitulo aborda a utilizagdo do algoritmo proposto por Metropolis et al. (1953) e Hastings
(1970), que permite a obtengao de uma amostra da distribui¢ao a posteriori de interesse, h(0|y), através
da construcao de uma cadeia de Markov com espaco de estados © € R"™ e distribuicao de equilibrio
h(0)y), para os modelos do presente estudo, baseado na verossimilhanga original. Veja-se, por exemplo,
Gilks et al. (1996) e Patz and Junker (1999a) para uma discuss@o mais detalhada deste método e

referéncias ai contidas.

A.2 Verossimilhancga original

De acordo com as defini¢Ges descritas na Secao 2.2, a probabilidade de escolha da categoria h do
item ¢ pelo individuo j, do k-ésimo grupo, pode ser representada pelo modelo multivariado Bernoulli
m;
P(Yijk. = Y;j5|0..T) = P(Yijk. = Yij5) = H RZ’;iiha
h=1
em que Pjj, ¢ uma funcao de resposta ao item relacionada ao modelo politomico (2.1), (2.5) ou (2.7).

Dessa forma, dada as suposicoes do modelo, a verossimilhanca é dada como segue

(y ‘U--J 0--7 F7 No, p)p(v__ ‘07 I‘v p)
= p(y..10..T)p(v._|p) (A1)
< p(y..10..T) (A.2)

K ng m;

= TIILIIIIR%% (A.3)

k=1j=1iel; h=1

L(07 F7 ury p\y,v) x p

em que (A.1) vem do fato de que ng depende somente da distribuicao de 6 . Além disso, (A.2) deve-se

ao V __ ser regido por um processo MAR.
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A.3 Especificacao das distribuigoes a priori

Para prosseguir com a metodologia bayesiana, o passo subsequente consiste na escolha adequada
das prioris. Admitindo a usual suposicao de independéncia a priori entre individuos, itens e populacao,

definiu-se a forma geral da priori conjunta dos parametros como

K ny I K
p(0... T nglnr.n,) = < [T ] p0jklne,) {Hp(Filnri)} {Hp(neklnnk)} (A4)
k=1j=1 i=1 k=1
em que, 1y, = (Np,; - - - 777trmi)t en, = (.M, ) sdo hiperparametros associados a T'; e 1y, respec-

tivamente. Para distribuicao dos tragos latentes, visando resolver (ao menos parcialmente) os problemas
de nao-identificabilidade dos modelos, bem como acomodar a caracteristica de assimetria, atribuiu-se a
priori definida na Equacéo (2.13), ou seja

P(B5kng,) o (wo,) " & <M> ¢ [/\9’“ <M>]

we, we,,

Para os parametros populacionais, uma vez que o modelo normal assimétrico foi atribuido aos
tragos latentes, considerou-se duas familias de prioris (dos Santos, 2012). A primeira baseada na priori

d+1

1 Ao\
p(an) = p(SGkawﬁk)p()‘Qk) o — | 14— ) (A5)

we,, dp?

em que p(Ag, ) se reconhece como uma distribuicao ¢ (O, ©?, d); considerando d = % e p? = %2 obtém-se
a aproximacdo da priori de Jeffreys, e d = 2 e ¢? = % a priori induzida por éy, ~ U(—1,1). A segunda

¢é baseada na priori conjunta dos parametros populacionais que se escreve em seguida

p(nak) = p(&@k)p(w%)p()‘%% (AG)

em que

2
gek ~ N (/J’Eek ) O-gek) y

2
wp, ~ Gama— Inv. (awk,ﬁwgk> ,

oo~ N (g, 0%, )

Finalmente, para os parametros de um determinado item atribuiu-lhes uma priori com distribuicao

normal multivariada posto na forma

p(Ts) o< exp [—0.5(T; — pp)" WL (T — pap)] - (A7)
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A.4 Estrutura de simulacao via Metropolis-Hastings

Considerando a verossimilhanca (A.3), a priori (A.4) para os parametros (&p, ,we,, \g,) € para os

itens (A.7), mediante algum trabalho algébrico, a distribuigao a posteriori de (8_,T',ny) é escrita como

(y. 16.,T)p(Tlnr)p (6. |779 (nglm,,)

ﬁﬁHH%ﬁ} mm}
{1

p(0..T,ngly _,nr,m,) o

k=1j=14icl; h=1

K

k=1j=1 k=1

K ny

HHHHB%#}{HGXP —0.5 (T — Hr) ‘I’rl(ri—lﬁr)}}

k=1j=14€l; h=1

X

X {ﬁ ﬁp (Biklmo,)

A o) (552
K 1 22 — 4

x HwGﬂﬂ) (A8)
k=1 """k

Agora, utilizando a priori conjunta dos parametros populacionais (A.6) obtém-se

p(0.Tmgly. mrom,) o< p(y. |6.,T)p(Tlnr)p(0.Ing)p (ngln,)

K ng

- {HHHHPzZ;iZ;Zh}{ z|77r)}
k=1j=1i€l; h=1
K ng K

x {H [1» (6ixlne,) {Hp ngklnnk)}
k=1j=1 k=1
K ng

x {HHHHPM*L} {HGXP —0.5 (T — pp)’ ‘I’El(rz‘—ur)]}
k=1j=1icl; h=1

« ﬁwnk H(b( €9k> I:A <‘9jk_§9k):|
k= O woy,
K ] )

X {kl_[lexp{—%ggk (f@k —Mggk) }}
s 1 1

; {H )0 e (_5)}
k=1 “o,.
K 1 )

X {I_Iexp{—QU2 ()\ek—li)\ek> }} (A.9)
k=1 Ay,
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Devido a forma intratdvel das fungoes (A.8) e (A.9), no sentido de se obter de modo analitico
as distribuicoes a posteriori de interesse, precisa-se lanca mao de métodos nao diretos de simulagao,
transformando um problema estatico em um de natureza dinamica, veja-se Gamerman and Lopes (2006).
Entretanto, apesar de desejavel, adotando-se a verossimilhanca original, nao é possivel a obtencao de
condicionais completas com forma conhecida. Utilizou-se, assim, o algoritmo de Metropolis-Hastings

cujas densidades propostas sao descritas como (dos Santos, 2012)

* —1 —1
@105y = NGV ed),

= NIV 63,

7

)

ST

Ty = NEl, o),
)
)

Ty gy Y, ad),

= Log — Normal(w, /04

* -1 -1
RGN = NG o).
em que J;(.) denota a densidade proposta (ou densidade de transigao) no passo t.

Resultado A.1. Considerando a posteriori definida em (A.8) e denotando (.) o conjunto de todos os

parametros, os passos do algoritmo Metropolis-Hastings para os modelos descritos sao

e Passo 1: Simule 0j, de 0;|(.), para k=1,..., K ej=1,... ng;

Passo 2: Simule I'; de T';|(.), para i € Lj;

Passo 3: Simule &, de &, |(.), para k=1,...,K;

Passo 4: Simule wy, de wi|(.), para k=1,...,K;

Passo 5: Simule Ny, de Ng, |(.), para k=1,... K.

Nao é demais enfatizar, que devido ao fato de que a ordem dos passos pode influenciar significa-
tivamente na convergéncia, Roberts and Sahu (1997) sugerem manté-la fixa ao longo de todo processo.
Neste trabalho seguiu-se ordenacao similar ao trabalho de dos Santos (2012), ndo sendo esta a tnica
opc¢ao. Para o leitor interessado em melhor compreender a construcao deste algoritmo de simulacao,

uma descricdo mais detalhada pode ser encontrada no Apéndice C.1.
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Apéndice B

Demonstracao das proposicoes

B.1 Demonstracao da Proposicao 2.1

Demonstragao. Ir-se-4 mostrar que o espaco de parametros do MCPG é uma reducao do espaco de
parametros do MRN (Definigao 2.1). Para tanto, partindo do MCPG pretende-se chegar ao MRN

h h
exp |:Z Da; (0, — bw):| exp |:D(aih0j]g — Z bivai):| e[D(aithk*bIhaf;J]

v=1 v=1

Pijin(0jk) = - - = " = = Pijin(0jk),
Zexp |:Z Dai(ejk- — bw):| Zel’p |:D(aiC0jk — waai):| Ze[D(aZcejk—bfcazh)]
c=1 v=1 c=1 v=1 c=1
para todo 0, € ©. O

B.2 Demonstracao da Proposicao 2.2

Demonstragdo. Considere o vetor paramétrico transformado: ¢} = (a}, fi). Em que, a; = (aj, ..., im,)’
fi= (fits-os fim)s fis = —aishis, i = 1,...,1, s = 1,...,m;. Seja U; matriz 2(m; — 1) x 2m; que

representa um conjunto de contrastes simples dada por

10 -1 0 0 .. 0
01 0 -1 0 ... 0
U;=|10 0 0 -1 .. o0
01 0 0 0 ... -1

B o
B L 5
Aiji. = i il NP e =3 7T
Aj(m;—1)
B e Sy S |
com ® denotando o produto tensorial, ou produto de Kronecker (Harville, 1997). O
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Apéndice C

Detalhes dos Algoritmos MCMC

A seguir serao descritos o desenvolvimento do algoritmo MCMC para os modelos apresentados
no presente trabalho; via Metropolis-Hastings (utilizando a verossimilhanga original) e Amostrador de

Gibbs (através da verossimilhanca aumentada).

C.1 Algoritmo Metropolis-Hastings

A seguir descreve-se o algoritmo Metropolis-Hastings referente ao Resultado A.1
e Passo 1: Simular 9](2 de 6|(.) considerando

(a) Simular 9(-*)|9(.t_1) ~ N (95-2_1), 08);

(b) Aceite 6! k) = 6! k), com probabilidade

ik (9](.271), 9](.2)) = min {jok, 1} em que,

_ * * 2 * — - 6() g(t !
L(rt 1)79](]6))6@{2((31))2 [(9513) —2600)elt 1)]}@ [Ag; D (w)}
wek

Ok

Ry, =

Jk (t—1) .
_ t—1 (t—1)\2 (t—1) (t—1) (t—1) £,
Lrt- gt >)e$p{—2(wéjl))2 [(ejk ) 205 e H@[Aak <(t i ﬂ
k

“oy,

(c) Caso contrério, faca 9(,3 = G(t b,

e Passo 2: Simular I‘(t) de T';|(.) considerando
(a) Simular I‘ () ]I‘ = N (I‘z(-tfl),a%»
(b) Aceite I‘Z(- ) = I‘E*), com probabilidade
e (I‘l(.t_l), I‘g*)> =min{Rr,,1} em que,

LI, 00 eap {_; [(FZ(*) _ uri>/\]:l;i1 (I‘E*) - un)] }
Rr, = |

i L(I‘(t_l),e(t))e:cp {_% |:<Fz(t—1) . Mri)/‘I’ﬂl (th—l) _ “Fi):|}
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(c) Caso contrério, faga I‘Et) = I‘Z(t_l).
Estimacgao dos parametros populacionais utilizando a priori (A.5)

e Passo 3: Simule fé(,t) de &p, |(.) considerando

(a) Simule £ [¢f ) ~ (gek , 0)
(b) Aceite fé? = fék , com probabilidade

(f (o= Uaéé?) = min {Rf%’ 1} em que,

2 —
ng H(t) _ {(*) ng t f(*)
1 Jk 4 (t—1)
exp § —3 Tl)k H(I) )‘9,€ (t 1)

" =1\ Wa, =1 | wek .
B s (0 -\ e [ (O]
1 J ] J
cory =30 | T — | IIe e | e

j=1 “o, =t | “oy,

(c) Caso contrério, faga 552 = 55,1_

(t)

e Passo 4: Simule w,’ de wy,|(.) considerando
(a) Simule wé:)|wé RN Log — Normal (log< (1= 1)) ,a%);

(b) Aceite wé? = wék), com probabilidade

g (wb(,k 2 wé?) = min {ka, 1} em que,

—n Nk 9('5) f(t) €
*) k t 1 9
e (1) e (4
j=1 wek Yoy, )
k . e ) _ () (t) ()
(We()i 1)) kemp _%Z jk 5 H(I) t 1) (t f)
j=1 ‘*’ek “or

(c) Caso contrério, faca wéi) _ wétfl)'

e Passo 5: Simule )\(gt) de g, |(.) considerando
(a) Simule ALY [AS ) ~ ()\(t b 0)

(b) Aceite )\g;) = )\ék), com probabilidade

Tk ()\étk_l), )\g;)) = min {RA%, 1} em que,
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d+1 r
NO) Tk o\ _ f(t)
<1+ ( ) ) H(I) /\g;) ( jk _ 05,
j=1 “o,
Ry, = = ;
& (- 1)) —5 () _ ¢®
<1 - ) [T |2 " >

(c) Caso contrério, faga Aé’? = /\((;;—1)_

Estimacao dos parametros populacionais utilizando a priori (A.6)

e Passo 3: Simule fét) de &, |(.) considerando

(a) Simule §(§Z)|§(gi_ (gok , 0)
(b) Aceite §é? = £ék , com probabilidade

(f@t Uaféz)) = min {R§6k7 1} em que,

(+) (O~ &, b (00— &
1 * 1 t
_2”§9k (Sek —M&ek> }exp 2 ( . (t 1) > HCI)[ ( G )]
] j=1 0
(1) ng (Z) get ) 1) (t) §(t 1))
1 t— 1 J t
= k

(c) Caso contrério, faga 56(,? = ng_

: 5 \@® 9 .
e Passo 4: Simule <w9k> de (w9k> |(.) considerando

(a) Simule (wgk)(*) ] (wgk)(t_l) ~ Log — Normal (log <<w§k>(t_1)> ,0(2));

(t) (%)
(b) Aceite (wgk> = (wgk> , com probabilidade

Tk ((wgk)(t b , (wgk)(*)) = min {Rwek, 1} em que,

2
(%) —Nnp Nk 9(15) _ f(t) ng 3 g(t) _ g(t)
((0)") om0 | SN | TLe i | 25
i=1 (wgk) i=1 wgk)
ngk — 2 3
’ _ n (t) (t) n (t) (®
(t—1)\ ~ "k k 0 — & k _ 0 —¢&
2 1 J (t=1) jk o
<(w9k> ) €TPy —2 (tfkl) H @ A, { k1)
j=1 (wgk) j=1 <w9k>

(¢) Caso contrério, faga (wgk)(t) = (w§k>(t71).
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e Passo 5: Simule )\ét) de Mg, |(.) considerando
(a) Simule A [AS ) ~ ()\(t ol 0)-

(b) Aceite )\( ) = )\é ), com probabilidade

T ()\gj;l), )\gz)) = min {RA6k7 1} em que,

(+) A A T
exp _20% ()\9k _'u>‘9k> H(I) )\919 . (®) )
Agk ]:1 WQk
R’\Gk = = ;

n (t) (t)
1 (A(t—l) B )2 l_k[ o |0 Y5k — o

exp QUigk Ok Fy, O w(t)

=1L b

(c) Caso contrério, faga )\g;) = Aéiﬁl).

Observagao: As estimativas dos parametros populacionais (ug, , 0y, , Vs, ) s@o obtidas a cada iteragao a

partir das estimativas dos parametros (&g, ,wp, , A9, ) da seguinte forma

5?) _ O ’

k

—3/2
® _ 0\ (4 2 ()2
)= (@) (G1) (- ()
ORI “ox
o (123 2’

1+ ()
t t t 1/3
= ol (i)

paratodot=1,2,...,B,...,M, em que B é o burn-in e M o tamanho gerado da amostra.

C.2 Algoritmo ADGS

A seguir tem-se a descrigao do algoritmo amostrador de Gibbs completo (Resultado 3.1)

e Passo 1: Simular, de forma mutuamente independente, as varidveis nao observaveis, Zl( JL , de

Non, (AS;): I m) L(zijkn > Zije(-n)); se MRN

w(t—1)

szk‘() ~ (Az]k: ml) ]l(zijkh > Zz’jk(—h))» se MCPG

( )
(A:]*kt Y, ) 1(xn-1 < zijk < Xxn),  se MRG
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de forma mutuamente independente, para todo h =

(t)

h >

C.2 Algoritmo ADGS
— Passo 1.1: Para o MRG, simular x

Yijkh = 1} Xh 1} min {TTLZTL {Zz(;k Yijk(h+1) = 1} Xh+1})

(-1ge— ),:(Otk )> mutuamente inde-

)

m, de
) .
Zik

3,...,

xnl(.) ~U (max {max{
ik

. t =
e Passo 2: Simular os tragos latentes 9§k), de 0i|(.) ~ N (5%
K, 5=1,...,n, com
+ 9(k )h(t 1)
t-0)*
(")

Sgk

pendentes, para todo k=1
(t) (t—1)
z]kh 5zh )

-3 Yl
lGI]kh 1
-1
2
t—1
P el
Zelkh 1

(t=1) _
N (t 1))

)

(

)

Eejk
(s
em que
M &1 0] , se MRN M [0 1T, se MRN
iV ={ pritY, se MCPG e o4 V=4 ", se MCPG
Z(Atfl), se MRG bgtil), se MRG
e Passo 3: Simular as varidveis latentes H](Z), de forma mutuamente independente, para todo
k=1,....K,j=1,...,n; de
(t—1) (t—1) (t—1)\2
o -act) ()
Hiil () ~ (t—1) t—D\2" [ _(t-1))? (t—1)\?
() (G () ()
e Passo 4: Simular os parametros dos itens, 1",5 ), através de I';|(.) ~ N(\il(rt_l)f‘gt_l), \il(rt 1)), de
forma mutuamente independente, em que
4 Nk ~
Mi®s<)} 20+ ¥i'up,  se MRN
j=1
ng
) = 0P+ Li| 20} + ¥l ur, se MCPG
j=1
O [t t o
9](,2 — 1} Zz‘(jz; + \I’flpp, se MRG
\ J=1 )
IMECC-Unicamp
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-1

ne t
> [MiesO] [M;os0] +wrt] , se MRN
=1
-1
- (t L t
b'|() = 0P+ Li| [05)Pi+ L] + 97" | se MCPG
=1
~1
LA t ¢
o —1] o5 - 1] +ert) se MRG
=1

\

Estimacao dos parametros populacionais utilizando a priori (3.8)

(t

e Passo 5: Simular as varidveis latentes T}, ), de forma mutuamente independente, para todo k =

1,...,K
Q41 (Te(t_l))Q
Tk|(.) ~ Gama , t 57— +d
2 (t—1) 9
(5.7)
e Passo 6: Simular 5,(:), de forma mutuamente independente, para todo k =1,..., K
- (g<t—1>)2
(t) (t=1)p (t) Ok
&l() ~ N erZ (% — 7 hjk> e
j=1

2
e Passo 7: Simular T,gt), de forma mutuamente independente, de 7y, |(.) ~ N (ﬂ%kl), (&%;1)> >7

para todo k=1,..., K, em que
(9 t) _ (t)) hg? (2
i = W o () =5 ‘ (<9+ ) 0

=1 (sh D) P =1 (sh U) 2

e Passo 8: Simular ({éz)) de ¢ () ~ Gama — Inv( Gigy, ,ﬁgk 2 ) para todo k = 1,..., K, de

—

forma mutuamente independente, em que

A(t=1)  _ ng + 4
SOy, - 9
[ (80 4
Ay k
- 3 2( - &, - ﬁ?) T
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Estimacao dos parametros populacionais utilizando as prioris (3.9) e (3.10)

t
e Passo 5: Simular Bé? = (56(,?,7'9@)) de By, |() ~ < 7 () Eek, # ) de forma mutuamente inde-

k
pendente, em que

é uma matriz diagonal de ordem ng, Vk=1,..., K.

2
e Passo 6: Simular (gé(,z)) de forma independente, para todo k =1,..., K

n 1 <&
ngk|() ~ Gama — Inv. 7]“ + g, 3 Z (G(t 59 h(t)) + 8.,
7j=1

Observagao: As estimativas dos parametros populacionais (ug, ,0g,,7,) sdo obtidas a cada

iteracao a partir das estimativas dos parametros (&g, , 79, ,Sp, ) da seguinte forma

5(t) _ oy,
a 0\2, ((0\2
V) (6)
)
W = T
)’
k 69k
t )3 (4 )2 —8/2
W= (o) ( _ 1) (1 2 (57) ) ,
()
o = “ox
k 2/3
14+ () s
. 1/3
’uék) - 59 T 913 (’Y‘Sk)) %
paratodot=1,2,...,B,...,M, em que B é o burn-in e M o tamanho gerado da amostra.
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Apéndice D

Tabelas: Estudo de Simulacao e Analise de

Dados Reais

Tabela D.1: Parametros dos Itens utilizados no estudo de simulagao da Subsegao 5.4.1: 4 categorias

Item Parametro Item Parametro Item Parametro Item Parametro Item Parametro
b a b a b a b a b a
1 -2,76 -0,50 9 -0,32 -0,50 17 2,30 -0,50 25 -1,26 -0,60 33 0,79 -0,60
1 -3,80 -0,20 9 -1,00 -0,20 17 1,20 -0,20 25 -2,20 -0,20 33 0,10 -0,20
1 -3,40 0,10 9 -0,80 0,10 17 1,60 0,10 25 -1,90 0,10 33 0,30 0,10
1 -3,00 0,60 9 -0,47 0,60 17 2,05 0,60 25 -1,44 0,70 33 0,66 0,70
2 -2,63 -1,20 10 0,01 -1,20 18 2,57 -1,20 26 -1,03 -1,10 34 1,09 -1,10
2 -2,90 -0,40 10 -0,80 -0,40 18 1,60 -0,40 26 -1,80 -0,40 34 0,40 -0,40
2 -2,80 0,20 10 -0,40 0,20 18 2,00 0,20 26 -1,60 0,20 34 0,80 0,20
2 -2,68 1,40 10 -0,16 1,40 18 2,37 1,40 26 -1,18 1,30 34 0,92 1,30
3 -1,96 -0,60 11 0,57 -0,60 19 3,15 -0,60 27 -0,51 -0,70 35 1,46 -0,70
3 -2,80 -0,70 11 -0,40 -0,70 19 2,00 -0,70 27 -1,60 -0,70 35 0,80 -0,70
3 -2,50 0,40 11 -0,20 0,40 19 2,20 0,40 27 -1,40 0,40 35 1,00 0,40
3 -2,37 0,90 11 0,16 0,90 19 2,68 0,90 27 -0,92 1,00 35 1,18 1,00
4 -2,12 -1,70 12 0,41 -1,70 20 2,99 -1,70 28 -0,71 -1,60 36 1,41 -1,60
4 -2,60 -0,30 12 -0,20 -0,30 20 2,00 -0,30 28 -1,30 -0,30 36 1,00 -0,30
4 -2,40 0,80 12 0,10 0,80 20 2,60 0,80 28 -1,00 0,80 36 1,20 0,80
4 -2,05 1,20 12 0,47 1,20 20 3,00 1,20 28 -0,66 1,10 36 1,45 1,10
5 -1,59 -0,50 13 0,97 -0,50 21 -2,22 -0,60 29 -0,26 -0,60 37 1,86 -0,60
5 -2,20 -0,20 13 0,10 -0,20 21 -3,80 -0,20 29 -1,00 -0,20 37 1,20 -0,20
5 -1,90 0,10 13 0,30 0,10 21 -3,40 0,10 29 -0,80 0,10 37 1,60 0,10
5 -1,74 0,60 13 0,79 0,60 21 -2,50 0,70 29 -0,39 0,70 37 1,71 0,70
6 -1,32 -1,20 14 1,30 -1,20 22 -2,07 -1,10 30 0,06 -1,10 38 2,18 -1,10
6 -1,80 -0,40 14 0,40 -0,40 22 -2,80 -0,40 30 -0,80 -0,40 38 1,20 -0,40
6 -1,60 0,20 14 0,80 0,20 22 -2,40 0,20 30 -0,40 0,20 38 1,60 0,20
6 -1,42 1,40 14 1,11 1,40 22 -2,24 1,30 30 -0,13 1,30 38 1,97 1,30
7 -0,73 -0,60 15 1,86 -0,60 23 -1,44 -0,70 31 0,47 -0,70 39 2,64 -0,70
7 -1,60 -0,70 15 0,80 -0,70 23 -2,80 -0,70 31 -0,40 -0,70 39 1,70 -0,70
7 -1,40 0,40 15 1,00 0,40 23 -2,50 0,40 31 -0,20 0,40 39 2,00 0,40
7 -1,11 0,90 15 1,42 0,90 23 -1,97 1,00 31 0,13 1,00 39 2,24 1,00
8 -0,80 -1,70 16 1,62 -1,70 24 -1,89 -1,60 32 0,36 -1,60 40 2,41 -1,60
8 -1,30 -0,30 16 1,00 -0,30 24 -2,60 -0,30 32 -0,20 -0,30 40 1,90 -0,30
8 -1,00 0,80 16 1,20 0,80 24 -2,40 0,80 32 0,10 0,80 40 2,10 0,80
8 -0,79 1,20 16 1,74 1,20 24 -1,71 1,10 32 0,39 1,10 40 2,50 1,10
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Tabela D.2: Parametros dos Itens utilizados no estudo de simulagao da Subsegao 5.4.1: 5 categorias

Parametro Parametro Parametro Parametro Parametro
Item - === Item = Item _ Item _ Item
b a b a b a b a b a
-2,50 -0,40 0,02 -0,40 17 2,58  -0,40 25 -1,06  -0,50 33 1,06  -0,50

9
-3,90 -0,20 9 41,30 -020 17 1,10 -0,20 25  -2,30 -0,20 33  -0,20 -0,20
-3,60 -0,10 9 -1,10 -0,10 17 140 -0,10 25  -2,10 -0,10 33 0,00 -0,10
-3,40 0,10 9 -0,80 0,10 17 1,60 0,10 25  -1,90 0710 33 0,30 0,10
-3,00 0,60 9 -0,47 0,60 17 2,05 0,60 25  -144 070 33 0,66 0,70
-240 -0,80 10 035 -0,80 18 297 -080 26 -0,75 -1,00 34 1,26 -1,00
-3,00 -050 10 -0,80 -0,50 18 1,60 -0,50 26  -2,00 -0,60 34 040 -0,60
2,70 -0,30 10 -0,60 -0,30 18 1,80 -0,30 26  -1,80 -0,30 34 0,60 -0,30
22,40 0,20 10 -040 0,20 18 2,00 0,20 26  -1,60 0,60 34 080 0,60
2,68 1,40 10 -0,16 1,40 18 2,37 1,40 26 -1,18 1,30 34 092 1,30
219 -090 11 0,32 -0,90 19 2,81 -090 27 -049 -0,90 35 1,66  -0,90
-3,00 -020 11  -0,70 -0,20 19 1,80 -0,20 27  -2,00 -0,70 35 0,30 -0,70
280 -020 11  -040 -0,20 19 2,00 -020 27 -1,80 020 35 0,60 0,20
22,50 0,40 11 -0,20 0,40 19 2,20 0,40 27 -1,40 0,40 35 1,00 0,40
-2,37 0,90 11 0,16 0,90 19 2,68 0,90 27 -092 1,00 35 1,18 1,00
1,85 -1,20 12 064 -1,20 20 335 -1,20 28 024 -1,00 36 1,70 -1,00
277 060 12 -020 -0,60 20 2,00 -0,60 28 -1,50 -0,60 36 090 -0,60
250 -0,20 12 0,00 -0,20 20 230 -020 28 -130 -0,30 36 1,00 -0,30
22,40 0,80 12 0,10 0,80 20 2,60 0,80 28  -1,00 080 36 1,20 0,80
2,05 1,20 12 0,47 1,20 20 3,00 1,20 28 0,66 1,00 36 144 1,10
1,49 -0,40 13 1,36 -040 21  -1,94 -050 29  -0,07 -0,50 37 2,01  -0,50
220 -020 13 -020 -020 21  -38 -020 29 -1,10 -0,20 37 1,10 -0,20
2,00 -0,10 13 0,00 -0,10 21  -3,60 -0,10 29  -1,00 -0,10 37 1,30  -0,10
41,90 0,10 13 0,30 0,10 21  -340 0,10 20 -0,80 0,10 37 1,60 0,10
-1,74 0,60 13 0,79 0,60 21 -2,50 0,70 20 -0,39 0,70 37 1,71 0,70
-1,02 -080 14 1,93 -0,80 22 -1,74 -1,00 30 0,558 -1,00 38 2,62 -1,00
41,90 -050 14 0,10 -0,50 22  -3,00 -060 30 -120 -0,60 38 1,20  -0,60
-1,80 -0,30 14 040 -0,30 22 -270 -030 30 -090 -0,30 38 1,40 -0,30
41,60 0,20 14 080 020 22 240 0,60 30 -040 0,60 38 2,00 0,60
S1,42 1,40 14 1,11 1,40 22 224 1,30 30 -0,13 1,30 38 1,97 1,30
-0,98 -0,90 15 1,55 -0,90 23  -1,59 -0,90 31 0,57 -0,90 39 2,84 -0,90
41,80 -020 15 0,60 -020 23 -300 -0,70 31  -0,80 -0,70 39 1,20  -0,70
-1,60 -020 15 0,80 -0,20 23  -280 0,20 31 -050 0,20 39 1,80 0,20
21,40 0,40 15 1,00 0,40 23 2,50 0,40 31 -020 0,40 39 2,00 0,40
1,11 0,90 15 142 0,90 23 21,97 1,00 31 0,13 1,00 39 2,24 1,00
0,62 -1,20 16 2,02 -1,20 24  -1,34 -1,00 32 0,63 -1,00 40 2,88  -1,00
-1,30 -0,60 16 0,70 -0,60 24  -280 -0,60 32 -020 -0,60 40 1,60 -0,60
41,10 -020 16 1,00 -020 24  -260 -0,30 32 0,00 -0,30 40 1,70 -0,30
41,00 0,80 16 1,20 0,80 24 240 0,80 32 0,10 0,80 40 2,00 0,80
20,79 1,20 16 1,74 1,20 24 1,71 1,10 32 0,39 1,10 40 2,50 1,10

O 00 0 0 00 N N N 9 9 O O O o O Ot Ot Ot Ot O o R R R R W W W W WY NDN N R R = e
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Tabela D.3: Média das estimativas do parametro de média - modelo simétrico - 25% de itens comuns

N(p,0?) NAc(p, 0%, —0.7) NAc(p,0%,0.7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat.
Grupo 1
500 -0,953  -0,937  -1,037  -0,940 -0,948 -0,927  -1,031 -0,924  -0,963 -0917  -1,046  -0,903 -0,889  -0,986  -0,989  -0,980
(0,084)  (0,066) (0,054) (0,086) (0,065) (0,082) (0,034) (0,084) (0,057) (0,025) (0,057) (0,036) (0,085) (0,094) (0,029) (0,085)
2000 -0,942  -0,935 -1,015 -0,987  -0,935 -0,933  -1,005 -0,985 -0,940 -0,939 -1,016 -0,972 -0,912  -0,903 -0,982  -0,970
(0,016)  (0,069) (0,098) (0,074) (0,069) (0,045) (0,063) (0,023) (0,060) (0,091) (0,013) (0,049) (0,034) (0,069) (0,091) (0,019)
Grupo 3
500 0,974 0,905 1,047 0,977 0,988 0,933 1,054 0,984 0,888 0,960 0,977 0,906 0,918 0,907 1,014 0,939
(0,079)  (0,094) (0,074) (0,048) (0,015) (0,095) (0,017) (0,035) (0,061) (0,053) (0,081) (0,021) (0,016) (0,037) (0,094) (0,052)
2000 0,940 0,936 1,002 0,940 0,915 0,901 0,983 0,895 0,924 0,914 0,904 0,992 0,915 0,921 1,005 0,940
(0,021)  (0,055) (0,066) (0,087) (0,093) (0,064) (0,032) (0,058) (0,022) (0,011) (0,086) (0,038) (0,083) (0,029) (0,019) (0,045)

Tabela D.4: Média das

estimativas do parametro de variancia - mod. simétrico - 25% de itens comuns

N(p, 172) NA:(p, 0_2’ —0.7) NA:(p, 02$0‘7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat. 4 cat. 5 cat.
Grupo 1
500 0,833 0,827 0,796 0,775 0,765 0,899 0,781 0,774 0,920 0,890 0,897 0,845 0,863 0,894 0,885 0,806
(0,055)  (0,069) (0,022) (0,027) (0,029) (0,074) (0,073) (0,079) (0,094) (0,096) (0,018) (0,022) (0,055) (0,086) (0,011) (0,062)
2000 0,875 0,836 0,828 0,858 0,801 0,789 0,794 0,838 0,870 0,841 0,830 0,806 0,839 0,799 0,834 0,789
(0,026) (0,013) (0,097) (0,076) (0,049) (0,047) (0,083) (0,044) (0,092) (0,073) (0,051) (0,089) (0,099) (0,061) (0,067) (0,032)
Grupo 3
500 1,245 1,143 1,270 1,250 1,279 1,363 1,256 1,247 1,348 1,306 1,361 1,133 1,314 1,278 1,284 1,116
(0,022)  (0,041) (0,089) (0,065) (0,085) (0,059) (0,056) (0,074) (0,090) (0,072) (0,039) (0,073) (0,097) (0,015) (0,068) (0,027)
2000 1,253 1,284 1,224 1,263 1,257 1,287 1,270 1,273 1,308 1,278 1,264 1,249 1,210 1,296 1,288 1,202
(0,071)  (0,084) (0,059) (0,062) (0,055) (0,032) (0,023) (0,043) (0,027) (0,028) (0,046) (0,038) (0,085) (0,019) (0,045) (0,069)

Tabela D.5: Média das estimativas do parametro de média - modelo simétrico

- 50% de itens comuns

N(p, 0'2) NAc(p, 0'21_007) NAc(p, 0'2’0‘7) U(a,b)
Indiv. 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
4 cat. 5 cat. 4cat. 5 cat. 4 cat. 5cat. 4cat. b5cat. 4cat. S5cat. 4cat. 5cat. 4cat. 5cat. 4cat. 5 cat.
Grupo 1
500 -0,930 -0,9086 -1,036  -0,965 -0,886  -0,9863  -1,036 -1,079  -0,937 -0,899 -0,957  -0,961 -0,832  -0,959 -0,978  -0,908
(0,092) (0,028) (0,022) (0,051) (0,018) (0,094) (0,032) (0,052) (0,037) (0,077) (0,042) (0,043) (0,064) (0,015) (0,021) (0,069)
2000 -0,884 -0,876 -0,892 -0917  -0,881 -0,960 -0,997  -1,032 -0,894 -0,885 -1,007  -0,958 -0,850  -0,852 -0,976  -0,947
(0,086) (0,024) (0,025) (0,063) (0,089) (0,081) (0,023) (0,094) (0,063) (0,025) (0,083) (0,063) (0,067) (0,073) (0,014) (0,068)
Grupo 3
500 0,922 0,926 1,040 0,974 0,920 1,010 1,010 1,041 0,868 0,916 1,016 0,918 0,854 0,951 1,018 0,941
(0,081)  (0,058) (0,097) (0,091) (0,089) (0,077) (0,034) (0,043) (0,060) (0,038) (0,061) (0,047) (0,079) (0,041) (0,015) (0,073)
2000 0,893 0,875 0,861 0,955 0,867 0,942 0,942 1,017 0,881 0,853 0,981 0,946 0,875 0,870 0,981 0,945
(0,088)  (0,068) (0,011) (0,073) (0,045) (0,071) (0,081) (0,086) (0,038) (0,071) (0,081) (0,093) (0,071) (0,025) (0,027) (0,089)
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Tabela D.6: Distribuicao dos cursos por area do conhecimento

Artes

Biolégicas e satde

Humanas

Danga - Integral

Artes Visuais - Integral

Artes Cénicas - Integral

Comunicagao Social - Midialogia - Integral
Miisica - Composicao e Regéncia - Integral
Miisica - Intrumententos - Integral

Miisica Popular - Integral

Miisica - Licenciatura - Integral

Misica - Regéncia - Integral

Ciéncias Biolégicas - Integral
Odontologia - Integral
Enfermagem - Integral
Educagao Fisica - Integral
Educagao Fisica - Noturno
Ciéncias Biolégicas - Noturno
Fonoaudiologia - Integral
Farmacia - Integral

Ciéncias do Esporte - Integral

Nutrigao - Integral

Letras - Integral

Ciéncias Sociais - Integral
Ciéncias Econémicas - Integral
Lingiifstica - Integral

Histéria - Integral

Pedagogia - Integral

Filosofia - Integral

Pedagogia - Noturno

Ciéncias Sociais - Noturno
Ciéncias Econdmicas - Noturno
Licenciatura em Letras - Noturno
Estudos Literérios - Integral
Gestao do Agronegécio - Noturno
Gestao do Comércio Internacional - Noturno
Gestao de Empresas - Noturno

Gestao de Politicas Publicas - Noturno

Exatas e da terra

Medicina

Tecnolégicas

Estatistica - Integral

Quimica - Integral

Engenharia Agricola - Integral
Engenharia Quimica - Integral
Engenharia Mecanica - Integral
Engenharia Elétrica - Integral
Engenharia Civil - Integral
Engenharia de Alimentos - Integral
Licenciatura em Matematica - Noturno
Engenharia de Computacgao - Integral
Engenharia Quimica - Noturno
Fisica - Noturno

Engenharia Elétrica - Noturno
Ciéncia da Computacao - Noturno
Engenharia de Alimentos - Noturno
Arquitetura e Urbanismo - Noturno
Engenharia de Controle e Automacao

Quimica Tecnolégica - Noturno

Integrado em Mat., Fisica e Mat. Aplicada

Geologia - Integral

Geografia - Integral

Geografia - Noturno

Licenciatura Integrada Quimica/Fisica
Engenharia de Manufatura - Integral

Engenharia de Producao - Integral

Medicina - Integral

Tecnol. em Anélise e Desenvolvimento de Sistemas

Tecnol. da Construgao Civil - Noturno
Tecnol. em Anélise e Desenvolvimento de Sistemas
Tecnol. em Saneamento Ambiental
Tecnol. em Controle Ambiental

Tecnol. em Sistemas de Telecomunicagoes
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Graficos: Estudo de Simulacao e Analise de

Dados Reais

E.1 Estudo de replicagao - grupos miltiplos (p. 45)
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Figura E.1: REQM das estimativas dos tracos latentes com 50% de itens

comuns
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Graficos: Estudo de Simulacao e Analise de Dados Reais
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Figura E.2: REQM das estimativas dos parametros de discriminacdo com 50% de itens comuns
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Anexo |

Prova do vestibular da UNICAMP /2013

Apresentam-se em seguida as questoes referentes ao vestibular da UNICAMP do ano de 2013

(caderno de provas Q), utilizadas no Capitulo 6, reproduzido do site da COMVEST.

REDACAO E CONHECIMENTOS GERAIS

UNICANP

QUESTAO 18 QUESTAO 29

Escala, em cartografia, é a relagdo matematica entre as Entre os varios ions presentes em 200 mililitros de agua
dimensdes reais do objeto e a sua representagdo no de coco ha aproximadamente 320 mg de potassio, 40
mapa. Assim, em um mapa de escala 1:50.000, uma mg de calcio e 40 mg de sddio. Assim, ao beber agua
cidade que tem 4,5 Km de extensao entre seus de coco, uma pessoa ingere quantidades diferentes
extremos seréa representada com desses ions, que, em termos de massa, obedecem a

sequéncia: potassio>sodio=calcio. No entanto, se as

a) & e, quantidades ingeridas fossem expressas em mol, a
b) 90 cm. sequéncia seria:

b S avn. a) potassio>calcio=sodio.

d) 11 mm.

b) calcio=sodio>potassio.
c) potassio>sédio>calcio.

d) calcio>potassio>sédio.

Dados de massas molares em g/mol: célcio = 40,
potassio = 39 e soddio = 23.
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Prova do vestibular da UNICAMP /2013

UNICANP
QUESTAO 31

O carro elétrico € uma alternativa aos veiculos com
motor a combustao interna. Qual é a autonomia de um
carro elétrico que se desloca a 60 km/h, se a corrente
elétrica empregada nesta velocidade ¢ iguala 50 A e a
carga maxima armazenada em suas baterias é
q=75Ah?

a) 40,0 km.
b) 62,5 km.

c) 90,0 km.
d) 160,0 km.

QUESTAO 32

Para fins de registros de recordes mundiais, nas provas
de 100 metros rasos nao sao consideradas as marcas
em competicbes em que houver vento favoravel
(mesmo sentido do corredor) com velocidade superior a

2 m/s. Sabe-se que, com vento favoravel de 2 m/s, o
tempo necessario para a conclusao da prova é reduzido
em 0,1 s. Se um velocista realiza a provaem 10s sem
vento, qual seria sua velocidade se o vento fosse
favoravel com velocidade de 2 m/s ?

a) 8,0mf/s.
b) 9,9m/s.
c) 10,1 m/s.

d) 12,0m/s.

QUESTAO 33

Presséo parcial € a pressao que um gas pertencente a
uma mistura teria se 0 mesmo gas ocupasse sozinho
todo o volume disponivel. Na temperatura ambiente,
quando a umidade relativa do ar € de 100%, a pressao
parcial de vapor de &gua vale 3,0x10° Pa. Nesta
situag@o, qual seria a porcentagem de moléculas de
agua no ar?

a) 100%.
b) 97%.
c) 33%.
d) 3%.

Dados: a pressdo atmosférica vale 1,0x10° Pa.
Considere que o ar se comporta como um gas ideal.

QUESTAO 34

Um objeto €& disposto em frente a uma lente
convergente, conforme a figura abaixo. Os focos
principais da lente sao indicados com a letra F. Pode-se
afirmar que a imagem formada pela lente

lente

1cm

1cm

objeto

a) éreal, invertida e mede 4 cm.
b) é virtual, direta e fica a 6 cm da lente.
c) ereal, direta e mede 2 cm.

d) eéreal, invertida e fica a 3 cm da lente.

QUESTAO 35

Muitos carros possuem um sistema de seguranca para
0s passageiros chamado airbag. Este sistema consiste
em uma bolsa de plastico que é rapidamente inflada
quando o carro sofre uma desaceleragdo brusca,
interpondo-se entre o passageiro e o painel do veiculo.
Em uma coliséo, a fungdo do airbag é
a) aumentar o intervalo de tempo de colisédo entre o
passageiro e o carro, reduzindo assim a forca
recebida pelo passageiro.

b) aumentar a variagho de momento linear do
passageiro durante a colisdo, reduzindo assim a
forca recebida pelo passageiro.

c) diminuir o intervalo de tempo de colisdo entre o
passageiro e o carro, reduzindo assim a forca
recebida pelo passageiro.

d) diminuir o impulso recebido pelo passageiro devido
ao choque, reduzindo assim a forga recebida pelo
passageiro.
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UNICAMP
QUESTAO 36

Um aerogerador, que converte energia edlica em elétrica, tem uma hélice como a representada na figura abaixo. A
massa do sistema que gira € M =50 toneladas, e a distancia do eixo ao ponto P, chamada de raio de giragéo, &

R =10 m. A energia cinética do gerador com a hélice em movimento ¢ dada por E :%MVPZ, sendo V, o modulo da
velocidade do ponto P . Se o periodo de rotagdo da hélice é igual a 2 s, qual é a energia cinética do gerador? Considere

=3,

v,

5 D
a) 6,250 x 10°J. R

b) 2,250 x 10" J.
c) 5,625x 10" J.

d) 9,000 x 107 J.

QUESTAO 37

A figura abaixo mostra a precipitacéo pluviométrica em milimetros por dia (mm/dia) durante o ultimo verdo em Campinas.
Se a precipitagdo ultrapassar 30 mm/dia, ha um determinado risco de alagamentos na regido. De acordo com o grafico,
quantos dias Campinas teve este risco de alagamento? (Fonte: http://www.agritempo.gov.br/agroclima/plotpesq. Acessado em

10/10/2012.)
711 T
P 636 |
r
e 56.1 |
fas6 L
P41l ]
{ 337 1
2262 ]
§ 18.7 |
°11.21 ‘
22/12  03/01 15/01 27/01 08/02 20/02 03/03 15/03
Dia
a) 2 dias.
b) 4 dias.
c) 6 dias.
d) 10 dias.
QUESTAO 38

Para repor o teor de sodio no corpo humano, o individuo deve ingerir aproximadamente 500 mg de sodio por dia.
Considere que determinado refrigerante de 350 ml contém 35 mg de sédio. Ingerindo-se 1.500 ml desse refrigerante em
um dia, qual é a porcentagem de sédio consumida em relagéo as necessidades diarias?

a) 45%.
b) 60%.
c) 15%.
d) 30%.
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UNICANMP
QUESTAO 39

Um automoével foi anunciado com um financiamento
“taxa zero” por R$ 24.000,00 (vinte e quatro mil reais),
que poderiam ser pagos em doze parcelas iguais e sem
entrada. Para efetivar a compra parcelada, no entanto, o
consumidor precisaria pagar R$ 720,00 (setecentos e
vinte reais) para cobrir despesas do cadastro. Dessa
forma, em relagdo ao valor anunciado, o comprador
pagara um acréscimo

a) inferior a 2,5%.

b) entre 2,5% e 3,5%.
c) entre 3,5% e 4,5%.
d) superior a 4,5%.

QUESTAO 40

Ao decolar, um avido deixa o solo com um angulo
constante de 15°. A 3,8 km da cabeceira da pista existe
um morro ingreme. A figura abaixo ilustra a decolagem,
fora de escala.

Aeroporto _k;_.,;:;--"
- _,ﬁ;—i 5o
I

ol
1

3,8 km

Podemos concluir que o avido ultrapassa o morro a uma
altura, a partir da sua base, de

a) 3,8tan (15°) km.
b) 3,8 sen (15°) km.
c) 3,8cos (15°) km.
d) 3,8sec(15°) km.

QUESTAO 41

Uma barra cilindrica € aquecida a uma temperatura de
740 °C. Em seguida, € exposta a uma corrente de ar a
40 °C. Sabe-se que a temperatura no centro do cilindro
varia de acordo com a fungao

T(t) = (Ty — Tyg) X 107712 4+ T,

sendo t o tempo em minutos, T, a temperatura inicial e
T,z a temperatura do ar. Com essa fungao, concluimos
que o tempo requerido para que a temperatura no
centro atinja 140° C é dado pela seguinte expresséo,
com o log na base 10:

a) 12[log(7)-1]minutos.
b) 12[1-log(7)] minutos.

c) 12log(7) minutos.
d) [I-log(7)]/12 minutos.

QUESTAO 42

Na figura abaixo, ABC e BDE s&o triangulos isésceles
semelhantes de bases 2a e a, respectivamente, e o
angulo CAB = 30°. Portanto, o comprimento do
segmento CE é:

A D
2a B a
5
a) a ;
8
b) a .
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QUESTAO 43

Para acomodar a crescente quantidade de veiculos,
estuda-se mudar as placas, atualmente com trés letras
e quatro algarismos numéricos, para quatro letras e trés
algarismos numeéricos, como esta ilustrado abaixo.

ABCD 123 j

Considere o alfabeto com 26 letras e os algarismos de 0
a 9. O aumento obtido com essa modificacdo em
relacdo ao numero maximo de placas em vigor seria

ABC 1234

a) inferior ao dobro.
b) superior ao dobro e inferior ao triplo.
c) superior ao triplo e inferior ao quadruplo.

d) mais que o quadruplo.

QUESTAO 44

A embalagem de certo produto alimenticio, em formato
de cilindro circular, sera alterada para acomodar um
novo roétulo com informagdes nutricionais mais
completas. Mantendo o mesmo volume da embalagem,
a sua area lateral precisa ser aumentada. Porém, por
restricoes de custo do material utilizado, este aumento
da area lateral ndo deve ultrapassar 25%. Sejamr e h o
raio e a altura da embalagem original, e R e H o raio e a
altura da embalagem alterada. Nessas condigdes
podemos afirmar que:

|

S
\Y
NI

o)}

H
e — <
h

|

UNICANP
QUESTAO 45

Em um aparelho experimental, um feixe laser emitido no
ponto P reflete internamente trés vezes e chega ao
ponto Q, percorrendo o trajeto PFGHQ. Na figura
abaixo, considere que o comprimento do segmento PB
€ de 6 cm, o do lado AB ¢é de 3 cm, o poligono ABPQ &
um retangulo e os angulos de incidéncia e reflexdo séo
congruentes, como se indica em cada ponto da reflexdo
interna. Qual é a distancia total percorrida pelo feixe
luminoso no trajeto PFGHQ?
B H P

a) 12cm.
b) 15cm.
c) 16cm.
d) 18cm.

QUESTAO 46

Sejam r, s e t as raizes do polindmio
b 3
p(x) = x3+ ax? + bx + (E) ,
em que a e b sao constantes reais nao nulas. Se
s?=rt,entdoasomader+téigual a

a)§+a.

Ferreira, E. V.
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UNICANP

QUESTAO 47

O segmento AB é o didmetro de um semicirculo e a
base de um tridngulo isésceles ABC, conforme a figura
abaixo.

C

Denotando as areas das regides semicircular e
triangular, respectivamente, por S(¢) e T(¢), podemos
afirmar que a razédo S(¢)/T(¢), quando ¢ =m/2
radianos, é

a) m/2.
b) 2m.

c) T.

d) m/4.

QUESTAO 48

Chamamos de unidade imaginaria e denotamos por i o
numero complexo tal que i? = —1.
Entdao i®+i' +i? +i% + -+ i2°13 vale

a) 0.
b) 1
c) i
d) 1+i.
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