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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade modelar a Influenza A(HIN1). Utilizando equagoes
diferenciais e fundamentando-se nos aspectos biologicos do processo contagioso, obte-
mos um sistema dinamico. A evolucao da doenga dentro de uma populacao considerada
constante é analisada através dos pontos de equilibrio trivial e nao trivial do sistema
e suas estabilidades. Neste contexto devemos destacar o conceito de niimero de repro-
dutibilidade basal (Rp) , que é o ntiimero de novos casos de infecgdo gerados por um
individuos infectados quando introduzido em uma populacao totalmente suscetivel. Se
esse numero for menor que um a doenga serd erradicada e se for maior que um a doenca

serd endémica.

Palavras-chave: Influenza A (HIN1), nimero de reprodutibilidade basal.
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ABSTRACT

This study aims to model the Influenza A (HIN1). Using differential equations, and
based on the biological aspects of the infectious process, we obtain a dynamic system.
The evolution of the disease within a population, considered constant, was examined
through the trivial and nontrivial equilibrium points of the system, and their stabilities.
In this context we emphasize the concept of basic reproduction number (Ry), which
is the number of new cases of infection generated by one infected individual when
introduced into a totally susceptible population. When this number is less than one
the disease should be eradicated, but the disease will be able to spread ina a population

if this number is greater than one.

Keywords: Influenza A (HIN1), basic reproduction number.
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INTRODUCAO

As doencas infecciosas sempre assolaram a humanidade e foram responséaveis por pro-
vocar inumeras mortes, como por exemplo, a peste negra que dizimou um quarto da
populagao européia no sec. XIV. E novas doencas tém surgido num ritmo alarmante
desde 1970, conforme dados da Organizagdo Mundial da Satde (OMS).

A OMS, em seu relatério de 2007 [10], alertava que: “as doencas infecciosas estao
surgindo e se espalhando mais rapido pelo planeta, além de estarem mais dificeis de
tratar”, “um surto ou uma epidemia em uma parte do mundo estd a apenas horas de
se tornar uma ameaga iminente em outro lugar” e que em pouco tempo poderemos ter
um “grande flagelo, como a AIDS, a SARS, ou EBOLA, capaz de matar milhares de
pessoas”.

O surto de influenza, inicialmente denominada gripe suina, originou-se no México
em marco de 2009 e espalhou por mais de 80 paises. Em todo mundo foram confirmados,
em laboratério, mais de 399.232 casos de influenza pandémica A(HIN1) e, 4735 mortes
foram comunicadas a Organizacao Mundial de Saide (OMS) até 11 de Outubro 2009
[14].

Existem relatos que a primeira pandemina de influenza, ocorrida em 1580, teve
inicio na Europa e se espalhou pela Asia e Africa através das rotas comerciais. Desde
entao pelo menos seis pandemias foram identificadas no século 19. Posteriormente, no

século 20, ocorreram trés pandemias de gripe:

e a gripe espanhola de 1918, causada por uma cepa aviaria HIN1, que fez mais de 20

milhoes de vitimas fatais em todo o mundo. No Brasil, 300 mil pessoas morreram
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em decorréncia dessa gripe, inclusive Rodrigues Alves, na época presidente da

Republica;

e a gripe asiatica de 1957, surgiu no sudoeste do continente, devida a uma mudanca
antigénica do virus. FEla chegou as Américas pela Califérnia, mas a Asia foi
o continente mais devastado por esta gripe, tendo as criangas como principais

vitimas; e

e a gripe de Hong Kong de 1968, originada por um novo tipo de virus, que dife-

rentemente das outras pandemias mudava gradativamente, e nao de forma brusca.

E evidente, diante destes fatos, a necessidade de uma melhor compreensao do com-
portamento das doencas, especialmente quanto a forma de transmissao. E foi justa-
mente a busca de uma melhor compreensao da propagacao das doengas que fez com
que se desenvolvesse a epidemiologia matematica.

Em 30 de abril de 1760 o matemaético suico Daniel Bernoulli apresentou um artigo
a Real Academia de Ciéncias em Paris, em que, aparentemente pela primeira vez, um
modelo matematico foi usado para estudar a dinamica populacional de uma doenca
infecciosa. Bernoulli estava especialmente preocupado em investigar a mortalidade
causada pela variola e avaliar as vantagens e os riscos associados com a inoculagao
preventiva (ou variola¢do), uma técnica controversa, que antes da descoberta da va-
cinacao, atraia muita atencao. Em sua discussao matematica, Bernoulli formulou e
resolveu relevantes equacoes diferenciais [1].

Entretanto, um progresso real em epidemiologia nao foi conseguido até o século 19.
O espetacular aumento da ciéncia bacterioldgica, na segunda metade do referido século,
deveu-se as pesquisas de Pasteur e Koch, e foi talvez a caracteristica mais marcante do
inicio da realizacao cientifica moderna neste campo [1].

A epidemiologia matematica utiliza equagoes diferenciais para criar modelos que
descrevam uma moléstia. E para que os modelos se aproximem da realidade é necessario
que eles se baseiem em aspectos biolégicos do processo contagioso.

Os modelos matematicos tornaram-se ferramentas importantes na analise da pro-
pagacao e do controle de doencas infecciosas. O processo de formulagao do modelo
esclarece hipdteses, variaveis e parametros, além disso, os modelos interpretam resul-
tados tedricos, tais como valores limiares, nimeros bésicos de reproducao e nimeros

de contatos [11].
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Este trabalho tem por objetivo propor a modelagem matemaética da dinamica da in-
fluenza A(HIN1), e serd desenvolvido da seguinte forma: no capitulo 1 serd abordado
a biologia da influenza A(HIN1), descrevendo sua forma de transmissdo, sintomas,
tratamento, controle, cuidados especiais, etc. No capitulo 2 desenvolveremos a mode-
lagem matematica utilizando os modelos compartimentais para descrever os métodos
de controle, vacinagao, quarentena e isolamento. No capitulo 3 faremos simulacoes
numéricas e procederemos com uma discussao sobre os resultados obtidos e por fim,

uma conclusao.



CAPITULO 1

BIOLOGIA DA INFLUENZA DO
TIPO A(H1N1)

O virus da gripe pertence a familia dos Ortomixovirus, possuindo diametro de 80 a
120 nanometros . Sao virus RNA de hélice unica e estao subdividos em trés tipos
conforme a diversidade antigénica: A, B e C. Os tipos A e B sdo os mais transmissiveis
e mutaveis, principalmente o tipo A.

Os virus influenza do tipo B infectam somente os seres humanos e os do tipo C
infectam humanos e suinos. J4 os virus influenza A podem ser encontrados em varias
espécies de animais, como suinos, cavalos, mamiferos marinhos e aves, além dos seres
humanos. Uma forma natural de disseminacao do virus pelo planeta ocorre pelas aves
migratorias.

Os virus da influenza A recebem uma classificacao de acordo com as proteinas que
se encontram em sua superficie. Essas proteinas sdo a hemaglutinina (H), uma proteina
que se situa na camada mais externa do virus, capaz de reconhecer e se ligar as células e
aglutinar hemacias. Ela ¢é responsavel por reconhecer e ligar o virus as células do nosso
sistema respiratério. A neuraminidase (N), que facilita a saida das particulas virais
do interior das células. Existem trés subtipos de hemaglutinina (H1, H2 e H3) e dois
subtipos de neuraminidases (N1 e N2) imunologicamente distintos nos virus influenza

A humanos.
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A influenza é uma doenca respiratdria que se transmite através de goticulas que sao
expelidas por um individuo doente ao falar, espirrar e tossir. Em surtos, ha evidéncias
de disseminacao aérea por goticulas em aerossol. Uma outra forma de contégio é o
contato direto ou indireto com secre¢oes nasofaringeanas. A forma mais comum de
transmissao € a de pessoa para pessoa, mas as vezes ocorre a transmissao direta do

virus de aves e suinos para o homem [2].

1.1 O Virus A(H1N1)

Figura 1.1: Virus influenza A(HIN1)

O virus da influenza A é denominado A/California/04/2009(H1N1), nomenclatura
que inclui o tipo de influenza, local inicial do isolamento, designacao da cepa e o ano do
isolamento. Sua historia pode ser tracada a partir de 1918, quando um virus, que hoje
se acredita ser de origem aviaria, conseguiu superar a complexa barreira das espécies
para infectar os humanos. Desse modo comegou uma pandemia de gripe maior que
qualquer outra da histéria das gripes.

Durante a segunda e mais grave onda de doencas humanas de 1918, rebanhos de
suinos foram infectados com uma doenga respiratoria de gravidade semelhante. Robert
Shope, um veterinario, determinou que um virus foi o agente causador da doenca suina
e supos que ele estava intimamente relacionado com a cepa da pandemia humana
de influenza de 1918. Seu trabalho com ratos e outros estudos subsequentes deram
suporte a sua tese. Depois disso, os virus da influenza humana e suina divergiram
antigenicamente de forma répida[13].

Em 1957, o virus influenza A(H1IN1) foi substituido por uma nova estirpe, desig-
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nada H2N2, que combinava material genético de seu antecessor e um virus da gripe
avidria. Em 1976 houve um surto de influenza A(HIN1) entre 230 soldados do exército
americano no Fort Dix, que fez uma vitima fatal. O virus nao atingiu a populacao
civil. Um ano mais tarde, outra cepa A(HIN1) surgiu na China, contaminando predo-
minantemente os jovens, causando sintomas leves. Acredita-se que o virus tenha sido
liberado de forma nao intencional de um laboratério.

Desde 1977, o virus influenza A(HIN1) tem contribuido persistentemente para
epidemias sazonais ao lado do subtipo H3N2, frequentemente mais dominante. Em
1988, um novo virus triplamente recombinado foi identificado na populacao de suinos
da América do Norte; ele continha 5 segmentos de genes do classico virus influenza
A(HINT) suino norte americano com polimerase de segmentos de genes de aves e hu-
manos.

O primeiro relato de uma infeccdo humana com este virus de recombinacao tripla
foi feito no final de 2005. O infectado era um adolescente de 17 anos de idade, do
sexo masculino, que se recuperou da doenga, bem como os pacientes dos dez casos
subsequentes relatados ao Centers for Disease Control and Prevention (CDC) antes
de fevereiro de 2009 . Praticamente todos os pacientes tiveram contatos com porcos.
Embora nao tenham ocorrido fatalidades, alguns pacientes tiveram uma incomum e
severa infecgao do trato respiratério inferior e diarréia [13].

O virus influenza A(H1NT) 2009 é derivado de um rearranjo de 6 segmentos de genes
de um recombinante triplo do virus de origem suino e 2 segmentos de gene da linhagem
do virus suino da influenza A(HIN1) da Europa e da Asia [13]. Os c6digos de segmentos
do complexo da polimerase, hemaglutinina, proteina nuclear e proteinas nao-estruturais
mostram alta similaridade com os virus suinos influenza A(H1N2) isolados na América
do Norte em 1990. Os codigos de segmentos da neuraminidase e as proteinas da matriz
do novo virus influenza A(HIN1) sdo, contudo, relativamente diferentes dos virus suinos
isolados na Europa no inicio de 1990 [14].

O virus nao é contraido ao se consumir carne de porco, e sim por via aérea. Ele é
transmitido de pessoa para pessoa e tem maior transmissibilidade que o virus influenza
sazonal. Nos seres humanos, a influeza A(H1N1) apresenta sintomas semelhantes aos da
gripe comum, ou seja, febre, tosse, dor de garganta, nariz escorrendo, dores musculares,
cefaléia intensa; no entanto, uma consideravel parcela de pacientes apresentou vomitos

ou diarréia, o que é incomum nas influenzas sazonais.
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Dado que estes sintomas nao sao especificamente da influenza A(HIN1), no inicio
da pandemia os médicos foram aconselhados a considerar a influenza A no diagndstico
de pacientes com doenca respiratéria aguda e febril que haviam retornado do México
ou que tiveram contato com pessoas com confirmagao da gripe A.

Os adultos infectados pelo virus influenza A(HIN1) podem dissemind-los por sete
dias apds o aparecimento dos sintomas e criangas de dois dias antes até catorze dias
ap6s o inicio dos sintomas[3]. Os pacientes com maior risco de complicagoes graves
da gripe A(HIN1) incluem o grupo com maior vulnerabilidade & influenza sazonal: as
criancas menores de 5 anos, adultos com mais de 65 anos de idade e criancas e adultos

de quaisquer idades com doencas cronicas e as mulheres gravidas.

1.2 Diagnéstico da influenza tipo A(H1N1)

Durante surtos de doencas infecciosas emergentes, diagndsticos rapidos e precisos sao
fundamentais para minimizar a propagacao através de uma pronta implementacao de
vacinas adequadas, tratamento e profilaxia antiviral, quando disponiveis, e outras me-
didas de satde publica [14].

Uma série de diferentes testes de diagnodstico laboratorial pode ser utilizada para
detectar a presenca do virus em amostras respiratorias, incluindo o teste de deteccao
direta de antigeno, isolamento do virus em cultura celular ou a deteccao de RNA
influenza-especifica (Real-Time RT-PCR)[14].

Os testes de deteccao de antigeno, também conhecido como teste de diagnéstico
rapido de gripe, detecta antigenos virais em amostras clinicas. Este teste de diagndstico
rapido de gripe pode apresentar resultados dentro de 30 minutos ou menos. Assim os
resultados ficam disponiveis em um periodo de tempo clinicamente relevante.

A metodologia de Imunofluorescéncia Indireta (IFI) para esse novo subtipo de In-
fluenza A(HIN1) nao é recomendada[5].

1.3 Coleta de amostras

Virios tipos de amostras respiratorias podem ser utilizadas para o teste da influenza.
As amostras devem ser coletadas dentro dos primeiros 4 dias da doenga. Resultados de

testes sorolégicos para a gripe humana baseados em uma tnica amostra nao sao inter-
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pretaveis e nem recomendados. Todas as amostras respiratérias devem ser mantidas a
4 ° C, por nao mais de 72 horas, até a realizacao do teste, sendo que o ideal é que elas
sejam testadas dentro das primeiras 24 horas apds a coleta. Se for necessario fazer o
armazenamento por mais de 72 horas as amostras devem ser mantidas a -70 ° C [14].
Especificamente no Brasil as recomendacoes oficias para a coleta de amostras sao as

seguintes:

e Coletar 3 swabs! (da orofaringe e das narinas direita e esquerda), nos primeiros
7 dias apds aparecimentos dos sintomas. Os trés swabs no mesmo tubo, com no
maximo 3 ml de salina fisioldgica estéril, lacrar e identificar adequadamente o

tubo; e

e Os swabs a serem usados devem ser de rayon, estéreis, tamponados, com a haste
de plastico. Swabs com haste de madeira e/ou com alginato de célcio nao devem

ser utilizados.

O Ministério da Saude nao recomenda a coleta de sangue e outras amostras clinicas
para o diagnostico. Amostras de sangue e outras amostras clinicas deverao ser utiliza-
das apenas para monitoramento da evolugao clinica do paciente e/ou para realizagao

de diagnoéstico diferencial, conforme hipdteses elencadas pelo médico do Hospital de
Referéncia [12].

1.4 Tratamento

Duas classes de medicamentos antivirais estao disponiveis para o tratamento da in-
fluenza sazonal humana: os inibidores neuraminidase (oseltamivir e zanamivir) e os
adamantanes (amantadina e rimantadina). Durante o periodo da influenza em 2008-
2009, quase todos os virus influenza humanos A(HIN1) circulantes nos Estados Unidos
eram resistentes ao oseltamivir. Entretanto, andlises genéticas e fenotipicas indicam
que o virus A(HINT) 2009 é suscetivel ao oseltamivir e ao zanamivir, mas resistente
aos adamantanes [14].

O Centers for Disease Control and Prevention (CDC), Atlanta, GA, E.U.A. reco-

mendou que, dada a gravidade da doenca observada em alguns pacientes com a gripe

1Swab é uma espécie de cotonete esterelizado.
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A(HIN1), a terapia com inibidores da neuraminidase deve ser priorizada para paci-
entes internados com suspeita ou confirmacao de infeccao pelo virus HIN1 e para os
pacientes com alto risco de complicacao de influenza sazonal [14].

No Brasil, o Ministério da Satide recomenda o medicamento Oseltamivir para o
tratamento de infec¢do humana pelo virus da Influenza A(HIN1) somente para os
casos que se enquadrarem nas definicoes de caso suspeito, provavel ou confirmado,
desde que tenham idade igual ou superior a 1 ano. No entanto, o Oseltamivir nao é
recomendado para fins de profilaxia.

O medicamento deve comecar a ser ministrado no maximo até 48 horas a partir da
data de inicio dos sintomas. A recomendagao é de 75 mg/2x ao dia por 5 dias para
individuos com idade superior a 1 ano. Para criancas com menos de 40kg, as doses

variam de acordo com o peso. A especificacao é dada pela tabela (1.1).

Peso Dose Frequéncia

Menos de 15 kg | 30 mg | Duas vezes ao dia

De 15 a 23 kg | 45 mg | Duas vezes ao dia

De 23 a 40 kg | 60 mg | Duas vezes ao dia

Acima de 40 kg | 75 mg | Duas vezes ao dia

Tabela 1.1: Dosagem de Oseltamivir.

Pode ocorrer uma reducao da absorcao oral do Oseltamivir em pacientes com sinto-
mas gastrointestinais graves, porém nao ha nenhuma evidéncia para sugerir o aumento
da dose ou do periodo de utilizacao do antiviral. Para os pacientes que vomitam até

uma hora apéds a ingestao do medicamento, pode ser dada uma dose adicional de 75mg
[4].

1.5 Medidas de prevencao e controle

De acordo com o Ministério da Saude as medidas de controle a serem adotadas no

Brasil para reduzir o risco de transmissao na populagao, sao:

e Higienizar as maos com agua e sabonete apds: tossir ou espirrar, usar o banheiro,

antes das refeicoes e de tocar os olhos, boca e nariz;
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e Evitar tocar os olhos, nariz ou boca apds contato com superficies;

e Proteger com lengos (preferencialmente descartaveis a cada uso) a boca e nariz

ao tossir ou espirrar, para evitar disseminacao de aerossois;

e Evitar entrar em contato com outras pessoas suscetiveis. Caso nao seja possivel,

usar mascaras cirurgicas;

e Evitar aglomeragoes e ambientes fechados (devem-se manter os ambientes venti-
lados);

e Ficar em repouso, utilizar alimentacao balanceada e aumentar a ingestao de

liquidos.

1.6 A influenza A(H1N1) no Brasil

No dia 29 de abril de 2009 a Organizacao Mundial de Satide (OMS) alertou para o risco
de uma iminente pandemia de gripe suina. O Ministro da Saude, José Gomes Tem-
porao, naquela oportunidade, garantiu que o Brasil estava preparado para enfrentar a
doenca. Ele declarou que “Seria uma irresponsabilidade dizer que ela (gripe suina) nao
vai chegar ao Brasil. Estamos preparados para impedir que ela chegue. E, se chegar,
para enfrentar com capacidade técnica e resolutividade essa situacao”.

O ministro disse ainda que “O pais estd preparado para enfrentar essa situacao.
Temos um plano de contigéncia estruturado desde 2005, temos um sistema de vigilancia
funcionando, estamos redobrando o trabalho nos portos e aeroportos de todo o Brasil,
temos medicamentos suficientes estocados para mais de 9 milhoes de tratamentos,
temos uma rede de 52 hospitais prontos e preparados para atender os casos suspeitos”?.

No dia 07 de maio de 2009, em um pronunciamento o ministro da Satide confirmou
que o Brasil tinha quatro casos de pessoas infectadas pelo A(HIN1). Ele declarou,“O
governo estda com a situagao sob o controle”. “Todos os casos foram importados, e nao

existem evidéncias de que foram contaminadas outras pessoas no pais, ou seja, o virus

2TEMPORAO diz que Brasil estd preparado para combater gripe suina. Diario de Cuiaba On-
line, Cuiabd, 27 abr. 2009. Disponivel em:<http://www.diariodecuiaba.com.br/detalhe.php?cod=
345227f>. Acesso em: 10 ago. 2009.
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nao circula no Brasil”3.

O virus influenza A(HIN1) chegou ao Brasil. Nem o estoque para 9 milhdes de

tratamentos e a rede de 52 hospitais foram suficientes para combateé-lo.

O Brasil

estd entre os pafses com maior nimero de mortes por influenza A(HIN1) no mundo.

Vejamos a tabela (1.2).

Influenza A(HIN1) | Taxa de Mortalidade
vk % (100.000hab)
SP | 327 36,4 0,79
PR | 222 24,7 2,08
RS | 148 16,5 1,36
RJ 84 9,3 0,52
SC | 48 5,3 0,78
MG | 24 2.7 0,12
GO | 20 2.2 0,34
MS | 7 0.8 0,30
AM | 2 0,2 0,06
RR | 2 0,2 0,47
PA | 2 0,2 0,03
PB | 2 0,2 0,05
ES 2 0,2 0,06
MT 2 0,2 0,07
DF | 2 0,2 0,08
RO | 1 0,1 0,07
AC 1 0,1 0,14
RN 1 0,1 0,03
PE | 1 0,1 0,01
BA | 1 0,1 0,01

Brasil | 899 100 0,47

Tabela 1.2: mortes no Brasil por Influenza A(HIN1)

3SBRASIL. Ministério da Sadde. Pronunciamento do ministro da Satide, José Gomes Tempordo.

Disponivel em:<http://portal.saude.gov.br/portal/arquivos/pdf/pronunciamento_ministro_influenza.
pdf, maio 2009.>. Acesso em: 18 set. 2009.
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Os dados na tabela (1.2) fornecem o nimero de mortes por influenza A(HIN1) nos
estados brasileiros e no Distrito Federal até o dia 16 de setembro de 2009 de acordo

com boletim do Ministério da Satde *.

Passaremos agora a modelagem matematica da influenza A(HIN1) utilizando o

modelo compartimental SIR.

4BRASIL. Ministério da Satide.  Situacdo epidemiolégica da nova influenza A(HIN1) no
Brasil, até semana epidemiolégica 36 de 2009, set.  2009. Disponivel em:<http://portal.
saude.gov.br/portal /arquivos/pdf/informe_influenza_se_36.pdf>. Acesso em: 17 out. 2009



CAPITULO 2

MODELAGEM MATEMATICA
DA INFLUENZA A(H1N1)

Baseado na biologia do capitulo anterior, faremos a descri¢ao do processo de modelagem
da influenza A(HIN1), usando para isso um modelo simples, do tipo SIR, que foi
proposto por Kermack e Mckendrick (1927). Este modelo é o que se denomina do
tipo compartimentado, e divide a populagao total (N) em trés estados: suscetiveis,
infectados e recuperados.

Os individuos suscetiveis sao aqueles que ainda nao tiveram contato com o virus.
Os infectados, aqueles que contrairam o virus e, pela resposta imunoldgica, eliminam
os agentes invasores; esta fase ¢ denominada periodo de recuperagao ou infeccao, sendo
este tempo expresso por 71, onde 7 representa a taxa de recuperacio. E os recuperados
sao as pessoas que se livraram do virus e se tornaram imunes. Na classe dos recuperados
também sao incluidos os suscetiveis que, por meio da vacinacao, adquiriram imunidade.

Neste modelo verifica-se que nao é considerada a fase latente, ou seja, a classe dos
expostos. Isto se deve ao fato de admitirmos que a taxa de incubagao o é muita elevada,
fazendo com que o perfodo de incubacao o~ ! seja infimo.

O modelo considera uma taxa de contato per capita 3 constante, isto é, nao se
considera qualquer tipo de heterogeneidade na forma de contato entre os individuos.

Dado que a populagao (N) se mantém constante, temos a taxa de contato total, que é

13
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expressa por 3 = N. A taxa de contato total deve ser entendida como a mensuracio
de todas as formas de contatos entre individuos suscetiveis e infectados que resultem
em transmissao do virus.

Com relagao a populagao humana, definimos: taxa de mortalidade natural p, taxa
de natalidade 7, taxa de vacinacao v e a taxa de mortalidade adicional a;, que mede a
frequeéncia de ébitos devidos a doenga, em relacao ao total de contaminados.

O modelo sera baseado nas taxas de transferéncias de individuos entre os trés com-

partimentos. Podemos, a partir do esquema representado na figura (2.1), obter o

v
Figura 2.1: Diagrama de Fluxo.

sistema de equacoes diferenciais

= m—uS—p'SI—vSsS
I = B'SI—pul—al —~I (2.1)
? = ~I—pR+vS.
Vamos explicitar como o sistema foi obtido. Para isto, tomemos como exemplo a
primeira equagao. A variagdo na classe dos suscetiveis (S) deve levar em consideracao
a contribuicao positiva dos recém nascidos. Por outro lado, este compartimento perde
uma fracdo, que se torna infectada (3 SI), outra que se torna imunizada (v.S) e ha

ainda, a perda pela mortalidade natural (u5).

A populagao total é formada pela soma dos trés compartimentos, isto é,
N=S+1+R, (2.2)
e derivando a equagao (2.2), obtemos

N=S+I1+R.
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Somando as trés equagoes de (2.1), membro a membro, temos que

S+I+R = 7—puS—p3SI—vS+FSI—pul —al —~I+~I—puR+vS
N = 7T—|—(6/SI—BIS]>+(VS—VS)+(7]—7])—NM—QI
N = 7—Nu—al,

como a populacao se mantém constante, sua taxa de variacao é zero, ou seja,

N=0=m—uN —al,
de onde segue que
™= uN + al.

Vamos, agora, substituir o valor de 7 no sistema (2.1) e dividir todas as equagoes

por N, assim, obtemos o sistema

s af _ pS _ B'SI _ uS

N P+N— RN N N

1 gISt _ pl ol Al

N N N NN (2:3)

R _ ol _ pR 4 us

N — N N TN
onde %, % e %, sao, respectivamente, fracoes de individuos suscetiveis, infectantes e
recuperados, sendo representadas por s, ¢ e 7. Ao derivarmos as seguintes igualdades:
s = %, 1= % er = %, obtemos, respectivamente, s = %, 1= % r = %, e temos
s+i+r=1

Substituindo as fracoes definidas, e utilizando a relacao ' = %, o sistema de

equagoes (2.3) assume a forma

$ = p+ai—ps—Psi—vs

-. S (2.4)

1 = [st— pui— ot — i,

onde a fracao de individuos recuperados foi desacoplada do sistema, pois é dada por
r=1—s—u.

A incidéncia percapita, também chamada de forca de infeccao, pode ser escrita
como

\ = i, (2.5)

onde f = N é a taxa de contato total da comunidade. No sistema (2.4), nés nao
usaremos a fracao de individuos infectantes, e sim a forca de infeccao, que esté rela-

cionada com a fragao dos individuos infectantes. Multiplicando a segunda equagao do
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sistema (2.4) por § ficamos com

{ 5 = p+ai—pus—pPsi—vs
Bi = PBBsi— Bui— Bai— Bi,

e usando a relacao (2.5) obtemos

(.é = u—l—oz%—,us—)\s—us (2.6)
A = [BsA—pA—ak—A\
Agora, como i = %, temos
7“—1—3—é
5

O sistema de equagoes (2.6) é usado para estudar a transmissao de influenza

A(HIN1). Obteremos os pontos de equilibrio e analisaremos a estabilidade deles.

2.1 Evolucao da infeccao sem vacinacao

Determinam-se os pontos de equilibrio e estuda-se a estabilidade desses pontos.

2.1.1 Pontos de equilibrio

Primeiro estudaremos o sistema de equagbes (2.6) sem nenhum controle, impondo
v = 0. O objetivo deste estudo é analisar o comportamento do sistema prévio a
introdugao de mecanismos de controle. Os pontos de equilibrio sao obtidos quando no

sistema (2.6) se impde § = 0 e A = 0. Dessa forma, obtemos

{ u+a%—(u+)\)s - 27)

BsA—(p+a+y)A =

Se A for igual a zero, pela primeira equacao do sistema (2.7), temos que s = 1, e tem-se
o ponto de equilibrio trivial Py = (sg, Ag), com as coordenadas sp = 1 e Ay = 0. Este
ponto representa a populacao livre da doenca.

Quando a doenca for endémica na populacao, entao existe ponto de equilibrio nao
trivial P = (s1,A\1). As coordenadas s; e A\ sdo solugdes do sistema (2.7). Se A for

diferente de zero, podemos dividir a segunda equacao de (2.7) por A, e encontramos

1
51 = 55,

Ry
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onde Ry é o numero de reprodutibilidade basal, definido por

-
T utaty

que ¢ interpretado como o ntimero médio de infecgoes secundarias produzidas por um

individuo infectado, quando ele é introduzido em uma populagao totalmente suscetivel

15]. Se Ry < 1, a doenca ¢ erradicada e se Ry > 1 a doenca torna-se endémica na
0 ) Y 0 5

populagdo. Substituindo o valor de s; na primeira equacao de (2.7) podemos determinar

Al:ﬂ(l_i)_
pty Ry

Verifica-se que \; serd positivo se Ry > 1.

o valor de A\{, que é dado por

Resumindo, temos dois pontos de equilibrio: trivial e nao trivial, dados, respecti-

vamente, por

Py, = (1,0)

_ (L Bw (L
= (s ()

Passaremos agora a analisar a estabilidade destes pontos.

2.1.2 Analise de estabilidade local

Para se determinar a estabilidade local dos pontos de equilibrio, precisamos linearizar
o sistema dinamico nao linear (2.6) em torno dos pontos de equilibrio. Para linearizar
em torno do ponto de equilibrio s* e \*, usa-se a tanslacao s =S+s e A=A+ )\*. O
sistema linearizado tem coeficientes que, em forma matricial, compoem elementos da
matriz chamada jacobiana, dada por

P
_ Js
S = 9Q

ds

opP
(A7) ax |(smA%)

2Q ’
(A7) X |(s%A%)

P = u—i—oz%—us—As
Q = [BsA—pul—al—y\

Assim, a jacobiana do sistema (2.8) é dada por

onde

(2.8)
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Para se estudar a estabilidade é necessario calcular as raizes do polinomio carac-

teristico
¢ (p) = det (pI —J), (2.9)

isto é, devemos calcular os autovalores da matriz J. A matriz I é a matriz identidade
e J é a matriz jacobiana definida pela linearizagdo do sistema de equagoes (2.6), com
v =0.
Vamos, agora, calcular as raizes do polinomio (2.9) nos pontos de equilibrio Py e
P,. Para P, temos
(bo(@):(p—hu _%+1 )
0 ¢—0F+7+p+a

que pode ser escrito como

do(p) ="+ (v+2u+a-Be+(+u+a—pB)u,

cujas raizes sao

pr = B—a—v—p=(a+v+pu) (Ry—1)
Y2 = —H

1 serd negativo para Ry < 1. Assim o ponto de equilibrio trivial serd local e assinto-
ticamente estavel para Ry < 1. Se Ry > 1 esse ponto é instavel.

Para P; temos

¢1 (90) = 82, 1

B 1 o 1
prnt s (1-5) g+
pty Ro ¥

que pode ser escrito como

¢1(90)=902+[u+%(1—]%)}90+5u(1—]%)~ (2.10)

Se Ry > 1, o polinomio (2.10) satisfaz os critérios de Routh-Hurwitz, portanto, o
ponto de equilibrio nao trivial é local e assintoticamente estavel; se Ry < 1, esse ponto
¢ instavel.

Vimos que P; é um ponto de equilibrio local e assintoticamente estavel para Ry > 1,
vejamos, entao, qual é o tipo de estabilidade , ou seja, qual é a forma da trajetéria no

diagrama espaco fase. Para isso, iremos analisar as raizes do polinomio caracteristico
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associado a matriz jacobiana sem explicitar as coordenadas do ponto critico nao trivial.

7 —\'—pu 55 ’
ANB B =y —p—«

obtemos o polinomio caracteristico

Da jacobiana

G1(p) =+ (a+7+2u+ N = Bs) o+ (u+ X)) (a 47+ p— Bs)+ 5N (S* - %) :

que pode ser escrito na forma mais simples,

D1 (p) =@+ (+X) o+ XN (v+p), (2.11)

pois, a + v + p — Bs* =0, desde que \* # 0.

As raizes do polinomio (2.11) sao dadas por

+ N

o = L 5 + iV A (7 =)
+ A\

Yo = _u2 — iV A (v —79),

onde

2
*

4N
¢é o valor critico para a taxa de recuperagao. Desse modo,

e se v < 7 os dois autovalores sao reais, negativos e distintos, e portanto, o ponto

de equilibrio é um no estavel;

e se v = 7 existe um autovalor real, negativo e degenerado, sendo o ponto de

equilibrio um né impréprio estavel; e

e sey > ¢ existe um par de autovalores complexos com parte real negativa, assim,

o ponto de equilibrio é do tipo foco estavel, ou seja, um atrator de espirais [16].

Agora passaremos a analise global dos pontos de equilibrio trivial e nao trivial.
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2.2 Analise de estabilidade global

Através do método direto de Lyapunov iremos determinar a estabilidade global dos
pontos de equilibrio do sistema (2.6). Vejamos a andlise para o ponto de equilibrio
trivial Py = (1,0). Sejam

V:T — R,onde T ={(s,\)]s >0,A>0,s+ <1} e V(s,\) =\ Temos

Vi(s,A) = BsA— (u+a+y)A=(u+a+7)(Res — 1)\ <0 para Ry < 1.

Se Ry < 1 temos que: V =0< A= 0.

Se Ry = 1 temos que: V =0 < s = 1.

Em ambos os casos M = {Fy}. Pelo teorema de La Salle-Lyapunov, P, é global e
assintoticamente estavel em 7.

Analisemos agora a estabilidade global do ponto de equilibrio nao trivial (s*, \*)
quando quando a = 0.

Sejam

VT, - R, comT, ={(s,\) €T |s>0,A>0}e

V(s,\) =W, [s s —s'ln (f)} Wy [A A~ A*In (%)}
para algum W; > 0 e W5 > 0. Temos, assim
V= Wils =) (5= p=2) + Wa (A= 2) 85— (u+1)].

Utilizando equacoes de equilibrio:

—M=—§+)\*a (1 +7) = Bs",
obtemos
V=W (s— s (g—§+A*—A)+W2(A—A*)(5s—55*),
V=Wi(s—s" {—u(é—é) —l—()\*—)\)] +WoB (A =A%) (s —s),

/’LWl *\2
e (s —s")".

V=(s—5)(A=\)(Wo8 — W) —

Fazendo W, = 8 e Wy = 1, temos

(s —s*)? <0, (2.12)

ss*
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de modo que

V=0es=s = M={(s\)}

Assim, todas as trajetérias em T, se aproximam de P;. E como o campo vetorial
no eixo A, e na reta s + A = 1 aponta para o interior de T, todos as trajetorias em
T —{(s,0) | 0 < s <1} tendem para P, [9].

Na préxima secao nos analisaremos o modelo quando se incorpora vacinagao, ou

seja, v # 0.

2.3 Modelo com vacinacao

Determinam-se os pontos de equlibrio e estuda-se estabilidade desses pontos.

2.3.1 Pontos de equilibrio

Agora nés calcularemos os pontos de equilibrio do sistema (2.6) fazendo v # 0, ou seja,

apos ser introduzida a vacinagao. Fazendo $ = 0 e A = 0 no sistema (2.6), temos

+ad—pus—As—vs = 0

pras—H (2.13)

BsA — (4 a+7) A =
Se A for igual a zero, pela primeira equacao do sistema (2.13), temos que

_ K
S
it v

e tem-se o ponto de equilibrio livre da doenca Py = (sp, Ag), com as coordenadas

1]
ptv

So = e Ao = 0. Podemos notar que sy < 1. Isto se deve ao efeito da vacinacao, que

retira individuos da classe dos suscetiveis diretamente para a classe dos recuperados.
Quando a doenca for endémica na populacao, entao teremos o ponto de equilibrio

Py = (s1,A1). As coordenadas s; e A\ sao solugbes do sistema (2.13). Se A for diferente

de zero, podemos dividir a segunda equacao de (2.7) por A, e encontramos

1
51 = —
Ry’
onde Ry, como definido anteriormente, é

0= aty
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Substituindo o valor de s; na primeira equagao de (2.13) podemos determinar o

Al:&(l_i)
H+y R,

R, > 1.

valor de \q,

que serd positivo se

Onde R, ¢é a razao de reprodutibilidade dada por

R, =R,
u+v

De forma resumida temos o ponto de equilibrio livre de doenca e o ponto de

equilibrio endémico dados, respectivamente, por

Poz( H ,0)
p+v
1
Plz(—,—ﬁu (1—i>)
Ry p+~ R,

Facamos as andlises de estabilidade destes pontos.

2.3.2 Analise de estabilidade local

O sistema (2.6) linearizado, com v # 0, tem a matriz jacobiana dada por
N — g — o
J= pev 5o e . (2.14)
AB Bs —y—p—«

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (2.6), com v # 0,
devemos calcular os autovalores da matriz jacobiana (2.14) nos pontos Py = (so, Ag) €

Py = (s1,A1). Ou seja, devemos calcular as raizes do polinomio caracteristico

¢ () = det (oI = J).

Para Py = (-£—,0), temos os seguintes autovalores
ptv

o1 = —p—v
oy — Pu ({1
2 w4 v R,)’
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9 sera negativo se R, < 1. Dessa forma o ponto de equilibrio livre da doenca serd
local e assintoticamente estavel para R, < 1. Se R, > 1, esse ponto é instavel.

Para P, temos

_ B (11 ’

B 1 «Q 1
ot (1= ) +utv —5+4
pty \© Ry Y

o1 (p) = )

que pode ser escrito como

¢1(90)=902+{%(1—}%)+u+1/}90+ﬁu(1—3%>- (2.15)
Se R, > 1, o polinémio (2.15) tem todos os coeficientes positivos e assim pelo critério
de Routh-Hurwitz, os autovalores possuem parte real negativa, o que implica ser P,
um ponto de equilibrio local e assintoticamente estavel; se R, < 1, entao esse ponto é
instavel.

Uma forma de eliminar a doenca é pela vacinagao. A vacina¢ao diminui a razao de
reprodutibilidade pelo fator # Quando v = 0 tem-se R, = Ry. No outro extremo,
v — 00, tem-se R, = 0. Logo, deve existir um limiar para v, v, tal que R, = 1. Esse
valor é dado por

vy = (Ry—1).

Dessa forma, para todo valor acima de vj;, teremos R, < 1 e assim a vacinagao é
um mecanismo que podera erradicar a doenca. Para relacionarmos os valores Ry e R,,
respectivamente, razao de reprodutibilidade basal no equilibrio sem vacinacao e razao
de reprodutibilidade no equilibrio com vacinacao, vamos primeiramente determinar
uma expressao que relacione a taxa de vacinagao v com a respectiva proporgao vacinada
p.

Utilizando a seguinte definicao de proporcao p de individuos suscetiveis vacinados

_Jo

fOL No(a)da Bl fOL No(a)da

¥ No(a)da — [ N,(a)da X [N, (a)da

Y

onde Ny(a) = uNe "% e N,(a) = puNe #)e temos

=1- .
p o

Utilizando esta equacao, podemos relacionar R, e Ry da seguinte forma

i
R, = Ry =(1-p)Ry,
ﬂ+1/0 ( P)o
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e substituindo R, por It,, temos a igualdade
R, = (1 —p)Ry. (2.16)

Para se erradicar uma infeccao, existe um valor limiar da proporcao vacinada que
é dado por

1
i~1l—— =1-— 5,
b R So

valor obtido da equagao (2.16) quando fazemos R, = 1, onde s, representa a fracao de
individuos suscetiveis. Lembrando que, se R, > 1 a doenga nao sera erradicada.
Podemos notar que vacinar os suscetiveis com a proporcao p;; equivale a vacinar

uma fracao s, da populacao total, cujo valor é dado por
Sy = piiso = (1 — so) So- (2.17)

E facil ver que a equagao (2.17) possui um valor maximo em sy = 0,5, isto implica
que a maior proporcao da populacao total a ser vacinada é de s, = 0,25, ou seja, 25%.
Isto ocorre quando o nimero de reprodutibilidade basal for igual a dois (Ry = 2), e,
quando R, se afasta do valor 2, o esforco de vacinacao diminui. Esta anélise torna-se

pertinente quando é possivel identificar os suscetiveis dentre os demais individuos [16].

2.4 Modelo com isolamento e quarentena

Um método de se buscar o controle ou até mesmo de erradicar uma doenga ¢é colocar
doentes em quarentena e evitar o contato (isolamento) de pessoas suscetiveis com os
doentes. Vamos considerar que individuos suscetiveis estejam sendo transferidos para a
classe dos isolados T', a uma taxa v, e que infectados sejam removidos para a quarentena
(classe ()) a uma taxa k. Os individuos que estdo na quarentena se recuperam a uma
taxa v. A taxa de mortalidade para isolados e os em quarentena é a mesma dos outros
compartimentos, isto é, p.

A vacinacao induz imunidade nos individuos suscetiveis, imunidade, que em nosso
trabalho, consideramos permanente. O isolamento (v), por sua vez, nao possibilita a
imunizac¢ao, pois o que ocorre é tao somente a retirada de suscetiveis de circulacao.
Assim, os isolados somente estarao protegidos enquanto persistir a situacao de isola-

mento.
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v
Figura 2.2: Diagrama de Fluxo.

Fazendo o balanco entre os compartimentos representados no esquema (2.2) temos

o sistema (2.18)

S = m—uS—pSI—us

I B'ST — pul — ol —~I — kI

R = yI—pR+Q (2.18)
Q = wl—pQ—Q

T = vS—uT.

\

Da soma de todas as equagdes do sistema (2.18) resulta que
™= puN + al,

valor que serd usado no sistema. Como anteriormente, usaremos as fragoes das classes
de individuos, isto é, dividiremos as equacoes do sistema por N. Desacoplando as trés

ultimas equacoes do sistema e usando a relagao 5/ = %, temos

{é = pu+ai—ps— PBsi—vs (2.19)

i = Bsi— pi—ai—~i— Ki.
Nesse caso também usaremos a forga de infeccao A no lugar da fracao de infecta-
dos, assim, depois de multiplicarmos a segunda equacao do sistema (2.19) por 3, e

utilizarmos a relagao A = [, ficamos com

{S = ,LL+C¥%—MS—S)\—US (2.20)

A = Bs\— )\ —al — Y\ — KA.

A seguir calcularemos os pontos de equilibrio do sistema (2.20).
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2.4.1 Pontos de equilibrio

Para calcular os pontos de equilibrio do sistema (2.20) devemos resolvé-lo impondo

$ = A =0, ou seja, devemos resolver o sistema

(2.21)

0 = u—i—oz%—,us—s)\—vs
0 = [BsA—p\—aX—9\— kKA.

Da resolugao do sistema (2.21) encontramos os pontos de equilibrio trivial e nao trivial

do sistema (2.20), que sao respectivamente

%:( “,@
it o

e
1 1
(ot (-a2)
R, p+vy+k R, .
onde
_ B __ktaty
FT o utat+y+ke ptaty+r o
(§]

Hop __H _ptaty
p+v " ptvptatyts
Faremos, agora, as analises de estabilidade dos pontos trivial e nao trivial.

R/@,v = 0-

2.4.2 Analise de estabilidade local

Linearizando o sistema (2.20) determinamos a matriz jacobiana

g “A—pu—v 55 .
2B Bs—p—a—v—k

Para se determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (2.20), devemos
calcular os autovalores da matriz jacobiana nos pontos Py = (o, A\g) € P1 = (81, A1).

Isto é, precisamos calcular as raizes do polinomio caracteristico

¢ (p) = det (pI —J).

Para Py = (-£-,0), os autovalores s@o
ptv

o1 = —p—v

_ B (1
©2 it o R, .
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Vemos que se R, < 1, ¢y serd negativo, e I serd local e assintoticamente estavel
mas, se R, > 1, P, sera instavel.

Para P, temos

B 1 o 1
_ ('0+u+vu+n<1_Rm,v)+“+U ~5 1R
¢1 (90) - ,82/14 1 Y
_,U4+’Y+/‘i <1 - Rn,u) SO

que pode ser escrito como

1 1
¢1(¢)=¢2+[$<1—R )+,u+v}go+ﬁu(1—R > (2.22)

Se R, > 1, o polinémio (2.22) tem todos os coeficientes positivos, e assim os auto-
valores possuem parte real negativa, o que implica ser P, um ponto de equilibrio local
e assintoticamente estavel. Se R, , < 1, entao esse ponto é instdvel. Iremos agora,

determinar os valores limiares de s e v.

2.4.3 Valores limiares de k e v

Primeiramente determinaremos o valor limiar de x. Podemos escrever

R, —_Mtoty B (2.23)
pta+y+K
uma vez que
f=(u+a+y) R

Fazendo R, =1 em (2.23), obtemos o valor limiar de x, que é dado por
ki = (W +a+7) (Ro—1).

Dessa forma, para valores maiores que ky;, teremos R, < 1 e a doenca sera erra-
dicada, nao havendo necessidade de se fazer isolamento. Mas, se k for menor que seu
valor limiar, entao R, > 1. Nesse caso a doenca podera ser erradicada ou se tornar
endémica, o que dependerd do valor de v. Para determinarmos o valor limiar de v

impomos R, , = 1 na equagao

RKU = a Rm

’ M+v

e assim encontramos
vy =p(Re—1).
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Vimos que se R,, > 1 o comportamento da doenca dependera da taxa de isolamento
v. Se tivermos v maior que o seu limiar, teremos R, , < 1 e a doenca sera erradicada.
Por outro lado, se v for menor que seu limiar, isto implicard em R, , > 1 e a doenca
serd endémica.

Uma vez que deve ocorrer o contato apropriado entre individuos infectados e sus-
cetiveis para que haja a transmissao da gripe A, algumas medidas simples podem ser
tomadas para se evitar a disseminacao do virus. Como a transmissibilidade do virus é
proporcional ao produto do nimero de infectados pelo niimero de suscetiveis, é de se
esperar que, evitando-se aglomeracoes, o risco de contaminac¢ao possa ser diminuido.

Entao, o recomendavel é evitar lugares e eventos com grande concentragao de pes-
soas, por exemplo, os espetdculos, principalmente em lugares fechados. Uma outra
medida preventiva para tentar evitar a propagacao da influenza A é a prorrogacao de
férias escolares, ou mesmo a suspensao das aulas.

Também devem ser evitadas as viagens aos paises que sabidamente estejam vivendo
um surto da gripe A. Se essas viagens nao puderem ser adiadas, é necessario tomar
medidas de precaucao, como o uso de mascaras cirurgicas e evitar aglomeracoes. O
periodo de quarentena, ao qual devem ser submetidos os infectados pelo virus da influ-
enza A, é de sete dias para adultos e catorze dias para criancas, contados a partir da
data do inicio dos sintomas. Isso de acordo com o PROTOCOLO DE PROCEDIMEN-
TOS PARA O MANEJO DE CASOS E CONTATOS DE INFLUENZA A(HIN1) do
Ministério da Satde Brasileiro[5].

Na secao seguinte faremos a analise do modelo no qual consideraremos simultane-

amente as trés formas de controle usadas: vacinagao, isolamento e quarentena.

2.5 Modelo com vacinacao, isolamento e

quarentena

Nesta se¢ao estudaremos o modelo anterior, que utilizou quarentena e isolamento,
quando se inclui também a vacinacao como medida de controle. De acordo com o
esquema da figura (2.3), vemos que individuos suscetiveis sdo vacinados a uma taxa v,
enquanto outros sao isolados a uma taxa v. Infectados sao colocados em quarentena
segundo uma taxa k e os individuos em isolamento retornam a classe dos suscetiveis a

uma taxa 7.
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Fazendo o balango entre os compartimentos do esquema representado na figura
(2.3), obtemos o sistema (2.24).

Figura 2.3: Diagrama de Fluxo.

S = 7477 —uS—BSI—vS—vS

I B'SI — pul — ol —~I — kI

R vS + I +9Q — uR (2.24)
Q = wl—pQ—Q

T = vS—ul —1T.

0
Da soma de todas as equagoes do sistema (2.24) e do fato da populagao N ser consi-
derada constante, a taxa de natalidade pode ser escrita como m = uN + «l, valor que
sera usado no sistema.

Dividindo todas as equacoes de (2.24) por (N), as fragdes %, %, %, % e %, de-
nominadas respectivamente, fracao de individuos suscetiveis, infectantes, recuperados,
em quarentena e isolados, serao substituidas por s, 7, 7, ¢ e t. E utilizando a relacao

B'= £ o sistema (2.24) passa a ser escrito como

(

$ = ptoait+Tt—pFsi—(v+v+p)s

i = Bsi—(ptat+y+r)i

T o= vs+yi+yq— ur (2.25)
¢ = ri—(p+t7)q

t = vs—(u+7)t.

\

Multiplicando a segunda equacdo de (2.25) por 3, e utilizando a relagdo A = [i,
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obtemos o sistema (2.26)

§ = ptGA+Tt—sA—(v+v+p)s
A = Bsh— A

| fs (u+a+vy+k) (2.26)
q A= (n+7)a

t

= vs— (u+7)t.

Podemos observar que a terceira equacao foi desacoplada do sistema, pois a fracao de
recuperados pode ser obtida da relacao r =1 —s—17— ¢ —t. A seguir determinaremos

os pontos de equilibrio do sistema (2.26).

2.5.1 Pontos de equilibrio

A fim de determinar os pontos de equilibrio do sistema (2.26), vamos resolvé-lo impondo
§=\= ¢ =1 =0. Os pontos de equilibrio do sistema de equacdes (2.26) sdo: o trivial,

com coordenadas

s ()
0 (uFv) (T +p)+pv
)\0 ==
do
_ g
o = Gt
e 0 nao trivial, com coordenadas
4 51 _ M—‘,—a/—g’y-ﬁ-li — RLN
_ B 1
>\1 - puty+k |:1 - RN,U,V:|
_ s _ 1
n= (u+y) (pty+r) 1 Rn,v,ui|
t o= e
\ (b+7)R’
onde
oy = p(p+7) R, = ( p(p+T) pta+y \Ro.

W2+ T+ TU 4 pu + py WAt T po+pr pt+a+y+ kK

Passaremos agora ao estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema
(2.26).

2.5.2 Analise de estabilidade

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema de equagoes (2.26)

determinamos os autovalores da equacao ¢ (¢) = det (¢l —J) = 0. Onde I é uma
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matriz identidade 4 x4 e J é a matriz jacobiana do sistema de equagoes (2.26), calculada

nos pontos de equilibrio. A matriz jacobiana do sistema (2.26) é dada por

“A—(v4+v+p) g 0 T
S BA Bs—(p+a+v+k) 0
0 5 —(n+7) 0
v 0 0 —(u+71)

Dada a jacobiana no ponto de equilibrio trivial,

—(v+v+p) g—s 0 T
o — 0 Bs—(p+a+v+kK) 0 0 |
0 5 —(n+7) 0
v 0 0 —(p+7)
os autovalores sao 1 = —(u+7) e @2 = s — (u+ a+ v+ k), mais as raizes do
polinoémio

0> +ap+b=0,
onde os coeficientes a e b sao dados por
a = T+2u+v+v
b = [2+71u+TU+ po + pv;

que satisfazem os critérios de Routh-Hurwitz. O autovalor ¢, pode ser escrito como

(T + 1) [1_ 1 }

(4 v) (7 +p) + po Revw

Dessa forma, se R, ,, < 1 o ponto de equilibrio trivial é local e assintoticamente

w2 = B

estavel; se R, , > 1, esse ponto ¢é instavel.

Da jacobiana no ponto de equilibrio nao trivial,

A= (v+vtp) 0 T
A 0 0 0
Jl - 6 H )
0 5 —(wt+9) 0
v 0 0 —(p+7)
temos que os autovalores sao ¢; = — (p + 7y) mais as raizes do polinomio

O +ap’ +bp+c=0, (2.27)
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onde os coeficientes a, b e ¢ sao dados por

_ B 1
a = T+2u+v+y+uﬂ+ﬁ [1 RK’W]

— #2—I—T[L—FTV"‘MU‘{'UV_‘_(K_‘_T_‘_,Y_‘_Q“)% [1—3,31,”}
c = (T+M) (54_7"'—”) Mffyu+ﬂ [1_ R;ju,r/] )

O polinémio do terceiro grau (2.27) satisfaz os critérios de Routh-Hurwitz se R, ., > 1.
Desse modo, o ponto de equilibrio nao trivial sera local e assintoticamente estavel se
Ry, > 1 e serd instavel se R, ,, < 1.

No préximo capitulo faremos simulacoes da forca de infeccao, quando sao adota-
das medidas de controle. Visto que a vacinacao serd um dos mecanismos de controle
utilizados nas simulacoes, no apéndice A apresentamos a estratégia brasileira contra a

influenza A(HIN1), na qual esté prevista a vacinagao.



CAPITULO 3

SIMULACOES

O grafico da figura (3.1) mostra o nimero de casos por semana da influenza A(HINT)
no Brasil em 2009 [6]. Podemos observar que o periodo critico da doenga foi de apro-

ximadamente vinte semanas.

5000

4000¢

W
o
o
o

numero de casos
N
o
o
=i

10001

0 10 20 30 40
semanas

Figura 3.1: Casos de Influenza A(HIN1) no Brasil.

Com o uso do MATLAB e baseado em nosso modelo sem nenhuma medida de
controle, determinamos o grafico da forga de infecgao, figura (3.2). Os parametros uti-
lizados foram: p = 0,0003 (taxa de mortalidade), o = 0,0001 (mortalidade adicional)

e v = 2,0 (taxa de recuperagao).

33
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Figura 3.2: Forc¢a de infeccao sem intervencao.

Podemos observar que ha uma semelhanga entre os graficos (3.1) e (3.2). De fato,
espera-se que um maior valor para a forca de infeccao produza um maior nimero de
casos da doenca. Para gerar o grafico da forga de infeccao foi utilizado uma taxa de

contato total g =2, 7.

Nas proximas secoes verificaremos como as medidas de controle atuam na forca de

infeccao.

3.1 Simulando vacinacao

Iniciamos com v = 0,001. Uma vez que esse valor estd abaixo do limiar (v; = 0,00232),
a razao de reprodutibilidade ¢ maior que um (R, = 2,0169). Como R, > 1, a
doenca nao é erradicada. O valor da forca de infeccao no equilibrio é dado por
A* = 1,3233 x 1073 /semanas.

—_
N

Forca de Infecgéo
A
(=] N BN » oo o

0 2 4 6
tempo (semanas)

Figura 3.3: v =0,001; R, = 2,0169.
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Utilizando-se v = 1, que estd acima do limiar da taxa de vacinacao (v; = 0,00232),
conseguimos que razao de reprodutibilidade seja menor que um (R, = 0,00262). Visto

que R, < 1, a doenga ¢ erradicada.

3
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© 1
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L
0
0 2 4 6

tempo (semanas)
Figura 3.4: v =1; R, = 0,00262.

Observando-se os graficos (3.3) e (3.4) vemos que a forga de infeccao alcanga o

equilibrio em aproximadamente 5 semanas.

A seguir analisaremos a forca de infeccao quando se utilizam dois meios de controle,

isolamento e quarentena.

3.2 Simulando isolamento e quarentena

Utilizando xk = 1, que esta abaixo do seu limiar que é x; = 15,483, o nimero de repro-
dutibilidade encontrado é R, = 5,8326. Desse modo, a doenca podera ser erradicada
ou tornar-se endémica dependendo do valor de v. O limiar da taxa de isolamento nesse
caso é dado por vy, = 1,4498 x 1073, entdao usando v = 0,0001, que estd abaixo do
seu limiar, obtemos R, , = 4,3745. Sendo R, , > 1, a doenga serd endémica, e o valor

da forca de infecgao em equilibrio serd \* = 1,3498 x 1073 /semanas, figura(3.5).
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Figura 3.5: k =1 e v =0,0001.

Com k = 5, que estd abaixo do valor limiar da taxa de quarentena (k; = 15,483),
o numero de reprodutibilidade encontrado é R, = 2,4999. E assim, a doenga podera
ser erradicada ou tornar-se endémica conforme o valor de v. Usando v = 0, 0005, valor
acima do limiar da taxa de isolamento (v;; = 4,4997 x 10~*), obtemos R, ,, = 0, 93746.

Uma vez que Ry, < 1, a doenca sera erradicada, figura(3.6).

6
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(T
54
o 4
k=
%&
o 2
o
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-0

o 2 4 6

tempo (semanas)
Figura 3.6: k =5 e v = 0,0005.

Para finalizar faremos simulagoes numéricas usando trés formas simultaneas de

controle, vacinacao, isolamento e quarentena.
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3.3 Simulando vacinacao, isolamento e quarentena

Utilizando v = 0,001, k = 2,0 e v = 0,001, obtemos o gréfico da figura (3.7). Nessa
situagao temos os seguintes numeros de reprodutibilidade, R, = 4,3746 e R, ,, =
1,0072. Sendo R,,, > 1, a doenga ¢ endémica. A forca de infeccao em equilibrio

nessa situagao ¢ dada por \* = 9,378 x 107%/semanas.
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Figura 3.7: v =0,001, kK = 2,0 e v = 0,001.

Mantendo v = v = 0,001 e utilizando x = 4, encontramos R, = 2,9165 e

Ry, =0,6715. Como R, ,, < 1, a doenca ¢ erradicada, figura (3.8).
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Figura 3.8: v =0,001, Kk =4,0 e v = 0,001.



Cap. 3 e Simulagoes 38

Com k =2, v = 0,002 e v = 0,001 temos que R, = 4,3746 ¢ R,.,, = 0,5699,

figura (3.9). Nesse caso também R, ,, < 1 e a doenga ¢é erradicada.

8
@ 6
(&)
(0]
IS
q)<<4
©
s
On
o P
s
0
0 2 4 6

tempo (semanas)
Figura 3.9: v =10,002, k = 2,0 e v = 0,001.

Em nossa ltima simulagao utilizaremos k£ = 2, v = 0,001 e v = 0,005. Para esses
parametros, encontramos R, = 4,3746 e R, ,,, = 0,9980, essa situacao ¢ representada

no grafico da figura (3.10). Como R, ., < 1, a doenga ¢ erradicada.
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Figura 3.10: v = 0,001, k = 2,0 e v = 0, 005.



CONCLUSAO

Concluindo nosso trabalho relembramos que o virus influenza A(HIN1) nao é re-
cente, ele surgiu em 1918 e ao longo dos anos sofreu mutacoes até chegar ao virus
A /California/4/2009(H1IN1). Um virus que provocou uma pandemia de influenza A e
foi responsavel por varias mortes em todo o mundo.

Na descrigao da modelagem matemadtica da influenza A(HIN1) calculamos os pontos
de equilibrio dos sistemas dinamicos provenientes dos modelos matemaéticos e analisa-
mos suas estabilidades. Vimos que as estabilidades dos pontos de equilibrio dependem
do nimero de reprodutibilidade basal Ry. Quando Ry < 1, a doenca é erradicada e
quando Ry > 1, a doenga torna-se endémica.

Entao, se tivermos Ry > 1 usamos valores acima dos limiares da vacinagao, isola-

mento e quarentena de forma que as razoes de reprodutibilidade efetivas

H pt+a+y H pt+a+y
RI/: RO ) R:—RO 9 H’U: 0
w+v p+a+v+kK ’ putovput+a+v+k
) (u+7)
plp+T7 wt o+ -y
row = ( ) ) Ro,

W T+ T+ pu+ g+ a+y+ K
sejam menores que um e dessa forma tentamos controlar a doenca.

O presente trabalho teve o objetivo de analisar a dinamica da forca de infeccao da
influenza A(H1N1) quando sao adotadas medidas de controle, vacinagao, isolamento e
quarentena. Certamente os modelos utilizados e as diversas hipdteses simplificadoras

admitidas nesse trabalho nao retrataram fielmente a verdadeira dinamica da influenza

39
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A(HIN1). Melhores aproximagoes da realidade necessitam, sem divida, de modelos

mais complexos.
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APENDICE A

ESTRATEGIA BRASILEIRA
CONTRA A INFLUENZA
A(H1N1)

No dia 26 de janeiro de 2010, o ministro da Satude, José Gomes Temporao, anunciou
a estratégia nacional de enfrentamento contra a segunda onda de pandemia A(HIN1).
Essa estratégia, além do refor¢o na rede de assisténcia, conta com a vacinacao de
publicos prioritarios.

A vacinacao ocorrera entre 8 de marco e 21 de maio de 2010, em cinco etapas. O
intuito ¢ diminuir a quantidade de casos graves e mortes, e nao de evitar a disseminacao
do virus, que ja se espalhou por 209 paises.

O Ministério da Satude adquiriu 83 milhoes de doses de vacina. O governo pretende
vacinar 62 milhoes de pessoas e o restante ficard reservada para possiveis alteracoes
epidemioldgicas durante o inverno e uma possivel necessidade de se aumentar o publico-
alvo.

O governo brasileiro resolveu acrescentar mais trés grupos aos recomendados pela
OMS: criancas entre 6 meses e 2 anos, adultos saudaveis de 20 a 29 anos e os de 30 a
39 anos. E importante lembrar que a vacina é contra-indicada a quem tem alergia a

ovo. A estratégia de vacinacao estd programada para os grupos prioritarios de acordo
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com a tabela (A.1).

Grupos Prioritarios Data da vacinacao | Etapa
Trabalhadores da rede de atencao a saude e

profissionais envolvidos na resposta a pandemia. 08/03 a 19/03 1"
Indigenas

Gestantes 22/03 a 07/05 2" a 4"
Doentes cronicos 22/03 a 02/04 2"
Criancas de seis meses a dois anos 22/03 a 02/04 2"
Populacio de 20 a 29 anos 05/04 a 23/04 3"
Idosos (mais de 60 anos) com doengas cronicas 24/04 a 07/05 4"
Populagao de 30 a 39 anos 10/05 a 21/05 5

Tabela A.1: Cronograma de vacinagao

Doencgas cronicas para vacinacao

e Obesidade grau 3 - antiga obesidade mérbida (criangas; adolescentes e adultos);

e Doencas respiratérias cronicas desde a infancia (exemplos: fibrose cistica, displa-

sia broncopulmonar);

e Asmaéticos (formas graves);

e Doenca pulmonar obstrutiva cronica e outras doencas cronicas com insuficiéncia

respiratoria;

e Doenca neuromuscular com comprometimento da fungao respiratéria (exemplo:

distrofia neuromuscular);

e Imunodeprimidos (exemplos: pacientes em tratamento para aids e cancer ou

portadores de doencgas que debilitam o sistema imunoldgico);

e Diabetes mellitus;

e Doenga hepatica (exemplos: atresia biliar, cirrose, hepatite cronica com alteragao

da funcao hepdtica e/ou terapéutica antiviral);
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e Doenga renal (exemplo: insuficiéncia renal cronica, principalmente em pacientes

com didlise);
e Doenga hematolégica (hemoglobinopatias);

e Pacientes menores de 18 anos com terapéutica continua com salicilatos (exemplos:

doenga reumética auto-imune, doenga de Kawasaki);
e Portadores da Sindrome Clinica de Insuficiéncia Cardiaca;

e Portadores de cardiopatia estrutural com repercussao clinica e/ou hemodinamica
(exemplos: hipertensao arterial pulmonar, valvulopatias, cardiopatia isquémica

com disfungao ventricular).

O numero de doses serao distribuidas proporcionalmente as populagoes dos estados
brasileiros e Distrito Federal. Em todo o Brasil serao 36 mil salas de vacina.

Para a segunda onda pandémica, o Ministério da Satide também reforcara as agoes
de diagnostico, tratamento e assisténcia aos pacientes.

A resolucao 70 da diretoria colegiada da Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria
(ANVISA), publicada no Diario Oficial da Uniao de 23 de dezembro de 2009, determina
novas regras para o OSELTAMIVIR. O medicamento podera ser obtido na rede publica
de sauide, e para evitar a automedicacao, havera retencao da receita e a validade da
prescricao médica serd de cinco dias.

O governo preve equipar leitos de UTI, capacitar profissionais de satude e realizar

campanhas publicitdrias para orientar a populacao [7].



APENDICE B

METODO DIRETO DE
LYAPUNOV

No capitulo 2 fizemos uso do método direto direto de Lyapunov para analisar a esta-
bilidade global dos pontos de equilibrio. Nesse apéndice nés discrevemos esse método.
Sendo

V:UCR'"—= R 0cU, VeC'(U)éuma funcio positiva definida em U se

1. V(0)=0
2. V(z)>0sex#0cU.
V' é negativa definida se —V é positiva definida.

Seja

com T = (z1,%9,..7,) € R e f(z) = (fi (2), fa(2),...fn (2)) € C*(R™). A derivada

orbital de V' ao longo da trajetéria x (t) é

vim) =3 T ),

Teorema 1 (Lyapunov). Seja 0 um ponto de equilibrio de 2’ = f(z), e V uma

funcao positiva definida em uma vizinhanca U de 0. O ponto de equilibrio sera:
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estével, se V () < 0 para & € U — {0};

assintoticamente estavel, se V (&) < 0 para z € U — {0}; e

instével, se V (z) > 0 para & € U — {0}.

V é uma funcao de Lyapunov se V é positiva definida, e V () <0. M C R" é um
conjunto invariante sob o fluxo de ' = f (x) se para qualquer e M , as trajetérias
solugao que passam por 7’ pertencem a M para todo t € R.

Teorema 2. (La Salle-Lyapunov). Seja V uma funcao de classe C'(R™) com valor
real, U = {& € R*|V (z) < k}, k € R, e V(z) < 0. M o maior conjunto invariante
em S ={z €U |V (z) =0}. Entdo toda solucio que comeca em U converge para M

quando t — oo.



APENDICE C

SISTEMA DE EQUACOES

DIFERENCIAIS

Se X e A(t) representam, respectivamente, as matrizes

P (m(ﬂ) 7 A(t) = (an(t) aw@)) ’
zo(t) ax (t) ax(t)

o sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem homogéneo

dditl = all(t)xl -+ a12<t)$2
ddif = Qa921 (t)CUl + Q92 (t):lig,
pode ser escrito como
i I _ a11<t) CLm(t) X1
dt \ z, an(t) asn(t)) \z2)’
ou qX
— =At)X
= ADX,

que também pode ser posto na seguinte forma

X' = AX.

49
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Um vetor solucao em um intervalo I é qualquer matriz coluna

- [0 7
(1)
cujos elementos sao fungoes diferencidveis que verificam o sistema (C.1) no intervalo

I. Pelo principio de superposicao para solucgoes de sistemas lineares, se X; e X5 sao

vetores soluc¢do do sistema homogéneo (C.1) em um intervalo I, entao, a combinagao
X = X1 + 6 Xo,

onde ¢, e ¢y sao constantes arbitrarias, também é uma solucao no intervalo.

Vejamos as condigoes para que um vetor solucao do sistema (C.1) seja do tipo
X = KeM. (C.2)
Substituindo (C.2) no sistema de equagoes (C.1) obtemos
(A= M) K =0. (C.3)
Para que (C.3) tenha solugbes ndo-triviais, devemos ter
det (A —\I) = 0.

Dessa forma, X = Ke* serd uma solugao do sistema de equagoes diferenciais (C.1) se
e somente se A for um autovalor de A e K um autovetor correspondente a .
Se a matriz A, 2 X 2, possuir 2 autovalores reais distintos, A\; e A\, teremos sempre
as solucoes
X1 = K1€)\1t, X2 = KQG)\zt.

Quando os autovalores da matriz A sao os complexos A\ = a+if e \y = a — 13, temos

as seguintes solucoes para o sistema
Xl = K1€>\lt e Xl = Eexlt.
Se os autovalores sao repetidos, A\; = Ag, temos duas possibilidades:
e se os dois autovetores sao linearmente independentes, K, e K, a solucao geral
do sistema ¢ dada por c; KjeMt 4 cy Koettl.
e se ha apenas um autovetor correspondendo ao autovalor A;, de multiplicidade
algébrica dois, podemos achar duas solugoes linearmente independentes, da forma
X1 = K116>\1t
X2 = KQlteAlt + KQQG)\lt.
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C.1 Sistemas planos autonomos e estabilidade

Quando um sistema de equagoes diferenciais é nao linear, em geral nao é possivel achar
solucoes em termos de fungoes elementares, entretanto é possivel obter informacoes
sobre a natureza geométrica das solucoes, analisando inicialmente solugoes constantes
especiais chamadas pontos criticos e procurando solucoes peridédicas. Essas solucoes
especiais sao classificadas como estaveis ou instaveis, conforme o comportamento das

solugoes na vizinhanca dos pontos criticos.

{% = Plry) (C.4)

W= Qz,y),

¢é denominado plano autonomo, autonomo porque a variavel independente ¢t nao aparece

Um sistema do tipo

no membro direito das equacgoes diferenciais, e o termo plano se deve ao fato do sistema
possuir duas equagoes.

O vetor V(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) define um campo vetorial em uma regiao do
plano, e uma solugao do sistema pode ser interpretada como a trajetéria resultante de

uma particula que se move na regiao.

C.2 Tipos de solucoes

Se P(z,y),Q(z,y) e as derivadas parciais de primeira ordem 0P/0x, OP/dy, 0Q/0x e
0Q) /0y sao continuas em uma regiao do plano, entao as solugoes do sistema autéonomo

plano (C.4) sdo de trés tipos bésicos:

e uma solugao constante z(t) = xo, y(t) = yo, chamada ponto critico ou esta-

cionario. Um ponto critico é uma solucao do sistema de equagoes algébricas

P(z,y) = 0
I O.

e uma solucdo = = z(t), y = y(t) que define um arco ou uma curva plana que nao

se intercepta;

e uma solugao periédica = = z(t), y = y(t), na qual uma particula colocada sobre

a curva em X, circulard nela e voltara a X,.
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C.3 Estabilidade de sistemas lineares

Vimos que um sistema autonomo plano origina um campo vetorial e uma solucao
X = X (t) pode ser interpretada como a trajetdria resultante de uma particula colocada
inicialmente na posigao X (0) = Xy. Se Xy é um ponto critico, a particula permanece
estaciondria.

Entretanto, se Xy é colocado proximo a um ponto critico X4, a particula podera
voltar ao ponto critico, permanecer, ou se afastar desse ponto critico, ou ainda, simples-
mente circundar tal ponto critico ou voltar a um outro ponto critico diferente. Iremos,
inicialmente, analisar a estabilidade de sistemas autonomos planos lineares.

Dado o sistema

{ r = ar+by (C.5)

y = cxr+dy,

fagamos uma andlise geométrica das suas solugoes em termos de autovalores e autove-

a b
c d|

Para termos certeza de que Xy = (0,0) é o inico ponto critico, supomos o determinante

tores da matriz de coeficientes

A:

D =ad—bc#0. Se T =a+d é o traco da matriz A, entao a equagao caracteristica

det(A — AI) = 0 pode ser escrita como
M — 1A+ D =0.

Portanto, os autovalores de A sdo A = (1£+/72 — 4D)/2, e teremos os trés casos usuais
dessas rafzes conforme 72 — 4D seja positivo, negativo ou zero.
Primeiro caso: autovalores reais distintos (72 — 4D > 0). A solugao geral de (C.5)
¢é dada por
X(t) = c1 KyeMt + ey et (C.6)

(a) se ambos os autovalores sao negativos (72 —4D > 0, 7 < 0 e D > 0), o ponto
critico é chamado no estavel;
(b) se ambos os autovalores sao positivos (72 — 4D >0, 7 > 0e D > 0), o ponto

critico é chamado no instdvel;
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(c) se os autovalores possuem sinais opostos (72 —4D > 0 e D < 0), o ponto critico
instavel é chamado ponto de sela.

Segundo caso: um autovalor real repetido (72 — 4D = 0)

(a) Se A\; < 0, o ponto critico é chamado nd estdvel degenerado. Se Ay > 0, temos
um no instdvel degenerado.

Terceiro caso: autovalores complexos (72 —4D < 0), Ay = a+ fie A\, = a — Si.

(a) Quando as raizes sao imaginérios puros (72 — 4D < 0, 7 = (), o ponto critico
é chamado centro;

(b) Quando a parte real é nao nula (72> —4D < 0,7 # 0 ), se a < 0 o ponto critico
é chamado ponto espiral estdvel. Se o > 0, o ponto critico é chamado ponto espiral
instavel.

Quando o sistema é nao linear, para que possamos analisar a sua estabilidade,

primeiramente devemos linearizar o sistema.

C.4 Linearizacao

A linearizacao consiste em substituir o sistema original por outro, cujos termos sao

lineares. Vamos linearizar o sistema autonomo plano nao linear

d
@ = 9(z,y)
em torno do ponto de equilibrio (z*,y*). Através da expansao da série de Taylor,

truncada nos termos lineares, obtemos

af .
0 @) (v = ¥7)
aé/ (C.8)
_y |(:v*,y*) (y - y*) :

0

flx,y) =~ f(z*9%) + a_i @) (@ — %) +
0

g(z,y) =~ g(@*,y")+ a_f: @) (@ — %) +

Definindo as novas varidveis

* *

r=x—2 e y=y—uy,

e lembrando que f (z*,y*) = g(z*,y*) = 0, reescrevemos as expansoes em (C.8) da

seguinte forma

5z ) &+ 5y [y 0 (C.9)
9g
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Assim, reescrevemos o sistema (C.7) na forma matricial
_ of of _
4 (f”) ~ (% [y 5y |<w*7y*>> (fc)
- 8 a - 7
dt \ g @y e ) \¥

(% (z*,y%) %‘(w*,y*)>
ol [CRRRE 3 [T

¢ denominada matriz Jacobiana.

onde a matriz



APENDICE D

CRITERIO DE
ROUTH-HURWITZ

Dada a equagao caracteristica

)\k + &1)\]671 + ag)\k72 —+ -+ Qap = 0

defina k matrizes como se segue:

aq 1
aq 1
Hy=(a1), Hy= , Hy= a3 ay ay
as Qaz
aq 1 0 0 ... 0 ay
as Qo aq 1 ... 0
Hj - Hk =
as aq as az
A25—1 QAgj—2 Q25j—3 A2j—4 ... 05 0

onde o termo (I, m) na matriz H; é

a9_m para 0 <2l —m < k,
1 para 2l = m,
0 para 2l < m ou 2l > m + k.

95

as G4 as

as as aip ...
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Entao todos os autovalores tem a parte real negativa; assim, o estado estacionario
N é estével se e somente se os determinantes de todas as matrizes de Hurwitz sdo
positivos:
det H; >0 (1=1,2,...,k).

Critério de Routh-Hurwitz para k = 2, 3,4
k=2: a1 >0, ay>0.

k=3: a; >0, az3>0; ajay > as.

k=4: a1 >0, a3>0; a4 > 0; aiasaz > a3 + aiay.
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