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Abstract

The main purpose of this work is to study upper and lower bounds for n-widths of Sobolev
classes on the d-dimensional real unit sphere. In the first chapter, it is studied some basic results
about LP spaces. In the second chapter, it is studied some functions defined on the d-dimensional
real sphere such as spherical harmonics and zonal harmonics and also it is studied estimates for
Levy means of some special norms defined on the n-dimensional Euclidean space. The third
chapter is the last and the most important. In this chapter, it is studied upper and lower bounds
for Kolmogorov n-widths of Sobolev classes of functions defined on the sphere. Many of these
estimates are asymptotically sharp in the sense of order.

Keywords: n-Widths, approximation, Sobolev classes.

Resumo

Essa dissertacao tem como objetivo principal estudar estimativas superiores e inferiores de n-
larguras de classes de Sobolev sobre a esfera unitaria d-dimensional real. No primeiro capitulo,
é realizado um estudo de alguns resultados basicos sobre os espacos LP. No segundo capitulo, é
realizado um estudo sobre algumas func¢oes definidas na esfera d-dimensional real tais como os
harmonicos esféricos e os harmodnicos zonais e também sdo estudadas estimativas para médias
de Levy de algumas normas especiais definidas no espago euclidiano n-dimensional. O terceiro
capitulo é o tltimo e mais importante. Nele sao estudadas estimativas superiores e inferiores para
n-larguras de Kolmogorov das classes de Sobolev de funcoes definidas na esfera. Varias dessas
estimativas sdo assintoticamente exatas em termos de ordem.

Palavras-chave: n-larguras, aproximacao, classes de Sobolev.
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Introducao

A teoria de n-larguras foi introduzida na década de 1930 pelo matematico russo Andrey Nikolo-
evich Kolmogorov. Entre 1930 e 1960, além do artigo de Kolgomorov, somente outros dois artigos
de autoria de Rudin e Stechkin foram publicados nesta area. Nesses artigos, foram estudadas
as n-larguras de Kolmogorov d, (W, L?) das classes de Sobolev W} de funcdes definidas sobre o
circulo unitério S*, nos espagos L(S1). Ap6s 1960, ocorreu um aumento significativo de interesse
na area, com a participacao de importantes matematicos tais como Chui, Micchelli, Pinkus, Dyn,
Tikhomirov, De Vore, Triebel, Wozniakowski, Traub, Kashin, dentre outros.

O primeiro resultado sobre estimativas para n-larguras de classes de Sobolev sobre o circulo
est4 contido no artigo de Kolmogorov [9] de 1936, onde ele demonstra que d,, (W5, L?) < n~". Mais
tarde, em 1952, Rudin demonstra em [21] o que parece ter sido o primeiro resultado assintético
para dn(W; ,L9), com p < ¢, tendo sido este generalizado dois anos mais tarde por Stechkin em
[24]. Em seguida, estimativas para n-larguras de classes de Sobolev foram demonstradas para
varios outros casos por diversos matematicos, dos quais destacamos Gluskin, Ismagilov, Maiorov,
Makovoz e Scholz, em [5], [6], [15], [16] e [22]. Em 1977, Kashin completa o quadro de estimativas
para as n-larguras de Kolmogorov das classes de Sobolev em L4(S') com os artigos [7] e [8].
Diversas técnicas foram empregadas nestes diferentes casos, das quais podemos destacar a técnica
de discretizagao, devida a Maiorov e o Teorema de Borsuk.

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo sobre n-larguras de classes de Sobolev
de fungoes definidas na esfera S¢, nos espagos L4(S%), o que serd feito no Capitulo 3. Esses
resultados foram demonstrados por Kushpel em [13], mas para o estudo das estimativas superiores,
fazemos uso de outras técnicas que utilizam médias de Levy, desenvolvidas para o estudo de n-
larguras de classes de fungoes suaves sobre espagos homogéneos em [11]. Estudos sobre n-larguras
de classes de fungoes suaves sobre a esfera unitaria S¢ de R4, nos espagoes L?(S%), incluindo as
classes de Sobolev, foram realizados em [1], [11], [13], [2] e [12].

Iniciamos o Capitulo 1 com o estudo dos espagos LP. Apresentamos os conceitos basicos e em
seguida demonstramos alguns teoremas que serao de grande relevancia nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, mais precisamente nas trés primeiras se¢oes, fazemos uma exposicao breve e
sem muitas demonstracoes de assuntos relacionados & Anélise Harménica na esfera S¢. Um estudo
cuidadoso dos resultados nestas segoes foi realizado em [17]. Na tltima se¢ao deste capitulo,
estudamos estimativas para médias de Levy de uma norma especifica definida em R", tomando
como base os trabalhos [11] e [23]. Essas estimativas sao fundamentais no estudo das estimativas
superiores para n-larguras de classes de Sobolev que é realizado na segunda se¢do do Capitulo 3.

O Capitulo 3 é o mais importante desse trabalho. Inicialmente, estudamos as defini¢oes e



propriedades das n-larguras de Kolmogorov e de Gel’fand. Um estudo cuidadoso desse assunto é
realizado em [23]. Na segunda secdo, estudamos estimativas superiores para n-larguras de Kol-
mogorov de classes de Sobolev, fazendo uso dos resultados sobre médias de Levy do Capitulo 2 e
tendo como base os trabalhos [13], [11] e [23]. Na segdo 3, estudamos estimativas inferiores para
n-larguras de classes de Sobolev, seguindo as linhas apresentadas nos trabalhos [1] e [13]. Apre-
sentamos no final da se¢do um resultado, consequéncia dos resultados das duas ultimas segoes, que
fornece estimativas assintoticamente exatas, em termos de ordem, para n-larguras de Kolmogorov
de classes de Sobolev em S¢.



Capitulo 1

Os Espacos LF

Neste capitulo, apresentamos as defini¢des basicas sobre os espagos LP e também alguns resul-
tados que serao aplicados nos capitulos seguintes. No entanto, apenas alguns lemas e teoremas
nessa parte do texto serao demonstrados uma vez que os resultados aqui nao demonstrados podem
ser encontrados facilmente em diversos livros que abordam esse assunto. As referéncias para este
capitulo sao [3] e [4].

1.1 Definicoes Basicas

Defini¢ao 1.1.1. Seja (€2, ¥, v) um espago de medida, ou seja, {2 é um conjunto nao-vazio, ¥ é
uma o-algebra de subconjuntos de Q e v : ¥ — [0,00] é uma medida. Parap € R, 1 < p < oo,
£P(Q, 3, v) é o espago vetorial complexo de todas as fungoes mensuraveis f : 2 — C que satisfazem

1/p
Ti= (/Q \f(x)\pdu(x)) < o0, (L1.1)
munido da soma usual de fungoes e multiplicagdo usual por escalar.

Definicao 1.1.2. O espago vetorial complexo formado por todas as fung¢oes mensuraveis f : {2 —
C, para as quais existe uma constante C' > 0 tal que |f(z)] < C v — ¢.t.p., munido da soma
usual de fungbes e da multiplicacdo usual por escalar, serd denotado por £°(Q, 3, v). Para cada
f € £>(0Q,%,v), escrevemos

[fllo = inf{C: |f(z)| <Cv—qtp}. (1.2)

Observacao 1.1.3. As igualdades (1.1) e (1.2) definem semi-normas em £°(2, 3, v), 1 < p < 0.
Em outras palavras, dado 1 <p <oo,ceCe f € £°(Q,%,v),

(@) IIf1l, =0,
(b) llefll, = lel I f1l,,

() If +gll, < 171, + [lgll,-



Observagao 1.1.4. Consideremos um espago de medida (€2, %, v). Para f,g € £P(Q,X,v), 1 <
p < 00, seja ~ a seguinte relacao em £°({, X, v):
f~g se esomentese, f=g v—q.tp.

Temos que ~ é uma relagdo de equivaléncia. Denotamos por [f] a classe de equivaléncia da fungao
f, ou seja,

f1={f eL(QXv): f~ [}
e por LP(§, ¥, v) o conjunto de todas as classes de equivaléncia de ~ em £P(€2, 3, v). Definimos a
soma de dois elementos [f], [g] € LP(€2, X, v) e a multiplicagdo por um escalar ¢ € C por

1+ 19l =[f+gl, clg] = [cg]

Com essas operagoes, LP(€), 3, v) é um espago vetorial. Sejam agora
» 1/p
0, = 151, = ([ 1@l dv@) ™, 1<p <o,

I llse = 1flloe = mf{C: [ f(2)| < Cov —qtp}.

Entéo segue pelo Lema 1.2.2 que ||||, ¢ uma norma em LP(€2, %, v) para 1 < p < oo.

Observagao 1.1.5. Quando a o-algebra ¥ e a medida v estiverem claras no contexto, usaremos
simplesmente a notacao LP({2) para denotar o espago LP(€2, 3, v), 1 < p < oc.

Observagao 1.1.6. Daqui em diante, denotaremos um elemento de LP(€2, 3, v) por f ao invés de
[f], visto que o primeiro simbolo é mais simples. Desta forma, podemos entender que o espago
LP(,%,v) é um espago de fungoes, desde que duas fungoes f e g sejam consideradas iguais se
f=gv—qtp.

1.2 Propriedades

A seguir, destacaremos alguns teoremas de relevancia envolvendo os espacos LP que serao usados
nos capitulos seguintes.

Teorema 1.2.1. Sejam (€2, %, r) um espa¢o de medida e 1 < p < oco. Entao o espago vetorial
LP(Q, %, v) munido da norma ||-||, é um espago de Banach, isto ¢, é um espago vetorial normado
e completo.

Lema 1.2.2. Seja (2, %, ) um espago de medida e sejam f, g : Q2 — C fungdes mensuraveis tais
que f=gv—q.t.p. Se [, f dv existe ou [, g dv existe, entao as duas integrais existem e

/Qfduz/ﬂgdy.

Por outro lado, se f : 2 — C é uma fungao mensurével tal que [, | f| dv =0, entdo f =0 v —q.t.p..

4



Com esses dois lemas em maos, obtemos o resultado seguinte.

Teorema 1.2.3. A funcio (-,-) : L*(,3,v) x L*(Q, %, v) — C definida por

(f,9) = /Q F(@)g@)du(z

¢ um produto interno em L*(2, X, v).

Demonstragio. Sejam f,g,h € L?(2,3,v) e ¢ € C. Lembremos que (-, -) serd um produto interno
se as igualdades seguintes forem verdadeiras:

(a) (cf +g,h) = c(f,h) + (9,h),

(b) (f,h) = (h. [),

(c) (f,f)=0se, e somente se f = 0.
A primeira igualdade é imediata pois

(cf +g,h)= [ (cf+g)hdv

{o\

(cf)h + gh dv
[ (eh) Edu+/ g dv
c/ fhdl/+/ghdy
= c(f, h) + (g, h).
Para demonstrar a segunda igualdade, lembremos que, por defini¢ao,
/ f(z)dv(z / Re(f(x))dv(z) + z/ Im(f(x))dv(x).
Como Re(fh) = Re(f)Re(h) + Im(f)Im(h) e Im(fh) = Im(f)Re(h) — Re(f)Im(h), segue que

I
5~

Q

I
\

(f,h) = /Q 7 dv
- /Q Re(fR)dv + i /Q Tm(f7) dv (1.3)
— /Q (Re(f)Re(h) + Im(f)Im(h)) dv + i /Q (Im(f)Re(h) — Re(f)Im(h)) dv.

Por outro lado,

) = /Q hfdy

- /Q (Re(h)Re(f) + Im(h)Im(f)) dv + i /Q (Im(m)Re(f) ~ Re(W)tm()dv |
- /Q (Re(h)Re(f) + Im(h)Im(f)) dv — i /Q (Im(h)Re(f) — Re(h)Im(f)) dv
:/Q(Re(h)Re(f) —I—Im(h)lm(f))du—l—z’/g(Re(h)Im(f) — Im(h)Re(f)) dv.



Comparando (1.3) com (1.4), vemos que (f, h) = (h, f).
Seja agora f € L*(Q, %, v) tal que f = 0. Podemos dizer que f ¢ uma fungao e f =0 v — q.t.p.
(ver Observacao 1.1.6). Desta forma, |f|2 =0 v — q.t.p. e assim, pelo Lema 1.2.2,

(f,f)z/gffdu:/ﬂ|f|2dy:0.

Reciprocamente, se (f, f) = 0, entao

/fodyz/Q]ﬂQdV:O.

Pelo Lema 1.2.2, temos |f|2 =0 v —q.t.p., o que implica f =0 v — ¢q.t.p.. Segue pela Observacao
1.1.6 que f =0 em LP(Q, X, v).
]

Teorema 1.2.4. (Desigualdade de Holder) Seja (2,3, v) um espago de medida e sejam p,q € R
taisque 1 <p,g<ocel/p+1/g=1. Se f,g:Q — C sao tais que f € LP(Q) e g € L), entao

I£glly = [ 179l < 1If1l, gl

Lema 1.2.5. Seja (€2,%,v) um espago de medida finita, ou seja, v(2) < oco. Para quaisquer
nimeros reais p, ¢ tais que 1 < p < ¢ < 0o, temos L%($2, X, v) C LP(Q, X, v).

Demonstragio. Se ¢ =00 e f € L>®(Q, %, ), entao existe uma constante C' > 0 tal que |f(x)| < C
v —q.t.p.. Assim,

£l = [ 1@ dve) < | Crav(a) = Cu(@) < o0

e portanto f € LP(Q2, 3, v).
Suponhamos agora ¢ < co. Entao temos 0 < 1/p —1/q < 1. Assim, seja 1 < r < oo tal que
1/r=1/p—1/q. Logo, 1/r +1/q = 1/p. Consequentemente,

1 1

/o) " (a/p)

Seja f € LI(2). Pelo Teorema 1.2.4,

151 = [ 1@ avte) < ([ ar@n@av)” ([a@)" = isgv@er. @)

Como v(Q2) < oo e ||f||, < oo, concluimos que || f||, < oo, ou seja, f € LP(Q2).

Definigao 1.2.6. Consideremos a,b € R, a < b, e uma funcao f : (a,b) — R.



(a) A fungao f é dita convexa se

I =X)s + A1) < (1= A)[f(s) + Af (D),
para todo s,t € (a,b) e A € (0,1).

(b) A fungao f é dita concava se
FA=XN)s+At) = (1= A)f(s) + Af (1),
para todo s,t € (a,b) e A € (0, 1).
Lema 1.2.7. Sejam a,b € R, a < b, e f: (a,b) — R uma fungao convexa.

(a) Se s, s’ t,t' € Rsdo taisque s < s’ <t e s <t<t, entao

i N /
t—s t—g
(b) Se f tem derivada continua em (a,b) e tg € (a,b), entao existe C' € R tal que
f(t) = f(to) = C(t — to), (1.7)
para todo t € (a,b).
Demonstrag¢io. Para demonstrar o primeiro item do lema, sejam Ao, A\; € (0, 1) tais que
s'=(1—=Xo)s+Not', t=(1—X)s+ M\t
Segue dessas igualdades que
s —s t—s
Ao = A =
0Ty TP
Além disso,
o I e o rd
1_)\0:1_3 s:t s s+s:t S
t—s t—s t—s
Pela convexidade de f,
f(s) = fF((1 = Ao)s + Aot') < (1= A0) f(s) + Ao f(F), (1.8)
@) = f((1=A)s+ Mt) < (1= M) f(s) + A f(H). (1.9)

Pela desigualdade (1.8),



£() = Dof (1)

f(s) 2 == Ao (1.10)
Logo, pelas desigualdades (1.9) e (1.10),
f@) = fls) < (1 )()+>\1f() f(s)
=\
<X\

—Xof (") + Ao f(t') — f(s ))

(7Y
( AOf 1t/— At;f( ,)> (1.11)
R E

= L) = S(5).

Por outro lado,

/
A1 ~ 1 :(t—s><t—s>:t—s. (1.12)
1— X 1—X t—s) \t/ —¢ t— s
Portanto, (1.6) segue de (1.11) e (1.12).
Seja agora ty € (a,b). Escolhemos = € (a,ty) e ¥ € (ty,b). Dado t € (a,b), podemos supor,
sem perda de generalidade, ¢ty < ¢t. Escolhemos agora y satisfazendo x < y < min{y,t}. Assim,
r<ty<tex<y<te portanto, por (1.6),

Fw) @) _ S0~ (k)
y—x = t—ty
Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (x,y) tal que f'(0)(y —z) = f(y) — f(x). Logo, para
C = Gin’} f'(6) (o infimo existe e ¢ finito pois f’ é uma fungao continua),
€lr,y
f(t) = f(to) o fly) = fla) _ ['(O)(y — =)

> = >C. (1.13)
t—to Yy—x Y—x

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (1.13) por t — ¢y, obtemos (1.7).
[

Observacgao 1.2.8. Suponhamos que a funcao f : (a,b) — R seja concava. Entao o sentido das
desigualdades (1.6) e (1.7) do Lema 1.2.7 fica invertido. E claro que para a desigualdade (1.7) é
necessario que f tenha derivada continua. A demonstragao segue de maneira inteiramente analoga
a demonstracao do Lema 1.2.7, alterando apenas o sentido das desigualdades (1.8), (1.9), (1.10),
(1.11) e (1.13).

Teorema 1.2.9. (Desigualdade de Jensen) Seja (€2, 3, v) um espa¢o de medida com v(Q2) = 1,
g : Q — (a,b) uma fungdo integravel e f uma fungdo convexa e com derivada continua em (a, b).

Entao
f(/diy> g/ﬂfogdy.



Demonstragdo. Sejam

to = / gdv, t=g(z).
0
Pela desigualdade (1.7) do Lema 1.2.7,

fo@) = f([gav) = (o)~ [ gav). (114

Note que

/Q(fog—f(/diu))du_/Qfogdy—/ﬂf</ggdu>dy

:Afogdy—f(/ﬂgdu)u((l) (1.15)

:/Qfogdy—f(/ﬂgdu).

Por outro lado,

/gzc*(g—/ggd'/)dV:CUdi”_/Q</diy>dy> (1.16)
:C(/diu—</ﬂng>V(Q)> |

=0.

Portanto, integrando ambos os lados da desigualdade (1.14) e utilizando as identidades (1.15) e

(1.16), obtemos
| togav—f([gdv) =0,

/Qfogduzf</ggdu>.

Observagao 1.2.10. Se ao invés de convexa, a funcao f do Teorema 1.2.9 for concava e todas
as outras hipéteses do teorema mantiverem-se inalteradas, entdo a desigualdade do resultado fica

invertida, ou seja,
f(/gdy> Z/fogdy.
Q Q

A demonstracao desse resultado se faz seguindo os mesmos passos da demonstracao do Teorema
1.2.9, alterando apenas o sentido da desigualdade (1.14), que é consequéncia da Observagao 1.2.8.

ou seja,

]



Lema 1.2.11. (Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin, ver [4]) Sejam (X, M, o) e (Y,N,v)
dois espagos de medida semi-finitas (em particular o-finitas), 1 < pg, p1,qo, 1 < o0 e, para cada
0<t<1, sejam p; e ¢ tais que

11—t I 11—t t

P P P & Q@ @
Seja T um operador linear limitado de LP* (X, M, o) em L% (Y, N,v) para t € {0,1} e tal que

||Tf||qt < Ky ||f||pt ) f €L (X7M70)7 te {07 1}

Entao

ITfll, < Ko™ B lIfll,,, [fe€L"(X, M), tel0]1].

pt?

Teorema 1.2.12. (Teorema de Fubini) Sejam (2,3, v) e (V,Z, 1) espacos de medidas o-finitas,
Y X = a o-algebra produto das o-algebras ¥ e = e v X p a medida produto em ¥ x =. Se
fe LY Qx VU Y xEvxpu),entdo f(zr,) € LY(V,Z, u) para ¢.t.p. x € Q, f(-,y) € L' (Q, X, v)
para ¢.t.p. y € ¥, a funcao

9(x) = [ F.y)duty)
pertence a L'(, %, v), a funcio
hy) = | . y)dv()

pertence a L'(U, =, 1) e

fd(v % p) :[y UQ f(z,y) dV(x)} du(y) :/QM f(z,y) du(y)} dv(z).

Qx W
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Capitulo 2

Andlise na Esfera S¢

Neste capitulo, trataremos de alguns elementos da analise na esfera S¢. A primeira secio sera
devotada a introducao de algumas defini¢oes e notacoes basicas e de algumas propriedades da
esfera S¢, do grupo topolégico SO(d + 1) e da medida de Lebesgue sobre S¢.

Nas duas se¢oes seguintes, faremos um estudo resumido e sem demonstragoes sobre Harmonicos
Esféricos e Harmonicos Zonais. A referéncia principal para as trés primeiras segoes é [17]. Nesta
referéncia, o leitor encontra demonstracoes cuidadosas dos resultados apresentados nestas secoes.

Na tltima sec¢do, realizaremos um estudo sobre as médias de Levy. Estudaremos estimativas
para médias de Levy de normas especificas em R", as quais serao aplicadas no capitulo seguinte.
As referéncias para esta tltima segao sao [11] e [23].

Na ultima sec¢do, usaremos, para duas sequéncias numéricas (a,)nen € (by)nen, @ terminologia
a, = b, para indicarmos a existéncia de constantes universais C e (s satisfazendo C1b, < a, <
Csb,, para todo n € N.

2.1 Preliminares

Notagao 2.1.1. Seja X um espaco topologico. Denotaremos por C'(X) o conjunto formado por
todas as fungoes continuas f: X — R e por B(X) a o-dlgebra de Borel de X.

Notacdo 2.1.2. Seja D um aberto de R%*! e seja m um inteiro positivo. O conjunto formado
por todas as fungoes f : D — R de classe C™ sobre D serd denotado por C™ (D). Denotaremos
também

(D) = (| C™(D).

Observacao 2.1.3. O conjunto C™(D) pode ser visto como o conjunto de todas as fungoes
f D — R com derivadas parciais

olel f olelf
Oz~ Qx'0xs* ... Oz
continuas para todo o = (ay, ..., agp1) € N com |a| = a3 + -+ + agy < m.

11



Definigao 2.1.4. Seja v uma medida sobre a o-algebra de Borel B(X) de X, onde X é um espaco
topoldgico localmente compacto de Hausdorft.

(a) v é chamada regular exteriormente sobre E € B(X) se

v(E)=inf{v(U): E C U, U aberto} .

(b) v é chamada regular interiormente sobre E € B(X) se

v(E) =sup{v(K): K C E, K compacto}.
(c) Se v for regular exteriormente e interiormente sobre todo F € B(X), dizemos que v é regular.

(d) Se v for finita sobre compactos, regular exteriormente sobre todo boreliano e regular interior-
mente sobre todo aberto, dizemos que v ¢ uma medida de Radon.

Definicao 2.1.5. Um grupo topoldgico é um grupo G que também é um espago topolédgico e cujas
operagoes de grupo G x G 3 (u,v) = u-v € G e G > urr u~! € G sao continuas.

Exemplo 2.1.6. Sabemos que o conjunto R com a operacgdo usual de soma é um grupo. Além
disso, com a topologia usual de R, sabemos também que as fungoes

f:RxR — R
(,y) — x4y

g:R — R
r = —x

sao continuas. Portanto, R é um grupo topologico.

Definicao 2.1.7. Uma medida de Haar a esquerda sobre o grupo topolégico localmente compacto
G ¢é uma medida de Radon v sobre G tal que v(uE) = v(F) para todo u € G e E € B(G), onde
uE ={ua:aec E}.

Teorema 2.1.8. (ver [4]) Sobre todo grupo localmente compacto existe uma medida de Haar a
esquerda, que é tinica a menos de constantes multiplicativas positivas.

Observagao 2.1.9. (ver [3]) Podemos definir medida de Haar & direita da mesma forma que
definimos medida de Haar a esqueda e nesse caso também vale o teorema precedente. Observamos
que se G é um grupo topoldgico compacto e v é uma medida de Haar a esquerda sobre GG, entao
v também é uma medida de Haar a direita sobre G e para todo g € G e f € C(G),

/f Ydv(u /f (w™)dv(u /fgudl/ /fugdy)

12



Notagdo 2.1.10. Sejam = = (21,...,Zar1); ¥ = (Y1,.--,Yar1) € R4 Denotemos por (x,y) o
produto interno usual de z,y em R isto &,

d+1

k=1

1/2

Representaremos a norma euclidiana de # € R4 através do simbolo |||z|| = (z,z)Y/? e a esfera

unitéria de R pelo simbolo S7, isto é,

st ={z e R*!:|||af|| = 1}

Denotaremos por p a medida de Lebesgue normalizada em S?. Finalmente, para 1 <p < oo e X
a o-algebra de Lebesgue sobre S?, denotaremos o espaco LP(S? 2, 1) simplesmente por LP(S9).

Notacdo 2.1.11. O grupo formado por todas as rotacdes proprias em R¥*! serd denotado por
SO(d + 1). Esse grupo pode ser identificado como o conjunto formado por todas as matrizes
ortogonais de ordem (d+ 1) x (d+ 1) e com determinante igual a 1, munido da operagao usual de
multiplicagao de matrizes.

Observagao 2.1.12. O grupo SO(d + 1) age sobre a esfera S? através da acao

SO(d+1)x 8% — 59
(u,z) +— ux.

Mais ainda, SO(d + 1) age sobre S¢ transitivamente, no sentido que, dados z,y € S? existe
u € SO(d+ 1) tal que ux = y.

Observagao 2.1.13. Se 1 < p < g < oo e f € LI(SY), entdo pela desigualdade (1.5) obtida na
demostracio do Lema 1.2.5 e pelo fato de u(S%) = 1, temos

1L, < £, -
Em particular, [|f||, <1 implica [|f[|, < 1.

Proposigao 2.1.14. A medida de Lebesgue p sobre S¢ é invariante por rotagoes, isto é, u(uA) =
w(A) para todo u € SO(d + 1) e para todo conjunto mensuravel A de S%. Se f € L'(S?) e
u e SO(d+ 1), entao

/Sd futy)duly) = /Sd fy)du(y).

2.2 Harmonicos Esféricos

Definigdo 2.2.1. Uma fun¢do f : R4 — C é chamada homogénea de grau k, k € Z, se f(\z) =
N f(z) para qualquer A > 0 e z € RIFL,

Notacao 2.2.2. Denotaremos por P o conjunto de todos os polindémios definidos sobre R**! e por
P 0 subconjunto de P formado pelos polinémios homogéneos de grau k.

13



Teorema 2.2.3. Para todo k& € N, P, é um subespago vetorial de P e

Notacgao 2.2.4. Seja A o operador laplaciano em R9*! isto &,

O f

e .
94

2
Af(r) = %x) T

e seja k € N. Denotaremos por Aj;, o subespaco vetorial de Py, definido por

(x), feC*R™,

A ={p € Pr: Ap=0}.

Em outras palavras, A é o espaco vetorial de todos os polinémios harmoénicos e homogéneos de
grau k.

Defini¢ao 2.2.5. Um harménico esférico de grau k é a restricdo a esfera S? de um elemento de
Aj.. Denotaremos por Hj o conjunto dos harménicos esféricos de grau k.

Teorema 2.2.6. Temos que dimHy =1, dimH; =d+1e

dp = dim Hy, — <d§k> . (d;;ff), k> 2.

Corolario 2.2.7. A restricio a esfera S¢ de qualquer polindmio de (d + 1) variaveis é uma soma
finita de harmonicos esféricos.

Corolario 2.2.8. Toda funcdo continua sobre S¢ pode ser aproximada uniformemente por com-
binacoes lineares finitas de harmonicos esféricos.

o)
Corolario 2.2.9. O espago vetorial gerado pela uniao U H., isto é, o conjunto formado por todas

k=0
00

as combinagoes lineares finitas de elementos de U Hy, que denotaremos por H, é denso em LP(S%)
k=0
para 1 < p < oo.

Notagao 2.2.10. Mostramos no Capitulo 1 que dado um espago de medida (€2, %, v), a funcao
(-,-): LA, 2, v) x L*(Q, %, v) — C definida por

(£.9) = [ f@g@dv(a), f.g€ L),

é um produto interno em L?(Q, X, v). Para o caso particular da esfera S¢, usaremos também (-, -)
para denotar o produto interno em L?*(S?), isto é, dados f,g € L?*(S?),

(£.9) = [, f@)g@dua).
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Teorema 2.2.11. Para k] € N, k # [, temos H;. L. H; em relagdo ao produto interno (-, -).

Corolario 2.2.12. Se f € L?(S9), entdo f admite uma tnica representacio na forma

fla) =3 Y (),

onde a série acima converge para f na norma de L?(S%) e Y*) € H,. Além disso,

1713 = 3 @
k=0

2.3 Harmonicos Zonais

Definigdo 2.3.1. Fixado z € S?, considere o funcional linear L{¥) sobre H;, que, a cada elemento
Y € H,, associa o valor LF(Y) = Y (x). Como Hy, é um espaco de Hilbert munido do produto
interno (-,-) de L%(S?), existe um tinico harmonico esférico Z%) € H,, tal que

viw) = 1) = (v, 29) = [ Y ()20 )duty)
s
para todo Y € Hi. O harménico esférico Z*) ¢ chamado de zonal de grau k e pélo x.

Lema 2.3.2. (a) Se {Yl(k), o Yd(:)} ¢ uma base ortonormal de Hy, entao

Z®(y) = 3 VP @)y P (y).

=1
(b) Z® assume valores reais e Z) (y) = Z{M(z).
(c) Seu € SO(d+ 1), entdo ZF (uy) = ZPF) (y).

Corolario 2.3.3. (a) ZW¥(x) = d, para z € S%.

d

(b) 2.

=1

2
Y;(k)(:v)‘ = d;,, para = € S%.

(¢) |2®(y)| < dy, para z,y € 5.
Definigdo 2.3.4. Seja A > 0. Os polinémios P (t), —1 <t <1, k > 0, definidos por
Pty = Y aa; (t—iVI—8) (t+iVI- &),
I+j=Fk
ondeagpg=1e "
AA+1)---(A+k—1)

k!
sao chamados polinomios ultraesféricos ou de Gegenbauer.

ar = ,k‘Zl

15



Teorema 2.3.5. Sejam d > 2, A= (d —1)/2 e k=0,1,2,.... Entdo para todos x,y € S¢, temos

A2k -1

7(k) (x) ph

Y

PR ({z,1)).

Definigao 2.3.6. Seja K (1) uma funcio mensuravel definida em [—1,1] e seja K (z) = K ({x,¢)),
onde x € S%ee=-¢eyz = (0,0,...,0,1) é o pélo norte de S¢. Se K, f € L*(S?), entdo o produto
de convolucao K * f é definido por

K f@)= [ K (@) @)y, = e s
Definicao 2.3.7. Para t € [—1, 1], definimos

Z0py = 21 22_’51_ Lpia-nrzp)

Teorema 2.3.8. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < r,p,q < oo tais que 1 —1/r = 1/p —1/q
e seja K (t) uma funcdo mensurdvel definida sobre [—1,1]. Se K € L"(S%) e f € LP(S?), entdo
K * f(x) estd bem definida para quase todo x € S K x f € L4(S%) e

1K« £, < [ 141,

Definigao 2.3.9. Seja g : [—1, 1] — C uma fungdo mensurével e seja p € R, 1 < p < oo. Definimos
1 1/p
loll, = ([ loF 0 =#)272at) ©, 1<p<ox,
-1

9]l = mf{C : [g(t)] < C q.t.p},

considerando que inf ) = oo. Denotaremos por LP ([—1, 1], (1 — t2)(d’2)/2dt), 1 < p < 00, 0 espaco
vetorial formado por todas as fungdes mensuraveis g definidas em [—1, 1] e com valores em C que
satisfazem |[|g||, < oo. Duas fungdes g,h € L? ([—1, 1, (1 — t2)(d*2)/2dt> que coincidem em quase
todo ponto serao consideradas iguais.

Observacao 2.3.10. Sejam g, h € LP ([—1, 1],(1 - t2)(d_2)/2dt), I1<p<ooesejag:S¥xS?— C
a fungio definida por g(z,y) = g((z,9)), x,y € S% Segue pela Observacio 2.2.7, p. 51 em [17]
que, para qualquer y € S9,

[t duta) = < [ gt (12002

Wy —1

se 1 < p < oo, onde wy é a drea de S¢. Assim,

Wd—1

Il = (2=

1/p
) gl < gl 1<p< oo,

19C 9o = N9l -
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Escreveremos h * g(x,y) para representar o produto de convolucao (h *g(-,y))(z). Segue pela
desigualdade acima que podemos trocar HFH por ||K||, na Desigualdade de Young (Teorema
2.3.8).

Observacao 2.3.11. Se Y € H,, segue pela Definigdao 2.3.1 que

295 (@)= [ 29 )Y Wduly) = [ ZO@)Y @)duly) = Y ()

eseY € H;, | # k, entao Za(: ) e Y sdo ortogonais e assim Z®) x Y = 0. Em particular temos

. 0, sel # k,

20+ 20y = {Zg(gk) (v), sel=k,
)0, sel #k,
20 ((,y)), sel=k.

Teorema 2.3.12. Seja f € L*(S%). Entao

_ i 70
onde a série acima converge para f na norma de L?(S%) e Z®) x f(z) € Hy.

N
Lema 2.3.13. ([23]) Seja Ty = €P Hi. Entdo
k=0
2(N+d/2)(N +d— 1)
d! N

d1m TN =

Lema 2.3.14. (]23]) Temos que

2
dim Hj, = = 1>,kd‘1 + b kT2 by,
2 d d— 1
dlmTN_aN +c N -+ cq,

onde by, ...,b4_1, 1, ..., Cq SA0 constantes maiores ou iguais a zero.
Definicao 2.3.15. A soma de Cesaro S,‘i de ordem n € N e indice § > 0 é definida por

1 & ~
Sht) = 55 X Ol 2,

n m=0

onde

oo — I(m+0+1)
" Tim+ 1)L +1)
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Observacao 2.3.16. Para n,d € N, temos

s (n+0)!
Cu =005
(n+8)(n+d—1)-(n+1)(n)

(5 () e e .
:<§+1> (&H)...(ZH) <T+1>'

Portanto,

né

= < 0 < 29n°, (2.2)

Lema 2.3.17. (ver [17]) Consideremos a LP-norma HSfLH da soma de Cesaro S? (ver Definigao
p
2.3.9).

(a) Se 0 < < (d+1)/2, entao existe uma constante C' > 0 independente de n tal que

n(d-26-1)/2. 1<p<2d/(d+26+1),
Hgng < €4 pld=2-1/2(Ip ) (@+204D/Cd) - — 24 /(d + 26 + 1),
nd1=1/p), p>2d/(d+20+1).

(b) Se (d+1)/2 < § < d, entdo existe uma constante C' > 0 independente de n tal que

HSng < Cnpd=1/p), 1<p< oo

2.4 Meédias de Levy

Notagao 2.4.1. Para qualquer n € N, denotaremos por (z,y) o produto interno usual de dois
elementos z,y € R™, por |||z||| a norma euclidiana do elemento z € R", por S"~! a esfera unitaria
de R" e por i a medida de Lebesgue normalizada em S™71.

Defini¢ao 2.4.2. A média de Levy de uma norma ||-|| definida em R™ é definida por

MM = M@ 1) = ([ el dute))

Observacao 2.4.3. Para cada [ = 0,1,2,..., seja {fjl 11 < j <d}, onde d; = dim H;, uma base
de H; ortonormal em L?(S?). Fixamos Ny, N; € N, Ny < Ny, e denotamos

18



N1 Nl
TN07N1 = @ Hl, n = dimTNo,Nl = Z dl.
[=No+1 [=No+1

Temos que
(Gl =1 1<j<d No+ 1< T < NI},

onde & = M se bk =Yy qdi+scom Ng <r < Npel<s<dy, éuma base de Ty, n,,

ortonormal em L?(S%).
Definimos o isomorfismo J : R" — Ty, n, por

n Ny d
el
J) =& =) u&= > D v,
k=1 I=Not1j=1
No+1 No+1l  Not2 No+2 N N
o+ 01 pNot2 d}g{;w.._,vll,,_.,vd;l). Dado 1 < p < o0

onde v = (vy,...,v,) = (v; v Vg

e v € R", definimos
(2.3)

[0lly = 1T ()], = 1€7]], -

Observamos que H'H(p) : R" — [0, 00) é uma norma em R”. Denotamos
By ={veR : o, <1}, By ={ &€ Taom : i€ll, <1}

Lema 2.4.4. ([23]) Seja f € C(S" ') e f a extensdo de f para R™\ {0} dada por

f(z) = |”x'”2f<|||i|||>‘

Entao

[ S =T [ @)

onde dy(z) = e~I1#II° 4z denota a medida Gaussiana em R™.
Lema 2.4.5. ([14]) Seja {7}y @ sequéncia das fungoes de Rademacher
r,(0) = sgn sen (2k7r9) ,
onde 0 € [0,1]. Param,n € N fixosei=1,2,...,n, seja
57(0) = m™ (r-1yms1(8) + 7 1ymea(6) + -+ rim(6))
Nestas condigoes, se h : R” — R é uma func¢ao continua satisfazendo

h(xy,...,z,)e” Ykl 0
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n
uniformemente quando » _ |zx| — 0, entdo
k=1

AJWMW@:£% E«%ymwmeJW@nw.

0

Lema 2.4.6. (Desigualdade de Khintchine, [19]) Seja {rj},.y a sequéncia das funcoes de Rade-
macher definida no lema anterior e seja 1 < p < co. Entado existem constantes positivas 3(p) e
v(p) tais que, para toda escolha de escalares {c;},_,, u € N,

1/2

u 1/2 1| u p 1/p u
o) (S lk) < ([ [Sn0a] @) <ow)(Sak)

onde B(1) > 1/2 e v(p) = 22T (1 + p)/2) /T(1/2) = /%, p — .

k=Np+1 k=Np+1

N1 Nl
Lema 2.4.7. (Ver [23]) Sejam No, N; € N, Ny < Ny. Set, € @ Hien=dim ( $H Hk),

entao

ltalle < 0P Itall,, 1<p< oo,
ltally < n' P2 itall,, 1<p<2

toll < n'/2 Ve, 2 < g < oo.
2.l 95 q

Teorema 2.4.8. Sejam Ny, N1 € N, Ny < N e {fk}Z:1 um sistema ortonormal de harmonicos
Ny
esféricos de Ty, N, = @ Hp, n = dim Tn, n,, como na Observacao 2.4.3. Entao existe uma
k=Np+1
constante absoluta C' > 0 tal que:

1< M(|||,)) < Cp'?, 2 <p<oo; (2.4)
1< M(|[l (o)) < Clnn)'2 (2.5)
1
3 <M =t 1<p< (2.6)
M([|-ll ) = 1. (2.7)
Demonstragdo. Para x = (zy,...,x,) € R", pela ortonormalidade de {&.},_, em L*(S%),
) N1 4 - 2 Ny d; N2 (112 N1 4 2
leliey = > o) = > > (w) g, = X ()
I=No+1j=1 5 I=Not1j=1 I=No+1j=1
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Logo,

[ elydute) = 3 5[ (at) duta). (2

I=Np+1j=1

No entanto,
1= [ lllellP du(a z o ) = [ (o),
para todo i = 1,...,n. Desta forma, para todo 1=1,...,n,
/ ridu(r) = l (2.9)
gn-1 " n
Pelas igualdades (2.8) e (2.9),
9 1 N1 dl 1 N1
[ llaltydu@) =~ 3 S1=— % d=1,
I=Np+1 j5=1 [=No+1

Assim,

M) = ([, el aut@)) " =1, (2.10)

que é a igualdade (2.7) do teorema.
Pela Observagao 2.1.13,

Ny dl
||x||(p) = Z Zl’ §k = Z Zm fk = HxH(q)
I=No+1 j=1 I=No+1 j=1

para quaisquer p,q € Rcom 1 < p < ¢q < o0. Consequentemente,

Mg = ([ el nte) < ([ helyan@) " = mil). @)

Portanto, por (2.10) e (2.11), seguem as desigualdades inferiores em (2.4) e (2.5) e a desigualdade
superior (2.6).

Sejaagorap € R, 1 <p< oo, f(z) = HxH?p), z=(x1,...,2,) € S" ' eseja f a extensdo de f
para R™ \ {0} como no Lema 2.4.4. Observe que

2

~ xr xr 2
f(x)=|||:r|l|2f< )— — el
& Tl |, ~ "o
Ainda pelo Lema 2.4.4,
) 27T ~ 27T 9
[ el dnte) =2 [ fayinte) =27 [l drta) 212)

Como ||z[|,) < Cng,nyp Zk=q [T], vemos que
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f(x)e* I Hx”?p) e~ 2rtlzkl s

uniformemente quando Z |zi| = 0. Desta forma, pelo Lema 2.4.5,
k=1

[ i) = Jim /01 |2 57(6), ... 7o) b (2.13)
De (2.12) e (2.13), obtemos

[ ol dut) = 211im /1H(zm-l/?(a?(e),...,6:7<9>>H a0

Por outro lado,

2

1(67(6), ... ,6:?(9))”?])) _ Hf“in(g) ..... 57(0)) H

25’”
p

p dp(r ))2/p. (2.14)

7,

Além disso,

znzdzm( Zm 12¢,(7) (r(z m+1(9)+"'+7”¢m(9)>-

i=1

Denotando 5(1'71)m+k Ty =m Y2%(r), 7€ S i=1,...,n,k=1,...,mem=1,2 ..., obtemos
> (0)6(r) = D ri(0)E(T). (2.15)
=1 j=1

Segue entao de (2.14) e (2.15) que

1/2

P 2/p
d,u(T)) d@) . (2.16)

Considere agora p € R tal que 2 < p < 00, e g : [0,00) — R definida por g(t) = t*/?. Essa
fungado possui derivada continua em (0, 00). Temos também que g é concava porque 2 < p. Logo,
para

mn

1
M) =™ tim, (/0 (/Sd

> ri(0)€(r)

p

du(T), (2.17)

mn

> ri(0)&(r)

=1

h(@):/sd

segue do Teorema 1.2.9, da Observacao 1.2.10 e do Teorema 1.2.12 que
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mn P 2/p 1 1
A1<Ld§;wwkx> wm>) = [ gonar <y ([ 10)ao)
mn p 2/p
_ ( /01 [ > 7, (0)§(n dW)de)

. p 2/p
_ (/Sd /01 ' Tj(e)gj(T) dé’d,u(T)) .

Pelas relagoes (2.16) e (2.18) e pelo Lema 2.4.6,

o p 2/p
Lf(édiﬁﬂmév)dMﬂ) dﬁ

mn p 2/p\ /2
(/Sd /01 ;w(@fj(ﬂ deM(T)) )

- ) p/2 1/p
<~(p)n~? lim (/Sd (Z &(7) ) dM(T))

J=1

1/2

M (||[l ) =72 lim

m—ro0

<n~ Y2 lim
m—ro0

Pelo item (b) do Corolério 2.3.3,

mn() = 23 [m 2

=1 k=1

* = Z &(7)[*
=1
Ny
‘ = Z dj = n.

Jj=No+1

= m~&(7)
=1
N1

Zi

ﬁ?&vﬂ

3 ||M:

Portanto, por (2.19) e (2.20),

1/p
M) < 52 tim ([ 07 du(r))
=y(p)n~"*n'/?
S Clp1/27

onde a constante universal C; da tltima desigualdade é obtida do fato de ~(p)
obtemos a desigualdade superior em (2.4).
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(2.19)

(2.20)

(2.21)

= p'/2. Assim,



Passamos agora a demonstragao da desigualdade inferior em (2.6). Seja g : [0,00) — R definida
por §(t) = t?. Essa funcio, assim como g, também possui derivada continua em (0, c0). No entanto,

g ¢ convexa. Para
= [ 105 du
j=1

segue do Teorema 1.2.9 e do Teorema 1.2.12 que

[(1 e 0

(7),

[ocias([ic)

(/ ri(0)&(7) du(T)dé’) (2.22)

/ er(e)éj(f) d@du(T)) ,

Consequentemente, pelas identidades (2.16) e (2.22), pelo Lema 2.4.6 e pelo item (b) do Corolario

2.3.3,
9 1/2
dp(T )) dQ)

dfdpu(T)

ZTJ

. o —1/2 7.
M|l oy) = n? lim_ (/0 (
12 | 1 |mn
.

. O\ 172
> B3(1)n~Y? lim » <Zl‘§~j(7)) ) dp(T)

0);(7)

m—0o0
1/2
= B2 [ ( > d) dp(r)
Jj=No+1

1
> En—1/2n1/2
1
=

Por (2.11), concluimos que, para 1 < p < 2,

1
M([-llgy) = Ml ) = 5-

Finalmente, pela primeira desigualdade do Lema 2.4.7 com p = log,n (assumiremos entao
p > 2) e pela desigualdade (2.21),
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MOl = ([, Wl dute))

= ([ e an)

1/2
< (w2 [ duta) ) 2.2
1/2
= pl/p (/ 1 ||a:|]?p) d,u(x))
< C nl/ppl/Q
= 01(2p)1/p (log, ”)1/2
< Cy (Inn)"?,
Obtemos entao a desigualdade superior em (2.5).
[l
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Capitulo 3

Estimativas para n-Larguras de Classes
de Sobolev em S¢

Na primeira secao deste capitulo, apresentamos os conceitos de n-larguras de Kolmogorov e de
Gel’fand de um subconjunto A de um espago vetorial normado X e também algumas propriedades
dessas n-larguras. As demonstracoes das propriedades aqui apresentadas podem ser encontradas
nas referéncias [20] e [23].

Na segunda secao, estudamos estimativas superiores para as n-larguras de Kolmogorov das
classes de Sobolev em S? nos espacos L?. Esses resultados foram demonstrados por Kushpel em
[13], mas em nossos estudos, utilizamos uma técnica diferente daquela utilizada em [13] e que faz
uso das estimativas para médias de Levy obtidas no Capitulo 2. As referéncias para esta se¢ao sao
[11] e [23].

Na terceira se¢do, estudamos estimativas inferiores para as n-larguras de Kolmogorov das classes
de Sobolev em S?. Esses resultados foram demonstrados por Kushpel em [13] e em nossos estudos
fazemos uso das técnicas apresentadas em [13] e em [1].

No final da terceira secao, apresentamos uma consequéncia imediata dos resultados das Secoes
3.2 e 3.3 que diz que as n-larguras das classes de Sobolev em S? nos espacos L? sdo assintoticamente
exatas, em termos de ordem, em diversas situagoes.

Neste capitulo, consideraremos espacos vetoriais sobre o corpo K = R dos niimeros reais ou
sobre o corpo K = C dos niimeros complexos. Usaremos a notagdo |x| para denotar a parte inteira
do nimero x € R e para a € R, usaremos também a notacao

a, sea >0,
(a)+ = [
0, caso contrario.
3.1 n-Larguras

Defini¢ao 3.1.1. Sejam X um espago vetorial normado sobre o corpo K € {R,C} e com norma
||| x € X, um subespaco n-dimensional de X. Para cada z € X, E(z, X,,) denotara a distancia
do subespacgo X, ao ponto z. Em outras palavras,
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E(x, X,) =inf{|lz —y|ly v € X,,}.

Dizemos que um elemento y* € X,, é a melhor aproximacao de z em X, quando E(z,X,) =

Iz — "Il

Definicao 3.1.2. Sejam X um espago vetorial normado, X,, um subespago n-dimensional de X e
A um subconjunto nao vazio de X. O desvio de A em X,, é definido por

E(A X,) =sup{E(z,X,) :x € A} =sup inf ||z —y|, .
z€A YE€Xn

Definicao 3.1.3. Sejam X um espaco vetorial normado e A C X, A # (. A n-largura de
Kolmogorov de A em X é definida por

d,(A, X) =inf{F(A, X,) : X,, é um subespago n-dimensional de X}

— inf f ||z —
ipf sup Inf llz =yl

Observagao 3.1.4. Alguns autores preferem o termo n-didmetro ao termo n-largura. Porém,
somente a segunda nomenclatura sera adotada no decorrer desse texto.

Listaremos agora algumas propriedades de relevancia da n-largura de Kolmogorov.

Teorema 3.1.5. Sejam X e Y espagos vetoriais normados, A e B subconjuntos nao vazios de X
e a € K. Entao:

(a
(b

) du(ad, X) = [a] dy(4, X);

) du(4, X) = dy(b(A), X), onde b(4) = {fz : 2 € 4,5 € K, |3] < 1}

(c) se B C A, entdo d,(B,X) < d,(A, X);

(d) dp(A, X) > dpi1(A, X),n=0,1,..;

() se X C Y, X tem a norma induzida de Y e A C X, entdo dn(A, X) > do(A,Y);
)

(f) dpsn(C+D,U+V) <d,(C,U)+d,(D,V), onde U e V sao subespagos de X com a norma

1nduz1dadeX,CCU,DCVeUﬂV:{O}.

Definicao 3.1.6. Seja X um espacgo vetorial normado e A C X. A n-largura de Gel'fand de A
em X é definida por

d"(A,X) =1inf sup =]y,
L™ zeAnLn

onde o infimo ¢é tomado sobre todos os subespagos L™ de X de codimensao no maximo n.
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Lembremos que a codimensao de um subespaco Y de um espago vetorial X é definida como a
dimensao do espago quociente X /Y.
Vejamos algumas propriedades que a n-largura de Gel’fand satisfaz.

Teorema 3.1.7. Sejam X um espacgo vetorial normado, A e B subconjuntos nao vazios de X e
a € K. Entao:

a) d"(aA, X) = |a]d"(A, X);

(a)
(b) d*(A, X) = d"(b(A), X), onde b(A) = {Bz:z € A, B K, |3 <1}
(c) se B C A, entao d"(B, X) < d"(A, X);

)

(d) d"(A, X) > d" (A, X), n=0,1,....

Notagao 3.1.8. Seja X um espago vetorial com norma ||-|| . Denotaremos por By a bola unitaria

fechada
Bx ={z e X :||z|ly <1}.
Para 1 < p < oo, denotaremos por U, a bola unitaria fechada Bjy(ga) de LP (S9).

Notacao 3.1.9. O espago vetorial de todos os operadores lineares continuos T : X — Y, onde X
e Y sdo espagos vetoriais normados, serd representado por L(X,Y). A norma de T' € L(X,Y) é
definida por

1T = sup {||T(2)|ly : © € Bx}.
Consideraremos sempre o espaco vetorial L(X,Y) munido com essa norma.

Notagao 3.1.10. Denotaremos por K (X,Y’) o subespago vetorial de L(X,Y") formado por todos
os operadores compactos de X em Y, isto é, por todos os operadores T' € L(X,Y’) para os quais
o fecho do conjunto T(Bx) = {T(z) : € Bx} é compacto em Y.

Notagao 3.1.11. Seja X um espago vetorial normado sobre o corpo K (K = R ou K = C).
O espaco dual L(X,K) de X, isto é, o espago vetorial formado por todos os funcionais lineares
continuos de X, serda denotado por X*.

Observagao 3.1.12. Lembremos que, se |||y é a norma considerada em X, entdo X* é um espaco
vetorial normado cuja norma de um funcional f € X* é dada por

11" = sup {[f(2)] : = € Bx}.
Definigao 3.1.13. Seja T' € L(X,Y). Definimos a n-largura de Kolmogorov do operador T por

dn(T) = dn(T(Bx),Y) = inf sup inf |T(z) —ylly,

Yo rEBx YyEYn
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onde o infimo é tomado sobre todos os subespagos n-dimensionais Y,, de Y. Definimos a n-largura
de Gel’fand do operador T por

d"(T) = d"(T(Bx),Y) =inf sup || T(z)]y

L™ zeBxnL»

onde o Infimo é tomado sobre todos os subespacos L™ de X de codimensao no maximo n.

Definigao 3.1.14. Seja T' € L(X,Y). Definimos o operador adjunto T* : Y* — X* de T como
sendo o operador que a cada elemento g € Y* associa o elemento 7*(g) € X* definido por

T(g)(x) = 9(T(x)), =X
Teorema 3.1.15. (ver [23]) Se T € K(X,Y), entao

d,(T) = d"(T").

3.2 Estimativas Superiores

Definicao 3.2.1. Seja H o espaco vetorial formado por todas as combinacoes lineares finitas de

elementos de U Hy e seja {\ ), uma sequéncia de nimeros complexos. O operador linear

k=0
A : H — H definido por
: (Z Y"“) =Y v,
k=0 k=0
ondeneNeY® e H, k=0,1,..., ouequivalentemente,
Af) =D M2V« f,
k=0
para toda
f=32Wxfemn,
k=0

é chamado o operador multiplicador associado a sequéncia { g}, -

Observagao 3.2.2. Seja {\;},, uma sequéncia de nimeros complexos e seja A o operador mul-
tiplicador associado & sequéncia {A,},_,. Para f € H, temos

A =3 Il | 209 1

k=0

Se a sequéncia { A}, ¢ limitada, isto é, C' = sup, |\;| < oo, entdo
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A < ¢ f: |25 £ = c2 1712,
=0

Portanto, como H ¢ denso em L?(S?%) (ver Corolario 2.2.9), entdo A pode ser extendido a toda
funcdo f € L2(S?) e essa extensdo, que ainda denotaremos por A, é um operador limitado de
L%(S9) em L?(S%), isto 6,

1Al < Clflly f € L2(ST).

E facil ver que se o operador A pode ser extendido como um operador limitado de L*(S%) em
L*(S%), entao a sequéncia { A}, tem que ser limitada (ver Teorema 1.4.9, [17]).

Observagao 3.2.3. Seja v € R, v > 0, e seja {\y},o, a sequéncia numérica definida por A, =
(k(k+d—1))7"/2 para k > 1 e Ay = 0. Denotamos por A” o operador multiplicador associado &
sequéncia { A}, isto &,

o0

N =S (k(k+d—-1)"2ZW % f feH.

k=1

Consideremos p,g € R, 1 < p,qg < o00. Sey>0e~v>d(l/p—1/q), entdo o operador A7 é um
operador limitado de LP(S¢) em L9(S?) (ver Observagao 3.3.6, [17]).

Definigao 3.2.4. Sejam v,p e R, v >0e 1 < p < oco. A classe de Sobolev Wg(Sd) na esfera S¢
¢ definida como sendo o conjunto

W8 ={c+MN(p): ¢ €UpceR}.
Observacgao 3.2.5. Segue pela Observacao 3.2.3 que Wg(Sd) C Li(S%) sey>d(1/p—1/q).
Considere agora o operador multiplicador A7 associado a sequéncia {Xk}:io A= (k(k+d—

1))7/27 k > 0. O espaco de Sobolev W;(Sd), 1 <p< oo,y >0, ¢édefinido como sendo o espaco
vetorial

Wh(S?) = {p € LP(5%) : A7 () € L(8")}

p

munido da norma

lelly = A7) -

P
Observamos que a classe de Sobolev W (S) é a bola unitéria fechada {go e W,(5% : HSO”W; < 1}
do espago de Sobolev W;(Sd) (ver Observagao 3.3.4, [17]).

Defini¢ao 3.2.6. Seja ||-|| uma norma em R™. Definimos a norma dual ||-]|° em R" por

lz))” = sup{[{z, )| -y € R™, [yl <1}, z €R™.
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Notagao 3.2.7. Se B" é a bola unitéria {z € R™ : ||z|| < 1}, denotaremos por (B™)° a bola unitaria
{r eR": ||z|° < 1}.

Observagao 3.2.8. Seja ||-|| uma norma em R” e seja ||-||°° a norma dual de ||-]|°. Pela definigao
de norma, ||0]] = ||0]|*°. Por outro lado, para z € R™, x # 0, temos
)™ = sup {[{z, )| - y € R", [|y||” < 1}

—sup{ (el € R 1" = sup 102 < 1]
~sup{ o]

X n °
_ ||x||sup{|<M,y>\:yeR Nl = sup [, )] < 1} <l

I|z]|<1

T n °
<Hx”,y>‘:yeﬂ% Nl = sup [y )] < 1}

=ll<1

isto ¢, ||z||”° < ||z|| para qualquer z € R™.

Lema 3.2.9. Dado um funcional linear f : R” — R, existe um tnico v € R" tal que

f(z) = (x,v), paratodozx € R".

Demonstragio. Seja v = f(e1)e;+---+ f(en)e, € R™, onde {ex};_; é a base canoénica de R". Seja
¢y : R" — R definida por ¢,(x) = (z,v). Pelas propriedades do produto interno, segue que ¢, é
um funcional linear em R" e, se © = (x1,...,x,) € R", entao

pu(r) = (2,0)
= (x161 + + + Tpep, fer)er + - - + flen)en)
= xlf(el) +-+ xnf(en)
= f(zer + -+ + xnen)
= f(=).

Se w = (wy,...,w,) € R" satizfaz f(x) = (x,w) para todo x € R", entdo em particular, para
T =0 — w, temos

0=f(v—w)—flv-w)
:<’U—'LU,U>—<’U—U),U)>
= (v—w,v—w)

= [llv = wlll",
o que implica v = w.
[
Teorema 3.2.10. Se ||| ¢ uma norma em R", entdo existe um isomorfismo F : (R" ||-]|°) —
(R™, [[-[D)* tal que
[l = I1F ()1

para todo x € R™.
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Demonstragio. Seja F: (R, ||||°) — (R™, ||-||)* definida por

F(l‘) = Pz

onde ¢, é o funcional linear definido por ¢,(u) = (u,z) (ver Lema 3.2.9). Dado f € (R, |]|)*,
ainda pelo Lema 3.2.9, existe um tnico v € R” tal que f = ¢, = F(v). Logo, F é sobrejetiva.
Pelas priopriedades usuais do produto interno, temos

Flex +y)(v) = @ewty(v)
= (v, cx + y<>

|

o
—~
<

&

(3.1)

para todos z,y,v € R" e ¢ € R. Logo, F(cz +y) = c¢F(x) + F(y) para todos z,y € R" e ¢ € R,
isto é, F' é linear. Se x € R™ é tal que F'(x) = 0, entao

0= F(x)(v) = ¢.(v) = (v,x) =0, paratodov e R".

Em particular, ]Hx|H2 = (z,z) = 0, o que implica z = 0 e consequentemente, a injetividade de F.
Por fim,

IE@)" = lleall” = sup{lez(v)] : v € R®, [Jo]] < 1}
= sup {[{v,z)| : v € R, [Jv]| < 1} = [lz]".

]

Teorema 3.2.11. (ver [18]) Seja ||| uma norma em R" e seja ||-||° a sua norma dual. Entéao, para
cada 0 < X\ < 1, existe um subespaco Fj de R"™, com dim Fy = k > An, tal que

|z]|| < CM°(1—X)"Y2||z||, para todo x € Fy,

onde C' > 0 é uma constante absoluta e

1/2
e = M) = ([ (el Pdpt))
¢ a Média de Levy da norma dual ||-[|°.

Notagdo 3.2.12. Seja V um subespaco vetorial de LP(S9), 1 < p < co. Usaremos a notagio
LP(S%) NV para designar o subespaco vetorial V' quando munido da norma de LP(S?).
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Teorema 3.2.13. Para as classes de Sobolev em S?, temos,

n=v/e se 2<p<qg<oo e y>d/2

d, (W) (57),L9(8%)) < C
( p( )7 ( )) = {n'y/dJr(l/pl/Z)’ se 1<p<2<g<ooe > d/p,

(Inn)'/2n=/d, se p>2ey>d/2,

vy Qd oo Qd
dn (Wp (S ),L (S )) < C {(lnn)1/27,6—')//01—0—(1/]7—1/2)7 se 1 §p < 2 e v > d/p

Demonstragio. Sejam 0 < A < 1,1 < p <2 < ¢ < 00 e {Ni},-, uma sequéncia de nimeros

Ny
inteiros nao-negativos tal que Ny = 0 e N < Nj41 quando k > 1. Denotamos Ty, n, = @Hl e
1=0

Ngy1

D Hienp=dimTy,n,,,. Pelo Teorema 3.2.11, existe um subespaco
I=Nj+1
F; de R™ com dim F; = j > Any, tal que

para k > 1, Ty,

»Nk:+l =

2]l < CM(IMll) (1 = N lzllg,y 2 € Fy.

Pela Observagdo 3.2.8, ||z, < %], para qualquer x € R™. Assim, pela defini¢do de Média de
Levy,

M([I-llig) < M-l g)-
Portanto,
2]l ¢gy < CM(||[l () (1 = N2 lzll¢,y = € Fy.
Se m = ny — j, entao
m=ng—j<ng—Iny,=(1—Nng

e assim (1 — \)7Y2 < (ng/m)Y/2. Com isso,

Ny 1/2 .
I#llay < M) () el w e

Pelo Teorema 2.4.8,

Clq1/2> 2< q < o0,
M(|l-ll ) < 2 g
Cl(lnnk) y  q = 00,

o que implica
/2

1/2 1 2<g< o
ny o q ) >~q 3
T < C () z xz e F.. 3.2
I ||(2) =2\ | H(l]) {(lnnk)lﬂ, q = o0, J (3.2)
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Seja J o isomorfismo entre R™ e Ty, n,,, citado na Observagao 2.4.3. Pela igualdade (2.3),

7@, =171 ©)], = el €€ Tvme (3.3)

Logo, BZD’“) =J _1(Bg’ﬂ). Além disso, se X,, ¢ um subespaco m-dimensional de Ty, n,,,, entdo
Y,, = J7'(X,,) é um subespago m-dimensional de R™. Lembramos que dim F; = j e portanto
codim F; = nj — j = m. Assim, pelas Defini¢des 3.1.3 e 3.1.6, pela igualdade (3.3), pelo Teorema
3.1.15 e por (3.2),

dm<B§k’LQ(Sd)ﬂTNk7NH1) glf sup inf [lo — £,

m B Yk EE m
=inf sup 1Ilf J! Jﬁl(g)
o o | !
— inf inf | J N (p) — T
B Ry B H (=7,
:i;lf sup IlIlf ||?J—$|| (B&k)a(Rnka ||‘||(q))>
m eB(Q’g
= d" ((BE)°, ™, [],)) =inf  sup |zl
xe(BZZ’;)OmLm
< sup 1z][ 2
me(B@’;)omF]-
ng\ /2 o q1/27 25 q< oo,
<  sup (O () HxH(q) 1/2
a:E(BZI’j)"ﬁFj m (h’l nk) y 4= OO,
1/2 | g1/2 2<qg<
m (Inn)?, ¢ = o0

onde L(S?) N Ty, n,,, denota o subespago vetorial Ty, n,,, de LY(S?) quando munido da norma
de L49(S?). Observamos que, como \ foi tomado arbitrario e 0 < m < (1 — A\)ny, podemos concluir
que m pode ser qualquer inteiro satisfazendo 0 < m < ny.

Seja agora Sy, a soma parcial definida por

Ny

Sy (f) = Z ZU s f, fe WIS,
=0

Definimos ¢N0,N1 (f) = SNl (f) € ¢Nk,Nk+1 (f) SNk+1( ) SNk (f) para k > 1. Notemos que

Nk+l NkJrl
N () = D 2V f — ZZ’)*f— DAL (3.5)
7=0 7=0 J=Ng+1

Como p < 2e~>d/p>d(1l/p—1/2), segue da Observagao 3.2.5 que W) (S?) C L*(S%). Assim,
pelo Teorema 2.3.12, podemos escrever
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[=%29+,
j=0
onde a série acima converge em L*(S¢). Desta forma,

NS~A 0 ~ 7.
Z(j)*f_ZZ(J)*f: Z ZW s f

r

Il
o

- SNs(f) =
’ Nsi2

s+1 o -
— Z ZW « f 4 Z ZD s f 4.
Jj=Ns+1 j=N5+1+1

= N Nuys () + ONeyy Nupo (f) 4
= Z ¢Nk7Nk+1 (f) (36)
k=s

Como Sy, (f) — f em L?(S%), a igualdade (3.6) implica que

= 0.
2

lim
S$—00

io: ¢Nk,Nk+1 (f)
k=s

Ou seja, dada f € W) (S?), temos

F=3 dnnens (), (3.7)
k=0

onde a convergéncia da série ocorre em L?(S?). Por outro lado, se f = ¢+ A%p, ¢ € U, entdo
pela igualdade (3.5) e pela Observagao 2.3.11,

Nit1r Ne1
v ()= S ZDx(c+Np)= Y ZU Ay
J=Ni+1 j=Np+1
Neg1 . 0o B
= > ZVx (Z(i(z' Fd—1))2Z0 g))
J=Np+1 =0
Niy1 o Newi
= Y (U+d=1)ZD v =N S ZWso
J=Ni+1 J=Net1
=AY (¢Nk7Nk+lgp) . (3.8)
Pelas igualdades (3.7) e (3.8), obtemos
W;(Sd) C @ (A7 o Qka,NkH) Up - {Z A <¢Nk,Nk+1S0) Tp e Up} . (39)
k=0 k=0

Como a sequéncia \, = (k(k +d — 1))™7/2 é decrescente, temos
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Ngt1 2

[ 0 ommdel = | X GG +d—1)7220)

J=Ni+1 2
N1 o 9
= X GEHd-1))7 |29,
J=Np+1
N1 _ . 2 (310)
SN+ D((Ne +1) +d=1))7 > 2094 gon
J=Ni+1
Ngy1 2
< (Ne(Np+d—1)77 | Y 20
Jj=Ng+1 2
_ 2
<N omn el
Pelo Teorema 2.3.8,
Niy1 N1 '
levemee], = | 3 Z29%0| <lell,| > 29 S 1<p<2 (311
=N+l 2 =N 1/(3/2-1/p)

Pela definicao de Harmonico Zonal e pelo Corolario 2.3.3,

2

N1 N1 N1

Z Z(J Z /Z(J du— Z Z4)

J=Ng+1 9  J=Np+1 J=Ni+1
Nigy1
> dy =y (3.12)
J=Ni+1

Para p = 1 obtemos de (3.11) e (3.12) que

1/2
|émnend]|, <m el -
Para p = 2, temos ¢ € Us C L%*(S?). Assim, pelo Teorema 2.3.12, podemos escrever

— S 70 kg
=0
Novamente pela igualdade (3.5),

2 2

2
= llell-
2

k+1

DAL

Jj=Ng+1

2
&, =

N
= 3 [z, <329+, <
kt

23—

70 %
7=0

Consequentemente, obtemos as seguintes desigualdades:
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1/2
|omomine], <m?lell s ||lomomane], < lell,-

Tomemos

Ko=n/?, K =1,

qo = 27 bo = 17
q1 = 27 b1 = 2.
Aplicando o Lema 1.2.11 temos,
1 1—t t 1—-t ¢ 2—1 1 1—t¢ t 1—t 1 1
—_ = —_ = —|——:77 —_ = —|——:7+—:—, teo’l
Pt Po P1 1 2 2 at do a1 2 2 2 0,1
e
1—t 2/pi—1 _
K= (1) = ) <l
resultando a desigualdade
1/p—1/2 1/p—1/2
|omomine], <" 2 lell, <n?7M2 1<p<2 (3.13)

Segue de (3.10) e (3.13) que

<1

— Y

H (AW/ o ¢Nk7Nk+1)90
N’C—anlc/p—l/2

2

isto é, (A7 0 NNy )P € N "ny/P"2 By Desta forma, (A7 o PN N ) Up C N "ny/P1? Box
Portanto dessa inclusao e da inclusao (3.9),

Wi(S% ¢ @ N /"2 Byr (3.14)
k=0

Pelo Teorema 2.4.7, temos para ¢ € By* que

1/2—1 1/2—1
1)l < />, < ny* Y0,

ou seja, ¥ € nl1€/271/quk e portanto By* C n,lg/Zfl/quk. Segue dessa tltima inclusao e da inclusao
(3.14) que para qualquer M € N,
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Wi(sh ¢ @ N /"2 By

k=0

M 1 1/2 Pay 1 1/2
— @N];’Ynk/P— / ng + @ N’;’Ynk/l’— / B;Lk

e S (3.15)
c @ N n 1/10 1/235% + @ A]\[k—’Ynllc/il’*l/2 (nllﬁ/Q*l/quk)

k=M+1

_ @Nk—Vni/P—lﬂB;k + @ Nk—’Ynllﬁ/p—l/qB;Ik‘
k=0 k=M+1

. M A , :
Seja B € N e {my},_, uma sequéncia de niimeros naturais tal que

M
> my < B
k=0
M Npra R
Denotemos Tx,, = @ Tvine, = B Hi, Ty = {f c LY (SN :ZWx f=0,0<k < NM+1}.
k=0 1=0

Temos que Tw,, N T n,, = {0} € Tay, & Ty, = LH(S9), assim

IX(S%) = 12(8) N Ty @ IX(SY) 1 Ty 1< p < o0,
Entao pelos itens (a), (c), (e) e (f) do Teorema 3.1.5,

ds ( ,Lq(sd
M
<d @N n 1/1’ 1/237% + @ N n 1/P 1/ank Lq(Sd) mTNM D Lq(sd) mTNM
k=0 k=M-+1
M 1o M
<d (@N Tn, 1/17 / By @Lq(sd) N TNk,Nk+1>
k=0 k=0
é N 'Y 1/17 1/‘1Bnk Lq(sd) N0 TNM
k=M+1
M 1 1/2 >
S (Nki’ynk/pi / B;lk’ Lq(sd) N TNk,NkH) T Z 2N’;’Yn]1€/p*1/q
k=0 k=M+1
M 00
< S NS, (B3R LS N Then, )+ >0 2N TP (3.16)
k=0 k=M+1

. A M .
Vamos agora especificar as sequéncias { Ny }r-, e {my},_,. Fixamos n € N e tomamos

- )

0, k=0, _
e {bkﬂdv)nudJ Ck>1, T [27%n] 41 M = [logyn'/?]
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onde |a| denota a parte inteira do nimero real a e § é um nimero real positivo que satisfaz
1 1 1 1
s(3-1)<i- (317)
p d py

Notemos que

N =< 2k/(d7)n1/d, my, = 27%n

Y

isto é, existem constantes positivas C3, Cy e C5 tais que

032k/(dv)n1/d <Ny < 042k/(d7)n1/d’ ke N,

C527%n < my, 0< k<M. (3.18)

Além disso,

M 00
n
ka ZQQ*‘”%JJJ)§M+22*5kn§M+22*5kn§M+ﬁ.
k=0 k=0 k=0 o
Logo,
M
n n logyn n

<M < log,n'/’ 2

z:: < 1_2_§_og2n +1_2—5— 5 +1_2_5
n n
< — <C
ST s

onde Cs é uma constante que depende apenas de 0. Seja K um inteiro positivo tal que Csn < Kn.
Entao temos

M
Z my < Kn7
k=0
o que implica, pela desigualdade (3.16),
dicn (W) (S%), L9(S%))
M [e'S)
<Y N VY, (BE LS N T )+ >0 2N /P (3.19)
k=0 k=M+1
Pelo Lema 2.3.14, existe uma constante positiva Cg tal que
Nig1 Nig1
n = dim Ty n,, =dim | @ Hi| <dim | P H; | = dim Ty,,, < CeNL, ;- (3.20)
I=Nj+1 1=0

Desta forma
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S — - o - 1/p—1 © B
) QNkFyn/lg/p < > ZNk'y(CﬁN,fH) v /qg 3 C7Nk—ngJ(rll/p 1/q)

k=M+1 iy i1 o
< i Cy ((132’“/ (dﬂnl/d) 7 (042(k+1)/(dfy) nl/d)d(l/i’*l/Q)
k=M+1

< Z C’82—k/dn—"//dgk‘(1/19—1/q)/7n1/p—1/q
k=M+1
= i Cg2 K/ d+kQ1/p=1/0) [y =/d+(1/p=1/9)
k=M+1
_ G 1) 3D g kRO /0 (3.21)
k=M+1

A desigualdade v > d/p > d(1/p — 1/q) implica
—1

P2 -)- 2 (-g)
[

Consequentemente, a fungao h : [0,00) — R dada por h(t) = 27#/4+1(1/p=1/0/7 ¢ continua, decres-
cente e satisfaz

I+1
h(l+1) < /z h(t)dt, para todo! € N.
Logo,

Eu: h(k) =h(l+1)+h(l+2)+ -+ h(u—1)+ h(u)
k=i+1
a h(t)dt+---+/u1 h(t)dt (322

+1

+1
< / h(t)dt +
l l

/l h(t)dt.

Pela desigualdade (3.22),

S g kAR UDN < iy / Y ot /(1 /p=1/0) /7 gy
M

k=M+1 umreo
. o—u/d+u(l/p=1/9)/y Q—M/d+M(1/p=1/9)/v
= lim —
woo (=1/d+(1/p—1/q)/y)In2  (=1/d+ (1/p—1/q)/7)In2
9—M/d+M(1/p=1/q)/v
- (1/d—(1/p—1/q)/y)In2’
Mas
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9—M/d+M(1/p=1/a)/v < o(=1/d+(1/p=1/q)/7)(logan'/* 1) _ o1/d=(/p=1/a)/ vy (=1/d+(1/p=1/0)/7)/3

e assim,

Csn—v/dJr(l/p—l/q) i 9—k/d+k(1/p=1/9)/7 < an—v/d+(1/p—l/q)n(—l/d+(1/p—1/tI)/7)/5

k=M+1
= Cyn /4 A/p=1/0+(=1/d+(1/p=1/0)/1)/5

Da desigualdade (3.17),

==
|
Y|~
VAN
S| =
A/
Ul =
|
S
N——
VAN
A/
Ul
|
A/
= | =
|
<Y | =
N——
2| =
N——

0 que resulta
Cgn~/d+(1/p=1/q) i 9 k/d+k(1/p=1/0)/v < Cfyp=1/d+(/p=1/@)+(=1/d+(/p=1/D)/N/0 < g~/

k=M+1

Desta forma, pelas desigualdades (3.19), (3.21) e pela desigualdade precedente,

M oo
dgcn (W;(Sd)’ Lq(Sd)) < Z Nk:_’ynli/p_lmdmk (ng,Lq(Sd) N TNk:NkJrl) + Z 2Nk—fyn]1€/p—1/q

k=0 k=M+1
M

<3N/ Py, (B3t LU(SY) O T, ) + Con 7. (3.23)
k=0

Se 0 < k < M, entao por (3.18) e (3.20) temos

d
ny < C’4N,§+1 < Cy (022(k+1)/(dv)n1/d) < CyCio (2M/'y> n < Cyon! 1/

e portanto

(Inngk)? < Cp(Inn)?, 0< k< M. (3.24)
Pelas desigualdades (3.4), (3.18), (3.20) e (3.24),
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M
Z Nk_ﬂfn,i/p_lﬂdmk (B;Lka LS N TNkak-ﬁ-l)

k=0
< Oy f: N /12 <nk>1/2 q'?, 2 < g < oo,
= ~ k k my (111 nk)1/27 q = oo,
M 1/p 1 9 < <
SOUZNEV“’?& i —eT
k=1 m,/? | (Inn)'/2, g = oo,
1/p
A _, (CsN <
<Cipd. (ngk/(dv)nl/d) K (6’““)1/2 L, o 2 < q< oo,
k=1 (052_5kn) (ll’ln) / , g = 00,
M
1 2<g<
< Oy ka/dnfy/d26k/2n71/2lel/p ) < ,
kz::l +1 (Inn)2, ¢ = oo,
M
< Cyg Y 27 MOk ma/d=1/2 (042(k+1)/(dv)n1/d)d/p 1, 2 <q< oo
> k=1 (111 n)1/2’ q = oo,
M
<Cu )y, o—k/dtk/(p7)+3k/2,, —v/d+(1/p—1/2) 1, 2 < ¢ < o0,
k=1 (Inn)'2, ¢ = oo,
< Oyyn /4 0/p=1/2) i o—k/d-+k/(p)+5k/2 L, 2<q <o,
- k=1 (Inn)'2, ¢ = 0.

Como vy > d/p, entdo —1/d + 1/(py) < 0. Escolhemos 6 > 0 tal que —1/d+1/(py) +6/2<0e¢
assim segue que

-k k 0k -1 1 9
— Yt — =k — 4+ =+ = todo k € N
d+p7+2 <d+p7+2><0’ para todo k € N,

o que implica a convergéncia da série
oo
Z 27k/d+k/(p'y)+6k/2.

k=1
Logo,

M
S Ny, (BEE LS N Ty )

k=0
< Cysn Y/ 1/p=1/2) 1, 2 < q < o0, .
- (11’1%)1/2, q = Q. .
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Portanto, por (3.23) e (3.25),

_ _ 1, 2<qg< o0, _
dicn (W;(8%), LU(SY)) < Cygn=/4+01/p=1/2) { ()2, g— + Con /¢
) q =0,
1 2<q<
< Cyen /4t /p=1/2) ) o = q < o0, (3.26)
(Inn)'/2, ¢ = oc.

Dado [ € N, seja ng € N tal que Kng <1 < K(ng+ 1) < (K + 1)ng. Pelo Teorema 3.1.5 e por
(3.26),

_ _ 1, 2 < q < oo,
dl (W;(Sd>,Lq(Sd>> < dKnO (WJ(Sd), Lq(Sd)) < CIGnO v/d+(1/p—1/2) {<1n n0)1/2 . ZO
1, 2<q<o0,

—v/d+(1/p—1/2
= Con (U Do /){(1nn)1/2 0= o
0 ) - 9

1 2<qg<
< G LS q= s (3.27)
(In))'=, ¢ = oco.

Finalmente, consideremos o caso 2 < p < g < ooe~y > d/2. Seja f € Wg(Sd) eseja ¢ € LP(S%)
tal que [[p]|, <1e

f=c+ AN (p).
Pela Observacao 2.1.13, |||, < 1. Com isso,

f=c+ N (p) e W5 (5%,

e portanto podemos concluir que W;(S5%) C W5 (5%). Pelo item (c) do Teorema 3.1.5 e pela
desigualdade (3.27), temos

dn (W, (%), L1(S%)) < (W3 (S7), L7(S7))

< O/ HH(1/2-1/2) L, 2 < g <oo,
- (Inn)/2, ¢ = oo,

— Oy 1, 2 < g < oo,
(Inn)?, ¢ = cc.

Concluimos assim a demonstragao do teorema.
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3.3 Estimativas Inferiores

Teorema 3.3.1. (Ismagilov [6]) Seja K um espago topoldgico compacto munido com uma medida
positiva e normalizada v definida sobre os conjuntos borelianos de K e seja ¢ : K — H uma
aplicacao continua de K em H, onde H é um espago de Hilbert com produto interno (,)y. Sejam
A1 > Ay > - -+ 0s autovalores positivos do operador T definido por

i) = [ {6@)o()u fwdu(y), [ € LK v),

e X1, Xo, ... os autoespacos de T associados aos autovalores Ay, A9, ... respectivamente. Entao

. 1/2
ddimgn(¢<K);H) Z ( Z )\kdlka) s

k=n+1
n
onde &, = P X;.
Jj=1

Teorema 3.3.2. Para as classes de Sobolev em S¢ temos,

d, (W(5%), L9(5%) = © {”_:Ziﬁi_xi se 1<p<qg<2eq>dl/p—1/q).

n , o se 1<p<2<qg<o0 e y>d/p.
Demonstragio. Fixemos N € N e seja n = dim Ty. Denotaremos por LP(S?) N Ty o subespaco
vetorial Ty de LP(S?) quando munido da norma de LP(S%). Seja m < n. Demonstraremos
primeiramente o caso 1 <p<g<2e~vy>d(l/p—1/q). Sejam X,, um subespago m-dimensional
de L9(S%), y € X,,, e z € Ty. Seja ainda 6 € N tal que (d + 1)/2 < § < d. Observamos que

2d 2 <1<
d+26+1 2d+1 =P
Pelo Teorema 2.3.8 e pelo Lema 2.3.17,

|S% % =), < [s¥], 1= = wll, < Cll=—ll, (3.28)

(820 % =0, < [ty 3oy |15 2 =90, < ONCI2 S5y 2 - w)

. (3.29)

q

onde C' é uma constante absoluta e

k
(Sj‘v)( )*<p:Sj{,*S§SV*--~*S}SV*<p, o e L'(SY).
k vezes

Como W) (S%) N Ty C W;(S%), pela Defini¢io 3.1.3, pelo item (c) do Teorema 3.1.5 e pelas
desigualdades (3.28) e (3.29),

44



dm (W(S%), L(SY)) = dy (W;(S") 0 Ty, LU(SY))

= inf su inf ||z —
XmCLA(S) zEWg(SB)ﬁTN yeXm | qu

1
> nf inf —||Sy * (2 — 3.30
> A o e S =), (3.30)
1 2
> inf sup inf — N-4/a-1/2) (S;SV)( ) * (2 —y)
XmCLq(Sd) ZGW;’,Y(Sd)mTN yEXm 9
1 dye- (2)
= N1/ g sup inf H 59 xz—y
¢ XmCLUS) zew (SH0Tw ye(s8) P eXm ( N) s

onde (S?V)(Q)*Xm = {(S?V)(Q) k@€ Xm}. Como S% é uma combinacdo linear de Z®), 0 < k <

5
N, segue que S% * ¢ € Ty e também (va)( - 0 = S * (S * ¢) € Tx para qualquer p € L1(S?).

2
Logo, (Sjsv)( ) * X,, ¢ um subespago vetorial de Ty com dimensao menor ou igual a m e assim por
(3.30)

1 _ (2)
d, (WS4, L(SY)) > — N-41/a-1/2) g su inf H IS R
( p( ) ( >> - (2 X CL1(S9) zeW;(SE)ﬁTN y'E(Sf\,)m*Xm ( N) Y 2

1

> — N~d/a=1/2) inf sup inf |2/ — | (3.31)

- 2 / 2
¢ VmCLASIN TN 2e(53) Wy (s) Vel
1

d(1)q- @)
= SN d(1/a=1/2)q <(5§V) « W(ST), L2(SY) N TN> :

onde os V}, sdo subespagos de dimensao m de L*(S%) N Ty.
Sejam Ay = (k(k+d—1))7"% ke N, e g) a funcdo

20 = S MZOW), te -1
k=1

Dada uma funcio h : [~1,1] — C, denotaremos por h a funcio definida em S¢ x S¢ por h(z,y) =

h({z,y)), z,y € S¢. Temos que gfv(~,y) e g)'(,y) pertencem a Ty para qualquer y € S%. Pelo
Lema 2.3.17, temos

1 1
N1/ gd ||« = Ny—d(1=1/p) oy yd(1-1/p) <
lormsil, = 2 <t

e assim (ver Observagao 2.3.10)

1 —
[N S )

<1
P
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Como g(]s\,(-, y) € Tn, segue pela Definicdo 3.2.4 e pela Observacio 2.3.10 que, para todo y € S¢,

1 1 —5
L N-d-1/p) d(1-1/p) .
SN (S35 (L)) = GNP (g B y)
— A < N1 (L )) e W(SH N Ty,
Seja
1 @)
pn(y) = N ”’”((S‘S) iv(,y)>
Entao

on(y) = éN‘d“‘l/p) ((S?V)(S) *giv(wy))
— (55)" (ézv -1 (3, *gy(-,y))> € (S3) « W (S). (3.32)

Por outro lado, pelas Observagoes 2.3.10 e 2.3.11,

e - (£ 5 (E G- ()

k=0 =0 k=0

e, de maneira andloga,

(50" = 3 () 200

k=0
Logo

(Sj‘v)(g) « g0 (z,y) (Z e Z ) (é (O(%’)gzél)) (z) = iv: (Cg};k)?))\kzém(x).

Desta forma, pela Defini¢ao 2.3.7 e Teorema 2.3.5,

1 ANVIC/ AN
mx,y):CNd(“/”Z( 5> M2 (@)
(3.33)
1

N C& 3 5
CN‘““/“Z( Nﬁ) MZ0 (2, y).
Para n,v € S%, seja k(n,1) definida por

= < QDN X 77 (PN ¢)du($) = (QON('777)’90N("¢))'
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Se g € SO(d+ 1) é tal que gn = e e denotando gz = y, entdo pela invaridncia da medida de
Lebesgue por rotagoes (Proposi¢ao 2.1.14) e pela Observagao 2.3.11,

20 ((x,m) 2% (&, ) dp(x) :/Sd A (956,977))2(’“)((%1/)))@(35)

Sd

No entanto,
Z0(gy) = 720 (g, €) = 29 (¥, 97'e)) = Z (¢, m)) -
Consequentemente,
k(n,v) = /Sd o (@, n)en (2, ¢)dp(x)
1 —2d(1-1/p) al C?V—k; (k) Cf;vz ’ > (1)
— [, N S () w2 o ) (5 (Gt ) 220 () i

1

—2d(1-1/ al
:7 11p
VS (T

Sejam K = S¢ H = L?(SY) N Ty e seja (+,+) o produto interno de L?*(S?). Definimos ¢ : S —
L2(8%) N Ty por ¢(n)(x) = en(x,7n). Por (3.32),

6(5%) = {(n) = () :m € ST (S2)@ Wy (57). (3.34)

Seja T' o operador linear sobre L2(S?) N Ty definido para f € Ty por

Tfw) = [ k) fdnt) = [ (6n). 6(6) f (ndp(n)

Temos para [ € Ty,

0
CN-k

) \LZO (1)),

( N0 1/")2 (CN k) A2Z"‘”(Wﬂ?))) f(m)du(n)

N

= = -0 ”“Z <Cg ’“) A2/ Z® (b, m)) f(n)dp(n)

1 6
— @N—%(l—l/m kz (g;) A2 Z) s f(4h). (3.35)
=1
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Se feH;,1<I<N,entao

1 a3\’

T1(0) = a2 () o)

C? ey )
ou seja, T'f =& f, onde

1 2d(1—1/p) Cf;\/lﬁz

§=—N" p<—>)\.

C? ey ) !
Podemos entao concluir que &1, ..., &y sao os autovalores de T e que Hj é o autoespago associado
ao autovalor &, 1 <k < N. Sejar € N, r < N. Pelo Teorema 3.3.1,

N 1/2
ddimTr (¢(Sd)7L2(Sd) N TN) > ( Z Ek dlmHk) . (336)

k=r+1
Pela Observacao 2.3.16 e pela definicao da sequéncia )\, existe uma constante positiva M tal que
5

N> ME™, 2°N° > (% > ]Z'

Com essas estimativas, segue que existe uma constante absoluta C; > 0 tal que

1 o 6
&= 702 N—2d(1-1/p) ( C1:}\}1) /\12
6

a2 (N 1)
> ClN 2d(1 1/p)l 27 (( 5 ) ) (337)
7\ %
> ClN—Qd(l—l/p)l—Zv (1 _ N) )
Pelo Lema 2.3.14, pela inclusao (3.34) e pelas desigualdades (3.36) e (3.37),

dar: ((85)7 € WS, 225 N T ) 2 dars (6(5%), L2(%) N i)

N 1/2
> ( > & dim%k)

k=r+1
N g\ % 1/2
a3 e (1) )
k=r+1
N 1\ 6 1/2
> CQN_d(l_l/p) ( Z (1 . N) kd—QV—l) 7
k=r+1

onde <S]5\,)(2) * W(S) = {(Sf\,)@) xf:f€ Wg(Sd)}.
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Consideremos agora N = 2r. Se k < 3r/2, entdao 1 — k/(2r) > 1/4. Logo,

danr, (%) €Wy (s, 22(8) mTN)

T 65 1/2
> 02 27,, —d(1-1/p) ( 1 v kd—Z’y—l)
k=r+1
13r/2] 65 1/2 (3.38)
> d(l 1/p) ( 1 v de'yl)
=r+1

>y ()7 (X —r)m (smin {0 (?;)}>/

> Cﬂfvﬂi(l/p 1/2)

Desta forma, pelas desigualdades (3.31) e (3.38),

daim . (W (S%), LA(S%)) > = (2r)~00/4-1/0 gy ((s;‘v)(” £ W(8), L2(5%) ﬂTN>

1
Yo?)

1 (3.39)
Yol

—d(1/q=1/2) cy .=y +d(1/p—1/2)
(27’) C47°
C

> 057,*7+d(1/p71/q).

Dado | € N, seja g € N tal que dim 7,, <1 < dim 7,,41. Pelo item (d) do Teorema 3.1.5 e por
(3.39),

dl(Wg(Sd)a LY(5%)) > ddimﬁOH(W;(Sd), L1(S%) > Cﬁraﬂd(l/z}—l/q)'

Pelo Lema 2.3.14, existe uma constante M > 0 tal que Mrg < dim 7,, < 1. Como vy > d(1/p—1/q),
segue que —y + d(1/p — 1/q) < 0, o que implica

T()—V—‘:—d(l/p—l/q) > M <l1/d) —y+d(1/p—1/q) _
Concluimos assim que,

d[(w;(sd))[ﬂ(sd)) > C67,0*’Y+d(1/p71/q) > 07 (ll/d) —y+d(1/p—1/q) _ C7l7’y/d+(1/p71/q).

Consideremos agora o caso 1 <p<2<ge~vy>d/p. Comod/p>d(1/p—1/2), podemos usar
o resultado obtido no estudo do primeiro caso para afirmar que

dm(Wg(Sd),LQ(Sd)) > Clom Y/ 4+0/p=1/2)
Se X,, é um subespaco m-dimensional de L(S%) e y € W];’(Sd), entdo pelo Lema 1.2.5

1 . < 1 J—
mlenfm ly — ||, xlenfm ly xHq.
Logo,
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sup inf |ly—z|, < sup inf |y —z],.
yeEW, (84) r€Xm 2 yeWw, (57) 2€EXm a

Novamente pelo Lema 1.2.5, segue que todo subespaco X,, de L9(S?) é também subespago de
L*(S). Portanto,

AW (59, L9(8N) = _inf  sup inf |y ],

XmCL1(5%) yEW;(Sd) r€Xm

> inf inf —
XmClIqu(Sd) yelifll;lylzs’d) xler%(’m ||y x||2

> inf inf ||y —
O T B L

= d (W) (S%), L*(S%)) > Cym ™/ (/p=1/2),

O resultado seguinte segue como consequéncia imediata dos Teoremas 3.2.13 e 3.3.2.

Corolério 3.3.3. Para as classes de Sobolev em S¢ temos, para 1 <p<2<g<ooe~y >d/p,

dy (W;(8%), L7(8)) = n~1/d+A/p=1/2),

20



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

Bordin, B., Kushpel, A., Levesley, J., Tozoni, S., Estimates of n-widths of Sobolev’s classes
on compact globally symmetric spaces of rank one, J. Funct. Anal. 202 (2003), 307-326.

Bordin, B., Kushpel, A., Levesley, J., Tozoni, S., n-Widths of multiplier operators on two-
point homogeneous spaces. Em: Approximation Theory IX, Vol. 1, Theoretical Aspects, C.
Chui, L. L. Schumaker (eds.), Vanderbilt University Press, Nashville, TN, 1998, pp. 23-30.

Cohn, D. L., Measure Theory. Birkhduser, Boston, 1980.
Folland, G. B., Real Analysis. John Wiley and Sons, New York, 1984.

Gluskin, E. D., A certain problem concerning diameters, Dokl. Akad. Nauk SSSR. 219 (1974),
527-530.

Ismagilov, R. S., Diameters of sets in normed linear spaces and the approximation of functions
by trigonometric polynomials, Uspehi Mat. Nauk 29 (1974), 161-178.

Kashin, B. S.; Diameters of some finite-dimensional sets and classes of smooth functions,
Math. USSR Izv. 11 (1997), 317-333.

Kashin, B. S., On Kolmogorov diameters of octahedra, Soviet. Math. Dokl. 15 (1974), 304-
307.

Kolmogorov, A., Uber die beste Anniherung von Funktionen einer gegebenen Funktionen-
klasse, The Ann. of Math. 37 (1936), 107-110.

Kreyszig, E., Introductory Functional Analysis with Applications. John Wiley and Sons, New
York, 1978.

Kushpel, A.; Tozoni, S. A., Entropy and widths of multiplier operators on two-point homo-
geneous space, Constr. Approz. 35 (2012), 137-180.

Kushpel, A., n-Widths of Sobolev’s classes on compact globally symmetric spaces of rank 1.
Em: Trends in Approzimation Theory, K. Kopotun, T. Lyche, M. Neamtu (eds.), Vanderbilt
University Press, Nashville, TN, 2001, pp. 201-210.

Kushpel, A., Optimal approximation on S¢, J. of Complezity 16 (2000), 424-458.

o1



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]
[20]
[21]

[22]

[23]

[24]

Kwapien, S., Isomorphic characterizations of inner product spaces by orthogonal series with
vector valued coefficients, Studia Math. 44 (1972), 583-595.

Maiorov, V. E., Discretization of the problem of diameters, Uspehi Mat. Nauk 30 (1975),
179-180.

Makovoz, Ju. 1., Diameters of Sobolev classes and splines deviating least from zero, Mat.
Zametki 26 (1979), 805-812.

Oliveira, F. M., Andlise Harmdnica na Esfera Unitdria d-Dimensional Real. Dissertagao de

Mestrado, IMECC/UNICAMP, 2005.

Pajor, A., Tomczak-Jaegermann, N., Subespaces of small codimension of finite-dimensional
Banach space, Proc. Amer. Math. Soc. 97 (1986), 637-642.

Pietsch, A., Operator Ideals. North-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1980.
Pinkus, A., n-Widths in Approximation Theory. Springer-Verlag, Berlin, 1985.

Rudin, W., L?-approximation by partial sums of orthogonal developments, Duke Math. J.
19 (1952), 1-4.

Scholz, R., Durchmesserdbschatzungen fiir die einheitskugel des Sobolev-raumes Wy (U) in

L,(U), Applicable Anal. 5 (1976), 257-264.

Stabile, R. L. B., n-Larguras de Conjuntos de Fungoes Suaves sobre a Esfera S?. Dissertacio
de Mestrado, IMECC/UNICAMP, 2009.

Stechkin, S. R., The best approximation of given classes of functions, Uspehi Mat. Nauk 9
(1954), 133-134.

02



	Agradecimentos
	Lista de Símbolos
	Introdução
	Os Espaços Lp
	Definições Básicas
	Propriedades

	Análise na Esfera Sd
	Preliminares
	Harmônicos Esféricos
	Harmônicos Zonais
	Médias de Levy

	Estimativas para n-Larguras de Classes de Sobolev em Sd
	n-Larguras
	Estimativas Superiores
	Estimativas Inferiores

	Bibliografia

