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Abstract

The main purpose of this work is to study upper and lower bounds for 𝑛-widths of Sobolev
classes on the 𝑑-dimensional real unit sphere. In the Ąrst chapter, it is studied some basic results
about 𝐿𝑝 spaces. In the second chapter, it is studied some functions deĄned on the 𝑑-dimensional
real sphere such as spherical harmonics and zonal harmonics and also it is studied estimates for
Levy means of some special norms deĄned on the 𝑛-dimensional Euclidean space. The third
chapter is the last and the most important. In this chapter, it is studied upper and lower bounds
for Kolmogorov 𝑛-widths of Sobolev classes of functions deĄned on the sphere. Many of these
estimates are asymptotically sharp in the sense of order.

Keywords: 𝑛-Widths, approximation, Sobolev classes.

Resumo

Essa dissertação tem como objetivo principal estudar estimativas superiores e inferiores de 𝑛-
larguras de classes de Sobolev sobre a esfera unitária 𝑑-dimensional real. No primeiro capítulo,
é realizado um estudo de alguns resultados básicos sobre os espaços 𝐿𝑝. No segundo capítulo, é
realizado um estudo sobre algumas funções deĄnidas na esfera 𝑑-dimensional real tais como os
harmônicos esféricos e os harmônicos zonais e também são estudadas estimativas para médias
de Levy de algumas normas especiais deĄnidas no espaço euclidiano 𝑛-dimensional. O terceiro
capítulo é o último e mais importante. Nele são estudadas estimativas superiores e inferiores para
𝑛-larguras de Kolmogorov das classes de Sobolev de funções deĄnidas na esfera. Várias dessas
estimativas são assintoticamente exatas em termos de ordem.

Palavras-chave: 𝑛-larguras, aproximação, classes de Sobolev.
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Introdução

A teoria de 𝑛-larguras foi introduzida na década de 1930 pelo matemático russo Andrey Nikolo-
evich Kolmogorov. Entre 1930 e 1960, além do artigo de Kolgomorov, somente outros dois artigos
de autoria de Rudin e Stechkin foram publicados nesta área. Nesses artigos, foram estudadas
as 𝑛-larguras de Kolmogorov 𝑑𝑛(𝑊 𝑟

𝑝 , 𝐿
𝑞) das classes de Sobolev 𝑊 𝑟

𝑝 de funções deĄnidas sobre o
círculo unitário 𝑆1, nos espaços 𝐿𝑞(𝑆1). Após 1960, ocorreu um aumento signiĄcativo de interesse
na área, com a participação de importantes matemáticos tais como Chui, Micchelli, Pinkus, Dyn,
Tikhomirov, De Vore, Triebel, Wozniakowski, Traub, Kashin, dentre outros.

O primeiro resultado sobre estimativas para 𝑛-larguras de classes de Sobolev sobre o círculo
está contido no artigo de Kolmogorov [9] de 1936, onde ele demonstra que 𝑑𝑛(𝑊 𝑟

2 , 𝐿
2) ∓ 𝑛⊗𝑟. Mais

tarde, em 1952, Rudin demonstra em [21] o que parece ter sido o primeiro resultado assintótico
para 𝑑𝑛(𝑊 𝑟

𝑝 , 𝐿
𝑞), com 𝑝 < 𝑞, tendo sido este generalizado dois anos mais tarde por Stechkin em

[24]. Em seguida, estimativas para 𝑛-larguras de classes de Sobolev foram demonstradas para
vários outros casos por diversos matemáticos, dos quais destacamos Gluskin, Ismagilov, Maiorov,
Makovoz e Scholz, em [5], [6], [15], [16] e [22]. Em 1977, Kashin completa o quadro de estimativas
para as 𝑛-larguras de Kolmogorov das classes de Sobolev em 𝐿𝑞(𝑆1) com os artigos [7] e [8].
Diversas técnicas foram empregadas nestes diferentes casos, das quais podemos destacar a técnica
de discretização, devida a Maiorov e o Teorema de Borsuk.

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo sobre 𝑛-larguras de classes de Sobolev
de funções deĄnidas na esfera 𝑆𝑑, nos espaços 𝐿𝑞(𝑆𝑑), o que será feito no Capítulo 3. Esses
resultados foram demonstrados por Kushpel em [13], mas para o estudo das estimativas superiores,
fazemos uso de outras técnicas que utilizam médias de Levy, desenvolvidas para o estudo de 𝑛-
larguras de classes de funções suaves sobre espaços homogêneos em [11]. Estudos sobre 𝑛-larguras
de classes de funções suaves sobre a esfera unitária 𝑆𝑑 de R

𝑑+1, nos espaçoes 𝐿𝑞(𝑆𝑑), incluindo as
classes de Sobolev, foram realizados em [1], [11], [13], [2] e [12].

Iniciamos o Capítulo 1 com o estudo dos espaços 𝐿𝑝. Apresentamos os conceitos básicos e em
seguida demonstramos alguns teoremas que serão de grande relevância nos capítulos seguintes.

No Capítulo 2, mais precisamente nas três primeiras seções, fazemos uma exposição breve e
sem muitas demonstrações de assuntos relacionados à Análise Harmônica na esfera 𝑆𝑑. Um estudo
cuidadoso dos resultados nestas seções foi realizado em [17]. Na última seção deste capítulo,
estudamos estimativas para médias de Levy de uma norma especíĄca deĄnida em R

𝑛, tomando
como base os trabalhos [11] e [23]. Essas estimativas são fundamentais no estudo das estimativas
superiores para 𝑛-larguras de classes de Sobolev que é realizado na segunda seção do Capítulo 3.

O Capítulo 3 é o mais importante desse trabalho. Inicialmente, estudamos as deĄnições e
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propriedades das 𝑛-larguras de Kolmogorov e de GelŠfand. Um estudo cuidadoso desse assunto é
realizado em [23]. Na segunda seção, estudamos estimativas superiores para 𝑛-larguras de Kol-
mogorov de classes de Sobolev, fazendo uso dos resultados sobre médias de Levy do Capítulo 2 e
tendo como base os trabalhos [13], [11] e [23]. Na seção 3, estudamos estimativas inferiores para
𝑛-larguras de classes de Sobolev, seguindo as linhas apresentadas nos trabalhos [1] e [13]. Apre-
sentamos no Ąnal da seção um resultado, consequência dos resultados das duas últimas seções, que
fornece estimativas assintoticamente exatas, em termos de ordem, para 𝑛-larguras de Kolmogorov
de classes de Sobolev em 𝑆𝑑.
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Capítulo 1

Os Espaços 𝐿𝑝

Neste capítulo, apresentamos as deĄnições básicas sobre os espaços 𝐿𝑝 e também alguns resul-
tados que serão aplicados nos capítulos seguintes. No entanto, apenas alguns lemas e teoremas
nessa parte do texto serão demonstrados uma vez que os resultados aqui não demonstrados podem
ser encontrados facilmente em diversos livros que abordam esse assunto. As referências para este
capítulo são [3] e [4].

1.1 DeĄnições Básicas

DeĄnição 1.1.1. Seja (Ω,Σ, Ü) um espaço de medida, ou seja, Ω é um conjunto não-vazio, Σ é
uma à-álgebra de subconjuntos de Ω e Ü : Σ ⊃ [0,∞] é uma medida. Para 𝑝 ∈ R, 1 ⊘ 𝑝 < ∞,
L

𝑝(Ω,Σ, Ü) é o espaço vetorial complexo de todas as funções mensuráveis 𝑓 : Ω ⊃ C que satisfazem

‖𝑓‖𝑝 =
⎤∫︁

Ω
♣𝑓(𝑥)♣𝑝 𝑑Ü(𝑥)

⎣1/𝑝

< ∞, (1.1)

munido da soma usual de funções e multiplicação usual por escalar.

DeĄnição 1.1.2. O espaço vetorial complexo formado por todas as funções mensuráveis 𝑓 : Ω ⊃
C, para as quais existe uma constante 𝐶 > 0 tal que ♣𝑓(𝑥)♣ ⊘ 𝐶 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝., munido da soma
usual de funções e da multiplicação usual por escalar, será denotado por L

∞(Ω,Σ, Ü). Para cada
𝑓 ∈ L

∞(Ω,Σ, Ü), escrevemos

‖𝑓‖∞ = inf ¶𝐶 : ♣𝑓(𝑥)♣ ⊘ 𝐶 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝.♢ . (1.2)

Observação 1.1.3. As igualdades (1.1) e (1.2) deĄnem semi-normas em L
𝑝(Ω,Σ, Ü), 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞.

Em outras palavras, dado 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞, 𝑐 ∈ C e 𝑓 ∈ L
𝑝(Ω,Σ, Ü),

(a) ‖𝑓‖𝑝 ⊙ 0,

(b) ‖𝑐𝑓‖𝑝 = ♣𝑐♣ ‖𝑓‖𝑝,

(c) ‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 ⊘ ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝.
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Observação 1.1.4. Consideremos um espaço de medida (Ω,Σ, Ü). Para 𝑓, 𝑔 ∈ L
𝑝(Ω,Σ, Ü), 1 ⊘

𝑝 ⊘ ∞, seja ≍ a seguinte relação em L
𝑝(Ω,Σ, Ü):

𝑓 ≍ 𝑔 se, e somente se, 𝑓 = 𝑔 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝..

Temos que ≍ é uma relação de equivalência. Denotamos por [𝑓 ] a classe de equivalência da função
𝑓 , ou seja,

[𝑓 ] = ¶𝑓 ′ ∈ L
𝑝(Ω,Σ, Ü) : 𝑓 ′ ≍ 𝑓♢

e por 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü) o conjunto de todas as classes de equivalência de ≍ em L
𝑝(Ω,Σ, Ü). DeĄnimos a

soma de dois elementos [𝑓 ], [𝑔] ∈ 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü) e a multiplicação por um escalar 𝑐 ∈ C por

[𝑓 ] + [𝑔] = [𝑓 + 𝑔], 𝑐[𝑔] = [𝑐𝑔].

Com essas operações, 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü) é um espaço vetorial. Sejam agora

‖[𝑓 ]‖𝑝 = ‖𝑓‖𝑝 =
⎤∫︁

Ω
♣𝑓(𝑥)♣𝑝 𝑑Ü(𝑥)

⎣1/𝑝

, 1 ⊘ 𝑝 < ∞,

‖[𝑓 ]‖∞ = ‖𝑓‖∞ = inf ¶𝐶 : ♣𝑓(𝑥)♣ ⊘ 𝐶, Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝.♢ .
Então segue pelo Lema 1.2.2 que ‖≤‖𝑝 é uma norma em 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü) para 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞.

Observação 1.1.5. Quando a à-álgebra Σ e a medida Ü estiverem claras no contexto, usaremos
simplesmente a notação 𝐿𝑝(Ω) para denotar o espaço 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü), 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞.

Observação 1.1.6. Daqui em diante, denotaremos um elemento de 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü) por 𝑓 ao invés de
[𝑓 ], visto que o primeiro símbolo é mais simples. Desta forma, podemos entender que o espaço
𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü) é um espaço de funções, desde que duas funções 𝑓 e 𝑔 sejam consideradas iguais se
𝑓 = 𝑔 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝..

1.2 Propriedades

A seguir, destacaremos alguns teoremas de relevância envolvendo os espaços 𝐿𝑝 que serão usados
nos capítulos seguintes.

Teorema 1.2.1. Sejam (Ω,Σ, Ü) um espaço de medida e 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞. Então o espaço vetorial
𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü) munido da norma ‖≤‖𝑝 é um espaço de Banach, isto é, é um espaço vetorial normado
e completo.

Lema 1.2.2. Seja (Ω,Σ, Ü) um espaço de medida e sejam 𝑓, 𝑔 : Ω ⊃ C funções mensuráveis tais
que 𝑓 = 𝑔 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝.. Se

√︃

Ω 𝑓 𝑑Ü existe ou
√︃

Ω 𝑔 𝑑Ü existe, então as duas integrais existem e
∫︁

Ω
𝑓 𝑑Ü =

∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü.

Por outro lado, se 𝑓 : Ω ⊃ C é uma função mensurável tal que
√︃

Ω ♣𝑓 ♣ 𝑑Ü = 0, então 𝑓 = 0 Ü⊗𝑞.𝑡.𝑝..
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Com esses dois lemas em mãos, obtemos o resultado seguinte.

Teorema 1.2.3. A função (≤, ≤) : 𝐿2(Ω,Σ, Ü) × 𝐿2(Ω,Σ, Ü) ⊃ C deĄnida por

(𝑓, 𝑔) =
∫︁

Ω
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑Ü(𝑥)

é um produto interno em 𝐿2(Ω,Σ, Ü).

Demonstração. Sejam 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2(Ω,Σ, Ü) e 𝑐 ∈ C. Lembremos que (≤, ≤) será um produto interno
se as igualdades seguintes forem verdadeiras:

(a) (𝑐𝑓 + 𝑔, ℎ) = 𝑐(𝑓, ℎ) + (𝑔, ℎ),

(b) (𝑓, ℎ) = (ℎ, 𝑓),

(c) (𝑓, 𝑓) = 0 se, e somente se 𝑓 = 0.

A primeira igualdade é imediata pois

(𝑐𝑓 + 𝑔, ℎ) =
∫︁

Ω
(𝑐𝑓 + 𝑔)ℎ 𝑑Ü

=
∫︁

Ω
(𝑐𝑓)ℎ+ 𝑔ℎ 𝑑Ü

=
∫︁

Ω
(𝑐𝑓)ℎ 𝑑Ü +

∫︁

Ω
𝑔ℎ 𝑑Ü

= 𝑐
∫︁

Ω
𝑓ℎ 𝑑Ü +

∫︁

Ω
𝑔ℎ 𝑑Ü

= 𝑐(𝑓, ℎ) + (𝑔, ℎ).

Para demonstrar a segunda igualdade, lembremos que, por deĄnição,
∫︁

Ω
𝑓(𝑥)𝑑Ü(𝑥) =

∫︁

Ω
Re(𝑓(𝑥))𝑑Ü(𝑥) + 𝑖

∫︁

Ω
Im(𝑓(𝑥))𝑑Ü(𝑥).

Como Re(𝑓ℎ) = Re(𝑓)Re(ℎ) + Im(𝑓)Im(ℎ) e Im(𝑓ℎ) = Im(𝑓)Re(ℎ) ⊗ Re(𝑓)Im(ℎ), segue que

(1.3)

(𝑓, ℎ) =
∫︁

Ω
𝑓ℎ 𝑑Ü

=
∫︁

Ω
Re(𝑓ℎ)𝑑Ü + 𝑖

∫︁

Ω
Im(𝑓ℎ) 𝑑Ü

=
∫︁

Ω
(Re(𝑓)Re(ℎ) + Im(𝑓)Im(ℎ)) 𝑑Ü + 𝑖

∫︁

Ω
(Im(𝑓)Re(ℎ) ⊗ Re(𝑓)Im(ℎ)) 𝑑Ü.

Por outro lado,

(1.4)

(ℎ, 𝑓) =
∫︁

Ω
ℎ𝑓𝑑Ü

=
∫︁

Ω
(Re(ℎ)Re(𝑓) + Im(ℎ)Im(𝑓)) 𝑑Ü + 𝑖

∫︁

Ω
(Im(ℎ)Re(𝑓) ⊗ Re(ℎ)Im(𝑓)) 𝑑Ü

=
∫︁

Ω
(Re(ℎ)Re(𝑓) + Im(ℎ)Im(𝑓)) 𝑑Ü ⊗ 𝑖

∫︁

Ω
(Im(ℎ)Re(𝑓) ⊗ Re(ℎ)Im(𝑓)) 𝑑Ü

=
∫︁

Ω
(Re(ℎ)Re(𝑓) + Im(ℎ)Im(𝑓)) 𝑑Ü + 𝑖

∫︁

Ω
(Re(ℎ)Im(𝑓) ⊗ Im(ℎ)Re(𝑓)) 𝑑Ü.
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Comparando (1.3) com (1.4), vemos que (𝑓, ℎ) = (ℎ, 𝑓).
Seja agora 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω,Σ, Ü) tal que 𝑓 = 0. Podemos dizer que 𝑓 é uma função e 𝑓 = 0 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝.

(ver Observação 1.1.6). Desta forma, ♣𝑓 ♣2 = 0 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝. e assim, pelo Lema 1.2.2,

(𝑓, 𝑓) =
∫︁

Ω
𝑓𝑓𝑑Ü =

∫︁

Ω
♣𝑓 ♣2 𝑑Ü = 0.

Reciprocamente, se (𝑓, 𝑓) = 0, então
∫︁

Ω
𝑓𝑓 𝑑Ü =

∫︁

Ω
♣𝑓 ♣2 𝑑Ü = 0.

Pelo Lema 1.2.2, temos ♣𝑓 ♣2 = 0 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝., o que implica 𝑓 = 0 Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝.. Segue pela Observação
1.1.6 que 𝑓 = 0 em 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü).

Teorema 1.2.4. (Desigualdade de Hölder) Seja (Ω,Σ, Ü) um espaço de medida e sejam 𝑝, 𝑞 ∈ R

tais que 1 ⊘ 𝑝, 𝑞 ⊘ ∞ e 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1. Se 𝑓, 𝑔 : Ω ⊃ C são tais que 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) e 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(Ω), então

‖𝑓𝑔‖1 =
∫︁

Ω
♣𝑓𝑔♣ 𝑑Ü ⊘ ‖𝑓‖𝑝 ‖𝑔‖𝑞 .

Lema 1.2.5. Seja (Ω,Σ, Ü) um espaço de medida Ąnita, ou seja, Ü(Ω) < ∞. Para quaisquer
números reais 𝑝, 𝑞 tais que 1 ⊘ 𝑝 < 𝑞 ⊘ ∞, temos 𝐿𝑞(Ω,Σ, Ü) ⊆ 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü).

Demonstração. Se 𝑞 = ∞ e 𝑓 ∈ 𝐿∞(Ω,Σ, Ü), então existe uma constante 𝐶 > 0 tal que ♣𝑓(𝑥)♣ ⊘ 𝐶
Ü ⊗ 𝑞.𝑡.𝑝.. Assim,

‖𝑓‖𝑝
𝑝 =

∫︁

Ω
♣𝑓(𝑥)♣𝑝 𝑑Ü(𝑥) ⊘

∫︁

Ω
𝐶𝑝𝑑Ü(𝑥) = 𝐶𝑝Ü(Ω) < ∞,

e portanto 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω,Σ, Ü).
Suponhamos agora 𝑞 < ∞. Então temos 0 < 1/𝑝 ⊗ 1/𝑞 < 1. Assim, seja 1 < 𝑟 < ∞ tal que

1/𝑟 = 1/𝑝⊗ 1/𝑞. Logo, 1/𝑟 + 1/𝑞 = 1/𝑝. Consequentemente,

1
(𝑟/𝑝)

+
1

(𝑞/𝑝)
= 1.

Seja 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(Ω). Pelo Teorema 1.2.4,

‖𝑓‖𝑝
𝑝 =

∫︁

Ω
♣𝑓(𝑥)♣𝑝 𝑑Ü(𝑥) ⊘

⎤∫︁

Ω
(♣𝑓(𝑥)♣𝑝)𝑞/𝑝

𝑑Ü(𝑥)
⎣𝑝/𝑞 ⎤∫︁

Ω
𝑑Ü(𝑥)

⎣𝑝/𝑟

= ‖𝑓‖𝑝
𝑞 Ü(Ω)𝑝/𝑟. (1.5)

Como Ü(Ω) < ∞ e ‖𝑓‖𝑞 < ∞, concluímos que ‖𝑓‖𝑝 < ∞, ou seja, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω).

DeĄnição 1.2.6. Consideremos 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏, e uma função 𝑓 : (𝑎, 𝑏) ⊃ R.
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(a) A função 𝑓 é dita convexa se

𝑓 ((1 ⊗ Ú)𝑠+ Ú𝑡) ⊘ (1 ⊗ Ú)𝑓(𝑠) + Ú𝑓(𝑡),

para todo 𝑠, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) e Ú ∈ (0, 1).

(b) A função 𝑓 é dita côncava se

𝑓 ((1 ⊗ Ú)𝑠+ Ú𝑡) ⊙ (1 ⊗ Ú)𝑓(𝑠) + Ú𝑓(𝑡),

para todo 𝑠, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) e Ú ∈ (0, 1).

Lema 1.2.7. Sejam 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏, e 𝑓 : (𝑎, 𝑏) ⊃ R uma função convexa.

(a) Se 𝑠, 𝑠′, 𝑡, 𝑡′ ∈ R são tais que 𝑠 ⊘ 𝑠′ < 𝑡′ e 𝑠 < 𝑡 ⊘ 𝑡′, então

𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑠)
𝑡⊗ 𝑠

⊘ 𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑠′)
𝑡′ ⊗ 𝑠′

. (1.6)

(b) Se 𝑓 tem derivada contínua em (𝑎, 𝑏) e 𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏), então existe 𝐶 ∈ R tal que

𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑡0) ⊙ 𝐶(𝑡⊗ 𝑡0), (1.7)

para todo 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏).

Demonstração. Para demonstrar o primeiro item do lema, sejam Ú0, Ú1 ∈ (0, 1) tais que

𝑠′ = (1 ⊗ Ú0)𝑠+ Ú0𝑡
′, 𝑡 = (1 ⊗ Ú1)𝑠+ Ú1𝑡

′.

Segue dessas igualdades que

Ú0 =
𝑠′ ⊗ 𝑠

𝑡′ ⊗ 𝑠
, Ú1 =

𝑡⊗ 𝑠

𝑡′ ⊗ 𝑠
.

Além disso,

1 ⊗ Ú0 = 1 ⊗ 𝑠′ ⊗ 𝑠

𝑡′ ⊗ 𝑠
=
𝑡′ ⊗ 𝑠⊗ 𝑠′ + 𝑠

𝑡′ ⊗ 𝑠
=
𝑡′ ⊗ 𝑠′

𝑡′ ⊗ 𝑠
.

Pela convexidade de 𝑓 ,

𝑓(𝑠′) = 𝑓((1 ⊗ Ú0)𝑠+ Ú0𝑡
′) ⊘ (1 ⊗ Ú0)𝑓(𝑠) + Ú0𝑓(𝑡′), (1.8)

𝑓(𝑡) = 𝑓((1 ⊗ Ú1)𝑠+ Ú1𝑡
′) ⊘ (1 ⊗ Ú1)𝑓(𝑠) + Ú1𝑓(𝑡′). (1.9)

Pela desigualdade (1.8),
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𝑓(𝑠) ⊙ 𝑓(𝑠′) ⊗ Ú0𝑓(𝑡′)
1 ⊗ Ú0

. (1.10)

Logo, pelas desigualdades (1.9) e (1.10),

(1.11)

𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑠) ⊘ (1 ⊗ Ú1)𝑓(𝑠) + Ú1𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑠)
= Ú1(𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑠))

⊘ Ú1

(︃

𝑓(𝑡′) +
Ú0𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑠′)

1 ⊗ Ú0

)︃

= Ú1

(︃

𝑓(𝑡′) ⊗ Ú0𝑓(𝑡′) + Ú0𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑠′)
1 ⊗ Ú0

)︃

=
Ú1

1 ⊗ Ú0

(𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑠′)).

Por outro lado,

Ú1

1 ⊗ Ú0

= Ú1
1

1 ⊗ Ú0

=
⎤
𝑡⊗ 𝑠

𝑡′ ⊗ 𝑠

⎣(︃

𝑡′ ⊗ 𝑠

𝑡′ ⊗ 𝑠′

)︃

=
𝑡⊗ 𝑠

𝑡′ ⊗ 𝑠′
. (1.12)

Portanto, (1.6) segue de (1.11) e (1.12).
Seja agora 𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏). Escolhemos 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑡0) e 𝑦 ∈ (𝑡0, 𝑏). Dado 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), podemos supor,

sem perda de generalidade, 𝑡0 ⊘ 𝑡. Escolhemos agora 𝑦 satisfazendo 𝑥 < 𝑦 < min¶𝑦, 𝑡♢. Assim,
𝑥 ⊘ 𝑡0 ⊘ 𝑡 e 𝑥 < 𝑦 ⊘ 𝑡 e portanto, por (1.6),

𝑓(𝑦) ⊗ 𝑓(𝑥)
𝑦 ⊗ 𝑥

⊘ 𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑡0)
𝑡⊗ 𝑡0

.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 𝜃 ∈ (𝑥, 𝑦) tal que 𝑓 ′(𝜃)(𝑦 ⊗ 𝑥) = 𝑓(𝑦) ⊗ 𝑓(𝑥). Logo, para
𝐶 = inf

𝜃∈[𝑥,𝑦]
𝑓 ′(𝜃) (o ínĄmo existe e é Ąnito pois 𝑓 ′ é uma função contínua),

𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑡0)
𝑡⊗ 𝑡0

⊙ 𝑓(𝑦) ⊗ 𝑓(𝑥)
𝑦 ⊗ 𝑥

=
𝑓 ′(𝜃)(𝑦 ⊗ 𝑥)

𝑦 ⊗ 𝑥
⊙ 𝐶. (1.13)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (1.13) por 𝑡⊗ 𝑡0, obtemos (1.7).

Observação 1.2.8. Suponhamos que a função 𝑓 : (𝑎, 𝑏) ⊃ R seja côncava. Então o sentido das
desigualdades (1.6) e (1.7) do Lema 1.2.7 Ąca invertido. É claro que para a desigualdade (1.7) é
necessário que 𝑓 tenha derivada contínua. A demonstração segue de maneira inteiramente análoga
à demonstração do Lema 1.2.7, alterando apenas o sentido das desigualdades (1.8), (1.9), (1.10),
(1.11) e (1.13).

Teorema 1.2.9. (Desigualdade de Jensen) Seja (Ω,Σ, Ü) um espaço de medida com Ü(Ω) = 1,
𝑔 : Ω ⊃ (𝑎, 𝑏) uma função integrável e 𝑓 uma função convexa e com derivada contínua em (𝑎, 𝑏).
Então

𝑓
⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

⊘
∫︁

Ω
𝑓 ◇ 𝑔 𝑑Ü.

8



Demonstração. Sejam

𝑡0 =
∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü, 𝑡 = 𝑔(𝑥).

Pela desigualdade (1.7) do Lema 1.2.7,

𝑓(𝑔(𝑥)) ⊗ 𝑓
⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

⊙ 𝐶
⎤

𝑔(𝑥) ⊗
∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

. (1.14)

Note que

(1.15)

∫︁

Ω

⎤

𝑓 ◇ 𝑔 ⊗ 𝑓
⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣⎣

𝑑Ü =
∫︁

Ω
𝑓 ◇ 𝑔 𝑑Ü ⊗

∫︁

Ω
𝑓

⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

𝑑Ü

=
∫︁

Ω
𝑓 ◇ 𝑔 𝑑Ü ⊗ 𝑓

⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

Ü(Ω)

=
∫︁

Ω
𝑓 ◇ 𝑔 𝑑Ü ⊗ 𝑓

⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

.

Por outro lado,

(1.16)

∫︁

Ω
𝐶

⎤

𝑔 ⊗
∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

𝑑Ü = 𝐶
⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü ⊗

∫︁

Ω

⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

𝑑Ü
⎣

= 𝐶
⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü ⊗

⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

Ü(Ω)
⎣

= 0.

Portanto, integrando ambos os lados da desigualdade (1.14) e utilizando as identidades (1.15) e
(1.16), obtemos

∫︁

Ω
𝑓 ◇ 𝑔 𝑑Ü ⊗ 𝑓

⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

⊙ 0,

ou seja,
∫︁

Ω
𝑓 ◇ 𝑔 𝑑Ü ⊙ 𝑓

⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

.

Observação 1.2.10. Se ao invés de convexa, a função 𝑓 do Teorema 1.2.9 for côncava e todas
as outras hipóteses do teorema mantiverem-se inalteradas, então a desigualdade do resultado Ąca
invertida, ou seja,

𝑓
⎤∫︁

Ω
𝑔 𝑑Ü

⎣

⊙
∫︁

Ω
𝑓 ◇ 𝑔 𝑑Ü.

A demonstração desse resultado se faz seguindo os mesmos passos da demonstração do Teorema
1.2.9, alterando apenas o sentido da desigualdade (1.14), que é consequência da Observação 1.2.8.

9



Lema 1.2.11. (Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin, ver [4]) Sejam (𝑋,ℳ, à) e (𝑌,𝒩 , Ü)
dois espaços de medida semi-Ąnitas (em particular à-Ąnitas), 1 ⊘ 𝑝0, 𝑝1, 𝑞0, 𝑞1 ⊘ ∞ e, para cada
0 ⊘ 𝑡 ⊘ 1, sejam 𝑝𝑡 e 𝑞𝑡 tais que

1
𝑝𝑡

=
1 ⊗ 𝑡

𝑝0

+
𝑡

𝑝1

,
1
𝑞𝑡

=
1 ⊗ 𝑡

𝑞0

+
𝑡

𝑞1

.

Seja 𝑇 um operador linear limitado de 𝐿𝑝t (𝑋,ℳ, à) em 𝐿𝑞t (𝑌,𝒩 , Ü) para 𝑡 ∈ ¶0, 1♢ e tal que

‖𝑇𝑓‖𝑞t
⊘ 𝐾𝑡 ‖𝑓‖𝑝t

, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝t (𝑋,ℳ, à) , 𝑡 ∈ ¶0, 1♢.
Então

‖𝑇𝑓‖𝑞t
⊘ 𝐾1⊗𝑡

0 𝐾𝑡
1 ‖𝑓‖𝑝t

, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝t (𝑋,ℳ, à) , 𝑡 ∈ [0, 1].

Teorema 1.2.12. (Teorema de Fubini) Sejam (Ω,Σ, Ü) e (Ψ,Ξ, Û) espaços de medidas à-Ąnitas,
Σ × Ξ a à-álgebra produto das à-álgebras Σ e Ξ e Ü × Û a medida produto em Σ × Ξ. Se
𝑓 ∈ 𝐿1(Ω × Ψ,Σ × Ξ, Ü × Û), então 𝑓(𝑥, ≤) ∈ 𝐿1(Ψ,Ξ, Û) para 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑥 ∈ Ω, 𝑓(≤, 𝑦) ∈ 𝐿1(Ω,Σ, Ü)
para 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑦 ∈ Ψ, a função

𝑔(𝑥) =
∫︁

Ψ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑Û(𝑦)

pertence a 𝐿1(Ω,Σ, Ü), a função

ℎ(𝑦) =
∫︁

Ω
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑Ü(𝑥)

pertence a 𝐿1(Ψ,Ξ, Û) e
∫︁

Ω×Ψ
𝑓 𝑑(Ü × Û) =

∫︁

Ψ

⎦∫︁

Ω
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑Ü(𝑥)

⎢

𝑑Û(𝑦) =
∫︁

Ω

⎦∫︁

Ψ
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑Û(𝑦)

⎢

𝑑Ü(𝑥).

10



Capítulo 2

Análise na Esfera 𝑆𝑑

Neste capítulo, trataremos de alguns elementos da análise na esfera 𝑆𝑑. A primeira seção será
devotada à introdução de algumas deĄnições e notações básicas e de algumas propriedades da
esfera 𝑆𝑑, do grupo topológico 𝑆𝑂(𝑑+ 1) e da medida de Lebesgue sobre 𝑆𝑑.

Nas duas seções seguintes, faremos um estudo resumido e sem demonstrações sobre Harmônicos
Esféricos e Harmônicos Zonais. A referência principal para as três primeiras seções é [17]. Nesta
referência, o leitor encontra demonstrações cuidadosas dos resultados apresentados nestas seções.

Na última seção, realizaremos um estudo sobre as médias de Levy. Estudaremos estimativas
para médias de Levy de normas especíĄcas em R

𝑛, as quais serão aplicadas no capítulo seguinte.
As referências para esta última seção são [11] e [23].

Na última seção, usaremos, para duas sequências numéricas (𝑎𝑛)𝑛∈N e (𝑏𝑛)𝑛∈N, a terminologia
𝑎𝑛 ∓ 𝑏𝑛 para indicarmos a existência de constantes universais 𝐶1 e 𝐶2 satisfazendo 𝐶1𝑏𝑛 ⊘ 𝑎𝑛 ⊘
𝐶2𝑏𝑛, para todo 𝑛 ∈ N.

2.1 Preliminares

Notação 2.1.1. Seja 𝑋 um espaço topológico. Denotaremos por 𝐶(𝑋) o conjunto formado por
todas as funções contínuas 𝑓 : 𝑋 ⊃ R e por B(𝑋) a à-álgebra de Borel de 𝑋.

Notação 2.1.2. Seja 𝐷 um aberto de R
𝑑+1 e seja 𝑚 um inteiro positivo. O conjunto formado

por todas as funções 𝑓 : 𝐷 ⊃ R de classe 𝐶𝑚 sobre 𝐷 será denotado por 𝐶𝑚(𝐷). Denotaremos
também

𝐶∞(𝐷) =
⋂︁

𝑚∈N

𝐶𝑚(𝐷).

Observação 2.1.3. O conjunto 𝐶𝑚(𝐷) pode ser visto como o conjunto de todas as funções
𝑓 : 𝐷 ⊃ R com derivadas parciais

𝜕♣Ð♣𝑓

𝜕𝑥Ð
=

𝜕♣Ð♣𝑓

𝜕𝑥Ð1
1 𝜕𝑥Ð2

2 . . . 𝜕𝑥
Ðd+1

𝑑+1

contínuas para todo Ð = (Ð1, . . . , Ð𝑑+1) ∈ N
𝑑+1 com ♣Ð♣ = Ð1 + ≤ ≤ ≤ + Ð𝑑+1 ⊘ 𝑚.
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DeĄnição 2.1.4. Seja Ü uma medida sobre a à-álgebra de Borel B(𝑋) de 𝑋, onde 𝑋 é um espaço
topológico localmente compacto de Hausdorff.

(a) Ü é chamada regular exteriormente sobre 𝐸 ∈ B(𝑋) se

Ü(𝐸) = inf ¶Ü(𝑈) : 𝐸 ⊆ 𝑈, 𝑈 aberto♢ .

(b) Ü é chamada regular interiormente sobre 𝐸 ∈ B(𝑋) se

Ü(𝐸) = sup ¶Ü(𝐾) : 𝐾 ⊆ 𝐸, 𝐾 compacto♢ .

(c) Se Ü for regular exteriormente e interiormente sobre todo 𝐸 ∈ B(𝑋), dizemos que Ü é regular.

(d) Se Ü for Ąnita sobre compactos, regular exteriormente sobre todo boreliano e regular interior-
mente sobre todo aberto, dizemos que Ü é uma medida de Radon.

DeĄnição 2.1.5. Um grupo topológico é um grupo 𝐺 que também é um espaço topológico e cujas
operações de grupo 𝐺×𝐺 ∋ (𝑢, 𝑣) ↦⊃ 𝑢 ≤ 𝑣 ∈ 𝐺 e 𝐺 ∋ 𝑢 ↦⊃ 𝑢⊗1 ∈ 𝐺 são contínuas.

Exemplo 2.1.6. Sabemos que o conjunto R com a operação usual de soma é um grupo. Além
disso, com a topologia usual de R, sabemos também que as funções

𝑓 : R × R ⊃ R

(𝑥, 𝑦) ↦⊃ 𝑥+ 𝑦

e

𝑔 : R ⊃ R

𝑥 ↦⊃ ⊗𝑥
são contínuas. Portanto, R é um grupo topológico.

DeĄnição 2.1.7. Uma medida de Haar à esquerda sobre o grupo topológico localmente compacto
𝐺 é uma medida de Radon Ü sobre 𝐺 tal que Ü(𝑢𝐸) = Ü(𝐸) para todo 𝑢 ∈ 𝐺 e 𝐸 ∈ B(𝐺), onde
𝑢𝐸 = ¶𝑢𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐸♢ .

Teorema 2.1.8. (ver [4]) Sobre todo grupo localmente compacto existe uma medida de Haar à
esquerda, que é única a menos de constantes multiplicativas positivas.

Observação 2.1.9. (ver [3]) Podemos deĄnir medida de Haar à direita da mesma forma que
deĄnimos medida de Haar à esqueda e nesse caso também vale o teorema precedente. Observamos
que se 𝐺 é um grupo topológico compacto e Ü é uma medida de Haar à esquerda sobre 𝐺, então
Ü também é uma medida de Haar à direita sobre 𝐺 e para todo 𝑔 ∈ 𝐺 e 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺),

∫︁

𝐺
𝑓(𝑢)𝑑Ü(𝑢) =

∫︁

𝐺
𝑓(𝑢⊗1)𝑑Ü(𝑢) =

∫︁

𝐺
𝑓(𝑔𝑢)𝑑Ü(𝑢) =

∫︁

𝐺
𝑓(𝑢𝑔)𝑑Ü(𝑢).
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Notação 2.1.10. Sejam 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑+1), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑑+1) ∈ R
𝑑+1. Denotemos por ⟨𝑥, 𝑦⟩ o

produto interno usual de 𝑥, 𝑦 em R
𝑑+1, isto é,

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
𝑑+1∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑘.

Representaremos a norma euclidiana de 𝑥 ∈ R
𝑑+1 através do símbolo ♣♣♣𝑥♣♣♣ = ⟨𝑥, 𝑥⟩1/2 e a esfera

unitária de R
𝑑+1 pelo símbolo 𝑆𝑑, isto é,

𝑆𝑑 =
{︁

𝑥 ∈ R
𝑑+1 : ♣♣♣𝑥♣♣♣ = 1

}︁

.

Denotaremos por Û a medida de Lebesgue normalizada em 𝑆𝑑. Finalmente, para 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞ e Σ
a à-álgebra de Lebesgue sobre 𝑆𝑑, denotaremos o espaço 𝐿𝑝(𝑆𝑑,Σ, Û) simplesmente por 𝐿𝑝(𝑆𝑑).

Notação 2.1.11. O grupo formado por todas as rotações próprias em R
𝑑+1 será denotado por

𝑆𝑂(𝑑 + 1). Esse grupo pode ser identiĄcado como o conjunto formado por todas as matrizes
ortogonais de ordem (𝑑+ 1) × (𝑑+ 1) e com determinante igual a 1, munido da operação usual de
multiplicação de matrizes.

Observação 2.1.12. O grupo 𝑆𝑂(𝑑+ 1) age sobre a esfera 𝑆𝑑 através da ação

𝑆𝑂(𝑑+ 1) × 𝑆𝑑 ⊃ 𝑆𝑑

(𝑢, 𝑥) ↦⊃ 𝑢𝑥.

Mais ainda, 𝑆𝑂(𝑑 + 1) age sobre 𝑆𝑑 transitivamente, no sentido que, dados 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑑, existe
𝑢 ∈ 𝑆𝑂(𝑑+ 1) tal que 𝑢𝑥 = 𝑦.

Observação 2.1.13. Se 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 𝑞 ⊘ ∞ e 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝑆𝑑), então pela desigualdade (1.5) obtida na
demostração do Lema 1.2.5 e pelo fato de Û(𝑆𝑑) = 1, temos

‖𝑓‖𝑝 ⊘ ‖𝑓‖𝑞 .

Em particular, ‖𝑓‖𝑞 ⊘ 1 implica ‖𝑓‖𝑝 ⊘ 1.

Proposição 2.1.14. A medida de Lebesgue Û sobre 𝑆𝑑 é invariante por rotações, isto é, Û(𝑢𝐴) =
Û(𝐴) para todo 𝑢 ∈ 𝑆𝑂(𝑑 + 1) e para todo conjunto mensurável 𝐴 de 𝑆𝑑. Se 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑆𝑑) e
𝑢 ∈ 𝑆𝑂(𝑑+ 1), então

∫︁

𝑆d
𝑓(𝑢⊗1𝑦)𝑑Û(𝑦) =

∫︁

𝑆d
𝑓(𝑦)𝑑Û(𝑦).

2.2 Harmônicos Esféricos

DeĄnição 2.2.1. Uma função 𝑓 : R𝑑+1 ⊃ C é chamada homogênea de grau 𝑘, 𝑘 ∈ Z, se 𝑓(Ú𝑥) =
Ú𝑘𝑓(𝑥) para qualquer Ú > 0 e 𝑥 ∈ R

𝑑+1.

Notação 2.2.2. Denotaremos por 𝒫 o conjunto de todos os polinômios deĄnidos sobre R
𝑑+1 e por

𝒫𝑘 o subconjunto de 𝒫 formado pelos polinômios homogêneos de grau 𝑘.
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Teorema 2.2.3. Para todo 𝑘 ∈ N, 𝒫𝑘 é um subespaço vetorial de 𝒫 e

𝑎𝑘 = dim 𝒫𝑘 =

(︃

𝑑+ 𝑘
𝑘

)︃

.

Notação 2.2.4. Seja Δ o operador laplaciano em R
𝑑+1, isto é,

Δ𝑓(𝑥) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
1

(𝑥) + ≤ ≤ ≤ +
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
𝑑+1

(𝑥), 𝑓 ∈ 𝐶2(R𝑑+1),

e seja 𝑘 ∈ N. Denotaremos por 𝒜𝑘 o subespaço vetorial de 𝒫𝑘 deĄnido por

𝒜𝑘 = ¶𝑝 ∈ 𝒫𝑘 : Δ𝑝 = 0♢ .
Em outras palavras, 𝒜𝑘 é o espaço vetorial de todos os polinômios harmônicos e homogêneos de
grau 𝑘.

DeĄnição 2.2.5. Um harmônico esférico de grau 𝑘 é a restrição à esfera 𝑆𝑑 de um elemento de
𝒜𝑘. Denotaremos por ℋ𝑘 o conjunto dos harmônicos esféricos de grau 𝑘.

Teorema 2.2.6. Temos que dim ℋ0 = 1, dim ℋ1 = 𝑑+ 1 e

𝑑𝑘 = dim ℋ𝑘 =

(︃

𝑑+ 𝑘
𝑑

)︃

⊗
(︃

𝑑+ 𝑘 ⊗ 2
𝑘 ⊗ 2

)︃

, 𝑘 ⊙ 2.

Corolário 2.2.7. A restrição à esfera 𝑆𝑑 de qualquer polinômio de (𝑑+ 1) variáveis é uma soma
Ąnita de harmônicos esféricos.

Corolário 2.2.8. Toda função contínua sobre 𝑆𝑑 pode ser aproximada uniformemente por com-
binações lineares Ąnitas de harmônicos esféricos.

Corolário 2.2.9. O espaço vetorial gerado pela união
∞⋃︁

𝑘=0

ℋ𝑘, isto é, o conjunto formado por todas

as combinações lineares Ąnitas de elementos de
∞⋃︁

𝑘=0

ℋ𝑘, que denotaremos por ℋ, é denso em 𝐿𝑝(𝑆𝑑)

para 1 ⊘ 𝑝 < ∞.

Notação 2.2.10. Mostramos no Capítulo 1 que dado um espaço de medida (Ω,Σ, Ü), a função
(≤, ≤) : 𝐿2(Ω,Σ, Ü) × 𝐿2(Ω,Σ, Ü) ⊃ C deĄnida por

(𝑓, 𝑔) =
∫︁

Ω
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑Ü(𝑥), 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(Ω,Σ, Ü),

é um produto interno em 𝐿2(Ω,Σ, Ü). Para o caso particular da esfera 𝑆𝑑, usaremos também (≤, ≤)
para denotar o produto interno em 𝐿2(𝑆𝑑), isto é, dados 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑆𝑑),

(𝑓, 𝑔) =
∫︁

𝑆d
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑Û(𝑥).
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Teorema 2.2.11. Para 𝑘, 𝑙 ∈ N, 𝑘 ̸= 𝑙, temos ℋ𝑘 ⊥ ℋ𝑙 em relação ao produto interno (≤, ≤).
Corolário 2.2.12. Se 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑆𝑑), então 𝑓 admite uma única representação na forma

𝑓(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=0

𝑌 (𝑘)(𝑥),

onde a série acima converge para 𝑓 na norma de 𝐿2(𝑆𝑑) e 𝑌 (𝑘) ∈ ℋ𝑘. Além disso,

‖𝑓‖2
2 =

∞∑︁

𝑘=0

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑌 (𝑘)

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
.

2.3 Harmônicos Zonais

DeĄnição 2.3.1. Fixado 𝑥 ∈ 𝑆𝑑, considere o funcional linear 𝐿(𝑘)
𝑥 sobre ℋ𝑘 que, a cada elemento

𝑌 ∈ ℋ𝑘, associa o valor 𝐿(𝑘)
𝑥 (𝑌 ) = 𝑌 (𝑥). Como ℋ𝑘 é um espaço de Hilbert munido do produto

interno (≤, ≤) de 𝐿2(𝑆𝑑), existe um único harmônico esférico 𝑍(𝑘)
𝑥 ∈ ℋ𝑘 tal que

𝑌 (𝑥) = 𝐿(𝑘)
𝑥 (𝑌 ) =

⎤

𝑌, 𝑍
(𝑘)
𝑥

⎣

=
∫︁

𝑆d
𝑌 (𝑦)𝑍(𝑘)

𝑥 (𝑦)𝑑Û(𝑦),

para todo 𝑌 ∈ ℋ𝑘. O harmônico esférico 𝑍(𝑘)
𝑥 é chamado de zonal de grau 𝑘 e pólo 𝑥.

Lema 2.3.2. (a) Se
{︁

𝑌
(𝑘)

1 , ..., 𝑌
(𝑘)

𝑑k

}︁

é uma base ortonormal de ℋ𝑘, então

𝑍(𝑘)
𝑥 (𝑦) =

𝑑k∑︁

𝑗=1

𝑌
(𝑘)

𝑗 (𝑥)𝑌 (𝑘)
𝑗 (𝑦).

(b) 𝑍(𝑘)
𝑥 assume valores reais e 𝑍(𝑘)

𝑥 (𝑦) = 𝑍(𝑘)
𝑦 (𝑥).

(c) Se 𝑢 ∈ 𝑆𝑂(𝑑+ 1), então 𝑍(𝑘)
𝑢𝑥 (𝑢𝑦) = 𝑍(𝑘)

𝑥 (𝑦).

Corolário 2.3.3. (a) 𝑍(𝑘)
𝑥 (𝑥) = 𝑑𝑘, para 𝑥 ∈ 𝑆𝑑.

(b)
𝑑k∑︁

𝑗=1

⧹︃
⧹︃
⧹︃𝑌

(𝑘)
𝑗 (𝑥)

⧹︃
⧹︃
⧹︃

2
= 𝑑𝑘, para 𝑥 ∈ 𝑆𝑑.

(c)
⧹︃
⧹︃
⧹︃𝑍(𝑘)

𝑥 (𝑦)
⧹︃
⧹︃
⧹︃ ⊘ 𝑑𝑘, para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑑.

DeĄnição 2.3.4. Seja Ú > 0. Os polinômios 𝑃 Ú
𝑘 (𝑡), ⊗1 ⊘ 𝑡 ⊘ 1, 𝑘 ⊙ 0, deĄnidos por

𝑃 Ú
𝑘 (𝑡) =

∑︁

𝑙+𝑗=𝑘

𝑎𝑙𝑎𝑗

(︁

𝑡⊗ 𝑖
√

1 ⊗ 𝑡2
⎡𝑙 (︁

𝑡+ 𝑖
√

1 ⊗ 𝑡2
⎡𝑗
,

onde 𝑎0 = 1 e

𝑎𝑘 =
Ú(Ú+ 1) ≤ ≤ ≤ (Ú+ 𝑘 ⊗ 1)

𝑘!
, 𝑘 ⊙ 1

são chamados polinômios ultraesféricos ou de Gegenbauer.
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Teorema 2.3.5. Sejam 𝑑 ⊙ 2, Ú = (𝑑⊗ 1)/2 e 𝑘 = 0, 1, 2, .... Então para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑑, temos

𝑍(𝑘)
𝑦 (𝑥) =

𝑑+ 2𝑘 ⊗ 1
𝑑⊗ 1

𝑃 Ú
𝑘 (⟨𝑥, 𝑦⟩).

DeĄnição 2.3.6. Seja 𝐾(𝑡) uma função mensurável deĄnida em [⊗1, 1] e seja 𝐾(𝑥) = 𝐾 (⟨𝑥, 𝑒⟩),
onde 𝑥 ∈ 𝑆𝑑 e 𝑒 = 𝑒𝑑+1 = (0, 0, ..., 0, 1) é o pólo norte de 𝑆𝑑. Se 𝐾, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑆𝑑), então o produto
de convolução 𝐾 * 𝑓 é deĄnido por

𝐾 * 𝑓(𝑥) =
∫︁

𝑆d
𝐾 (⟨𝑥, 𝑦⟩) 𝑓(𝑦)𝑑Û(𝑦), 𝑥 ∈ 𝑆𝑑.

DeĄnição 2.3.7. Para 𝑡 ∈ [⊗1, 1], deĄnimos

𝑍(𝑘)(𝑡) =
𝑑+ 2𝑘 ⊗ 1
𝑑⊗ 1

𝑃
(𝑑⊗1)/2
𝑘 (𝑡).

Teorema 2.3.8. (Desigualdade de Young) Sejam 1 ⊘ 𝑟, 𝑝, 𝑞 ⊘ ∞ tais que 1 ⊗ 1/𝑟 = 1/𝑝 ⊗ 1/𝑞
e seja 𝐾(𝑡) uma função mensurável deĄnida sobre [⊗1, 1]. Se 𝐾 ∈ 𝐿𝑟(𝑆𝑑) e 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑆𝑑), então
𝐾 * 𝑓(𝑥) está bem deĄnida para quase todo 𝑥 ∈ 𝑆𝑑, 𝐾 * 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝑆𝑑) e

‖𝐾 * 𝑓‖𝑞 ⊘
⧸︁
⧸︁
⧸︁𝐾

⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑟
‖𝑓‖𝑝 .

DeĄnição 2.3.9. Seja 𝑔 : [⊗1, 1] ⊃ C uma função mensurável e seja 𝑝 ∈ R, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞. DeĄnimos

‖𝑔‖𝑝 =
⎤∫︁ 1

⊗1
♣𝑔(𝑡)♣𝑝 (1 ⊗ 𝑡2)(𝑑⊗2)/2𝑑𝑡

⎣1/𝑝

, 1 ⊘ 𝑝 < ∞,

‖𝑔‖∞ = inf ¶𝐶 : ♣𝑔(𝑡)♣ ⊘ 𝐶 q.t.p♢ ,
considerando que inf ∅ = ∞. Denotaremos por 𝐿𝑝

(︁

[⊗1, 1], (1 ⊗ 𝑡2)(𝑑⊗2)/2𝑑𝑡
⎡

, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞, o espaço
vetorial formado por todas as funções mensuráveis 𝑔 deĄnidas em [⊗1, 1] e com valores em C que
satisfazem ‖𝑔‖𝑝 < ∞. Duas funções 𝑔, ℎ ∈ 𝐿𝑝

(︁

[⊗1, 1], (1 ⊗ 𝑡2)(𝑑⊗2)/2𝑑𝑡
⎡

que coincidem em quase
todo ponto serão consideradas iguais.

Observação 2.3.10. Sejam 𝑔, ℎ ∈ 𝐿𝑝
(︁

[⊗1, 1], (1 ⊗ 𝑡2)(𝑑⊗2)/2𝑑𝑡
⎡

, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞ e seja 𝑔 : 𝑆𝑑×𝑆𝑑 ⊃ C

a função deĄnida por 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑔(⟨𝑥, 𝑦⟩), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑑. Segue pela Observação 2.2.7, p. 51 em [17]
que, para qualquer 𝑦 ∈ 𝑆𝑑,

∫︁

𝑆d
♣𝑔(𝑥, 𝑦)♣𝑝 𝑑Û(𝑥) =

æ𝑑⊗1

æ𝑑

∫︁ 1

⊗1
♣𝑔(𝑡)♣𝑝 (1 ⊗ 𝑡2)(𝑑⊗2)/2𝑑𝑡,

se 1 ⊘ 𝑝 < ∞, onde æ𝑑 é a área de 𝑆𝑑. Assim,

‖𝑔(≤, 𝑦)‖𝑝 =
⎤
æ𝑑⊗1

æ𝑑

⎣1/𝑝

‖𝑔‖𝑝 ⊘ ‖𝑔‖𝑝 , 1 ⊘ 𝑝 < ∞,

‖𝑔(≤, 𝑦)‖∞ = ‖𝑔‖∞ .
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Escreveremos ℎ * 𝑔(𝑥, 𝑦) para representar o produto de convolução (ℎ * 𝑔(≤, 𝑦))(𝑥). Segue pela
desigualdade acima que podemos trocar

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝐾

⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑟
por ‖𝐾‖𝑟 na Desigualdade de Young (Teorema

2.3.8).

Observação 2.3.11. Se 𝑌 ∈ ℋ𝑘, segue pela DeĄnição 2.3.1 que

𝑍(𝑘) * 𝑌 (𝑥) =
∫︁

𝑆d
𝑍(𝑘)(⟨𝑥, 𝑦⟩)𝑌 (𝑦)𝑑Û(𝑦) =

∫︁

𝑆d
𝑍(𝑘)

𝑥 (𝑦)𝑌 (𝑦)𝑑Û(𝑦) = 𝑌 (𝑥)

e se 𝑌 ∈ ℋ𝑙, 𝑙 ̸= 𝑘, então 𝑍(𝑘)
𝑥 e 𝑌 são ortogonais e assim 𝑍(𝑘) * 𝑌 = 0. Em particular temos

𝑍(𝑘) * 𝑍(𝑙)
𝑥 (𝑦) =

∏︁

⨄︁

⎩

0, se 𝑙 ̸= 𝑘,

𝑍(𝑘)
𝑥 (𝑦), se 𝑙 = 𝑘,

=

∏︁

⨄︁

⎩

0, se 𝑙 ̸= 𝑘,

𝑍(𝑘)(⟨𝑥, 𝑦⟩), se 𝑙 = 𝑘.

Teorema 2.3.12. Seja 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑆𝑑). Então

𝑓(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=0

𝑍(𝑘) * 𝑓(𝑥),

onde a série acima converge para 𝑓 na norma de 𝐿2(𝑆𝑑) e 𝑍(𝑘) * 𝑓(𝑥) ∈ ℋ𝑘.

Lema 2.3.13. ([23]) Seja 𝒯𝑁 =
𝑁⨁︁

𝑘=0

ℋ𝑘. Então

dim 𝒯𝑁 =
2(𝑁 + 𝑑/2)(𝑁 + 𝑑⊗ 1)!

𝑑!𝑁 !
.

Lema 2.3.14. ([23]) Temos que

dim ℋ𝑘 =
2

(𝑑⊗ 1)!
𝑘𝑑⊗1 + 𝑏1𝑘

𝑑⊗2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑏𝑑⊗1,

dim 𝒯𝑁 =
2
𝑑!
𝑁𝑑 + 𝑐1𝑁

𝑑⊗1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑐𝑑,

onde 𝑏1, ..., 𝑏𝑑⊗1, 𝑐1, ..., 𝑐𝑑 são constantes maiores ou iguais a zero.

DeĄnição 2.3.15. A soma de Cesàro 𝑆Ó
𝑛 de ordem 𝑛 ∈ N e índice Ó ⊙ 0 é deĄnida por

𝑆Ó
𝑛(𝑡) =

1
𝐶Ó

𝑛

𝑛∑︁

𝑚=0

𝐶Ó
𝑛⊗𝑚𝑍

(𝑚)(𝑡),

onde

𝐶Ó
𝑚 =

Γ(𝑚+ Ó + 1)
Γ(𝑚+ 1)Γ(Ó + 1)

.
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Observação 2.3.16. Para 𝑛, Ó ∈ N, temos

(2.1)

𝐶Ó
𝑛 =

(𝑛+ Ó) !
𝑛! Ó!

=
(𝑛+ Ó) (𝑛+ Ó ⊗ 1) ≤ ≤ ≤ (𝑛+ 1) (𝑛! )

𝑛! Ó!

=

(︃

𝑛+ Ó

Ó

)︃(︃

𝑛+ Ó ⊗ 1
Ó ⊗ 1

)︃

≤ ≤ ≤
⎤
𝑛+ 2

2

⎣⎤
𝑛+ 1

1

⎣

=
⎤
𝑛

Ó
+ 1

⎣⎤
𝑛

Ó ⊗ 1
+ 1

⎣

≤ ≤ ≤
⎤
𝑛

2
+ 1

⎣⎤
𝑛

1
+ 1

⎣

.

Portanto,

𝑛Ó

Ó!
⊘ 𝐶Ó

𝑛 ⊘ 2Ó𝑛Ó. (2.2)

Lema 2.3.17. (ver [17]) Consideremos a 𝐿𝑝-norma
⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑛

⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑝
da soma de Cesàro 𝑆Ó

𝑛 (ver DeĄnição

2.3.9).

(a) Se 0 ⊘ Ó ⊘ (𝑑+ 1)/2, então existe uma constante 𝐶 > 0 independente de 𝑛 tal que

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑛

⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑝
⊘ 𝐶

∏︁

⋁︁⋁︁⨄︁

⋁︁⋁︁⎩

𝑛(𝑑⊗2Ó⊗1)/2, 1 ⊘ 𝑝 < 2𝑑/(𝑑+ 2Ó + 1),

𝑛(𝑑⊗2Ó⊗1)/2(ln𝑛)(𝑑+2Ó+1)/(2𝑑), 𝑝 = 2𝑑/(𝑑+ 2Ó + 1),

𝑛𝑑(1⊗1/𝑝), 𝑝 > 2𝑑/(𝑑+ 2Ó + 1).

(b) Se (𝑑+ 1)/2 ⊘ Ó ⊘ 𝑑, então existe uma constante 𝐶 > 0 independente de 𝑛 tal que

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑛

⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑝
⊘ 𝐶𝑛𝑑(1⊗1/𝑝), 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞.

2.4 Médias de Levy

Notação 2.4.1. Para qualquer 𝑛 ∈ N, denotaremos por ⟨𝑥, 𝑦⟩ o produto interno usual de dois
elementos 𝑥, 𝑦 ∈ R

𝑛, por ♣♣♣𝑥♣♣♣ a norma euclidiana do elemento 𝑥 ∈ R
𝑛, por 𝑆𝑛⊗1 a esfera unitária

de R
𝑛 e por Û a medida de Lebesgue normalizada em 𝑆𝑛⊗1.

DeĄnição 2.4.2. A média de Levy de uma norma ‖≤‖ deĄnida em R
𝑛 é deĄnida por

𝑀(‖≤‖) = 𝑀(R𝑛, ‖≤‖) =
⎤∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2 𝑑Û(𝑥)

⎣1/2

.

Observação 2.4.3. Para cada 𝑙 = 0, 1, 2, . . ., seja ¶Ý𝑙
𝑗 : 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑑𝑙♢, onde 𝑑𝑙 = dim ℋ𝑙, uma base

de ℋ𝑙 ortonormal em 𝐿2(𝑆𝑑). Fixamos 𝑁0, 𝑁1 ∈ N, 𝑁0 < 𝑁1, e denotamos
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𝒯𝑁0,𝑁1 =
𝑁1⨁︁

𝑙=𝑁0+1

ℋ𝑙, 𝑛 = dim 𝒯𝑁0,𝑁1 =
𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑𝑙.

Temos que

¶Ý𝑘♢𝑛
𝑘=1 = ¶Ý𝑙

𝑗 : 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑑𝑙, 𝑁0 + 1 ⊘ 𝑙 ⊘ 𝑁1♢,
onde Ý𝑘 = Ý𝑟+1

𝑠 se 𝑘 =
√︁𝑟

𝑙=𝑁0+1 𝑑𝑙 + 𝑠 com 𝑁0 ⊘ 𝑟 < 𝑁1 e 1 ⊘ 𝑠 ⊘ 𝑑𝑟+1, é uma base de 𝒯𝑁0,𝑁1 ,
ortonormal em 𝐿2(𝑆𝑑).

DeĄnimos o isomorĄsmo 𝐽 : R𝑛 ⊃ 𝒯𝑁0,𝑁1 por

𝐽(𝑣) = Ý𝑣 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑣𝑘Ý𝑘 =
𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

𝑣𝑙
𝑗Ý

𝑙
𝑗,

onde 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = (𝑣𝑁0+1
1 , . . . , 𝑣𝑁0+1

𝑑N0+1
, 𝑣𝑁0+2

1 , . . . , 𝑣𝑁0+2
𝑑N0+2

, . . . , 𝑣𝑁1
1 , . . . , 𝑣𝑁1

𝑑N1
). Dado 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞

e 𝑣 ∈ R
𝑛, deĄnimos

‖𝑣‖(𝑝) = ‖𝐽(𝑣)‖𝑝 = ‖Ý𝑣‖𝑝 . (2.3)

Observamos que ‖≤‖(𝑝) : R𝑛 ⊃ [0,∞) é uma norma em R
𝑛. Denotamos

𝐵𝑛
(𝑝) =

{︁

𝑣 ∈ R
𝑛 : ‖𝑣‖(𝑝) ⊘ 1

}︁

, 𝐵𝑛
𝑝 =

{︁

Ý ∈ 𝒯𝑁0,𝑁1 : ‖Ý‖𝑝 ⊘ 1
}︁

.

Lema 2.4.4. ([23]) Seja 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆𝑛⊗1) e 𝑓 a extensão de 𝑓 para R
𝑛 ∖ ¶0♢ dada por

𝑓(𝑥) = ♣♣♣𝑥♣♣♣2 𝑓
(︃

𝑥

♣♣♣𝑥♣♣♣

)︃

.

Então
∫︁

𝑆n⊗1
𝑓(𝑥)𝑑Û(𝑥) =

2Þ
𝑛

∫︁

Rn
𝑓(𝑥)𝑑Ò(𝑥),

onde 𝑑Ò(𝑥) = 𝑒⊗Þ♣♣♣𝑥♣♣♣2𝑑𝑥 denota a medida Gaussiana em R
𝑛.

Lema 2.4.5. ([14]) Seja ¶𝑟𝑘♢𝑘∈N
a sequência das funções de Rademacher

𝑟𝑘(𝜃) = sgn sen
(︁

2𝑘Þ𝜃
⎡

,

onde 𝜃 ∈ [0, 1]. Para 𝑚,𝑛 ∈ N Ąxos e 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, seja

Ó𝑚
𝑖 (𝜃) = 𝑚⊗1/2

(︁

𝑟(𝑖⊗1)𝑚+1(𝜃) + 𝑟(𝑖⊗1)𝑚+2(𝜃) + ≤ ≤ ≤ + 𝑟𝑖𝑚(𝜃)
⎡

.

Nestas condições, se ℎ : R𝑛 ⊃ R é uma função contínua satisfazendo

ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑒⊗
√︁n

k=1
♣𝑥k♣ ⊃ 0
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uniformemente quando
𝑛∑︁

𝑘=1

♣𝑥𝑘♣ ⊃ 0, então

∫︁

Rn
ℎ(𝑥)𝑑Ò(𝑥) = lim

𝑚⊃∞

∫︁ 1

0
ℎ
(︁

(2Þ)⊗1/2 (Ó𝑚
1 (𝜃), . . . , Ó𝑚

𝑛 (𝜃))
⎡

𝑑𝜃.

Lema 2.4.6. (Desigualdade de Khintchine, [19]) Seja ¶𝑟𝑘♢𝑘∈N
a sequência das funções de Rade-

macher deĄnida no lema anterior e seja 1 ⊘ 𝑝 < ∞. Então existem constantes positivas Ñ(𝑝) e
Ò(𝑝) tais que, para toda escolha de escalares ¶𝑐𝑘♢𝑢

𝑘=1, 𝑢 ∈ N,

Ñ(𝑝)

(︃
𝑢∑︁

𝑘=1

♣𝑐𝑘♣2
)︃1/2

⊘
(︃
∫︁ 1

0

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑢∑︁

𝑘=1

𝑟𝑘(𝜃)𝑐𝑘

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑𝜃

)︃1/𝑝

⊘ Ò(𝑝)

(︃
𝑢∑︁

𝑘=1

♣𝑐𝑘♣2
)︃1/2

,

onde Ñ(1) ⊙ 1/2 e Ò(𝑝) = 21/2Γ ((1 + 𝑝)/2) /Γ(1/2) ∓ 𝑝1/2, 𝑝 ⊃ ∞.

Lema 2.4.7. (Ver [23]) Sejam 𝑁0, 𝑁1 ∈ N, 𝑁0 < 𝑁1. Se 𝑡𝑛 ∈
𝑁1⨁︁

𝑘=𝑁0+1

ℋ𝑘 e 𝑛 = dim

∏︀

∐︁

𝑁1⨁︁

𝑘=𝑁0+1

ℋ𝑘

⎞

̂︀,

então

‖𝑡𝑛‖∞ ⊘ 𝑛1/𝑝 ‖𝑡𝑛‖𝑝 , 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞,

‖𝑡𝑛‖2 ⊘ 𝑛1/𝑝⊗1/2 ‖𝑡𝑛‖𝑝 , 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2,

‖𝑡𝑛‖𝑞 ⊘ 𝑛1/2⊗1/𝑞 ‖𝑡𝑛‖2 , 2 ⊘ 𝑞 ⊘ ∞.

Teorema 2.4.8. Sejam 𝑁0, 𝑁1 ∈ N, 𝑁0 < 𝑁1 e ¶Ý𝑘♢𝑛
𝑘=1 um sistema ortonormal de harmônicos

esféricos de 𝒯𝑁0,𝑁1 =
𝑁1⨁︁

𝑘=𝑁0+1

ℋ𝑘, 𝑛 = dim 𝒯𝑁0,𝑁1 , como na Observação 2.4.3. Então existe uma

constante absoluta 𝐶 > 0 tal que:

1 ⊘ 𝑀(‖≤‖(𝑝)) ⊘ 𝐶𝑝1/2, 2 ⊘ 𝑝 < ∞; (2.4)

1 ⊘ 𝑀(‖≤‖(∞)) ⊘ 𝐶(ln𝑛)1/2; (2.5)

1
2

⊘ 𝑀(‖≤‖(𝑝)) ⊘ 1, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2; (2.6)

𝑀(‖≤‖(2)) = 1. (2.7)

Demonstração. Para 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R
𝑛, pela ortonormalidade de ¶Ý𝑘♢𝑛

𝑘=1 em 𝐿2(𝑆𝑑),

‖𝑥‖2
(2) =

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

𝑥𝑙
𝑗Ý

𝑙
𝑘

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

=
𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

(︁

𝑥𝑙
𝑗

⎡2 ⧸︁
⧸︁
⧸︁Ý𝑙

𝑗

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
=

𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

(︁

𝑥𝑙
𝑗

⎡2
.
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Logo,

∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(2) 𝑑Û(𝑥) =
𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

∫︁

𝑆n⊗1

(︁

𝑥𝑙
𝑗

⎡2
𝑑Û(𝑥). (2.8)

No entanto,

1 =
∫︁

𝑆n⊗1
♣♣♣𝑥♣♣♣2 𝑑Û(𝑥) =

𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑆n⊗1
𝑥2

𝑗𝑑Û(𝑥) = 𝑛
∫︁

𝑆n⊗1
𝑥2

𝑖 𝑑Û(𝑥),

para todo 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Desta forma, para todo 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
∫︁

𝑆n⊗1
𝑥2

𝑖 𝑑Û(𝑥) =
1
𝑛
. (2.9)

Pelas igualdades (2.8) e (2.9),

∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(2) 𝑑Û(𝑥) =
1
𝑛

𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

1 =
1
𝑛

𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑𝑙 = 1.

Assim,

𝑀(‖≤‖(2)) =
⎤∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(2) 𝑑Û(𝑥)
⎣1/2

= 1, (2.10)

que é a igualdade (2.7) do teorema.
Pela Observação 2.1.13,

‖𝑥‖(𝑝) =

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

𝑥𝑙
𝑗Ý

𝑙
𝑘

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑝

⊘
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁1∑︁

𝑙=𝑁0+1

𝑑l∑︁

𝑗=1

𝑥𝑙
𝑗Ý

𝑙
𝑘

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑞

= ‖𝑥‖(𝑞)

para quaisquer 𝑝, 𝑞 ∈ R com 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 𝑞 ⊘ ∞. Consequentemente,

𝑀(‖≤‖(𝑝)) =
⎤∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(𝑝) Û(𝑥)
⎣1/2

⊘
⎤∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(𝑞) 𝑑Û(𝑥)
⎣1/2

= 𝑀(‖≤‖(𝑞)). (2.11)

Portanto, por (2.10) e (2.11), seguem as desigualdades inferiores em (2.4) e (2.5) e a desigualdade
superior (2.6).

Seja agora 𝑝 ∈ R, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞ , 𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖2
(𝑝), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑆𝑛⊗1 e seja 𝑓 a extensão de 𝑓

para R
𝑛 ∖ ¶0♢ como no Lema 2.4.4. Observe que

𝑓(𝑥) = ♣♣♣𝑥♣♣♣2 𝑓
(︃

𝑥

♣♣♣𝑥♣♣♣

)︃

= ♣♣♣𝑥♣♣♣2
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑥

♣♣♣𝑥♣♣♣

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

(𝑝)

= ‖𝑥‖2
(𝑝) .

Ainda pelo Lema 2.4.4,
∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(𝑝) 𝑑Û(𝑥) =
2Þ
𝑛

∫︁

Rn
𝑓(𝑥)𝑑Ò(𝑥) =

2Þ
𝑛

∫︁

Rn
‖𝑥‖2

(𝑝) 𝑑Ò(𝑥). (2.12)

Como ‖𝑥‖(𝑝) ⊘ 𝐶𝑁0,𝑁1,𝑝
√︁𝑛

𝑘=1 ♣𝑥𝑘♣, vemos que
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𝑓(𝑥)𝑒⊗
√︁n

k=1
♣𝑥k♣ = ‖𝑥‖2

(𝑝) 𝑒
⊗
√︁n

k=1
♣𝑥k♣ ⊃ 0

uniformemente quando
𝑛∑︁

𝑘=1

♣𝑥𝑘♣ ⊃ 0. Desta forma, pelo Lema 2.4.5,

∫︁

Rn
𝑓(𝑥)𝑑Ò(𝑥) = lim

𝑚⊃∞

∫︁ 1

0

⧸︁
⧸︁
⧸︁(2Þ)⊗1/2 (Ó𝑚

1 (𝜃), . . . , Ó𝑚
𝑛 (𝜃))

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

(𝑝)
𝑑𝜃. (2.13)

De (2.12) e (2.13), obtemos
∫︁

𝑆n
‖𝑥‖2

(𝑝) 𝑑Û(𝑥) =
2Þ
𝑛

lim
𝑚⊃∞

∫︁ 1

0

⧸︁
⧸︁
⧸︁(2Þ)⊗1/2 (Ó𝑚

1 (𝜃), . . . , Ó𝑚
𝑛 (𝜃))

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

(𝑝)
𝑑𝜃

=
1
𝑛

lim
𝑚⊃∞

∫︁ 1

0
‖(Ó𝑚

1 (𝜃), . . . , Ó𝑚
𝑛 (𝜃))‖2

(𝑝) 𝑑𝜃.

Por outro lado,

‖(Ó𝑚
1 (𝜃), . . . , Ó𝑚

𝑛 (𝜃))‖2
(𝑝) =

⧸︁
⧸︁
⧸︁Ý(Óm

1 (𝜃),...,Óm
n (𝜃))

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

𝑝
=

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑛∑︁

𝑖=1

Ó𝑚
𝑖 (𝜃)Ý𝑖

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

𝑝

=

(︃
∫︁

𝑆n

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑛∑︁

𝑖=1

Ó𝑚
𝑖 (𝜃)Ý𝑖(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑Û(á)

)︃2/𝑝

. (2.14)

Além disso,

𝑛∑︁

𝑖=1

Ó𝑚
𝑖 (𝜃)Ý𝑖(á) =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚⊗1/2Ý𝑖(á)
(︁

𝑟(𝑖⊗1)𝑚+1(𝜃) + ≤ ≤ ≤ + 𝑟𝑖𝑚(𝜃)
⎡

.

Denotando Ý̃(𝑖⊗1)𝑚+𝑘(á) = 𝑚⊗1/2Ý𝑖(á), á ∈ 𝑆𝑑, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 e 𝑚 = 1, 2, . . . , obtemos

𝑛∑︁

𝑖=1

Ó𝑚
𝑖 (𝜃)Ý𝑖(á) =

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á). (2.15)

Segue então de (2.14) e (2.15) que

(2.16)𝑀(‖≤‖(𝑝)) = 𝑛⊗1/2 lim
𝑚⊃∞

∏︀

̂︁
∐︁

∫︁ 1

0

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2/𝑝

𝑑𝜃

⎞

̂︂
̂︀

1/2

.

Considere agora 𝑝 ∈ R tal que 2 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞, e 𝑔 : [0,∞) ⊃ R deĄnida por 𝑔(𝑡) = 𝑡2/𝑝. Essa
função possui derivada contínua em (0,∞). Temos também que 𝑔 é côncava porque 2 ⊘ 𝑝. Logo,
para

ℎ(𝜃) =
∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑Û(á), (2.17)

segue do Teorema 1.2.9, da Observação 1.2.10 e do Teorema 1.2.12 que
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∫︁ 1

0

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2/𝑝

𝑑𝜃 =
∫︁ 1

0
𝑔 ◇ ℎ 𝑑𝜃 ⊘ 𝑔

⎤∫︁ 1

0
ℎ(𝜃) 𝑑𝜃

⎣

=

∏︀

∐︁

∫︁ 1

0

∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑Û(á)𝑑𝜃

⎞

̂︀

2/𝑝

(2.18)

=

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

∫︁ 1

0

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑𝜃𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2/𝑝

.

Pelas relações (2.16) e (2.18) e pelo Lema 2.4.6,

(2.19)

𝑀(‖≤‖(𝑝)) = 𝑛⊗1/2 lim
𝑚⊃∞

∏︀

̂︁
∐︁

∫︁ 1

0

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2/𝑝

𝑑𝜃

⎞

̂︂
̂︀

1/2

⊘ 𝑛⊗1/2 lim
𝑚⊃∞

∏︀

̂︁
∐︁

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

∫︁ 1

0

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑝

𝑑𝜃𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2/𝑝
⎞

̂︂
̂︀

1/2

⊘ Ò(𝑝)𝑛⊗1/2 lim
𝑚⊃∞

∏︀

̂︁
∐︁

∫︁

𝑆d

∏︀

∐︁

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

⧹︃
⧹︃
⧹︃Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃

2

⎞

̂︀

𝑝/2

𝑑Û(á)

⎞

̂︂
̂︀

1/𝑝

.

Pelo item (b) do Corolário 2.3.3,

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

⧹︃
⧹︃
⧹︃Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃

2
=

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁

𝑘=1

⧹︃
⧹︃
⧹︃Ý̃(𝑖⊗1)𝑚+𝑘(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃

2
=

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁

𝑘=1

⧹︃
⧹︃
⧹︃𝑚⊗1/2Ý𝑖(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃

2

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑚⊗1 ♣Ý𝑖(á)♣2 =
𝑛∑︁

𝑖=1

♣Ý𝑖(á)♣2 (2.20)

=
𝑁1∑︁

𝑗=𝑁0+1

𝑑j∑︁

𝑖=1

⧹︃
⧹︃
⧹︃Ý𝑗

𝑖 (á)
⧹︃
⧹︃
⧹︃

2
=

𝑁1∑︁

𝑗=𝑁0+1

𝑑𝑗 = 𝑛.

Portanto, por (2.19) e (2.20),

(2.21)
𝑀(‖≤‖(𝑝)) ⊘ Ò(𝑝)𝑛⊗1/2 lim

𝑚⊃∞

⎤∫︁

𝑆d
𝑛𝑝/2𝑑Û(á)

⎣1/𝑝

= Ò(𝑝)𝑛⊗1/2𝑛1/2

⊘ 𝐶1𝑝
1/2,

onde a constante universal 𝐶1 da última desigualdade é obtida do fato de Ò(𝑝) ∓ 𝑝1/2. Assim,
obtemos a desigualdade superior em (2.4).
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Passamos agora à demonstração da desigualdade inferior em (2.6). Seja 𝑔 : [0,∞) ⊃ R deĄnida
por 𝑔(𝑡) = 𝑡2. Essa função, assim como 𝑔, também possui derivada contínua em (0,∞). No entanto,
𝑔 é convexa. Para

ℎ̃(𝜃) =
∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑑Û(á),

segue do Teorema 1.2.9 e do Teorema 1.2.12 que

∫︁ 1

0

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2

𝑑𝜃 =
∫︁ 1

0
𝑔 ◇ ℎ̃ 𝑑𝜃 ⊙ 𝑔

⎤∫︁ 1

0
ℎ̃(𝜃) 𝑑𝜃

⎣

=

∏︀

∐︁

∫︁ 1

0

∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑑Û(á)𝑑𝜃

⎞

̂︀

2

(2.22)

=

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

∫︁ 1

0

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑑𝜃𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2

.

Consequentemente, pelas identidades (2.16) e (2.22), pelo Lema 2.4.6 e pelo item (b) do Corolário
2.3.3,

𝑀(‖≤‖(1)) = 𝑛⊗1/2 lim
𝑚⊃∞

∏︀

̂︁
∐︁

∫︁ 1

0

∏︀

∐︁

∫︁

𝑆d

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑑Û(á)

⎞

̂︀

2

𝑑𝜃

⎞

̂︂
̂︀

1/2

⊙ 𝑛⊗1/2 lim
𝑚⊃∞

∫︁

𝑆d

∫︁ 1

0

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗(𝜃)Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝑑𝜃𝑑Û(á)

⊙ Ñ(1)𝑛⊗1/2 lim
𝑚⊃∞

∫︁

𝑆d

∏︀

∐︁

𝑚𝑛∑︁

𝑗=1

⧹︃
⧹︃
⧹︃Ý̃𝑗(á)

⧹︃
⧹︃
⧹︃

2

⎞

̂︀

1/2

𝑑Û(á)

= Ñ(1)𝑛⊗1/2
∫︁

𝑆d

∏︀

∐︁

𝑁1∑︁

𝑗=𝑁0+1

𝑑𝑗

⎞

̂︀

1/2

𝑑Û(á)

⊙ 1
2
𝑛⊗1/2𝑛1/2

=
1
2
.

Por (2.11), concluímos que, para 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2,

𝑀(‖≤‖(𝑝)) ⊙ 𝑀(‖≤‖(1)) ⊙ 1
2
.

Finalmente, pela primeira desigualdade do Lema 2.4.7 com 𝑝 = log2 𝑛 (assumiremos então
𝑝 ⊙ 2) e pela desigualdade (2.21),
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(2.23)

𝑀(‖≤‖(∞)) =
⎤∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(∞) 𝑑Û(𝑥)
⎣1/2

=
⎤∫︁

𝑆n⊗1
‖Ý𝑥‖2

∞ 𝑑Û(𝑥)
⎣1/2

⊘
⎤

𝑛2/𝑝
∫︁

𝑆n⊗1
‖Ý𝑥‖2

𝑝 𝑑Û(𝑥)
⎣1/2

= 𝑛1/𝑝
⎤∫︁

𝑆n⊗1
‖𝑥‖2

(𝑝) 𝑑Û(𝑥)
⎣1/2

⊘ 𝐶1𝑛
1/𝑝𝑝1/2

= 𝐶1(2𝑝)1/𝑝 (log2 𝑛)1/2

⊘ 𝐶2 (ln𝑛)1/2 .

Obtemos então a desigualdade superior em (2.5).
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Capítulo 3

Estimativas para 𝑛-Larguras de Classes

de Sobolev em 𝑆𝑑

Na primeira seção deste capítulo, apresentamos os conceitos de 𝑛-larguras de Kolmogorov e de
GelŠfand de um subconjunto 𝐴 de um espaço vetorial normado 𝑋 e também algumas propriedades
dessas 𝑛-larguras. As demonstrações das propriedades aqui apresentadas podem ser encontradas
nas referências [20] e [23].

Na segunda seção, estudamos estimativas superiores para as 𝑛-larguras de Kolmogorov das
classes de Sobolev em 𝑆𝑑 nos espaços 𝐿𝑞. Esses resultados foram demonstrados por Kushpel em
[13], mas em nossos estudos, utilizamos uma técnica diferente daquela utilizada em [13] e que faz
uso das estimativas para médias de Levy obtidas no Capítulo 2. As referências para esta seção são
[11] e [23].

Na terceira seção, estudamos estimativas inferiores para as 𝑛-larguras de Kolmogorov das classes
de Sobolev em 𝑆𝑑. Esses resultados foram demonstrados por Kushpel em [13] e em nossos estudos
fazemos uso das técnicas apresentadas em [13] e em [1].

No Ąnal da terceira seção, apresentamos uma consequência imediata dos resultados das Seções
3.2 e 3.3 que diz que as 𝑛-larguras das classes de Sobolev em 𝑆𝑑 nos espaços 𝐿𝑞 são assintoticamente
exatas, em termos de ordem, em diversas situações.

Neste capítulo, consideraremos espaços vetoriais sobre o corpo K = R dos números reais ou
sobre o corpo K = C dos números complexos. Usaremos a notação ⌊𝑥⌋ para denotar a parte inteira
do número 𝑥 ∈ R e para 𝑎 ∈ R, usaremos também a notação

(𝑎)+ =

∏︁

⨄︁

⎩

𝑎, se 𝑎 > 0,

0, caso contrário.

3.1 𝑛-Larguras

DeĄnição 3.1.1. Sejam 𝑋 um espaço vetorial normado sobre o corpo K ∈ ¶R,C♢ e com norma
‖≤‖𝑋 e 𝑋𝑛 um subespaço 𝑛-dimensional de 𝑋. Para cada 𝑥 ∈ 𝑋, 𝐸(𝑥,𝑋𝑛) denotará a distância
do subespaço 𝑋𝑛 ao ponto 𝑥. Em outras palavras,
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𝐸(𝑥,𝑋𝑛) = inf¶‖𝑥⊗ 𝑦‖𝑋 : 𝑦 ∈ 𝑋𝑛♢.
Dizemos que um elemento 𝑦* ∈ 𝑋𝑛 é a melhor aproximação de 𝑥 em 𝑋𝑛 quando 𝐸(𝑥,𝑋𝑛) =
‖𝑥⊗ 𝑦*‖𝑋 .

DeĄnição 3.1.2. Sejam 𝑋 um espaço vetorial normado, 𝑋𝑛 um subespaço 𝑛-dimensional de 𝑋 e
𝐴 um subconjunto não vazio de 𝑋. O desvio de 𝐴 em 𝑋𝑛 é deĄnido por

𝐸(𝐴,𝑋𝑛) = sup¶𝐸(𝑥,𝑋𝑛) : 𝑥 ∈ 𝐴♢ = sup
𝑥∈𝐴

inf
𝑦∈𝑋n

‖𝑥⊗ 𝑦‖𝑋 .

DeĄnição 3.1.3. Sejam 𝑋 um espaço vetorial normado e 𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐴 ̸= ∅. A 𝑛-largura de
Kolmogorov de 𝐴 em 𝑋 é deĄnida por

𝑑𝑛(𝐴,𝑋) = inf¶𝐸(𝐴,𝑋𝑛) : 𝑋𝑛 é um subespaço 𝑛-dimensional de 𝑋♢
= inf

𝑋n

sup
𝑥∈𝐴

inf
𝑦∈𝑋n

‖𝑥⊗ 𝑦‖𝑋 .

Observação 3.1.4. Alguns autores preferem o termo 𝑛-diâmetro ao termo 𝑛-largura. Porém,
somente a segunda nomenclatura será adotada no decorrer desse texto.

Listaremos agora algumas propriedades de relevância da 𝑛-largura de Kolmogorov.

Teorema 3.1.5. Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços vetoriais normados, 𝐴 e 𝐵 subconjuntos não vazios de 𝑋
e Ð ∈ K. Então:

(a) 𝑑𝑛(Ð𝐴,𝑋) = ♣Ð♣ 𝑑𝑛(𝐴,𝑋);

(b) 𝑑𝑛(𝐴,𝑋) = 𝑑𝑛(𝑏(𝐴), 𝑋), onde 𝑏(𝐴) = ¶Ñ𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐴, Ñ ∈ K, ♣Ñ♣ ⊘ 1♢;

(c) se 𝐵 ⊆ 𝐴, então 𝑑𝑛(𝐵,𝑋) ⊘ 𝑑𝑛(𝐴,𝑋);

(d) 𝑑𝑛(𝐴,𝑋) ⊙ 𝑑𝑛+1(𝐴,𝑋), 𝑛 = 0, 1, ...;

(e) se 𝑋 ⊆ 𝑌 , 𝑋 tem a norma induzida de 𝑌 e 𝐴 ⊆ 𝑋, então 𝑑𝑛(𝐴,𝑋) ⊙ 𝑑𝑛(𝐴, 𝑌 );

(f) 𝑑𝑚+𝑛(𝐶 +𝐷,𝑈 + 𝑉 ) ⊘ 𝑑𝑚(𝐶,𝑈) + 𝑑𝑛(𝐷,𝑉 ), onde 𝑈 e 𝑉 são subespaços de 𝑋 com a norma
induzida de 𝑋, 𝐶 ⊆ 𝑈 , 𝐷 ⊆ 𝑉 e 𝑈 ∩ 𝑉 = ¶0♢.

DeĄnição 3.1.6. Seja 𝑋 um espaço vetorial normado e 𝐴 ⊆ 𝑋. A 𝑛-largura de GelŠfand de 𝐴
em 𝑋 é deĄnida por

𝑑𝑛(𝐴,𝑋) = inf
𝐿n

sup
𝑥∈𝐴∩𝐿n

‖𝑥‖𝑋 ,

onde o ínĄmo é tomado sobre todos os subespaços 𝐿𝑛 de 𝑋 de codimensão no máximo 𝑛.
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Lembremos que a codimensão de um subespaço 𝑌 de um espaço vetorial 𝑋 é deĄnida como a
dimensão do espaço quociente 𝑋/𝑌 .

Vejamos algumas propriedades que a 𝑛-largura de GelŠfand satisfaz.

Teorema 3.1.7. Sejam 𝑋 um espaço vetorial normado, 𝐴 e 𝐵 subconjuntos não vazios de 𝑋 e
Ð ∈ K. Então:

(a) 𝑑𝑛(Ð𝐴,𝑋) = ♣Ð♣ 𝑑𝑛(𝐴,𝑋);

(b) 𝑑𝑛(𝐴,𝑋) = 𝑑𝑛(𝑏(𝐴), 𝑋), onde 𝑏(𝐴) = ¶Ñ𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐴, Ñ ∈ K, ♣Ñ♣ ⊘ 1♢;

(c) se 𝐵 ⊆ 𝐴, então 𝑑𝑛(𝐵,𝑋) ⊘ 𝑑𝑛(𝐴,𝑋);

(d) 𝑑𝑛(𝐴,𝑋) ⊙ 𝑑𝑛+1(𝐴,𝑋), 𝑛 = 0, 1, . . . .

Notação 3.1.8. Seja 𝑋 um espaço vetorial com norma ‖≤‖𝑋 . Denotaremos por 𝐵𝑋 a bola unitária
fechada

𝐵𝑋 = ¶𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥‖𝑋 ⊘ 1♢ .
Para 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞, denotaremos por 𝑈𝑝 a bola unitária fechada 𝐵𝐿p(𝑆d) de 𝐿𝑝(𝑆𝑑).

Notação 3.1.9. O espaço vetorial de todos os operadores lineares contínuos 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌 , onde 𝑋
e 𝑌 são espaços vetoriais normados, será representado por 𝐿(𝑋, 𝑌 ). A norma de 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) é
deĄnida por

‖𝑇‖ = sup ¶‖𝑇 (𝑥)‖𝑌 : 𝑥 ∈ 𝐵𝑋♢ .

Consideraremos sempre o espaço vetorial 𝐿(𝑋, 𝑌 ) munido com essa norma.

Notação 3.1.10. Denotaremos por 𝐾(𝑋, 𝑌 ) o subespaço vetorial de 𝐿(𝑋, 𝑌 ) formado por todos
os operadores compactos de 𝑋 em 𝑌 , isto é, por todos os operadores 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) para os quais
o fecho do conjunto 𝑇 (𝐵𝑋) = ¶𝑇 (𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐵𝑋♢ é compacto em 𝑌 .

Notação 3.1.11. Seja 𝑋 um espaço vetorial normado sobre o corpo K (K = R ou K = C).
O espaço dual 𝐿(𝑋,K) de 𝑋, isto é, o espaço vetorial formado por todos os funcionais lineares
contínuos de 𝑋, será denotado por 𝑋*.

Observação 3.1.12. Lembremos que, se ‖≤‖𝑋 é a norma considerada em 𝑋, então 𝑋* é um espaço
vetorial normado cuja norma de um funcional 𝑓 ∈ 𝑋* é dada por

‖𝑓‖* = sup ¶♣𝑓(𝑥)♣ : 𝑥 ∈ 𝐵𝑋♢ .

DeĄnição 3.1.13. Seja 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ). DeĄnimos a 𝑛-largura de Kolmogorov do operador 𝑇 por

𝑑𝑛(𝑇 ) = 𝑑𝑛(𝑇 (𝐵𝑋), 𝑌 ) = inf
𝑌n

sup
𝑥∈𝐵X

inf
𝑦∈𝑌n

‖𝑇 (𝑥) ⊗ 𝑦‖𝑌 ,
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onde o ínĄmo é tomado sobre todos os subespaços 𝑛-dimensionais 𝑌𝑛 de 𝑌 . DeĄnimos a 𝑛-largura
de GelŠfand do operador 𝑇 por

𝑑𝑛(𝑇 ) = 𝑑𝑛(𝑇 (𝐵𝑋), 𝑌 ) = inf
𝐿n

sup
𝑥∈𝐵X∩𝐿n

‖𝑇 (𝑥)‖𝑌 ,

onde o ínĄmo é tomado sobre todos os subespaços 𝐿𝑛 de 𝑋 de codimensão no máximo 𝑛.

DeĄnição 3.1.14. Seja 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ). DeĄnimos o operador adjunto 𝑇 * : 𝑌 * ⊃ 𝑋* de 𝑇 como
sendo o operador que a cada elemento 𝑔 ∈ 𝑌 * associa o elemento 𝑇 *(𝑔) ∈ 𝑋* deĄnido por

𝑇 *(𝑔)(𝑥) = 𝑔(𝑇 (𝑥)), 𝑥 ∈ 𝑋.

Teorema 3.1.15. (ver [23]) Se 𝑇 ∈ 𝐾(𝑋, 𝑌 ), então

𝑑𝑛(𝑇 ) = 𝑑𝑛(𝑇 *).

3.2 Estimativas Superiores

DeĄnição 3.2.1. Seja ℋ o espaço vetorial formado por todas as combinações lineares Ąnitas de

elementos de
∞⋃︁

𝑘=0

ℋ𝑘 e seja ¶Ú𝑘♢∞
𝑘=0 uma sequência de números complexos. O operador linear

Λ : ℋ ⊃ ℋ deĄnido por

Λ

(︃
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑌 (𝑘)

)︃

=
𝑛∑︁

𝑘=0

Ú𝑘𝑌
(𝑘),

onde 𝑛 ∈ N e 𝑌 (𝑘) ∈ ℋ𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . ., ou equivalentemente,

Λ (𝑓) =
∞∑︁

𝑘=0

Ú𝑘𝑍
(𝑘) * 𝑓,

para toda

𝑓 =
∞∑︁

𝑘=0

𝑍(𝑘) * 𝑓 ∈ ℋ,

é chamado o operador multiplicador associado à sequência ¶Ú𝑘♢∞
𝑘=0.

Observação 3.2.2. Seja ¶Ú𝑘♢∞
𝑘=0 uma sequência de números complexos e seja Λ o operador mul-

tiplicador associado à sequência ¶Ú𝑘♢∞
𝑘=0. Para 𝑓 ∈ ℋ, temos

‖Λ(𝑓)‖2
2 =

∞∑︁

𝑘=0

♣Ú𝑘♣2
⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑍(𝑘) * 𝑓

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
.

Se a sequência ¶Ú𝑘♢∞
𝑘=0 é limitada, isto é, 𝐶 = sup𝑘 ♣Ú𝑘♣ < ∞, então
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‖Λ(𝑓)‖2
2 ⊘ 𝐶2

∞∑︁

𝑘=0

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑍(𝑘) * 𝑓

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
= 𝐶2 ‖𝑓‖2

2 .

Portanto, como ℋ é denso em 𝐿2(𝑆𝑑) (ver Corolário 2.2.9), então Λ pode ser extendido à toda
função 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑆𝑑) e essa extensão, que ainda denotaremos por Λ, é um operador limitado de
𝐿2(𝑆𝑑) em 𝐿2(𝑆𝑑), isto é,

‖Λ(𝑓)‖2 ⊘ 𝐶 ‖𝑓‖2 , 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑆𝑑).

É fácil ver que se o operador Λ pode ser extendido como um operador limitado de 𝐿2(𝑆𝑑) em
𝐿2(𝑆𝑑), então a sequência ¶Ú𝑘♢∞

𝑘=0 tem que ser limitada (ver Teorema 1.4.9, [17]).

Observação 3.2.3. Seja Ò ∈ R, Ò > 0, e seja ¶Ú𝑘♢∞
𝑘=0 a sequência numérica deĄnida por Ú𝑘 =

(𝑘(𝑘 + 𝑑 ⊗ 1))⊗Ò/2 para 𝑘 ⊙ 1 e Ú0 = 0. Denotamos por ΛÒ o operador multiplicador associado à
sequência ¶Ú𝑘♢∞

𝑘=0, isto é,

ΛÒ(𝑓) =
∞∑︁

𝑘=1

(𝑘(𝑘 + 𝑑⊗ 1))⊗Ò/2𝑍(𝑘) * 𝑓, 𝑓 ∈ ℋ.

Consideremos 𝑝, 𝑞 ∈ R, 1 ⊘ 𝑝, 𝑞 ⊘ ∞. Se Ò > 0 e Ò > 𝑑(1/𝑝⊗ 1/𝑞), então o operador ΛÒ é um
operador limitado de 𝐿𝑝(𝑆𝑑) em 𝐿𝑞(𝑆𝑑) (ver Observação 3.3.6, [17]).

DeĄnição 3.2.4. Sejam Ò, 𝑝 ∈ R, Ò > 0 e 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞. A classe de Sobolev 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) na esfera 𝑆𝑑

é deĄnida como sendo o conjunto

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) = ¶𝑐+ ΛÒ(𝜙) : 𝜙 ∈ 𝑈𝑝, 𝑐 ∈ R♢ .

Observação 3.2.5. Segue pela Observação 3.2.3 que 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ⊆ 𝐿𝑞(𝑆𝑑) se Ò > 𝑑(1/𝑝⊗ 1/𝑞).

Considere agora o operador multiplicador Λ⊗Ò associado à sequência
{︁

Ú𝑘

}︁∞

𝑘=0
, Ú𝑘 = (𝑘(𝑘+𝑑⊗

1))Ò/2, 𝑘 ⊙ 0. O espaço de Sobolev 𝑊
Ò
𝑝(𝑆𝑑), 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞, Ò > 0, é deĄnido como sendo o espaço

vetorial

𝑊
Ò
𝑝(𝑆𝑑) =

{︁

𝜙 ∈ 𝐿𝑝(𝑆𝑑) : Λ⊗Ò(𝜙) ∈ 𝐿𝑝(𝑆𝑑)
}︁

munido da norma

‖𝜙‖𝑊
γ
p

=
⧸︁
⧸︁
⧸︁Λ⊗Ò(𝜙)

⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑝
.

Observamos que a classe de Sobolev 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) é a bola unitária fechada

{︁

𝜙 ∈ 𝑊
Ò
𝑝(𝑆𝑑) : ‖𝜙‖𝑊

γ
p

⊘ 1
}︁

do espaço de Sobolev 𝑊
Ò
𝑝(𝑆𝑑) (ver Observação 3.3.4, [17]).

DeĄnição 3.2.6. Seja ‖≤‖ uma norma em R
𝑛. DeĄnimos a norma dual ‖≤‖◇ em R

𝑛 por

‖𝑥‖◇ = sup ¶♣⟨𝑥, 𝑦⟩♣ : 𝑦 ∈ R
𝑛, ‖𝑦‖ ⊘ 1♢ , 𝑥 ∈ R

𝑛.
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Notação 3.2.7. Se𝐵𝑛 é a bola unitária ¶𝑥 ∈ R
𝑛 : ‖𝑥‖ ⊘ 1♢, denotaremos por (𝐵𝑛)◇ a bola unitária

¶𝑥 ∈ R
𝑛 : ‖𝑥‖◇ ⊘ 1♢.

Observação 3.2.8. Seja ‖≤‖ uma norma em R
𝑛 e seja ‖≤‖◇◇ a norma dual de ‖≤‖◇. Pela deĄnição

de norma, ‖0‖ = ‖0‖◇◇. Por outro lado, para 𝑥 ∈ R
𝑛, 𝑥 ̸= 0, temos

‖𝑥‖◇◇ = sup ¶♣⟨𝑥, 𝑦⟩♣ : 𝑦 ∈ R
𝑛, ‖𝑦‖◇ ⊘ 1♢

= sup

∮︁

♣⟨𝑥, 𝑦⟩♣ : 𝑦 ∈ R
𝑛, ‖𝑦‖◇ = sup

‖𝑧‖⊘1
♣⟨𝑦, 𝑧⟩♣ ⊘ 1

⨀︀

= sup

∮︁

‖𝑥‖
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

⨀︁

𝑥

‖𝑥‖ , 𝑦
⨁︀⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
: 𝑦 ∈ R

𝑛, ‖𝑦‖◇ = sup
‖𝑧‖⊘1

♣⟨𝑦, 𝑧⟩♣ ⊘ 1

⨀︀

= ‖𝑥‖ sup

∮︁⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

⨀︁

𝑥

‖𝑥‖ , 𝑦
⨁︀⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
: 𝑦 ∈ R

𝑛, ‖𝑦‖◇ = sup
‖𝑧‖⊘1

♣⟨𝑦, 𝑧⟩♣ ⊘ 1

⨀︀

⊘ ‖𝑥‖ ,

isto é, ‖𝑥‖◇◇ ⊘ ‖𝑥‖ para qualquer 𝑥 ∈ R
𝑛.

Lema 3.2.9. Dado um funcional linear 𝑓 : R𝑛 ⊃ R, existe um único 𝑣 ∈ R
𝑛 tal que

𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑣⟩, para todo 𝑥 ∈ R
𝑛.

Demonstração. Seja 𝑣 = 𝑓(𝑒1)𝑒1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑓(𝑒𝑛)𝑒𝑛 ∈ R
𝑛, onde ¶𝑒𝑘♢𝑛

𝑘=1 é a base canônica de R
𝑛. Seja

𝜙𝑣 : R𝑛 ⊃ R deĄnida por 𝜙𝑣(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑣⟩. Pelas propriedades do produto interno, segue que 𝜙𝑣 é
um funcional linear em R

𝑛 e, se 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R
𝑛, então

𝜙𝑣(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑣⟩
= ⟨𝑥1𝑒1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑓(𝑒1)𝑒1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑓(𝑒𝑛)𝑒𝑛⟩
= 𝑥1𝑓(𝑒1) + ≤ ≤ ≤ + 𝑥𝑛𝑓(𝑒𝑛)
= 𝑓(𝑥1𝑒1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑥𝑛𝑒𝑛)
= 𝑓(𝑥).

Se 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) ∈ R
𝑛 satizfaz 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥,𝑤⟩ para todo 𝑥 ∈ R

𝑛, então em particular, para
𝑥 = 𝑣 ⊗ 𝑤, temos

0 = 𝑓(𝑣 ⊗ 𝑤) ⊗ 𝑓(𝑣 ⊗ 𝑤)
= ⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑣⟩ ⊗ ⟨𝑣 ⊗ 𝑤,𝑤⟩
= ⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑣 ⊗ 𝑤⟩
= ♣♣♣𝑣 ⊗ 𝑤♣♣♣2 ,

o que implica 𝑣 = 𝑤.

Teorema 3.2.10. Se ‖≤‖ é uma norma em R
𝑛, então existe um isomorĄsmo 𝐹 : (R𝑛, ‖≤‖◇) ⊃

(R𝑛, ‖≤‖)* tal que

‖𝑥‖◇ = ‖𝐹 (𝑥)‖*

para todo 𝑥 ∈ R
𝑛.
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Demonstração. Seja 𝐹 : (R𝑛, ‖≤‖◇) ⊃ (R𝑛, ‖≤‖)* deĄnida por

𝐹 (𝑥) = 𝜙𝑥,

onde 𝜙𝑥 é o funcional linear deĄnido por 𝜙𝑥(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑥⟩ (ver Lema 3.2.9). Dado 𝑓 ∈ (R𝑛, ‖≤‖)*,
ainda pelo Lema 3.2.9, existe um único 𝑣 ∈ R

𝑛 tal que 𝑓 = 𝜙𝑣 = 𝐹 (𝑣). Logo, 𝐹 é sobrejetiva.
Pelas priopriedades usuais do produto interno, temos

(3.1)

𝐹 (𝑐𝑥+ 𝑦)(𝑣) = 𝜙𝑐𝑥+𝑦(𝑣)
= ⟨𝑣, 𝑐𝑥+ 𝑦⟩
= 𝑐⟨𝑣, 𝑥⟩ + ⟨𝑣, 𝑦⟩
= 𝑐𝜙𝑥(𝑣) + 𝜙𝑦(𝑣)
= 𝑐𝐹 (𝑥)(𝑣) + 𝐹 (𝑦)(𝑣)
= (𝑐𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑦))(𝑣),

para todos 𝑥, 𝑦, 𝑣 ∈ R
𝑛 e 𝑐 ∈ R. Logo, 𝐹 (𝑐𝑥 + 𝑦) = 𝑐𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑦) para todos 𝑥, 𝑦 ∈ R

𝑛 e 𝑐 ∈ R,
isto é, 𝐹 é linear. Se 𝑥 ∈ R

𝑛 é tal que 𝐹 (𝑥) = 0, então

0 = 𝐹 (𝑥)(𝑣) = 𝜙𝑥(𝑣) = ⟨𝑣, 𝑥⟩ = 0, para todo 𝑣 ∈ R
𝑛.

Em particular, ♣♣♣𝑥♣♣♣2 = ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0, o que implica 𝑥 = 0 e consequentemente, a injetividade de 𝐹 .
Por Ąm,

‖𝐹 (𝑥)‖* = ‖𝜙𝑥‖* = sup ¶♣𝜙𝑥(𝑣)♣ : 𝑣 ∈ R
𝑛, ‖𝑣‖ ⊘ 1♢

= sup ¶♣⟨𝑣, 𝑥⟩♣ : 𝑣 ∈ R
𝑛, ‖𝑣‖ ⊘ 1♢ = ‖𝑥‖◇ .

Teorema 3.2.11. (ver [18]) Seja ‖≤‖ uma norma em R
𝑛 e seja ‖≤‖◇ a sua norma dual. Então, para

cada 0 < Ú < 1, existe um subespaço 𝐹𝑘 de R
𝑛, com dim𝐹𝑘 = 𝑘 > Ú𝑛, tal que

♣♣♣𝑥♣♣♣ ⊘ 𝐶𝑀◇(1 ⊗ Ú)⊗1/2 ‖𝑥‖ , para todo 𝑥 ∈ 𝐹𝑘,

onde 𝐶 > 0 é uma constante absoluta e

𝑀◇ = 𝑀(‖≤‖◇) =
⎤∫︁

𝑆n⊗1
(‖𝑥‖◇)2𝑑Û(𝑥)

⎣1/2

é a Média de Levy da norma dual ‖≤‖◇.

Notação 3.2.12. Seja 𝑉 um subespaço vetorial de 𝐿𝑝(𝑆𝑑), 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞. Usaremos a notação
𝐿𝑝(𝑆𝑑) ∩ 𝑉 para designar o subespaço vetorial 𝑉 quando munido da norma de 𝐿𝑝(𝑆𝑑).
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Teorema 3.2.13. Para as classes de Sobolev em 𝑆𝑑, temos,

𝑑𝑛

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊘ 𝐶

∏︁

⨄︁

⎩

𝑛⊗Ò/𝑑, se 2 ⊘ 𝑝 ⊘ 𝑞 < ∞ e Ò > 𝑑/2,

𝑛⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2), se 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2 ⊘ 𝑞 < ∞ e Ò > 𝑑/𝑝,

e

𝑑𝑛

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿∞(𝑆𝑑)

⎡

⊘ 𝐶

∏︁

⨄︁

⎩

(ln𝑛)1/2𝑛⊗Ò/𝑑, se 𝑝 ⊙ 2 e Ò > 𝑑/2,

(ln𝑛)1/2𝑛⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2), se 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2 e Ò > 𝑑/𝑝.

Demonstração. Sejam 0 < Ú < 1, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2 ⊘ 𝑞 < ∞ e ¶𝑁𝑘♢∞
𝑘=0 uma sequência de números

inteiros não-negativos tal que 𝑁0 = 0 e 𝑁𝑘 < 𝑁𝑘+1 quando 𝑘 ⊙ 1. Denotamos 𝒯𝑁0,𝑁1 =
𝑁1⨁︁

𝑙=0

ℋ𝑙 e

para 𝑘 ⊙ 1, 𝒯𝑁k,𝑁k+1
=

𝑁k+1⨁︁

𝑙=𝑁k+1

ℋ𝑙 e 𝑛𝑘 = dim 𝒯𝑁k,𝑁k+1
. Pelo Teorema 3.2.11, existe um subespaço

𝐹𝑗 de R
𝑛k com dim𝐹𝑗 = 𝑗 > Ú𝑛𝑘, tal que

‖𝑥‖(2) ⊘ 𝐶𝑀(‖≤‖◇◇
(𝑞))(1 ⊗ Ú)⊗1/2 ‖𝑥‖◇

(𝑞) , 𝑥 ∈ 𝐹𝑗.

Pela Observação 3.2.8, ‖𝑥‖◇◇
(𝑞) ⊘ ‖𝑥‖(𝑞) para qualquer 𝑥 ∈ R

𝑛k . Assim, pela deĄnição de Média de
Levy,

𝑀(‖≤‖◇◇
(𝑞)) ⊘ 𝑀(‖≤‖(𝑞)).

Portanto,

‖𝑥‖(2) ⊘ 𝐶𝑀(‖≤‖(𝑞))(1 ⊗ Ú)⊗1/2 ‖𝑥‖◇
(𝑞) , 𝑥 ∈ 𝐹𝑗.

Se 𝑚 = 𝑛𝑘 ⊗ 𝑗, então

𝑚 = 𝑛𝑘 ⊗ 𝑗 < 𝑛𝑘 ⊗ Ú𝑛𝑘 = (1 ⊗ Ú)𝑛𝑘

e assim (1 ⊗ Ú)⊗1/2 < (𝑛𝑘/𝑚)1/2. Com isso,

‖𝑥‖(2) ⊘ 𝐶𝑀(‖≤‖(𝑞))
⎤
𝑛𝑘

𝑚

⎣1/2

‖𝑥‖◇
(𝑞) , 𝑥 ∈ 𝐹𝑗.

Pelo Teorema 2.4.8,

𝑀(‖≤‖(𝑞)) ⊘
∏︁

⨄︁

⎩

𝐶1𝑞
1/2, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

𝐶1(ln𝑛𝑘)1/2, 𝑞 = ∞,

o que implica

‖𝑥‖(2) ⊘ 𝐶2

⎤
𝑛𝑘

𝑚

⎣1/2

‖𝑥‖◇
(𝑞)

∏︁

⨄︁

⎩

𝑞1/2, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛𝑘)1/2, 𝑞 = ∞,
𝑥 ∈ 𝐹𝑗. (3.2)
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Seja 𝐽 o isomorĄsmo entre R
𝑛k e 𝒯𝑁k,𝑁k+1

citado na Observação 2.4.3. Pela igualdade (2.3),
⧸︁
⧸︁
⧸︁𝐽⊗1(Ý)

⧸︁
⧸︁
⧸︁

(𝑞)
=

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝐽

(︁

𝐽⊗1(Ý)
⎡⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑞
= ‖Ý‖𝑞 , Ý ∈ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

. (3.3)

Logo, 𝐵𝑛k

(𝑝) = 𝐽⊗1(𝐵𝑛k
𝑝 ). Além disso, se 𝑋𝑚 é um subespaço 𝑚-dimensional de 𝒯𝑁k,𝑁k+1

, então
𝑌𝑚 = 𝐽⊗1(𝑋𝑚) é um subespaço 𝑚-dimensional de R

𝑛k . Lembramos que dim𝐹𝑗 = 𝑗 e portanto
codim 𝐹𝑗 = 𝑛𝑘 ⊗ 𝑗 = 𝑚. Assim, pelas DeĄnições 3.1.3 e 3.1.6, pela igualdade (3.3), pelo Teorema
3.1.15 e por (3.2),

𝑑𝑚

(︁

𝐵𝑛k
2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

= inf
𝑋m

sup
𝜙∈𝐵

nk
2

inf
Ý∈𝑋m

‖𝜙⊗ Ý‖𝑞

= inf
𝑋m

sup
𝜙∈𝐵

nk
2

inf
Ý∈𝑋m

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝐽⊗1(𝜙) ⊗ 𝐽⊗1(Ý)

⧸︁
⧸︁
⧸︁

(𝑞)

= inf
𝑌m

sup
𝐽⊗1(𝜙)∈𝐵

nk
(2)

inf
𝐽⊗1(Ý)∈𝑌m

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝐽⊗1(𝜙) ⊗ 𝐽⊗1(Ý)

⧸︁
⧸︁
⧸︁

(𝑞)

= inf
𝑌m

sup
𝑦∈𝐵

nk
(2)

inf
𝑥∈𝑌m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖(𝑞) = 𝑑𝑚

(︁

𝐵𝑛k

(2), (R
𝑛k , ‖≤‖(𝑞))

⎡

= 𝑑𝑚
(︁

(𝐵𝑛k

(𝑞))
◇, (R𝑛k , ‖≤‖2)

⎡

= inf
𝐿m

sup
𝑥∈(𝐵

nk
(q)

)◇∩𝐿m

‖𝑥‖(2)

⊘ sup
𝑥∈(𝐵

nk
(q)

)◇∩𝐹j

‖𝑥‖(2)

⊘ sup
𝑥∈(𝐵

nk
(q)

)◇∩𝐹j

𝐶2

⎤
𝑛𝑘

𝑚

⎣1/2

‖𝑥‖◇
(𝑞)

∏︁

⨄︁

⎩

𝑞1/2, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛𝑘)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶2

⎤
𝑛𝑘

𝑚

⎣1/2
∏︁

⨄︁

⎩

𝑞1/2, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛𝑘)1/2, 𝑞 = ∞,
(3.4)

onde 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1
denota o subespaço vetorial 𝒯𝑁k,𝑁k+1

de 𝐿𝑞(𝑆𝑑) quando munido da norma
de 𝐿𝑞(𝑆𝑑). Observamos que, como Ú foi tomado arbitrário e 0 ⊘ 𝑚 < (1 ⊗Ú)𝑛𝑘, podemos concluir
que 𝑚 pode ser qualquer inteiro satisfazendo 0 ⊘ 𝑚 < 𝑛𝑘.

Seja agora 𝑆𝑁k
a soma parcial deĄnida por

𝑆𝑁k
(𝑓) =

𝑁k∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝑓, 𝑓 ∈ 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑).

DeĄnimos ã𝑁0,𝑁1(𝑓) = 𝑆𝑁1(𝑓) e ã𝑁k,𝑁k+1
(𝑓) = 𝑆𝑁k+1

(𝑓) ⊗ 𝑆𝑁k
(𝑓) para 𝑘 ⊙ 1. Notemos que

ã𝑁k,𝑁k+1
(𝑓) =

𝑁k+1∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝑓 ⊗
𝑁k∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝑓 =
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) * 𝑓. (3.5)

Como 𝑝 ⊘ 2 e Ò > 𝑑/𝑝 > 𝑑(1/𝑝 ⊗ 1/2), segue da Observação 3.2.5 que 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ⊆ 𝐿2(𝑆𝑑). Assim,

pelo Teorema 2.3.12, podemos escrever
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𝑓 =
∞∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝑓,

onde a série acima converge em 𝐿2(𝑆𝑑). Desta forma,

𝑓 ⊗ 𝑆𝑁s(𝑓) =
∞∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝑓 ⊗
𝑁s∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝑓 =
∞∑︁

𝑗=𝑁s+1

𝑍(𝑗) * 𝑓

=
𝑁s+1∑︁

𝑗=𝑁s+1

𝑍(𝑗) * 𝑓 +
𝑁s+2∑︁

𝑗=𝑁s+1+1

𝑍(𝑗) * 𝑓 + ≤ ≤ ≤

= ã𝑁s,𝑁s+1(𝑓) + ã𝑁s+1,𝑁s+2(𝑓) + ≤ ≤ ≤

=
∞∑︁

𝑘=𝑠

ã𝑁k,𝑁k+1
(𝑓). (3.6)

Como 𝑆𝑁s(𝑓) ⊃ 𝑓 em 𝐿2(𝑆𝑑), a igualdade (3.6) implica que

lim
𝑠⊃∞

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

∞∑︁

𝑘=𝑠

ã𝑁k,𝑁k+1
(𝑓)

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

= 0.

Ou seja, dada 𝑓 ∈ 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), temos

𝑓 =
∞∑︁

𝑘=0

ã𝑁k,𝑁k+1
(𝑓), (3.7)

onde a convergência da série ocorre em 𝐿2(𝑆𝑑). Por outro lado, se 𝑓 = 𝑐 + ΛÒ𝜙, 𝜙 ∈ 𝑈𝑝, então
pela igualdade (3.5) e pela Observação 2.3.11,

ã𝑁k,𝑁k+1
(𝑓) =

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) * (𝑐+ ΛÒ𝜙) =
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) * ΛÒ𝜙

=
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) *
(︃

∞∑︁

𝑖=0

(𝑖(𝑖+ 𝑑⊗ 1))⊗Ò/2𝑍(𝑖) * 𝜙
)︃

=
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

(𝑗(𝑗 + 𝑑⊗ 1))⊗Ò/2𝑍(𝑗) * 𝜙 = ΛÒ

∏︀

∐︁

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) * 𝜙
⎞

̂︀

= ΛÒ
(︁

ã𝑁k,𝑁k+1
𝜙
⎡

. (3.8)

Pelas igualdades (3.7) e (3.8), obtemos

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ⊆

∞⨁︁

𝑘=0

(︁

ΛÒ ◇ ã𝑁k,𝑁k+1

⎡

𝑈𝑝 =

∮︁
∞∑︁

𝑘=0

ΛÒ
(︁

ã𝑁k,𝑁k+1
𝜙
⎡

: 𝜙 ∈ 𝑈𝑝

⨀︀

. (3.9)

Como a sequência Ú𝑘 = (𝑘(𝑘 + 𝑑⊗ 1))⊗Ò/2 é decrescente, temos
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(3.10)

⧸︁
⧸︁
⧸︁(ΛÒ ◇ ã𝑁k,𝑁k+1

)𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
=

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

(𝑗(𝑗 + 𝑑⊗ 1))⊗Ò/2𝑍(𝑗) * 𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

=
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

(𝑗(𝑗 + 𝑑⊗ 1))⊗Ò
⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑍(𝑗) * 𝜙

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

⊘ ((𝑁𝑘 + 1)((𝑁𝑘 + 1) + 𝑑⊗ 1))⊗Ò
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑍(𝑗) * 𝜙

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

⊘ (𝑁𝑘(𝑁𝑘 + 𝑑⊗ 1))⊗Ò

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) * 𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

⊘ 𝑁⊗2Ò
𝑘

⧸︁
⧸︁
⧸︁ã𝑁k,𝑁k+1

𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
.

Pelo Teorema 2.3.8,

⧸︁
⧸︁
⧸︁ã𝑁k,𝑁k+1

𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2
=

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) * 𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

⊘ ‖𝜙‖𝑝

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗)
𝑒

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

1/(3/2⊗1/𝑝)

, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2. (3.11)

Pela deĄnição de Harmônico Zonal e pelo Corolário 2.3.3,

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗)
𝑒

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

=
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

∫︁

𝑆d
𝑍(𝑗)

𝑒 𝑍
(𝑗)
𝑒 𝑑Û =

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍
(𝑗)
𝑒 (𝑒)

=
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑑𝑘 = 𝑛𝑘. (3.12)

Para 𝑝 = 1 obtemos de (3.11) e (3.12) que
⧸︁
⧸︁
⧸︁ã𝑁k,𝑁k+1

𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2
⊘ 𝑛

1/2
𝑘 ‖𝜙‖1 .

Para 𝑝 = 2, temos 𝜙 ∈ 𝑈2 ⊆ 𝐿2(𝑆𝑑). Assim, pelo Teorema 2.3.12, podemos escrever

𝜙 =
∞∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝜙.

Novamente pela igualdade (3.5),

⧸︁
⧸︁
⧸︁ã𝑁k,𝑁k+1

𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
=

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

𝑍(𝑗) * 𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

=
𝑁k+1∑︁

𝑗=𝑁k+1

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑍(𝑗) * 𝜙

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
⊘

∞∑︁

𝑗=0

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑍(𝑗) * 𝜙

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2
⊘

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

∞∑︁

𝑗=0

𝑍(𝑗) * 𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

2

= ‖𝜙‖2
2 .

Consequentemente, obtemos as seguintes desigualdades:
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⧸︁
⧸︁
⧸︁ã𝑁k,𝑁k+1

𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2
⊘ 𝑛

1/2
𝑘 ‖𝜙‖1 ,

⧸︁
⧸︁
⧸︁ã𝑁k,𝑁k+1

𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2
⊘ ‖𝜙‖2 .

Tomemos

∏︁

⋁︁⋁︁⨄︁

⋁︁⋁︁⎩

𝐾0 = 𝑛
1/2
𝑘 , 𝐾1 = 1,

𝑞0 = 2, 𝑝0 = 1,

𝑞1 = 2, 𝑝1 = 2.

Aplicando o Lema 1.2.11 temos,

1
𝑝𝑡

=
1 ⊗ 𝑡

𝑝0

+
𝑡

𝑝1

=
1 ⊗ 𝑡

1
+
𝑡

2
=

2 ⊗ 𝑡

2
,

1
𝑞𝑡

=
1 ⊗ 𝑡

𝑞0

+
𝑡

𝑞1

=
1 ⊗ 𝑡

2
+
𝑡

2
=

1
2
, 𝑡 ∈ [0, 1]

e

𝐾1⊗𝑡
0 𝐾𝑡

1 =
(︁

𝑛
1/2
𝑘

⎡1⊗𝑡
=

(︁

𝑛
1/2
𝑘

⎡2/𝑝t⊗1
= 𝑛

1/𝑝t⊗1/2
𝑘 ,

resultando a desigualdade
⧸︁
⧸︁
⧸︁ã𝑁k,𝑁k+1

𝜙
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2
⊘ 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 ‖𝜙‖𝑝 ⊘ 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 , 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2. (3.13)

Segue de (3.10) e (3.13) que
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

(ΛÒ ◇ ã𝑁k,𝑁k+1
)𝜙

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

⊘ 1,

isto é, (ΛÒ ◇ ã𝑁k,𝑁k+1
)𝜙 ∈ 𝑁⊗Ò

𝑘 𝑛
1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 . Desta forma, (ΛÒ ◇ ã𝑁k,𝑁k+1
)𝑈𝑝 ⊆ 𝑁⊗Ò

𝑘 𝑛
1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 .
Portanto dessa inclusão e da inclusão (3.9),

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ⊆

∞⨁︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 . (3.14)

Pelo Teorema 2.4.7, temos para å ∈ 𝐵𝑛k
2 que

‖å‖𝑞 ⊘ 𝑛
1/2⊗1/𝑞
𝑘 ‖å‖2 ⊘ 𝑛

1/2⊗1/𝑞
𝑘 ,

ou seja, å ∈ 𝑛
1/2⊗1/𝑞
𝑘 𝐵𝑛k

𝑞 e portanto 𝐵𝑛k
2 ⊆ 𝑛

1/2⊗1/𝑞
𝑘 𝐵𝑛k

𝑞 . Segue dessa última inclusão e da inclusão
(3.14) que para qualquer 𝑀 ∈ N,
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(3.15)

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ⊆

∞⨁︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2

=
𝑀⨁︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 +
∞⨁︁

𝑘=𝑀+1

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2

⊆
𝑀⨁︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 +
∞⨁︁

𝑘=𝑀+1

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘

(︁

𝑛
1/2⊗1/𝑞
𝑘 𝐵𝑛k

𝑞

⎡

=
𝑀⨁︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 +
∞⨁︁

𝑘=𝑀+1

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘 𝐵𝑛k

𝑞 .

Seja Ñ ∈ N e ¶𝑚𝑘♢𝑀
𝑘=0 uma sequência de números naturais tal que

𝑀∑︁

𝑘=0

𝑚𝑘 ⊘ Ñ.

Denotemos 𝒯𝑁M
=

𝑀⨁︁

𝑘=0

𝒯𝑁k,𝑁k+1
=

𝑁M+1⨁︁

𝑙=0

ℋ𝑙, 𝒯 𝑁M
=

{︁

𝑓 ∈ 𝐿1(𝑆𝑑) : 𝑍(𝑘) * 𝑓 = 0, 0 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑁𝑀+1

}︁

.

Temos que 𝒯𝑁M
∩ 𝒯 𝑁M

= ¶0♢ e 𝒯𝑁M
⊕ 𝒯 𝑁M

= 𝐿1(𝑆𝑑), assim

𝐿𝑝(𝑆𝑑) = 𝐿𝑝(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁M
⊕ 𝐿𝑝(𝑆𝑑) ∩ 𝒯 𝑁M

, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞.

Então pelos itens (a), (c), (e) e (f) do Teorema 3.1.5,

𝑑Ñ

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊘ 𝑑Ñ

∏︀

∐︁

𝑀⨁︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 +
∞⨁︁

𝑘=𝑀+1

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘 𝐵𝑛k

𝑞 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁M
⊕ 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯 𝑁M

⎞

̂︀

⊘ 𝑑Ñ

(︃
𝑀⨁︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 ,
𝑀⨁︁

𝑘=0

𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

)︃

+ 𝑑0

∏︀

∐︁

∞⨁︁

𝑘=𝑀+1

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘 𝐵𝑛k

𝑞 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯 𝑁M

⎞

̂︀

⊘
𝑀∑︁

𝑘=0

𝑑𝑚k

(︁

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝐵𝑛k

2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

+
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘

⊘
𝑀∑︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝑑𝑚k

(︁

𝐵𝑛k
2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

+
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘 . (3.16)

Vamos agora especiĄcar as sequências ¶𝑁𝑘♢∞
𝑘=0 e ¶𝑚𝑘♢𝑀

𝑘=0. Fixamos 𝑛 ∈ N e tomamos

𝑁𝑘 =

∏︁

⨄︁

⎩

0, 𝑘 = 0,
⌊︁

2𝑘/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑
⌋︁

, 𝑘 ⊙ 1,
𝑚𝑘 =

⌊︁

2⊗Ó𝑘𝑛
⌋︁

+ 1, 𝑀 =
⌊︁

log2 𝑛
1/Ó

⌋︁

,
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onde ⌊𝑎⌋ denota a parte inteira do número real 𝑎 e Ó é um número real positivo que satisfaz

Ó

(︃

1
𝑝

⊗ 1
𝑞

)︃

⊘ 1
𝑑

⊗ 1
𝑝Ò
. (3.17)

Notemos que

𝑁𝑘 ∓ 2𝑘/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑, 𝑚𝑘 ∓ 2⊗Ó𝑘𝑛,

isto é, existem constantes positivas 𝐶3, 𝐶4 e 𝐶5 tais que

𝐶32𝑘/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑 ⊘ 𝑁𝑘 ⊘ 𝐶42𝑘/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑, 𝑘 ∈ N,
𝐶52⊗Ó𝑘𝑛 ⊘ 𝑚𝑘, 0 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑀.

(3.18)

Além disso,

𝑀∑︁

𝑘=0

𝑚𝑘 =
𝑀∑︁

𝑘=0

(︁⌊︁

2⊗Ó𝑘𝑛
⌋︁

+ 1
⎡

⊘ 𝑀 +
𝑀∑︁

𝑘=0

2⊗Ó𝑘𝑛 ⊘ 𝑀 +
∞∑︁

𝑘=0

2⊗Ó𝑘𝑛 ⊘ 𝑀 +
𝑛

1 ⊗ 2⊗Ó
.

Logo,

𝑀∑︁

𝑘=0

𝑚𝑘 ⊘ 𝑀 +
𝑛

1 ⊗ 2⊗Ó
⊘ log2 𝑛

1/Ó +
𝑛

1 ⊗ 2⊗Ó
⊘ log2 𝑛

Ó
+

𝑛

1 ⊗ 2⊗Ó

⊘ 𝑛

Ó
+

𝑛

1 ⊗ 2⊗Ó
⊘ 𝐶Ó𝑛,

onde 𝐶Ó é uma constante que depende apenas de Ó. Seja 𝐾 um inteiro positivo tal que 𝐶Ó𝑛 ⊘ 𝐾𝑛.
Então temos

𝑀∑︁

𝑘=0

𝑚𝑘 ⊘ 𝐾𝑛,

o que implica, pela desigualdade (3.16),

𝑑𝐾𝑛

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊘
𝑀∑︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝑑𝑚k

(︁

𝐵𝑛k
2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

+
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘 . (3.19)

Pelo Lema 2.3.14, existe uma constante positiva 𝐶6 tal que

𝑛𝑘 = dim 𝒯𝑁k,𝑁k+1
= dim

∏︀

∐︁

𝑁k+1⨁︁

𝑙=𝑁k+1

ℋ𝑙

⎞

̂︀ ⊘ dim

∏︀

∐︁

𝑁k+1⨁︁

𝑙=0

ℋ𝑙

⎞

̂︀ = dim 𝒯𝑁k+1
⊘ 𝐶6𝑁

𝑑
𝑘+1. (3.20)

Desta forma
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∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘 ⊘

∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2𝑁⊗Ò
𝑘

(︁

𝐶6𝑁
𝑑
𝑘+1

⎡1/𝑝⊗1/𝑞 ⊘
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

𝐶7𝑁
⊗Ò
𝑘 𝑁

𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞)
𝑘+1

⊘
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

𝐶7

(︁

𝐶32𝑘/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑
⎡⊗Ò (︁

𝐶42(𝑘+1)/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑
⎡𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞)

⊘
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

𝐶82⊗𝑘/𝑑𝑛⊗Ò/𝑑2𝑘(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò𝑛1/𝑝⊗1/𝑞

=
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

𝐶82⊗𝑘/𝑑+𝑘(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò𝑛⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)

= 𝐶8𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)

∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2⊗𝑘/𝑑+𝑘(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò. (3.21)

A desigualdade Ò > 𝑑/𝑝 > 𝑑(1/𝑝⊗ 1/𝑞) implica

⊗1
𝑑

+
1
Ò

(︃

1
𝑝

⊗ 1
𝑞

)︃

=
⊗1
Ò

(︃

Ò

𝑑
⊗

(︃

1
𝑝

⊗ 1
𝑞

)︃)︃

< 0.

Consequentemente, a função ℎ : [0,∞) ⊃ R dada por ℎ(𝑡) = 2⊗𝑡/𝑑+𝑡(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò é contínua, decres-
cente e satisfaz

ℎ(𝑙 + 1) ⊘
∫︁ 𝑙+1

𝑙
ℎ(𝑡)𝑑𝑡, para todo 𝑙 ∈ N.

Logo,

(3.22)

𝑢∑︁

𝑘 =𝑙+1

ℎ(𝑘) = ℎ(𝑙 + 1) + ℎ(𝑙 + 2) + ≤ ≤ ≤ + ℎ(𝑢⊗ 1) + ℎ(𝑢)

⊘
∫︁ 𝑙+1

𝑙
ℎ(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑙+2

𝑙+1
ℎ(𝑡)𝑑𝑡+ ≤ ≤ ≤ +

∫︁ 𝑢

𝑢⊗1
ℎ(𝑡)𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑢

𝑙
ℎ(𝑡)𝑑𝑡.

Pela desigualdade (3.22),

∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2⊗𝑘/𝑑+𝑘(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò ⊘ lim
𝑢⊃∞

∫︁ 𝑢

𝑀
2⊗𝑡/𝑑+𝑡(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò𝑑𝑡

= lim
𝑢⊃∞

2⊗𝑢/𝑑+𝑢(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò

(⊗1/𝑑+ (1/𝑝⊗ 1/𝑞)/Ò) ln 2
⊗ 2⊗𝑀/𝑑+𝑀(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò

(⊗1/𝑑+ (1/𝑝⊗ 1/𝑞)/Ò) ln 2

=
2⊗𝑀/𝑑+𝑀(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò

(1/𝑑⊗ (1/𝑝⊗ 1/𝑞)/Ò) ln 2
.

Mas
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2⊗𝑀/𝑑+𝑀(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò ⊘ 2(⊗1/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò)(log2 𝑛1/δ⊗1) = 21/𝑑⊗(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò𝑛(⊗1/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò)/Ó,

e assim,

𝐶8𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)

∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2⊗𝑘/𝑑+𝑘(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò ⊘ 𝐶9𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)𝑛(⊗1/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò)/Ó

= 𝐶9𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)+(⊗1/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò)/Ó.

Da desigualdade (3.17),

1
𝑝

⊗ 1
𝑞

⊘ 1
Ó

(︃

1
𝑑

⊗ 1
𝑝Ò

)︃

⊘
(︃

1
𝑑

⊗
(︃

1
𝑝

⊗ 1
𝑞

)︃

1
Ò

)︃

1
Ó
,

o que resulta

𝐶8𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)

∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2⊗𝑘/𝑑+𝑘(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò ⊘ 𝐶9𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)+(⊗1/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞)/Ò)/Ó ⊘ 𝐶9𝑛

⊗Ò/𝑑.

Desta forma, pelas desigualdades (3.19), (3.21) e pela desigualdade precedente,

𝑑𝐾𝑛

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊘
𝑀∑︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝑑𝑚k

(︁

𝐵𝑛k
2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

+
∞∑︁

𝑘=𝑀+1

2𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/𝑞
𝑘

⊘
𝑀∑︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝑑𝑚k

(︁

𝐵𝑛k
2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

+ 𝐶9𝑛
⊗Ò/𝑑. (3.23)

Se 0 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑀 , então por (3.18) e (3.20) temos

𝑛𝑘 ⊘ 𝐶4𝑁
𝑑
𝑘+1 ⊘ 𝐶4

(︁

𝐶22(𝑘+1)/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑
⎡𝑑 ⊘ 𝐶4𝐶

𝑑
2 21/Ò

(︁

2𝑀/Ò
⎡

𝑛 ⊘ 𝐶10𝑛
1+1/(ÓÒ)

e portanto

(ln𝑛𝑘)1/2 ⊘ 𝐶11(ln𝑛)1/2, 0 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑀. (3.24)

Pelas desigualdades (3.4), (3.18), (3.20) e (3.24),
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𝑀∑︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝑑𝑚k

(︁

𝐵𝑛k
2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

⊘ 𝐶2

𝑀∑︁

𝑘=1

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘

⎤
𝑛𝑘

𝑚𝑘

⎣1/2
∏︁

⨄︁

⎩

𝑞1/2, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛𝑘)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶12

𝑀∑︁

𝑘=1

𝑁⊗Ò
𝑘

𝑛
1/𝑝
𝑘

𝑚
1/2
𝑘

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶12

𝑀∑︁

𝑘=1

(︁

𝐶32𝑘/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑
⎡⊗Ò

(︁

𝐶6𝑁
𝑑
𝑘+1

⎡1/𝑝

(𝐶52⊗Ó𝑘𝑛)1/2

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶13

𝑀∑︁

𝑘=1

2⊗𝑘/𝑑𝑛⊗Ò/𝑑2Ó𝑘/2𝑛⊗1/2𝑁
𝑑/𝑝
𝑘+1

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶13

𝑀∑︁

𝑘=1

2⊗𝑘/𝑑+Ó𝑘/2𝑛⊗Ò/𝑑⊗1/2
(︁

𝐶42(𝑘+1)/(𝑑Ò)𝑛1/𝑑
⎡𝑑/𝑝

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶14

𝑀∑︁

𝑘=1

2⊗𝑘/𝑑+𝑘/(𝑝Ò)+Ó𝑘/2𝑛⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶14𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∞∑︁

𝑘=1

2⊗𝑘/𝑑+𝑘/(𝑝Ò)+Ó𝑘/2

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞.

Como Ò > 𝑑/𝑝, então ⊗1/𝑑 + 1/(𝑝Ò) < 0. Escolhemos Ó > 0 tal que ⊗1/𝑑 + 1/(𝑝Ò) + Ó/2 < 0 e
assim segue que

⊗𝑘
𝑑

+
𝑘

𝑝Ò
+
Ó𝑘

2
= 𝑘

(︃

⊗1
𝑑

+
1
𝑝Ò

+
Ó

2

)︃

< 0, para todo 𝑘 ∈ N,

o que implica a convergência da série

∞∑︁

𝑘=1

2⊗𝑘/𝑑+𝑘/(𝑝Ò)+Ó𝑘/2.

Logo,

𝑀∑︁

𝑘=0

𝑁⊗Ò
𝑘 𝑛

1/𝑝⊗1/2
𝑘 𝑑𝑚k

(︁

𝐵𝑛k
2 , 𝐿𝑞(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁k,𝑁k+1

⎡

⊘ 𝐶14𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∞∑︁

𝑗=1

2⊗𝑗/𝑑+𝑗/(𝑝Ò)+Ó𝑗/2

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶15𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞.
(3.25)
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Portanto, por (3.23) e (3.25),

𝑑𝐾𝑛

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊘ 𝐶15𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,
+ 𝐶9𝑛

⊗Ò/𝑑

⊘ 𝐶16𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞.
(3.26)

Dado 𝑙 ∈ N, seja 𝑛0 ∈ N tal que 𝐾𝑛0 ⊘ 𝑙 ⊘ 𝐾(𝑛0 + 1) ⊘ (𝐾 + 1)𝑛0. Pelo Teorema 3.1.5 e por
(3.26),

𝑑𝑙

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊘ 𝑑𝐾𝑛0

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊘ 𝐶16𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)
0

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛0)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶17 ((𝐾 + 1)𝑛0)
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛0)1/2, 𝑞 = ∞,

⊘ 𝐶17𝑙
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2)

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln 𝑙)1/2, 𝑞 = ∞.
(3.27)

Finalmente, consideremos o caso 2 ⊘ 𝑝 ⊘ 𝑞 ⊘ ∞ e Ò > 𝑑/2. Seja 𝑓 ∈ 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) e seja 𝜙 ∈ 𝐿𝑝(𝑆𝑑)

tal que ‖𝜙‖𝑝 ⊘ 1 e

𝑓 = 𝑐+ ΛÒ(𝜙).

Pela Observação 2.1.13, ‖𝜙‖2 ⊘ 1. Com isso,

𝑓 = 𝑐+ ΛÒ(𝜙) ∈ 𝑊 Ò
2 (𝑆𝑑),

e portanto podemos concluir que 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ⊆ 𝑊 Ò

2 (𝑆𝑑). Pelo item (c) do Teorema 3.1.5 e pela
desigualdade (3.27), temos

𝑑𝑛(𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)) ⊘ 𝑑𝑛(𝑊 Ò

2 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑))

⊘ 𝐶17𝑛
⊗Ò/𝑑+(1/2⊗1/2)

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞,

= 𝐶17𝑛
⊗Ò/𝑑

∏︁

⨄︁

⎩

1, 2 ⊘ 𝑞 < ∞,

(ln𝑛)1/2, 𝑞 = ∞.

Concluímos assim a demonstração do teorema.
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3.3 Estimativas Inferiores

Teorema 3.3.1. (Ismagilov [6]) Seja 𝐾 um espaço topológico compacto munido com uma medida
positiva e normalizada Ü deĄnida sobre os conjuntos borelianos de 𝐾 e seja ã : 𝐾 ⊃ 𝐻 uma
aplicação contínua de 𝐾 em 𝐻, onde 𝐻 é um espaço de Hilbert com produto interno ⟨, ⟩𝐻 . Sejam
Ú1 > Ú2 > ≤ ≤ ≤ os autovalores positivos do operador 𝑇 deĄnido por

𝑇𝑓(𝑥) =
∫︁

𝐾
⟨ã(𝑥), ã(𝑦)⟩𝐻 𝑓(𝑦)𝑑Û(𝑦), 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐾, Ü),

e 𝑋1, 𝑋2, ... os autoespaços de 𝑇 associados aos autovalores Ú1, Ú2, . . . respectivamente. Então

𝑑dim ℰn(ã(𝐾), 𝐻) ⊙
∏︀

∐︁

∞∑︁

𝑘=𝑛+1

Ú𝑘 dim𝑋𝑘

⎞

̂︀

1/2

,

onde ℰ𝑛 =
𝑛⨁︁

𝑗=1

𝑋𝑗.

Teorema 3.3.2. Para as classes de Sobolev em 𝑆𝑑 temos,

𝑑𝑛

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊙ 𝐶

∏︁

⨄︁

⎩

𝑛⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞), se 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 𝑞 ⊘ 2 e Ò > 𝑑(1/𝑝⊗ 1/𝑞),

𝑛⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2), se 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2 ⊘ 𝑞 ⊘ ∞ e Ò > 𝑑/𝑝.

Demonstração. Fixemos 𝑁 ∈ N e seja 𝑛 = dim 𝒯𝑁 . Denotaremos por 𝐿𝑝(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 o subespaço
vetorial 𝒯𝑁 de 𝐿𝑝(𝑆𝑑) quando munido da norma de 𝐿𝑝(𝑆𝑑). Seja 𝑚 ⊘ 𝑛. Demonstraremos
primeiramente o caso 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 𝑞 ⊘ 2 e Ò > 𝑑(1/𝑝⊗ 1/𝑞). Sejam 𝑋𝑚 um subespaço 𝑚-dimensional
de 𝐿𝑞(𝑆𝑑), 𝑦 ∈ 𝑋𝑚 e 𝑧 ∈ 𝒯𝑁 . Seja ainda Ó ∈ N tal que (𝑑+ 1)/2 ⊘ Ó ⊘ 𝑑. Observamos que

2𝑑
𝑑+ 2Ó + 1

=
2𝑑

2𝑑+ 1
< 1 ⊘ 𝑝.

Pelo Teorema 2.3.8 e pelo Lema 2.3.17,
⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑁 * (𝑧 ⊗ 𝑦)
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑞
⊘

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑁

⧸︁
⧸︁
⧸︁

1
‖𝑧 ⊗ 𝑦‖𝑞 ⊘ 𝐶 ‖𝑧 ⊗ 𝑦‖𝑞 (3.28)

e

⧸︁
⧸︁
⧸︁(𝑆Ó

𝑁)(2) * (𝑧 ⊗ 𝑦)
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2
⊘

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑁

⧸︁
⧸︁
⧸︁

2𝑞/(3𝑞⊗2)

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑁 * (𝑧 ⊗ 𝑦)
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑞
⊘ 𝐶𝑁𝑑(1/𝑞⊗1/2)

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑁 * (𝑧 ⊗ 𝑦)
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑞
, (3.29)

onde 𝐶 é uma constante absoluta e

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(𝑘) * 𝜙 = 𝑆Ó
𝑁 * 𝑆Ó

𝑁 * ≤ ≤ ≤ * 𝑆Ó
𝑁

⏟  ⏞  

𝑘 vezes

*𝜙, 𝜙 ∈ 𝐿1(𝑆𝑑).

Como 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 ⊆ 𝑊 Ò

𝑝 (𝑆𝑑), pela DeĄnição 3.1.3, pelo item (c) do Teorema 3.1.5 e pelas
desigualdades (3.28) e (3.29),
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𝑑𝑚

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊙ 𝑑𝑚

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 , 𝐿

𝑞(𝑆𝑑)
⎡

= inf
𝑋m⊆𝐿q(𝑆d)

sup
𝑧∈𝑊 γ

p (𝑆d)∩𝒯N

inf
𝑦∈𝑋m

‖𝑧 ⊗ 𝑦‖𝑞

⊙ inf
𝑋m⊆𝐿q(𝑆d)

sup
𝑧∈𝑊 γ

p (𝑆d)∩𝒯N

inf
𝑦∈𝑋m

1
𝐶

⧸︁
⧸︁
⧸︁𝑆Ó

𝑁 * (𝑧 ⊗ 𝑦)
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑞
(3.30)

⊙ inf
𝑋m⊆𝐿q(𝑆d)

sup
𝑧∈𝑊 γ

p (𝑆d)∩𝒯N

inf
𝑦∈𝑋m

1
𝐶2
𝑁⊗𝑑(1/𝑞⊗1/2)

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) * (𝑧 ⊗ 𝑦)
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

=
1
𝐶2
𝑁⊗𝑑(1/𝑞⊗1/2) inf

𝑋m⊆𝐿q(𝑆d)
sup

𝑧∈𝑊 γ
p (𝑆d)∩𝒯N

inf
𝑦′∈(𝑆δ

N)(2)
*𝑋m

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) * 𝑧 ⊗ 𝑦′

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2
,

onde
(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2)*𝑋𝑚 =
⎭(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) * 𝜙 : 𝜙 ∈ 𝑋𝑚

}︂

. Como 𝑆Ó
𝑁 é uma combinação linear de 𝑍(𝑘), 0 ⊘ 𝑘 ⊘

𝑁 , segue que 𝑆Ó
𝑁 *𝜙 ∈ 𝒯𝑁 e também

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *𝜙 = 𝑆Ó
𝑁 * (𝑆Ó

𝑁 *𝜙) ∈ 𝒯𝑁 para qualquer 𝜙 ∈ 𝐿1(𝑆𝑑).

Logo,
(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *𝑋𝑚 é um subespaço vetorial de 𝒯𝑁 com dimensão menor ou igual a 𝑚 e assim por
(3.30)

𝑑𝑚

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

⊙ 1
𝐶2
𝑁⊗𝑑(1/𝑞⊗1/2) inf

𝑋m⊆𝐿q(𝑆d)
sup

𝑧∈𝑊 γ
p (𝑆d)∩𝒯N

inf
𝑦′∈(𝑆δ

N)(2)
*𝑋m

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) * 𝑧 ⊗ 𝑦′

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

2

⊙ 1
𝐶2
𝑁⊗𝑑(1/𝑞⊗1/2) inf

𝑉m⊆𝐿2(𝑆d)∩𝒯N

sup
𝑧′∈(𝑆δ

N)(2)
*𝑊 γ

p (𝑆d)

inf
𝑦′∈𝑉m

‖𝑧′ ⊗ 𝑦′‖2 (3.31)

=
1
𝐶2
𝑁⊗𝑑(1/𝑞⊗1/2)𝑑𝑚

⎤(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁

⎣

,

onde os 𝑉𝑚 são subespaços de dimensão 𝑚 de 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 .
Sejam Ú𝑘 = (𝑘(𝑘 + 𝑑⊗ 1))⊗Ò/2, 𝑘 ∈ N, e 𝑔𝑁

Ò a função

𝑔𝑁
Ò (𝑡) =

𝑁∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑍
(𝑘)(𝑡), 𝑡 ∈ [⊗1, 1].

Dada uma função ℎ : [⊗1, 1] ⊃ C, denotaremos por ℎ a função deĄnida em 𝑆𝑑 × 𝑆𝑑 por ℎ(𝑥, 𝑦) =
ℎ(⟨𝑥, 𝑦⟩), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑑. Temos que 𝑆

Ó
𝑁(≤, 𝑦) e 𝑔𝑁

Ò (≤, 𝑦) pertencem a 𝒯𝑁 para qualquer 𝑦 ∈ 𝑆𝑑. Pelo
Lema 2.3.17, temos

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)𝑆Ó

𝑁

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑝
⊘ 1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)𝐶𝑁𝑑(1⊗1/𝑝) ⊘ 1,

e assim (ver Observação 2.3.10)
⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)𝑆

Ó
𝑁(≤, 𝑦)

⧸︁
⧸︁
⧸︁
⧸︁

𝑝
⊘ 1.
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Como 𝑆
Ó

𝑁(≤, 𝑦) ∈ 𝒯𝑁 , segue pela DeĄnição 3.2.4 e pela Observação 2.3.10 que, para todo 𝑦 ∈ 𝑆𝑑,

1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

(︁

𝑆Ó
𝑁 * 𝑔𝑁

Ò (≤, 𝑦)
⎡

=
1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

(︁

𝑔𝑁
Ò * 𝑆Ó

𝑁(≤, 𝑦)
⎡

= ΛÒ
⎤ 1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)𝑆

Ó
𝑁(≤, 𝑦)

⎣

∈ 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 .

Seja

𝜙𝑁(≤, 𝑦) =
1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

⎤(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(3) * 𝑔𝑁
Ò (≤, 𝑦)

⎣

.

Então

𝜙𝑁(≤, 𝑦) =
1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

⎤(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(3) * 𝑔𝑁
Ò (≤, 𝑦)

⎣

=
(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *
⎤ 1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

(︁

𝑆Ó
𝑁 * 𝑔𝑁

Ò (≤, 𝑦)
⎡⎣

∈ (𝑆Ó
𝑁)(2) *𝑊 Ò

𝑝 (𝑆𝑑). (3.32)

Por outro lado, pelas Observações 2.3.10 e 2.3.11,

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2)
(𝑥, 𝑦) =

(︃
𝑁∑︁

𝑘=0

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

𝑍(𝑘)

)︃

*
(︃

𝑁∑︁

𝑙=0

𝐶Ó
𝑁⊗𝑙

𝐶Ó
𝑁

𝑍(𝑙)
𝑦

)︃

(𝑥) =
𝑁∑︁

𝑘=0

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃2

𝑍(𝑘)
𝑦 (𝑥)

e, de maneira análoga,

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(3)
(𝑥, 𝑦) =

𝑁∑︁

𝑘=0

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃3

𝑍(𝑘)
𝑦 (𝑥).

Logo

(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(3) * 𝑔𝑁
Ò (𝑥, 𝑦) =

(︃
𝑁∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑍
(𝑘)

)︃

*
∏︀

∐︁

𝑁∑︁

𝑙=0

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑙

𝐶Ó
𝑁

)︃3

𝑍(𝑙)
𝑦

⎞

̂︀ (𝑥) =
𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃3

Ú𝑘𝑍
(𝑘)
𝑦 (𝑥).

Desta forma, pela DeĄnição 2.3.7 e Teorema 2.3.5,

(3.33)
𝜙𝑁(𝑥, 𝑦) =

1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃3

Ú𝑘𝑍
(𝑘)
𝑦 (𝑥)

=
1
𝐶
𝑁⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃3

Ú𝑘𝑍
(𝑘)(⟨𝑥, 𝑦⟩).

Para Ö, å ∈ 𝑆𝑑, seja 𝑘(Ö, å) deĄnida por

𝑘(Ö, å) =
∫︁

𝑆d
𝜙𝑁(𝑥, Ö)𝜙𝑁(𝑥, å)𝑑Û(𝑥) = (𝜙𝑁(≤, Ö), 𝜙𝑁(≤, å)).
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Se 𝑔 ∈ 𝑆𝑂(𝑑 + 1) é tal que 𝑔Ö = 𝑒 e denotando 𝑔𝑥 = 𝑦, então pela invariância da medida de
Lebesgue por rotações (Proposição 2.1.14) e pela Observação 2.3.11,

∫︁

𝑆d
𝑍(𝑙) (⟨𝑥, Ö⟩)𝑍(𝑘) (⟨𝑥, å⟩) 𝑑Û(𝑥) =

∫︁

𝑆d
𝑍(𝑙) (⟨𝑔𝑥, 𝑔Ö⟩)𝑍(𝑘) (⟨𝑥, å⟩) 𝑑Û(𝑥)

=
∫︁

𝑆d
𝑍(𝑙) (⟨𝑦, 𝑒⟩)𝑍(𝑘)

(︁

⟨𝑔⊗1𝑦, å⟩
⎡

𝑑Û(𝑦)

=
∫︁

𝑆d
𝑍(𝑙)

𝑒 (𝑦)𝑍(𝑘) (⟨𝑦, 𝑔å⟩) 𝑑Û(𝑦)

= 𝑍(𝑘) * 𝑍(𝑙)
𝑒 (𝑔å)

=

∏︁

⨄︁

⎩

𝑍(𝑙)
𝑒 (𝑔å), 𝑘 = 𝑙,

0, 𝑘 ̸= 𝑙.

No entanto,

𝑍(𝑙)
𝑒 (𝑔å) = 𝑍(𝑙) (⟨𝑔å, 𝑒⟩) = 𝑍(𝑙)

(︁

⟨å, 𝑔⊗1𝑒⟩
⎡

= 𝑍(𝑙) (⟨å, Ö⟩) .
Consequentemente,

𝑘(Ö, å) =
∫︁

𝑆d
𝜙𝑁(𝑥, Ö)𝜙𝑁(𝑥, å)𝑑Û(𝑥)

=
∫︁

𝑆d

1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

∏︀

∐︁

𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃3

Ú𝑘𝑍
(𝑘) (⟨𝑥, Ö⟩)

⎞

̂︀

∏︀

∐︁

𝑁∑︁

𝑙=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑙

𝐶Ó
𝑁

)︃3

Ú𝑙𝑍
(𝑙) (⟨𝑥, å⟩)

⎞

̂︀ 𝑑Û(𝑥)

=
1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃6

Ú2
𝑘𝑍

(𝑘) (⟨å, Ö⟩) .

Sejam 𝐾 = 𝑆𝑑, 𝐻 = 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 e seja (≤, ≤) o produto interno de 𝐿2(𝑆𝑑). DeĄnimos ã : 𝑆𝑑 ⊃
𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 por ã(Ö)(𝑥) = 𝜙𝑁(𝑥, Ö). Por (3.32),

ã(𝑆𝑑) =
{︁

ã(Ö) = 𝜙𝑁(≤, Ö) : Ö ∈ 𝑆𝑑
}︁

⊆ (𝑆Ó
𝑁)(2) *𝑊 Ò

𝑝

(︁

𝑆𝑑
⎡

. (3.34)

Seja 𝑇 o operador linear sobre 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁 deĄnido para 𝑓 ∈ 𝒯𝑁 por

𝑇𝑓(å) =
∫︁

𝑆d
𝑘(Ö, å)𝑓(Ö)𝑑Û(Ö) =

∫︁

𝑆d
(ã(Ö), ã(å))𝑓(Ö)𝑑Û(Ö).

Temos para 𝑓 ∈ 𝒯𝑁 ,

𝑇𝑓(å) =
∫︁

𝑆d

∏︀

∐︁
1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃6

Ú2
𝑘𝑍

(𝑘) (⟨å, Ö⟩)
⎞

̂︀ 𝑓(Ö)𝑑Û(Ö)

=
1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃6

Ú2
𝑘

∫︁

𝑆d
𝑍(𝑘) (⟨å, Ö⟩) 𝑓(Ö)𝑑Û(Ö)

=
1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

𝑁∑︁

𝑘=1

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑘

𝐶Ó
𝑁

)︃6

Ú2
𝑘 𝑍

(𝑘) * 𝑓(å). (3.35)
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Se 𝑓 ∈ ℋ𝑙, 1 ⊘ 𝑙 ⊘ 𝑁 , então

𝑇𝑓(å) =
1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑙

𝐶Ó
𝑁

)︃6

Ú2
𝑙 𝑓(å),

ou seja, 𝑇𝑓 = Ý𝑙𝑓 , onde

Ý𝑙 =
1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑙

𝐶Ó
𝑁

)︃6

Ú2
𝑙 .

Podemos então concluir que Ý1, . . . , Ý𝑁 são os autovalores de 𝑇 e que ℋ𝑘 é o autoespaço associado
ao autovalor Ý𝑘, 1 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑁 . Seja 𝑟 ∈ N, 𝑟 < 𝑁 . Pelo Teorema 3.3.1,

𝑑dim 𝒯r

(︁

ã(𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁

⎡

⊙
∏︀

∐︁

𝑁∑︁

𝑘=𝑟+1

Ý𝑘 dim ℋ𝑘

⎞

̂︀

1/2

. (3.36)

Pela Observação 2.3.16 e pela deĄnição da sequência Ú𝑘, existe uma constante positiva 𝑀 tal que

Ú2
𝑘 ⊙ 𝑀𝑘⊗2Ò, 2Ó𝑁 Ó ⊙ 𝐶Ó

𝑁 ⊙ 𝑁 Ó

Ó!
.

Com essas estimativas, segue que existe uma constante absoluta 𝐶1 > 0 tal que

(3.37)

Ý𝑙 =
1
𝐶2
𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)

(︃

𝐶Ó
𝑁⊗𝑙

𝐶Ó
𝑁

)︃6

Ú2
𝑙

⊙ 𝐶1𝑁
⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)𝑙⊗2Ò

(︃

(𝑁 ⊗ 𝑙)Ó

𝑁 Ó

)︃6

⊙ 𝐶1𝑁
⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)𝑙⊗2Ò

(︃

1 ⊗ 𝑙

𝑁

)︃6Ó

.

Pelo Lema 2.3.14, pela inclusão (3.34) e pelas desigualdades (3.36) e (3.37),

𝑑dim 𝒯r

⎤(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁

⎣

⊙ 𝑑dim 𝒯r(ã(𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁)

⊙
∏︀

∐︁

𝑁∑︁

𝑘=𝑟+1

Ý𝑘 dim ℋ𝑘

⎞

̂︀

1/2

⊙ 𝐶2

∏︀

∐︁

𝑁∑︁

𝑘=𝑟+1

𝑁⊗2𝑑(1⊗1/𝑝)𝑘⊗2Ò

(︃

1 ⊗ 𝑘

𝑁

)︃6Ó

𝑘𝑑⊗1

⎞

̂︀

1/2

⊙ 𝐶2𝑁
⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

∏︀

∐︁

𝑁∑︁

𝑘=𝑟+1

(︃

1 ⊗ 𝑘

𝑁

)︃6Ó

𝑘𝑑⊗2Ò⊗1

⎞

̂︀

1/2

,

onde
(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑) =

{︁

(𝑆Ó
𝑁)(2) * 𝑓 : 𝑓 ∈ 𝑊 Ò

𝑝 (𝑆𝑑)
}︁

.
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Consideremos agora 𝑁 = 2𝑟. Se 𝑘 ⊘ 3𝑟/2, então 1 ⊗ 𝑘/(2𝑟) ⊙ 1/4. Logo,

(3.38)

𝑑dim 𝒯r

⎤(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁

⎣

⊙ 𝐶2(2𝑟)⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

∏︀

∐︁

2𝑟∑︁

𝑘=𝑟+1

(︃

1 ⊗ 𝑘

2𝑟

)︃6Ó

𝑘𝑑⊗2Ò⊗1

⎞

̂︀

1/2

⊙ 𝐶2(2𝑟)⊗𝑑(1⊗1/𝑝)

∏︀

∐︁

⌊3𝑟/2⌋
∑︁

𝑘=𝑟+1

(︃

1 ⊗ 𝑘

2𝑟

)︃6Ó

𝑘𝑑⊗2Ò⊗1

⎞

̂︀

1/2

⊙ 𝐶3(2𝑟)⊗𝑑(1⊗1/𝑝)
⎤1

4

⎣3Ó ⎤3𝑟
2

⊗ 𝑟
⎣1/2

(︃

min

∮︁

(𝑟 + 1)𝑑⊗2Ò⊗1,
⎤3𝑟

2

⎣𝑑⊗2Ò⊗1
⨀︀)︃1/2

⊙ 𝐶4𝑟
⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/2).

Desta forma, pelas desigualdades (3.31) e (3.38),

(3.39)

𝑑dim 𝒯r(𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)) ⊙ 1

𝐶2
(2𝑟)⊗𝑑(1/𝑞⊗1/2)𝑑dim 𝒯r

⎤(︁

𝑆Ó
𝑁

⎡(2) *𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑) ∩ 𝒯𝑁

⎣

⊙ 1
𝐶2

(2𝑟)⊗𝑑(1/𝑞⊗1/2)𝐶4𝑟
⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/2)

⊙ 𝐶5𝑟
⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞).

Dado 𝑙 ∈ N, seja 𝑟0 ∈ N tal que dim 𝒯𝑟0 ⊘ 𝑙 < dim 𝒯𝑟0+1. Pelo item (d) do Teorema 3.1.5 e por
(3.39),

𝑑𝑙(𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)) ⊙ 𝑑dim 𝒯r0+1(𝑊 Ò

𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)) ⊙ 𝐶6𝑟
⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞)
0 .

Pelo Lema 2.3.14, existe uma constante 𝑀 > 0 tal que 𝑀𝑟𝑑
0 ⊘ dim 𝒯𝑟0 ⊘ 𝑙. Como Ò > 𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞),

segue que ⊗Ò + 𝑑(1/𝑝⊗ 1/𝑞) < 0, o que implica

𝑟
⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞)
0 ⊙ 𝑀 ′

(︁

𝑙1/𝑑
⎡⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞)

.

Concluímos assim que,

𝑑𝑙(𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)) ⊙ 𝐶6𝑟

⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞)
0 ⊙ 𝐶7

(︁

𝑙1/𝑑
⎡⊗Ò+𝑑(1/𝑝⊗1/𝑞)

= 𝐶7𝑙
⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/𝑞).

Consideremos agora o caso 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2 ⊘ 𝑞 e Ò > 𝑑/𝑝. Como 𝑑/𝑝 > 𝑑(1/𝑝⊗ 1/2), podemos usar
o resultado obtido no estudo do primeiro caso para aĄrmar que

𝑑𝑚(𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑)) ⊙ 𝐶7𝑚

⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2).

Se 𝑋𝑚 é um subespaço 𝑚-dimensional de 𝐿𝑞(𝑆𝑑) e 𝑦 ∈ 𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), então pelo Lema 1.2.5

inf
𝑥∈𝑋m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖2 ⊘ inf
𝑥∈𝑋m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖𝑞 .

Logo,
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sup
𝑦∈𝑊 γ

p (𝑆d)

inf
𝑥∈𝑋m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖2 ⊘ sup
𝑦∈𝑊 γ

p (𝑆d)

inf
𝑥∈𝑋m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖𝑞 .

Novamente pelo Lema 1.2.5, segue que todo subespaço 𝑋𝑚 de 𝐿𝑞(𝑆𝑑) é também subespaço de
𝐿2(𝑆𝑑). Portanto,

𝑑𝑚(𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)) = inf

𝑋m⊆𝐿q(𝑆d)
sup

𝑦∈𝑊 γ
p (𝑆d)

inf
𝑥∈𝑋m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖𝑞

⊙ inf
𝑋m⊆𝐿q(𝑆d)

sup
𝑦∈𝑊 γ

p (𝑆d)

inf
𝑥∈𝑋m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖2

⊙ inf
𝑋m⊆𝐿2(𝑆d)

sup
𝑦∈𝑊 γ

p (𝑆d)

inf
𝑥∈𝑋m

‖𝑦 ⊗ 𝑥‖2

= 𝑑𝑚(𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿2(𝑆𝑑)) ⊙ 𝐶7𝑚

⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2).

O resultado seguinte segue como consequência imediata dos Teoremas 3.2.13 e 3.3.2.

Corolário 3.3.3. Para as classes de Sobolev em 𝑆𝑑 temos, para 1 ⊘ 𝑝 ⊘ 2 ⊘ 𝑞 < ∞ e Ò > 𝑑/𝑝,

𝑑𝑛

(︁

𝑊 Ò
𝑝 (𝑆𝑑), 𝐿𝑞(𝑆𝑑)

⎡

∓ 𝑛⊗Ò/𝑑+(1/𝑝⊗1/2).
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