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ABSTRACT/RESUMO

Abstract

In this work we study the Lagrangian structure for the velocity field of the Navier-Stokes
equations for isentropic compressible fluid in the halfspace in R? with the Navier boundary con-
dition. We consider the solution of this model obtained by David Hoff in the paper Compressible
Flow in a Half-Space with Navier Boundary Conditions, J. Math. Fluid Mech. 7 (2005) 315-338.
Our main result states that if the initial velocity belongs to the Sobolev space H®, with s > 1/2,
then the integral curves of the velocity field, i.e. the particles paths, there exist and are unique.
We also show some properties of this flow map.

Key words: Lagrangian structure, isentropic fluids, compressible fluids, halfspace (Mathe-
matics), Navier-Stokes equations.

Resumo

Neste trabalho estudamos a estrutura lagrangiana para o campo de velocidade solugao das
equacoes de Navier-Stokes para um fluido isentrépico compressivel no semiespaco do R?, com a
condicao de fronteira de Navier. Consideramos a solugao deste modelo obtida por David Hoff
no artigo Compressible Flow in a Half-Space with Navier Boundary Conditions, J. Math. Fluid
Mech. 7 (2005) 315-338. Demonstramos que se a velocidade inicial pertence ao espago de Sobolev
H?® com s > 1/2, entdo as curvas integrais do campo de velocidade, ou seja, as trajetorias de
particulas, existem e sao tnicas, e mostramos também algumas propriedades desse fluxo.

Palavras Chaves: estrutura lagrangiana, fluidos isentrépicos, fluidos compressiveis, semi-
espago (Matemaética), equagoes de Navier-Stokes.
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INTRODUCAO

As equacgoes de Navier-Stokes sao equacgoes diferenciais que descrevem o movimento de um
fluido, sendo portanto equagdes de muita importancia descrevendo fluxo de 4gua em canais,
deslocamento de massas de ar, aerodinamica, como fluxo de ar em aerofélios, propagacao de
fumaga no ar ou de 6leo no mar, dentre varias outras aplicagoes que estao presentes em nosso
cotidiano.

O objetivo desta tese é garantir a estrutura lagrangiana das equagoes ou sistema de Navier-
Stokes para fluidos compressiveis no semiespago R?:

pe+ div(pu) = 0 | | "
(o), + div(puins) + P(p),, = plu? + Adivu,, + pf?

para ¢ € R} = {o = (21,22, 23) € R* 23 > 0}, com a condigao de fronteira

1 2 3 _ 1 2 3
(u'(z), v (2), u’(z)) = K(2)(ty, (1), uz(2),0), =€ IRy, (2)
onde p e u = (u',u* u®) sdo, respectivamente, a densidade e o vetor velocidade do fluido,
definidas para z € R% e t > 0; P(p) é a pressao, f = (f', f?, f*) é uma determinada forga
externa, p, A sao constantes de viscosidade e K é uma funcao suave e positiva.

A primeira equagdo apresentada em (1) representa a conserva¢dao de massa e a segunda,
a conservacao do momento. A equacao de conservacao de massa também é conhecida como
equagao da continuidade. Tais equagoes nao serao deduzidas neste trabalho, mas tal deducao
pode ser consultada e.g. em [11].

Dizemos que o sistema (1) ou o campo u tem estrutura lagrangiana quando a existéncia e
unicidade de trajetoria de particulas do fluido é garantida, ou seja, quando o campo u tem curvas
integrais tinicas. De uma maneira informal podemos dizer que, neste caso, as particulas do fluido
tem um bom comportamento, no sentido de que uma vez conhecido o campo em questao e a
posi¢ao de uma determinada particula em um instante de tempo especifico, podemos garantir
que em um instante de tempo posterior tal particula possui uma posicao no espago muito bem
determinada.



Na literatura podemos citar alguns trabalhos nesta linha de pesquisa sobre estrutura lagran-
giana para fluidos compressiveis. Inicialmente, temos os trabalhos feitos por D. Hoff [16] e D.
Hoff & M. Santos [20]. No primeiro a estrutura lagrangiana é garantida no espago R?, com a
velocidade inicial no espago de Sobolev H?, para qualquer s > 0 fixado. No segundo, usando que
parte do campo é um campo log-lipschitziano, a estrutura lagrangiana é obtida no espaco R”
paran = 2 e n = 3 e a velocidade inicial no espago de Sobolev H*(R™), com s > 0 no caso n = 2
e s > 1/2 no caso n = 3. Outros trabalhos surgiram posteriormente a estes, como o trabalho
de T. Zhang & D. Fang [29], onde a estrutura lagrangiana é obtida para o caso bidimensional
e coeficiente de viscosidade A = A(p) depende da densidade do fluido, mas com dado inicial em
H'(R?). Mais recentemente temos o artigo devido a D. Hoff & M. Perepelitsa [19], que garante
a estrutura lagrangiana para o fecho do semiplano, com dado inicial uy € H*(R%), e a tese de
doutorado de P. M. Pardo [24], onde se mostra a estrutura lagrangiana para fluidos nao isen-
tropicos no plano com a velocidade inicial em H?®, s > 0, e com a hipotese de que a derivada
convectiva da energia interna especifica seja de quadrado integravel.

As principais contribuigoes desta tese devem-se a condigao de fronteira (2). Esta condigao
gera naturalmente o aparecimento de termos adicionais nas estimativas da Secao 2.3 e na verifi-
cacao de que parte do campo solucao ¢ lipschitiziano. Podemos citar como principal dificuldade
a estimativa na norma LP(R3 ) do termo D*up,,. Este termo é dado explicitamente por uma for-
mulagéo integral, envolvendo termos integrais sobre R? e termos integrais sobre JR? . O nucleo
da integral sobre a fronteira é um ntucleo singular. Tal estimativa é possivel gragas a um teorema
devido a S. Agmon, A. Douglis & L. Nirenberg, isto é, o Teorema 3.3 em [3].

A tese esta dividida em trés capitulos. No Capitulo 1 apresentaremos as principais ferramen-
tas matemaéticas utilizadas para o desenvolvimento deste trabalho. Comecgaremos fazendo uma
breve apresentagao da notacgao utilizada ao longo do texto. Posteriormente faremos uma breve
exposicao de algumas desigualdades basicas e também de algumas imersoes de Sobolev bastante
conhecidas. Deste ponto em diante passaremos a algumas ferramentas menos conhecidas, como
a classe de campos log-lipschitizianos, a teoria de espacos de interpolacao e integrais singulares.

A classe de campos log-lipschitzianos, consultada em [2] e [7], € mais ampla que a dos campos
lipschitzianos e seré extremamente importante, visto que o campo u proveniente das equacoes
de Navier-Stokes pertence a essa classe. A teoria de interpolacao, encontrada principalmente em
[5] e [27], faz-se necesséaria para se obter estimativas com peso quando o dado inicial se encontra
em um espago de Sobolev fracionario. A importancia destas estimativas com peso, detalhamos
mais a frente. Finalizando o primeiro capitulo apresentaremos o conceito de integral singular
bem como alguns resultados relacionados ao mesmo. Tal ferramenta é essencial, visto que em
varios momentos trabalharemos com solugoes explicitas do laplaciano que sao representadas na
forma integral. Como principais referéncias para esta teoria indicamos [3], [6], [13], [9] e [26]. Os
dois principais resultados de integrais singulares utilizados neste trabalho foram apresentados
originalmente em [3] e [6]. Estes resultados sao fundamentais para obtengao de estimativas das
solugoes explicitas da equagao de Laplace. Em [3] encontramos o resultado principal de integral
singular sobre a fronteira de R} e em [6] resultados de integrais singulares sobre o R™.

O Capitulo 2 é dedicado principalmente & obtencao de estimativas para solucao suave do
problema (1)-(2). Mas antes fazemos uma breve apresentagao do problema, com a defini¢ao



de solucao fraca e do resultado devido a D. Hoff sobre existéncia e regularidade da solucao,
encontrados em [15]. As estimativas apresentadas na segunda segdo podem ser encontradas em
[15], mas sem muitos dos detalhes aqui apresentados. Aqui, nos propusemos a apresentar as
mesmas com grande riqueza de detalhes. Para se obter tais estimativas é essencial o fato de
que a “energia”’ inicial do sistema seja pequena e isso ficara evidente ao final da Subsecao 2.2.2.
Na terceira se¢do desta tese, algumas estimativas obtidas por D. Hoff em [15] sdo melhoradas,
no sentido de que aqui assumimos o dado inicial ug no espaco de Sobolev H S(Ri), 0<s< 1,
e obtemos estimativas dependentes de s que se reduzem aquelas de [15] quando s = 0. Para
a obtencao de tais estimativas procedemos de maneira analoga a [16]. A estimativa é obtida
decompondo o campo u em duas componentes: uma componente v que € solu¢ao de um problema
linear homogéneo com dado inicial ug e uma componente w que é solu¢ao de um problema linear
nao-homogéneo, mas com dado inicial nulo. No problema envolvendo w aparece a contribuicao
da pressao do fluido. Para se obter as estimativas para v faz-se uso da teoria de interpolacao.
Caso o dado inicial tenha maior regularidade, ou seja, ug € H 1(Ri), a estimativa ¢ obtida
sem peso e caso o dado inicial esteja somente em L?(IR?), necessitaremos de um peso ¢ nas
estimativas. Desta forma, com dado inicial em um espago de Sobolev fracionério, obteremos
estimativas com o peso o elevado a um expoente fracionario.

No Capitulo 3 apresentaremos e demonstraremos o resultado central deste trabalho. O
teorema em questao garante a existéncia e unicidade de solugao de trajetoria associada ao campo
u presente na solugao de (1), quando assumimos inf pg > p > 0 em R3 e ||ug|| wee?) < Co, com
s > 1/2 e Cy + C suficientemente pequeno, onde Cj e C'y sdo constantes que majoram os dados
iniciais e a forga externa f (v. (2.11) e (2.12)), ou seja, desde que a energia inicial do sistema
seja suficientemente pequena. A existéncia de tal trajetéria nao é ‘problema’; pois é obtida
facilmente por passagem ao limite nas solugdes aproximadas. O problema é a unicidade. A
estratégia consiste em decompor o campo u em outros dois campos denotados por ug, € up,
onde up, ¢ referente ao fluro viscoso F' e a matriz de vorticidade w (v.(2.14) e (2.15)) e up
é relacionado a pressao do fluido. Nao podemos garantir que a parte referente a pressao seja
um campo lipschitziano, na variavel espacial, mas podemos mostrar que esta parte € um campo
log-lipschitziano. Apresentamos os campos log-lipschitzianos no primeiro capitulo. O campo up
é log-lipschitziano gracas ao fato de que temos estimativas para (P — P) em L*(R%) e L®(R3),
uniformes em relagao ao tempo.

O campo up, € lipschitziano, para qualquer ¢ > 0. Apesar disto, este campo apresenta
dificuldades quanto a verificagdo da integrabilidade em relagao ao tempo, numa vizinhanca de
zero, da sua norma de Lipschitz espacial. Tomando o dado inicial ug somente em Lz(Ri), nao
podemos verificar tal integrabilidade. E justamente neste ponto que exigimos, como em [20],
que ug esteja no espago de Sobolev H*(R3), para s > 1/2.

Além da unicidade de curvas integrais do campo u, mostramos também no Teorema principal
do Capitulo 3 que a aplicagao fluxo X do campo u tem as seguintes propriedades: X(¢,.),t > 0,
¢ bijetiva em todo o semiespago RT_)’H deixa a fronteira 8]1%1 invariante, ¢ uma aplicagao aberta
em R? e preserva variedades parametrizadas de classe Holder continuas, ou seja, a imagem por
esta aplicagao de uma variedade parametrizada de classe C'“ é uma variedade parametrizada de
classe CP, para certos a e 8 € (0,1). Mostramos também que para 0 < t; < t5, a aplicagao



X(t1,y) = X(t2,y), y € R, ¢ Holder continua.



CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as principais ferramentas utilizadas no desenvolvimento deste
texto, visando deixar este trabalho o mais autossuficiente possivel. Apresentaremos os resultados
de maneira bastante superficial e sem muitas demonstragoes.

1.1 Notacoes

Antes de mais nada fagamos algumas consideragoes sobre a notacao. Trabalharemos sempre
no espago euclidiano R™. Seja o« = (ay, ..., ;) uma n-upla de nimeros inteiros ndo negativos.
Chamaremos « de multi-indice e denotaremos

n
la| = Z Q.
i=1

Derivadas de ordem superior serao denotadas por
o — a1 (0% _
D*=D{"..Dy» =

onde D; = 0/0z;. Também utilizaremos as notagoes du/0z; = u,, para as derivadas de primeira
ordem de uma fun¢ao u. Nos capitulos seguintes, a fim de simplificar a notagao faremos uso
também da notacao u; para representar a i—ésima derivada da fungao wu.

O gradiente de uma funcao com valores reais u serd denotada por

Vu(z) = (ug, (), ..., ug, (7).

Quando escrevermos produtos de termos com indices repetidos (podendo ter indices inferio-
res ou superiores), estaremos assumindo, para simplificar a notagdo, um somatorio sobre estes
indices, ou seja, se f = (f1, fo, .., fu) € g = (91, g2, ..., gn), €NtAO escrevemos

figi = Z figi-
1=1
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Seja €2 um subconjunto aberto de R”. Denotaremos por C°(£2) o conjunto de todas as fungoes
reais continuas em €. Mais geralmente, se £ é um inteiro nao negativo ou oo, denotaremos por
C*(2) o conjunto

C*Q) ={u:Q = R" D e C'(N),0 < |a] < k+1}.

Dada uma funcao u : 2 — R, definimos o seu suporte, denotado por supp u, como sendo o
conjunto,

suppu = {z € Q;u(z) # 0}.

Denotaremos por C¥(£2) o subconjunto das fungdes em C*(Q2) com suporte compacto em (2.
Mais ainda, denotaremos por C*(Q) o seguinte conjunto:

C*(Q) = C*(Q) N {u; D*u tem uma extensdo continua a Q,0 < |a| < k}.

Seja v € (0,1). Diremos que u é Holder continua em 2 com expoente 7 se existe uma
constante C' > 0 tal que
u(z) —u(y)| < Clz —y[",

para todos z,y € €. Denotaremos o espago das fungdes com esta propriedade por C7(2), munido
da norma

|u(z1) — ()|
U = sup |u(x)| + sup
lele- @ mGQ’ (@)l sites |1 — @]

Denotaremos a norma dos espacos LP(£2) por ||.||z»(q). Nos capitulos seguintes, quando esti-
vermos com o caso particular Q = R3 | simplificaremos a notacao escrevendo simplesmente .||,
para denotar a norma de LP(R?).

Para p > 1 e k inteiro ndo-negativo, definimos o espago de Sobolev W*?(Q) por

WHEP(Q) = LP(Q) N {u; D*u € LP(Q) com |a| < k},
que é um espago de Banach munido da norma

1/p

|l lwrn) = /Z |D%uldx

o)<k

que é equivalente a

> 11Dl

| <k

No caso particular p = 2, temos um espaco de Hilbert e o denotaremos por
H*(Q) = WFP(Q).

Denotamos por Wi?(Q) como sendo o fecho de C£°(Q) em WH?(Q), com a norma induzida de
WHhP(Q).



Denotaremos por D*P(€2) ao seguinte espaco

DH9(Q) = {u € L, (©); D*u € L7(Q), a] = k}.
Em toda a tese, C' ou C}, Cy, etc. representara qualquer constante e quando escrevermos
C(a) ou C(ay, ag, etc.) estaremos representando uma constante que depende da quantidade a ou,

respectivamente, das quantidades aq, as, etc.

1.2 Imersoes e Desigualdades Basicas

Nesta secao faremos uma breve apresentacao de algumas desigualdades e imersodes de Sobolev
utilizadas neste trabalho. Também enunciaremos o Teorema do Transporte e um teorema sobre
o operador de multiplicagao, e, finalizando a se¢ao, apresentaremos uma férmula de integracao
por partes no semiespaco que usaremos com frequéncia. As principais referéncias para esta se¢ao
sao [1], [10], [11], [12], |21], [23], [26] e [30].

Primeiramente temos a desigualdade de Holder generalizada garantindo que para quaisquer
fungdes f1, fa, ..., fr com f; € LPi(Q), vale a seguinte desigualdade

[ fifor frlloe) < | filloon @)l fellzee @)1 fil | Loe ),

k11
onde 2 C R™, com 2 mensuravel e ) — = —.
i=1Pi P

Outra desigualdade também bastante conhecida e utilizada é a interpolagao dos espagos L?,

apresentada na seguinte proposicao:
Proposigao 1.1. Se 0 < p < g <r < oo, entao LP(Q)NL"(Q) C LI(), com inclusao continua
satisfazendo

1 lsacoy < 1 1By LA

I A 1-=2A
onde A € (0,1) satisfaz — = — + :
qa P

r

A seguinte proposi¢gao é um resultado cléssico conhecida como desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev.

Proposicao 1.2. Seja Q2 C R",n > 1 um aberto. Existe uma constante C' > 0 tal que se n > p,
p>1eue WP (Q), entio
[[ull v/ (@) < ClIVUl| (o).

Para uma consulta a este resultado vide Teorema 2.4.1 de [30]. Esta proposigao é de grande
importancia para estabelecermos uma desigualdade também conhecida por desigualdade de in-
terpolacao que nos permite estimar a norma LP de uma funcdo em termos da norma L* da
mesma funcao e de sua derivada com expoentes adequados.

Mas antes de apresentar tal resultado, enunciaremos um resultado cléssico de imersao dos
espagos de Sobolev bastante utilizado.



Teorema 1.3. (Desigualdade de Morrey) Seja p > n. Entao existe uma constante C' > 0 tal que
[ullcon@ny < Cllullwremn,
para toda u € (C*NWLP)(R™), onde v =1 —n/p.

Ver Teorema 4, pag 266 em [10].

Observagao 1.4. Uma vez que R, possui a propriedade do prolongamento, ou seja, existe um
operador linear continuo

L:WH(RY) — WHP(R™)
tal que E[U”Ri = v para toda v € WHP(R3). Neste caso, o operador linear pode ser dado

explicitamente e além disso se u € C*(RY), entio L[u] € C*(R3). Ver Teorema 5.19 em [1], pdg.
148, e sua demonstracao.

Sejam p > 3 ey =1—3/p. Pela Obserﬁgéo 1.4 e pela Desigualdade de Morrey (Teorema
1.3), para toda funcao u € W'?(R%) N C'(R3), temos

lullpeo@zy < [1£[w]]l Lo re)
< [IL[ulflcon s
< CUIL[ulllLr@s) + VL] | Lo rs))
< (HUHLP(R3 +|Vul| o g2))
< (||U||Lz Rq““”iﬁ% + [Vl oz )y)-

Aplicando a desigualdade de Young, obtemos

lullpeoms) < Sllullpeey) + Cllullzes) + ClIVulle@s ).

N | —

Logo,
[l poo )y < Cllull ez y + [IVull o ). (1.1)

Apresentaremos agora a desigualdade de interpolagdo que nos permite estimar a norma LP
de uma aplicacdo através da norma L? da propria funcao e de sua derivada.

Proposicao 1.5. Seja w € H(R3). Entdo vale a sequinte desigualdade

fwlloy) < C@)llwll 7l Vel gy, para  p € [2,6]



Demonstragao: Primeiramente verificaremos tal resultado para qualquer w € HY(R3) =
H}(R3). Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, temos que w satisfaz a seguinte
desigualdade

||w||L6(R3) S C||vw||L2(R3),

ou seja, a desigualdade

(6—p)/4 (3p—6)/4
/ lwlPdx < C (/ |w|2d:1:> (/ |Vw]2dx)
R3 R3 R3

¢ satisfeita para p = 2 e p = 6. Por interpolagao dos espagos L” e novamente pela desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, para qualquer p € [2, 6] obtemos

[l < s,
-6

2P P
> ||w||L§(R3)||wHL62(R3)
6—p 3p—6

- (L) (o’
< co (/. |w|2d:c) ( [ v d:c)

= ( )HwHL2 R3) vaHL2(R3)

O resultado continua sendo valido para o semiespago. Para isso, utilizaremos a Observacao
1.4, pondo W = L(w) :

wllzr@z) < Cl|W|| o (ze)
< Climllg) IVl g™
< Offull gy 1Vl
concluindo a demonstracao do resultado. [ ]

Apresentaremos agora um teorema de trago que serd tutil na obtencao de estimativas da
segunda derivada da solucao do laplaciano com condi¢ao de Robin sobre a fronteira, como estéa
na secao 11.8 em [13]|. Antes devemos apresentar algumas notagoes adotadas. Seja 1 < g < oc.
Definimos o espaco D'~/ 74(9R" ) como sendo o conjunto das fun¢des mensuraveis ¢ : IR} — R
tais que

{D))1-1/4.4 < 20,

q 1/q
(D1-1/0a = ( L s dy> . (12

onde



Observe que ((¢))1-1/4,4 ¢ apenas uma seminorma, mas identificando as fungoes nesse conjunto
que diferem por uma constante, teremos que ({(¢))1_1/4, Serd uma norma em D'~Y99(9R?) e
D1~1/44(9R") é completo nesta norma.

Podemos entao enunciar o teorema de traco que seréd utilizado para obtencao de estimativa
da solucao do laplaciano no semiespago com condicao de fronteira de Robin:

Teorema 1.6. Seja ¢ € DY(R'}) com 1 < ¢ < co. Entdo o trago o de ¢ em IR pertence a
DYa9(9R™) e satisfaz

{D)1-1/00 < ClIVOl,,

onde C' € uma constante que depende somente de n e q.

Ver [13], pag. 125.

A seguir apresentaremos o teorema conhecido como o Teorema do Transporte. Consideramos
um fluido qualquer com trajetoria de particulas bem definida. As fung¢oes aqui envolvidas serao
suficientemente diferencidveis para que os céalculos abaixo facam sentido.

Sejam uma fungao f(z,t) e x(t) a trajetoria de uma particula x do fluido em uma determinada
regiao do espago. Calculando a derivada desta fungao ao longo da trajetoria de particulas x(t),
temos:

d dx
Cra. 0 = V0,05 w00+ a0

_ (u.Vf+g—{) (x(t), 1).

No caso unidimensional, V f se resume a g—£ e a velocidade é um escalar, logo, a féormula

anterior toma a forma:

d
5 (@), 1) = (ufe + fi) (x(t),2).

Definicao 1.7. Definimos a derivada material, ou derivada convectiva, da func¢do f por

. Df of
_Dt_u Vf+8t'

Pela definicao dada acima temos que a derivada material de f é a derivada de f em relagao
ao tempo ao longo da trajetoria de uma particula.

Feitas estas consideragoes, enunciamos com rigor, o Teorema do Transporte:
Teorema 1.8. (Teorema do Transporte)

Sejam u = u(.,t), t > 0, um campo de vetores, definido num aberto A do R"™, de classe C*(A x
[0,00)), e X(z,-) a solugao do problema de valor inicial

X
{ S = u(X(0),0), t>0
X(0)==x

10



para x qualquer em A. Entdo para toda f € C'(A x [0,00)) e qualquer Q C A, com Q C A, vale
a formula

d D
- 5 f(x, t)dx = /Qt {D—{(x,t) + (divu) f | dz,

onde Q; = X (,1).

Ver (23], pag. 3.
O proximo resultado é muito importante para obtencao de estimativas LP para derivadas da
solucao do problema do laplaciano em R"™.

Teorema 1.9. Seja m : R"\ {0} — R” de classe C*, onde k > n/2, tal que

@) < clel,

’ 0°“m

para cada multi-indice a,, com |a| < k. Seja o operador T definido por

T(v)(&) = m(&)v(8),

onde o simbolo ~ indica a Transformada de Fourier. Entao, o operador T € linear e limitado
em LP(R") para 1 < p < 0.

Ver [26], pag. 96.

Ao longo desta tese utilizaremos com muita frequéncia integracao por partes em Ri, ou
seja, utilizaremos que valem as seguintes formulas de integragao por partes para fungoes u, v €

HY(R?) :
/

(Opu)vdr = —/ uvdSm—/ u(0yv)dx.
R R

0 7

(Oju)vdr = —/ u(0;v)dz,
t R%

seie{l,---,n—1}e

J

E facil demonstrar estas formulas. Com efeito, para u e v no espago Cg°(R™) o resultado
segue-se por integragao por partes em bolas de raio r interceptadas com R’} e fazendo r tender
a infinito. Dai, o resultado geral segue-se pela densidade do espago das fungdes em C§°(R")
restritas a R"; v. Teorema 3.22 em [1]|, pag 68. (Na integral acima sobre a fronteira OR’} as
fungdes u e v sdo tomadas no sentido do trago.)

n
+
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1.3 Campos Log-lipschitzianos

Apresentaremos aqui uma classe de campos de vetores um pouco maior que a classe de
campos lipschtzianos, que serdao os campos log-lipschitzianos. A partir da apresentacao de tal
classe 0 nosso objetivo é apresentar um resultado analogo ao teorema de Picard sobre existéncia e
unicidade de curvas integrais para este determinado campo de vetores e apresentar um resultado
que nos fornece uma familia de campos inseridos nesta classe. Para isso faz-se necessario a
apresentagao de um resultado que generaliza o lema de Gronwall, chamado Lema de Osgood.
Para esta segao podemos consultar [2] e |7].

Definicao 1.10. Seja 2 um aberto do R"™. Um campo de vetores v em ) € dito log-lipschitziano
quando satisfaz:

[v(z1) — v(22)]
v = su < Q0.
< >LL 0< |z *Ez\él |$1 —$2|(1—10g|$1 —I2|)

T1,T2 €

Denotaremos por LL ou LL(Q2) o espago dos campos limitados que sao log-lipschitzianos em €2,
munido da norma || - ||~ + (-)rr; v. Observagao 1.12 abaizo.

Mais geralmente, temos [7]:

Definigao 1.11. Seja i : RT — RT uma fungao continua, crescente e tal que u(r) — 0 quando
r— 0%, Sejam (X, d) e (Y,0) espagos métricos. Denotamos por C,(X,Y) o espago das fungoes
limitadas u : X —'Y tal que existe uma constante C' satisfazendo

o(u(z), uly)) < Culd(z,y)),

para quaisquer x,y € X.

Observagao 1.12. Se (E,||.||) € um espaco de Banach, o espago C,(X,E) € um espago de
Banach munido da norma

ully = [1ul| ooy + sUp ‘
lell, = Il =) + sup = s

Desta forma, como a fun¢io p: RT™ — R dada por

r(l—logr), 0<r<1
,u(r):{ ( g7)“ r>1

satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao 1.11, seque que LL é um espaco de Banach.

Para a demonstracao da unicidade de curvas integrais e propriedades do fluxo, necessitaremos
de um lema auxiliar, conhecido como Lema de Osgood (generalizacao do Lema de Gronwall):

12



Lema 1.13. (Lema de Osgood)

Sejam tg € R, p uma fungdao mensurdvel e positiva, v uma fungao positiva, localmente integrdvel
em [tg,00), e i como na Defini¢ao 1.11. Suponhamos que, para um nimero real nao negativo a
tenhamos a desigualdade

M0§a+/7®M@®M&

to

e Sea#0, entdo

~Mp(t) + M(@) < [ 2(5)ds,

to

onde M(z) = [ -4

z p(r)’

1
e Sea=0ep satisfaz/ ﬂdr = 400, entao p € identicamente nula.
o HT

Ver [7], pag. 91.

Observagao 1.14. Pela defini¢ao da fungao M, temos que ela € estritamente decrescente (M'(x) =

—1/u(x) <0 para x > 0), logo tem uma inversa M~ (definida no intervalo (— O %, 01 %) :

Entao no caso em que M(a ft s)ds € Dom.M~, a desigualdade dada quando a # 0 equivale
@ t
p@SMﬂM@—/v@m.
to
No caso particular (que nos interessa nessa tese) em que a fungao p € a dada na Observagao
1.12, podemos concluir facilmente que M e a sua inversa sao dadas, respectivamente, por

In(l —Inz), se0<z<1 1 ey, sey <0
Muw={_m% 0SeEl ca={ Gl 2VSY
Logo, se M(a J; ds>0ea<1,ie a<min{l, (el W(s)ds))}, temos

p(t) < el—exp(M(a)—fttO v(s)ds) _ pl—(1-Ina) exp(—ftto "/(S)ds)’

1.€.
p(t)S exp(— ft ds) 1 —exp(— ft s)ds (13)

Teorema 1.15. Sejam E um espago de Banach, ) um subconjunto aberto de E, I um inter-
valo aberto da reta e (to,xo) € I x Q. Seja também F € L (I;C,(% E)), onde p é como na
Observagao 1.12. Suponhamos que

1
/Olu(r)dr:vLoo. (1.4)

13



Entao existe um intervalo aberto J C I, J contendo tgy, tal que a equacao

z(t) = xo +/ F(s,z(s))ds (1.5)

to
tem uma unica solucao continua v : J — E.

Demonstragao: A existéncia é garantida pelo mesmo processo iterativo do Teorema de Picard.
A unicidade também ¢é semelhante, porém utilizando o Lema de Osgood: sejam z1(t), xo(t)
duas solugoes satisfazendo (1.5). Definamos, para t,s € J, as fungoes p(t) = ||z1(t) — x2(t)|| e
v(s) = ||F(s)||u; v. Observacao 1.12. Ja que F € LZOC(I, C.(; E)), temos

0<p(t) = [lzi(t) — z2(t)]]

t

(F(s,z1(s)) — F(s,22(s)))ds

< / 1F(s,21(s)) — F(s, 2a(s))|ds

[ e e G0 =~ Fls el
Sl R s

< / ()l (s) — 22(5)||)ds

to

= [t

to
Pelo Lema de Osgood, segue que p(t) = 0, ou seja, x1(t) = z2(t) em J. [
Observacao 1.16. Como F' esta definida assumindo valores em um espaco de Banach, F €

Bochner integrdavel.

O préximo resultado nos fornece exemplos de campos log-lipschitzianos.
Proposigao 1.17. Seja 1 < p < n. Para cada g € LP(R™) N L*(R"), obtemos
VI'x g € LL(R"™)
e satisfaz a sequinte desiqualdade

[[VT * gl|or < C(l|gllzr@n) + |9 Loo®ny),

onde I' € a solucao fundamental do laplaciano em R™, n > 2.

14



Demonstracao: Primeiramente mostraremos que

|VT % g||poomny < C (Hg||LP(R”) + HgHLf’O(R")) :

Ti — Yi
——g(x)dx
/R” |z —y| (@)
[ oL,
e T —y["
Lo iy g1 T
Bi(y) 1T — Y Bey) 17— yl"

1 1 v
< HgHLw(Rn)/ ———dx + ||g]|Lrrn) / — oy
By 17 =Yl Bi(y) |z — y| »1

< Cil|gllpeemny + Collgl| Lo @ny-
(n—1)p

Notemos que -1 > n, se e somente se, p < n.

De fato,

[(Te % 9) ()| =

IN

Resta mostrar a segunda estimativa, ou seja,
(VI xg)rr < Cllgllr@ny + 19l @)
Sejam z,y € R"™ e consideremos € = |z — y| < 1. Caso tenhamos |z — y| > 1, entdo
(VI g)(x) = (VI g)(y)| < 2||VT * gf| oo @)
< 2C(llgllzr@n) + llglloe ) 2 =y,

que nos garante trivialmente a estimativa acima.
r—Yy

Para o caso |z — y| > 1, tomamos T = e para j = 1,2, ..., n, escrevemos

[(Ta; + g)(2) — (T x 9)(y)| = / oy (x = 2) = Tay(y — 2)]g(2)d=
(2)U1B2(2)\ B (2)|UB5 ()
< T+ IT+111,

onde
I = / [ij (x—2)—T4(y— 2))g(2)dz
Be(z)

= C / [xj_zi— yj—Z{l} 9(2)dz

B LIz — 2" |y — 2

1
< Cllglm [ s
e Boo(w) [T — 2"

Tn—l

2€Tn71
== OHQHLoo(Rn)/O d?"

= Cellgllr~@n)

15



onde zg =z + 0(y —

segue que

Por fim,

=] [ Cye-2-Tuu- 2
2(%)\Be (Z)
< Cllglim [ |22 =2 e
FEETErT
BQ a?)\Bg(l‘
2 (2)\ B: (

x), para algum 6 € (0,1). Uma vez que

By(7) \ B-(%) C Bs(wg) \ B:j2(z),

1
Cllgl| - Rn)€/ / |xg — 2| "dzdb

B3(J?9)\BE/2(5136)

= COllgllzm@ne /g/
/2

= C||g||p= Rn)slnr

I7

IN

drdQ

€/2
= COl|g||re@me(In3 +In2 —Ine).

117

[Co, (= 2) = I, (y — 2)]g(2)dz
5(Z)
Tj—Z Y

o =2y - |

IN

(2)|dz

B5(@)

1
< C’s/ / |zg — 2| 7"|g(2)|dzdb
0

Bf(zg)

1
S 08/ HgHLp(Rn) / ‘ZEQL)—Z|_”P’%1 do
0

B ()
< Cellgl|rr@ny-

16



Desta forma,
[Tz, # g) () = (e, x 9) ()| < Ce(l—Ine)(llgllzr@n) + [l9]]L@m)
= Clz =yl —In|z —y[)(lgllzr@m + llgll@m)-

Portanto,
(VI'* g)rr < C(|lgllr@n) + 19|20 ®n)),

que conclui a demonstracao da proposicao. [ ]

Corolario 1.18. Sejam 1 < p <n e G a fungao de Green do laplaciano no R, com condigao

de Neumann ou Dirichlet, isto €, G(x,y) ='(zr—y) £ (x—y*), onde ' € a solu¢ao fundamental
do laplaciano em R"™ e y* € a reflexao de y em torno do hiperplano y, = 0, isto €, Yy = —y,.
Entao, para cada g € LP(R?) N L*(R?%), temos

(VI xg)(x) = [ V.G(z,9)g(y)dy

R%
define uma fungao log-lipschitiziana em R’} e satisfaz

(VT gl < Clgll ey + |9l e @n))-

Demonstracao: Denotaremos por g a extensao de g ao R™ por reflexao em torno do hiperplano
Yn =0, isto &, g(z1, ..., Tn_1,Tpn) = g(T1, ..., Tpn_1, —T,), para z, < 0.

Primeiramente vamos considerar a fungao de Green do laplaciano no R’} com condicao de
fronteira de Neumann, ou seja,

G(z,y) =Tz —y)+T(x—y").

Desta forma, temos

+

/Rn G (z,y)g(y)dy = /R (in (z—y) + Ty, (z — y*))g(y)dy
r

17



Entao, pela Proposicao anterior, temos

IVG*gllir@n) = VI *glliren
< C(I9lze@ny + 11 oo rm))
< 20(ll9ll ey + gl oo rr))-

Agora, vamos considerar a funcao de Green do laplaciano no R’} com condicao de fronteira
de Diriclet, ou seja,
Gz, y) =T(z —y) - (= —y).

/n Gz, y)g(y)dy = /]R
- [

—2 /R Ly (2 —y")g(y)dy

n
+

Assim,

(P =) = Lafir =) )ty

n
+

Loz — 4)g(y)dy + / Poule — 4")g(y)dy

R}

— [ T -watdy -2 [ Tute- vty
Observemos que a primeira parcela da expressao acima coincide com o caso anterior e a segunda
parcela nao apresenta singularidades e a estimativa LP é imediata, ou seja, temos a seguinte
estimativa:

IVG xgllrrwr) < 20(”9”L?(R1) + ||9||L°°(R1)) + QC(HQHLP(M) + ||9||L00(R1))
AC (gl zrery + gl oo qer))-

Observagao 1.19. O Coroldrio 1.18 wvale para dominios mais gerais com a func¢ao de Green
correspondente ao dominio, com condi¢ao de Neumann ou de Dirichlet (ou condigoes de fronteira
mais gerais). Com efeito, na demonstragao nao precisa a forma explicita da fun¢do de Green,
mas estimativas satisfeitas pela mesma; v. e.g. pdg. 120-123 em [1/].

1.4 Espacos de Interpolacao

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre espagos de interpolagao que
serao extremamente uteis para obter estimativas com expoentes fracionarios. Um estudo deta-
lhado deste conteudo pode ser encontrado em [5] e [27].

Sejam Ag e A; espacos de Banach contidos em um espago vetorial de Hausdorff A. Definimos
espago de interpolagao por um espago de Banach denotado por {Ag, A1} que satisfaz as seguintes
condigoes:

18



(1) Ay ﬂAl C {Ao,Al} C A —|—A1

(ii) Se By e B; sao também espagos de Banach contidos em A e se um operador linear 7' de
Aem Atal que T € L(A;, B;),i = 0,1, entdo T € L({Ao, A1},{Bo, B1}) e satisfaz

171l ¢aory 080y < T g 1T, 5,

para algum 6 € [0, 1].

Dados Ay e Ay espacgos de Banach contidos em um espaco de Hausdorff A, definimos para
0 <t < oo, o funcional

K(t,a) = K(t,a; Ag, Ay) = inf (llao||a, + tlla1]]a,), a€.A
a = ag+ ay
aiEAZ-
epara <f <lel<qg<o0,0espago

(Ao, A1) = {a € Ao + As; llall(ag,41),, < 00},

>0 dt\
(/ [taK(t,a)]q7> ) se ¢ <oo
0

sup tYK(t,a), se ¢=0o0

0<t<oo

onde

||a||(AO7A1)0,q =

Apresentaremos agora alguns resultados sobre os espagos de interpolacao, explicitando alguns
espacos intermediarios.

Teorema 1.20. O espago (Ao, A1)o,, € um espago de interpolagao.

Ver (27|, pag. 25.

Os dois proximos resultados caracterizam espacos intermediérios entre o L? e H' e entre os
espagos LP.

Teorema 1.21. Seja 6 € (0,1). Entao
(L*(R™), H'(R™)),, = H'(R").

Ver [27], Secao 2.4.2, formula (14), pag.186.
Mais ainda, o mesmo resultado continua verdadeiro para R} no lugar de R", ou seja,

(L), H'(RY)),, = H'(RY).

como pode ser visto em [27], Segao 2.10.1, pag 226.
O resultado a seguir apresenta uma interpolacao dos espagos LP quando utilizamos uma
medida com peso.
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Teorema 1.22. (Teorema de Stein-Weiss) Sejam 0 < p < 00,0 € (0,1), wy e wy fungoes
ndo-negativas e mensurdveis e w(x) = wy~?(x)w?(z). Entdo,

(Lp(w0)7 Lp<w1))9ap - Lp(w)v

onde LP(w) = LP(Q,wdp), sendo (Q, 1) um espaco de medida e pn uma medida positiva. Mais
ainda, se .
T LP<Q, U)(]d,LL) — LP(Q, wod,u)

T : LP(Q, widp) — LP(Q, oy dp)

sao operadores lineares continuos com normas My e M respectivamente, entao

T : LP(Q, wdp) — LP(Q,wdp)

¢ continuo com norma M < Mi=9M?, onde w(x) = w0 (x).

Ver [5], pag. 115.

1.5 Integrais Singulares

Nesta secao apresentaremos ferramentas essenciais para se obter estimativas LP para a equa-
¢ao de Laplace, através da formula de representacao. Em matematica, integrais singulares sao
fundamentais para a anélise harmonica e estao intimamente ligados com o estudo de equagoes
diferenciais parciais. De um modo geral a integral singular é um operador integral

T(f)(x) = / K (2, 9)f(y)dy

cujo nicleo K ¢é singular ao longo da diagonal x = y. Uma vez que tais integrais nao podem,
em geral, ser absolutamente integravel, uma definicao rigorosa deve defini-los como o limite da
integral sobre |y — x| > £ com ¢ — 0. As principais referéncias para esta segao sao [3|, [13], [9] e
[26].

Comecaremos com a defini¢ao de nucleo singular.

Definicao 1.23. Sejam Q2 C R" e k : Q x R" — R uma fun¢ao mensurdvel. Diremos que a
fungao K : Q x (R"\ {0}) — R dada por

k(z,y)

K(xay>: |y|)\

, A>0 e x€)

€ um nicleo singular se A = n e satisfaz as sequintes condigoes:

(i) Para todos x € Q, y € R™\ {0} e para todo o > 0, tem-se
k(z,y) = k(z, ay)
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(i1) Para todo x € ), a fungao k(x,y) € integrdvel na esfera |y| =1 e

/ k(x,y)dy =0

ly|=1

(11i) Para algum q > 1,

/ |k(z,y)|%dy < C, uniformemente em relag¢do a x.

ly|=1

Teorema 1.24. Sejam K(z,y) um nicleo singular e N(z,y) = K(x,z —y). Se f € LP(R"),
4 < p < o0, entao
g—1

(x) = lim N(z,y) f(y)dy

€0 S jy—a|>e

exviste q.t.p. x € Q). Mais ainda,
1l < C@)IS -

Este resultado ¢ devido a A. Calderén & A. Zygmund, Teorema 2 em [6].

Podemos verificar que a segunda derivada da solucao fundamental do laplaciano em R™ é
um nicleo singular satisfazendo as condig¢oes do teorema acima, logo, a convolugao de tal niicleo
com uma fungao em LP(R") estd também em LP(R™). No proximo lema faremos tal verificagao
considerando n = 3, sendo as demais dimensoes similares.

Lema 1.25. Seja f € LP(R3), 1 < p < co. Entdo a aplicagio g : R® — R dada por

g(z) = / Lij(z —y) f(y)dy = lim Lij(x —y) f(y)dy

R3 e—0 |y—x|2&
estd bem definida q.t.p. em R3 g € LP(R3) e satisfaz
glly < ClIf L,

onde I € a solugdo fundamental do laplaciano em R® e T';; denota a derivada mista de T' nas
direcoes i, j.
Demonstragao: Lembremos que para n = 3, temos

1 1

= 3—ujgm7

[(z)
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1.771'

Ti(z) = — ot
(@) 3ws |z
¢ 1 /6. 3
- l‘.mA
T, _ i 9Ly
i) =5 (|x|n e >

onde w3 = 47/3 é o volume da bola unitaria em R3.
Mostraremos I';; ¢ um nucleo singular. De fato, consideraremos dois casos:
(i) Se i # j, seja
T T

k(y,z) = k(x)

3wslx|2  4m|z|?
Neste caso, k satisfaz a condigao k(y,x) = k(y, ax), para todo o > 0. Além disso,

1 Tl 1
k(y,z)dr = — "Ly = — ziz;dr = 0.
/|a:1 AT J g1 |2)? A Jigm

1
Observemos também que sup |k(y, z)| < e
j2l=1 i

1 1 2
(ii) Se ¢ = j, temos I';;(x) = "3 <|x]3 - 3|i7|’5) . Definimos

kly, z) = k(z) = —é (1 - 3@) .

Observa-se facilmente que k(y,z) = k(y, ax), para todo a > 0. Além disso,

/k()d—1 13‘”?d—143/ 242 ) =0
lz|=1 R T lz|=1 |z ]2 T T \:p|:1$i v)T

uma vez que

3

1
a:?dx ==
/|xl 3 2

J=1

4
2 —
/a;|1 ridr = 3™ (1.6)

pois a esfera centrada na origem é invariante pela transformacao x; — x;. Mais ainda,

1 (1 a 1
— <
Bws \ |z |zPP /|~ 127

sup |k(y, )| = sup
|z|=1 |z|=1

Pelo Teorema 1.24 concluimos que

glly < CIIIlp-
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Suponhamos agora que f seja uma funcao suave com decaimento no infinito. Mais precisa-
mente, suponhamos que f € H*(R"). Entdo a solugao suave (em H*(R")) do problema

—Au=f,,, em R" (1.7)
possui a seguinte representacao:
uly) = [ T =)oy (a)da,
]Rn

Podemos derivar sob o sinal de integragao e escrever

u(y) = - / OT (@ — y)fs, (x)dz

_ / (00,0 (z — y)) fo (x)da

R

— lim (00T (x — y)) fu; (x)d

e—0
Rn\Bs (y)

—tig | [ Tew-of@di- [ Tu@-pf@pridse
"\ B (y) OBe(y)

Pelo Lema 1.25, concluimos que

¢<y) = lim Fl”z'frj (*1' - y)f(x)dx

e—0
Rn\Bs (y)

existe q.t.p. y € R", e satisfaz

11, < CO) -
Podemos verificar também que o termo de fronteira acima é dado por
o [ ZEM i@l =tasw = [ Ta-prpidse) 5§ W =T
|z —y| |z =yl 0, sei#j
0B:(y) 0Bce(y)

quando £ — 0. De fato, suponhamos primeiramente que ¢ # j. Como f é continua, dado £ > 0,
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existe 6 > 0 tal que quando|x — y| = ¢ < 6, temos |f(x) — f(y)| < £. Assim,

c / Loile — ) f (@) dS (@)

aBs(y)

= |C / L., (z —y) f(a)dS(z) — C / Lo (z = y) f(y)r'dS(x)

9B:(y) 9Bc(y)
C
< o [ lm W - w)ife) - fwlase)
9Bc(y)
C
<t [ s =
0Bc(y)

onde usamos que / [, (x —y)’dS(z) =0, no caso i # j.

0Bc(y)
Para o caso ¢ = j e nas mesmas condi¢oes acima, vem

[ Tula-nf@rias@ - o5
aBg(y)
— 5721 (w; — yi)* f(2)dS(z) — Cgﬁ{z / (x; — y;)dS(x)
0Bc(y) 9Be(y)
C
dBe(y)

onde usamos que / (z; — y;)dS(x) = Ce"™ /n; cf. (1.6) acima.

0Bc(y)
Desta forma, pelas contas acima e Lema 1.25 obtemos que o gradiente da solugao da equagao

de Poisson (1.7) acima (em H*(R™)) satisfaz a estimativa

IVull, < Cllfllp, 1 <p < o0

Um resultado analogo sobre operadores integrais sobre dR’; ¢ vélido, ou seja, temos o resul-
tado seguinte devido a S. Agmon, A. Douglis & L. Nirenberg.

Teorema 1.26. Seja K : R’ \ {0} = R dada por

(i 1)
K(z,2,) = |$|7n_|f’
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onde T = (21,2, ..., Tp_1) €@ € uma fungao definida em R';. Suponhamos que D;K,i=1,2,...,n,
e D? sejam fungoes continuas em R? e limitadas em R’} N S™=1 por uma constante positiva k.
Mais ainda, suponhamos que
/ w(z,0)dz = 0.
|z|=1

Entao, para qualquer ¢ € LI(ORY), com ((¢))1-1/q finito (como definida por 1.2), temos que a
funcgao

DT, xn) = | K(T =7, 20)0(y)dy

OR

tem derivada parcial em qualquer direcdo, de norma LY(R") finita, e satisfaz a estimativa

IVYlly < CR(D))1-1/q,

onde C' € uma constante que depende somente de q e n.
Ver Teorema 3.3 em |[3].

Podemos utilizar este tiltimo resultado para obter uma estimativa para uma aplicagao integral
que aparece na solucao explicita do laplaciano em R}, onde é considerada a condi¢ao de Robin
para a fronteira. Novamente faremos as contas em dimensao 3.

Lema 1.27. Seja v : RE — R uma fungdo dada por

W)= [ T =1

onde x = ($1,$2,963)7?J = <y17y27y3) € Ria T = (513'1,%2)7?3 = <y17y2> € RQ, ¢ € Lq(aRi) com
((D))1-1/qq finito. Entio 0,1 € LY(R3), para qualquer i =1,2,3 e satisfaz

IVYllg < CUAN1-1/0

Demonstragao: Seja w’: R3 — R dada por

w'(Z,x3) = x5, i=1,2,3.

Assim, w' <£, ﬁ) — % 6 tal que
=" [z] ) =]
Ty ,_
/ w(z,0)dz = / —dz = 0.
j7=1 jzi=1 ||
Além disso, o ntcleo .
. w'(Z/|z| xs/|x]) @
K pu— p—
) P P

¢ tal que D;K e D2K sdo continuas em R? e limitadas em R3 N S?. Logo, como ¢ € LI(9R3)
com ((P))1-1/4,4 finito, temos pelo Teorema 1.26 que

IVYlly < CR(D))1-1/0.0-
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1.6 Sobre o Problema de Poisson no Semiespago R?

O objetivo desta segao é verificar que algumas fungoes expressas por férmulas integrais, simi-
lares a potenciais de Riesz, resolvem o problema de Poisson (no sentido classico) no semiespago
Ri, quando a “fonte” (o lado direito da equagao) é uma derivada parcial. Consideraremos tanto
o problema de Neumann quanto o problema de Dirichlet. Primeiramente facamos algumas con-
sideragoes: em toda esta se¢do consideramos uma fungao f : R? — R tal que f € H k (R2), para
k suficientemente grande, e fungoes continuas g, g; : OR3 — R, com g limitada e g; em H F(R?).
Consideraremos uma extensio f : R® — R de f, com f € HF (R3). As principais referéncias
nesta segao sao (8], [10] e [14].

Seja I' : R3\ {0} — R a solugao fundamental do laplaciano no R?, que ¢ dada por

1
" dm x|

['(x)

O conceito de fungao de Green é importante na representacao de solugdes do problema de
Poisson. Sejam G,G; : R?* x R} \ {x = y} — R dadas por

Gy =Tx—-y) -Tx-y") e Giv,y)=T@—-y) +T(z—-y"),

onde y* é a reflexdo do ponto y em relacdo ao plano y3 = 0, ou seja, se y = (y1, Yo, y3), entao
y* = (y1,Y2, —y3). As fungdes G e G sao as fungdes de Green para o problema de Poisson no
semiespaco com condi¢oes de Dirichlet e Neumann, respectivamente, como pode ser verificado
em [14], pag 121.

Consideremos agora os seguintes problemas, com condi¢oes homogéneas sobre a fronteira:

—Au=f,, emR}
{ u=0 em OR? (1.8)
e
—Au=f,, emR}
Ou =0 emJR} ’ (1.9)
an
onde j = 1,2,3. No que se segue, vamos mostrar que as fungoes u, u; : Ri — R dadas por
ule) = [ 1GG0)l, S )iy (110
RJr

wi@) = [ (Gl Fo)dy (111)
+

sao solugoes de (1.8) e (1.9), respectivamente. Naturalmente, devemos observar inicialmente

que estas funcgoes estao bem definidas, ou seja, que as integrais acima existem. Mas isso é

uma consequéncia imediata do Corolario 1.18, uma fez que f € H* e k suficientemente grande

implica que f estd em L> N L?. Como pode ser visto pela demonstracao da Proposicao 1.17,
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essas fungdes estdao bem definidas (as integrais existem) para todo z € R%. Vejamos que u tem
derivadas parciais de ordem 2 e que é harmonica em Ri. De maneira similar, poderé ver-se que
o mesmo vale para u;. De fato, verificaremos que u satisfaz (1.8). Para isso, reescrevemos u da
seguinte maneira:

wa) = [ Gl )

+

= [ =l s [ 0=, s
= /R3 [Tz = y)ly, [ (y)dy — /R3 Tz = y)ly, [ (y)dy — /R3 [T(z — )]y, f(y)dy.

+

Observemos que a funcio v : R3 — R dada por
o) = = [ =l Fdy = [ =7, F)dy
R3 R3

¢ harmonica em R?. De fato, podemos derivar sobre o sinal de integracao, pois o integrando néao

apresenta nenhum tipo de singularidade e estamos assumindo f € H k(Ri) e feH” (R3). Desta
forma, basta considerarmos a fungao

e = [ [N =)l Fdy = - [ T, )F@ =iy

e mostrar que ela tem derivadas de ordem 2 e é harmoénica em Ri. Agora podemos proceder
como na demonstra¢ao do Teorema 1, Sec¢ao 2.2, de [10], pag. 23. Devemos chamar a atengao
para o seguinte fato: nesse teorema é exigido que a fungao f seja de classe C? e que tenha
suporte compacto. A condi¢ao de suporte compacto pode ser substituida pelo fato de que
feH *(R?), pois a compacidade do suporte é utilizada em [10] somente para garantir que
podemos “passar’as derivadas para dentro da integral acima. Vamos apresentar mais alguns
detalhes desta demonstracao.
Definamos @ : R — R por

of
w(x) = — I (y)=—(x — y)dy.
(z) /Rs yj(y)axi( y)dy
Observamos que w estda bem definida pelo mesmo argumento apresentado acima para . Seja

(fn) C C°(R?) tal que f,, — f em H*(R3). Como f, possui suporte compacto, podemos proceder
como na demonstracao do Teorema 1 de [10], pag. 23, e garantir que @, : RS — R dada por

é tal que




Mostremos que w = . Para cada z € R‘j’r, temos

i

UN)(m) o ZZZ(:U) = /R;i ij<y) <§£(x—y) — ZJ;:L(QJ—[U)> dy
of of,
= /Bl(o) T, (9)] ox; (z —y) - Ers (x—y)|dy
of of
" /B:f(o) T (9)] o, (—y) - oz, (z —y)|dy

Up, ) N 3 , : )

Logo, —— converge uniformemente a w em R7. Além disso, com um argumento analogo
a[lfi

ao anterior também podemos garantir que u, converge a @ em Ri. Entao u possui a 1—ésima

ou

8@» ’
De maneira similar, podemos garantir que

derivada parcial e w =

97

% Pf
=— | IyWwzg7-(@— 1<i,j<3.
81‘ial‘j (1') /IR{3 Yj (y)ﬁxlax] (iL‘ y)dy, <i,7<3

Assim,
Bie) == [ T, A - )y =~ [ T, 0)A5 @~ iy
R3 R3
Observemos agora que, para qualquer ¢ > 0e 5,k = 1,2, 3,
[ = s
R3\ B (0)
— [ -l [T, pltds)
R3\B.(0) 9B:(0)
= / Ly () [f (2 = 9)]yyudy + / Ly, (9)[f (@ = )]y dS(y)
R3\ B (0) 9B:(0)
[ n - pldst)
9B-(0)

= [ @l ldit [T -l ds)
R3\ B (0)

9B:(0)

- / Lo (@ — )] dS () + / Lo W)@ — o)y, A S (),
9B:(0)

8B.(0)
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onde usamos que nao temos termos de fronteira no “infinito”devido a que, pela desigualdade de
Holder e o Teorema do Trago, temos, para qualquer fungao f € HY(R?), que

/ T, )11 (& — 9)ldy < Ol |l sy /s para qualquer > 0.
8B,(0)

Além disso,

[ ra@lfe—pludsw) - [ 1,00 - wlhatas
9B (0)

9B (0)
= ¢ T = )l dS() - 0 fla — y)),,dS ):0_
</835(0) |?/’4 f(ZL” y)]yk (y) /:935(0) |y|4 f($ y)]yk (y)
Logo,
/ ij (y)[f(x - y)]ykykdy = _/ | (y)[f(x - y)]yjdy
R3\ B (0) R\ B.(0)

[ T pas)
9B:(0)

Dai, procedendo como na demonstracao do Teorema 1, Se¢ao 2.2, de [10], concluimos que,
para todo z € R3,

—Au(z) = —Aa(z) = f(z) = f(x).

Para verificar que u; é harmoémica em ]R?H podemos proceder de maneira similar ao caso da
funcao u apresentada acima. .

Tendo em vista o exposto acima, nao ¢ dificil mostrar que v € C*RY) N C(R3) e
u; € C2(R3) N C'(R%). Para concluirmos entfio que u é uma solucdo do problema (1) resta
s6 verificar que u = 0 em JR%. Mas isso obtém-se por substitui¢ao imediata de z € 9R? na
defini¢ao de u, visto que para x € IR?, temos (I'(z — y) — I'(x — ¥*)),s = 0. Quanto a condigao
de Neumann homogénea sobre a fronteira, basta observar que

ouy 1 T3 — Y3 T3+ Y3
Ty = dy.
o =17 /Ri (Iw P T e—yP Fu)dy

Dai,
ou
a—;(ml, T, O) =0.
Exibimos agora as fungoes v, v; : R? — R dadas por
oG
v(z) = / 5, (2 ¥)9(y)dy (1.12)
oR3 OV
e
v () = —/ Gi(z,y)1(y)dy, (1.13)
OR?.
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que resolvem, respectivamente, os seguintes problemas com condigoes de fronteira nao homogé-
neas sobre a fronteira:

Au=0 emR?
) 1.14
{ u=yg em IR} ( )
e
Au=0 emR?
Ou . (1.15)
i g1 em IR?

Temos que v satisfaz (1.14); v. Teorema 3, item 1, em [8]. Quanto a verificagdo de que vy
satisfaz (1.15), basta proceder como na demonstragdo do Teorema 3, item 2, em [8], trocando
a condicao em [8] de g; ter suporte compacto por g; € H*¥(R?), o que garante que v; esta bem
definida e podemos derivar sobre o sinal de integracao. Para mostrar que v; satisfaz a condicao
de fronteira, basta proceder como na demonstragdo do Teorema 4 de [8]. Também é possivel
mostrar que v € C*(R3) N C(RY) e v, € C*(R3) N CH(RD).

Finalizando esta Se¢ao observamos que as solugoes dos problemas acima sao tnicas na classe
das fungoes integraveis ou em algum espago LP. Com efeito, no caso da condi¢ao de Dirichlet
homogénea e a equacao também homogénea, estendendo a solugdo a R} de forma fmpar em
relagdo a terceira variavel obtemos uma fungao harmoénica (no sentido das distribuicoes) e inte-
gravel, logo, pelo Teorema de Liouville, concluimos que a solugao é nula. No caso da condicao
de Neumann vale o mesmo argumento, tomando a extensao impar.
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CAPITULO 2

SOLUCAO FRACA E ESTIMATIVAS A PRIORI

Neste capitulo faremos uma exposigao sobre o artigo de D. Hoff [15] apresentando as equagoes
de Navier-Stokes para fluidos compressiveis no semiespaco satisfazendo a condicao de Navier na
fronteira, o teorema de existéncia de solugao fraca para este modelo, estimativas de energia,
e estimativas com peso. A nossa exposi¢do aqui contém mais detalhes do que em [15]. Em
particular, para a demonstragdo de uma das estimativas (estimativa (b) do Lema 2.9) usamos
uma ideia que nos foi dada por email pelo D. Hoff, a saber, a mudanca de variavel “v = pu?”.

Apresentamos também estimativas com pesos, de expoentes 1-s e 2-s (Sec¢ao 2.3), as quais
desenvolvemos seguindo ideias de [16]. Estas estimativas serdao usadas no Capitulo 3.

2.1 Existéncia de Solucao Fraca

Nesta secao apresentaremos o resultado de existéncia de solugao fraca global das equagoes
de Navier-Stokes no semiespago devido a D. Hoff em [15].
Consideremos as equacoes de Navier-Stokes para um fluido compressivel,

(pu?)y + div(pu/u) + P(p)e, = pAuw + Xdivu,, + pf?, '

para x € R} = {& = (21,29, 23) € R*; 23 > 0}, com a condigdo de fronteira de Navier,

(u'(2),u*(z),u*(z)) = K(z)(u}, (x),u2, (x),0), x € IR, (2.2)

3 3
e condigoes iniciais

(p(x,()),u(x,())) = (po(x)>u0(x))> (2'3)
onde p e u = (u',u? u?) sdo, respectivamente, a densidade e o vetor velocidade do fluido e
definidas para z € RY e t > 0, P(p) ¢ a pressao, f = (f', f?, f*) é uma determinada forga
externa, f, A sao constantes de viscosidade e K é uma funcao suave e positiva.

Uma vez feita a apresentacao das equagoes, podemos passar a definicao de solugao fraca de
(2.1)-(2.3), como em [15]:

31



Definicao 2.1. Dizemos que (p,u) € solu¢ao fraca de (2.1)-(2.3) se p e u sao localmente inte-
graveis e satisfazem

/R plx, )p(z,.)dx

3
+

to to
- / / (pi + puVip)dadt, (2.4)
t1 t1 Ri

para todo tempo ty > t; > 0 e toda ¢ € C*(R3 x [t1,12]) com suporte supp (., t) contido em um
conjunto compacto firado de RY, com t € [t1, 5] e também

/R (o) (&, )p(z, )d

3
+

to to
— / / [pue + p(Vou)u + P(p) div p|dxdt
t1 t1 Ri

to to . .
I / K YupdS,dt — / / @+ A(div ) (div ) (28}
t1 8Ri t1 Rﬁ_

to
+ / / pfdxdt,
t1 Ri

para ty > t; > 0 e toda ¢ = (o', 9% ©?®), onde cada ¢ é da mesma forma como em (2.4) e
=0 em OR3.

Faremos algumas consideracoes sobre os termos que constituem o problema. Para a pressao
P, fixamos p e p tais que 0 < p < p e assumimos que

P(E)OQ([O, o))
P(0)=0
P(p) >0 20
(0= n)IP(p) = P(p)] > 0,p # p,p €10, 7].
Segue que a fungao ) i
mm:p[—iigiﬁw, (2.7)

chamada de densidade de energia potencial, possui a propriedade de que para qualquer
g € C*([0, p]) satisfazendo g(p) = ¢'(p) = 0, existe uma constante C' > 0 tal que

l9(p)] < CG(p), pel0,p]

Em particular, utilizaremos com bastante frequéncia a fungio g dada g(p) = (p — p)%.

As constantes de viscosidade satisfazem

5
w>0 e 0<>\<ZM' (2.8)

Como consequéncia de (2.8) temos que qualquer ¢ em algum intervalo aberto contendo [6/5, 6]
satisfaz a condicao

— 92)2
(a—2)" (2.9)



Em particular, usaremos esta desigualdade para ¢ > 6 (proximo de 6).
Supomos que a funcao K satisfaz

K e (W2 nWhH3)(R?)

{K(m) > K >0 ’ (2.10)

para uma determinada constante positiva K.
Além disso, supomos que
1

Ry

e
suplIF0lle + [ (GOl + TIT SOl
+/ / (|f1? + 0| fi|*)dxdt < Cy, (2.12)
o Jr3

onde Cy e Cf sao constantes, que serdo assumidas arbitrariamente pequenas, e 0 = o(t) =
min{1,¢}. Também definimos

M, = / poluol?dz + sup || f(., t)||ra + / / | flYdzdt, (2.13)
R% t20 0 JRY

onde ¢ ¢ um numero que sera fixado satisfazendo (2.9).
Definimos a matriz de vorticidade w e a funcao F' que chamaremos de fluzo efetivo viscoso
(effective viscous flow) por

wt =l —ul (2.14)
J
F=M\+p)divu— P(p)+ P(p) (2.15)
¢ a derwada convectiva, de uma fun¢do w definida em R? , por
d
d—zfzw:wt—l—Vw-u;

cf. Definicao 1.7.

Enunciaremos agora o resultado devido a D. Hoff, que garante a existéncia de solugao fraca
global para o problema (2.1)-(2.3).

Teorema 2.2. Suponhamos que as hipdteses (2.6)-(2.10) sejam satisfeitas. Entiao dados um
nimero positivo M (ndao necessariamente pequeno) e p1 € (p, p), existem nimeros positivos e e C
dependentes de p, p1, p, P, A\, u,q, M e K, e existe uma constante universal 6 tal que se os dados
iniciais (po,uo) € a forca externa f satisfazendo

0 < inf py < suppy < p1

Ri Ri
00+Cf <e (216)
M, < M,
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onde Cy, Cy e My sao como em (2.11)-(2.13), temos que o problema (2.1)-(2.3) tem uma solugao
fraca global (p,u) no sentido de (2.4)-(2.6) satisfazendo:

c infpy<p<p, qtp, (2.17)
+

p—p € C([0,00); H'(RY))
pu € C([0,00); (HY(R3))*)
Vu e L*(R3 x [0,00)),

com p=py e pu=poug em t =0, onde (H'(R))* ¢ o espago dual de

H'(R3) = {p e (H'(R3)* =0 emdR3}.

Mazs ainda,
1/2,1/4 1/2,1/8 1/2,1/8 0
<u>@x[T,oo>’ <F>@x[7,oo>’ <w>@x[m> < C)(Co+Cy)s (2.18)
para todo T > 0,
u(z,t) = —Kw.v,  pontualmente para x € 81@‘1,25 > 0, (2.19)

e satisfaz a estimativa

t>0

o [ Ep(x,t)w(x,m? Flplant) — 3P + o () [Vula. tﬂ da

: /0 /Ri [|W|2 +0(t) 3 ((pu)e + div(pu'u))” + o3<t)|vu|2] ddt

J=1

< (Co+Cy). (2.20)

Por fim, no caso de termos irgfpo > 0, o termo / / oluf*dzdt pode ser incluido do lado
R o JRrY
esquerdo de (2.20).

Ver Teorema 1.1 em [15].

Observagao 2.3. A solugao (p,u) obtida por D. Hoff em [15], é o limite quando 6 — 0T de
solugdes suaves (p°,u®), utilizando a sequinte reqularizacdo dos dados iniciais

Ph=Jdsxpot+d e ud=js*uo,

onde js € o reqularizador padrao. Observamos que os dados iniciais reqularizados desta maneira
satisfazem (2.11) com uma constante Cy uniforme em relagdo ao pardmetro 6 e com um novo
p, a saber, p° := p+ 6.

34



Por solugao suave (p,u) de (2.1)-(2.3) entenderemos uma solu¢do com a regularidade apre-
sentada na Proposigao 2.4 abaixo e satisfazendo também p(-, ¢) — g, u(-,t) € H*(R?), para todo
t > 0; cf. a demonstracao dessa proposi¢ao em [15].

Proposicao 2.4. Assumindo que as hipdteses e condigcoes do Teorema 2.2 sejam satisfeitas e
po — p, up € H®(R3) com po(x) > 0 para todo = e que P € C=(|0,p]) e K € H*(R3), entao
ezistem p € CY(R3 x [0,00)) e u € C*(R3 x [0,00)), satisfazendo (2.1)-(2.2) pontualmente.
Além disso, a densidade p é uniformemente limitada em rela¢io aos dados iniciais (po,uo).
Mais precisamente, p satisfaz a Proposi¢cao 2.5 abaizo.

Ver Proposigao 3.2 em [15].

Proposigao 2.5. Dados nimeros 0 < py < p1 < p < p1 < pz < p, existe € > 0 tal que, se (p,u)
€ uma solugcao suave de (2.1)-(2.3) com (Co+ Cf) < e, 0 < po(z) < p1, e 0 < p(x,t) <P para
reR3 et el0,T], entao 0 < p(x,t) < ps para (x,_t) € R3 x [0,T]. Similarmente, se po(x) > p1
para todo x, entdo p(x,t) > py para todo (z,t) € RY x [0,T].

Ver Proposigao 3.1 em [15].

Mais ainda, a solu¢ao tomada como limite de solugoes suaves do problema aproximado sao
tais que, para alguma subsequéncia 6; — 0, é tal que

p% (., t) — p(.,t) fortemente em L?(K),
para todo compacto K C R3¢ >0, e
T p—)

uniformemente em subconjuntos compactos de R?i x (0,00); v. §4, pag. 335-336 em [15].

2.2 Estimativas a Priori

Nesta secdo estabeleceremos algumas estimativas, devidas a D. Hoff [15], para a solugao
suave (p?,u’) do sistema (2.1)-(2.3), através da regularizacio dos dados iniciais apresentada
anteriormente. Tais estimativas independem das solugoes, ou seja, serao independentes de .
Aqui, apresentamos as demonstragdes dessas estimativas com mais detalhes do que em [15].
Para simplificar a notagao, omitiremos o indice § das soluc¢oes e dados iniciais regularizados.

2.2.1 Estimativas de Energia

Comecaremos estabelecendo as estimativas de energia para as solugoes aproximadas.

Teorema 2.6. (Estimativas de Energia)
Se (p,u) € uma solugao suave para o problema (2.1)-(2.3) em R3 x [0,T], com 0 < p(z,t) < p,
entao existe C' = C(p) tal que

sup /
0<t<T JR

T T
[1p|u|2+c;(p)] dr+ / / Vul2dadt+ / / uPdS,dt < C(3)(CotCy), (2.21)
2 o JRr3 0o Jor3

3
+
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onde G € dada em (2.7). Além disso, existe uma constante C'= C(p,T) tal que

T T
sup / p|u|qdl‘—|—/ / |u|q_2|Vu|2dxdt+/ / |?dS,dt < C(p,T)(Co + Cy + M,),
0<t<T JR3 0 R3 0 OR3.
(2.22)
onde q > 6 fixado satisfaz (2.9).

Demonstragao: Para mostrar a primeira estimativa, multiplicamos a equacao de continuidade

por G'(p) e obtemos )
(G(p)): + div(G(p)u) + (P — P)divu = 0.

Integrando em [0,¢] x R?, temos

/ / da:ds+/ / div(G d:vds+/ / (P — P)divudzds = 0
i) R R
/ dx / / p)u.vdsS. ds+/ / (P — P)divudzds = 0,
ORS. RS

onde v = (0,0, —1) é o vetor normal unitario a 9R?. Como u.r = 0, segue que

t
/ G(p)dz| +
R3 0

Multiplicando a equacao do momento por 4’ e somando em j, temos

t
// (pu) ! dxds  + // div(pu’u u]dxds—i-// Pju/dxds
0 JR3 RS RS
= ,u// Au]ujda:ds—l—)\// (div u) v’ dwds
RS RS
= / / o’ fldxds
RB

1 1 ¢ o
—/ plulPde — —/ poluo\zd:v—l—// p(u.Vul v’ dxds
2 Jgs 2 Jrs 0 Jr
¢ t
—// (P—ﬁ)divudxds—f—// (P — P)u.vdS,ds
0 JR3 0 JoRr3
t t ] )
= —/L// ]Vu]Qda:ds—l—u// (v .Vu!).vdS,ds
0 JRE 0 JoR3
t t
—)\/ / (divu)deds—l—)\/ / (div u)u.vdS,ds
0 JR3 0 JORY
t
+/ / pu? fldwds. (2.24)
0 JR3
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Somando (2.23) e (2.24), temos

1
/ plul da;+/ p)dx + // putujdxds// (u.Vu! )’ dxds
2 Jrs R3 R3 R3
—I—,u/ / |Vu| dxds—I—)\/ / (div u)?dzds
R3. RS
= 5/ poluol d93+/ G(po)dz
R3

—i—u/ / (u! . Vu?).vdS ds—i—/ / pu? fIdxds.
oR? R3

Como K~'(u',u? v?) = (ul,,u?,,0) em R}, segue que

t t
u/ / W VulvdS,ds = —,u/ K u|*dS,ds.
0 JOR3 0 JOR3

Assim,

1 t t
/ (—p|u|2 + G(p)) de + u/ / |Vul*dzds + /\/ / (div u)?dzds
R% 2 0 JR3 0 JR3

¢
—I—u/ K ul*dS,ds
ORY.

/ / putu]da:ds+/ / (u.Vu! ) u? dwds
RS RS

< Co—f-Cf

Pelo Teorema do Transporte, escrevemos

t . t o 1t D
/ / pu{ujd:z:ds—i—/ / p(u.Vul)u'deds = —/ p—(|u|*)dzds
0o JR3 o Jr3 2 Jo R} Dt

Logo,

1 T T
sup / (—p|u|2 + G(p)) dx +/ / \Vul*dzds +/ / lul?dS,ds < C(Cy + Cy).
o<t<r ) \2 o Jr3 o Jors
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Para a segunda estimativa de energia, o procedimento é analogo & segunda parte da estimativa
anterior. Multiplicando a equagiao do momento por q|u|?9"?u’, temos

gpulud [u| 7% + gpuVd [ul12u + qPylu|t = quAe?|uli
A (div g, ) [u]"*u + gplult f7

p(Jul?), + pu.V (Ju]?) + Py, [u|"*u? = quA’ [u|]T*0 + gA(div ug, ) [u|?*u? + gplul?u’ 7.

p(lul?), + pu.V (Jul?) + qlul"*w.VP + qulul*|Vul* + Aglul*"*(div u)?

= qlul|?? BMA(MQ) + Adiv((div u)u) + pu? f7

Integrando em [0,¢] x R3 e integrando por partes vem que
+

t ¢ ¢
q/,o|u|qu / / pt|u|quds—/ / div(pu)|u|?dxds
0 0 JRY 0 JRY
¢ t
L / / (P — P) div(|ul"2u)dwds + / / gul"2(P — P)u.vdS,ds
0 JRE 0 JORY
¢ ¢
~|—)\// q|u|q_2(divu)2d$ds+// qulu|?|Vul*dwds
R3. R3.
= ——/\/ V(|ul*™ 2)ud1vudxds+q)\/ / lu|??(div u)u.vdS,ds
R3 OR3.
/ / (g —2) |V\u|]2da:ds+/ / —,u\u|q 2(V]ul?).vdS,ds
—|—/ / qlu|?2pu? fIdxds.
0 JRY

Observemos que

1 _ 1 _
Ll T = gl @l 2 )
= —pqlu| K ul?
- 3
= —quK 'u|? <0, em IR?.

Uma vez que |V]u|| =

“J‘“ < |Vul, tem-se
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glul* | ulVul* + Adivu)® + p(g — 2)|VIU\I2} + A (V]| *)udivu

v

glul"* [p[Vul* + A(divu)® + ulg = 2)|[V]ul* = Mg = 2)|V |ul|] divu|]

1 2
= qlu|?? [u!VUF + A (divu — Q(q — 2)|V\u|]> ]

Falul"™ g =) = Mo~ 22] IVl

v

_ 1
"™ ta = 1) = - 27| 19l
Clul*?|V]ul*,
j& que (g — 1) — 2(q — 2)* > ¢ > 0 por (2.9).

Na desigualdade acima utilizamos também

M V|u|THudive > —g) ‘V|u!q’2udivu‘

—gA |V |u|*?u | div ]
= —g\|(g—2)|ul* *u.V]u|u| | div ul
> —q(q — 2)Mu| |V |u||| div ul.

v

Observando também que

|div(|ul*?u)|

|V ]ul"u + [u]?? div u)

(g = DJul™ (. ful)a| + [ul2|Val
Clu|T 2| Vu| + |u|??|Vu|
Clul??|Vul.

¢ ¢ ¢
+ / / |u|q_2|Vu]2dxds+/ / |ul?dS,ds
0 0 JRY 0 JOR3
¢
C/ / [qdiv(|u!q’2u)(P—]5)+q|u]q*2pujfj] dxds
0 JrY

t t
¢ [ [ 1 vallo - shdsds +¢ [ [ plufr|fldads
0 JR3 0 JR3

! 1
/ /3 (§|u|q2|Vu]2 + C!u‘q*ﬂp — |+ Cplul? + C’|f|q> drds
0 JR3

VAN VANV

temos

/ plul*dx
RS

+

IN

IA

IA

IN

t 1
I (§|u|q-2|w|2 T Clult + Clp— 5 + Cplul? + cmq) duds
0 Jr3

IA

t
C(Co+Cy + M,) + / / plulidrds.
0 Jri
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Pelo Lema de Gronwall, concluimos que

T T
sup / plul|?dx + / / ]u\q’ﬂVu\zdxds + / / |u|?dSds < C(Co+ Cr + M,)
R% 0 JRE 0 JoRr3

0<t<T

que completa a estimativa. [ |

2.2.2 Estimativas com Peso

Nesta sec¢ao estabeleceremos estimativas para os termos A;(T') e Ay(T') definidos por

A(T) = sup U(t)/ |Vu| d:z:—l—/ / (t)plu|*dzdt
RS

0<t<T

Ay(T) = sup 03(t)/ pli] da:+/ / (t)|Va|*dxdt,
0<t<T RY R

para T' > 0 qualquer. Mais precisamente, o objetivo desta subsecao é demonstrar a estimativa
(A; + Ag)(T) < 2C(Cy + Cf)?, (2.25)

(para constantes C' e 6).
Em um primeiro momento tais termos serao estimados em funcao de alguns fatores que
dependem das solugoes. Posteriormente fecharemos tais estimativas.

Lema 2.7. Seja (p,u) uma solu¢io suave para (2.1)-(2.3). Entao existe uma constante

C = C(p) tal que

A(T) < C(p) |:CU+Of+/ / )([ul?| Vu| + |u||Vul?)dzdt
+ Z / /R3 ujzluf@uf%dxdt }

Jl km_l
Demonstragao: Para simplificar a notacao, escreveremos u] para representar a derivada com
relagao a variavel z; da j-ésima coordenada da fungao vetorial u, ou seja, u), = u] e D = divu.
Multiplicamos a equacao do momento por ou’ e obtemos

opli* + ot (P(p)); = opAuwle! + ot divu; + ot pf?.
Integrando por partes em [0, ¢] x R?,

t
// oplu|*drds = // o’ (P d:z:ds—l—// ouAuw’i! drds
0 JR3 R3 R3
+// aajdivujd:vds+// opi! fdxds
0 JR3 0 JR3

= II+IQ+13+]4.
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Podemos estimar cada uma das parcelas separadamente da seguinte forma

¢
I, = —// o’ Pidxds
0 JR3
t . .
= —/ / o(u] + u.Vu')P;dxds
0 JR3
¢ ‘ . ¢ o ¢
= / / Ju;t(P—P)dxds—/ / J(P—P)ui.ydexds—// outul Pdxds
0 JRY 0 Jor} o JrS

t t
= o | D(P-P)dr— / / oD(P — P)dxzds — / / o P'(p)(peu; + u*ul,pj)duds
R% 0 JRE 0 JR3
t
= o0 D(P — P)dx — / / o,D(P — P)dxds
R3 0 JR3
t
—/ /11@3 o P'(p)(—pD?* — u*pp D + u"ulp;)dxds
~ t ~
= o0 D(P — P)dx — / / o,D(P — P)dxds
R3 R3

//Rga{ (uju® — ' D)); + P((D)? — uju¥) — pP'(D)?} dads

IN

CU/ |Vu||p—,5|d:c+0/ / |Vul|p — pldxds
R% 0 R3

¢ ¢
+/ / 0|Vu|2dxds+/ / o {P(uju* —w/ D)} 1 dS,ds
0 JR3 0 JOR3
i t
= CO’/ |Vu||p—ﬁ|dx—|—0/ / \Vu\|p—ﬁ|d:cds+// o|Vul*dzds,
R% 0 R3 0 JRE

uma vez que

¢ , _ A !
/ / J{P(uiuk—ujD)}V]dSmdSZ _/ / J{P(uiu — uduf }dS ds =0,
0 Jor3 0 JOR:

visto que u® = 0 em 8R3 e que para k =1 ou 2, entao uj = 0 em 8R3

I; = // )\aujdlvujdxds
R3
= // o(u! +uPul)D;dxds.
o Jr:
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Continuando com a estimativa de I3,

t t
I; = —)\/ / aDthxds—k)\/ / oDul .1 dS,ds
R oR?
—)\// aDuuk+uujkdxds+)\// deSds
RS 8]R3
= —)\// (|D?)dxds — X // UDuuk+uu . )dxds
RS RS
1At
_ ——0/ DPdz+ 2 / / o!| D2dzds
2 R3 R3
—)\// Ju?uiuﬁdxds——// ub(D?)dxds.
0 JR3 2 Jo R3

Observemos que

A k()2 A 3 A 2\, k k
—— u*(D?)pdxds = — D’dxds — — (DF)u"v"dS,ds
2 Jo R3 2 Jo R} 2 Jo IRY.

)\ t
= —// D*dxds.
2 Jo R%
Logo,

¢ . A A 1Nt
Iy = / / Aoiid div ujdeds = ——a/ | D*dz + —/ / |D|*dxds + O3,
0 Jr? 2 Jra 2Jo  Jre

onde O3 é soma de termos limitados por termos da forma [ [,s o|Vu[*dzds.
+

Na segunda parcela I, os termos de fronteira nao se anulam como nos termos anteriores.

fato, temos

t
I, = // oA drds
0 Jr2
t .
= /0/112{3 o(ul + uFul )l drds
t ’ o t
= // auuiu{ﬂxds#—// o putul vl deds
0 JR 0 JRE
t t
- —// a,uu{tu{da:ds—k// opuiu] v dS,ds
RS ORS.
// a,uulukufda:ds // opu® uklu dxds—f—// a,uukuiufyldSzds.
R% R3 0 JORY
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Prosseguindo com a estimativa de I :

I, = // O‘— d:vds+// opuulv'dS, ds—// opuful vl drds
R3. oR3. R3
—/ / Uﬁuk[(ul)Q]kdxds—l—/ / opuFulul ' dS, ds
0 Jrs 2 IR
- I |Vu| dx—i—/ / ’M|Vu| dxds—l—/ / ol ul V' dS,ds
2 Jrs R3. aR3.

—/ / auulukuldxds—l—/ / D|Vu|2dxds+/ / opu® ukulu 'dS,ds.
0o Jr3 RS OR3

Os termos de fronteira sao dados por

t t

// opuul V' dS,ds  + // o ulul vt dS,ds

0 JOR: ORY.

= // p(u] 4 uFul Yul ' dS,ds
8R3
// auujugyldSzds,
0 JORY
I

Vamos estimar estes termos Como ! = —§j3 e u} = K~ 'u/ em OR? (condigao de contorno
(2.2)), pela limitagdo de K~! e estimativa (2.21), temos

// auujuk3 VPdS,ds = —u// Jugudexds
dRB 8R3
= —u/ / 1w + uFul)dS,ds
OR3.
- —M/ / oK' (u] 4+ uFul)dS,ds
0 JoR3
. 2 ~1y, 2 2 ! I =112
= ——0 K Hul“dS, + = o' K™ u|*dS,ds
2 Jory 2 Jo Jory

t
—u// oK w/uFuldS,ds
0 JoR3

< C(Cy+Cy) — // oK~ 'wiutul dS,ds.
OR3.

Para completar a estimativa deste termo utilizaremos que para h € (C' N WH)(R?), vale a
seguinte igualdade

/8  hla)ds, = /RWK 1)+ = D@ (2.26)
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Sabendo que v? = u? = u
GK_lujukuideds

t
J f
t 1
= —,u// / oK TwiuP ukdajgdmds
,u// / o (K wubul)s(xg — 1)drsdzds
R2

w

5 =0 em OR?, podemos considerar somente j, k € {1,2}. Assim,

[e=]
[e=]

O'K Ludu® ukdxgdxds

Il
t

I
X
S T T T S T

el B e
s~

+
=

o(1 —z3) (K1)l u® ukd:vgdxds

:\

Jok,J Jok,d J
“MujuFul, + Wbl 4+ wubud,|degdzds

+
=

c\
q
’_l
|
55

o K \wubul 1 drsdzds

+
=

o(1 — z3) (K1)l u® ukdzcgdxds

o(l—a3)K™! (u3u ul, + ujuguk) dxsdzds

+
=

S\

7;

1
/ o(l—a3) (K wluFul + ozujuku:g) dxsdzds
2Jo

o(|ul?|Vul + |u||Vu|*)dzds.

A
Q
S~
S —

4w

Por fim,

t
I, = // opi? fdxds
o JRrY

1 t
—/ / oplif’dzds + C(Co + Cy).
2Jo Jr2

IN

Desta forma, temos

¢ t t
// oplu|*drds = —// au]dexds+// oA’ drds
0 JRY 0 JRY o Jr
+// UuJDjdxds—l—// opt’ fldxds,
0 JR3 0 JR3
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ou seja,

t 1At t
/ / opluf*dzds < 0/ |Vul|p — pldx + C/ / |Vul|lp — pldxds + / / o|Vul|*dvds
0 JRY R3 0 R3 0 JRY

A A 1INt
——o—/ \D\der—/ / |D12dxds—%/ Vu|2dx
2 Jra 2Jo  Jre 2 Jrs

1At
—/ / J'%|Vu|2dmds+03—|—EA+(C’0+C'f).
0o Jr2

Logo,

T
sup a/ \Vul?dr  + / / o p|i|*drds
o<i<t Jr 0o Jr:

3
a/ \Vullp — pldx + C(Co+ Cy) + O
R:

IN

¢
+C// o(|ul?|Vu| + |u||Vu|*)dzds
0 Jr2

IA

g/ ]Vu]2d$+/ lp— p|*dx + C(Cy+ Cy) + O3
R3 R3

2

+ +

t

+C’/ / o(Jul|Vu| + |u||Vu|?)dzds

0 JR3

t
< C(Co+Cf)+CO3 + C/ / o(Jul*|Vu| + u||Vu|*)dzds
o JRr3
e obtemos a estimativa desejada. ]

Lema 2.8. FEziste uma C = C(p) tal que

Ay(T) < C(Co+Cr+ A(T))

T
—l—C'/ / Alul* + | Vul* + |u| [ Vaul[u] + |a||Vu|*]dvds.
0o Jr2

Demonstracao: Para simplificar a notagao, continuaremos utilizando D = divu. Aplicando o
operador 9;(.) + div(u.) na equagdo do momento, chegamos a

D . . . . .
pmiﬂ + Pjy + div(Pju) = pAu] + pdiv(Aw'u) + ADj + Adiv(uD;) + pfi + puV f7.
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3

Multiplicando esta igualdade por 0%’ e integrando em [0,¢] x R?, temos

t D . ¢ . ,
// o pid —iidrds = —// o[ Py + @ div(Pju)]dxds
0 Jr Dt 0 Jr
¢
+u// o3[ A + @7 div(Av’u)]dxds
0 JR3

t
—1—)\/ / o3[ Dj; + 4 div(uD;)|dzds
R3

t D
+ / / o pi? — fIdxds
0 Jr? Dt

= J1+J2+J3—|—J4.

Vamos trabalhar cada termo separadamente. Pelo Teorema do Transporte, segue que

! . D .. 1 1 ) )
/ / o3 p—ildrds = —/ o’ plu|*dr — —/ / 300’ plu|*dxds
0 R3 Dt 2 R3 2 0 R3
+ T +
1, » 3 [N -
= -0 plul*dr — = o’plul“dzds.
2 Jrs 2Jo  Jry

¢
Ji1 = —// o ((Pyy + div(Pju)))dzds
0 JR3

t t
_ / / ol Pdids — / / ol P dS,ds
0 JR3 0 JoR:
t t
—i—// anguku{Cdxds—// o Pju.vdS,ds
R3 IRY.
= // ]P' tdxds—i—// o*P'(p)pjubil drds
R3. R3.
= // ]P’ (—pdivu — Vp.u) d;vds—l—// o® P (p)pyu”i duds
R3. R3

= / /3 a*P'(p) (pjukui — pu;ui - ugukpk) dzds
0 Jr2

t
= // P[Pyt — P'(p)piduf — Pridu¥]dzds.
R3
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Dando continuidade & estimativa do termos J;, temos

¢
Ji = / / 3(P — P)(ut uk kuij)d:rds—i—/ / o*(P — P)u*u17dS,ds
R3 0 JOR3
t
+ / /R ] o (P — P)(iu” + iJuy)dads — /0 /8 . o (P — P)ilu*v*dS,ds
¥
/ / o P'(p) pilupdzds
RS
— // S(P — P)(ubu], — wuf d:cds—// o P'(p) pilupdrds
R3 R3
¢
C/ / 03|Vu|2d:vds+€/ / o3| Viu|2dzds
0 JR3 0 JRY

¢
C’(C’o—i-C'f)—l—a// o3|\ Vil2dzds.
0 Jr3

IN

IN

t
Jo = u// o3 [w Al + o div(Av'u)|dzds
0 JR3

t
= u/ /3 o[l ), + w(uju®)y)deds
R
t . .
= —,u/ / o ulultdxds+u/ / oPuul, V' dS,ds
R3 0 JoR3
—u/ / a%iu{lukdxds
R3
= —,u/ / o*|Vaul? dxds+u/ / o>l (uFul ) dxds
R3. R3.
— a3uj wluFdrds + p o3l dS,ds
kU - It
= —u/ / o3|Vl dasds—i—u/ / o>l ukul drds
R3. R3
+/L/ /11&3 ol uFul,deds — /0 /R3 o*ululubdrds

+
+u// J?’uju{tyldsxds.
0 Jor3

Vamos trabalhar separadamente com os termos em que aparece derivada de segunda ordem.
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Desta forma,

t t
,u/o /R3 o° ulu ukldxds — M/o /11%3 J3u§€u§lukdxds
+
t
= —u/o /RS o (fufud + 4l ufud ) dads
+
+p/ /R3 o (U ulu® + il ul)dads
—u/ / o° ukulu FUldS,ds
ORY.
= —u/o /]R3 o (wuful — wuluf)drds
+
t . .
—u/ / o uluF dS, ds.
0 Jor3

Notemos que os termos com derivada de segunda ordem se anulam. Logo, temos

t t
—ﬁ// 03|Vu|2dxds+0// o3|Vu|'dzds + TF,
2 Jo R% 0 JR3

onde TF sao os termos de fronteira dados por

t t
TF = u/ / o ul, v dS,ds — u/ / o*uuluF'dS, ds.
0 JoR3 0 JoR3

Trabalharemos separadamente agora com os termos de fronteira. Para o termo de fronteira
abaixo podemos nos preocupar somente com k = 1,2, pois u* = 0 em JR3. Como k =
também poderemos nos preocupar somente com j = 1,2, uma vez que u; = u3 = 0 em aRi.

Sendo assim,
t . .
,u/ / ol uhuFdS,ds
oR?

= // o3 K~ lu wurdS,ds
ORY.
= ,u// JSK_luiujukdxds
0 J{0<z3<1}

t
+M/ /0< <1}<903 — 1)’ K (izu’u® + iuiu” + wgu’ug)deds
x3
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Seguindo com a estimativa, vem

¢
,u// oduluhurdsS, ds
OR3.
= // P Kl wiuFdads
{0<w3<1}

—l—,u/ / (23 — 1)K (uudu + vl w/uf)dads
0<z3<1}
t
—u/ / o3 (v3 — V) K (ujuju® + wju’uf)drds
{0<zs<1}
—u/ / z5 — 1) (K Y piduubdads
0<z3<1}
< / / (Vi |u|? + |Va||Vul|u|)dzds.

O termo de fronteira restante pode ser estimado da seguinte forma

t
—,u// ouFut,dS, ds
0 Jor3
t
= —,u// o} K~ ufubdS,ds
OR3
= —u// o’ K~ al*dS, ds—l—,u// o’ K ifw/uldS,ds
IRY ORY.

< u/ / 03K_lukuju§d5mds
0 JORY
t
= M/ / o’ K i/ uf + (w3 — D) {a§u/ul + a*uful + d*w?ul ) deds
0<z3<1}
t
< uO/ / o[l [Vl ] + ]|Vl [V + [i]|Vul]dzds

+u/ / “xg — D)a” uju Jdxds.
O<x3<1}

Vamos estimar o segundo termo desta ultima expressao somente para j # 3, pois para j = 3
o termo ¢ igual a zero
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Logo,

IN

TF <C

Mais ainda,

J3

J
/ / o3 |u||[Vu||Vi|dzds < Cfe (/ / (ul* + | Vul* da;ds) / / 0’| Vi2dzds
R3. R3

t
,u/ / od KNy — 1) ulutdrds
0 J{0<z3<1}

t 1
I / / / o* K~ (3 — 1)i*uw/ uly;dusdzds
0 R2 JO

t 1
— U / / o’ K (w5 — 1) (W5l us + ukujug)dxgdids
0 Jr2Jo

¢ 1
—,u/ / o} (K™ ;(w3 — ViFwufdresdzds
0 JRr2

t
/ o*(JullVul Vil + [ul[Vul[a] + [l [Vul® + [Vl lul*) deds
R3

+

// o3| V| [u? dxdsge// 03|Vu|2dmds—|—0// o3 |u|*dxds.
0 JR3 0 JR3 0 JR3

Passando ao termo contendo a constante de viscosidade .

¢
/\/ / o (W Dy + @ div(uDy))dzds
0 JRY

t
—)\//03
0o JRE
¢
—/\//03(
o JRS

t
L
0 JRE
t
L
0 JRY

¢
—/\//03
0o JR

uth +4lu*D;)dxds

(@) Dy — il ;u* D — i uf D)dwds + A / / Sulut D1 dS,ds
IR

JDt + u]uiD + u]uka ukukD)dxds — / / o3 } Tuf DVFdS, ds
oRY

(@)D + uf D — iul D)dxds.

20

t
(@)D + iu" Dy)dads + A / / o (W Dy + W’ D;*)dS, ds
0 JoR?



Observemos que D = 4} — ujuy. Assim,
t
- _ 3(pdnd _ yda kg ok _ 5dak
J3 = )\/O /]RB o (Wi — wjuiuy, + Wug D — wgui D)drds
+

¢ ¢
< —)\/ / o®| V|2 dzds + Cs/ / o3|\ Vilrdzds + LD(Ay(T)).
0 JR3 0 JR3

Finalmente, temos

t . .
Jy = // o’ (f] + u.V f7)dwds
0 JR3
t . - t . .
= // a%iﬂffdxds—l—// o pidu.V fldxds
0 JR3 0o JRr3
t 1/2 t 1/
(//0p|u|2dmds) (// 05|ft|2dxds)
0 Jr3 0 Jr3
t 1/2 t 1/2
+(// ap\d|2dxds) (// 05|u|2|Vf|2dxds)
0 JR3 0 JR3

. 1/2 1/2
C(Co + Cp) 24, (T) + Ay(T)'V2 / <03 / \u|4dx> <o—7 / IVf\4dx> ds
0 R3 R%

t 1/2
< CO(Co+ CHY2 + C(Cy + Cp) 2 A(T)V? (/ / 03\uy4dxds>
0 JR3
< C(Co+Cf) + Ai(T) 4+ LD(A5(T)).

2

IA

1/2

IA

Juntando todas as estimativas, temos

L 5 12 3 [ 2 17,2
—o plu|*de — - o”p|Viu|*dxds
2 R3 2 0 Ri

3
¢
< O(CO+Cf)+5// o3| Vilrdzds
0 JR3

t
—u// o’ |\Vil*dzds + LD(Ao(T)) + TF
0 JRE

t t
—A// 03|Vu|2dxds+05// o3|\ Vil2dzds.
0 JRY 0 JR3

Tomando ¢ suficientemente pequeno, temos

0<t<T

T
sup 03/ p|u|2dx—|-/ / o*|Val’drds < C(Cy+ Cp + Ay(T))

R3 0 JRY
+C(Co+ Cf) + LD(A(T)) + TF.
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Desta forma,
T
sup 03/ plu*de  + / / o®|Val’dzds < C(p)[Co + C + A (T)]
0<t<T R3. 0 JRY
t
+C(p)// oHJul* + [Vul* + @l [Vullu] + |]|Vel?)deds,
0 Jr2

o que conclui a demonstracao do lema. [ ]

Para fechar a estimativa de A;(T") + A(T'), precisaremos de mais algumas estimativas auxi-
liares, apresentadas no préoximo lema.

Lema 2.9. Eziste uma constante C(p) tal que, se (p,u) € solug¢ao suave das equagdes (2.1)-(2.3),

entao
/

(3p—6)/4
wwaC@M%+@WPW</|me)
(a) * %

+

p/2 .
+C(p)(Co + Cy) 616 (/ \Vu\%ia:) ., 2<p<6

RJr
(6) 1IVully < CUIFlp + lwlly + (1P = Pllp + [lully), 1 <p < co.

(¢) [IVF[lp +[[Vell, < Cllpally + [[Vall, + [[f]lp + [[ullp), 1 <p < oo.

“ /(lFV’ + |wpP)dz < C(p) { (/p|1l|2dx) . (/(;W L|P- 15|2)dx) o

~ p/2
+(favupvip=perit) | 2<pso

,parar > 2, s > 0 e

to
@)/ /<ﬂp—mmescw>
t1 Ri

0<t <t <T.

to
/ / of|F|"dxds + (Co + Cy)
t1 Ri

3p—6

6—p - T
() IVull, < CIVull” (ol + [ 9ulls + llulls + 171+ 1P = Pll) ™ . 2<p<6.
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Demonstragao: (a) Aplicando em particular a desigualdade de interpolagao dada na Proposi-
c¢ao 1.5 e a desigualdade de Young com ¢, temos

P / ffde < / pluf*dz + / 1p— pllulPde
R3 R3 R3

+ T

1/2 1/2
< C(p) [(Co+Cy) + </}R3 lp— ﬁ]Qdm) (/R3 ]u|4dx>

+ +

1/2
< C(p) [(Co+Cp) +(Co+ )P ( / \uym)
i 1/4 3/4
< C(p) [(Co+Cy)+ (Co+ Cp)'V? ( /R de) ( /R IVuFdx)
< C(p) |(Co+Cy) +2C ( I |ur2das) +(Co+ o ( I \Vu\?dx)] .

Logo,

J

Utilizando novamente a desigualdade de interpolagao dada na Proposicao 1.5, juntamente
com esta estimativa anterior, temos

[ul?de < C(p) ((00 +C+ (ot CPP [ rVude) .

3
+ R

6—p 3p—6

/|u|pdx < C’(/ |u|2da:) (/ |Vu|2dx>
R R3 R

3
+

6—p 3p—6

S C ((C() + Cf) + (Co + Cf)2/3/ |Vu|2d$> (/ |VU|2dZL‘>
R3 Rﬁ’r

3
< C(Co+Cp)F" (/ \Vu|2d:c>
RY

3p—6
4
Com isso, concluimos a demonstracao do item (a).
(b) Para a demonstracao do item (b) usaremos a identidade

p/2
—i—C’(CO—i—Cf)G%p (/ |Vu\2dx> , 2<p<6.
RS

+

A+ A = [(A+p)diva — (P(p) = P(p))]e; + A+ p)(ul, —uf))u, + (P(p) = P(P))s,
= F,+(\+pwlf+(P-P),,, emR3, (2.27)
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com a condigao de fronteira (2.2):

1 1,1

u,, = K u,

N 3
uy, = K7 u®, em IR}
uw =0

Queremos estimar ||Vu?||, para j = 1,2, 3. Fagamos primeiramente a estimativa para j = 1,2

e supondo que a condi¢cao de Neumann sobre a fronteira seja homogéna. Neste caso temos a
estimativa 3

[Vull, < CUIFp + lwllp + 1P = Pllp)- (2.28)

De fato, suponhamos que ugzd = 0 em JR?. Desta forma, fazendo a extensdo par na terceira
varidavel, obten-se que v/ satisfaz

A+ A = Fy + (A + p)wlk + (P — P),,

J

no sentido das distribuicoes temperadas em todo o espaco R?. Assim, tomando a transformada
de Fourier temos

—

—(\t w)[€[Pul = ig;F + (A + p)igywi® + i&;(P — P).
Como (5’/90\]” )= i¢,f segue que

SIS

R ki 4 S8 p ),

Fr Ot m e + 1

— (A + p) Dy

Logo, pelo Teorema 1.9,
IV, < C(HFH,, + lwllp + 1P - Js\lp), 1 <p<oo.

Observamos que um fato importante para obtermos a estimativa (2.28) acima é termos o
lado direito da equagao (2.27) ser uma derivada total.

Para a condi¢éo de fronteira ndo homogénea (como sugerido pelo D. Hoff; v. Introdugao),
considerando uma fungao ¢ : Ri — R suave limitada com primeira derivada limitada, limitada
inferiormente por uma constante positiva, e tal que (1, 2o, 13) = e & “las para xs > 0 proximo
de zero, temos que v = pu? satisfaz v,, = 0 em OR? (visto que u’ satisfaz a condigao de fronteira

ul, = K~ '/, para j =1,2) e

A+WAv = (pF),, + (p(P - P)),,
+ A+ 1) (9w e, + A+ 1) (02,u ),
—(A ) (puytiy, — ).
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Definindo v{z : R? — R por

Ot v = = [ (D= 9) Tl = 57y — el )
+
temos v}, satisfazendo o problema (v. Segio 1.6)

A+ ) Avg = —(A+ 1) (ayul, — uub ), em R
(vﬁz)xa =0, em OR?

Integrando por partes vé, obtemos

Atnhle) = [ Cle =) £ Tl =y )pyaldy

+

— [ =)+ Ty o=y Doty

+

Aqui, também queremos estimar Vo, em LP mas ndo vamos aplicar o Teorema 1.9 usado
no caso anterior porque o lado direito da equagao em questao nao é uma derivada total. No
entanto, usando a férmula acima para vy, podemos aplicar o Lema 1.25, obtendo

VL]l < Cl(Ve)ully.

Agora, definindo UJT(x) =v— vg%, garantimos que v% satisfaz o problema

(A + @) A0} = (9F )z, + (9(P = P))g; + (A + 1) (pw)z, + (A + ) (0r,07)g,, e RY
(U]T)gc3 =0, em OR3

cujo lado direito da primeira equagao ¢ uma derivada total. Assim, pela estimativa (2.28), segue
que

Vot < C(HsDFHp + [lewllp + [lo(P = Pl + H(W@)Mb)-
Logo,
leVll, = [(Ve)ull, < [V(euw)ll,

< C(IlsoFHp T llgwlly + o (P = P, + ||<w>u||p),

N

donde obtemos (b) para u’ com j = 1,2, tendo em vista as propriedades da fungao ¢, isto ¢,

IVe?|l, < C(HFHp +llwlly + 1P = Pl + IIU||p)~
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O caso j = 3 ¢ mais simples. Com efeito, como u® ¢ nulo na fronteira OR? , podemos estender
u? de maneira fmpar em relacao a terceira variével x3 e proceder de maneira anéloga & estimativa
com condi¢ao de Neumann homogénea, obtendo

|wmm§o@Fm+wm+mP—ﬂm)

Portanto,

|wmusc@mu+wm+MP—ﬁmﬁwwa.

(c) Para limitar Vw/* derivamos a j-ésima coordenada do campo u com respeito & variavel
xj e derivamos k-ésima coordenada do campo u com respeito a x; e encontramos

(i )2, (), = PN, + AVt + (0

(1), + (P(P))ajw, = pltty, + Adiv g o, + (0f")a,-

Subtraindo uma equagao da outra, vem

ﬂij’k = (puj>$k - (puk>xj + (pfk)xj - (pfj>ﬂck'
Definindo
H=w" - KWt

obtemos

H(z) = w"(z) — K 'u!(z) = u), (z) —u (v) — K~ 'u'(z) = —u) () =0, paraz € OR}.

1

Além disso, H satisfaz

,UAH = (pﬁj)xk - (puk)xj + (pka):rj - (pfj)xk - IUA(K71U1>
3

= (pu])ﬂ»‘k - (puk)l‘j + (pfwk)z] - (pf])xk - MZ((K_l)szul + K_luii)l‘i? em Ri—
=1

Por estimativa eliptica, temos

IVH|lp < Clllpall, + [IVullp + [[ullp + 1 11)

que fornece

1V ?l, < Clllptlly + [1Vullp + [lull, + 11£112] -

De maneira anéaloga, temos
IV, < Clllpally + [V ull, + [ull, + 1 f1]] -
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Resta estimar somente o termo Vw!?. Para isso, escrevemos

* 0 . .
'u (a_x,% + w) w172 = (pu1>x2 - (pu )331 + ILL( xg:l?l - wxg,xz) (pf ) (pf2>x1

2

Logo, para cada x3 fixado, temos

||Vﬂc1,x2w172('v ] )||LP(R2
< Cl1pils o 2) ey + 11 oo )l + 1[92 ) gy + 119 23) e

Integrando com respeito a z3 em (0,00) e utilizando a estimativa ja obtida para Vw3 e
Vw?3, obtemos

1Var oI oezy < C |llpil| oz ) + [Vl oz + llullzogz) + |1 F1lo@s ]

Uma vez que

wry = (Ug, = U, )ay
= u;:gxg - u23x1
= (U, =3, )y — (U, — Up,)a,
- w;,QS - wi,lii’

e ja temos a estimativa L? para w,;’ wﬁf’, segue a estimativa LP para o termo w,;?, completando

a estimativa para o gradiente de w!?, ou seja,
V62l oqasyy < C [[1pill oy + VUl lzoqusy + ulloges) + 11 oces |
de onde concluimos
IVl o) < C [1pillzoez) + IVullzoeg) + oo + 11 o))

Ja que A .
pu’ = Fy, + Mwi’f

e possuimos limitacao para Vw, segue que

||VF||LP(R§;) <C [||PU||LP(R1) + ||VU||LP(R1) + ||u||LP(R§r) + ||f||LP(R3) ;

concluindo a estimativa do item (c).
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(d) Para esta estimativa, basta combinar as anteriores

6—p 3p—6

/(]F]p+]w]p)dm < c(/ ym?m) (/ \VF|2dx>
B2 B2 RY

6—p

< c </R (Vul? +|P - ]5|2)dx> N

+

3p—6

( / (pli? + [Vul? + [uf? + |f|2)d:v>

3
R

3p—6 6—p
1

C (/}R+ pyu|2dx> 4 (/R (|Vul? + |P — 15]2)6135)

+

IN

b
2
+C </ (|Vul>+ |P — P> + |u]* + \f\z)d:c>
R
(e) Multiplicando a equagao de conservagao da massa por ra®|p — p|"‘sgn(p — p), temos
ro%lp — B sgn(p — Ppu + ro¥lp — Al sgn(p — 7) div(pu) = 0.
Assim,

/

(0 + div(u))(o®lp = pI") = 50" ' |p— p|" +ra’|p— pl" sgnlp — p)p.
+ra®lp — pI"sgnlp — p)Vpu + o®|p — pl” divu
+ra®lp — plPtsgn(p — p)pdivu
—ra’|p—p|""tsgnlp — p)pdivu

= 50" |p = pIf + o*|p — pIF divu
—ra®|p — pl" " psgn(p — p) div u.
Como F' = (A + p)divu — (P — p), temos
F+(P-P)
A+p)

Substituindo esta igualdade acima, temos

(@ +div(u))(@*lo— ") = so"'o'p— pI

divu =

F+(P—-P)

+ (o®lp— p[" = ro®|p — p|" " psgnip — p)) T

Notemos que
o= pl" =rlp =l tpsgnlp—p) = lp—pl"" (p— p)sgn(p — p)
—rlp = pI" psgn(p — p)
= —(r=Dlp—pl" sgnlp—p)p—plp
—p|" " sgn(p — p).
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Assim,
S

A+

(o () )@l =) + 57— 0o+l = P

s

5— ~|r o ~ ~ ~|T—
::sa1dm—p|—A+M(@—1M+ﬂ)wwp—mm—plyF

Integrando em R3 X (t1,5), temos

to to
/ oSlp—pl"dze|  + CF / / o’|lp — p|'dzds
Ri t1 t1 Ri

a’(tg)\/tl to
< C / / o tp — p|"dxds + / / o®|F|"dxds | .
t1 Ri_ t1 Ri_
to to
/ / o’lp — p|"dxds < C / / o’|F|"dxds + (Co + Cy) |,
t1 Ri t1 Ri

uma vez que sup G(p)dx < C(Co+ Cy).
o<t<T JrY

(f) Para demonstrar este item faremos como Z. Xin em [28]. Utilizando a Proposi¢ao 1.1,
Lema 2.9 item (b), Teorema 1.5 e Lema 2.9 item (c), nesta ordem, temos

Logo,

3p—6

6-p 3p—6
IVull, < [[Vull™ [Vullg™

6-—p 3p—6
e ~ -
< CIvalls” (IFlls + lwlls + 1P = Plls + llulo)
6—p _ 3p;6
< CIVully” (IVFls+ IVwlls + [Vulla + 1P = Pls)
6-—p 3p—6
p . r 2p
< CIvull,™ (il + 9l + lulls + 112+ 1P = Plls)

Agora estamos aptos a estimar os termos que aparecem do lado direito nas desigualdades dos
lemas 2.7 e 2.8. Comecamos pela desigualdade no Lema 2.8 limitando o termo

T T
/ / 03\Vu\4dxd5§/ / o {\F|4+|w|4+|u\4+|p—ﬁ|4}dxds,
0 JR3 0 JR

Agora vamos estimar cada termo no lado direito desta desigualdade separadamente. Pela
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desigualdade de interpolagao (Proposigao 1.5), estimativa de energia e Lema 2.9 (c), temos

T T 1/2 3/2
//03|F\4d:cds < 0/ o /F%zx / |\VF|*dz | dt
0 JRY 0 R3 R3
1/2 1/2 -
< C sup 0/ |F|?dx sup 03/ |VF|? / / o|VF|*dxzds
0<i<T R3 0<i<T R3 0 JR3

1/2
< C(AUT) + (Co+ Cp)Y? sup <o3/ (plaf* + [Vul* + IU|2)dx>
R3

0<t<T 3

</ /Rg (pla* +Vul* + Jul® )dm)

< C(T)(Co+ Cp) |1+ A*(T) + AXT))|.

T
A estimativa para o termo / / o3|w|*dzds ¢ andlogo ao anterior. Pelo Lema 2.9 (e),
o JR3

segue a estimativa

T T
/ / o*(p—p)tdrds < C(Co+Cy) + C/ / o3| F|*dxds
0 JR3 0 JRY
< C(Cy+Cy)+C(Cy+Cy) [1 + AV ¢ A§<T)] .

A estimativa restante ¢ obtida através novamente do Lema 2.9 (a):

T T 3/2
/ / o3ultdrds < C’(C’O+C’f)1/2/ o’ </ |Vu]2dx) ds
0 JRE 0 R3
. 2
+C(Co + C'f)l/3/ o’ (/ \Vu|2dx) ds
0 R3
T 3/2
C(CO+Cf)1/2/ / o?|Vu|*dz ds
0 R3.
- 2
+C(Co + Cf)1/2/ </ JB/Q\VUFCL%’) ds
0 R3

< C(Co+ CHY2AY(T) + O(Co + Cp)PAXT).

IN

Quanto aos demais termos que aparecem no lado direito da desigualdade no Lema 2.8, ou

seja,
T
/ / 03[]u||Vu||u]+|u||Vu|2}dxds,
0 Ri
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aplicando a desigualdade de Hélder, observamos que as estimativas para os mesmos recaem nas
mesmas estimativas acima. Logo, pelo Lema 2.8, conclui-se

Ay(T) < C(Co+ Cy)’ + C(Co+ Cp)? Y AYUT) + C(Co+ Cp)* Y | AYT)

p>1 g>1

Passaremos agora as estimativas dos termos que aparecem a direita da desigualdade no Lema
2.7. Para isso necessitaremos da seguinte estimativa, obtida de forma similar as estimativas

obtidas anteriormente:

T
/ / o*?|Vul>dzds
0 JRE

Desta forma, obtemos

T
/ / olu||Vu|*dzds
0 JRY

IN

VAN

IN

IN

IN

IN

T
| [ R 1o 5+ uf)dads
0o JrE

T
C(oo+cf>+/ / (PP 4wl + [uf)dads
0 JRE

T 3/4 3/4
C(Co+ C) —I—/ 032 (/ |F|2dx> (/ |VF|2d:17> ds
0 RS R3.
2 ;- 1/2
(/ / o2 ul* dxds) (/ / |u|2dxd3>
R3 0 JRY

Co + Cf
3/4
p\u|2dx> ds

T 3/4
+/ 0%/ ((C(] + CY) +/ |Vu|2d:1:> (/
0 R% R3

3
C(Co+ Cy) + C(Cy + Cy)*/*
3/4

- 3/4
—i—C/ (a/ \Vu\%l:v) (/ ap\?l]de) ds
0 RS R3

. 3/4
C(Co +Cp) + C(Co + ) 4 CAY / ( / 0,0|u|2d$) ds
=

0

C(Cy+ Cy) + C(Co + Cp)P* + CAY2. (2.29)
2/3 T 1/3
< (/ / o%2|Vul? dxds) (/ / |u|3dxds>
R3 0 JRY
< (C(Co+ Cp)0 + CAY?)2/3
1/3

. 3/4 3/4
X / / |lu|*dx / \Vul*dz ds
0 R3 R%
< C(Co+ Cp)PAY* + C(Co + Cp) AR
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Estimando o outro termo do lado direito da desigualdade do Lema 2.7, temos:

T
//0|u\2|Vu|dxds
o Jr3
- V2 ;o 1/
< // |Vul*dzds //02|u|4dxds
0 JR3 0 JRY
- 1/2 3/2
< C(Cy+ Cp)? /02 / |u|*dx /|Vu|2dx ds
0 R3 R3

+

1/2

< C(Co+ Cp)3tat,

T
j3
//auklquUdezdt
0o JrY

Para isso, vamos considerar trés casos:

Resta estimar agora o termo

(i) Um dos subindices ki, ko, k3, correspondente as derivadas, é diferente de 3. Suponhamos,
sem perda de generalidade, k; # 3. Para as estimativas que se seguem faremos uma de-
composi¢ao u/ = 27 + w’. Esta mesma decomposicao serd efetuada no Capitulo 3 desta
tese com 27 = u}, e w! = up. Para simplificar a notagao utilizaremos 27 e w’.

Definimos w’ e 27 por

(@) = = [ (=) + T =y )P = P)ydy

+

= [ =+ Ty (P= Py, zeRL (30

e 2/ = u/ — w’. Maiores detalhes sobre esta decomposicao serao apresentados no Capitulo
3. Desta forma, w’ e 27 satisfazem (v. Segao 1.6)

A+ p)Aw? = (P — P)xj, em R

(wg,, w2,) =(0,0) e w?>=0, em IR}

x3)

A+ w)Az = Fy, + (A4 p)wi? em R?

Ty )
(zL,22)=K'(u'u*) e 2°=0, em IR}

r3?’ ~Tx3

Podemos escrever a integral a ser estimada como sendo

T
/0 /}R3 aui,l uféuf’ drdt = / /Rd Uukl zkz J2)(zg + wy )ddt.
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Desta forma, é suficiente estimar cada uma das seguintes integrais

T
IE/ / o|Vu||Vz||Vw|dzdt,
0 Jr3

T
I[E/ / o|Vu||Vw|*dzdt,
o Jr3

T
II7 E/O /R3 Jufﬁllzizziidxdt.
+

Antes de estimar estas integrais, observamos que, pela demonstracao do item (b) do Lema
2.9 temos que z e w satisfazem, para cada t > 0 fixado, as seguintes estimativas

1V2]lp < CUEl + [lwllp 4 [lullp)

IVwll, < CJIP = Py,
para 1 < p < oo.

Comecaremos estimando a integral II como segue:

T 1/2 T 1/2
I < ( / / yvudedt) ( / / |Vw|4dxdt>
0 JR3 0 JR3

T 1/2
SCM%+@¥”Q%+Cﬁ+/./IP—ﬂ%MQ
0 JRY

< C(Co+Cy).

Quanto a I, temos:

T
I < / / o [Vl [Vl (V] + [Veo|)dadt
0 JrY

T T
< / / ayvuP\Vw|da:dt+/ / o|Vu||Vw|*dzdt.
0 JR3 0 JRY

O segundo termo desta ultima desigualdade é do tipo II e ja foi estimada. A estimativa
do primeiro termo é dada por

63



1/3

T T 2/3 T
//U|Vu|2|Vw|dxdt < //03/2|Vu|3dmdt // \Vwl|3dzdt
0 JR3 0 JR3 0 JR3

2/3

< (0(00 +C) + C(Co + O+ CA;*/?)

(/ /]R P— Pl da:dt)

< OCO+Cf) +C(Co+0f) A(T),

/3

onde usamos (2.29). Uma vez que estamos supondo que k; # 3, a integral III é estimada
da seguinte forma:

|[I11| = //Uuk zk, zksd:vdt
RJ
- //Rd uﬂzkl,@zﬁdxdt //RS u“zﬁzﬁkdd:vdt
1/2
< //a|u\2|Vz\2dxdt //J|D2z]2da:dt |
0 JR3 0 JR3

Utilizaremos na préxima limitagao a estimativa LP do termo D?z dada por

1D%2]l, < CIVEl + [[Vellp + [lully),

que sera demonstrada no Capitulo 3. Desta forma,

T T
/ / o|D?*z*dxdt < c/ / o([VE? 4 |[Vw|? + |ul?)dzdt
0 JR

< // (plil? + [Vul? + uf?)dodt
CO+C’f)+CA1( )

IN
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onde usamos o Lema 2.9 (c). Por outro lado, temos

T T
// 2|V 2 2dedt < 2/ / (P [Vl + |uf2| V|2 dudt
0 JR3 0 JR3
T 1/2 T
< 2(/ / |Vu\2dxdt> (/ / |u]4|Vu\2d:cdt>
0 JR3 3
T /3
+2</ / |u]6drzcdt> (/ / |Vw| dwdt)
RB R3

< (Co+ CHYVA((Cy + Cf) + M,)?
+(Co+ Cp)*P((Co + C) + Mq)l/?’,

1/2

onde usamos a estimativa (2.22).

Logo, a estimativa do primeiro caso esta completa.

(ii) O segundo caso é quando todos os subindices, os quais correspondem & derivadas, sao
iguais a 3 e pelo menos um dos sobreindices, os quais correspondem a coordenadas, é igual
a 3. Suponhamos, sem perda de generalidade, j; = 3. Procedendo de forma anéloga ao
caso anterior, basta considerar as trés integrais I,II e III. As estimativas para as integrais
I e II sao de maneira idéntica ao caso anterior. Devemos nos preocupar somente com a
integral III que ¢é trabalhada da seguinte forma:

T
— J1 ,J2 533
I = / / ouy 22z drdt
0 JRY
T T
- — J1 52 J3 J1 ~J2 .73
= / / ou’ 22 . zhdrdt — / / ou’t 232 2% dxdt
0 JRY 0 JR
T
— J1 ~J2 ~J3
/ / ou 212 213 d.S,dt.
0o Jor3

Neste caso, como estamos considerando j; = 3, o termo de fronteira é nulo devido a
condi¢ao u® = 0 em JORY.

Logo, seguindo a mesma estimativa do caso anterior, segue que

T
11| < C’/ / olu||Vz||D*z|dzdt
0 JR3

</ / olul |Vz2dxdt)1/2 ( /T /R 0D222>1/2

< C(Ch+CP)((Co+ C) + My)* + C(Co+ Cp)((Co + Cp) + M)

IN
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e a estimativa para o segundo caso esta completa.

(iii) O caso restante ¢ quando todos os subindices sdo iguais a 3 ¢ nenhum dos sobreindices
é igual a 3. A tnica diferenca deste caso para o caso anterior diz respeito ao termo de
fronteira na integral III. Sendo assim, trabalharemos somente com tal termo de fronteira

que é dado por
T
TFE/ / oul 212 23 dS, dt.
0 JoRr3

Utilizando a condi¢ao de fronteira sobre z, TF é estimado da seguinte maneira, onde
usaremos (2.26):

T
TEF = // o K 2ut w23 dS, dt
o Jors

T
— / / [0 K 2(x3 — 1w/ uu’®),,dxdt
0 JRIN{0<z3<1}

T
= / / o K 2ul w2 uP dadt
0 {0<23<1}

T
+/ / (x5 — 1)o K (ul v + v/ ul? w’® + v vl )dadt
0 J{0<z3<1}

T T
C’/ / a]u|3dxdt+0/ / o|Vul|lu|*dzdt
0 JR3 0 JRY

1/2

T T 1/2
C //|u\2dxdt //|u|4dacdt
0 JRE 0 JR3
. 1/2 T 1/
+C ( / / ]Vu|2da:dt> ( / / yu\4dxdt>
0 JRY 0 JRE

< C(Co+Cp)'2((Co + Cp) + M2,

IA

IA

2

onde usamos também a Proposicao 1.5. Isso conclui as estimativas para o lado direito de

A (T).

Desta maneira, temos uma estimativa do seguinte tipo

Ai(T) + Ap(T) < C(Co+ Cp)’ + C(Co+ Cp)" Y (A1(T) + Ay(T))", (2.31)

p>1

onde a soma acima é uma soma de um numero finito de termos. Dai vejamos que podemos
estimar A;(T) + Ay(T) por 2C(Cy + C;)?, possivelmente alterando as constantes C' e 6, com
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a condi¢ao de que Cy + Cf seja suficientemente pequeno. Para fechar a estimativa desejada

consideremos a funcao
g(&) =« <25P+1> -,

p>1

onde e = C(Cy + C})°.
Se p é o menor expoente p da soma acima, temos para £ € [0, 1] que

g€ = ey pert-1

VAN
Q)
s
N
(]
]
N———
|
—_

p>1
< ghtl <Z 217) — ¢
p>1
= 5[5” <Z2p> —1] <0,
p>1
( )
) 1 1
paras>0talques<m1n<z , 75 (-
p
\ p>1 J

Desta forma, para e > 0 suficientemente pequeno, g é descrecente para £ € [0,1), g assume
valor negativo em 2¢ e ¢g(0) = ¢ > 0. Logo, existe 0 > 0 tal que g(d) = 0, com g(£) > 0 em [0,0)
e g(&) < 0 para valores de £ proximos de § e £ > §. Veja figura abaixo.

Como ¢g((A; + Ay)(t)) > 0 para todo t > 0 (em virtude de (2.31) e da defini¢do de g),
(A1 + A2)(0) =0 e (A + A)(t) ¢ uma fungao continua, concluimos que

(A, + A)(T) < § < 2,

isto ¢, obtemos (2.25).
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C(Co+Cp)’ 1

) 2e
| ¢
g(é)
2.3 Estimativa com Expoente Fracionario
Nesta secao estaremos interessados em obter as estimativas
T
sup 015/ |Vul*dz —i—/ / o' plu|Pdadt < O(Co + |Juo|| s + Cf)° (2.32)
0<t<T R3. 0 JRY
e
T
sup 02_5/ plu|*dzx +/ / o> 5| ValAdzdt < O(Co + |Juo| s + Cf)° (2.33)
0<t<T R3. 0 JRY

como dado inicial ug € H*(R3). Estas estimativas sdo extremamente importantes para se obter a
integrabilidade local do tempo da seminorma de log-Lipschitz do campo u (em relagao a variavel
x) numa vizinhanga de ¢t = 0. Para isso supomos adicionalmente que

/Ooor(t)HVf(.,t)HmdtJr/OO/ o" ()] i 2dadt < Cf, (2.34)
0 0 JRY

para algum r > 2.
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2.3.1 Estimativa com Expoente 1 — s

Comecaremos estimando o termo com expoente 1 — s. A técnica para se obter este tipo de
estimativa consiste em escrever a solugao suave u do problema original como sendo

uU="v+w,

onde v é solu¢ao suave de um problema linear homogéneo com condi¢ao inicial vo(z) = ug(x)
e w corresponde a solugao suave de um problema linear nao-homogéneo e com condigao inicial
wo(z) = 0. Obteremos a estimativa para v através da teoria de interpola¢do com dado inicial

uyg € H S(]Ri) e a estimativa para w sera obtida sem a necessidade do fator o!=%, visto que a
condic¢ao inicial é nula.
Para isso, consideramos o operador diferencial £ = (£!, £?, £?) dado por
LI(2) = p# —pA2 — Ndivz;, j=1,2,3, z=(z'2%2"),
onde Z = z; + uVz (a derivada material de z, em relagdo a u; v. Defini¢ao 1.7).
Sejam v e w as solugoes suaves de
L(v) =0, em R?
(v',v*,0%) = K~ (vy,,v2,,0), em OR3 (2.35)
v(.,0) = uy,
e ~
L(w) ==V (P —P)+pf, em R?
(w', w?, w?) = K~ (w},,w2,,0), em OR} (2.36)
w(.,0) =0,

respectivamente. De forma analoga a estimativa de energia, obtemos

T
sup/ p[v]de—l—/ / |Vv\2dxdt§C(ﬁ)HuoHig(Rs)
R3 o JRr2 *

0<t<T

T
sup / plw|*dz —i—/ / |Vw|*dzdt < C(p)(Co + Cy).
R3 0 JR3

0<t<T

A idéia consiste em obter a estimativa (2.32) para s = 1, quando ugy € LZ(Ri) es =0,
quando uy € H'(R3) e obter, via interpolagdo, a estimativa desejada para qualquer s € [0, 1],
desde que ug € H*(R3).

Teorema 2.10. Sejam s € [0,1] e v a solu¢do suave de (2.35). Se ug € H*(R3), entdo

T
sup Jl_s(t)/ |Vv|2dx+/ / o7 (t)plo]*dudt < C||U0||§JS(R3)'
R% 0 JRY ’

0<t<T
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Demonstragao: Multiplicando a equagao pi?! = pAv? + A(divv); por vf, temos

= 9098 = e + Nt )

Integrando em R? | temos

/p|1’)\2d:v—/ P u. Vv dx
R3 R3

+ +

= u Avjvfd:v—l—)\/ (divv),vldx

3
RY R

R}

—)\/ (divv)(divv)tda:+)\/ (div v)v/17dS,
R3 B

3
+

Vol Volde + ,u/ 0!V vdS,

3
OR3.

T R}
= —Hi/ |Vo|*dx — Ad |divv|2da:—|—,u/ vivlvkds,
2 dt R‘i 2 dt Ri— 8R3—
= ———<u |Vol“de + X [ (dive)*dx + pK ™~ Hv|*dS, ¢ .
2dt R3 R3 OR3
¥ i ¥

Logo,

1 . . .
5% (uHVvH%JrMIdWU|!§+u/ K 1\v|2d5x) +/ plo]*da
RS R

= / pt? (u.Vo?)dzx
R3

+

1/2 1/3 1/6
c(p) ( / p\vﬁczx) ( / pru|3dx) ( / rw\@‘dx>
R3 R3 Ri

+ +

C(p)(Co + C5 + My)||pv]|2|[Volls.

IA

IN

Definindo F' = (A + ) divo e @F = vf — vy, temos
- ik
A+ AV = Fp + (A4 )@l

e a seguinte estimativa

1Voll, < CUIE], + 1@l + oll,);

v. demonstracao do Lema 2.9 (b). Procedendo de maneira anéaloga & demonstracgao do item (c)
do Lema 2.9, obtemos

IVEll, + 1Y@, < Cllpoll, + Vol + olly).
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Desta maneira, pela desigualdade de interpolagao (Teorema 1.5) e estimativa (2.22), vem que

IN

[ pitwsviyiz < Clipill (llell + o + 1)

3
+

IN

C(Co+Cp)’llpills (I1Vello + IV + 1V Fll2)

(
C(Co + Cp)’llpill2 ([[Voll2 + [[pol]2 + [[v]]2)
C(Co + C)’lp0l]2lI V0|2 + C(Co + Cy)°l]p0l 13
+C(Co + Cp)°|lpv]2]]v]l2
C(Co + Cy)’l|Vo|[5 4+ C(Co + Cp)°[ 00113 + Cllolf3
_ 0(co+of)9/ |w|2dx+c<co+cf)9/ olof2da
R3 R3

+

IN

IA

+C(Co + Cf)e / |’U|2d£L‘.

Ry

Assim, utilizando o fato de que (Cy + C)? ¢ suficientemente pequeno, obtemos

1d . _ .
m( Vol + Al divolf+p [ K 1rv|2dsx> w [ o
oR? B2
< C'/ |Vv|2dx+C’/ lv|*dx. (2.37)
R? R?

Suponhamos que ug € H 1(]1%1). Integrando esta expressao em (0, ), temos

)
2 Ju

)\ T
|VU|2dx+—/ |divoltds + & K_1|v|2d5z+/ / plof*dzds
2 Jps OR?. 0 JRY

3 2
T ¥
2 A 2
|Vuo|*de + = | div up|“dx
2 R3

5
2 Jry 3

T
+E K uol*dS, +C’/ / lv|*dxds
2 IR 0 JRE

IA

< CHUOHiIl(Ri)‘

Suponhamos agora que ug € L?(R?). Multiplicando (2.37) por o = o(t), temos
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1
——0 ,uHVngjL)\Hdiva%—i-,u/ K 'v]*dS, +0/ plv)*dx
2 OR?. RS
1d
+-— /LUHV’UH%—l—)\UHdiVUHg—l-/LOéU/ K |v]*dS,
2dt 8R§r

< O'C/ |VU|2dx+C/ lv|?dz.
R3. R3

+

Integrando em (0, t), temos pela estimativa de energia

A T
O'HHVUHg + 0—||divv||§+aﬁ/ K_1|v|2d5’w—|—/ / op|v|*dzds
2 2 2 Jors. 0 JrY

T T
< / / 0'|VU|2dxds+/ / o'| divv|*dzds
o Jr3 o Jr3
T T T
—l—// O'/KI‘U|2ddex—|—U/ / \Vv|2dx—|—C’/ / |Vv|?dxds
0 JoR3 0 JR 0 JRE

< Olluoll3.

Portanto, temos as seguintes estimativas para v

T
sup / |VU|2d:E—|—/ / p|1')|2d:rdt < C||u0||12L11(R3)
0<t<T JR3 0 JR3 *

0<t<T

T
sup a(t)/ \VU\Qdat—l—/ / o(t)p|v|Pdzdt < CHUOH%Q(RS).
R% o Jr3 -

Assim, para cada t > 0 fixado, os operadores

T: LQ(Ri,dx) — [LQ(Ri,d:IJ)]?’
ug +— Vo

e
T: H'R3,dz) — [L*R3,dx)]
ug — Vo
sdao continuos com ||T|| = My < Co(t)"Y/% e ||T|| = M; < C respectivamente. Pelo Teorema

1.21, segue que (L*(R%), H'(R%))s2 = H*(R3). Logo a aplicagao linear

T: HS(]Ri,dx) — (LQ(Ri,dx))?’
uyg +— Vo
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¢é limitada e além disso,

1—

IT|| < C* o) 7" C" = Co(t)™ 7,

ou seja, temos

sup a(t)l_s/ [Vo|*da < C||U0||?{s(R3)'
0<t<T R} i

Além disso, os operadores

S: LAR3,dz) — L2((0,T) x R®, o(t)dtdz)

Uy +—> U

S: HYRY,dx) — L*((0,T) x R3,dtdx)
Uy +—— U

sao lineares continuos. Novamente pelo Teorema 1.21, temos (L*(R?), H'(R3)),o = H*(RY).
Pelo Teorema 1.22, obtemos

(L*([0,T) x R%, o (t)dadt), L*([0, T] x R%, dxdt))s 2 = L*([0,T] x R, o' ~5(t)dxdt).
Logo, a aplicacao linear

S H5((0,T) x RY,dtde) — L*((0,1) x R3, o' ~5(t)dtdx)
Uy +—> U

é linear limitada, ou seja, existe C' > 0 tal que

/ / (0)plodadt < C|Juo |2
R3

Hs(R3)
Portanto, se ug € H*(R3), vale a seguinte estimativa
sup o' ¥(t )/ Vol d:):+/ / () plo|*dzdt < C’||u0||Hs E2)
0<t<T R
que ¢ a estimativa desejada para v. [ ]

Para estabelecer estimativas semelhantes para w, necessitaremos de uma limitacao que sera
demonstrada no préoximo lema em seu caso geral, mas que serda apenas utilizada para o caso
particular p = 2.

Lema 2.11. Seja w a solugdo suave de (2.36). Entdo

V(A + ) divew — (P = P)l, < C(llpaly + [l pf 11 + [V ewllp + [fw]],).

73



Demonstracao: De maneira anédloga a v, podemos escrever a identidade
A+ p)Aw’ = Fyy + (A + p)@3f + (P = P)a,

onde ' = (A + p) divw — P(p) + P(p) e 0/ = wi, — wy.
Pela mesma demonstracao do Lema 2.9, garantimos que

IVE[, + [IVQll, < Cllpilly + [[Vwll, + lwll, + o fIl),
ou seja,
IVEl, = |IV((A+ ) divew — (P = P))||,
< C(llpwlly + llpfllp + [Vwlly + [[w]lp).

Agora vamos obter estimativa semelhente para a solugao suave do problema (2.36). Como
wy € nulo, obteremos estimativas sem os pesos que se fizeram necessarios para a estimativa de v.

Teorema 2.12. Seja w a solugdo suave de (2.36). Entdao

T
sup / |Vw]2dm—|-/ / plw*dzdt < C(Cy+ Cf)?.
0<t<T JR3 0 JR3
Demonstragao: Multiplicando (2.36) por w! e somando em 7, temos

pli)? — pidu.Vuw’ = p(Aw?)w! + A(div w);w! — (P — P);w] + pfiw].

Integrando em R? | vem

/ p[u';]de—/ pidu.Vuwldr = —u/ (V) (V! )dx + p wl (Vu?).vdS(z)
R? B2 R? oR?

_A/
7

+/ pfiwldz.
R

3
+

(div w)(divw)dx + /R3 (P — P)(divw),dx

Dai,

(P—ﬂmma

d A
/ plilPde + — E/ |Vw|2dx+—/ |divw[2dx—/
R3 dt 2 Ri 2 Ri R
- /Ri

+u/ w{(ij).l/dS(x)—F/ pfiwldz
oR? B2

L+ I + I3 + Iy

3
+
pwju.ijdx—/ thgdx

3
Ry
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Vamos estimar cada integral separadamente. Temos que

L, = / pwju.ijdx
R

3
+

1/2 1/3
< C(/ pledw) (/ plul‘”’d:c) [Vwlle
R3 R3

+ +

Ry

1/2
< C(Co+ Cyp)f ( I p\w\%@ (lloills + 119wl lz + 1£1]2 + lhwllz + 1P = Plle)

< CG+ O + G+ Cp)' [ plifds+C(Co+ Cp) [ [Vulda,

3
R3 R%

onde usamos a estimativa de energia, (2.22) e estimativa do mesmo tipo do Lema 2.9 item (f)
para w.
Pelo Lema 2.11 e seguindo a demonstracao do Lema 3.3 de [28], segue que

IQ = — / thgdl'
R

3
+

= —/ P’(p)ptwgdx
R3

+

= / P’(p)div(pu)wj:dx

— / P’(p)(u.Vp)wgd:U—l—/ P'(p)pdivudivwdx
R

3
R+

< / V(P—P)udivwdm—i—C’/ |Vu||Vw|dx
R R3

— A;mﬂp—ﬂmmwmmi/

(P — P)(divu)(divw)dx+0/ |Vu||Vw|dx
R Rf—

3
w—ﬁmvmwmm+c/iwmwmm
RS

3
+ +

- , (P - P) - P-P
(P—P)u.V(dlvw— y >d:10—/R (P—P)u.V(AjLu)dx

3
+

-

—l—C’/ |Vu||Vw|dz.
R

3
+

5



Seguindo com a estimativa de I, obtemos
. (P—P) 1 / _
I, < C Vi1d — dr — —— NV((P—-P))d
2 < Rilu| <1vw N a x e Riu <( )) x
+C/ \Vu||Vw|dx

=)
= 0/ u| |V divw — L =) d:c+0/
R At p R
~\ 2
V(divw—(P_P)>
A+

3
< C(C'0+Cf)9+C'(CO+C'f)6/ p|w|2dm+0/ |Vu|2dx+0/ \Vw|*dz.
3 R R?

R +

divu(P — P)?dz + C/ |Vu||Vw|dx
R3

3
+ +

< CO(Cy+Cy) /

R

d:z:+0/ \vu\2daz+c/ |Vw|?dx
R% R%

3
+

Quanto a I3, temos:
I3 = / pfiwldx
R

— / pf? (i’ — u.Vw!)dx
R

3
+

1/3 1/6 1/2
< C(Co+cf>9/, plib|2d + C (/ p]f|3dac> (/ |u]6da:) (/ |vw\2dx>
R3 R% R? R}

+ +

1/2 1/2
\Vu\zdx) (/ |V'w|2d:c> :
R R3

< C(Co + Cf)e/ ,O"w‘zdilf + C(C{) + Cf)a (/
+ +

Ry

Finalmente para I, temos:

I, = u/ w! (Vuw’).vdS(z)
OR3



Logo, concluimos que

/ pli|*dx
R3

+

+<g/
R

C(Co +Cp)f + C(Co + Cf)a/ Vul2dr + c/ V|| Vewda
R3 R%

|vm%m+§/ mwax—/‘guJﬂmmmx+ﬂ K|w|?dS (x)
2 Jry RY 2 Jory .

IA

+CO(Co + ) /

p|w|2dx+0/ IVw|*dx
RS R3

+

1/2 1/2
+C(Cy + Cy)° (/ |Vu|2dx> (/ \Vw|2da:) :
R3 R?

+ +

Integrando em (0,¢) e utilizando o fato de que C(Cy+ Cy)? é suficientemente pequeno, obtemos

! 1
/ / plifPdzds + —/
0 JR? 2 Jry RY

C(Co+ Cy)? + / (P — P)(divw)dz

R

|Vw|2dx+%/ |divw|2dx+g K|w|*dS(x)
3

ORS,

IN

3
+

. 2 o 1/2
+CM, (/ / |Vu]2d:cds> (/ / |Vw]2d:cds>
0 JR 0 JR3

< C(Co+Cp)l 4 C(Cy + Cf)a/ |Vw|?dz.

R

Dai, usando novamente que Cy + C é arbitrariamente pequeno, obtemos o resultado. [ ]

Agora sim estamos aptos a concluir a estimativa (2.32). De fato, como v e w sdo solugoes
de (2.35) e (2.36), respectivamente, e uy = vy, podemos garantir que u = v + w. (Aqui estamos
usando a unicidade do sistema linear £(z) = V(P — P) + pf com a condigio inicial z—q = uq.
Notemos que z = v+w e z = u s@o solugoes desse problema). Desta forma, pelos Teoremas 2.10
e 2.12, obtemos (2.32).

2.3.2 Estimativa com Expoente 2 — s

O objetivo dessa subsecao sera estabelecer a estimativa (2.33). Neste caso, ndo necessitaremos
separar a solucao u como soma de outras duas fungoes e nem necessitaremos do argumento de
interpolagao, como foi feito na subsecao anterior. Porém para se obter tal estimativa necessitamos
da estimativa (2.32).
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Teorema 2.13. Sejam s > 1/2 e u a solug¢io suave de (2.1) com uy € H*(R?). Entao

e+ Cy)P. (2.38)

T
S / plif2dz + / / 0?7 |Vifdzdt < C(Co + |luo|
R3 0 R:j_

+

Demonstragao: Tomaremos mais uma vez a equacao do momento escrita como
pt + P; = pAw’ + Ndivu; + pf”.

Como em [16] e [28], aplicando o operador o™ (9;(.) + div(.u)), para m > 1, temos

o™ pulw! + oM pu. VW + o™i Py + o™i div(Pju)
= po™i (Au] + div(uAu’))
+ Ao (8,05 div u + div(ud; div u))
+o™ i f + ampukf,‘g.

Notemos que

O.m

— (p0(1a) + pu.V (10]))

= o (% pli) - Foria's

o pilw’ + o™ pu. NV =

— 5 pilif? + S pu Y (il?).

Integrando em R? | temos

(U—/ p|u|2dm> - —0’0’”_1/ plu*dx
2 R3 ‘ 2 R3

+ +

3

- —am/ W (Pj; + div(Pju)) dx
R

3
+

_me/ W (Aul + div(uAw!))dz
R3

+

+Ao™ / W (0,0; divu + div(ud; div u))dzx
R

piid 1 + pu fl)dx

+
Q
3
%\

Il
™
=
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Vamos estimar cada termo separadamente. Integrando por partes,
N, = / o™i (9,P, + div(Pyu)) da
R3

= o" / W) P’ pyd — / o™V PdS,
RS OR3

—i—am/ uinuk—/ o™’ Pyu.vdS,
R3 OR3
+

+

= am/ JP'( pdivu—u.Vp)dx+am/ i) PyuF da

7
O'm/

= am/ P'pii div udz + o™ /(P P) (i k,u - duf)da
RS R3.

P’pu] divudr — o / aj:u.Vde

RS

%

jku + uku Mdr + o / (P — P)iluf1ids,
aR3.

%

O'm/ (] u.v)dS, — O’m/ (P — p)(ugkuk + uiuf)dw
OR R3

= —g™ / (P'pidd divu — Py + Pigu) da
R3

+

< C(p)a™|[Vullo| [Vl
< C(p)C(e)a™||Vullz + C(p)ea™ ||Vl l3.
Ny = W (Aul + div(uAu’))dz

(W, + 0 (uPud)) ) da

/ wul, d:v—/ ujuitudex}
oR?.
/ il u u”dx—/ Wbl v*ds,
R3 ORY.
/ wl (w), — (u.Vul)y)dw —/ W ul,v*dS,
RS,

T k000
/ al uFul vl ul)dx—/ wuuv'dS, ¢ .
R3. IR
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Proceguindo com a estimativa de Ny, segue que

Ny = —puo™ / |Vu]2dx—/ ukukuldx—/ ukuukldx—/ wul,v*dS,
R3 R3 R3 oR?

+ + +

+po™ / (il uFu] 4 i ubul ) da —/ wuFul V' dS,
RS oR3
= —uo™ / |Vu]2dx—/ ukukuld:v—i-/ (il u uk—i-ukuluk)d:v—/ Wl ds,
R3 R3 R3 OR3
T T + T
+po™ / (il uFu] 4 ubul ) da —/ wluFulv'ds,
R3 OR3.
= —uo™ / |Vi|*dx —/ (il vk — @ ubl, + wdubul )do
R% R3

m S DA R <Jo.k, 3.
+po / . (W up, " — duulv')dS,.
OR3
Para estimar o termo de fronteira acima, escrevemos

,uam/ (ujuktl/k — uku ul 1dS, = Ny + Noy,
OR3.

utilizaremos novamente que para toda h € (C* N WH)(R?), tem-se
/ h(z)dS, — / (h(z) + (2 — 1)ha, (2)]dz.
oRS, {0<a3<1)

Observemos primeiramente que podemos assumir que 7 # 3 em Ny e k # 3 em Ny uma vez
que u® =0 em 8Ri. Estimando cada parcela separadamente, temos

Ny = —,uam/ u3tdS
ORY
= —po™ K=Yl ds,
RS,

= —po™ K (00 — vbul)dS,
o3

= —puo™ K~ Hal*dS, + po™ K Y ubulds,
oRS. ORS.

< po™ K~ Y u ] dS,
oR?

— /Mm/ K (@0t u + (25 — 1) [igu®uf, + @ ufug + i utuly])da.
{O<$3<1}
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Assim,
Ny < C’uam/ (Vatl[ul [ V| + ]| Vel Ju] + [l [ Vul2)da
R
—uam/ (23 — 1) (K alurul + Kl ufud, + (K1)l ubud)de
{0<w3<1}
—l—,uom/ K~ Yy — Dddu*udptds,.
{1‘3:0}U{1‘3:1}

Notemos que este termo de fronteira que aparece na estimativa acima é nulo, pois em x3 = 0
temos u** = 0 e na parte x3 = 1 o termo (z3 — 1) anula o integrando. Desta forma,

Ny < Cdm/ (IVallul[Vul + [l [Vl [u] + @] Vul*)dz
Y
A outra parcela de fronteira é estimada de maneira similar:
Nyy = ,uam/ (wufub)dS,
RS,
= po™ K (aduru?)dS,
RS,

= ,ucrm/ K_l(uiukuj + (x5 — 1)[u£3ukuj + uiu’guj + uiukué])dx
{0<z3<1}

IN

Cam/ (Valluf? + |Va|| Vol ju]) d

R3

—/ (25 — 1)(K'adube? + K Yadubu), + (K Y idube? ) de
{0<z3<1}
+,u0m/ (23 — 1)K~ (ihubu/v*)dS,.
{x3=0}U{x3=1}
De modo analogo, o termo de fronteira é nulo. Assim,
N < Cam/ (Vaulul? + [Vl [Vl [u] + Vil [u]?)dz.
B

Quanto a N3, temos:

Ny = )\Jm/ W (8,0, div u + div(ud; divu)) dz
R

3
+

= —)\am/
R
= —)\am/
=y

= N31 + N32 + N33.

(uth)dx + Ao™ /

RS

W DDjdx + / Wk Djpdr
R

W DwdS, + )\Um/ uj(DDj + uijk:)dx

: Ry

(@ Dy)dx + Ao™ /
R

3 3
+ +
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Observemos que

N33

Assim,

N3i + N33

IN

—Ao™ D(u] +u.Vud);d + 507”/

N31 = —)\O'm/ U;Dtdﬂf
R

3
i

= —)\am/
R

! Ddx + o™ / iWu.V Ddz.
3 3
+ R}

2

N = Som [ @(DP)da
R

3
+

A 4 A -
_ ——am/ u;|p;2dx+—am/ | DJ2dS,
2 R3 2 3

IN

Cam/ Vi |Vul*dz
3

RY

Ceo™ /
R

o™ / ukuijkdx
Y

—)\am/ (u;uka + ujuka)dx + Ao™ DyuFa? 7 dS,
R

oR?
—Ao™ /
RY

—Ao™ / W ufufukdsz
oR?
+

—Ao™ /
=y

A ; A o
——am/ uJ.|D|2dx+—am/ wv?|D|*dS,.
2 R3 4 2 3

i IRy

IN

\Vi|?dax + Cam/ |Vul*dz.
R3

3
+ T

3
+
Wu.V Ddx + Ao™ / (Wuf D + @ uf, D)dx

3
RY

ugu.VDdx + )\Jm/ Uiu?Ddx

3
R-‘r

. . A 4
—)\am/ w; Ddx + )\am/ wul Ddz — —am/ w}| D dx
R3 R3 2 R3
T T T
—Xo™ / uﬁde + 50’“/ |Vi|*dz + Co™ / |Vul*dz
RS R R3

+

\Vi2dr + Cam/ |Vu|*ds
RY

3 3
RS RY
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Continuando com a estimativa acima, segue que

N1+ N3z < —Ao™ D(Dt +u.VD + ufufﬂ)dx +eo™ /
R3. R

= —)\Um/

R

oo™ / Vilds + Co™ / Vul'dz
R3 R3

< —/\am/ |D|2dCC-|—€O'm/ |Vu|2dx—|—00m/ |Vul*dz,
R R3 R3

3
T +
Por fim, temos

\Vi|?dx + CO’m/ \Vu|*ds
= R
|D|?dx — )\am/ Du?uidw

R:

3
+

Ne = o [ (i fi + piid s
RS

+

5O_m—l /
R

+€0m/ p|u|2dx+00m+1/ IV f1?|ul|*dx
R3 RS

+

IN

pluf*dx + Co™ / FARCE:
RY

IN

5am1/ p\d[Qda:%—CJmH/ | fi|*dz
R3 R2.

+

1/2 1/2
+C 0_(3—35)/2 / |u|4dx O_(4m+1+3s)/2 / |Vf|4dl’
R3 RE

aaml/ p\u|2da:+CJmH/ FARE:
R3 R3

3
1/2
IV f |4d1‘) :

IN

+C(O() +Of)0 (O_(4m+1+35)/2/
R

uma vez que

O3l fdr < Co=32|u]|y| [ Vul |

1/2 3/2
= (CoB3)/2 / |u|*dx / |Vul*dz
R3 R%
3/2
C(Cy + Cp)ag®=39)/2 </]R3 |Vu]2>
T

3/2
= C(Cy+Cy) (/ 01_S|Vu|2dx>
R3

3
C(Co+Cy)’.

IN

IA
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Com estas estimativas, podemos escrever
o™ ) m _ .
— | plufdz)] — —do™ [ pluPde
2 R3 2 RS
+ t +

C(F)C()o™ / Vul2dz + C()eo™ / Va2 de
R3 R3

+

IN

—,uam/ |VU|2dx—|—C’0m/ |Vul*dz
R3 R3.

+

+Ceo™ /
R
-l—Cam/
R}
+eog™ ! /
R%

1/2
—FC(Co—l—Cf)e <O_(4m+1+3s)/2/ |Vf|4dl‘> 7
R},

|Vu|2d:v+0<7m/ \Vu|*de — )\am/ |D|?dx
R3 R3

3
+ + +

| ?dax + Cam/ lu|*dx
3

L

pli*dx + Cam+1/ | fe|?dx
R}

Integrando em (0,7, fazendo m = 2 — s e utilizando a estimativa com expoente 1 — s, temos

T
am/ plu|*dr  + / / o™|Vi*dzds
R3 0 JR3

+

T
< C(Co+Cp)? + C/ / o™ (|Vul|* 4 |u|*)dzds
o Jr3

T T 1/2
+ / A / | fi|2dxdt + / o9/ / \Vf|*dz | dt
0 R% 0 R%

T
< 0<co+cf)9+c/ / o (IVul* + |uf*)dadt.
0 R?‘_

T
Para concluir o resultado devemos estimar o termo / o?m / (|Vu|*+|u|*)dzdr. Utilizando
0 R3

o Teorema 1.5, podemos estimar o seguinte termo da seguinte forma:

T T
| o laltdr < [ ot ulll Tuliar
0 0

- 1/2 3/2
= / o** (/ |u|2daz> (/ \Vu\%x) dr
0 R3 R3

+

C(Cy + Cy)° /O ' o¥ s ( /R

84

IN

3/2
|Vu\2dx> dr.

3
+



Logo,

3/2
|Vu|2dm> dr

T T
/ o2 ulddr < C(oo+cf)9/ o <01_s/
0 0 R

< CO(Co+Cy).

3
+

Quanto ao primeiro termos, facamos como no Lema 3.3 em [28]. Pelo Lema 2.9 item (f),
estimativa de energia e (2.32), temos

T
/02_5/ |Vu]4dxd7
0 R3

T

= / 02_S||Vu||id7'
0

T -~ \3
< 0 [ I9ula (lpidla+ 19l + [l + 171+ 1P = Ple) o
T ~
< c / o2 Vulla (Jloil3 + 17wl + ul3 + 1713 + 1P - PI) dr
T
< CG+Cp'+C [ o Vulalpliar
0
T 1/2 1/2
< C(CO+Cf)0+C/ o / |Vul*dz /p\u|2dx /p\iL[de dr
0 R3 R3 R3
< C(Co+Cy)’

1/2 1/2
|Vu|2dx> <02_8/ p\d]de) (01_5/ p\u|2da:> dr
R3 R3

T +
1/2
,0|u|2dx> :

Novamente utilizando que Cj + C é suficientemente pequeno temos (2.33).

T 2s—1
—i—C/ oz 01_5/
0 R

< CO(Co+Cp)? +C(Cy+ Cf)? sup <02_8/
R

3
+

3
0<t<T 3
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CAPITULO 3

ESTRUTURA LAGRANGIANA

Neste capitulo apresentaremos o principal resultado deste trabalho que é o estabelecimento
de estrutura lagrangiana para o campo solu¢ao u do problema de Navier-Stokes (2.1)-(2.3) com
dado inicial uy € H*(R%) para s > 1/2, ou seja, dados tg > 0 e zg € R3, existe uma tnica
aplicacao X = X (., g, 1) € Cl(I;]RTj’r), t €l C[0,00), tal que

t
X(t) = X (o to) =30+ [ wlX(rim,to), 7).

to

Vamos supor também que irgf po > 0.
R

+

Para estabelecer tal resultado, procederemos como em [20], onde o campo velocidade u é
escrito como

U= Up, + up,

sendo up,,(t,.) um campo lipschitziano, em relagéo & variavel espacial, e up(t,.) é um campo log-
lipschitziano, também em relacao a variavel espacial, para cada t > 0. Além disso, garantiremos
que a seminorma de log-Lipschtiz do campo u(t,.) é localmente integrével em relagao a t.

A existéncia de tal curva integral X (¢; xo, t), como veremos abaixo, é garantida sem maiores
dificuldades. A dificuldade estd na unicidade de tal curva integral, mais especificamente na
integrabilidade local no tempo da seminorma de Lipschitz da componente uf,,, numa vizinhanca
de t = 0.

Na literatura podemos citar alguns trabalhos nesta linha de pesquisa. Inicialmente, temos
os trabalhos feitos por D. Hoff em [16] e M. Santos & D. Hoff em [20], onde tal estrutura
lagrangiana é garantida em todo o espago R", n = 2 e n = 3, para dado inicial vy € H*(R"),
sendo s > 0 paran = 2,e s > 1/2 para n = 3. Outros trabalhos surgiram posteriormente a estes,
como o trabalho de T. Zhang & D. Fang em [29], onde a estrutura lagrangiana ¢ demonstrada
para o caso bidimensional e coeficiente de viscosidade A = A(p) dependente da densidade p do
fluido, mas com dado inicial em H'(R?). Mais recentementes temos o artigo devido a D. Hoff
& M. Perepelitsa [19], que garante a estrutura lagrangiana no semiplano ]RTEL, com dado inicial
ug € H'(R2), e a tese de doutorado de P. M. Pardo [24], onde se mostra a estrutura lagrangiana
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para fluidos nao isentrépicos no plano com a velocidade inicial em H?®, s > 0, e com a hipdtese
de que a derivada convectiva da energia interna especifica seja de quadrado integravel.

Primeiramente, vamos apresentar a decomposigdo u = up, + up; cf. [19]. Para j = 1,2
podemos escrever a seguinte identidade juntamente com a condigao de fronteira

A+ p)Aw = F,, + (P — P),, + (A + p)wit,  em R
ul, = K~/ em OR?

Definimos u} por

(et wihle) = = [ (D=9 + T -y )P - Plydy
R+
_ / (D(x —y) + Tz — y*)y, (P — P)dy, =R, (3.1)
R+
Para realizar a integracao por partes da expressao anterior é necessario fazer a integragao sobre

o conjunto R? \ B.(x) e depois fazer ¢ — 0. Neste ponto aparecem dois termos de fronteira. Um
deles é o termo

/8 o (T = 3) T =) (P = Pds ()

que tende a zero quando € — 0, uma vez que (P — P) ¢ limitado, I'(z — y) + I'(z — y*) ¢é da
ordem 7! e |0B.(z)| é da ordem de £2. O outro termo de fronteira ¢ dado por

| 0=+ T =y )P = Plidsty)

e é nulo, visto que v/ = 0 para j = 1,2.
Temos que u) € L>°(R3), pela Proposicao 1.17, e satisfaz o seguinte problema

(A + M)A@% = (P — 15)%., em R}
(ufg)gc3 =0, em OR?
v. Secao 1.6. Além disso, fazendo a extensao par na terceira variavel de uf;, garantimos que ufD
satisfaz

(A + p)Aup = (P = P),,

no sentido das distribuicdes temperadas em todo o espaco R3. Dai, tomando a transformada de
Fourier, temos

—(\+ )Py = it (P — P).

Como (8xu§3) = ifiugg segue que

o o &&=
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Logo, pelo Teorema 1.9, concluimos que
IVebll, < CIP = Pll,, 1<p<oc.

Definimos v}, , = w’ — wp. Assim, u}.  satisfaz o seguinte problema

(A + ) A, = Fyy + (A + p)wlf,  em RY
(up,),, = K ()w(y), em OR?
Além disso,
IVurol, < [IVull, + Vubll, i
< C(F[lp + [lwllp + 1P = Pllp + llullp), 1<p<oo.

Necessitaremos também da segunda derivada da componente u}, . Para isso, faremos uma

nova decomposic¢ao. Definimos ugg por
wha) == [ Tl K 0)ui(5)as (),
ORY

Desta forma, ), satisfaz o seguinte problema (v. Secéo 1.6)

(A + ) Auj =0, em R3S
(up),, = K"/, em ORY

Logo, definindo v} = u}, , — u), obtemos que u} satisfaz

A+ p)Au) = F,, + (A + p)wi®,  em RS
wy) =0, em OR?

—

Seguindo raciocinio analogo & estimativa da pressao, podemos estender a equacao de uj a
todo o R? e tornar a transformada de Fourier da mesma. Assim,

—(N+ )€1 = i&F + (A + p)ipwik.

Como ((‘);vl\uf) = —&&uy, temos
O ) Orin) = 4+ O ) bed

Logo, pelo Teorema 1.9, segue que

ID*usll, < CIVEl, + IVwl],), 1<p< oo
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A segunda derivada de ug ¢ estimada utilizando um resultado de integral singular sobre o
bordo. Primeiramente, notemos que a primeira derivada de u}; estd bem definida e ¢ dada por

(p)o@) =2 [ Tulo =) K™ () (S (o)

onde
(%‘ - ?Jz)
(12 — gl* + 23)*/2

em 8R§r. Logo, pelo Lema 1.27 e Teorema 1.6 temos

FI;‘(x_y) =C

D%l < CR{{K ™ 011/ < ORIV,

Logo, .
D%l < C (IVFl, + Vel + [Vull,), 1< p< oo
O caso j = 3 é mais simples. Faz-se uma decomposicao semelhante & anterior. Como neste

caso, estamos trabalhando com com condigao de Dirichlet nula sobre o bordo, a definigao de u?
é dada por

O nupla) = = [ (C@=1) =T =y = Py

N /Rs (I'(z —y) =T —y"))ys (P — P)dy. (3.2)

Para se obter tal expressao de u% procede-se de maneira parecida ao caso j = 1,2, onde a
integral sobre OR? ¢ nula devido ao fato de I'(z —y) = I'(z — y*) e a integral sobre dB.(x) tende
a zero quando € — 0 pelo mesmo argumento do caso j = 1, 2.

Observe que u3, satisfaz o problema (v. Segao 1.6)

A+ w)Aup = (P = P),y, emRE
ud =0, em OR?

3

Desta forma, definindo u},, por u},, = u?

3 3 :
— up, observamos que uy,, satisfaz

A+ ) Au}, = Fpy + (A4 w2k, em RY
up, =0, em JR?

Utilizando o mesmo procedimento de extensao de cada uma das fungoes e aplicando a trans-
formada de Fourier como anteriormente, obtemos, para 1 < p < 0o, as seguintes estimativas

”VU?DHP < CHP - p”p
VU Ny < CUFI, + llwllp)
I1D%uf llp, < CIVE, + [[Vw,)
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Portanto, obtemos as seguintes estimativas com p € (1, 00)

IVupll, < ClIP — Pl

IVurully < CUFlp + lwlly + 1P = Pl + ull,) (3.3)
e
ID*upull, < CUIVEl,+[IVwl, + [[Vull,)
< CUVEIp + Vol + 1Elp + llwllp + llull). (3-4)

Observacao 3.1. O Teorema 1.9 utilizado nas estimativas acima, poderia ter sido substituido
por Operadores de Riesz, como pode ser consultado na pags. 87-88 em [11]. Neste caso, deve-
riamos compor dois operadores de Riesz.

3.1 Estrutura Lagrangiana para t; = 0.

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos o resultado principal deste trabalho que é a
estrutura lagrangiana para trajetorias, iniciando em tempo ¢ty = 0, do campo solu¢ao do pro-
blema (2.1)-(2.3). A dificuldade encontra-se na integrabilidade local na vizinhanga de ¢t = 0 da
seminorma de Lipschitz da parte up,. Nesta etapa ¢ que se fazem necessarias as estimativas
(2.32) e (2.33).

Apesar dos resultados nesta se¢cao serem para trajetorias iniciando em tempo t, = 0, na de-
monstracao do resultado principal, Teorema 3.2 abaixo, usaremos trajetoérias iniciando também
em tempo to > 0. As trajetorias iniciando em tempo ¢y = 0 serao denotadas apenas por X (; xo)
ao invés de X (t; xq, to).

Teorema 3.2. Seja u o campo do Teorema 2.2. Além disso, suponhamos que ug € HS(Ri), 5>
1/2, (2.34) seja satisfeita e que inf po > 0. Entao
RJr

(a) Para cada xo € R, existe uma nica curva X(.,x9) € C([0,00);R3) N C((0,00); R?)
satisfazendo

X (t, 20) = 70 + / Cw(X (. 20), 7V (3.5)
0
onde fazemos a identificacao X (t,z¢) = X (¢, xo,0).
(b) Para cada t >0, a aplicacio X (t,.) : R3S — R3 ¢ injetiva.
(¢) A aplicagio X (t,.) : R® — R3 ¢ sobrejetiva, com OR? invariante.

(d) Para cadat >0, V' = X (t,.)V € aberto para todo conjunto aberto V C R3.
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(e) Se t1,ty > 0, entio a aplicagio X (t1,y) — X(t2,y), y € R3, é Hélder continua. Mais
precisamente, dado T' > 0 tal que 0 < ty,ty < T, existem constantes positivas L e vy tais
que, para quaisquer yi,ys € RY

— Y
eLT

[ X (t2,y2) — X(t2,51)] < C(T)| X (t1,y2) — X(t1,91)] ’
com L e vy independentes de t; ety em [0,T].

(f) Seja M uma variedade parametrizada de classe C*, para algum « € [0,1), de dimensao
k =1 ou 2. Entdo para cada t > 0, M' = X(t,.)M ¢é uma variedade de classe C® de
dimensao k, onde 3 = aert”, sendo L e v sdo as mesmas constantes do item anterior.

Faremos a demonstracao dos itens desse teorema - resultado central desta tese - separada-
mente.

Demonstragao do item (a) - Existéncia: Para mostrarmos a existéncia de uma curva

satisfazendo (3.5) tomamos X?(.,7) como sendo a curva integral de u® com ponto inicial o €
3 . 2

R, isto ¢

t
XO(t, o) =z —i—/ (X7, m0), T)dr, t€0,00), (3.6)
0
onde u? é o campo suave aproximando; v. Observacao 2.3.

Mostremos que a aplicacdo X°(.,z) ¢ Holder continua em [0, 00) uniformemente em 4. Su-
ponhamos sem perda de generalidade ¢; < t5. Da igualdade acima, segue que

to
X (11, 20) — XP(tg,10)| < / [z, )t
t1

to
< ¢ [l IVt >3
t1

Vamos estimar separadamente cada um destes termos:

" " 1/2
/||u‘5||2dt :/ /|u‘5|2dx dt
t1 t1 Ri
to
< Oty —tp)Y? /
t1

< C(Co+Cp)((ts —tr) + (ts — t1)72),

1/2
(Oo + Of) + (C() + Cf)2/3/ |Vu§|2dx] dt)

R

onde usamos o Lema 2.9 item (a) e a estimativa de energia (2.21).
Para estimar o segundo termo fazemos

to to ~
/ IIVU‘SIIpdtSC/ (IEp + e[l + 1P = POl + [[u’]],)dt,

t1 t1
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onde usamos mais uma vez o Lema 2.9, item (b), e P = P(p%), P’ = P(3°), )’ = jp +é.
Prosseguimos estimando agora cada um dos termo do lado direito desta desigualdade.

O termo da pressao é facilmente estimado via interpolacao dos espacos LP, junto com a
estimativa de energia e (2.17):

to _ to - ~
/ 1PP — P, dt < / 1PP — PAIIPS — BI[lsndt < C(Co + Cy)(tr — ta).

t1 t1

Quanto as estimativas para F?° e w® elas sdao idénticas, e consideraremos 1, ¢, < 1, pois como
se pode ver pela estimativa que se segue, o caso tq,ts > 1 nao traz problemas na integrabilidade
no tempo e o caso t; < 1 < ty é estimado utilizando os dois primeiros. De fato, tal estimativa é
dada por

to [2)
/(!IF5!Ip+I|w5||p)dt < / (IE 1"V + [l Vw’l[3) dt
t1 t1

1-n

to 5 2
< C/ / (VU |? + |P° — P°|})dx
t1 Ri
g
X (/ (Plal” + |Vu|* + [u’] + |f|2>d:r> }dt
RS
: 1-n
2
<

|Vu6\2d:v>

3
+

NS

3
+

to
o(co+0f)9/ <1+/
t1 R
<o/
R
_ C(oo+cf)9/ <1+/ \Vu6\2dx> (/ (ap5|u5\2)dx> ot
t1 R3 R3

(0p5]u5|2)da:> o073 4 (/ (|Vul > + ]u5|2)da:> dt
R3
+

+
1—n n
2

to 2
+c<oo+cf>9/ <1+/ |Vu5|2dx> (/ (|vu5|2+|u5\2)dx> it
t1 Ri R3

+
= I+1I

onde na primeira desigualdade usamos a desigualdade de interpolagao (1.5), sendo 1 uma cons-
tante no intervalo (0, 1), e na segunda desigualdade usamos o Lema 2.9, item (c).

Utilizando agora a desigualdade de Holder, a estimativa de energia (2.21) e a estimativa
obtida para A;(7T), (2.25), obtemos
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1/2

to 1/2 to 1=n
I < C@b+@f(/‘a"ﬁ> / (Lﬁ/|VMPm: (/
t1 t1 Ri R3
to t
G
t t1 R

C(Co+Cp)(ty—t1) =

to 2
< 0(00+cf>9/ <1+/ |Vu5|2dx> <1+/
t1 R Ri
to 1/2 to 1/2
C(Co + )’ ( / 1dt> [ / (1+ / \vu5|2dx> dt]
t1 t1 Ri

< C(Co+Cp)’(ty — 1) [(t2 — 1)"/? + C(Co + Cy)’]
< O(Co+Cp) [(t2 —t1) + (ta — t1)"?] .

0
0p5|u5\2d:c> dt

1/2 4 lon

]Vu5]2da:> dt

IA

n/2
C(Co+Cy)’ (tln 0p5|u5\2dxdt>

3
+

IN

1—n n
2

|Vu§|2dx> dt

3
+

IN

Logo, concluimos que

| X (1, w0) — X°(ta, 20)| < / 2 [0 (- )||oodt < C(Co + Cp)°[(t2 — 1) + (2 — 1)), (3.7)

t1

para algum ~y € (0, 1). Isto nos mostra que a aplicagio X°(., o) : [0, 00) — R3 é Holder continua
em [0,00), uniformemente em 6. Desta forma, existe uma subsequéncia X% (., z), que pode
depender do ponto zg, e uma aplicagao Holder continua X (.,zo) tal que X% (., x¢) — X (., z0)
uniformemente em compactos de [0, 00). Resta mostrar que X satisfaz (3.5). No que segue, por
simplicidade, vamos escrever ¢; = §. Tomando o limite quando § — 0 no lado esquerdo de (3.6),
obtemos o lado esquerdo de (3.5). Resta verificar que podemos tomar o limite no lado direito
da mesma equagao. Para ¢ > 0 seja t; € [0,1) tal que
2C(Co + Cp)P(t +1]) <

w| ™

Como as aplicagoes X°(.,2¢), X (., 7o) sdo continuas e X°(.,9) — X(.,70) uniformemente em
[t1,1), existe um compacto K C @i tal que

X, m0), X(1,10) CK V7T €[t,t) e0 < << 1.
Logo, para T € [t1,t), temos (X°(7,20),7) € K X [t,t) que é um compacto de @i x (0, 00).
Como u® — u uniformemente em K x [t,t), existe § > 0 tal que

3

(X 7, 20), 7) = (X7, 20), )| < 5
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Além disso, como u é continua em K X [t1, ), existe n > 0 tal que se (2, ), (z”,t") € K x[t,t)
com |(z',t") — (2" — t")| < n, entdo
£
Yy " < .
ol )~ ", ) < 5
Como X°(., o) — X (., 1), existe § > 0 tal que
(X (7, @0), 7) = (X (7, 20), )] < .

Logo,
€

3(t—1t1)

Assim, para todo € > 0, usando também a segunda parte da desigualdade (3.7) temos

/0“ {UJ(X(S(T’ 20),7) — u(X(7, %), 7)] dr

lu(X°(7,20), 7) — u(X (7, 20),7)| <

/O t [u‘s(xﬁ(r, 20), 7)dr — u(X (7, 20), 7) (ﬂ

+

/tlt {UJ(X(s(Tv 20), T) — u(X (7, 29), 7)] dr

t1 t1
S O A e
t
—l—/ {UJ(X(S(T,I'O),T)—U(XJ(T,$0),T>1dT
t1
t
+ / lu(Xé(T, xo),T)—u(X(T,xo),T)] dr
t1
< 20(Co+Cp)l(t +1])
¢ 19 t 19
v ———dr+ [ ———dr
/tl 3 t—tl) t 3(t—t1)
< S48 4c
- 3 3 3 7

Logo,
t
X(t,z9) = o +/ w(X (7, x0), 7)dT.
0
m

Quanto & unicidade, obteremos uma estimativa mais geral que sera ttil posteriormente.
Consideramos duas curvas integrais Xi (., 71) € Xa(.,¥2) que comegam em y; e yo respectivamente
e vamos mostrar que elas dependem continuamente de y; e yo (mais precisamente, veremos a
desigualdade (3.8) abaixo). Para isso, demonstraremos o seguinte lema:

Lema 3.3. Seja T' > 0. Entao existem constantes C > 0,~v > 0, tais que

/T<u('>t)>LLdt <CT".
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Demonstracao: Pelo Lema de Fatou, é suficiente fazer a estimativa para o campo aproximado

u®, uma vez que

6—0

/OT<u(.,t))LLdt < liminf /OT<U5<., D)t

Para verificar tal integrabilidade local no tempo, faremos esta verificagao para up (., t) e uf, (., t)
separadamente. Pelo Corolario 1.18, as formulas de representacao (3.1) e (3.2), e pelas estima-
tivas (2.21) e (2.17), temos

t

¢ [ (1P = Pl + 1P~ Plldr
0

< (Ct.

O\“
=
*UOW
3
=
\]

VAN

A integrabilidade local no tempo do termo (u},(.,7)) ¢ bem mais delicada e nesta parte

necessitaremos da condicao ug € H S(Ri), para s > 1/2. Notemos primeiramente que

t t t
[ bnmdr < [ dsdr < 196
o o 7 0 ’

Para p > 3, temos

IVtgulle < CUIVUpll2 + 1D, ll,)
< CUIF2 + (w2 + [[u’ll2 + IV E°[], + [V ||, + [[Ve’]],) ~
< CUIVulla + 110" = plla + [1€ll2 + [[o@ [lp + [l + [l + 1P = POl + [Ju’l],),

onde usamos (1.1), (3.4), (3.3) e 0o Lema 2.9 .
Os termos ||Vu®l|, [|p? —pl|2 € ||u||2 sdo integraveis em [0, T], devido & estimativa de energia.
Para os demais termos, tomando agora p no intervalo (3, 6], temos

1Elp + 1wl < CUFll2 + [IVE ]2 + [|w’[[2 + [V’ |2)
< C(llptll2 + [IVu'll2 + [l0° = All2),

onde usamos a Proposicao 1.5 e Lema 2.9.
O tinico termo problemético com respeito integrabilidade no tempo ¢ ||pi°||5 e serd tratado
separadamente. Os outros fatores da estimativa de Vug,, sao estimados da seguinte maneira:

- -~ - p—2
|1P° — P°l|, < ||P° — P||3/7||P° — PP

1], < C([e’[[2 + [[Vu’[]2).

Estes termos também nao oferecem problema na integrabilidade em [0, 7).
Agora trabalharemos com os dois termos restantes, ||pi||s e ||pi’]|,, que sdo justamente os
fatores em que a integrabilidade no tempo precisa ser feita com mais detalhes.
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Para qualquer s no intervalo (0, 1), temos

1/2
/ |p"||odt < C/ (/ p]u6\2dx> dt
R3
ro 1/2
= C/ o2 / 1= 0|0 | e dt
0 R3.
1/2
< o o) ([ o)
0 R3.

< CTS/2,

onde na tultima desigualdade usamos (2.32).

Agora, para s > 1/2en = , temos

T
/ |||, dt < C/ [10°]]5~"|| Vel [[3dt
0

1—n

C/OT (/Ripgméfdx) 2 (/R

+

IN

1—n

n/2
|vu5|2dx> dt

T 2 n/2
= 0/ o 018/ Pl |Pda 025/ \Vad|2dx | dt

0 R3. R3.
T 1/2 T 1=

< o[ o) /( / gl-qpmzdx) ( /

0 0 R3. R3

+
< CT =

n
02_3|Vu5|2d:r> dt

onde usamos (2.32) e (2.33).

Observemos que para se ter integrabilidade no tempo da primeira integral que envolve so-
mente o, devemos ter 1 +71n — s < 1, que equivale a p(3 — 2s) < 6. Como 3 < p < 6, temos
obrigatoriamente s > 1/2.

Logo, para s > 1/2,

/OT<u(.,t)>LLdt < 1iminf/OT(u5(.,t)>LLdt§ /OT(u‘SP(.,t»LLdt—l—/OT<u‘}7w(.,t)>LLdtg C.

6—0

Demonstracao do item (a) - Unicidade: Sejam X;(.,41) € Xa(.,y2) duas curvas integrais
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comegando em 7, e 3, em R respectivamente. Desta forma,
t
| X1(t,y1) — Xo(t, )] < |y — 32 +/ [u(X1(7,91), 7) — u(Xo(T,y2), 7)|dT
0

< |yl_y2|+/0<u('a7_)>LLﬂ(|X(7-v?/1)_X(Tvy2)|)d7-v

onde p foi introduzida na Observagao 1.12. Pelo Lema de Osgood, segue que X; = X5 se y; = ys.
|

Mais geralmente, da estimativa acima temos de (1.3) que

exp ( /Ut(u(., T))LLdr)

t(u(., T)>LLCZT
/0 Y1 — v2] , (38)

|X1(t>yl) - Xz(t>?/2)| <erp|l-—e

para |y, — 1| < min{1, e!~fotul:Dzzdry,
Podemos continuar demonstrando os demais itens do Teorema 3.2.
Demonstragao do item (b): Mostraremos que a aplicagao X(¢,.) : ]RTi — R?i ¢ injetiva para
cada t > 0. Sejam yy,ys € R3 tais que X (¢t,y1) = X (¢, y2). Para cada t* € (0,¢), temos
’X(t*7 yl) - X(t*v 3/2)‘ = |X(t*7 yl) - X<t7 yl) + X(tv y2) - X(t*v yQ)‘

< / (X (7, 91),7) — u(X (7, 9), 7)|dr

< /t<u(.,7')>LLu(X(T,y1)—X(T,yg))dT.

Logo, pelo Lema de Osgood e Lema 3.3, temos
X(t*,yl):X(t*,yg), Ogt* St
Portanto,
y1 = X(0,y1) = X(0,52) = v
e desta forma, concluimos que X(¢,.) é injetiva. [ |

Para continuarmos a demonstragao do Teorema 3.2, usaremos a unicidade de trajetorias do
campo de velocidade iniciando em tempo ty > 0. Neste caso temos essa unicidade sem pedir que
a velocidade inicial ug esteja no espago de Sobolev H®, com s > 1/2. E suficiente que esteja em
L?:

Teorema 3.4. Sejau o campo do Teorema 2.2 (com uy apenas em L?). Entdo para cada xy € ]RT:_’;
e to > 0 existe uma unica curva X (., zo;to) € C([0,+00),R3) N C((0,+00); R3) tal que

X(t, zo;t0) = o +/ w(X (1, xq), 7)drT. (3.9)

to
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Demonstracao: A demosntracao deste resultado segue os mesmos passos da demonstracao do
item (a) do Teorema 3.2, com excessdo somente na demonstragao da integrabilidade local dos

termos ||pi||2 e ||ptl,, que sdo feitas agora sem a necessidade dos pesos o' e o2~

S .

‘ ' 1/2
/||p5u5|\2dt < o/ / Plid2dz | dt
to to Ri

. 1/2
= C/ o7z </ op‘s\u‘S]de) dt
to R3
< C (/ _1dt> (/ / op’ || d:z:dt)
t

< C,

onde na ultima desigualdade usamos (2.20) (ou (2.32)), com s = 0.)
O termo restante é estimado por

t
/ 17t <
to

t
c / [ |1V [3dt
to

1-n

5 n/2
< C’/ (/ P°|l | 2d:1:) (/ \Vu5\2d:c> dt
R3
2
2t /2
= C/ o 0/ POl Pda 03/ \Val |2dx dt
to R% R3
n/2
< C/ < / \vuﬂ?dx) dt
t 1/2 T n 1/2
< C < / 02’7“dt) / / o3|Vl Pdx | dt
to to Ri
< C,
onde usamos novamente (2.20)(v. também (2.32) e (2.33), com s = 0.) n

Demonstragao dos itens (c), (d), (e) e (f): (c) A aplicacdo X(t,.) : R3 — R3 & sobrejetiva.
De fato, seja y € R%. Entao existe uma curva Y : [0,¢] — R? dada por

Esta curva é tal que Y ()
o problema

Y(s) = X(s;y,t).

= X(t;y,t) = y. Além disso, as curvas Y (s) e X(s,Y(0)) satisfazem

{ dilsZ(s) — w(Z(s),5)
200) = v(0)
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Logo, pela unicidade de trajetorias temos Y (s) = X(s;Y(0)), s € [0,¢]. Em particular,
y=Y(t) = X(tY(0)),

ficando demonstrada a sobrejetividade da aplicagao X (¢,.) : RT?’F — JRT?’F
Para demonstrar que dR3 ¢é invariante pelo fluxo, seja o = (zg,23,0) € OR3. Definindo
X'(-,29) como sendo a solucao (tinica) da equagio

t
X"(t,xo) = 9(:6 +/ ui(X(T, xg), 7)dT,
0

para i = 1,2, e considerando Y (¢, z¢) = (X' (¢, z), X?(t, 70),0), eibimos uma trajetéria contida
na fronteira e que verifica

dt )

{ Lyt wo) = (Y (tw0). 1), 150
Y(O) = Ty,

visto que u® = 0 na fronteira, logo, pela unicidade da solugao desse problema (item (a)), temos
Y (t,20) = X (t,z0), para todo ¢t > 0, e assim concluimos que a fronteira é invariante pelo fluxo.

(d) Seja A um conjunto aberto de R? . Devemos mostrar que o conjunto X (¢,.)A é um aberto
de R?. Seja y; € A. Assim, existe r > 0 tal que B,(y1) C A. Seja z1 = X (t,y1). Vamos mostrar
a existéncia de a; > 0 tal que B, (21) C X(¢,.)A. Seja Y(s) = X(s;2,t) a curva integral do
campo u satisfazendo Y (t) = z.

Pela segunda parte da estimativa (3.7), temos para T' < 1, que

T
/ [u(., T)||aedT < C(Co + C;)°T.
0

Logo, para r; € (0,7), podemos tomar 7" > 0 suficientemente pequeno tal que

T
/ (o, T)||oodT <7 —1
0

Para s < t, temos

(X (s,51) =Y ()] =

Y1+ /08 w(X(r,y1), 7)dT — 2 — /tsu(Y(T),r)dT

27— /:u(X(T, Y1), 7)dT — z — /tsu(Y(T),T)dT

< ol [ (X)) = u(Y (7))
< Ja =l [ )un(X () - Y (7).
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Pelo Lema de Osgood,

(J(tﬁta,r>>LLdT)

|Zl _Z|e )

(j{t@tc,f>>LLdT>

[ X(s,1) =Y (s)| <exp|1—e

para s € (0,t). Em particular a inequagao acima é valida para s = T e podemos escolher a; > 0
suficientemente pequeno tal que

| X(T,y1) = Y(T)| < ry.

Assim, pela estimativa (3.7) e a desigualdade acima, segue que
T
= YO = [X(@0) = Y@ - [ WX (). 7) — Y (7). 7)dr
0

S|X@wﬁ—YUN+ZAIW@meh
< rm+(r—r)=r

Logo, Y (0) € B.(y1) C A se z € B,,(21) para a; suficientemente pequeno. Uma vez que as
curvas integrais de u com origem em R? s@o tnicas, temos

2= Y(t) = X(t,Y(0)) € X(t,.)B,(y1) C X(¢,)A.

Isto mostra que B, (z1) C X(t,.)A se a; é suficientemente pequeno.

(e) Vamos demonstrar agora que a aplicagdo ¢ dada por (X (t1,y)) = X(t2,y) ¢ Holder
continua. Para isso utilizaremos a estimativa (1.3). Sejam yi,yo € R tais que

X (t1,92) = X (t1,51)] < min{1, ! =P Lo wt-dry,
onde T > t;,t,. Notemos que e1=€XD fo! (u(,m))dr < p1-€XD [ w(m)dr - Alam disso, como
‘X(ta y2) - X(ta yl)’ = ‘X(tla yQ) - X(tb yl) + [X<t7 y2) - X(tla y2)] - [X(t7 yl) - X(tb yl)”

= X(t1,y2)—X(t1,y1)+/[U(X(ﬂyz)ﬁ)—U(X(T,yl)ﬁ)]df

t1

< |X(t1,y2)_X(t17y1)|+/0 (X (7, 92), 7) = (X (7, 91), 7)|dT

< IX(tl,yz)—X(tl,yl)H/o (u(, 7)) Lon(|X (7, 42) = X(7,01)[)dr,

para todo t € [0,T], segue de (1.3) com p(t) = | X (¢,y2) — X (t,y1)|, junto com a segunda parte
da estimativa (3.7), que

— Y
eLT

V(X (t1,92)) — (X (1, y1))] < C(T)X (t1,y2) — X (t1,11)] :
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como queriamos demonstrar.

(f) Seja agora M C R? uma variedade parametrizada de classe C*, dimenséo k=1 ou 2, e
seja ) : U C RF — Ri uma parametrizacao de classe C'* para tal superficie, i. e.

[¥(z) =¥ (y)| < Cle —y[*.
Definindo ¢:(x) = X (¢,%¢(z)) e usando a Holder continuidade do item anterior, temos
oe(2) —uw)] = X (& P(x) = X (¢ 9 (y))]

< (D)) — b))
< O -yl

Logo, X(t,.)M é uma variedade parametrizada de classe C*?, com 3 = ae *1".
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