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Resumo

Apresentaremos neste trabalho alguns dos modelos classicos em geometria e topologia dife-
rencial para algumas variedades diferenciaveis com o mesmo tipo homotépico de uma esfera.
Em seguida apresentaremos construcoes mais recentes dos mesmos e algumas de suas pro-

priedades.

Palavras-chave: Sujeito (Matematica), esferas exdticas, difeomorfismos exdticos, esfera

de Gromoll-Meyer, involugoes exdticas.

Abstract

We show in this work some of the classical models in geometry and differential topology for
some differentiable manifolds with the same homotopy type of the sphere. We follow with

an exposition of recent work and some of its properties.

Key words: Subject (Matematics) exotic spheres, exotic diffeomorphisms, Gromoll-

Meyer sphere, exotic involutions.
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INTRODUCAO

Em meados dos anos 50 quando os conceitos de variedades topologicas, PL e diferenciaveis
ja estavam bem estabelecidos ainda rondava a questao sobre o quanto estas categorias se
diferenciavam uma das outras. Era sabido que variedades diferenciaveis sempre possuiam
pelo menos uma estrutura PL e que variedades PL pelo menos uma topoldgica, no entanto
palpites sobre o sentido contrario ainda eram completamente obscuros. Em 1956 a questao
sobre bijetividade entre estruturas PL e diferenciaveis foi respondida de forma negativa
por John Milnor no artigo “On manifolds homeomorphic to the 7-sphere” que apresentou o
primeiro exemplo de uma variedade diferenciavel isomorfa a esfera padrao nas categorias
topoldgicas e linear-por-partes porém nao na diferenciavel. Esta classe de variedades se
tornou de interesse independente e sua classificacao ainda foi amplamente estudada nas

décadas de 50 e 60 porém ainda se carecia de apresentacoes explicitas das mesmas.

Em 1960 S. Smale junto a resolugao da conjectura generalizada de Poincaré demonstrou
que toda variedade diferenciavel de dimensao maior ou igual a 5 homeomorfa a uma esfera
pode ser escrita pela colagem de dois discos via um difeomorfismo cuja classe de isotopia
define completamente sua estrutura diferencidvel. Desde entao a questao de apresentar um
difeomorfismo da 6-esfera que resultasse em alguma das esferas de Milnor ainda estava em
aberto, na prépria expressao dos mesmos poderiam aparecer itens muito pouco inteligiveis,
como solugoes de equacoes diferenciais nao triviais, etc, contudo um modelo geométrico para
uma delas foi publicada em 1972 ([18]) e usando de aparatos geométricos o difeomorfismo
associado pode ser escrito explicitamente. Ainda mais, devido ao alto grau de simetrias
nos passos da construcao, novos candidatos e outras féormulas apareceram. Estas nao sé

apresentam aplicagoes em involugoes e geometria mas também da a possibilidade de escrever
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novas aplicacoes a partir de antigas.

Dedicamos esta dissertacao a expor, por referéncia histérica, os principais trabalhos rela-
cionados aos estudos de involugoes, variedades e difeomorfismos via exemplos explicitos.
Estaremos especialmente interessados no caso de variedades homeomorfas ou relacionadas a
esfera padrao. Temos por intencao expor pontos de vistas diferentes desde as construcoes
classicas em [18, 32] até uma das mais atuais ([1, 11]). Também temos por intengao apre-
sentar os trabalhos mais recentes sobre possiveis candidatos a fenomenos exoticos.

Abordamos no primeiro capitulo boa parte dos pré-requisitos. Entre eles teoria de ho-
motopia, cohomologia, classes caracteristicas e teoria de cobordismo. No segundo capitulo
apresentamos alguns dos trabalhos sobre existéncia e classificagao destas esferas e involucoes
sobre as mesmas ([17, 21, 32]). No terceiro capitulo apresentamos os modelos geométricos
até entao conhecidos ([9, 11, 18]) e no quarto uma abordagem mais recente a fenomenolo-
gia exética seguindo [15, 16]. No quinto capitulo damos uma outra forma de abordar estas
construcoes abrindo uma nova possibilidade de conseguir resultados sobre elas.

Pedimos o perdao dos leitores pois, a fim de tentar seguir as notagoes originais, usamos
localmente algumas notacoes com sentidos diferentes do usual. Porém em nenhum momento

permitiremos que aconteca ambiguidade por causa disto.



OWilliam Blake, The Ancient of Days, 1794; Museu Britanico, Londres.
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CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

1.1 Cohomologia de variedades: Produtos cup, cap e

Dualidade de Poincaré

Relembraremos aqui algumas defini¢oes e resultados tentando colocé-los ao maximo sobre
um ponto de vista geométrico a fim de serem usadas mais tarde. Para qualquer detalhe

nossas referéncias sao [6, 20].

Definicao 1.1.1. Um funtor H, da categoria de pares de espagos topolégicos para a categoria
de complexos de grupos abelianos é chamado de teoria homoldgica se respeita os sequintes

artomas
Ax.1 (Azioma de homotopia) Se f,g : (X, A) — (Y, B) sdo homotdpicas entio f. = gy :
H.(X,A) — H.(Y,B).

Ax.2 (Azioma de Exatiddao) Para A Lox L (X, A) existe uma transformagdao natural O,

tal que a sequéncia
L Hy(A) S H(X) S Hy(X,A) S Hy o (A) — ..
€ exata.

Ax.3 (Azioma de Excisdo) Dado um par (X, A) e um aberto U C U C int(A) C X, a
inclusio k : (X — U, A—U) — (X, A) induz isomorfismo nos respectivos grupos de

homologia.
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Ax.4 (Azioma de Dimensao) Para o espago constituido de apenas um ponto P, H;(P) =0

para i # 0. Ho(P) =G € chamado de grupo de coeficientes da teoria.

Ax.5 (Azioma de Adi¢do) Para uma soma topoldgica X =) X, com inclusoes i, : X —
X tem-se isomorfismo ®(iq)« : OH,(Xs) — Hy(X).

Defina o n-simplexo A,, como o espaco
A, = {(xg,...,7,) ER"™| 2, >0 ¢ sz =1},
eo;:N\,_1 — A\, como a inclusao da i-ésima face

(Io, cevy ZEn_l) — (l‘o, ey L1, 0, Ly enny xn—l)-

Considere agora, para um espaco X, C;(X), o médulo livre abeliano gerado pelas aplicagoes
do tipo f: A; — X, e o complexo

o O(X) B X)) B X)) B o (x) B0

onde 0; : C;(X, A) — C;_1(X) é dado por

%

0i(f) = Z(—l)lf ool
1=0
Defina ainda, para um subespago A C X, C;(X, A) = C;(X)/C;(A) com o operador induzido
de 0; : Cy(X) — C;_1(X) o qual notaremos pela mesma letra. Note que em ambos os
casos 0; 0 9;_; = 0 portanto Im(9;) C ker(d;_;) e o grupo HA(Ci(X)) e HA(C.(X, A)) =
Im(0;)/ker(0;—1) estao bem definidos.

Dada uma aplicacdo ¢ : X — Y pode-se induzir uma aplicagao ¢. : C;(X) — C;(Y)
como ¢.(f) = ¢ o f, respectivamente para uma aplicagao de pares ¢ : (X, A4) — (Y, B).
Checa-se em ambos os casos que ;1 © ¢, = ¢, 0 0; portanto ¢, : H;(C.(X)) — H;(C.(Y)),
respectivamente ¢, : H;(C.(X,A)) — H;(C.(Y, B)) sao bem definidas. Ainda tem-se que
para um par de espacos (X, A) podemos definir um novo operador também denotado por

Oy : Hi1(X, A) — H;(A) como 0, = i;' 0 doj; ! no seguinte diagrama

Ci(A) —= Cy(X) — L= Cy(X, A)

bk

Ci1(A) —= Cipr (X) —= Cria (X, A),
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. o . N i J . .
onde as aplicagoes i, j. sdo induzidas da sequéncia A — X < (X, A). Este é bem definido
apesar das aplicagoes i, j, nao serem necessariamente isomorfismos (neste caso basta escolher

uma pré-imagem do elemento).

Define-se também HA2(X, A;G) = Hi(C.(X, A) ® G), é facil ver que este é um funtor,

tem-se ainda que

Teorema 1.1 (de Homologia Singular). A aplicagdo (X, A) — HA (X, A;G) € uma teoria
homoldgica. Os grupos HA(X;G) e HA(X, A; G) sdo chamados respectivamente de i-ésimo
grupo de homologia de X com coeficientes em G e i-ésimo grupo de homologia relativa do

par (X, A) com coeficientes em G.

Em vista de que todas as teorias homolégicas sao isomorfas ([6]) podemos usar a notacao
Hy(X) = HA(X;Z) e Hi(X;G) = H*(X; G) sem ambiguidade. Para apresentacoes geométricas
sempre optaremos por homologia singular e ou de complexos CW ([6]), no entanto nosso in-

teresse principal é a teoria de cohomologia que esta intimamente ligada a homologia.

Seja A um grupo abeliano, considere o funtor entre grupos abelianos B — Hom(B, A).

Seja C,.(X) o complexo definido acima e considere o novo complexo

& Hom(Co(X),Z) & Hom(C1(X), Z) & Hom(Cy(X),Z) £ 0,

onde d;(f)(a € C;) = f(d;a), também chamado de operador de cobordo.

Definigao 1.1.2. Definimos H*(X), a cohomologia do espaco X (analogamente do par
(X, A)), como a homologia do complexo Hom(Cy(X),Z), isto é

i ker dl
H(X) = Im dfl’

define-se ainda H'(X;G) = H;(Hom(C,(X) ® G, Q)).

Quando X ainda tem uma estrutura de variedade diferencidavel, podemos associar a ele
seu espago de formas diferencidveis Q27(X) o qual junto com o operador d : QF(X) — QP (X)
é um complexo diferencidvel (no sentido de [41]) cuja cohomologia H(X) é chamada coho-
mologia de de Rham. O mais interessante é que o Teorema de Stokes nos garante a existéncia
de uma aplicacdo entre esta cohomologia e H'(X;R) e o Teorema de de Rham nos garante
que este ¢ isomorfismo. Enunciaremos isto logo abaixo porém nos referimos a [6] e [41] para

demonstragoes.
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Teorema 1.2. Para uma cadeia ¢ € C,(M) e uma forma w € QP~Y(M) vale que

e
e [

induz isomorfismo HY(M) = HY(M;R). Ainda mais, se considerarmos QF(M, A) o

subespago das formas que se anulam no aberto A C M ao invés de QP(M) entao o

1. (Stokes)

2. (de Rham) a aplicagao

teorema vale para a cohomologia relativa H' (M, A; R).

Notar que o interesse destes resultados para apresentagoes geométricas é amplo. Ainda
mais, na cohomologia de formas diferenciaveis, ou de de Rham, o muito conhecido produto
cup fica com expressao mais conhecida. Seguiremos com uma definicao deste e de outro
produto e algumas de suas propriedades. Para uma exposi¢ao mais completa nos referimos
a [6].

Definicao 1.1.3. Seja o0 : A, — X um complezo singular, p+q=mn, 6,: A, = A, = X a
inclusao das primeiras p entradas e 64 : Ay — A, — X a inclusao das viltimas q entradas.
Entao, para fP € HP(X) e g7 € HY(X) definimos

fPUgi(o) = (=1)"f(op) - 9(,)-
Proposicao 1.3. As sequintes propriedades valem sempre que fizerem sentido:
1. U € natural, isto €, se f : X — Y entao f*(aUg) = f*(a)U f*(8);
2. aUl=1Ua=a onde <1>= H*(X);
5. aU(BUy) = (aUB) U,
4. aUB = (—1)%9()desB) 3 q;
5 dy(aUB) =d.aUpB+ (-1 Uud,B and

6. &*(aU*(B)) = 6*(a) U B onde 6* : HP(A) — HPT(X, A) € o operador de Bockenstein

e1:A— X € ainclusao.

Estas propriedades ainda valem para definicoes andlogas do produto cup em cohomologias

com valores em qualquer anel comutativo com identidade.
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O grupo graduado H*(X) junto ao produto cup é conhecido como o anel de cohomologia
de X. Em termos de cohomologia de de Rham fica claro pelas cinco primeiras propriedades
enunciadas na proposicao acima que o produto cup é traduzido como produto cunha. Temos

ainda um outro pareamento
Definigao 1.1.4. Seja f? € H?(X), 0p1q € Hprq(X), definimos o produto cap:
N: H"(X) ® Hy(X) — Hyp(X)

como
JPNopg = (_1)qu(6p)€7m

Proposicao 1.4. Seja v € H,(X),a € H"(X),3 € H™(X) entao valem as sequintes pro-

priedades:
1. 1Ny =r;
2. sen =p entao (aNvy)=ay)-1;
3. (aUB)Ny=an(fny);
4. para f: X — Y, uma fungdo continua, tem-se f.(f*(a)Ny)=an fu(y) e
5. 0(any) =dany+ (=1)Pandy.
Analogamente para qualquer outro anel comutativo com identidade.

A fim de apresentarmos o teorema de dualidade de Poincaré-Alexander-Lefshetz enun-
ciaremos um teorema preparatorio sobre orientabilidade de variedades. Para uma exposicao

detalhada do assunto ver por exemplo [6].

Teorema 1.5. Seja M uma variedade topoldogica compacta conexa n-dimensional entdo
H,(M;G) = G se M for orientdvel e H,(M;G) = {g € G | 29 = 0} caso contrdrio.
Para G =7 a escolha de um gerador [M| de H,(M) € dita uma escolha de orientagao e [M]
¢ chamada de classe fundamental de M. Ainda mais, se nestas condigoes OM # () entdo
OM é orientdvel e [OM] = 0,[M] é uma orientagao.

Fixaremos de agora em diante todas as variedades como fechadas conexas e orientadas a

menos que dito o contrario.
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Teorema 1.6 (Dualidade de Poincaré-Alexander-Lefshetz). Sejam K O L subespagos com-
pactos de M entao:

NM]: H(K,L;G) — H,_,(M — L,M — K;G)
€ um isomorfismo.

Corolario 1.7. Nas mesmas condicoes acima vale o sequinte diagrama comutativo com
linhas exatas e isomorfismos nas verticais:

o ——= HP(M, L) HP(M) HP(L) HPFY M, L) —— -
lm[M] lm[M} lm[M} im[M]
- ——=Hpp(M = L) —= Hpp(M) — Hpp(M, M — L) — Hy,—p 1 (M, L) —---
O qual vale para coeficientes arbitrdrios e também para variedades nao-orientadas no caso
de Zs.

Teorema 1.8. Analogamente, se OM # () vale o diagrama:

*

HP(M) T HP(OM) — HPYY(M,OM) —2
J/O[M] lm[aM} \Lﬂ[M] im[M]
Ox s B
oo ——> H, (M,0M) —=> Hn — p — 1(dM) ——> Hp,_p (M) —L> H,,_, (M,0M) — -

HPH(M)Z'*;>---

comutativo a menos do sinal (—1)? no primeiro bloco e (—1)P*' no sequndo, com linhas
exatas e isomorfismos nas verticais.

Defini¢ao 1.1.5. Dada M"™ definimos a forma bilinear em H*(M) dada por Q(a, ) =
(aUB)[M] como a forma de interse¢ao de M. Definimos ainda o(M), o indice de M™, como
zero caso n # 0 mod 4 e como a diferenca das dimensoes entre os subespagos mazrimais

onde a forma Q restrita a H**(M) € positiva definida e negativa definida caso contrdrio.

Em relagao a cohomologia de de Rham a forma bilinear acima tem especial importancia,
de fato vale o seguinte:

Proposicao 1.9. Seja HI(M) = HY(M)/THY(M) a g-ésima homologia quocientada pela
propria tor¢ao entao a forma bilinear acima € nao degenerada, por consequéncia, induz
isomorfismos H1(M) = Hom(HY(M),Z) = H"9(M). Em particular a forma bilinear

<w,77>»—>/ wAn
M

€ bem definida na cohomologia de de Rham e € nao degenerada.
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Voltaremos a usar esta proposi¢ao na préxima secao, encerraremos esta com alguns teo-

remas cujas demonstracoes nos referimos novamente a [6].

Teorema 1.10 (Thom). O indice de uma variedade possui as sequintes propriedades:
1. o(M™+ N") =o(M") +o(N™), o(-M")=—c(M");
2. o(M™x N™)=o(M")-a(N™);
3. se M™ é bordo entdo o(M™) = 0.

Teorema 1.11 (Hurewicz). Considere f : (S™, %) — (X, *) wma aplicagdo com ponto base
e f = f«[S™ € H,(X) para alguma orientagdo escolhida de S™. Entdo a aplica¢ao h, :
(X, %) — H,(X) definida como hy([f]) = f € homomorfismo comker hy = [m (X, %), 71 (X, )]

e h, € isomorfismo se X for (n — 1)-conexo para n > 2.

Teorema 1.12 (Whitehead). Seja f : X — Y wuma aplicagao entre CW-complexos sim-
plesmente conexos. Se f. : H (X) — H.(Y) for isomorfismo entio f é uma equivaléncia

homotaépica.

Teorema 1.13 (Hopf). Seja f : M™ — N™ uma aplicagao entre variedades compactas

orientadas, define-se
deg(f)IN] = f.[M].

Entao, para N = S™, o conjunto das classes de homotopia [M,S"] € naturalmente identifi-

cado com Z via a aplicagao [f] — deg(f). Em particular m,(S™) =
Teorema 1.14 (Kiinneth). Sejam m; : X1 x Xo — X, as proje¢oes entdo:

H'(X xY,R)= @ H(X,R)® H(Y,R),

p+q=n

onde o isomorfismo na direcao contraria € dado por

a® [ () Um(B).
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1.2 Fibrados vetoriais, isomorfismo de Thom, teoria

de intersecao e classes caracteristicas

Seguiremos essencialmente [37] para a parte de fibrados e [6, 35] para defini¢oes e resultados

em suas cohomologias e classes caracteristicas.

Seja G(R*>) a Grassmaniana de k-planos em R> definida como o limite direto das

inclusoes Gi(R") — G1(R"*) quando n — oo,
T = {([0], w) € G(R®) x R | w € [0]}

e 7 : 7 — Gp(R*™) a projegdo na primeira coordenada.

Definigao 1.2.1. Sejan : X — Gi(R*®) uma aplica¢ao qualquer entao definimos o fibrado n
de k-planos sobre X como a dupla (E(n),p) tal que E(n) = {(z,v) € X x~(k) | n(z) = n(v)}
ep: E(n) — X é a projecio na primeira coordenada. Denotaremos também Gi(R>) por

BO(k), o espaco classificante de fibrados de k-planos.

Consideraremos conhecidas as operagoes basicas entre fibrados assim como as definigoes
de fibrados via aplicagoes de transicao e por cartas e seus teoremas de classificacdo. Ainda
observamos que a segao nula i : X — F(n) é uma inversa homotépica para p : F(n) — X
sendo assim ambas equivaléncias homotdpicas. Notaremos por D(n) e S(n) respectivamente
o fibrado de discos den e o fibrado de esferas de n (os quais podem ser construidos associando,
quando possivel, uma métrica ao fibrado E(n), por exemplo) e T'(n) = D(n)/S(n) o espago
de Thom do fibrado 7.

Definicao 1.2.2. Seja agora M"™ uma variedade diferencidvel compacta, note por D :
H,(M) — H"?(M) o inverso do isomorfismo de dualidade de Poincaré e dada f : M™ —
N™ definimos

f'eH"P(M) — H™P(N) ou f':H"P(M 0M)— H"P(N,ON)

como f' = Dy f.D,} e fi = D/ f*Dy o andlogo para homologias. Notar que D(a)N[M] = a
e f'(a) N [N] = f.(a N [N]) por definigao.

Usaremos um subindice na aplicacao D sempre que for necessario especificar em que

variedades estamos vivendo.
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Definigao 1.2.3. A classe de Thom do fibrado n : M — BO(k), 7 € H*(D(n),S(n))
H*(T(n)) € definida como

7 = Dp(y (1:[M]).
Equivalentemente

TN [D(n)] = i.[M].

E conhecido que se restringirmos a classe de Thom a uma fibra (A,9dA) = (DF, S+ 1)
temos um gerador para o k-ésimo grupo de cohomologia. De fato ela é a tunica (a menos de
sinal) que se comporta dessa forma e esta propriedade pode ser usada como definigdo. Vale

o seguinte teorema:

Teorema 1.15 (Isomorfismo de Thom). Dado n: M — BO(k) e p: D(n) — M temos os

sequintes isomorfismos:
HP(M) = HY(D(n)) = H"**(D(n). S(n) = H***(T(n))
onde T (o) = aUT coincide com i'.

Seja iy : N™ — W™ um mergulho suave entre variedades com bordo e assuma que N

intersecta OW transversalmente em ON.

Definigao 1.2.4. Nesta situagdo notamos [Ny = (i% )«[N] € H,(W,0W) ey = Dw([N]w) €
HY=™(W) a classe de Thom da imersao, onde Dy, : H,(W,0W) — H*~"(W).

Notar que a classe de Thom definida acima é a imagem da classe de Thom do fibrado

normal v}/ via
Hy ,(V,oV)=2 H" " (W,W —=V) — H*" (W),

onde V' é uma vizinhanca tubular da imersao e o primeiro isomorfismo é dado por excisao.

Suponho agora que K*, N" sao duas subvariedades de W™, suponha ainda que elas se
intersectam transversalmente entao v) pode ser restringido & v}/ e ainda mais vy =
v |knn 0 que implica que a classe de Thom de K restrita a K N N ¢ a classe de Thom da
ultima em N, isto é:

Trean = (i) (7%)-

Agora com este resultado é facil estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 1.16. Sob a hipdtese que K ¢é transversal a N em W entao
TII?/mN = TII?/ U TJI\/fV-

Isto é
Dw ([N]w) U Dw([K]w) = Dw([K N Nlw).



CAP. 1 ¢ Conceitos Preliminares

13

Notar que o teorema acima mostra de uma forma explicita como calcular o produto cup
de cociclos duais a classes de subvariedades via a intersecao das mesmas. O termo ’duais’
usado aqui tem excelente posi¢ao na cohomologia de de Rham via a Proposi¢ao 1.9 no sentido
que a aplicacdo w — [, (i} )*w € R ¢ funcional linear sobre Hg(W) portanto pertence a

Hom(HE(W),R) = HY™(W) e tem por imagem neste tltimo a classe de Thom 7Y .

A ultima coisa a ser formulada é uma interpretacao da classe de Thom sobre o ponto de
vista de formas diferenciais.

Consideramos agora um fibrado vetorial definido por n : M" — BSO(k). Tomamos
a notagao p : £ = FE(n) — M e seguiremos [5] no intuito de apresentar uma aplicagao
inversa ao isomorfismo de Thom denominada integra¢ao ao longo da fibra. Considere w €
Q*(D(n),S(n)), a qual pode ser interpretada como uma forma w € Q*(F) que se anula fora
do fibrado de discos D(n). Consideramos uma trivializagdo por cartas de M, {U;, ¢;}, isto
é ¢ : pH(U;) — U; x R* comutando com a projecio do fibrado. Logo, dada uma forma

w € Q*(E) podemos expressa-la localmente como
(07 )'w = froda’ Ady’,

onde aqui estamos usando I, J como multi-indices e com a mesma notagao de somatoria de
Einstein. Também supomos que dr! € QUI(U;) e dy’ € QVI(R¥) sdo bases considerando
QVIRF) e QII(U;) como C*°-médulos.

Definigao 1.2.5. Definimos a aplicagdo m. : Q*(D(n),S(n)) — Q*~%(M) localmente como

7*(fIJ<x73/17 "'7y1“)dxl A dyJ) = ( fIJ(va/b ~-~;Z/r)d3/1 A dy2 ARERWA d,yT) dxla

Rk

se {1,2,...7} C J e como 0 caso contrdrio. Esta aplica¢do serd chamada de integragdo ao

longo da fibra.

Notar que Q2*(M) ® Q*(R*) — Q*(M x R¥) induzido pelo produto cunha nao é um
isomorfismo, porém a nivel de cohomologias isto é veridico como nos assegura o teorema de

Kinneth. Ainda mais:

Proposicao 1.17. i) A aplicagdo m, comuta com a derivada externa, portanto
. Hy(D(n), S(n)) — Hg " (M)

€ bem definida;
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it) Para o € Q*(M) e w € Q*(D(n),S(n)) vale

m(praANw) =aAm(w);

iii) Se E for equipado com a orientagdo unica induzida pela orientacao fibra a fibra e pela
de M, para w € Q4(D(n),S(n)) e a € Q"E=9(M) vale

/p*aAw:/ N Tw.
E M

Todas as afirmagoes acima sao razoavelmente elementares para demonstrar porém nos
referiremos a [5] caso haja necessidade.
Sobre este ponto de vista tomamos agora a defini¢ao da classe de Thom 7 € Q¥(D(n), S(n))

como a Unica classe tal que dada uma classe w(D(n), S(n)) vale

/w/\T:/ i*w,
E M

onde i : M — FE é a inclusao da secao nula. Esta é uma definicao apropriada para a classe

de Thom através da aplicacao m,. Fica claro que:

/p*a/\T:/ i*p*a:/ .
E M M

Portanto m.(7) = 1 é a unidade no anel H¢ (M) e pela identidade abaixo
m.oT(a) =m(p'aAT)=q,

e pela finitude da dimensao de H¢ (M) conclui-se que 7, é um isomorfismo inverso ao iso-
morfismo de Thom.

Observacao 1.18. Neste momento o trabalho passa a ter recursos de interpretar geometri-
camente alguns objetos puramente algébricos, contudo tal investida nao foi possivel durante

o periodo de mestrado so deixando ao trabalho esta parte de pré-requisitos.

1.2.1 Classes Caracteristicas
Classes de Stiefel- Whitney

Utilizaremos apenas das duas primeiras classes de Stiefel-Whitney e das classes de Pontr-
jagyn com coeficientes racionais. Optaremos por uma definicao axiomaética da primeira e
via conexoes da segunda. Também enunciaremos teoremas sobre a cohomologia dos espacos

classificantes. Consideramos conhecidos os teoremas de existéncia e unicidade destas classes.
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Definigao 1.2.6. Seja & : X — BO(k) um fibrado vetorial, definimos w(€) = wo(&)+w1(£)+
o Fwi(&) + ... € H*(X;Zs), a classe total de Stiefel-Whitney, pelos sequintes aziomas:

Ax.1 Para cada fibrado vetorial como acima temos w;(§) € H'(X,Zs) com wo(§) = 1 e
w;(§) =0 para i > k,

Ax.2 (naturalidade) Seja f Y — X uma aplica¢ao continua e f*¢ o fibrado induzido entao
w(f7E) = frw(f),
Ax.3 (produto de Whitney) Para &,m fibrados sobre o mesmo espago base temos

w(§ D n) =w(&) Yw(n),

Ax.4 (normaliza¢io) Para o fibrado de linha tautoldgico vi : P* — BO(1), wi(v{) € o

elemento nao nulo.

Para as classes w; e wq existem definigoes com interpretagoes geométricas mais concretas.
Considerando Py(€), o O(k)-fibrado principal associado a £, temos a seguinte sequéncia exata
induzida pela fibracao O(n)--- Po(§) — X:

m1(X) % 70(O(n)) = mo(Po(€)) — mo(X) — 0.

Notar que a estrutura de grupo induz mo(O(n)) = Z, naturalmente e como Hom(m(X), Zs) =
Hom(m(X)/[m(X), 71 (X)], Z2) = Hom(H,(X),Zs) = H (X, Zs), 0 ¢ de forma natural um
elemento de H'(X,Z,) (aqui a primeira igualdade é teoria elementar de grupos, a segunda
é o isomorfismo dado pelo Teorema 1.11 e a terceira por universalidade de coeficientes). E
facil notar que 0; respeita os axiomas da primeira classe de Stiefel-Whitney e portanto, por
unicidade, tém que ser a mesma coisa. Note ainda que Pp(£) tem duas componentes se e
somente se ¢ é um fibrado orientavel e neste caso 9; = 0, o converso também é verdadeiro,
portanto £ é orientdvel se e somente se wy(£) = 0, também equivalente ao fato de qualquer
aplicacao f : S' — X ter como fibrado induzido o trivial.

No caso w; = 0, identificando as classes de isomorfismos de G-fibrados principais com ele-
mentos do primeiro grupo da cohomologia de C'heck correspondente, temos que a sequéncia

exata 0 — Zy — Spin(n) — SO(n) — 1 induz a nivel de cohomologia a sequéncia exata
H(X;Z,) — H'(X; Spin(n)) — H'(X;SO(n)) = H*(X;Z,).

Notando que §(¢) € H?(X;Zy) respeita todos os axiomas relacionados a wy estes s6 podem

ser o mesmo. Fica claro entdo que para um SO(n)-fibrado ter um duplo recobrimento
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induzido por um Spin(n)-fibrado é necessario e suficiente que esta classe seja nula. Para
fibrados nao orientados perdemos esta interpretacao.

Sobre variedades paracompactas as classes de indice mais alto sempre podem ser con-
sideradas como obstrucoes para a existéncia de secoes linearmente independentes como o

axioma do produto de Whitney deixa claro.

Classes de Pontrjagyn

Como estaremos evitando o uso de classes de Chern, por estas nao serem necessarias neste
trabalho usaremos uma defini¢cdo pouco geométrica. A notacao é a mesma de [35] e também

tomamos este como referéncia.

Definigao 1.2.7. Seja & : M — BSO(k) um fibrado vetorial com uma conexdo V €
L(End(E(€)) @ QYE)) sobre uma variedade orientada e paracompacta. Entdo, localmente,
para V = d + A temos 2 = dA+ AN A a dois forma de curvatura de V. Definimos as
classes de Pontrjagyn p;(§) € HY¥(M;R) como p;(€) = (27) %0(Q) onde estes sao definidos

pela formula:
p(&) = det(I + %Q) =1401(Q)+ ... + 0(Q).
Como propriedades temos
Teorema 1.19. As classes de Pontrjagyn gozam das sequintes propriedades:

1. p; =0 para 41 > k;
2. Se f: M — N € uma aplicagio continua entao p(f*¢) = f*p(§);

3. Para dois fibrados £,1 sobre a mesma base vale p(§ ® n) = p(§)p(n).

Pela nossa defini¢ao as propriedades (1) e (3) sao facilmente verificadas e continuam
valendo em contextos mais gerais, a menos de tor¢ao moédulo 2 em (3). A segunda pro-
priedade também é facilmente verificivel para uma aplicacao diferenciavel porém de fato
vale para aplicacoes continuas e em contextos mais gerais. Denotaremos para uma vraiedade

diferencidvel M, p;(M) a i-ésima classe de Pontrjagyn associada ao seu fibrado tangente.

1.3 Uma nota sobre espacos classificantes de fibrados

lineares e fibrados sobre esferas

Daremos uma abordagem elementar sobre grupos de homotopia de espagos classificantes pois

iremos aplica-la posteriormente. Acreditamos que ter a construcao que serd apresentada de



CAP. 1 ¢ Conceitos Preliminares 17

forma explicita em maos pode ajudar a tratar do problema que abordaremos nos Capitulos
4 e 5. Esta pode ser considerada um exercicio de topologia algébrica e portanto tomamos

qualquer livro da drea como referéncia, por exemplo [6, 20].

Consideremos a seguinte apresentagao de G(R™) como espa¢o homogéneo: seja S(O(n) x

O(n — k)) o subgrupo de O(n) x O(n — k) das matrizes de determinante positivo, logo

SO(n)

Grl(R") = S(O(k) x O(n — k)’

E facil concluir a existéncia de um recobrimento duplo

SO(n) SO(n)
SO(k) x SO(n—k)  S(Ok) x O(n—k))’

onde o lado esquerdo é usualmente denotado por Gk(R") a Grassmaniana de k-planos ori-
entados. Portanto para sabermos os grupos de homotopia de G(R") é suficiente sabermos
os de G, (R™).

Considere primeiramente a sequéncia exata do fibrado principal SO(n) — SO(n+1) —
S™:

m41(S") — m(SO(n)) — m(SO(n+ 1)) — m(S").

Portanto para [ + 1 < n temos que a inclusao SO(n) — SO(n + i) induz isomorfismo no
[-ésimo grupo de homotopia para qualquer ¢ > 0. Denote por p : V,,;, — Gr(R™) o fibrado
SO(n)/SO(k) — SO(n)/SO(n — k) x SO(k) entéo para k > 0

T (Van—ik) =0, +1<n—k.
Entao considerando a sequéncia
7Tz+1Vn,n—k — T+l (Gk(R )) - WZ(SO(k)) - Wan,n—k,
concluimos o seguinte
Teorema 1.20. Sejam [, k,n € N tal que l+1 <n —k <n. Entdo
L9
7Tl+1Gk(R ) = WZSOU{)

Considere agora D' € R! dois discos de raio 1. Entdo S' = D, U D_ via colagem
no complementar das origens dos discos pela funcao y = (1 — |z|)x. Tome agora uma
aplicacao qualquer f : S' — Gi(R"), para n > [ — k grande. Relembrando de [6], para
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estudarmos a imagem de f pelo isomorfismo 71 Gx(R") — mSO(k), é necessirio uma
funcdo f : (D', S"1) — (Vpu_i, SO(k)) tal que po f = f e entdo f|g-1 : S""' — SO(k) terd
a classe de homotopia desejada.

Por outro lado dada uma aplicagao f : (D!, S'™71) = (8!, x) — (G(R"), *) temos o fibrado
induzido £ = f*y2 — S’ Consideramos P(¢) = Dy x SO(k)UD_ x SO(k), o SO(k) fibrado
principal associado a &, com funcao de transicao dada por g : Dy ND_ Lgl 58 O(k) onde
[ é aretracao de DyND_ sobre o equador. Considere agora a composigao Dy — P(§) — V,x,
sendo a ultima inclusao dada por trivializagao local de V,,;, entao esta é claramente um
levantamento do interior DT < (D!, S'™!). Porém por estarmos trabalhando dentro de
subespacos compactos de variedades fica facil concluir que existe extensao para todo o disco.

Tomando agora a inclusao f_ : D_ — V,, ; temos, para os pontos em comum dos dois discos:

fe(@) = f-((1 = |z[)x) - ().

Sabendo a priori que o limite |z| — 1 existe fica claro que g|gi-1 : S"™! — SO(k) é a imagem
de f pelo operador de bordo. Por outro lado, dada uma aplicagao g : S™™! — SO(k), é facil
ver que o fibrado definido pela construgao tipica representa o elemento g € m_150(k). Fica
facil agora deixar de forma explicita todos os elementos necessarios para um célculo explicito
da identificagdo mGr(R>) — m_1SO(k).

1.4 Sequéncias Multiplicativas e Teoria de

Cobordismo

Seguiremos com uma exposi¢ao breve da Teoria de Cobordismo de Thom ([40]) e uma ap-
resentacao dos trabalhos posteriores de Hirzebruch em sua teoria de invariantes algébricos
([22]). Nos referimos a estes dois trabalhos para demonstragoes e mais detalhes.

Considere B um anel comutativo com identidade e B = B[py, ps, ...] 0 médulo gerado nos

indeterminados p; com sua graduacao natural dada por
B:ZBk, Bk =< Pj;---Dj. |]1++]r:k’>
k=0

Claramente o posto de By é m(k), o nimero de parti¢oes naturais de k.

Definig¢ao 1.4.1. Chamamos de sequéncia multiplicativa uma sequéncia {K;} onde Ko = 1,
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K; € B, e vale:

1+plz+p2z2+ = +p’12+p’222+ )(1 +piz+ph2% + )
:>ZK b1, - 7p] ZK plv' 7pz ZKk pl?' 7pk ) (11)
7=0

Notaremos por K(1 + p1z + pe2® +...) = > Ki(p1, ..., pi) 2
Nos vale o seguinte resultado
Lema 1.21. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre séries de poténcias formais com

termo constante 1 e sequéncias multiplicativas. Este é dado por {K;} — K(1+ z). O

polinémio K (1 + z) serd chamado de polinomio caracteristico de K.

1.4.2. Fizaremos a sequinte notacao:

0 92k
_VE 14+ Y ()" =Bz
tanh /z p (2k)!

-
Al+2) = gheve At =gz =2 M

onde B denota os nimeros de Bernoull.

L1+ z)=

Considere agora variedades diferenciaveis V", W™ e seus fibrados tangentes TV, TW.

Notamos por fi : V xW — Ve fo : V xW — W as projecoes do produto, portanto
TV xW)=f(TV)® f;(TW).
Pelo Teorema 1.19 vale que, médulo torgao
p(T(V x W) = fip(TV) fsp(TW),
epararx € H"(V)®@ Beye H"(W)® B
(fi (@)U f5(y)[V x W] = z[V]-y[W] € B.

Defini¢ao 1.4.3. Se {K;(p1,...,pi)} € uma sequéncia multiplicativa entao definimos o K-
génus de V., K(V), como zero se a dimensao de V nao é divisivel por 4 e K,(p1(V), ..., pn(V))[V*"]

caso contrario.

Aqui as classes de Pontrjagyn assumem valores em H*(V;Z) ® B ou H*(V;Q) ® B de

forma que K (V) € B. J4 é facil concluir o seguinte resultado.
Lema 1.22. Para qualquer sequéncia multiplicativa {K;}, o K-génus € multiplicativo:

K(V x W) =K(V)-KW).
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1.4.1 O anel de Cobordismo de Thom

Seguiremos a abordagem de [22] e nos referimos a [40] para demonstragoes.

Definicao 1.4.4. Dada uma variedade diferenciavel V™ definimos os niumeros de Pontrjagyn
como zero sen ndo € divisivel por 4 e ij, . = pj, - - p;.|V] para cada sequéncia j1+...4+j, = k
de numeros inteiros onde n = 4k. Definimos QF o grupo abeliano de variedades diferencidveis
orientadas com a operacao de soma conexa e a menos de cobordismo, isto € M = N se e so
se existe W* tal que OW = M+#(—N). Dado V** temos a aplicacio By, > a — alV] € B,

nota-se facilmente que este € homomorfismo entre grupos abelianos.

Teorema 1.23 (Thom). Duas variedades orientdveis VA% W4 tém os mesmos mimeros de
Pontrjagyn se e somente se algum miltiplo inteiro de V + (=W) € bordo, i.€., existe uma
variedade orientdvel M**1 tal que OM = n(V + (=W)) para algum n inteiro. Ainda mais,
0s grupos de cobordismo Q" sdo finitos se r nao € divisivel por 4 e uma soma direta de (k)

copias de Z, e um grupo finito caso contrdario.

Em [40] o método de demonstragao deste teorema é baseado em imersoes de esferas em
T'(yk) e sua transversalidade em relacdo a sessdo zero garantida pelo Teorema de Transver-
salidade demonstrado no mesmo artigo. Outra referéncia é [35].

Conclui-se, pelo teorema acima, que de fato a aplicacao Q* @ Q — Hom(By,, Q) em

1.4.4 é um isomorfismo. Dualmente também podemos afirmar:
Teorema 1.24. Se (V") € Q com:
Loap(Vr+ W) = (V) + (W), (=V") = —¢(V"),
2. (VX W) = (V) - (W),
3. se V™ € bordo entdo (V") = 0.

Entao (V™) = 0 se n nao for divisivel por 4 e existe uma unica sequéncia multiplicativa
{K;} tal que
w(VM) = Ki(pb 7]7@)[‘/41]

Isto €, dada qualquer variedade V™, (V™) se identifica com o seu respectivo K-génus.

Se considerarmos o anel 2 = @ Q% com o produto cartesiano entre variedades entao vale

(0)

Teorema 1.25. Os espacos projetivos complezos PC?* formam wma base para o anel de

cobordismo racional 1 @ Q.



CAP. 1 ¢ Conceitos Preliminares

21

Vale notar que o(PC?*) = 1. Também temos o seguinte

2k+1

]

Lema 1.26. Se p; = < > entao Ly(p1,...,pr) = 1.

Aplicando L em PC? concluimos o

Corolario 1.27. Dada uma variedade diferencidvel, compacta e orientada V**, o indice de

V' se identifica com o seu L-génus. Isto €, Li(p1,....,pr)[V] = o(V).

Que sera a base dos invariantes construidos no préximo capitulo.



CAPITULO 2

APRESENTACOES CLASSICAS DE
ALGUNS FENOMENOS EXOTICOS

Comegaremos o capitulo expondo baseado em [31, 32] o primeiro modelo de esfera exdtica e

em [17, 32] os invariantes usados nos calculos relacionados.

2.1 Sobre variedades homeomorfas a 7-esfera

Nos podemos comegar a exposicao com a seguinte ampla, fundamental e altamente nao-trivial

Questao: Quais espagos topologicos localmente homeomorfos ao espago euclidiano

sao de fato realizdveis como uma variedade diferencidvel?

Um primeiro passo para atacar esta questao seria nos focar em um caso especifico. Na
década de 50 com a Conjectura Generalizada de Poincaré ainda em aberto e sem saber como
atacd-la o caso de variedades homotopicamente equivalentes a esfera parecia inacessivel.
Poderia se pensar entao que o caso mais simples possivel apos este é o de 2n-variedades
(n — 1)-conexas. Naquela época ja eram bem estabelecidos varios resultados e técnicas para
lidar com tais variedades, por exemplo ja era facil de descrever que seu tipo homotdpico

tinha que ser dado por colar o bordo de um disco D?* em um buqué de esferas. Isto é
M= 8§hy S"V .. v ST U D

22
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A (co)homologia ¢é classificada completamente pelo nimero de esferas a nivel n e como Z
em 0 e 2n. Vale ainda que a forma de intersecao é completamente definida pela colagem.
Supondo ainda que seja admitida uma estrutura diferenciavel valeriamos de classes de Pon-
trjagyn. Ambas, quando n par, ligadas pelo Corolario 1.27 conjecturado e demonstrado por
Hirzebruch, sendo que para n impar nao havia analogo. Ainda simplificando o problema
para comecarmos poderiamos considerar o caso mais simples, com n = 2m e apenas uma
esfera
MY = Sy D™,

O que se sabe sobre variedades assim? Temos como exemplos os planos projetivos complexos,
quaternionicos e Cayley. Também sabemos pelo teorema de mergulho de Whitney ([37,
28]) que S?" pode ser mergulhada de forma suave como gerador do grupo de homotopia e
considerando uma vizinhanca tubular fica facil ver que o complemento tem que ser um disco.
Também é facil ver que qualquer fibrado vetorial sobre a esfera é realizavel como um fibrado
normal de um mergulho. Portanto s6 nos resta a questao de entender melhor estes fibrados.

Isto é, quando o bordo de um fibrado sobre S*™ é uma esfera?

Agora usando métodos modernos, considere um fibrado de esferas S"~! «— M?n~1 — Gn,

A partir da sequéncia exata da fibragao conclui-se que 7, (M?"™!) =0 parak <n—1e
TpS™ — Ty 1 S" = e M S 0.

Se tivermos por algum acaso 7, ;(M?**~!) = 0, pelos Teoremas 1.11,1.6,1.12,1.13 e [39],
teriamos uma variedade homeomorfa a esfera. Para o caso n = 2 é facilmente observavel que
sempre acabariamos com a esfera padrao. Considere agora o caso n = 4. Temos entao os
fibrados classificados por m350(4) = Z®Z gerado pelas fungdes fi;(u)v = u'vu! em R* = H.
Segundo a sessao 1.3 a aplicacao bordo na sequéncia m,S* — m35% — M7 — 0 ¢é dada pelo
grau da aplicacdo u — f;;(u)1, mas esta tem grau i+ j e portanto os fibrados de esferas com
i+ j =1 sdo de fato homeomorfas a S7. Notando por & ; o fibrado de esferas classificado

por fi; e MZJ (ou M para k =i — j, k impar) o seu espago total temos o seguinte

Teorema 2.1. A wvariedade diferencidvel MZ]- ¢ homeomorfa a esfera padrao se e somente
sei+7=1.
Demonstracao. Se i+ 7 = 1 entao os argumentos acima demonstra o homeomorfismo. Para

i+ j # 1 vale pela sequéncia acima que m3(M;;) = Ziy ;. O

Estas variedades sao realizaveis naturalmente como o bordo do fibrado de discos associado

D* — B? — S* k = i—j, portanto o entdo recente trabalho de Thom ([40]), sugeria que seria
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uma questao razoavel encontrar algum invariante algébrico sobre as classes de cobordismo
destas variedades. Considere por exemplo a formula da assinatura de Hirzebruch para uma

variedade fechada:

Tps — P
Vi = ———[V7].
o(v) = 2Ty
E f4cil ver que o(B? U D®) = +1, a menos de uma troca de orientacao portanto se

pudéssemos colar um disco D® em B pelo seu bordo de forma diferencidvel, isto é, se o
bordo de B for difeomorfo a S” valerd

pIBrUD®| +45=0 mod 7.
De fato neste momento conseguimos o invariante sobre estruturas diferenciaveis desen-
volvido por Milnor em [32].
2.1.1 Um invariante \(M])

Na forma mais geral possivel, seja M1 ST IELIEN (W4 M*=1) com W = M. Suponha

ainda que as seguintes aplicacoes sejam isomorfismos

g% H®(W, M) — H?**(W) (2.1)
g% HY(W, M) — H*(W) (0<i<k), (2.2)

de forma que as classes (j.) 'p;(W) € H*(W, M) sejam bem definidas, entao

Teorema 2.2. (Milnor, [32]) Se M satisfaz as hipdteses acima para OW, = OWy = M, seja
X =Wy Uy (—Ws), entdo
o(X) = o(W) — a(Wa),

e para qualquer sequéncia multiplicativa K

K'(X) = K'(Wh) — K'(Wa),
onde notamos por K'(W;) = K((5*)'p1, ..., (%) " 'pr_1, 0)[W;, M].
Demonstrac¢ao. Consideramos o seguinte diagrama comutativo:

H™ (M, M) = 0~— H"(Wy, M) & H"(Wy, M) <" H"(X, M) ~—0 = H"'(M, M)

s |

H (W) @ H' (Ws) b H(X)
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Composto horizontalmente da sequéncia de Mayers-Vietoris para o par (X, M) e vertical-
mente de sequéncias de pares. Para r = 4i ou r = 2k concluimos que h é isomorfismo

portanto 7* é monomorfismo. Porém pelas hipGteses e pela sequéncia do par (Wi, M) temos:

H" (M) <2 H"(Wy) <=2 H"(Wy, M)

L ]
( (

H (M) <" H"(X) <2 H"(X, M)

concluindo que j* é epimorfismo e portanto o quadrado central do primeiro diagrama é
composto por isomorfismos. Aqui¢: M — X e k; : W7 — X sa@o as inclusoes. Seja agora
o= j*hil(al ) 052) S H4k(X) logo:

o?[X] = j"h ™ (o] @ a})[Wh U (=W2)] = of[Wh] — a3[Wa.

O que conclui a primeira parte do teorema.
Definimos of = (j;)~'p;(W;). Como, por 1.19 e pela definicao de k, k(p;(X)) = p;(Wy) @
pi(W3) entao pelo primeiro diagrama jh~'(a} & a?) = p;(X). Agora a segunda parte do

teorema segue por um calculo semelhante ao da primeira parte. ]

Como resultados imediatos temos:
Corolario 2.3. Seja (W;, M) como acima parai=1,2 e

Entao \(Wy, M) = AN(Wy, M), isto é, \(M) nao depende da escolha de cobordo de M.

2

Demonstragdo. Isto é claro pelos argumentos acima e pelo fato que p?[W;, M| —40(W;, M)

L(Wi) — 4o (W3). u

Proposigao 2.4. Seja M" uma variedade que admite um par (W8 M7) satisfazendo as
hipdteses acima. Entao se A\(M7) # 0 mod 7, M" ndo pode ser bordo de um disco, em

particular ndo pode ser difeomorfa a S7.

Na realidade A é um invariante sobre variedades diferencidveis e A\(S”) = 0 portanto nao
é necessaria esta observacao para concluir que M7 nao ¢ difeomorfa & esfera padrao quando

A(MT) # 0. Considere agora o caso das variedades descritas como fibrados de 3-esferas sobre
St
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Proposigao 2.5. B} satisfaz as hipdteses para o invariante \ e tem a primeira classe de

Pontrjagyn igual a £2(i — j)a para o a imagem de um gerador de H*(S*) por 7*.

Demonstragao. Como S* é paracompacto qualquer fibrado 7 : £ — S* admite uma dis-
tribuigao H, C T,FE com H,®V, = T,E onde V,, é o espago dos vetores verticais sobre o ponto
p, portanto p(E) = p(H)p(V) porém H = 7*TS* e V = 7*E, logo p(E) = 7*(p(S*)p(E)).
Como ¢ conhecido que p(S*) = 1 basta calcularmos p(E).

Considerando g;; : S* — CN}4(R°°), uma aplicacao que classifica §;;, ¢ conhecido que
p(&ij) = g;;p(7a) portanto, como homotopicamente [g;;] = i[g10]+7[go1], temos que a aplicagao

(i,7) — p(&;) € linear. Vale ainda o seguinte

Lema 2.6. O fibrado &; ; com a orientagdo invertida € isomorfo a {_; ;.

Demonstracao. Basta trabalharmos com ij. Considere a seguinte defini¢ao

B =Hx HU, H x H,

h:Hx (H-{0}) — Hx (H-{0})
w0~ ()

Entao a aplicagdo (u,v) — (u,?) é um isomorfismo bem definido entre Bf; e B%; ; que

—J,—t
inverte a orientacao da fibra. O

Como a primeira classe de Pontrjagyn nao depende da orientacao entao podemos concluir
que p1(&;;) = (i — j)a para algum ¢ € Z e algum gerador a € H*(S5%). E sabido porém que
p1(&10) = £2a ([23]) o que conclui a demonstragao. O]

Como a se¢ao nula S* < BY ¢ um retrato por deformagao podemos assumir a assinatura
de BY igual a 1 e fixar a € H*(S*) tal que 7*(a U a)[BS, M]] = +1. Concluimos a seguinte

proposicao.
Proposigao 2.7 (Milnor). A\(M]) 2 k? —1 mod 7.

Ou seja, M é topologicamente uma 7-esfera porém com uma estrutura diferencidvel
diferente da padrao quando k? # 1 mod 7. M27,—17 por exemplo, realiza k* = 2 mod 7 e

portanto nao é uma esfera padrao.
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2.2 Um invariante de certas variedades diferenciaveis

Apresentaremos nesta segao, baseados no artigo [17] homénimo de J. Eells e N. Kuiper, um
invariante sobre certas variedades diferenciaveis. Teremos por base o seguinte teorema de

indice de Hirzebruch.

Teorema 2.8 (Hirzebruch [3]). Seja V4" uma variedade diferencidvel fechada, orientdvel e
spin, i.é. we(V) = 0. Entao A-genus de V' € um numero inteiro e ainda mais, se n € impar,
entio A(V) é um nimero par.
Este invariante se demonstra um pouco mais refinado quando aplicado a 7-esferas, de fato
ele classifica os 28 tipos diferentes de estruturas diferencidveis orientadas sobre S” ([17, 26]).
Considere novamente as hipéteses 2.2 junto a hipétese adicional de que wy(W*") = 0
e a inclusao i* : HY (W' Zy) — HY(M*~;Z,) é sobrejetora entdo definimos um novo

invariante pu(M4"—1):

Definicao 2.2.1. Sejam

tn = Ap(0,...,0,1)/L,(0,...,0,1), an =4/(3+ (=1)"),
Nn = An(ply <oy Pn—1, O) - tnLn(pla <oy Pn—1, 0)

Entdo, para um par (W, M*"=1) como acima defina o nimero:
1
ILL(I/I/’ M) = a_{Nn(pbapnfl)[VVa M]"—tnT(W?M)} (23)

De fato este é um invariante sobre M*"~! como afirma o préximo

Teorema 2.9 (Eells-Kuiper, [17]). Se W, e Wy satisfazem todas as hipdteses acima entdo
w(Wy, M) = p(Wa, M) = (M) mddulo 1.

Demonstracao. Sendo X = Wj Uy (—W3), pelo Teorema (2.2) e um cdlculo rapido vale que

(Wh, M) — p(Wa, M) = aik{Nk(pl, e )X+ e (X)) = A,

Qg

Portanto se X ¢é spin a—lkfl(X ) é um numero inteiro e temos o resultado desejado. De fato,
pela sequéncia de Mayers-Vietoris de X temos:

ki ®k3
-<—H2(WI;ZQ)@H2(W2;Z2) e H2<X;Z2)AH1<M;Z2)

Pl H(W1;Zo) ® HY (Wy; Zg) +— -
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onde i, : M — W, e k, : W, — X sao as inclusoes. Novamente pela naturalidade da
classe de Stiefel-Whitney temos:

(k1 @ k3)w2(X) = wa(Wh) ® wa(Wa) = 0.

Visto que i1 — i é epimorfismo entao Im(A) = Ker(kj @ k) = 0, portanto wy(X) = 0 como
desejado. O]

Teorema 2.10. Paran =2 e k = 2h — 1 vale

h(h —1)

mod 1.
56

M(Mgh—1)

Em particular u(MJ) = 1/28 € gerador de 07 = Zog, isto €, dada uma esfera homotdpica ¥

de dimensao 7 entao ela ¢ difeomorfa a #QSM(Z)M;

Demonstracdo. Basta observar que
p(M7) = {pi WS, M7 = 4r(W®, M")} /2" -7 mod 1,

para qualquer par (W8 M7) com as hipSteses necessarias e aplicar os cdlculos feitos na tltima
sessdo. O fato que MJ é gerador vem do fato facilmente dedutivel que 28 : 07 — Zog é
homomorfismo e que |07] = 28 ([26]). O

O artigo [32] tamb rem responde a questao de quais variedades homeomorfas a ST sao

realizdveis como um fibrado de esferas sobre S*.
Proposicao 2.11 ([17]). Para n = p2" e p primo a equag¢do
h(h—1)=j modn,

tem solucdo para (p + 1)2"~2 wvalores diferentes de j mod n. Os valores de h(h — 1)/2 mod
28 sao 0,1,3,6,7,8,10,13,14,15,17,20,21,22,24 e 27.

Observacao 2.12. E ficil notar que p(My#My) = p(My) + u(Ms) para quaisquer duas
variedades com as hipéteses do teorema 2.9 resultando que qualquer variedade M” com estas
hipdteses tem pelo menos 28 estruturas diferencidveis distintas. Um caso particular é S? x S®

que € diferenciavelmente um produto de esferas porém (S? x S®)#M?2 ndo o é.

Observacgao 2.13. Considerando o fato que p € um invariante por difeomorfismo e que
p(—=M) = —u(M) concluimos que uma variedade M possui um difeomorfismo que reverte a

orientagdo se e sé se 2u(M) = 0 o que, para esferas de dimensdo 7, s6 acontece com S” e

H14 M.
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Apéndice A: Algumas involucoes do ponto de vista

classico

Assim como se era questionada a existéncia de esferas nao difeomorfas a padrao a mesma
questao pode ser feita para qualquer outra variedade. Dada uma involugao (diferenciavel)
T : S™ — S™ sem pontos fixos é verdade que a variedade S™/T ¢ difeomorfa ao plano projetivo
P" = G1(R™™)? Note que com essas informagoes os tinicos dados que se conhecem sao os
grupos de homotopia, isto é, mx(S"/T) = m(P") para todo k, portanto esta exoticidade
pode ser questionada ainda na categoria de espacos topoldgicos. Uma forma de entender e
classificar este tipo de fenomeno é notando que se existir difeomorfismo g : S™ — S™ tal que
gTg~! = a, a aplicacao antipodal entdao o seguinte diagrama:

§n——gn

L

S*/T-->5"/a

se completa com um difeomorfismo na parte inferior. Analogamente, dado um difeomorfismo
entre uma variedade qualquer M e S™ /T, a teoria de espagos de recobrimento e levantamento
de aplicagbes (ver por exemplo [6]) mais uma verificagdo local de diferenciabilidade, induz
uma involugao 7" e um difeomorfismo ¢’ : S® — S™ tal que ¢'T"(¢')~' = T. E claro entdo
que o que na verdade estamos estudando sao as classes de conjugacao das involugoes de S™
pelo grupo Dif f(S™). E notério que dado um espago M qualquer o recobrimento admite
somente uma estrutura diferenciavel que torna a projecao diferenciavel. Em particular, caso

este seja uma esfera exodtica, M nao pode ser difeomorfo a P™.

Relembrando a definicao de M. = M27’_1 dada acima considere a involugao sem pontos
fixos induzida por aplicar a antipoda fibra-a-fibra. De fato ela estd bem definida, notando
T(u,v) = (u, —v) temos fo_1(u, —v) = T(fo_1(u,v)). Ja é claro que MI/T de fato é um
espago projetivo exotico, como denominado acima, porém ainda mais, existem subespacos
S > So C S§ = S8 C M cujas restrigoes T = T|Schg7 T' = T|sscsg ainda sio bem
definidas. Vale ainda:

Teorema 2.14. Os espagos S§ C M1 e , S5 C S§, definidos por R(v') = R(uv) = 0 e
Rw) = R (V)™ = 0 sdo difeomorfos as esferas de respectivas dimensoes e admitem

restricoes T,T" de T tal que seus quocientes ndo sao difeomorfos aos espagos projetivos
PS¢ p5.
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Demonstragao. Usaremos a demonstragao classica de [32]. Considere o seguinte lema

Lema 2.15 ([32]). Seja M uma variedade fechada e orientada e f : M — R uma fun¢ao

com apenas dois pontos criticos nao degenerados. Entao M é homeomorfa a uma esfera.
Dada a aplicagao f;;(u)v = u'vu’ e tomamos a seguinte fun¢ao de colagem (notada pelo
mesmo nome):

fiy tH—{0} x S - H- {0} x $* (2.4)
(1, v) < u “J>. (2.5)

= T VT
ul? Jul* " [u]?
Agora para i+ j = 1 ¢ ficil ver que f : Mj | — R definida por:

Ruwv) R(v')

) = W = G

respeita as hipéteses acima e que a pré-imagem do zero tem que ser homeomorfa a S¢. O
mesmo argumento vale para Sj considerando a fungao f': S§ — R:
R(v) R(u'(v) )

POt = G = W e

Segue que estes espacos sao esferas padroes por nao existir esferas exéticas em dimensoes 5
e 6 ([26]).

Agora uma conta direta garante que T fixa estes dois espacos, portanto sao involucdes
bem definidas. Para estudar as classes de difeomorfismo dos espacos quocientes considere
primeiramente o caso S{/T. Note que a pré-imagem de qualquer vizinhanga (—e¢,¢€) pela
fungdo f é uma vizinhanga tubular de S§ e que ainda M.J — S§, segundo [32], sdao dois discos
identificados um com o outro via 7' (veja a demonstra¢ao do lema acima em [32]). Isto
implica que o complemento de qualquer vizinhanga tubular pequena o suficiente de S§/T em
M7 /T é um disco e portanto esta s6 pode ser um fibrado de linha nao trivial sobre S8/T (se
fosse trivial seriam dois discos como a fungao f deixa claro). Considere a mesma situagao
para P < P7. Caso colarmos um disco D" na fronteira do espaco total do fibrado de linha
nao trivial sobre P8 colando com um difeomorfismo h teremos P” com no maximo o erro de
uma soma direta com a esfera X7 = D7 Uy, D7. Isto é v(P%) U, D7 = P"#%7. E claro que o
espaco de recobrimento deste tem como estrutura diferencidvel X7 #X7 com seu invariante
p divisivel por 2, o que nao acontece com MJ. Um argumento similar com Sj /7" mostraria
que S§/T é difeomorfo a PS4 para alguma esfera 3, porém sé existe a esfera padrao e

acabarfamos com a igualdade S§/T = P® que j& provamos ser um absurdo. O]
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Existe uma outra forma mais sucinta porém menos elementar para demonstrar a exotici-
dade destes quocientes. Note por hS(P™) o conjunto de variedades diferenciaveis homotopi-

camente equivalentes a P". Temos entao o seguinte teorema

Teorema 2.16 ([30]). Ezistem bijecoes

hS(P") 2 7y ® Zy 7.
E sequéncias exatas

Zy —  hS(PP) S hS(PY — 0
0 — hS(PYa@6 = nS(P)) > Z — o

Onde o é o invariante de Browder-Livsay que corresponde ao fator Z em hS(P") e ndo influi
nos grupos mais baixos e ¥ € dada pela construgao de colar um disco via um difeomorfismo
feita na demonstracao anterior. Ainda mais, considerando k : Zy — Zo com valores 0,1 € Z
como a redugao mddulo 2, o duplo recobrimento hS(P7) — 07 é dada por (a,0,0) — k(o) +
20 + o mod 28.

Caso o leitor venha a verificar nossa referéncia, serd necessario observar que os grupos

hSy(P™) puderam ser substituidos no teorema devido a outra sequéncia exata
0" — hSy(P™) — hS(P™) — 6",

que aparece no mesmo livro.

Para a involugao T o invariante ¢ é nulo (este invariante é nulo se e somente se a involugao
deixa uma esfera invariante cujo complemento é composto por duas componentes conexas
que sdo mapeadas bijetivamente uma na outra pela involugao). Temos para S¢/T € hS(P°),
Y(S8/T) =T e T é do tipo (a,6,0) com r(a)+ 20 = 1 mod 28, portanto k() = 1, pois
1 € Zog nao é par, logo S§/T # 0 € hS(P%) e como X : hS(P%) — hS(P°) é sobrejetor,

Sy /T € 74 também nao é o elemento trivial.

No préximo capitulo daremos identificagoes explicitas dos espagos S§ e S§ com as esferas

padroes revelando alguma geometria da mesma.



CAPITULO 3

CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Em [18] Gromoll e Meyer apresentaram a variedade M. como quociente de um grupo de Lie
G por uma agao de um subgrupo de G' x G e a partir da estrutura do grupo provaram a
existéncia de curvatura nao-negativa em M. Recentemente foi publicado um artigo respon-
dendo positivamente a questao muito mais complicada de existéncia de alguma métrica de
curvatura estritamente positiva ([36]) contudo a importancia do trabalho de Gromoll e Meyer
¢ inquestionavel. Iremos apresentar esta construgao entao seguiremos com as construcoes
de difeomorfismos exdticos e elementos de Blackers-Massey em [9, 11, 1], e encerraremos o
capitulo com a apresentacao de todas as esferas de dimensao 7 como quocientes de fibrados

principais sobre S em [13].

3.1 Uma apresentagao de M, como um biquociente

Iniciaremos com uma apresentacao da esfera de Gromoll-Meyer baseado em [11].
Considere Sp(2) o grupo de matrizes quaternionicas 2x2 tais que QQ* = Id. Consider-

amos a seguinte agao livre de S = Sp(1) em Sp(2)

S%x Sp(2) — Sp(2) (3.1)

a c qaq qc
((ei) = ()

E facil observar que a projecao da segunda coluna em S* como uma fibracao de Hopf

é conservada por esta agdo. Isto é, note X7, = Sp(2)/S? como acima entdo temos uma

32
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fibracao de 3-esferas S® — 37, — S* C R x H com

Sty — St (3.3)

a c |d|* — |c?
[b d] ~ ( _2dc ) (34)

Teorema 3.1 (Gromoll e Meyer [18]). O quociente X%, € difeomorfo a M.

Demonstragao. A fim de ser itil mais tarde iremos utilizar a demonstracao indicada em [11]
e nao a original. Considere S* = D, UD_ com Dy = S*—{(F1,0)} como acima e aplicagoes
¢+ : Dy x S® — X7, definidas por

1 N =
(2,8 k) — E(\/C_xk \/% )] (3.5)

(1 [ JTtyh ——<
b4y, C h) E( ﬁhTy &)

Pode-se notar que estas sao apenas composigoes das aplicagoes em [18] com fungoes

(3.6)

estereograficas sobre S*. De fato ¢_ = hjop_xId e ¢, = hyop, x1d onde ¢, é a inversa da
aplicacao estereografica em relacao ao polo norte e p_ é a inversa da aplicagao estereografica
em relagao ao polo sul composta com conjugacao quaternionica, portanto ¢, o¢_ = (heop, X
Id) Yo (hjop_ xId) = (o' xId)hy 'hio(p_ x1d) o que é essencialmente a fungao de transicao
f2,—1 encontrada na demonstragao original de Gromoll e Meyer. Consideremos ainda uma
demonstragao mais algébrica no espirito dos trabalhos mais recentes ([11]). Considere a

imagem das aplica¢es acima nos subconjuntos z,y # +1:
Ek3 / ¢
sl_x — 1_— xS _ v 1 _—i— yh - Aty (37)
\/1_378]{;5 \/i_g—iz \/EhTy 1/]_—’—y

Do canto inferior direito temos s§ = /(1 —z)(1 +y), tomando médulos /1 — 22 =
V(1 —2)(1 +y), portanto x = y e s = £/|¢|. Pela entrada superior direita concluimos que

= ﬁ, novamente tomando médulos e usando que z = y concluimos que s = (/||
— ) (1ty
portanto £ = (. Agora tomando qualquer posi¢ao na coluna da direita temos
2
o Ei
€12 IC]

como desejado. O]
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Observacgao 3.2. Uma vez demonstrado este fato Gromoll e Meyer no mesmo artigo uti-
lizam uma férmula de O’Neil para verificar que a métrica em X7, induzida pela métrica

biinvariante de Sp(2) tem curvatura seccional nao negativa.

Iremos notar este modelo neste capitulo por X7 mas ainda esquecendo qualquer estrutura

geométrica.

3.2 Alguns difeomorfismos sobre S° e outros

resultados

Em 2001 Carlos Duran apresentou a partir da construcao de uma métrica do tipo Kaluza-
Klein em Sp(2) uma fungao de colagem para 7. E notério que o primeiro exemplo desta
foi publicado somente 45 anos depois da primeira aparicao de tal esfera.

Note por * a acdo de Gromoll-Meyer sobre Sp(2) e considere ainda a agao

(vo)-(oa)

com espaco quociente difeomorfo a S7 via projecao da primeira coluna. Acabamos com o

seguinte diagrama

53

§8° Sp(2) T g7

|

27

E imprescindivel para a demonstracao dos préximos teoremas perceber que as fibras de

ambas fibragoes sao idénticas como conjuntos sobre

50(2)[{ (; :f) c Sp(2)’oz,ﬁ c ]R} (3.8)

e ¢ esta propriedade que torna os métodos que serao apresentados viaveis.
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3.2.1 Uma métrica com a propriedade wiedersehen sobre X’

Nas mesmas palavras do autor do artigo, é surpreendente notar que se induzirmos uma
métrica em ST pela métrica biinvariante de Sp(2) nés ndo recuperamos a métrica redonda.
Motivado por este fato seguimos com um procedimento de Kaluza-Klein a fim de inserir em
Sp(2) uma métrica que recupera a forma redonda de S7. Em nogoes mais gerais podemos
repartir o fibrado tangente de um fibrado principal ¢ : P — B em uma parte vertical e outra

horizontal de forma que para TP =V & H temos

1. V =kerg;
2. ¢ : H — T B é isomorfismo;

3. para p € P e g um elemento do grupo estrutural temos g - H, = H,.

Lema 3.3. Seja H = V= o fibrado formado pelos subespagos ortogonais a V- C TSp(2) pela

métrica biinvariante, entao H € invariante por translacao a esquerda.

Demonstragao. Tome w € H e u € T'Sp(2) entdo, para [u,w] = uvw — wu, < [u,w],v >=
— < w, [u,v] > para qualquer elemento v € V. Porém [u,v] € V pois pode ser considerado

como derivada de uma translagao, portanto < [u, w],v >= 0 como desejado. O

Seja g a métrica induzida por Kaluza-Klein usando H como espago horizontal, a métrica

biinvariante em V' e a métrica padrao de curvatura 1 na esfera.
Lema 3.4. g € invariante pela esquerda.

Demonstra¢ao. Dada A € Sp(2), note também por A a multiplicagdo pela esquerda, entao

temos o seguinte diagrama comutativo:

Sp(2) —2 Sp(2)
iﬂ ) l
ST ST,

como as setas horizontais sao isometrias concluimos que g é invariante por translagoes em
vetores horizontais, porém ela também ¢é em verticais ja que sua restricao a eles é a métrica

biinvariante. O
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E conhecido que a lgebra de Lie de Sp(2) é descrita por

5p(2):{<]; _sq> | p,s € ImH, qEH}.

Trivializamos o fibrado tangente de Sp(2) pela translagao a esquerda e temos

s} (69

pois
Lema 3.5. Seja & € sp(2),

entdo g(&, &) = |2|* + [y|* + [=[*.

Demonstracdo. Tome & = &2 + ¢V a decomposicao de ¢ em componentes horizontais e

Verticais, entao g(gv 5) = gcan(ﬂ-*ga ﬂ-*g) _’_gbiinv(gva £V)7 como ﬂ*(g) = (ZE y) € gbiinv(£V7 €V) =
|2|? segue o resultado. O

Pelo outro lado temos

Lema 3.6. A métrica g é invariante pela direita pelo subgrupo S® x S® C Sp(2) de matrizes

diagonais.

A demonstragao é consequéncia direta da expressao em 3.5. O lema anterior junto ao lema
3.4 garante que a métrica g descende para X7 como uma métrica h que tem a propriedade

wiedersehen em alguns pontos como descreveremos no préximo lema.

Lema 3.7. Seja p € X' C X7 um ponto na imagem do subgrupo SO(2) C Sp(2) em 3.8.
Entao existe um ponto —p € X' tal que qualquer geodésica de velocidade unitdria ~vysr C X7

saindo de p encontra —p em tempo 7 e retorna a p em tempo 2.
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Demonstracao. Note que multiplicacdo pela esquerda por SO(2) C Sp(2) comuta com a
acdo % e é isométrica em relacao a g, portanto induz isometria em X7, logo basta provarmos
esta afirmagao para o caso p = [Id]. Agora observe que 7 : (Sp(2),9) — (S7, gean) ¢ uma
submersao riemmanniana, o levantamento de qualquer geodésica de S7 é uma geodésica
horizontal em Sp(2). Também qualquer geodésica em Sp(2) que seja horizontal em um
ponto é horizontal em todos os pontos. Tomamos entao uma geodésica vx7 saindo de [Id] e
um levantamento Jx7 com velocidade X € sp(2), agora esta é uma geodésica horizontal em
relagao & submersao 7 : (Sp(2),g) — (S7, gean) N0 ponto (1,0), portanto é sempre horizontal
e descende via 7 a uma geodésica em S7. Como o levantamento desta geodésica em S7 e
a de X7 coincidem portanto estudando-a em S7 podemos afirmar que em tempo 7 o seu
levantamento passara pela fibra de [—Id] e em tempo 27 retornara a fibra de [Id] e como tais

fibras coincidem para ambas fibragoes concluimos o lema. O]

3.2.2 Geodésicas a partir da identidade

Seja 7 : [0,27] — Sp(2) uma geodésica unitaria horizontal, y(0) = Id entao

7(0) = (f} N )

onde p é imagindrio puro e |p|> + |w|?> = 1. O ponto principal desta secdo é o seguinte
Teorema 3.8. Seja v : [0,27] — Sp(2) como acima entdo:

(t) = ( cos(t) + sin(t)p — sin(t)ePw ) |

sin(t)w iy (cos(t) — sin(t)p)etp%
para w # 0 e
[ cos(t) +sin(t)p 0
para w = 0.

Demonstracao. Como sao equivalentes as questoes de horizontalidade pela fibra de x e de o

na identidade entao a priori sabemos que y(t) tera que ser da forma

[ cos(t) +sin(t)p c(t)
7(t)_< sin(t)w d(t))’
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com ¢(0) =0, d(0) =1, ¢(0) = —w, d'(0) = 0. Suponha primeiramente que w = R real
entdo para a geodésica com velocidade inicial (p, R) em ST terfamos por exemplo o seguinte

levantamento

[ cos(t) +sin(t)p —sin(t)R
olt) = ( sin(t)R cos(t) — sin(t)p ) '

Pela trivializagdo escolhida do fibrado tangente de Sp(2), 7o serda horizontal se e s6 se
7o L (#)74(t) tem a coluna inferior direita identicamente nula. Considerando que p? = —|p|? e

que R é real isto é equivalente a
sin(t) cos(t)R — (cos(t) + sin(t)p)(sin(t) 4 cos(t)p) = —p.

Portanto este levantamento s6 é horizontal quando p = 0. Contudo qualquer outro levanta-

mento em relagao a fibra¢ao induzida por e pode ser escrito como () = 70()Q(t) com

1 0
o0 (1 .0 )

O qual concluimos que ¢é horizontal se e sé se

q(t)q'(t) — a(t)pq(t) = 0.
Tome entao q(t) = e, temos a

Proposicao 3.9. Seja y(t) € Sp(2) como acima com

(0 = (; o )

[ cos(t) +sin(t)p —sin(t)e’R
() = ( sin(t)R (cos(t) — sin(t)p)e' ) '

e R real. Entao

Considere agora a forma geral

para w qualquer e T,, € Sp(2) dado por

T

I
VR
o =
El@l o
N~



CAP. 3 ¢ Construgoes Geométricas

39

Pelas observagoes ja feitas podemos concluir que conjugacao por T,, é uma isometria e

ainda mais
Yr(t) = Ty (DT,
é uma geodésica horizontal nas condigoes de 3.9 com R = |w|, portanto v(t) = T, 'vr(¢) T,

concluindo a demonstracao do Teorema 3.8. [

3.2.3 Difeomorfismos explicitos nao-isotépicos a identidade

Considere D([£Id],r) o disco de raio r em Tyi%". Conclui-se pelo lema 3.4 que X7 =
exp D([Id], 7/2) Uexp D([-1d], 7/2) identificados por um difeomorfismo o : S® — S tal que

expm/2p,v = expm/2p_o(v)

onde py : D — D([£Id],7/2) sao as inclusoes do disco de raio m/2 nos discos acima. Este
difeomorfismo nao pode ser isotépico a identidade pois se fosse X7 seria difeomorfa a esfera
padrdo ([39]). Seja v(t) = exptp,v entdo v/ (0) = pyv e —p_ (v (7)) = o(v).

Considerando D C {(p,w) € ImH x H, |p|* + |w|?> < 1} entao as inclusoes p. sdo dadas

por

p=(p, w) = (ps)z1a (ild, P ) :

w 0

aqui p : Sp(2) — X7 é a projegao e estamos trivializando o fibrado tangente de Sp(2) por
translacao a esquerda. Notar que os espacos horizontais em +Id coincidem. Denote agora

por (t) a geodésica em Sp(2) partindo de Id com vetor inicial (p, w) € 0D e w # 0. Entao

[ -1 0 oy [ p €ePw

Relembrando da se¢ao 1.3 podemos notar que ja temos explicitamente a aplicagao de
bordo 76(S%) — 76(S?) das sequéncias exatas relacionadas tanto & Sp(2) — S7 quanto
Sp(2) — X7. Este elemento foi chamado na literatura como elemento de Blackers-Massey e

prosseguiremos com a mesma nomenclatura.

Teorema 3.10. Seja S  CH x H e b: S% — S3 a sequinte aplicagdo

Wem Py £ (),

|l |w]?

b(p,w) = :
-1, w=0

Entdo b é um gerador analitico de m6(S?).
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Demonstra¢ao. Como a métrica que foi induzida em Sp(2) é claramente analitica e a ex-
pressdo acima nao passa da restricdo da exponencial em Sp(2) ao bordo do disco de raio
7w do espaco horizontal de Id entao esta aplicagao é a priori analitica. O fato dela ser um
gerador de 7g(S?) é conhecido na literatura ([4]).

Agora identificando o espago horizontal em ~(7) com o espago horizontal em —Id via

acao estrela:

—gemE 0 N (v oeva) [ —Eers o 30
(3.9)
0 —ﬁe‘”pﬁ w 0 0 1

le_ﬂ—pﬂpleﬂ—pﬂ _le_ﬂ—pﬂwleﬂ-pﬂ

B B e T o e T I T 7 K R (3.10)
W —Tp D W mp W 0
|w] [w] ™ w] ™ w]

E para w = 0 temos

_ oy~ [P0
() = =1d, () (00)’

O que descreve completamente o.

Teorema 3.11. Seja S® = {(p,w) e HxH , |p|*+|w|* = 1} entdo o : S® — S° € dado por:

we—™P _OPW e”pw,we_”pLe”pw> ;o w#0,
o(p,w) = < (1+p?)? L+p? :
(v.0) w0

Ou de forma mais concisa:

a(p,w) = (b(p, w)pb(p,w) ™", b(p, w)wb(p,w)™").
Em breve discutiremos alguns resultados decorrentes desta expressao que parecem dar

uma melhor ideia de sua estrutura.

3.3 Alguns representantes para o n-ésimo elemento
de 0°

Considere nesta secao p, : ST — S dado por potenciacao na algebra de Cayley. Em termos

cost 4 psint cosnt + psinnt
—
wsint w sin nt ’

de geodésicas, isto é:
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onde (p,w) € S® C ImH x H. Considere ainda < u,v >:= @'v o produto Hermitiano padrao
induzido por H em H?. Entao definimos as (segundo teorema de fungao implicita, [41])

subvariedades
BN = {(u,v) € S"x S"| < pp(u),v >= 0}

equipadas com a agao livre
S x B — B, qx(u,v) = (qu, qu)-

Dando origem a uma familia de variedades X7 := E!°/S3. Paran = 1 temos E{° = Sp(2) e a
acao de Gromoll-Meyer descrita em [18], portanto X7 = X7 com a notagio da se¢ido anterior

e X0 = S7. O principal objetivo desta segdao ¢ demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.12. A variedade diferencidvel X7 é um representante do n-ésimo elemento de

07 = Zsg se tomarmos X7 como gerador.

Os métodos usados na demonstracao sao essencialmente geométricos e baseados na segao

anterior. Comegaremos estudando um pouco mais a estrutura dos espagos E°.

3.3.1 S3-fibrados sobre S’

Seja B0 C ST x S7 como definido acima, isto é:
EY = {(u,v) € S"x S"| < pp(u),v >=0}.

E notério que E{° ¢ idéntico a Sp(2) e que os outros tem uma estrutura natural de fibrado

principal sobre S7.

Lema 3.13. A aplicacio E° — S7 definida por (u,v) & u é um S®-fibrado principal
isomorfo ao pull-back de E1° = Sp(2) pela aplicagao p, : ST — ST.

Demonstragdo. Note que a agao ge(u,v) = (u,vq) faz E!° fibrado principal, s6 falta mostrar o
isomorfismo. Pela construcao de fibrado pull-back (ver por exemplo [35]) temos p’ (Sp(2)) =
{(u, A) € S"x Sp(2) | pn(u) = 7(A)}, de forma que a primeira coluna de A é completamente
determinada por u, por tanto basta esquecé-la que temos um isomorfismo explicito para E°.

Desta forma também demonstramos que E!° siao de fato variedades diferencidveis. O

Esta construcao ainda herda uma aplicagao g, : E.° — Sp(2) que recobre p, : ST — S7
dada por (u,v) — (p,(u),v). Considere agora a conexao em E! induzida pelo pull-back

da conexao em Sp(2) construida na se¢do anterior e a métrica de curvatura constante 1
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nas fibras. E claro que tal métrica é a mesma herdada pela construcao de Kaluza-Klein
escolhendo o espaco horizontal adequadamente e também que p,, : £ — S7 induz a métrica
de curvatura constante 1 em S”. Agora se considerarmos Zy X Zy C O(2) o subgrupo de

matrizes diagonais temos as seguintes agoes por isometrias:
ToxZyx BN - EY:  (uv) (Bu, Bv);
0 q1 O
P xS xPBxEY - EY (¢,u,v) — <Q1 )(u,v)(%l )

0 qo. 3

Tomando g3 = 1 e g1 = @2 temos a acao x descrita no inicio da se¢ao e portanto estas
métricas descendem a X.7. A acdo e também é isométrica com respeito a estas métricas e

induz uma agao efetiva de SO(3) sobre X7 com

Lema 3.14. O conjunto de pontos fizos da acao de SO(3) acima € exatamente

Y ={[(u,v)] €XT |u€e R x R C H x H}.

n

A agao de Zy X Zy em X! ¢ idéntica a agao do mesmo grupo sobre o circulo unitdrio
padrao, portanto para qualquer ponto p € 3! existe uma antipoda —p = (=1, —1)-p € X},

exatamente como no caso de Sp(2) — X7,

Teorema 3.15. Toda geodésica unitdria v partindo de p € X} é minimizante em [0,7[ e

obedece (1) = —p, v(27) = p.

Nos referimos a [13] para demonstragao.

Agora ja temos a ferramenta adequada para demonstrar o Teorema 3.12.

Demonstragao do Teorema 3.12: Considere (p,w) € S% C ImH x H e sua geodésica a partir

de (1,0) em S
B(t) = ( cost + psint )

wsint
Um levantamento ¥, (t) € E}° desta é descrito por

(1) = < cos(t) + sin(t)p — sin(t)e"Pw ) .

sin(t)w oy (cos(nt) — sin(nt)p)e”tp%

Notando que p,(3.(t)) = J1(nt) temos que este é seu tnico levantamento horizontal

iniciando da identidade portanto 7,(t) = p,(7.(t)) ¢ uma geodésica em X7. Também se
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observa que, para (p,w) como acima e t € [0,7/2], as aplicagdes geodésicas 7, € —7, - (—id)
induzem mergulhos do disco D% sobre [+1Id] e que ainda X7 ¢é obtido pela a colagem destes.

Agora é facil notar que

Y (P w, 7/2) = q* (—Fn(P(p, w), 7/2)),

se e somente se ¢ = o™ com o : S® — S descrito na secao anterior. Sabemos no entanto por
(2.10) que X7 é um gerador de 67 e que este é grupo em relagdao a soma conexa sé restando

observar que #;X7 pode ser descrito pela colagem de dois discos via o ([28]). O]

3.4 Sobreb:S% — §3

Na segao anterior construimos um representante analitico explicito de 74(S%) o qual parece
bastante presente no Teorema 3.11. Nesta daremos uma demonstracao um pouco mais direta
das propriedades de b e no proximo capitulo usaremos de suas simetrias para construir novas
aplicagoes.

Definimos S§ = {(p,w) € S® C ImHxH| w # 0}, a : S§ — S3x.S3 por a(p, w)[w/|w]|, e™]
e denotamos o comutador de quatérnions por M : S? x §3 — S3 por p: 53 x S? — S3AS3
a projecao com ponto base a identidade em ambos S® e por m : S? A 83 — S3 a aplicacao
induzida por M. E facil ver que S® A S3 ¢ homeomorfo a S¢ e vale que m é um gerador de
76(S%) [4]. Agora seguiremos [11] para demonstrar que a aplicagao b é homotdpica a a m.

Para isso usaremos da aplicagao auxiliar (p,w) +— [w/|w]|,e™] que é homotépica a b
via H(p,w,t) = Ze™2Ze'™ com t € [0,1], agora este tltimo é exatamente a composi¢ao

w7 ]

Mo a =mpa. Temos o seguinte diagrama

S L 3k S L G368 gE
M\ Jm (3.11)
SS

Proposigao 3.16. A aplicagio pa : S§ — S° pode ser estendida para uma aplicagio ¢ :

S6 — S5 que induz isomorfismo em mg(S®).

Demonstragdo. Basta definir ¢(p,0) como o ponto distinguido de S3 A S? para todo p. Para

provar que esta induz isomorfismo considere a aplicacao F : S™ x S™ — S?" definida por

F(x,y):(1,0,0)+2<1—|— ol |y1|)2>_1<—1 AN >

(1—I0)2 (]_—y() 7]_—.7)0,1—?;0
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onde x = (zg,z1) € S C R x R". Esta em realidade é a composi¢ao S™ x S™ — S" v §" —
R" x R" = R*™ — §?" C R x R?" e com imagem (1,0,0) no complementar, onde a primeira
seta na composicao é produto de aplicacoes estereograficas. Fica claro que esta induz um

homeomorfismo f : S™ A S™ — S§*". Considere agora F o a:

Foatpn) = (1,0,0 - (1- 2] ) (o -, Q2 el

wi + (Jw] — wo)? sec(w|p|/2)? p|
(3.12)
Pode-se ver que a primeira entrada tende a 1 e, como |F o a(p,w)| = 1, as outras

componentes tém que se anular. Para provar que ¢ induz isomorfismo basta notar que esta

tem grau +1, o que é facilmente feito usando, por exemplo, a proposicao IV, 7.2 de [6]. [

Copiando-a passo-a-passo este resultado temos uma versao octonionica do Teorema 3.10:

Teorema 3.4°. Seja S CHxHeb:S® — S ouS*cOxQeb:S®— S ou
b: S — 87 definida pela seguinte férmula:
" e—wp%’ w 7& Oa

b(p, w) = '“"1 -
1, w—

Entao b é analitica e 6 um gerador de mg(S?) = Z15 ou m14(ST) = Ziao.

Demonstracao. Sabendo que m : S® — S3 oum : S — S7 definidos pela férmula acima sao
representantes do gerador dos grupos de homotopia indicados basta entao aplicar os funtores

Te respectivamente 74 ao diagrama (3.11). O

Apéndice B: Involucoes do ponto de vista de simetrias

Nao ¢ dificil verificar que se consideramos a aplicacao o : S® — S% e a involucao antipoda
a: 8% — SO entdo p = ao é uma involucdo, esta ainda apresenta outras propriedades.

Prosseguiremos expondo parte do trabalho apresentado em [1].
Teorema 3.17. A aplicagio p : S® — S® é uma involucao livre nao equivalente a antipoda.

Demonstracao. E facil verificar que ao = 07 *a logo p o p = 1. Uma conta rdpida também
permite concluir que é uma involugao livre. Para verificar que ela nao é equivalente a

antipoda considere a seguinte agao de Z, em Dif f+(S™),

A(h) =aohoa ' =aohoa,
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ou simplesmente

Note que A, sendo conjugacao, é um isomorfismo de grupos. Ainda mais, se h; é uma curva
que liga hy a hy entdao A(h;) é uma curva que liga A(hg) a A(hy), portanto ela descende a
uma agao em moDif fT(S™), a qual também notaremos por A. Via a propriedade ac = o~ 'a

temos explicitamente a acao de A nos grupos 07 = Zog:
A(n) = —n.
Agora suponha que existe h € Dif f(S™) tal que hph™' = a. Porém,
hoh™' = a < o =ah 'ah & o = A(h™1)(h).

Tomando classes de isotopia temos

O que faz concluir que ¢ tem ordem par em Zsg contradizendo o fato que ele gera o grupo. [

E interessante observar que py = ac® também sdo involucdes livres e que ainda

o 'pro’ = o lao® ! = iy
Portanto a paridade de k define completamente a classe de equivaléncia de p; em particular
par € equivalente a a e pory1 a p. Também pode-se observar que a classe em moDi f f(S%) = 67
¢ alterada somente pelo sinal pela composicao por a portanto todo difeomorfismo de S°¢ é
isotopico a uma involugao livre.
Considere a esfera S C S® dada por tomar parte real de w € S% como zero, entao a

restrigio de p a esta define uma nova involugao em Dif f*(S®). Temos

Teorema 3.18. A restricao de p a esfera S° definida acima é uma involugdo nao conjugada

a antipoda.

A demonstracao é exatamente a mesma que a do Teorema 2.14. Também nos referimos

a [1] para uma outra demonstracao que admite generalizacao para o caso de dimenséao 13.
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A geometria da involugao de Hirsh-Milnor

Faremos agora uma identificagao explicita das involucoes de Hirsh-Milnor com as apresentada
neste apéndice. Segundo [1] o préprio fato de p ser uma involucao é, no minimo, curioso
e esta identificacao pode nos ajudar a entender o que acontece. Considere as involugoes
T:Mj ,—Mj ,,p:5°— S®em: Sp(2) — Sp(2) definida por multiplicacio pela matriz
—Id. Temos,

Proposicao 3.19. Ambas as involugoes, a de Hirsh-Milnor e a de Abresch-Duran-Puettmann-
Rigas p : S8 — S8, sao explicitamente equivalentes a induzida pela aplicagdo m definida

actma. Ainda mais, as esferas invariantes sao a projecao dos sequintes subespacos

Ss = {( ‘Z 2 ) e Sp(2)|R(a) = 0} , (3.13)

Ss = {( ‘b‘ ; ) € Sp(2)|R(a) = R(b) = 0} . (3.14)

Demonstragdo. Construimos acima um quociente S2---Sp(2) — X7 com segoes locais do

tipo (X7 — {polo norte}) x S* — Sp(2), em particular temos trivializagoes dos fibrados

induzidos em S-S5 — S¢e S3 ... S5 — S5 sendo que estes tltimos sao dados por t = 7/2
e R(w) =0, isto é

P8 x S% — Ss C Sp(2) (3.15)

(P, w), @) = 4% V() (7/2), (3.16)

com inversa

b d

a c b =,
= ——¢€ —.
“\o d DR

A involugado m em Sp(2) fica como

Yt omoy((p,w),q) = (ao™ (p,w), gb(p, w)).

Logo claramente temos a involucao o ™! que é conjugada a p por o L.

P ( “ e ) = ((gaq, gbq), q) (3.17)

onde

N

Para a involuc¢ao de Hirsh-Milnor basta lembrarmos das aplicagoes ¢+ em (3.6) e verificar
diretamente suas composicoes ¢+ oT". Entao —Id x ¢ o T" é exatamente o representante que

procuravamos na orbita. O



CAPITULO 4

NOVAS APLICACOES A PARTIR
DE ANTIGAS

4.1 Homeomorfismos equivariantes a partir de

aplicacoes equivariantes

Seja G'um grupo de Lie, - uma ac¢ao de G' em uma variedade M e uma aplicacao a : M — G.

Definimos & : M — M a aplicagdo associada a o como &(m) = a(m) - m. Temos

Teorema 4.1. Seja & : M — M como acima e seja o : M — G uma aplicacao equivariante

com respeito a conjugagdo em G. Entao & € uma bije¢io com inversa (&)~ = &~ e suas
poténcias sao dadas por Q" = a".
Demonstragdo. Por hipdtese a(g-m) = ga(m)g™!, portanto
a-1(a(m)) = aL(a(m) -m) = a Ha(m) -m) - a(m) -m (4.1)
= (a(m)a " (m)a(m) Ha(m) -m = m. (4.2)
Idem para potenciacao. O

Suponha agora uma aplicacao a; : M — S% que seja como acima para cada instante t.
Entao é&; serd uma isotopia entre estas aplicacoes. Notando que se tomarmos v = b : S¢ — S3
e a agao de SO(3) induzida pela conjugacao de quatérnions em cada coordenada temos entao

& = o e o seguinte resultado:

47
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Proposicao 4.2. Nao existe uma homotopia equivariante em relacao a acao acima entre as
aplicagoes b'? : S® — S3 ¢ §6 — {1} C S3.

Pois se tal existisse (aplicando teoria de aproximagao caso nao seja diferenciavel, [7]) a
aplicacao associada induziria uma isotopia entre o'? e a identidade, o que nao é possivel (ver

por exemplo [28]). Seja agora o : M — G como no Teorema 4.1 entdo:

Proposigao 4.3. Seja 6 : M — M uma involugio que satisfaz a(6(m)) = a~'(m) e que
comuta com a a¢do de G entao para qualquer par de inteiros m,n &"0a™ : M — M sao
1muvolugoes.

k

Demonstracao. Note que com as hipéteses apresentadas &6 = da~*. Calculando direta-

mente:
(@né@m)(&n(;@m) — dn(5dm+n(5)ozm — dn(d—(m+n))dm — Id.

]

A principio todas essas involugoes sao distintas. Note que temos uma relacao de co-

mutacao d& = &~ 16, e ainda mais

amMya"t =a"dat = a""ia" Tt =9
< A"7""§ = 4§, usando a relacdo de comutacao

& A" = identidade,

o que geralmente nao acontece para m—+s—r—n # 0 (de fato para o caso a = b, o elemento
de Blackers-Massey apresentado posteriormente, isso nao acontece).

O caso n = 0,m = 1 tem papel importante em algumas féormulas que serao apresentadas
daqui em diante e também no momento de identificar as bordas dos disco para se obter uma
esfera em dimensoes impares é interessante que o difeomorfismo inverta a orientagao a fim
de que as inclusoes dos discos preservem a orientacao.

E possivel ainda enfraquecer o critério de igualdade e apenas pedir que elas comutem,
temos por exemplo o resultado

Proposicao 4.4. Seja § e a aplicagoes como acima. Entao & comuta com &d se e somente

se & € uma raiz quarta da unidade.
Demonstracao. Basta considerar os dois lados do comutador:
&* = (a6)(0a) = (6a)(ad) = (& 10)(da ) =a?

logo 6 comuta com &J <= &* = identidade. O

—_

Este é o mesmo resultado de [16] considerada a identidade (ad) = @~
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4.2 Novas aplicacoes Ad-equivariantes a partir de

antigas

Daremos agora uma exposi¢ao da alguns processos que se mostram naturais candidatos a
gerarem fenoémenos exoticos.
Considere primeiramente a definicao formal do produto join:
Gn . gm ST x ST x I
S™ x {yo} x {0} U {wo} x 5™ x {1}
onde I = [0,7/2]. Considere ainda a aplicacao geodésica que identifica este espago com a

esfera padrao ™ttt C R+ x R™+L:

A S™ xS — grtmtl (4.3)
£
wl| - (C_Os(t)§> _ (4.4)
. sin(t)w

E facil notar que esta aplicagao é um homeomorfismo e portanto induz uma estrutura
diferenciavel no produto.
Temos que a aplicacdo B : S? x S? x I — 583 dada por:
we®Oen, w #£0

—1, w = 0.

B(& w,t) =

se identifica com a aplicacao b do capitulo anterior via B = bo A.
Produtos Join: Tome uma aplicacdo qualquer o : S — S3. Definimos a* como a

seguinte composi¢ao:

524 5n 52 % G3 LN S8

<i) ) (’“”O‘g(ﬁ)) = A ) o

onde S* x St = Gk+HH1  RFFL x R pela identificaciio acima. Esta é uma nova aplicacio e
idéntica ao elemento de Blakers-Massey produzido anteriormente para o = id : S — S3. E
notorio que ela preserva a Ad-equivariancia e torna o* um difeomorfismo.

Produto Smash: Considere a identificacdo usual S? A S™ = S"3. Tome agora « :
S™ — S3 e defina uma nova aplicacao o’ : S — S3 como:

a"g,x) = [q, ()] = ga(x)g  eufz) .
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A aplicacao é bem definida se considerarmos os pontos bases como 1 € S% e um ponto na
pré-imagem de (1,0, ...,0) € S™. A equivariancia pela adjunta é garantida. Note por exemplo
que a aplicacao original de Blackers-Massey foi apresentada desta maneira (ver o primeiro

pardgrafo e o Teorema 2 de [4]).

Aplicagoes de Hopf: Consideramos a aplicacao de Hopf h : S? — S? dada pela férmula

q — qiq e procedemos de duas formas. Dada a : S — S? definimos "a : S * S — S? como

"a(q,z,t) = a*(h(q), z,1).

h

Podemos ainda considerar ", uma pds-composicao com h(z,w,t) = (cos(2t) + sin(2t)zw),

a aplicacao de Hopf em coordenadas do join, isto é

a’(q,x,t) = (cos(2t) + sin(2t)h(a(z)q)).

Sobre a diferenciabilidade das aplicagoes acima temos os seguintes resultados:

Proposicao 4.5. Seja o : S™ — S? uma aplicacao com a primeira derivada continua, entdo

a e "o sdo de classe C.

Demonstragio. Como a aplicacao (q,z) — (h(q/lq|)|ql,x) é de classe C' serd suficiente
mostrar que o* ¢ analitica. Consideraremos sempre a estrutura em S? * S™ induzida por A,
ou equivalentemente, consideraremos a féormula explicita a partir dessa identificacao. E claro
ainda que o Unico conjunto critico é o dos pontos com w = 0. Escrevendo explicitamente a

exponencial, temos:
-1
o (€,v) = cos(r|€]) + sin(r|¢])a (%) é—|0z (%) .

o que também deixa claro que a parte real é bem comportada nesses pontos. Consideramos

ainda a aplicacdo inversa a estereogréafica R? x R* — S"3 C R? x R @ R™ dada por:

(-(52)-(22)
v w(u, v) S e

Seja 6 a aplicacdo que normaliza vetores em R? x R™ — {0}, logo a parte imagindria fica:

27 |ul

Im(a* (€, w)) = sin T+

a(f(w))0(u)a(B(w)) .
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Como a derivada do seno também é bem comportada quando |w| # 0 e limitada quando

w = 0, entao basta tomarmos a derivada da outra parcela:

9] _ ow _
o {a(0(w))0(u)a(8(w)) ™'} = [Daggu)y D (Gp) a(0(w)) ™, Adagoqwy 0(u)]
00
Ada w)) q )
FAdauw) 75 ()
onde [a,b] = ab — ba é R-bilinear. E fécil notar que o segundo termo no lado direito da

equacao ¢ bem comportado para w = 0. Para o primeiro termo temos

_ sinw(1—1¢) 1 { , wiw]}
sinw|&| D6, = 0t w| — )
N - e M e g,

Como Da e a tém normas limitadas e a expressao acima e a derivada de sin(7|£]) se anulam

quando w — 0 entao a derivada de o* também o faz. Falta apenas mostrar que a derivada
paraw = 0 de fato existe. Basta tomarmos |u| = 1 qualquer e 3(t) = (B.(t), 3,(t)) € R®xR",

uma curva suave com (3(0) = 0 e provarmos o seguinte:

1| 2mfu+ Bu(t)] -1 =
lim o) [ 1+|u+ﬁ(t)|2a(9(w(u+ﬁ(t))))e(u+6u(t))a(9(w(U+ﬁ(t)))) =0.

Como |a(8(w))8(u)a(f(w))~t| = 1 para qualquer u, w entao o limite acima é igual a:

lim ! ‘sin 2mfu + Bu(?)]
=0 [B(E)| | 1+ |u+ B()[?

Sabendo que sin() = sin(r — ) e usando a série de Taylor do seno ao redor do zero

temos:

T+u+62) 16 1+fut+ppr =~
7 (lu+ 18- 12+18> 18]

( 2|u + Bl )_1 (v +Bul =1 + 18 _
<

6] 1+ |u+ G2 i+ |u+ B2 |8

Agora o primeiro termo tende a /2 e o segundo para zero, o que demonstra a proposi¢ao. [
Proposicao 4.6. Se a aplicagio definida por a(x/|x|)|x| for analitica entdo o* também o é.
Demonstracao. Basta observar que neste caso todos os termos em 4.5 sao analiticos. O

Apenas observamos que, segundo H. Whitney ([42]), que uma estrutura C' sempre pode
ser substituida por uma estrutura C*° e difeomorfismos de classe C! por difeomorfismos de

classe C'*°. Vale ainda um outro resultado sobre as construcoes acima:
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Proposicao 4.7. Dada o : S™ — S® com as hipdteses acima entdo existe uma aplicacdo de
grau 1, ¢ : ST — S"3 equivariante pelas acoes especificadas tal que o o ¢ = 7y, para uma

aplicagao v Ad-equivariantemente homotdpica a o, em particular [o*] = [a] € wgn+3(S?).

Demonstra¢ao. Podemos supor a menos de uma translacdo que a(polo norte) = 1. Nesta

condi¢ao consideramos o seguinte diagrama

R L L P NCLESICLAE
M / m (4.6)
SS
onde p 6 a projecio, S35 = 57 — (& = 0}, Ble,w) = (¢ w/lul), M(Ew) =
(€, a(w)] e m é a aplicagao induzida por M no quociente. Notar que m = o e Mo [ =

e a(w/|w])e ™ a(w/|w

A aplicac¢ao ¢ é definida como ¢| i3 = pf3 e leva o conjunto {z = 0} no ponto distinguido

)~! que é homotdpica a o via H(t, &, w) = e™a(w/|w|)e ™ a(w/|w|) L.

do produto smash. Agora para demonstrar a boa definicao e o grau desta aplicacao basta

copiar a demonstracao da Proposicao 3.16 fazendo as adaptacoes necessarias. [

4.2.1 Realizagoes geométricas

Considere novamente o espago Sp(2) munido das duas agoes apresentadas na se¢ao 3.1:

53

§5 Sp(2) —= g7

|

27

A acgao vertical no diagrama acima apresentada por Gromoll e Meyer garantiu a esta
esfera a existéncia de uma métrica de curvatura nao negativa (ver [18]) e a existéncia desta
junto a uma agao padrao equivalente a fibracao de Hopf garantiu, com intuicao geométrica,
a descricao explicita de todos os difeomorfismos de S® a menos de isotopia, descricao tal
que, por alguma sorte, se apresentou com muita estrutura algébrica como visto até entao.
Baseando-se neste modelo e no desejo de uma compreensao mais profunda das estruturas
exéticas € interessante a apresentacao de novos modelos geométricos para tais esferas. De

fato, dada uma aplicacdo a : S™ — S® novos espacos modelos podem ser construidos.
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Considere o disco D" = {(z,t) ER* xR | [z|>*=1et € [0,7[} e Dytt = D"+ — {0},
uma acao - de S em S™ e uma aplicacio o : S™ — S3, Ad-equivariante em relacao a essa
agao, munida de uma involugao ¢ : S™ — S™ tal que a(dz) = a(z)~! e defina as seguintes

funcoes:
f.g: Dyt x S% — DIt x g3 (4.7)
(x,t,q) EN (5@(2:),# — t,qoz(a:)A) , (4.8)
(z,t,q) s <5(:v),7r —t, qa(x)) . (4.9)
Logo temos os espagos Xp(a) = D" x S3U; D" x S3 e Sp(a) = D" x S3U, D" x S3.
E f4cil observar que a agao (x,t,q) — (x,t, gq) é bem definida em ambos os espagos as quais
definem fibrados principais S%--- Yp(a) — St e S% ... Sp(a) — S™L, onde X+t § esfera

resultante da colagem pelo difeomorfismo o : S™ — S™. Entao a base do trabalho citado até

entao em relagao a difeomorfismos é o seguinte teorema:
Teorema 4.8. Os espagos Xp(a) e Sp(a) sao difeomorfos entre si.

Demonstragdo. Considere a aplicacao F': D" x §3 — D! x §3 definida por (z,t,q) —

(q-z,t,q). E notério que fF =Fge gF = Ff, de fato, computando diretamente:

fF(x,t,q) =
= (0a(q-x),m —t,Ga(q - x)7)
=(a(q-2)-8(q-2), 7 —t,galqg-2)") pela comutacao de 0 com -
= (qa(x)q - 6(q - x),m —t, () ') Ad-equivariancia de «
= (qa(z) - 6(z), m — t,0(x) ') por § novamente

= F(0(x), 7 —t,qa(x)) = Fg(x,t,q).

A outra igualdade é provada de forma similar. A diferenciabilidade de F' é clara e sua
bijetividade é garantida pelo fato dele ser uma involucao. Fica claro que as aplicagoes
Fs, : ¥p(a) — Sp(a) e Fs : S(a)p — Yp(«a) definidas por (x,t,q) — F(x,t,q) sdo bem

definidas e inversas entre si. O
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Corolario 4.9. O espaco Sp(a) = Xp(a) ou Sp(ar) admite o sequinte diagrama:
S
SB Spg(Oé) — gt
i
Ysa

As féormulas explicitas das acoes herdadas desta identificacao sao:

Spla) B Tpla) L Tpla) B splw)
(z,t,q) — (qzq,t,q) — (qzq,t,99) — (927,49),

17

Sp(a) Sp(a) & Spla) = Sp(a)
(z,t,q) — (q2q,t,q) — (q2q,t,93) — (977,4q9)

O fato das férmulas serem as mesmas era esperado devido a identificagdo dos espagos
ser dada por uma involugao. O que motiva a introducao desses espagos é de seu estudo
ser muito bem-sucedido no caso principal deste trabalho, o = b : S® — S3. De fato as
aplicagoes geodésicas e a fibragao S®--- Sp(2) — S7 assumidas na segao 3.2 garantem os

seguinte teorema

Teorema 4.10. Para b: S% — S3 o elemento de Blackers-Massey supracitado vale Yp(b) =2
Sp(b) = Sp(2).

Observacao 4.11. O esforco de construir estes espacos e estudar estas aplicag¢oes € real-
mente de valia. E conhecido que para um elemento L*~1 do subgrupo bPy, C 0! de
esferas que sao bordo de variedades paralelizdveis sempre vale 4% ~1 x §3 = %=1 % §3 logo
para qualquer uma dessas esferas existe um fibrado principal S*--- S*=1 x §3 — Y41 (yer

[8, 24, 39]). Isto vdlido até para X*~! x S%, porém nos € interessante a estrutura de grupo

em S3.
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4.3 Apresentacoes singulares

E notério que o caso av = b : S® — S? apresentado no inicio deste capitulo possui ainda mais

um elemento no diagrama em cruz como visto na se¢ao anterior:
S3 S3

59 Sp(2) — 7

L

53 s 27 R S4

Basta uma breve leitura do capitulo 2 para conceber a importancia do mesmo através
da fibragao S%--- 37 — S* no célculo dos invariantes desejados ou até mesmo em [36] para
resultados geométricos. Este fibrado nao é principal, porém é realizavel como fibrado linear.

Fator tal que permite escrever de forma simples um cobordo para X7.

Ao longo dos estudos alguns problemas interessantes foram levantados e este simboliza o
principal deles: dada uma esfera construida pela uniao de dois discos com um difeomorfismo
explicito, serd que existe uma variedade que a tem como bordo tal que algum invariante
analogo ao de Eells-Kuiper possa ser calculado. Note que até mesmo os métodos usados por
Milnor e Eells-Kuiper usam de outro tipo de construcao que permite um célculo indireto.
Isso torna este trabalho nao-trivial. Apesar de nao termos sido bem-sucedidos acreditamos

ainda que existe a possibilidade de algum material dessa secao ser util no futuro.

Comecaremos com o caso da familia o* : S — S que produz as esferas da secao 3.3 e em
seguida apresentaremos uma construcao associada ao caso de um difeomorfismo resultante
de um dos processos descritos anteriormente. Em toda a secao tomaremos a agao em S”

como conjugacao quaternionica coordenada a coordenada.

4.3.1 Cobordos singulares

Relembrando dos espagos F}? apresentados na segao 3.3, considere novamente < u, v >= ‘v

e defina uma nova familia de espacos

F'={(u,v) € D’ x S" | <wu,v>=0}
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Note que OF = E1° e que ele pode ser representado como um subespago no conjunto de
matrizes My (H):

FP:{G‘jeMﬂ@\MﬂHWﬁlﬂ&+w%ﬂ}

E claro que as mesmas férmulas das acoes o, * : S3 x E{® — E{° ainda sao bem definidas:
a c a cg
ge = _
b d b dg
a ¢ gag gc
g* = _ )
b d gbg gd
e que suas propriedades principais ainda sao verificadas, isto €, elas sao livres e comutam
entre si. E notdvel que F! é o fibrado tangente quaterniénico’ de S7, porém ainda mais

notavel é que o espago de érbitas da acao e é facilmente identificado com o fibrado tautolégico

sobre HP! = S*. Observe primeiramente que para o fibrado tautolégico &(HP?!) vale:
EHPY) = {(u,2) € H> x S* | h(u) + A’z = 0 para algum A € R, }

onde abusamos da notacao e estendemos a férmula da aplicacao de Hopf para h : H? — RxH.
Visto isto é claro que F}'' 3 (u,v) — (u, h(v)) € E(HP') fatora por um difeomorfismo entre
Fl1/S% e §(HP'). Aqui notamos por h a férmula tradicional da aplicacdo de Hopf invariante
por multiplicacdo a direita. Porém o ponto importante do espago F|'' é referente & outra

acao.

Proposigao 4.12. O espaco de drbitas F!''/S? = B® referente a agio x é difeomorfo ao

fibrado de discos associado ao fibrado de esferas M{fl.

Demonstracao. Para existir este difeomorfismo basta apresentarmos trivializacoes adequadas.

Porém estas podem ser dadas pelas aplicacoes hi, hy : H x H — B8:

1 q u\|.
<1+¢uPﬁ<—uq 1)]’ .

1 or 1
(1+ [v]?)z (—r v)] ' 41

hl (U, Q) =

ho(v,r) =
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As inversas sao dadas por

[ ] 1 (- dad
S :—(bd,—>,
' ( b d ) (]2 \" Jal

[ ] 1 che
< :—<d,—).
2<bd>rcr“rb\

Uma conta rapida prova que hy'hi é a aplicacio desejada (compare com [18]). ]

Podemos repetir o mesmo processo para toda a familia {F}°}. Considere a nova familia
de espacos
Fr ={(u,v) € D’ x S" | < pp(u),v >=0}.

E f4cil verificar que as acoes ® e x sao bem definidas e livres nesses espacos. Considere
o espago de 6rbitas da acao x, By = F}''/S3 e note que a aplicagao hy, : F' — S* definida
pela nossa aplicacao de Hopf na segunda coluna é invariante pela acao x bem definida nesse
espago, o mesmo acontece com suas respectivas restricoes a E,};O e E,Z, denotaremos esta

ultima aplicacdo como hj,. Uma conta rdapida mostra a identidade
' (S' = {(£1,00}) = (R* = {0}) x \/ D".
k

O que, por ser um espago topolégico sem estrutura diferencidvel contido em Bf como um
aberto, prova que B} nao pode admitir estrutura diferencidvel. O problema nessa construgao
reside no fato de py, ser singular em (0, 0) para k # +1. De qualquer forma é possivel que este
espaco ainda possua alguma informacao de interesse. Apresentaremos algumas proposicoes
que indicam essa possibilidade. O fator principal é que todos os invariantes usados para o
calculo do invariante de Eells-Kuiper sao invariantes por homeomorfismo e nao somente por

difeomorfismo.
Proposigao 4.13. Os espacos BY sio homeomorfos ao cilindro da aplicagao hj, : 7 — S*.

Demonstracao. Relembre a definicao do cilindro de uma aplicacao:

X x [0,1]

Y

C(f: X—-Y)=

~f
onde a relagao ~; é dada por z ~; y < f(x) = f(y). Agora o homeomorfismo é ébvio e

induzido pela aplicacao
YixI— B
([(u, v)], 2) = [(tu, v)].
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A inversa é dada por tomar ¢ a norma de u. A boa definicao de ambas acontece pois o
subconjunto {[(0,v)]} C By é homeomorfo a S* via hj. O

Proposicao 4.14. Seja M Swdom para © um merqulho que também é um retrato por
deformacao. Entao TW = f*vi ® f*T'M.

Demonstragao. Basta notar que i*TW = vi @ TM, logo f*vi ® f*TM = f**TW = (io
Y TW = (id)*TW = TW. m

Notamos por vi o fibrado normal ao mergulho i. Se conseguissemos um par de variedades
W <& M tal que W — M = B — S* (no sentido diferencidvel) e que i ainda fosse uma
equivaléncia homotdpica, entao ja saberfamos de antemao que *p(W') = p(vi)p(M) e que a

forma de intersecao seria definida a mesma de M.

Observagao 4.15. Por outro lado, o Teorema 4.1 de [39] afirma que no contexto acima W

s6 pode ser um fibrado de células sobre M logo a construgao se torna um tanto obsoleta.

Observagao 4.16. A ideia de considerar o pull-back do fibrado de discos associado a E° —
S wia py, também € vdlida porém a férmula da agdo de Gromoll-Meyer neste caso ndo
fica bem definida para k # £1, o que nos tira a possibilidade de conseguir uma variedade

de dimensio 8 com o bordo desejado com os objetos conhecidos. De fato para piE’ =
{(v,u,v) € 8" x D x ST | (u,v) € F}*, pp(v) = v} temos

gx (U u,v) = (gu', gug, gv),

o que nao necessariamente satisfaz pr(gu) = gv. Contudo os espagos Sp(a), para « :
Sint2 . S3 ainda admitem fibragoes S3---Sp(a) — S*™*3 a qual, um estudo mais pro-
fundo pode resultar em uma construgao de um fibrado S*---P — D(n(HP™)), notando
como D(n(HP™)) o fibrado de discos associado ao fibrado tautolégico S™+3 — HP™, e como
a a¢ao  em Sp(«a) € equivariante pela proje¢ao, € muito provdvel que seja possivel defini-la

de forma interessante neste novo espaco.
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Apéndice C: Uma outra construgao classica

De fato o Teorema 4.1 nao ¢é inédito ([7]).

Teorema 4.1°. Fixada uma variedade M e uma acao - : G x M — M, a aplicacao o — &
entre o grupo de fungoes de M para G Ad-equivariantes e o grupo de difeomorfismos

—_— A
equivariantes é um anti-homomorfismo, i.é., a - 3 = [a.

Apresentaremos agora uma construcao classica que usa este ponto de vista. E importante
para entender melhor estes fenomenos ter o maximo de exemplos possiveis. Porém continua
notério o fato de que um difeomorfismo em S® tenha sido apresentado de forma explicita,
ponto que difere das construgoes classicas.

Considere uma aplicacao 0 : A — G equivariante e seu homeomorfismo induzido 0 :
A — A. Também induzimos um homeomorfismo em A x A via a diagonal da acao de
G em A via (a,d’) — (0(a) - d’,0(a) - a), o qual é claramente equivariante. Estaremos
principalmente interessados no caso em que 6 (a) = a, tal que tenhamos como homeomorfismo
(2.9) = (0(z) - y, 7).

Considere agora a acao diagonal de O(n) em S"! x S"~1. Para uma aplicacio 6 :
St — O(n) com O(gz) = gf(z)g~" a imagem de z tem que comutar com todo o grupo de
isotropia de z, O(n), (que é conjugado a O(n — 1) no nosso caso), portanto fica claro que
0(z) s6 pode ser uma das seguintes quatro possibilidades: Id, —Id, a reflexdo pelo hiperplano
perpendicular a x e a reflexao pela reta Rz (a tltima nao passa da negativa da peniltima). A
continuidade de 6 indica que a aplicacao nao pode variar entre estes casos. Também pode-se
concluir que os dois primeiros casos nao sao interessantes e que os dois ultimos devem dar
o mesmo exemplo. Consideraremos entao somente o tltimo caso. Temos para z € S ! e
y € R™ a aplicacao:

Oz)- y=2<uz,y>z—y,

onde o produto interno é o euclidiano. Definimos via esta o homeomorfismo (de fato difeo-

morfismo)

©: Sn—l % Sn—l N Sn—l % Sn—l

Que de fato é equivariante como todas as suas poténcias. Definimos entao novas variedades

St = 85" x D" U S" x D™
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Observacao 4.17. Respeitosamente pedimos o perdao do leitor por usar novamente esta
notagao mas nesta se¢do ela serd usada para estes espacos e somente eles e futuramente

podemos muda-la para X(0%) e ¢ para 0 sé insistiremos na mesma por fatores histéricos.

E notério que a colagem feita para Y21 nao induz uma estrutura diferencidvel da
forma que estamos acostumados neste trabalho. Contudo para casos assim existem métodos
simples de ‘estreitamento de angulos’ os quais o leitor pode deduzir através de estender ¥
por vizinhancas tubulares de S"~! x S"~! em seus respectivos dominios ou usar [27] como
referéncia.

O primeiro passo para estudar estes espacgos é calcular suas homologias. Note que é
ponto principal conhecer os morfismos ¥ : H, 1(S"t x S"71) — H, (8" ! x 771,
Indicamos entao * como ponto base e via Teorema de Kunneth é facil notar que as inclusoes
ip 0 St x St x §nl 1 = 1,2 dependendo do fator, induzem isomorfismo i, @ iy :
H, 1(S" Y& H, 1(S"') — H,_(S"! x S"1). Portanto basta calcularmos o graus das
aplicacoes S™ 1 U, g1y gn-1 £ gn-1y gn-1 P, gn-1 para todas as combinacoes j, [ = 1, 2.
Escolhendo geradores condizentes com as orientacoes de S™~! nao é dificil ver que teremos

uma matriz

1+ (=1) G4W*].

o 1 0
No caso geral
k 1+k —k
= ,para n par,
¥ 1ok | P p
i 10 . k 0 =
o = 01 ,para k par e n impar e ¢, = ) caso contrario.

Agora aplicando a sequéncia de Mayer-Vietoris (ver [6] para mais detalhes sobre esta)

temos
e Hpg (57 = Hy(S" xSt
o8 Hy (57 % D)y @ H(S™) x D) — Hy(S2) o -
0 que mostra que para Hj(Ez”_l) =0paraj#0,1,n—1,n,2n—1. O caso j = 1 é claro

via Van-Kampen e os casos j = 0,2n — 1 sao naturais. Para os casos j = n,n — 1 temos para

o homomorfismo (i, ©*) as seguintes matrizes

1 0
1+k —k

oF =

] , para n par,
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N 1 , & 1 -
di= | para k par e n impar e ¢} = 0 1| ° contrario.

Logo para n e k fmpares temos que Y2"~! é uma esfera homolégica, como a triviali-
k )
dade de seus grupos fundamentais é garantida via Van-Kampem conclui-se que sao de fato

homeomorficamente esferas. Vale ainda mais:

Proposicao 4.18. Para a familia de variedades definidas acima, as variedades Zim“ 54,0
homeomorfas a esfera S*™*! sempre que k é impar. Ainda mais, Eimﬂ herda uma estrutura

diferencidvel diferente da padrao para pelo menos uma subfamilia nao vazia de indices m, k.

Os métodos para mostrar em qual classe de difeomorfismo cada um desses espagos per-
tence é essencialmente diferente dos que apresentamos até agora (via invariantes ou difeo-
morfismo explicitos). A familia de indices indicada é relacionada ao fato de X}™? ser a
esfera de Kervaire para k = +£3 mod 8, a qual é exdtica quando m nao é uma poténcia de

2, para qualquer uma dessas questoes indicamos [7] como referéncia.



CAPITULO 5

ALGUMAS ESFERAS SOBRE UM
OUTRO PONTO DE VISTA

Apresentaremos neste capitulo alguns resultados obtidos durante o periodo de estudos rela-
cionados aos difeomorfismos construidos no capitulo anterior. Estaremos neste capitulo
utilizando métodos primeiramente encontrados em [33, 34] e alguns outros resultados sobre

eles.

5.1 Uma outra construcao da esfera padrao

Considere a esfera padrao nas seguintes coordenadas
ST ={(\ 6 w) € Rx REx RN + [ + [w]* = 1}

e defina os seguintes subespagos:

Sl;+n+1 :{()\,E,w) c Sk+n+1| ‘le 7§ 0}7 (5.1)
S§+n+1 —{(\, &, w) € SHHH A2 4 g2 £ 0) (5.2)
Sllf}:zn-i-l —Ghtn+l S§+n+1_ (5.3)

62
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Temos entao difeomorfismos:

(I S{ZJF"H — DFl x gn o: S§+”+1 — Sk x prtl (5.4)
A A A
A orrlem)d
)= (¢) AN
w w (A2+¢]2) 2

Vale entao que ST+l = §F x Dty D1 x 8™ pelo difeomorfismo em SZEE”H dado pela
composicao 1! o ¢|gernrr. O que faremos de agora em diante ¢ generalizar esta construcao
w,€

para as esferas X,,.

5.2 Caso X,

Vamos agora fixar algumas notacoes: « : S* — S% Ad-equivariante a uma acao fixa - :
S$3%x S™ — S™ cujo simbolo também notara g- (£, w) = (g€g, g-w) em S™3 = S2x5". Notamos
por D" = {(&,w,t) € ImH x R"™ x [0, 7[}, o disco aberto de raio 7, § : D" — Dnt4
definido por (¢, w,t) = (=&, w,m — t) e a aplicacdo o : D" — {0} — D" — {0} definida
por o(&,w,t) = 0(&*(&,w),t). Notaremos por X a esfera resultante da colagem de duas
copias de D" via o ou ¥, quando houver risco de ambiguidade.

Usaremos daqui em diante a esfera padrao S™** também como a colagem de dois discos
via § e notamos que algumas coisas que faremos se originam da construcao acima via o
difeomorfismo

(&, w,t) — (cos(t),sin(t)E, sin(t)w),

entre D" e S"™ — {(—1,0,0)} e composi¢des com 4.

Dada a esfera 3 também temos subespacos parecidos com o caso padrao.
Lema 5.1. As funcgoes p,p : ¥ — R definidas por
p(&w.t) =sin(t)’|wl*,  p'(& w,t) = cos(t)” +sin(t)*[¢|*
sao bem definidas.
Definindo p, p' : D"** — D" pela mesma férmula conseguimos subespacos semelhantes:
S =% — p~(0), Dyt =Dt — p7(0) (5.6)

S =% — p'7H(0), Dt =Dt — p=1(0) (5.7)
S =3 N e, Dyt =Dyt n Dy (5.8)
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O ponto principal nesse capitulo é que com a férmula dos difeomorfismos construidos
no capitulo anterior podemos definir aplicagoes com propriedades que possibilitam imitar o

caso da esfera padrao. Estas sdo as seguintes (compare [11]):

mey : DI — §°

(€, w,t) a(%)e_gt (5.9)

nt D’g+4 — 3

-1
(&, w,t) — a(%)e‘étef&a(%) . (5.10)
onde .
e Ccost+sintg
€ = ——— .
| cost + sin t¢]
Temos:

Proposigao 5.2. Dada o como acima de classe C", 0 < r < oo temos que m, € nl sdao

Ad-equivariantes de classe C" e C' e ainda mais
§0mM, 00 =1y, J00NLoo=n,
onde i (&, w,t) = —nt (&, w,t). Em particular elas definem fungoes
et S — Sptt, fa s B — SEH (5.11)

onde N, € definido pelo sequinte diagrama

—

Dt s D?H nd Dg+4 -, Dt
T T
D — {0} D {0} .
lo R L
n+4 > D?+4 o Dg+4 N D2‘+4

Demonstra¢ao. A tunica afirmagao que nao precede de verificagao direta é a diferenciabilidade
de n4. Sendo o tnico problema o subespaco p~1(0). Seguindo a demonstragao e notagao da

Proposigao 4.5 basta provar a diferenciabilidade em ¢ = 0 e os seguintes limites:

‘ [€] cos(t|€]) sin(t)—cos(t) sin(t|€])
1 1—

1) limmﬂ ] ‘ < M < o0,

2) hmsﬂo‘|§|cos(t|§|)sin(ﬂt();)cos(t)sin(t|§|)’ —0.
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E facil notar que a expressao conseguida expandindo a formula de n,, é analitica em ¢ com
uma série de poténcias pares. Logo por teorema de geometria Riemmanniana vale que n,, é

analitico na origem pela direcao polar. Para o primeiro limite notamos que

cos(t) sin(t[€]) = sin(t) cos(t[€]) — sin(t(1 — [€])).
Temos

€] cos(t|€]) sint — costsin(t|E])  (|€] — 1) cos(t|€]) sint  sin(t(1 — |£]))

= + — t —costsint.

1 -] (1 —1¢l) (1—1¢l)

O segundo limite é relacionado a diferenciabilidade da parte da expressao de n,, que pode dar

problema. Portanto, por teoremas de Calculo, podemos considerar este limite coordenada a
coordenada. Ele é claro para a coordenada t. A aplicacao é a priori diferenciavel em &, pois

a acao é transitiva na mesma e a funcao é equivariante. Basta entao calcularmos para w.

Temos
lim €] cos(t[€]) sint — cos ¢ sin(t[€]) ' _
s—0 w
 lim ||€] cos(t|¢]) sint — costsin(t|€])] o]
3 P
I |€| cos(t|€|) sint — costsin(t|€])]| |w|
= 11 .
-0 1 —[¢] 1+ [¢]

Aqui ((s) = w(s) e suprimimos esta notagdo para maior clareza do que estamos fazendo.
J& vimos que o primeiro termo é limitado e o segundo vai para zero pois |w| — 0 obtendo

assim o resultado desejado. O
Agora ¢ facil deduzir o seguinte:

Teorema 5.3. Seja r, @ S® x S — S3 definido por ro(A + &, w) = (A + &)a(w)™!, entdo

Yo = D*x S"US3 x D" onde a colagem € feita ao longo do bordo comum por 7.
Demonstracao. Basta verificar a seguinte composicao:
—1 A —1 ~
(D4 . {0}) x S 1/’_) 517}124 Ma Ew’g Na, 5324 L 93 % (Dn+1 . {0})
Temos .
o 01, (€, w, 1) = mzt - ng(€,w,t) = e™a (—) :

Ainda mais:

A
et nn o w6 w) = (S ) alw)



SEQAO 5.3 e Observagoes sobre plumbing 66

Logo
pomgt - na(P (N, & w)) =
=¢(mg" - na (YT & w)) - YTHA & w))
=0(ra(A+&/IN+ &l w) YT E w))
=ro( A+ E/IN+ € w) - po (N € w).
Como desejado. m

5.3 Observacoes sobre plumbing

Seguiremos com alguns resultados e construgoes baseados em [25, 34]. Considere aplicagoes
B:S% — SO(n)ev:S"— SO(k) e difeomorfismos

F - Sk x Dt Sk X Dn+17 G - DL« RSN DL « qn
(z,9) = (z,6(2) - y) (z,9) = (1Y) - 2, 9),
onde - denota a agdo linear padrao de SO(n) em D™ (resp. SO(k) em D*) que fixa a

primeira coordenada. Note por f, g as restricoes de F' e GG aos seus respectivos bordos.

Proposicao 5.4. A variedade obtida por suavizar os angulos de D**' x S™ Ug—17¢ Sk x Dl
¢ homeomorfa a esfera e € bordo da variedade E((,7y) obtida por suavizar os dngulos do

sequinte espaco

Dk+1 % Dn+1 Dk+1 % Dn+1 Dk+1 % Dn+1
DFL g7 Sk x Dl
\ /

Skxgn 9
(5.12)

Demonstracao. A fungao (x,y) — xo, a primeira coordenada de x, é bem definida e tem
somente dois pontos criticos, vale entdao por [32] que esta variedade é homeomorfa a uma

esfera. A outra afirmacao é facilmente verificada. n

Observe que no diagrama acima os triangulos da parte superior direita e superior esquerda
podem ser considerados como fibrados de disco sobre as esferas S¥*!, S"*! respectivamente.

Segue por argumentos encontrados em [25] que este espago é retrato por deformacao de
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Sktly §nHlSeja p, 1 T4 150(q) — Z o homomorfismo de Potrjagyn definido por evaluar a
r-ésima classe do fibrado em S*" correspondente no elemento de volume. Segue de referéncias

encontradas em [34] o seguinte resultado

Proposicao 5.5. O indice de E(3,7) é nulo e se k = 4r —1 en = 4(l —r) — 1 entao o
tnico numero de Potrjagyn ndo nulo € i,,_; dado por p,(B)p,—i(y). Se k,n ndo sao dessa

forma entdo todos eles sao nulos.
Segue de [17] o célculo do invariante p de OE (3, ) = X(0,7)
Proposicao 5.6. Seja X(3,v) como definido acima entao

2r—1_ 2(l—r)—1_
BBy, {14 200 (3 (3)
day(2r)!(20 — 2r)!

mod 1,

w(3(6,7)) =

ser # 2l ou

W) = 5 (14 2 ) (p0)un(s)

29, (B)pe(7) + P (1w (7)) + t2,7[E (B, 7)) mod 1,

onde wy, € a classe de Euler referente ao fibrado.

5.4 Aplicacgoes

Estudaremos o caso r = 1,/ = 2 onde conseguimos de fato calcular os invariantes. Fare-
mos algumas observagoes antes de comegar. Note por ¥j (ou X, quando houver risco de

ambiguidade) a esfera construida pelo difeomorfismo (6(a*)*):

Proposicao 5.7. As funcoes py, pj, : L — R definidas pelas mesmas formulas de p, p' sao
bem definidas e ainda mais, as fungoes definidas pelas formulas nq (&, w,t) = ny (&, w, kt)
e M (&, w,t) = ma(§,w, kt) sio bem definidas como fungoes Ad-equivariantes de Xy —
(p,)1(0) — S3 e Sp—p; ' (0) — S? respectivamente com a mesma classe de diferenciabilidade
de ng e my. Vale ainda que Xj, = D*x S™U,_, S*x D™ com 1o (X, &, w) = (A+&)Fa(w) .

5.4.1 Um cobordo para X,
Considere a construgao na Proposicao 5.4 com k = 3 e as seguintes alteracoes

Entao fica clara a seguinte



SECAO 5.4 ¢ Aplicagoes 68

Proposicao 5.8. A variedade E(k,«) definida por suavizar os angulos da variedade definida

pelo diagrama 5.12 tomando F,G como acima tem a propriedade OE(k, ) = Yo k.

Acreditamos que estas variedades tenham ntmeros de Pontrjagyn e indice calculados da
mesma forma que F(f3,7). O que podemos afirmar é que os tridngulos superiores ainda
continuam sendo fibrados de discos sobre esferas com a tnica diferenca que o da direita
projeta sobre a esfera obtida pelo difeomorfismo @. O nosso maior problema é a afirmacao

de Milnor que no caso estudado por ele os fibrados se intersetam em uma célula.

5.4.2 Casor=1,l=2

E facil verificar o seguinte:

Lema 5.9. Considere na construgcao da se¢ao anterior 3 ey fungoes Ad-equivariantes com

us propriedades 5(x) - = = 1.4(y) -y = y entdo g f(z.y) = H)(y)~) - (2.y) (agindo na
diagonal).

Considere z = A+ €eH, y =w € R e BN+ &) = [N+ &7 € §3/Zy, = SO(3),
y(w) = [a(w)™!] € S3/Zy = SO(3) — SO(7) com o isomorfismo S*/Z, = SO(3) dado por

a — Ad, e a inclusdo em SO(7) por conjugacao coordenada a coordenada. Temos de [32]:

Lema 5.10. Para (3,7 como acima vale:

p(8) = t4k, pi(y) = 4K (5.13)
wy(B) = wa(y) =0, (5.14)

com k' a imagem de a : S* — S® wia o isomorfismo w3(S®) — Z induzido por escolher a

1dentidade como gerador.
Usando a férmula da proposicao 5.6 temos

Teorema 5.11. L
Yok = —.
MBak) = 5
Demonstracdo. A tnica coisa que nao segue da substituicao dos dados do lema acima na
Proposicao 5.6 é o sinal que é positivo pois o caso k = k' = 1 é a variedade M27 _, cujo

invariante foi calculado no capitulo 2. O

Segue diretamente o seguinte
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Corolario 5.12. Seja WﬁS(S”), n = 3,6 o grupo de aplicacoes equivariantes a menos de

homotopia equivariante entao vale o sequinte diagrama comutativo

5 (5%) @ 7§ (8%) — g (S%) —= ¢

& 5
75(5%) @ 75(5%) —— m6(S%) :

onde a linha de baizo é dado pelo produto de Samelson, as flechas verticais sao induzidas por
‘esquecer ” equivariancia, a linha de cima € dada pelo produto definido em 3.16 e a aplicacdo

0 — B respectivamente e a seta longa pontilhada é dada por qualquer levantamento para

7r§?3 (S3).
Isto também responde, como caso particular, uma pergunta levantada em [11].

Corolério 5.13. A construgio o — &* no caso o : S3 — S3 s6 depende da classe de
homotopia de o, em particular nao € possivel consequir um gerador de 87 por um elemento

homotopicamente nulo.
Sabendo que 7s(S?) = Z1y e 07 = Zyg também concluimos que a segunda seta vertical

nao pode ser isomorfismo.

5.4.3 S%-fibrados sobre S*

Seja ho : S” — S* a aplicacao de Hopf definida por ho(a,b) = (|a|> — |b|?, 2ab) entdo temos

as seguintes férmulas:

ho o (A€ w) = (202 + €% — 1,2(1 = A2 — [€) 2 (A + )w), (5.15)
hoo ¢ M (A &, w) = (1= 2fwl%, 2(1 — |w]?) (A + £)@). (5.16)

Segue

Proposigao 5.14. Seja o = Id: S? — S3, r =71, e B(r¥) = S3 x D* U D* x S® entdo a
aplicacio hy : X(r*) — S* definida pelas férmulas acima é bem definida, analitica e define o
fibrado M., _, de 2.1.

Demonstracao. Para a boa definicao precisamos que

ho 0 TN (A + & w)) = ho 0 67 (A + &, w),
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porém ambas as expressoes acima sao invariantes por conjugagoes por (A + &)w. Para a
segunda afirmagdo considere R x H D S1 = S* — {(F1,0)} e as trivializacdes I : ST x 93

A wg lal? — [b]?
a _
I | w :( (12 A);> I (b) = 2ab : (5.17)
LN a/la|

Seja S = S1NS* e D! = D* — {0} entdo a funcao de trivializacao do fibrado é dada por

de hy dadas por

Q

1

St xS LSl L D D ST S < 8

w

onde estamos usando a mesma notacao para as fungoes e suas restricoes. E facil ver que

(i w
A+ €] Jul

e W por q\/ A temos

dorf ool (N w,q)=r" (%q) ¢ ool (Mw,q),

¢7lofkow(/\+§,w)zrk >-¢lo1p(>\—|—§,w).

Substituindo no lado direito A + & por =

aplicando agora ljrl ao lado direito

N (wglw| ™ q) - ¢ oo (N w, q)) =
=l (w7 orpol (A w,q))
=(\, w, W qa),

onde a ultima igualdade decorre sem dificuldades técnicas. ]
Como corolario temos seu invariante y calculado.

Corolario 5.15. (k1
w(E(rh) = % mod 1.

Observacao 5.16. Conclui-se diretamente que colar ao longo de S® x S3 ndo respeita a
composicao de funcgoes pois temos

3
28

2

P07 = o

7 5z = H(E()#E(r).



CONCLUSAO

Foi apresentado nesta dissertacao alguns dos trabalhos dedicados a construir candidatos de
variedades, difeomorfismos e involugoes nao equivalentes as padroes. Em seguida apresen-
tamos um novo resultado que pode ajudar a classificar algumas destas. Seguimos agora,
como conclusao do trabalho, com uma lista desta e algumas outras questoes formuladas de
forma bem abrangentes cujas respostas podem ajudar a entender melhor a exoticidade destes

fenomenos.
Questao 1. Estudar como e quando podemos ‘propagar’ a exoticidade de &*.

Questao 2. Estudar as esferas X, em geral e entender quando e como o processo o +— Q*

gera uma esfera exotica.

Esperamos que seja possivel usar o Capitulo 5, em particular a construgao em 5.4.1,
para comparar as esferas conseguidas por difeomorfismos Ad-equivariantes do tipo a* com
os pares bilineares de Milnor e Novikov (]29]).

—

Questao 3. Entender como ocorre a isotopia (ak)* =~ (a*)*.

Comparando a aplicacao de Hopf hg : ST — S e a construcao no Capitulo 5 talvez seja

—

possivel conseguir uma ideia de como levar a esfera colada por (a¥)* na esfera colada por

(64)*.
Questao 4. Fazer as mesmas construcoes substituindo S* por O(n)

Esta seria uma outra forma de conseguir novas esferas. E possivel que a construgao no

Apéndice C ajude bastante nesta generalizacao.
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Questao 5. Construir Xp(a*) via os métodos do iltimo capitulo e tentar compard-lo com

algum outro espago conhecido.
Questao 6. Construir um invariante que depende de forma mais direta do difeomorfismo.

—~k
Para o caso n = 7 basta encontrar alguma forma de recuperar, para p;, , k, k" mod 28
de forma invariante por isotopia, onde p : S® — S é definido por pp(q) = ¢*. Ainda

deixamos algumas outras questoes que ainda nao temos ideia de como atacar.

Questao 7. Entender por que algumas esferas de 87 ndao podem ser escritas como S* fibrados
sobre S* e comparar 5.14 com [19].

Questao 8. Identificar a esfera X%,, com a esfera de Brieskorn em [2].
Questao 9. Trivializar o fibrado tangente de X7,

Questao 10. Estudar agoes livres de Z,, sobre as esferas ¥, assim como feito em [12].
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