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Resumo

Este trabalho aborda o problema da quantificacio da distincia existente entre
- individuos mensurados sob o contexto de misturas. Inicialmente é feito um estudo com
relacio a caracterizacio de misturas, por meio da obtengdo da expressio para a matriz de
vartfincias e covariincias na forma de blocos. A seguir, como contribuigio deste trabalho
& literatura, ¢ determinada a expressio em blocos para a inversa desta matriz e, utilizando
a mesma como matriz de ponderacio, tem-se uma extensdo da Distidncia de Mahalanobis
para este contexto. Além da implementacio computacional desta extensio, também ¢

feita uma aplicagio desta distdncia utilizando Técnicas Hierdrquicas de Agrupamento.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Preliminares

1.1.1 Dados com Misturas de Variaveis

E muito comum, ao se trabalhar com conjuntos de dados reais. depararmo-nos com
a existéncia de varaveis de diferentes tipos pois varias areas do conhecimento tratam,
frequentemente. problemas nos quais a escolba das varidveis focalizadas recal tanto sobre
categoricas, quanio sobre continuas. Por exemplo, na area de educacio uma populacio de
alunos pode ser estudada {ocalizando varidvels sécio-econdniicas de forma categorizada e
variaveis de desempenho académico de forma continua. Em um outro exemplo, na érea de
estudos populacionals, uma regido pode ser tipificada pelo estudo de seus rrmni{?i;}ifﬁ em
variaveis categorizadas ¢ continuas. As primeiras podem referir-se a presenca/ausencia
ou mtensidade de determinados mdicadores de desenvolvimento tais '.'.T')I}'](“), escolas. hos-
pitats, bancos, etc. J& as varidvels do segundo tipo podem conter informacdes como
km de ruas asfaltadas, consume de energia elétrica, entre cutras. Quando isto acontece,
dizemos que estamos trabalhando com um conjunto de dados com misturas de raruivois
calegdricas ¢ confinuas que, de agora em diante, chamaremos apenas de misfuras. O
problema de misiuras de varidveis continnas ¢ categéricas vem sendo, ullimamente. bas-

tante estudado to contexto de Andlize Diserimiantr, visto que a existéneia de variaveis



categoricas pode gerar sub-populagdes de individuos, Neste campo podemos destacar
a grande contribuicio que vem sendo dada, ao longo destas duas iltimas décadas, por
Olkin e Tate e, principalmente, por Krzanowski. Mais recentemente, Viachonikolis tem

publicado varios trabalhos sobre este assunto.

1.1.2 A Estrutura de Inter-relagao no Contexto de Misturas

Quando estamos trabalhando com wn conjunto de dados onde ha mistures, é impor-
tante levar em consideracao que as varidgvels continuas poden possuir nm comportamento
diferente se observadas com relagio as combinagdes dos valores assumidos pelas varidveis
categoricas, ou seja, pode existir uma estrutura de inter-relacio multivariada entre as
continuas e estas combinacdes. o que caracterizaria a existéncia de sub-populacoes de
individuos. Este fato é de grande importancia quando desejamos, por exemplo, obter um
agropamento desses individuos. pois os grupos a serem formados podem ser muito influ-
enciados, € alé mesmo caracterizados por esta estrutura de inter-relaciao. Para esclarecer

melhor o que foi dito, consideremos a seguinte situa¢ao fictica:

Exemplo 1.1+ Emn um determinado estudo foram mensuradas 3 varidvels categdricas:

Xy = Sexo {m e}, Xy = Renda Familiar (1 : mais de 20 saldrios, 2 : entre 5 o 20

salarios e 3 @ menos de 3 saldrios) ¢ Xy = Cor {1 : preto. 2 1 moreno. 3 : amarelo e

4 : branco). Neste mesmo estude também foram mensuradas 3 varidvels continuas

X4 As e Xg. sobre cada individuo. LEsquematicarnente, considerande o vetor X

P

= {X}. Xy, X1V, podemos vislumbrar abaixo todas as possiveis combinacoes dos

valores assumidos por cada variavel categdrica:



(X1, Xy, Xa) | deombin. | (X, Xy, Xa) | dheombin.
(m. 01 1 (£.1,1) 13
(m.1.4) 4 (f.1.4) 16
(m,3.1) 9 (f. ; 1) 91
(m.3.4) 12 (. s 4 24

Pode acontecer, por exemplo. das mensuragdes das variaveis con tinuas X,. X; e Xg.
nos individuos da combinagao 4 (komem, de cor branca com renda superior a 20 salarios),
terem um comportamento bem diferente das feitas sobre os individuos da combinagio 21
(rather. de cor negra com renda inferior a 3 saldrios). Esta dependeéncia induz a uma
estrutura de inter-relacio entre as comnbinagdes das varidvels categdricas e as continuas.
(Clom 1850, se tentarmos agrupar s individuos objetos deste estudo, intuitivamente somos
levados a pensar que esta estrutura de inter-relagdo terd uma grande influéncia nos grupos
a serem formados. Por isto, sac necessdrios alguns cuidados especiais guando estamos

hdando com dados com misturas.

1.1.3 Procedimentos Iniciais para o Trato com misturas

If:?.éi.‘itf:?i‘l}._ na Meratura, varnos procedimentos criados para se trabalhar com dados
na presenca de misfuras. Segundo Cochran ¢ Hopkins {1961). podemos categorizar as
varidveis continuas e proceder como se todas fossem categoricas. Jd sesundo Nrzanowski
{1980}, se as variavels categéricas estao ordenadas, o procedimente mais simples ¢ de-
signar um escore numérico arbitrario para cada categoria possivel destas variavess, e
proceder como se elas fossem continuas. Outra solucho pmssir\?e], também citada em
Krzanowski { 1980). seria analisar oz dols tipos de vanidvels separadamente. Apesar destas

allernativas serem validas, elas apresentam sérios problemias, tais como:



¢ Atribuir as varidvels wma mensuragio maior gue a chservada, no caso de tratar

variaveis calegdricas como continuas:
o Perda de informagao, no caso de tratar variaveis continnas como categoricas;

s Nio considerar qualguer associagao existente enlre as variaveis continuas e categdricas.

no caso de trata-las separadamente.

Fm uma abordagem estritamente paramétrica, antes de fazer qualquer andlise em
dados com misturas, precisamos formular um modelo gue sirva de base para esta analise,
Como observa Krzanowski (1988), a distribui¢ao normal multivariada tem sido bastante
usada como base para a analise em dados continuos. enquanto a distribuicie multinomial
&, segundo ele, a base natural para dados categbricos. Intuilivamente, uma combinacao
dessas distribuigoes 'poderia ser um modelo apropriado para misturas, ou seja, um modelo
satisfatdrio seria aquele que especificasse a distribuicao conjunta de todas as varidveis de
modo que tanto a associagdo entre categdricas e continuas, quanto as caracteristicas
marginais de cada tipo de varidvel, possam ser modeladas. Partindo do principio de
que & distribuigdo conjunta de um grupo de varidveis pode ser expressa como o produto
da distribuicho marginal de wm grupo delas. pela distribuigao condicional das restantes
dado os valores das primeiras, o primeiro passo para se encontrar mn modelo adequado é
observar uma divisdo das variaveis dentro de dois grupos. No caso de misturas, a divisao
mals patural & formar um grupo com as continuas e o ouLro com as categoricas. Com 1sso,
se pretendemos especificar a distribuicao conjunta de ¢ varidveis categdricas e p con ti'nua.s,
sao dols os caminhos p@ssil\-'eis a se seguir: expressa-la como a distribuigdo condicional
das categdricas dado os valores das variaveis {:'():n1'_.i"mza-5E multiplicada pela distribuicio
conjunta dessas ilthmas, ou expressa-la como a distrﬁ:}ﬁigéo condicional das continuas
dado os valores das varidgveis categéricas, multiplicada pela clisﬂ.ri%ﬁ;igéo conjunta dessas
tltimas.

A primeira alternativa fol defendida por Cox (1872}, que sugere que a distribuicio

conjunta de nistures de bindrias e continuas pode ser escrita conwo uma distribuicio

P



condicional logifst.ica. das variaveis bindrias para dados valores das variavels continuas.
multiplicada por uma distribuicio normal multivariada marginal para as dltimas.

Com relacdo a segunda possibilidade, Tate (1954} propée um modelo para o caso de
misturas envolvendo apenas uma varidvel continua ¥ e uma variavel categirica bindria X
{assume apenas valores 0 e 1), chamado modelo bisserial pontual, no qual a distriboicéo
marginal da varidvel categdrica binaria X é multiplicada pela distribnicao condicional
de ¥V dade X = r fixe. J& Olkin e Tate (1961}, apresentam uma extensao multivariada
para o modelo bisserial pontual, chamado modelo de posicio {Vlocation model™). Neste
modelo, as vanavels categbnicas (X, Xy, ..., X} sho arranjadas em forma de uma tabela
de contingéncia, de modo que se X; possui s; categorias, a tabela de contingéncia tera
5= & ¥ & X ... 8, posigées, onde cada arranjo de X= (X1, Xo . X)) define de
forma dnica uma posigao nesta tabela e, estas posigoes. sao identificadas como categorias
de um vetor multinomial 7 = (2, Z2,..., 2}, também de forma tinica. Com isse, no
modelo de posicio, a distribuicdo marginal da posicao Z,, observada é multiplicada pela
distribuicao condicional das continuas ’}v ={¥;.Y,.....Y.Y dado Z,,., determinando assim
a distribuicdo conjunta entre a posicdo observada e o vetor continuo. Vale salientar que
no modelo de posicio, a distribuicao condicional das continuas Yo= {33 Y. ) dado
7., varia apenas com relagao ao vetor de médias porém, Krzanowski {1983) sugere uma
generalizagio deste modelo. assumindo que a matriz de varidncias e covariancias £ da
distrilyuicho condicional ¥ \Z,, também varia de scordo com a categoria Z,, observada.

Segundo Krzanowski (1988), a razao para a segunda alternativa ser a mais utilizada é
que na primeira, defendida por Cox (1972}, a estimacio dos pardmetros inevitavelmente
acaba em esquemas computacionalmente iterativos. Enquanto que na segunda. o modelo
pode ser manuseado de forma mais simples computacionalmente e, por isto, tem sido
mais utilizada em problemas com mistures. Krzanowski {1993) volta a discutir estas
opcdes e reintera gue a escolha da segunda € mais adequada, citando tambdm que os

trabalhos mais recentes desenvolvidos nesta area adotam a mesma.



Todavia. quando o Interesse em estudo recal sobre uma quantificacdo da dissimi-
fanidade {distancia} existente entre individuos mensurados sob mestyuras, que € o tema
sbordado nesta dissertacio, os trabalhos existentes se mostram em uma fase bastante
embrionaria. Isto decorre, basicamente, da dificuldade existente para a obtencio desta
quantificacio. pois quando queremos estudar individuos com relacio a proximidade ou
disténcia existente entre os mesmos, a iogica nos manda observa-los segundo as variaveis
porém, se ¢ nimero de varidvels mensuradas nac for muito pequeno, fica difici perceber

visualmente o quanto eles sao parecidos ou distintos.

1.2 O Problema Abordado e Como é Tratado

Formalmente, podemos dizer que 0 nosso problema é o seguinte: Dada uma amotra
de n objetos {individuos) de um vetor misto W, queremos quantificar as dissimilaridades

existentes entre os mdividuos w;’s. 7 = 1,2, ..., n. mensurados, onde,
o

W={(X|¥V.L
N={X;. X5, ..., X)) Vetor linha de variaveis categdricas e,
V= {}.Y5,....¥,) :Vetor linha de varidveis continuas.

Para tratar este problema. os trabalhos existentes na literatura utilizam os popu-
lares coeficientes de dissimilaridade {onde quanio maior o valor observado mais distantes
estao os individuos) para que possamos obler a quantificacio desejada. Dessa forma. a
pergunta que passamos a nos fazer é a seguinte: {ual o coeficiente de similaridade ou
dissimilaridade {distincia) mais adequado ao problema em questéo? Esta indagucio ¢
mito comum entre os estudiosos do assunto. dado que nédo existe um coeficiente melhor
gue os pulTos para qualquer situacao mas. sitm. o nais adequado a um determinado caso.
Isto decorre. obviamente, do alte gran de subjetividade inerente a estes coeficientes.

Segunde Gower (19707, diferentes situagoes podem levar a definicdo de diferentes

10



distancias pais, em determinades casos, é possfve] mortar uin coeficiente gue dé melhores
resultados através do conhecimento prévio do problema. Isto nos explica. ac menos
intuitivamente, o motivo da existéncia de tantos coeficientes para o caso em que todas as
variaveis mensuradas sao de um tnico tipo. Um dos exemplos mais recentes, é a distancia
de Shen, Bie e Chiu {ver Shen, Bie ¢ Chiu, 1993), proposta com a finalidade de classificar
texturas de imagens. Vale salientar que a textura é um aspecto-de superficie muito
importante para a percepgéo visnal, pois da Informagoes essencials para reconhecimento
e interpretacdo de imagens.

Quando pretendemos quantificar a distincia existente entre dois individuos, no con-
texto de misturas, a escolba de um coeficiente de dissimilaridade é bastante discutivel
devido a natureza dos dados. Esta discussao esta velacionada principalmente as seguintes

questoes:

a) Devemos ponderar ou nao a contribuicao dos diferentes tipos de varidveis {continuas,

nominais ¢ ordinais)? Se sim, como deve ser feita esta ponderacio?

b} Devemnos incorporar ou ndoe a estrutura de inter-relagio existente entre os tipos de

VAriaveis’

Podemos observar que estes problemas introduzem um auto grav de subjetividade
& escolha e, por isto, torna-se in.}prescindiﬁvel a opinide do pesquisador responsdvel pelo
estudo em guestao. Também para o caso de misturas, tratado neste trabalho, mesmo
evistindo um ndmero menor de coeficientes, nio € concensual escolher a distanaa mais
apropriada. Dentre os existentes para o contexto de misturas. podemos destacar os

seguintes:

IMstancia combinada.

¢ Distancia a partir do Coeficiente geral de similaridade de Gower,
¢ Distancia obtida por transformagao das variaveis.

e [hstancia de Homesburg,

11



Alémn deles. vale ressaltar que Krzanowski (1883} propde uma distancia. baseada no
modelo de posigio introduzide por Olkin e Taie (1961) e discutido no Capitule 2, gue
incorpora a estrutura de inter-relagao existente entre as varidvels, atraves da utilizacio
da matriz de varidncias e covariancias no coeficiente de distancia. Porém, este coeficiente
nao sera abordado nesta dissertacao, pois apresenta as seguintes restrigoes a sua utilizacao

para umnm £ase de mistyres:

a} A distancia ¢ construida sob a suposicao de que as varidveis continuas pOSsuem
distribuicao normal e exige que, caso 0 mesmo nao seja verificado, as variaveis sejam
transformadas. Apesar da multinormahidade ser desejada, visto gue as distancias
passam a ter um major significado, esta exigéncia nac é muito interessante pois

restringe o nosso estudo as mistures de varlavels normais e categoricas.

b} As expressoes das covariancias entre continuas e calegéricas nao sao apresentadas, o

que dificulta & implementacio computacional desta distancia.

Comumente, o que se faz é utilizar uma distdnca combinada por coeficientes
propostos para cada wm dos tipos de variavels., Ouira alternativa, que também ¢ bastante
utilizada, é a transformacao dos dados de forma que passemos a trabalhar com um dnico

tipo de variavel,

1.3 Objetivos

Constatada a llmitacho existente na literatura, esta disseriagao {o1 confeccionada com

os seguintes objetivos:

o Determinar a estrutura de mter-relacko existente entre as varidvels para o caso
de misfurax. Pols como pretendenios guantificar a distdncia existente enire os
individuos, neste contexto. é importante conhecer esta estrutura;

s Apresentar uma opgao & quantificagdo das distancias entre individuos. no contexto
de misturas, que incorpore a estrutura de Inter-relacao existente entre as vanaveis.

12



Pois sao poucos os coeficienies existentes e. além disso, os mais conhecidos e uti-

lizados ndo incorporam esta estrutura;

e Implementar computacionalmente este novo coeficiente de dissimilaridade. para que

O mesmao possa ser incorporado & literatura no assunto:

¢ Apresentar uma aplicacdo desie coeficiente na Andlisc de Agrupamenio, visto que
esta técnica exploratoria multivariada se constitul no major campeo para a utilizacio

dos coeficienies de dissimilaridade.

1.4 A Estrutura do Trabalho

Em fungdo dos objetivos descritos acima. esta dissertacao esta estruturada de forma

a responder as seguintes questoes:
1) Qual a expressao para a matriz de variancias e covaridncias para misturas?

Para respondermos a esta questao, ver (}'apﬁ'w’o 2, achamos conveniente partir do
principio proposto por Olkin e Tate {1961) para o trato com misiuras, Principio este
gue se basela na manipulacdo de cada combinagao das varidveis categdricas como uma
categoria multinomial, visto gue isto permite estudar o comportamento das variaveis
continuas deniro de cada wma das categorias geradas pelos distintos arranjos do vetor de
varidvels categdricas. Para tanto. primeiro utilizamos uma transformacio para passarmos
de um vetor categdrico a um n‘miti_nomiai. A partir desta transformacaoc, apresentamaos as
espressoes para as inter-relacdes existentes entre as categonas multinomiais e as varidveis
continuas. Vale salientar que estas expressoes analiticas para a matriz de varidncias .e
covariancias foram apresentadas micialmente por Olkin e Tate (1961) e posteriormente
melhor caracterizadas por Ledn (1993), sem a necessidade de suposicio de normalidade
as variavels continuas. Comeo contribuicio deste traballio. tivemos o cuidado de dar

wma maior interpretabilidade aos resultados obtidos. As expressies sao apresentadas em
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blocos nas formas algébrica e matricial, tanto para o caso populacienal quanto para o

amostral.

2} Apos a determinacio da forma analitica para a estrutura de inter-relacao enire as
variaveis. no contexto de misturas, surge a seguinie questao: qual enfre os coe-
ficiente que incorporam a estrutura de inter-relagio entre as varidvels, € o mais

indicado para o contexto de misturas?

A disténeia de Mahalanobis. proposta por Mahalanobis (1936}, tem se tornado um dos
coeficientes padroes para o caso em gue todas as variavels envolvidas sdo quantitativas
(ver Kotz e Johnson, 1985}, Esta distdncia, além de ponderar pelo inverso dos desvios
padroes de cada uma das variaveis, tambeém leva em conta o gran de inter-relagdo existente
entre elas (ver Bolshev, 1868). Com o objetivo de incorporar estas inter-relaches quando
as variaveis envolvidas sho qualitativas, Balakrishnan e Sangghvi (1968) e Kurezynski
(1970) adaptaram a distdncie de Mahalanobis para este caso. Contudo, esta distancia
nao tem sido utilizada no contexto de misturas provavelmente, por nio se ter a expressio
analitica da matriz de variincias e covaridncias. Como contribuicio deste trabalho a
Literatura vamos fazer uma extensido desta distancia para este caso. ntilizando a matriz

de variancias e covariancias determinada no Capiule 2.

3) Para chegarmos a uma Extensdo da [hstancia de Mdhalanobis pare misturas, nao
basta apenas @ determinacdo da mairiz de variancias e covaniancias em blocos.
Precisamos ainda de respostas as seguintes guestoes: qual € a forma da inversa

desta matriz? e, finalmente, qual & expressao analitica para esta cartensae’

As respostas a estas duas questdes, dadas no Capitulo 5, é uma contribuicio deste tra-
batho & literatura pois, por definicio, a Distancia de Malalanobis é eserita em funcio da
inversa da matriz de variancias ¢ covarianciag e, para chegarmos a Eriensao do Distancia
de Mahalanobis para misturas. ¢ pecesario a determinagao desta inversa. E importante

ressaltar que esta inversa ¢ expressa na forma de blocos. o que permite gue a forma
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analitica da Exlensao da Distaneie de Mahalanobis para misturas também o seja. Além
desta extensdo, no Capitule 3 tambem sao apresentados outros Cocficientes de Distincio

existenies para o trato com mesfuras.

4} Apés a determinacao da forma analitica para a Ertensao do Distancio de Mahalanobis
para misturas, a indagagdo que se faz é; Como utilizar este novo coeficiente na

analise de um conjunto de dados reais?

Para que possamos utilizar a Ertensdo da Distancia de Mahalanobis em qualquer
problema de guantificacio da distancia entre individuos sob misfuras, e tambeén fazer
uma aplicacio deste coeficiente de distancia para o caso de agrupamento de dados. faze-
mos & implementacio computacional deste coeficiente. Esta implementacio, ver Apéndice
I3 6 feita através de programacao em SA45 Para tornar mais fécil o entendimento desta
implementacho, bem como o programa computacional desenvolvido, é feita uma aplicacao
ern um conjunte de dados com misfuras e apresentados os resuliados, ver C’rzpz'}ufo 5.
Para facilitar o nosso trabalho, resolvemos utilizar apenas os Metodos Hierdrguicos. ver
Capilule J, gue se mostrassen compativeis i utilizacio desta extensao, visto que os mes
mos 550 os mais difundidos na literatura.,

{"omo complementacac aos CInco Capitulos que compoem esta dissertacio. sio apre-
sentados. na forma de apéndices, alguns resultados importantes & melhor compreensio

elo trabalho.



Capitulo 2

Caracterizacao de Misturas

2.1 Resumo do Capitulo

Inicialmente. na segdo 2.2, definimos algumas transformacdes que podem ser utilizadas
para se trabalhar com vetores aleatorios mistos, ilustrando as suas aplicagdes atraves de
exemplos. Na segdo 2.3 é. apresentada a expressio, determinada por Olkin e Tate (1961)
sob o modelo de posicao, para a matriz de variancias e covaridncias de um vetor misto.
Finalmente, na segdo 2.4, é feita a dedugdo das variancias e covaridncias populacionais
e amosirais para misturas de um vetor muitinormal e um vetor continuo. Vale salientar
gue as expressoes obtidas na secdo 2.4 sao apresentadas tanto na forma algébrica quanto

na forma matricial. para facilitar a sua posterior implementacdo computacional.

2.2 Transformagoes de Variaveis

Para determinarmos a estrutura de inter-relacio existente para o caso de misturas,
associando a cada combinacio dos valores assumidos pelo vetor calegdrico uma iinica
categoria multinomial {_princirpio adotado por Olkin e Tare. 1961), precisamos de uma
transformacao gue possibilite tratar un vetor de dados categdricos como um multinomial,
Para tanto, apresentamos a seguir algumas transformacoes. encontradas na Hteratura, que
podem ser utilizadas para este proposito.

Inicialmente. vamos considerar o caso particular em que 1odas as variaveis categdricas
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sa0 bindrias {(assumem apenas valores 0 e 1}, Para este caso, apresentamos abaixo a
transformagao usada por Krzapowski {18751,

Definiggo 2.1: Seja X = (X1, X;,.... X)) um velor aleatério bindric, ou seja, as

e

variaveis X; sao todas bindrias, 1 = 1,2,...,¢. O vetor X pode ser expresso

o

como um vetor multinomial Z = {Z;,.... 2}, onde & = 2%, de modo que cada
combinacio do vetor X define uma categoria multinomial, de forma tnica, dada

g . ) .
por m = 1 + 3. 22079 oy seja, se ¥ = {x1.72,....7,) for observado, entdo

=1

Quando da existéncia de variaveis categoricas com mals de duas categorias, Krzanowski
(1980} usa o artificio de transformar primeiro cada uma destas em um vetor bindrio, u-

sando a Definigdo 2.2, dada abaixo,

Definicdo 2.2: Seja X urma variavel aleatdria categorica com ¢ categorias. X pode ser
substitulda por & = ¢ — 1 varidvels binarias X, 7 = 1.2, ..k, tal que se a i-ésima

categoria de X for ohservada.entao X; = 1e X; =0.Vi # 7.4, 5 = 1.2, ..k Todas

as variaveis binarias sao iguais a zero gquando a ultima categoria ¢ for observada.

Apds a utilizagho da transformacao da Definicae 2.2, Krzanowski transforma o vetor
{formade por todos os vetores bindrios gerados em um multinomial, usando a Definicdo
2.1, Para ilustrar a aplicagao sequencial da Definigdo 2.2 € da Definicio 2.1, e para
vislumbrar methor as mudancas provocadas por estas transformac¢oes. vamos considerar

o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1: Consideremos que em uma pesquisa realizada junto a eleitores brasileiros,
com relacao ao segundo turno da dltima eleigdo presidencial, foram mensuradas as

seguintes varidvels categdricas:

X:1 - Volo para presidente, tal que 1y € {FHC, Lulaj.

‘5;3 . ES{".(}Z(H“EH(,‘.(}Q i(,ff Gue Xin i {..«i?'f.a.ffaf}., ff}?‘é’f??'l, it Ffj(;i‘f'}g{f___ f_niz'-{;:r'-s-f}’_} .
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Assumindo que ky representa o ndmero de categorias da varidvel X, 7 = 1.2, ternos
E =k ¥k =3 x2 = 6 combinacoes pt}ssi'\?eis das categorias das varidveis X, e X,
Aplcando primeiramente a Definigdo 2.2, nas varidveis Xy e Xy, temos que X7 sera su-
bstituida por uma varidvel binaria Yy, dado que possul apenas duas categorias, enguanto

X, serd substituzda por duas variaveis binarias Y, e Ys, pois possul trés categorias, ou

sela.
] 1, 8¢ Xy = FHC
Yi=
4, se Xy = Lula,
€.

(1,0}, se Xy = Analfab.
(Yo, Yz} =5 (0,1}, se Xy = Prim. ou Sccund.
(0,0), se X; = Universii.
Corn iss50. temos a seguinte relagdo entre as combinacoes de ¥ = (X7, Xy) e o vetor

binario ¥ = (3}, 3%,¥3)

(X5 X9 (¥1.¥3.¥3)
(FHC, Analfab.) (1.1,0}
(FHC, PrimoouSecund.} | {1.0.1)
(FHC Universil) (1,0,0)
(Lula, Analfab.) (0. 1.0
| tLula, PrivnouSecund.) (0,01
(Lufa, Universi.) {0,060

Podemos observar, porém, que os valores (1,1.1) e {0,1,1) do vetor bindrio } =

o

(¥1. Y2, ¥s) gerado. ndo correspondem a nenhuma combinagao do vetor categdrico ¥
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= {X;,Xy). Com isso. aplicando a Definicao 2.1 no vetor bindrio ¥ = (¥}, 5. ¥5),

P

temos gue este sera transformado em wm vetor mulinomial 7 com 8 categorias. tal que,

(X1, X2) (Yo, Yo, ¥a) [ | 124 2
{FHC. Anal fab.) (1,1,0) |4 | (0,0.0,1.0.0.0.0)
(FHC, Prim.ouSecund.) | (1,0.1} | 6 | {0.0.0,0.0,1.0,0)
(FHC. Universit.) (1,0,0) {6,1.0,0.0,0.0.0)
{ )
{ )

(S

{Lula. Analfab.) 30 (0L0.1.0.0,0,0,0)

{Lula, FromeouSecund. ) 0,0,1 3 140,0.0,0,1,0.0.0)
(Lula, Universit.) (0,0,0) | 1 {(1.0.0.0.0,0.0,0)
e.
Z o~ sz.fizin.(}?m'.af{_ | 7 TR ¥ (2.1)

B
onde, p; € (0,11, Vi=1,...,8, 2 pi=1le,
e

H

pr=PlZy =1 = P(}: (0.L.1Yi=0

Il

ps = Plds =1} = P(}:: (L1, =40

Vale ressaltar todavia, gue a aplicacdo sequencial da Definicdo 2.2 ¢ da Definicio
#.7 possue a desvantagemn de construir categorias multinomials com prohahilidade de
ocorréncia ignal a zero. dado que as mesmas nao representam nenhuma combinacio das
varidvels categoricas originais, on seja, passamos a trabalhar com um vetor multinomial
gue possui om namero de ca.l..ezgc::rias nmaior gque o necessdrio.  Ainda com respeito a
transformacéo da Definigae 2.2, podemos observar que ela nao considera a diferenca de
natureza entre calegricas nominais e ordinals. Uma forma alternativa de resolver este
problema. sugerida por Bussab, Miazaki e Andrade (1990) é transformar cada varidvel
categdrica nominal ou ordinal emn bindria, através de transformacoes existentes para

cada tipo. Depois disto. podemos transformar o vetor binario completo gerado em uny
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multinomial, usando a Definicdo 2.1, Segundo Talkinglon (1967}, para transformar uma
variave] categorica nominal em um vetor binario. podemos usar a seguinte definigao:

Definicao 2.3: Sejam Xy, X3, ..., X, varidveis aleatorias categdricas nominais onde X,

~

possui k; categorias, 1 = 1,...,¢. Cadacomponente X, dovetor ¥ = (X1, Xo. ..., XY
dard origem a k; variavels bindrias Yo tal que, I=1,...  kiv=1,....ce,

] 1, s¢ X; =/
Yyo =
0, C.L

s,
Trusé
=

J& para transformar uma variavel categaorica ordinal enr um vetor binario, uma alter.
nativa é desconsiderar a ordem existente e niilizar ou a transformacao da Definigao 2.2
ou a da Definicdo 2.5, Para que esta ordem seja considerada, segundo Sokal e Sneath

{1963}, devernos utilizar a transformagao definida abaixo:

Definicio 2.4: Sejam X;, X,, ..., X, varidvels aleatorias categéricas ordinais onde X

possui k; categorias ordenadas, ¢ = 1....,c. Cada componente X, do vetor X =
(XA, [} dard origem a k; variavels bindrias ¥, 7

j=1 o kei=100 e
tal gue se X = [,

- 1 \jj:}-z'“z‘}i
}.-}_[__!_} — (5
’ G. Vj = gf_'i_].,.‘.._ké.

[

Para ilustrar a aplicacdo sequencial das Definicdcs 2.5e 2.4 e da Definicdo 2.1, vamos
utilizar o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2: Consideremios a situagdo descrita no Exremplo 2.1
Aplicando a Definigdo 2.3 na variavel categorica nominal Xy, que possui duas cate-

gorias, ela sera substituida por duas variavels binarias ¥ e Y3, tal que,

o (1,0}, s¢ Xy = FPHO
( 3} i }23 — | —
(0.1), se Xy = Lulo
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Aplicando a Definicao 2.4 na variavel categdrica ordinal X, que possui trés categorias,

ela serd substituida por trés varidveis binanas Y3, Yy e Ys. tal que,

{(1,0,0), se Xy = Analfab,
(Y, 0. ¥5) = 5 (1,1,0}), se Xy = Prom. ov Secund.

{1,1,1}, s¢ Xo = I niversit,

(o isso, temos a seguinte relacao entre as combinagoes de X = (X, XuY e o velor

binarie ¥V = {(¥y..... Y30

(X7 o) (Y7.....%5)

(FHC, Anal fab.) (1.0,1.0.0;
{(FHC, PrisnouSecund.) 1 {1.0,1,1.0)
(FHC, Universid.) (1.0,1,1. 1)
{Lula, Analfab.} (0.1,1,0.0

(Lula, Prim.ouSecund.) [ (0.1,1,1.0)

{ Lula, Universit.) (0,1,1.1.1
Podemos observar, porém, que varios valores do vetor binaric ¥ = (¥7....,Ys) ge-
rado. entre eles {0,....0) ¢ (1,...,1) por exemplo. nao correspondem a penhuma conr

binacdo do vetor categdrico X = (X;. X2)". Com isso. aplicando a Definigdo 2.1 no vetor

bindrio ¥ = {(¥1...., Y5}, temos que este serd transformado em um vetor multinomial 2

com 32 categorias, tal que.



(X,.Xs) Vi V) | (Zr.. 7o)

(FHC. Analfah.) (1,0,1,0,0) | 6 | (00 001, 0m0 .. Gp)
(FHC, FromouSecund.} | (1,0,1,1,0) | 14 ] {0y, ..., (s 1, Ohs, o0, Oy
(FPHC, Universit,) (1.0,1.1,1) 130 | (0:.05.. .. 0g0. 1. 045.045)
{Lula, Anal fub.) (0,1, 1,0,00 1 7 1 {Ohoo. . 06,1, 04, ... Oa0
(Lula, Prim.ouSecund) | (0,1,1.1,0) | 15 | (01, .. 01 1. Orpev . On2)
(Lula,Universit) | (0,1,0.1,1) 1 31 (05, 0a0 .. .. Oy Ono. 1. D)

onde, 0; = 0,Vie {1.2.....32} e,
72~ Multinormial{l,.py,....pn). (2.4}
) 32 )
e, onde, p; € (0,11.Vi=1,....32, - pi=1e, p; =0.V; & {6,7.14.15,30.31}.
' =1

Assim como o ohservado na aplicagdo sequencial das Definigées 2.2 ¢ 2.1, a aplicacio
sequencial das Definigées 2.3, 2.4 ¢ 2.1 também apreserta a desvantagem de construir
categorias multinomiais que nac representam nenhuma combinacao das varidveis categdricas
originais.

Krzanowski {1980} também discute uma transformacao mais direta, definida abaixo,
que na verdade é uma generalizagao da Defini¢do 2.1 para o caso de um vetor categérico
cujas variaveis possuenm mais de duas categorias. Porém, esta transformagio nio possui a
desvantagem de construir categorias multinonmais com probahilidade de ocorréncia igual

a zero {multinomial com um nimerc de parametros maior que ¢ necessariol.

Definicao 2.5: Sejam Xy Xo. ..., X, varidvels aleatérias categdricas onde X; possui &,

categorias. ¥i = 1.....c¢ tal que o vetor aleatdrio } = {X). Ap . ALY pode ser

combinado de k :j:f_} k; formas diferentes. Podemos transformar este vetor ¥ #m
i—= ~

i vetor multinonal Z= {Z1,. ... &) tal que, se a jesima combinagao de Y for

observada, teremos £, = le Zy= 0. Vi jonde l j=1... ., b

Jrecd
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Para melhor entendimento do efeito desta transformacao no estudo individual de cada

uma das combinagdes das variavels categoricas, consideremos o exemplo a seguir:
Exemplo 2.3: Consideremos também a situacao descrita no Eremplo 2.1,

Utilizando a Definipdo 2.5, podemos representar X = (X1, XoY como Z = {2y, Z,. ... gV

onde:
) 1, se X ={FHC, Analfab.} 1. se X = {Lwla. Analfab.}
?ji e ~ Z:} = . e ) :
{0, Caso Condrario 0, Case Contrario
) Y, se X =(FHC, Prim. ou Sec.) 1, s X = (Lulo. Prim. ou Secl)
lfjé =] ~ . ‘{'5 = ~ .
6, Casa Contrare 0. Case Contrario
1, se X = (FHC, Universit.) . Lose X = (Lo Dinrversit)
23 = ] ™ - : Z{i = - .
0, Caso Condrario . Caso Contrario
Com isso, temos a seguinte relagao entre as combinagdes de X = (X, X5} e o vetor
multinomial £= {Zy...., Zg).
(X;. X2) (Zr.....Ze)
{(FHC, Analfab.) (1.3.0.0.0.0)
{(FHC, Prim. ou Secund.) (4.1.0,0.0.0)
(FHC Universit.) (0.0.1.0,0.0)
{Lwla, Analfab.) (0.0.0.1,0.0)
{Lula. Prim.ou Secund.) {0.0.0.6.1.0)
{Lula, Untversil) (0.6.0.0,0.1)
e,
7 o~ Mullinondol{l.m... .. et (2.5)

b
el



onde.

pyo= f’[*’:‘ = {FHC, Analfob}). Py = P{v’: = {Lula, Analfub. )}
pr = P()}: = (FHC, Prim. ou Sec.}), pn= P (va = { Lula, Prim. ou See.))
pa = P(X = [(FHC Unwversit. )}, po = P(X = (Luda. Unwversat.))

tal que, pr € (0.1}, Vi=1,...,6¢ ﬁ ?}f =L
ra

Podemos observar que ao aplicar a Definigdo 2.5 e um vetor categdrico, nao geramos
mais uma multinomial com wm mimero de parametros maior que o realmente necessario,
o que analogamente acontece quando aplicamos a Definicao 2.1 em um vetor original-
mente bindrio. Todavia, tanto a Definigdo 2.7 {usada para transformar um vetor binario
em multinomial} quanto a Definigge 2.5 (usada para transformar um vetor categdrico
em multinomial) geram um vetor multinonial Z completo que, por sua vez, possui a
incoveniente propriedade de dependéncia linear entre as categorias Z; s {ver Proposicio
B.1.a). Para solucionar este problema, para o caso de um vetor bindrio, Viachonikolis e

Marriott (1982) utilizam a seguinte transformacgao:

Definicao 2.6: Seja X = (X, X, ..., X,} um vetor aleatdéric binario. O vetor X

Lo

pode ser substituido por k = 29 — 1 varidveis indicadoras Z;.. . ., Zy. de modo gue

a combinacdo do vetor X define a ocorréncia de uma varidvel indicadora Z; de

g o . . )
forma tinica se m = 5. 207V € {1.2,... k}. onde z,, = 1 e z; = 0. V) # my

f=1
fom=1,2. ...k hem =0 entdo 2; =0, Vi=1.2..., .}

Podemas ohservar gue esta transformacdo retira uma componente do vetor multino-
mial 7 completo para evitar dependencia linear entre as categorias Z; 's geradas, Isto
corresponde a retirar 0 parametro do modelo multinonial completo. que estd associade
a uma determinada combinagio das variavels categdricas. Para o caso em gue X é um

vetor categorico, vamos fazer uma extensdo da Definicdo 2.6

Definigao 2.7: Sejam X, Xo.. .., X, varidveis aleatorias categdricas onde X possui by

categorias. ¥r = 1., Letal que o vetor X = (X}, X, .. X} pode ser combinado
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4 » - = -
de b =11 k formas diferentes. Vamos omitir uma dessas & combinacoes ¢ trans-

1=}

formar este vetor X no vetor (£..... %4 ) onde r = k — 1, tal que se a j-ésima

combinagao de X for observada, £, =le Z; =0V # jonde [,j=1,...,re sea
k-ésima combinagao de X for ohservada, entédo Z; = 0,¥5 = 1.....r,

Para melhor entendimente do efeito desta transformacio no estudo individual de cada

uma das combinacoes das varidvels categdricas, consideremos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.4: Para tornar mais facil a comparagdo com as outras transformacoes.

vamos considerar também a situagdo descrita no exemplo 2.1

Utilizando a Definigao 2.7, podemos representar X = (X1, Xy ) como 2 = (7, 2. ..., Z5V

onde:
1, s¢ XN = (FH(, Analfab.) i 1, se X = (Lula, Analfab.)
7 = : A |
1, Case Condrarie 0, Case Contrario
p 1, se X = {FHC, Prim. ou Sec.) P 1, se X = (Lula. Prim. su Sec
g = A — ~
0, Case Contrarie _ {1, Caso Contrario

,se X = {FHC Universit.)
Ly = -
0, Casoe Contrario

Com 1350, termnos a seguinte relacado entre as combinagoes de X = { X1, XuV ¢ o vetor
: g .

multinommial /= {2y, ... 250
(A, o] {£1.. 1 Z5)
(FHC, Analfab.) (1,0.0,0.0
[(FHC, Prim.ou Secundy {0.1,0.0,0)
(FHC Urniversit.) (6.0,1.0,0)
{Lula, Analfab.) (0,0.0,1.0)

{Lulo. Primi. ou Secund)  {0.0,0.0,1)




onde.

mo= PX = (FHC, Anal fab.}}, ps = P{X = {Lula, Analfab.))

pe = P(X = (FH{, Prim. ou Secd) pso= PUX = {Lula. Prim. ou Ser))

ps = PUX = (FHC, Universit.)), - 5:} pi = P(X = (Lula, Universit.)]
tal que. p; € {0,1).Vi=1.....5.

Vale salientar que {Z;...., Z. Y é um vetor multinomial completo sem uma de suas
categorias. Categona esta que fo retirada para evitar a dependéncia linear entre as
categorias Z;'s. A grande vantagem de utilizarmos a transformacie da Definigao 2.7 ¢
que a matriz de variancias e covariancias g¢o vetor mubtinomial gerado passa a ser hao

singular, o gue nac acontece se utilizarmos o vetor multinomial completo.

2.3 A Matriz de Variancias e Covaridncias sob o

Modelo de Posigao

Antes de determinarmos a expressao da matriz de varidncias e covaridncias para o
caso em que a estrutura de inter-relacao entre as variaveis continnas varia de acordo com
a categoria multinomial observada, vamos definir os modelos € apresentar as expressdes
encontradas por Tate {1954) e Olkin e Tate {1961} para ¢ caso em que a variagao ¢
apenas do vetor de médias das continuas. Vale salientar que eles apresentiam eXPressoes
particionadas para a matriz de varjdncias e covaridncias. o que permile interpretar os

blocas correspondentes as variaveis calegoricas e continuas separadamente.

2.3.1 A Definigio dos Modelos

O medele de posigao proposto por Olkine Tate {1961}, é uma extensao multivariada do
medelo bisserial pontual proposto por Tate {1934). O modelo bisserial pontual especifica a

distribuicao de unm vetor aleatdrio misto W= {X. Y} composto por uma variavel aleatdria
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X biparia e uma variavel aleatdria Y continua, como sendo ¢ produto da distribuicdo

marginal de X pela distribuicao condicional de Y dado X = r fixg, ou seja.

Jw) = flesy) = (o) flo\e). 2.6)
onde,
X ~binomial{]l.p), e py = 1 — p. (2.7
e,
YAX =2 ~ normal{p®), 6%, 2 € {0.1). (2.8]

Jé o modelo de posicao especifica a distribuigho de um vetor aleatério W= (X',Y7V,

Pow
composto por wm vetor multinomial X = (X1, Xo,..., Xy} com k categorias, e por um
vetor continuo ¥ = (Y. Y5, ... ¥, ), como sendo o produto da distribuicdo condicional de

v dado a categoria multinomial z,, observada {z,, = 1}, pela distribui¢do marginal de

X,.. ou seja,

fl0) = flan = 1.9) = flzw = DI\ = 1) (29)
onde,
L
X, ~ binoemaalll, py ). com Z P = 1. (2.10)
-
e,

'2 "

Y\, = 1 ~ normall e

,..-.._
e
f ot
R |

—



2.3.2 A Expressao da Matriz de Variancias e Covariancias
Vamos apresentar agora a expressao da matrz de variancias e covaridncias popula-

cionals, determinadas por Tate (19547 € Olkin e Tate {1961), para o modelo bisserial

ponfual e para o medelo de posicdo, respectivamente.

Modelo bisserial pontual

Para este modelo, segundo Tate {1934}, temos gue;

) ¥ A __

Vi = {2.12)
A" T
onde,
V= pi{l — i), (2.13)
Amplpl — li=01ep=1-p. (2.14)
1 ) i
F = + z {F{m} ta_)zpn';- (3 }3)
e azd]

Modelo de Posigéo

Para este modelo, segundo Olkin ¢ Tate {1961}, temos que:

-},:;1.-‘ = _ {:_’! {}}
~ Af IV‘

onde, de forma algébrica. temos,

) . pi“ '—"—‘;_l’}-i'_}._ ¢ = f - . .

Y



E ) ~
I'=(y) =05+ 3 (7~ iyp™ = Bpes 45 =1,....p.

izl

Se considerarmos.

Us(ug)= ("= f)i=1. kej=12..p

D = diag{p}, onde p = {py..... %),

T ={oy) Hi=1..p,

podemos reescrever as expressoes {17} a (2.19) de forma matricial, ou seja,

b= — p'p,
A= DU,

F=Y4+U'DU

{2.18)

{219}



2.4 A Determinagao da Matriz de Variancias e Co-

varidncias para um Vetor Misto

2.4.1 Consideracoes Iniciais

Como podemos observar nas equacdes (2.8} e (2,11}, os modelos bisserial poutual e de
posicdo possuem a pré-suposicac de que a estrutura de inter-relagdo entre as continuas
permanece constante, independentemente da categoria multinomial observada. J& um
medelo de posicao mais geral, sugerido por Krzanowski (1883), admite que estas inter-

relaches podem variar de acordo com a categoria multinomial ohservada, ou seja,

X~ multinormial{l. pi.pa, .- . 00 ), {2.26)
¥ \aw =1 ~ normal{pt™, o‘f‘;n)'). {2.27)

Porém, Krzanowski nac apresenta a expressao da miatriz de varidncias e covariancias
para esia generalizacao do modelo de posigac. Complementando a propesta de Krzanowski
{1983), Ledn (1993} determina as expressoes do vetor de médias e da matriz de varidncias
e covariancias para esta Sifuagao.

Mesmo nao sendo necessario supor normalidade para deterﬁlina,rmos a malriz de
variancias ¢ covariancias para um vetor misto, apesar de haver ganhos gquando a mesma
¢ verificada. a associagao de categorias multinomiais as combinacdes das categdricas
(principio adotade por Olkin e Tate. 1961) facilita em muito a obtencho dos momentos
para o caso de misturas. Faremos primeiro a delerminagao destas covariancias para o
caso populacional para, em seguida. obter os seus estimadores nsuais de momentos. As
expressdes encontraclas para estes dols casos serao apresentadas tanto na forma algébrica
quanto na forma matricial, com o objetivo de facilitar a interpretagio e a implementacao
computacional das mesmas, Vale salientar que guando se trabalha com um vetor misto

de varidvels calegOricas e conlinuas esta determinagao nae ¢ tao trivial. visto que as
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categorias podem caracterizar sub-populagoes que precisam ser consideradas quando da

obtencao dos momentos,

2.4.2 Determinacao para o Caso Populacional

Vamos assumir que X = (X;,..., X} é umn vetor categdrico que pode ser combinado

de & =11 k; formas diferentes, dado que X, possui k; categorias, 7 = 1,...,ce Y =
pamd i~
(¥5..... Y, ¥ é um vetor aleatorio continuo. De acorde com a Definicgo B 2, o vetor

misto 1§ é denotado port:

W= (X (

a-\.-

[
i~
o

N

Para podermos estudar o comporiamento das varidveis continuas ¥Yi.... ¥ com
relacan aos resultados observados nas variavels categéricas, Xy, ..., X, vamos transfor-
mar estas ultimas em um vetor multinonial como discutido anteriormente. Porém, para
evitar dependénicia linear entre as categorias multinomiais Z;’s geradas {ver Proposicdo
B.1.4}, vamos gerar uma multinomial com uma categoria a menos utilizando. para isto.
a transformacio dada na Definigde 2.7. Evitar esta dependéncia linear é de grande
importancia, pois assim evitamos também a singularidade da matriz de variancias e co-
variancias do vetor multinomial (ver Proposicao B.1.c}. Apds a aphicacdo da Definipdo
2 7 no vetor X de {2.28), passamos a tzfaba..lhar COMm o Velor:

e

wr =7y, (2.29)
onde, 7 = {Z:.... 2 Y. talgquer=Fk—~1.Z, ¢ {0.1}.¥i=1,...r.

Como a transformacio utilizada gera win vetor multinomial 2 coim uma categoria a
. £ :
menos. para gue 7 torne-se um vetor multinomial compleio basta considerar & varidvel
2o o= 1— ¥ Z; faltante. Porém, como nio nos interessa a singularidade da matriz
FECE

de variancias ¢ covanancias do vetor mulinomal. é imprescindivel trabalhar com uma

mltinamial com dma categoria a Menox.



Determinacao Algébrica

Para simplificar as determinacdes que virdo a seguir, vamos considerar as seguintes

equivaléncias de eventos:

jﬂj =Ly L) L =0V =1 = {2y = 1, {2.30)

E“.
2 =T B BB Z) B e =0 A i = L] = (2= 1)
(2.31)

Denotaremos a probabilidade da i-dsima categonia multinomial ser observada, Vi =

I.....7r, por,

Bi = P(Zi = 1} = Ij{g: ('th.“*'SZiw}%Zéth"F"}.:"'?Z}“) . Zf =1le Z? = U‘\;f«!} 7{_ ?)~
(2.32)

e. a probabilidade de ocorréncia da categoria que foi retirada do vetor multinomial, por,

et

t

m=PiZo=1)=1-P0 [Z=1)=1- £ p. (2.33)

Agora, passaremos a determinagao da matriz de variancias e covaridncias que é obtida
em funcao dos momentos de 1° ordem nao cent.rad_os e do produto cruzado com relacio
as variaveis envohvidas.

Vamos denotar os mormentos de 12 ordem nao centrados das variaveis continuas.

condicionados a categoria multinomial observada. como:
= EYAZ, =1l om0 rei=1. .. P {2.31)
Tambem para facilitar a notagio, vamos denotar:
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o= £l = & E(YNZ = )P(Z = 1), (235)

i} m=0
E ainda, denotar as covariancias entre as variaveis continuas, condicionadas a cate-

goria multinomial observada, comeo:

ol = Con(¥i, Y\ Zw = 1), m=0....reij=1....p (2.36)

Para tornar mais facil a obtencdo da matriz de varidncias e covaridncias do vetor
populacional W*, denotada por L4y, vamos particiona-da de forma dentica u feita por

Olkin e Tate {1961), dado em {2.16), ou seja.

¥ A
EH-"*' = ) {3 37
B Af I'! ’
onde,

U= {v,;) = {(Cov{Z. Z; )00 =1.....7, (2.38)
A= ()= (Co{Z;¥;))i=1 .. riej=1...p {2.39}
= (g, ={Coer{¥Y.Y}))t.0=1,....p, {2.40)

tal que. ' -

;0 £ a covariancia entre as categorias multinomiais Z; ¢ Z;.
&+ F a covaridncia entre a vartavel continua ¥ e a categoria multinomial 7,

oi; 0 B a covariancia entre as variavels continuas Y; e ¥

Inicialmente, vamos obter os momentos de 1° ordem nao centrados das varigveis
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contiuas ¢ das categorias Z;'s do vetor 2. Como Z é um vetor multinomial, a distribuicao
s iy

marginal das categorias Z;'s € binormeal{l, p;}. ver Proposicio B.1.b. e,

EZ =p, ¥i=1l...r. (2.41)

Com relagdo as variaveis confinuas, considerando todos os resultados possiveis do
vetor 7 temos, pela Propasicdo B.2, que:

EY: = E{E(Y\2)} = X E(Y\Zn=1P(Z, =1).

. (2.42)
=l
e, usando {2.33}, temos:
EY, = ,%;0 E(YAZn = VWP Zy = 1) = ___s_’i_ﬂ WMp = Qi (2.43)

Agora, para que possamos determinar completamente {2.37} precisamos obter oz mo-
mentos conjuntos de 1 ordem.

Com respeito as categorias Z;'s do vetor multinomial 7 temos por {2.32) que:

G. sezzt
B2 2 = : | # j Vii=1,....r. (2.44)
f}(.zi = ]) = . S § = ]

Com isso, substituindo (2.41) e (2.44} em {2.38}, temos que a covaridncia populacional

entre as categorias Z; e Z; do vetor multinomial 7,¥i. 7 =1

oo ro e dada por:
o I ~piPi. SC1F ] o
vy = B4 —ELEZ; = 7 [2.45)
pll —pil sed =g

Com respeito aos momentos conjuntos entre as variaveis continuas € as categorias

multinomiais. nsando a Preposigio B2, {2.32) e {2.31), temos que:



EZY, = E{E(ZY\Z)} = S EZY\Z = P2 = 1)

‘}’.{_"t =il ’ { ‘j . ;{} j
= EY\Zi=1lp = pp, Vi=1l,...vej=1,..p.

Dessa forma, substituindo (2.41),{2.43) e {2.46) em {2.39} temos,

S = EZY; - EZEY, = pp—pfi, 247)
_ _ {24.47
= pilpl) = By), Vi=l,..rej=1...p.

Podemos observar que a covariincia entre wma varidvel continna Y; e uma categoria
multinomial Z; é expressa como a diferenga entre a esperanca condicional de Y;. dado
gue a 1-ésima categoria multinomial foi observada, e a esperanga de Y, ponderada pela
probabilidade da +-ésima categoria muliinomial ser observada.

(lom respeito aos momentos conjuntos entre as varidveis continuas Y; 's, considerando

a presenca de mistures e usande a Proposicde B.2 e {2.32}. temos que:

E

EYY, = E{E(YY)\ Z)}
= ET:: -E(}:L}_?\Zm — 1)?1:: «.. v"] - 1-‘ ot HT) *

=]

(2.48)

Utilizando a Definigde B.5, podemos escrever os momentos conjuntos das varidveis

continuas Y;'s, condicionados a categoria multinomial observada, como:

E(YY )\ = 1) = Cov(Yu Y\ Dy = 1) + E(YAZy = EY\Z, =1} . (2.49)

Com isso, usando {2.49),(2.34) e (2.36) em {2.48), temos que:
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EYY, = SE.O EXY N = V)py,
= }ZU [{*Of'(}r }:?\Zm = 1) + E(}I\Zﬁa = l)g(}J\z’“ - 1)][’1% (250}
= % (a4 )

=

dessa forma, substituindo {2.43) e {2.50) em (2.40), temos que:

w; = EYY, — EYEY;

= b ( ?h} + ,U(? }i‘(?m}}pm - {J-,-,[f-j;

ﬂ;r} ) r ) o) - {2.51}
= L{} S P E"'{; Hy TG T Pe o FGHEG

m= i

i g ; o i) T () RS
= % oM+ T W= B~ B

w=E} iz}

Podemos observar que as variancias e covariancias de cada varidvel continua ficam
expressas por duas parcelas: a primeira. € uma média ponderada das covaridncias ﬁeniw:f
das categorias multinomiais e, a segunda, é uma media ponderada das covariancias entre
categorias, ja que pondera produtos cruzados dos desvios das médias por categoria, e
relacdo a média geral.

Com isso, voltando a {2.37), temos que a matriz de variancias e covaridncias popula-

cionals para o vetor misto W™ = (2. Y'Y ¢ dada por:

oA
- AT

onde, por (245}, (2.47) e {251},

-, S€1F ]
pill — )l se1 =4

A=1{by) = p;-{';_ffr.-” — hi=1,....rei=1....p {2.53}
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' = (—}-i-)-) =¥ o {m}}jm + \w ( {mm} ){)u{m — :‘}j}}'-’m ; {254

=i} m_ {3

Comparando as expressées (2.52), (2.53) e {2.534) com as obtidas por Olkin e Tate

{1961} para o modelo de posigao, (2,17}, (2.18) e {2.19} respectivamente, podemos ob-

servar que agui além do vetor Z possulr uma categoria a menos, 1 = 1,....r {r = k— 1]
enguanto no modelo de posigao temos 2 = 1,..., k&, a dnica diferenga esta na 19 parcela

de I', ou seja. agui temos que o;; varia de acordo com a categoria de 7 que foi observada.
enquanto no modelo de posigao oy; permanece constante. Neste caso fica caracterizado
que a diferenca de estrutura de sub-populagoes devido a presenca das categorias Z;'s ¢
tanto de locacao como de escala,

Examinemos, agora, algumas das expressées derivadas acima:

i} A é um bloco no qual hd interesse em examinar as contribuigbes dos fatores as co-
variancias resultantes. De fato, cada elemento 4;; resulta da magnitude da diferenca
enire a média da variavel ¥;, no grupo gerado pela categoria Z;. e a média geral.
ponderada pelo tamanho relativo deste grupo. py. Percorrendo uma coluna desta
matriz. e isolados seus fatores, as magnitudes das diferengas observadas entre a
média de uma dada varidvel, ao longo das categorias multinomiais, podem ser avali-
adas tendo em conta o tamanho destas. Percorrendo cada linha. e como é mantida

a proporgao, aparece a contribuido das p varidvels ao longo das categorias,

it} O exame das parcelas de 1 ajudard, certamente, 2 avaliar as diferengas entre grupos.
para cada variavel, relativisando tanto quanto a variancia total ~;;, como quanto a
.coz'l.t.r.‘ibuigéo da variagao dentro dos grupos, vinda da primeira parcela. Por estes
motivos, ¢ importante obter os resultados das duas parcelas que compde os ;. de

modo a nao perder informagao das contribuigdes denfre e enfre categorias.



Determinagao Matricial

Seguindo uma notagao andloga a utilizada por Olkin e Tate {1961}, e expressa nas

equagoes {2.20) a (2.22) consideremos,

'.'pf)*. re=k -1

D* = diag(p*), onde p* = (po,--.

P = {polplpi byl . lpv'f;}]pxi(wl}xp}-

| Yo ]
i
T
¥ir)
L < Hr+iiwpixp
onde T = (_J}f”}gﬂj =1.....pmm=0,....7. e
T = P

gy

(2,60

{2.61}

Com isso. voltando a {2.37). temos que a matriz de varidncia-covariancias popula-

cionals para o vetor misto W = (7, Y'Y é dada por:

B

Bh



Do =

¥ A
i~ AT

onde podemos reescrever as expressoes {2.52) a {2.54), na forma matricial, como:

=0 —p'p, {2.62)
A= DU, | (2.63)
['=TY*+ YD, _ {2.64)

2.4.3 Determinacao para o Caso Amostral
Determinacao Algébricé

Feita a determinacio das covaridncias populacionals, vamos agora, determinar os
estimadores dessas covariancias utilizando os momentos amostras,

Tomando uma amostra aleatéria de tamanho n do vetor populacional miste W= (7’
V'Y, vamos obter os estimadores para a matriz de varidncias € covariancias populacionais
dada em (2.37). Para tanto, vamos seguir os mesmos passos da segdo anterior. ou seja,
vamos estimar as covaridncias a partir dos momentos de ordem 1 pdo centrais e dos
Primeos nmﬂx.em;os conjuntos entre as variaveis envolvidas.

Com respeito aos momentos populacionals de primeira ordem nao centrados. temos

de {2.41) gue.

EZ;=p. ¥i=1,....r,

assimy, usando a Definigae B.8 em funcdo do primeiro mormentce amostral, o estimador de

¢ dado por.
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2 A i % T . . )
FZ, = py =3 = 2 = (2.65)
" 7 )
De (2.43), femos que,
E}/z “_:“»ai: 3 Hi{'m'pmv Vi = Lo P

e
agora, 1\ é um momento populacional da varidvel Y] restrito & categoria multinomial

. Por isso, o seu estimador € dado por,

Fien F’l}
>y

pbmil §= —{m} . . .
o = i—u_ln = ;115 ];z. =1, .. .p {2.66)
b3

4 i ) s * - ”m = b e .
Como EY, esta escrita em funcao de ¢t e p,,., usando a Definigio B.7 e os resultados

(2.65) e (2.66), temos que o sen estimador ¢,

noofm)
5 A y o oalmlse mkgay i Tim - .
EY= fy= T Pp= - = W.i=1,....p {2.67)

De (2.45) temos gue,

| pws seidi .
’Q'U = . ] VI.‘] EEl TR A
p(1 =) sei=j
Com isso. usando a Definigao B.7 ¢ o resultado (2,65}, temos que o estimador da

covariancia populacional entre as categorias £; ¢ Z; do vetor 7 é dado por:

A TigY : .
A - E‘_J‘j = *Tzu SCTF ] o e
pill—p) = (1) sei=]
De {2.47}, temos que,
L — . {}}" -;f m] P — kY
& = pilp; iy =1l rej=1.....p



comn isso, usando a Definigae B.7 e os resultados (2.65) e (2.66) e (2.67), temos que
o estimador da covariancia populacional entre a categoria Z; do vetor Z e a variavel

continua ¥Y; & dado por:

” aldl ~ | Ty i . . . N
So= bl = )= = )il = Lo (260)

De {2.51), temos que:

r r y 0 py m ik -
Ty = X O-E;L}pm -+ E;s (}{IE = ﬁ;)(ﬂi '~ "u_?')pm.‘Vi‘:j = } RNV i

i
iJ =0 ™
Com isso. usando a Definigde B.& e os resultados {2.66),(2.67) e {2.63), temos que o

estimador da covaridncia populacional entre as varidaveis continuas Y; e ¥; é dado por:

s T oadmle T o} A almd A A
Vi o= R oy P+ L = B — H) P
" T atm (2.70)
: alm] m g I (ﬁ(m) ; )_;\i(m) 5\? 2.0
= oo, Flen 4: . - __?: i — [y T ,
ey Y n m=£ ¢ ( 4 ’{}) i

{rr} .
AT - . n . . ; - .
onde o, Tepresenta o estimador da covariancia populacional entre Y7 e ¥; dentro da

f:.ategoria m, sendo LXPIOESO COMO,

almd 1 #wm i) —{m}y: {m} ={m}
c., n =6 {vi; Y ){T i ¥; J- (241

Podemos observar que o estimador ’?? ; da covaridncia populacional entre as variaveis
continuas Y; e ¥; pode ser interpreiado como uma combinacac de duas parcelas: A
primeira corresponde ao estimador da covariancia denfro € a segunda ao estimador da
covaridncia entre categorias multinorniais.

De (2.37), temos gue a matriz de variancias e covariancias populacionais Zyev é dada

por:

oA
Tyra = ;
- Ar’ }"'\



utilizando os resultados {2.68).{2.69) e (2.70}), temos que o estimador de Ty, que

denotaremos por Sp. é dado por,
as Fas
A s
5p = At A s {3(3\?
A T
onde,
Pib T #
AA - B = =L, SE 1 g _
U= (g =4, o o=l (279)
pi{l—p) = 21— ), sei=g.
A £ A oatdl n ni, ={i) _ . .
A= {b;) = p (¥, — ,uj}mg(,?- — ¥ihot=1,..., rej=1,...,, {2.74)
y s rooalotia v _adm) n o oakml A A
I = ( IH) = mﬁ.;ugu Py + ???—;’0 {'ué - ﬂf)(ﬁj - ﬁy) P
™ (2.75)
v adm) v Al roooatmpoa
= m};(]g‘j L’:‘— + ',':.E;U (pl o #?pr - !'ff)_{fi

Determinacao Matricial

Visando facilitar a implementacas computacional, também vamos expressar os esti-
madores para a matriz de varidncias € covaridncias populacionais, de forma matricial.
Para i.a.];;{;(},: VAaITios 1‘@};)1‘e5enta.f a amostira aleatdria d.ti? tamanho n C]t‘:'f obser%-'a.g;-(")es do vetor

populacional misto W™ = (Z', Y} como a seguinte matriz de dados:

~



D3y %1z -4 Eeo b M Miz oo« Uip

21 fwmooe. Sur | at ¥ oo W

Sy Ap? o o.- - ur | ol Y2 ~v o Ynp
S {rpl

Para obier os mesmos eslimadores da determinacao anterior. de forma matricial,
varmos assumir que n; observactes, 7 = 0,1.....r, estéo associadas a i-ésima categoria
multinomial Z;. Com Isso. reordenamos as linhas da mz::.tri.z. 1) de forma qgue as observagdes
fiquemn agrupadas em blocos. por categoria multinomial, visto que os momentos popula-
cionais estdo condicionados a estas calegorias.

Fazendo esta reordenacio de DD temos,

[ 10, 0 | widy )
10 ...0 | Y yi.ﬁé: ey
D= _8_0_: '_1_ —lﬁ N :;;?;ﬁ_ __vg);_ B {273}
001 W
PP
00 ... 0 | P STt L)

niw by}
Utilizando a notacae formalizada no Apdndice 4, podemos reescrever a matriz de

dados D, reordenada, como:
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D= « -~~~ —— e e (2.78)
. O, -1, Yirh
. 1 i)
O Onp oo O 1 Y]
onde,
() {e] e
¥ir Yz 0 Wi
(i) {4 Mo
B o Hop v -
Y{‘Z} — 23 22 ?v?. . {3 **** g {3 {”J
L {1} (i3
yn.'l yn":f y'}%.‘jﬁ T

Para simplificar mais a notagao, a matriz I ainda pode ser escrita como resultante

da concatenacac horizontal de sub-matrizes DY i=0..... r. OU Seja,

D = (DY DYDY - (2,80}
onde DV { =0l ... .7, representa ¢ bloco com todas as observacoes da amostra que estao
associadas a i-ésima categoria multinomial, ou seja,

; > ! SR o [ ” 5 Q1)
Dt = (_I.n,- Gn,- e ﬂn; I Y jnz‘x{r—i—p_)- Yi=10.... ¥ {2.31})

iilizando a matriz D reordenada. o estimador da matriz de varidncias e covariancias

populacionais. dado de forma algébrica em {2.72). pode ser obtide matricialmente por,

Sp= %(..D!Hﬁﬂ}
.

,_\
Tt
(R

{rer)eiran)

onde H, ¢ uma mairiz de centralizacdo (vide Definicdo A.18) particionada de fornms
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compativel com os blocos de D0 ou seja,

i i i-
H“E - ;,:1’” 1“1- e M_Ej'”} g ¥ R
1 14 A ‘ —t 1t
7 i Tz '{ % Hﬁ-"‘ " ‘E i l'ﬁ.r- ¥ i Wi i Fips
H;‘i‘ = 1{3 83
1 ' 1 ; : 11 7
~=la b, il L, - H. ~=1n, .
- i} l:.;l, — f*] S f Lo 1, H,,
LA
onde. como definido em {4.14).
H, =1, ~ (11,73, tal que J,,, = I_ﬁ_il;“_é =0.1,....r. {2.84)

Clom respeito as propriedades verificadas, vale salientar que H,, € uma matriz simétrica
{ver Proposigae A.2.a} e idempotente (Proposicido A.2.0) e. pela Definicdo 4.12. & dita
mairiz de projecio. As sub-matrizes H,, sdo simétricas (ver Preposicao A.3} porém, nao
sdo idempotentes {ver confra-exemplo b1 — Apéndice 4) e. por conseguinte. também nao
580 matrizes de projecao. {ver Definigdo A.12).

Agora, utilizando as matrizes D de {2.78) ¢ H,, de (2.83} em {2.82), ¢ utilizando o
fato de Sp ser uma matriz sinétrica. a 1‘.6‘-(:-5.1;}}'0(‘.&. matricial do estimador 8p dado em

(272} é:

Sp o=

> e
e L

{rbpladr+p) .

onde,
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1-:1?.Hra.?1m-

(U (Y = (107, 1 Y g,

(LAY (U L0 L U Y My

ey,

]
Al
-3

AL o
[ "(Y HnY)po- ( .

7t

Utilizando as expressoes obtidas nas equagdes (2.73).(2.74) e (2.75) da determinacio

algébrica, também podemos escrever Sp comor

voA

N

Sp=1 .+ 4
AT

onde.
([ Fit FiL RIS Fiv ¥
m(l-m) o m )
5 niy o Tig iy
1 {1 i ) ¥
I
Y= {288
e
=
! -35_’—'}/1

PET
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Capitulo 3

Distancias para Misturas

3.1 Resumo do Capftulo

Este Capitulo estd dividido em trés secdes: na secio 3.2 sio feitas algumas comnsi-
deracdes sobre distancias para misturas. Na segdo 3.5, que € a principal, determinamos
a inversa da matriz de variancias e covariancias para misfuras, mtroduzida no Cfapi?-zs.f&
2 e, apresentamos uma Erlensdo da Distancio de Mehalanobis para o caso de misturas.
Na se¢ao 2.4 sao apresentadas e discutidas algumas das distancias mais citadas, na 1i-
teraiura, para o caso de mistures. Vale ressaltar que os resultados apresentados na sepdo

2.5 sao uma coniribuicdo desta dissertagdo.

3.2 Consideracoes Iniciais sobre Distancias para Mis-
turas

Segundo Kotz e Jonhson (1986}, uma distancia pode ser definida arbitrariamente
porém, existem certas condicbes basicas que sao naturais a definicdo de distancia, e que
permiten: & mesma conservar o sen significado imtuitivo. As condictes citadas por Kotz e
Johnson, sao as que definem uma Distdncio Metrica {ver Definicao C 4} e, por isto. o uso
destes coeficientes é o mais recomendado e utihizado na Iterafura, Para ndo fugirmos a
uma opinido deminante, vamos também dar preferéncia a wtilizagao de distducias deste

tipo. Além desta definicio. o Apéaudice Ctraz uma abordagem hierarquizada dos termos
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matematicos atribuidos aos coehicientes de dissimilaridade.

3.3 A Distancia de Mahalanobis para Misturas

3.3.1 Definigao

A Distancia Métrice Quadrada de Makalanobis, definida por Mahalanobis (1936), é
também conhecida como a Mélrica Euclideana Quadrada Ponderada. Nesta metrica,
onde a ponderacio é feita pela inversa da matriz de variancias e covaridncias. a versao

para varidveis continuas € dada da seguinte forma:

Definicio 3.1: Sejam X%y = (Za. %@ .. .. 7)) € Xy = (251,252, .., 7)) dois vetores
linhas que correspondem aos escores obtidos para os individuos 7 e J na matriz de
dados X e 8 a matriz de varidncias e covariancias que, necessariamente, precisa
ser positiva definida. A Distancia Metrica Quadrada de Mahalanobis {ou Mstrica
Euclideana Quadrada Ponderada, onde 57 é a matriz de ponderacao). denotada
por d§(x; X)), ¢ definida como a norma Lp {ver Definigio A.5) ao quadrado,

onde B = 8~ do vetor diferenga xy;; — X;y. ou seja,
ts 32 o . ~¥i.. o i < F
dg 1%y Xy) = Uy — xplls- " = {2y ~ 28 oy — 207 (3.1

A Digténcia Métrica Quadrada de Mahalanobis. definida acima. possui uma pro-

priedade mais geral de invariancia, que ¢ dada na proposi¢do abaixo:

Proposigao 3.1: Seju X uma matriz de dados de dimensdo n x g0 A distancia de

Mahalanobis, dada na Definicae 310 é mvanante sobre todas as transformacgoes

nao singulares C {matriz ¢ ¥ ¢} aplicadas aos vetores linhas da matriz de dados X.
Frova:
Tomemos,
v =Cxy. Yi=1..0. n (3.7



onde, ¥ = XiC. Vi = 1, ... ,n é um vetor linha transformado, Comny isto, a nossa matriz

de dados transformada ¢:

T = XC, (3.37

e & nossa matriz de variancias e covariancias, expressa em {2.82), fica

1.
G, = i(xcm,exc = ~C'X'H,XC = iC’S;;C (3.4)
¥; H 1 '

7 '
Com isso, a distancia de Mahalanobis {3.1). entre os individuos transformados yy,, ¢

Y, sera:
vy = v~ Yoy e — vy
e [X{,}C - XEJ}C}(%CID{ERDCEH‘}EX{t}C - XL-J}C’}!

= Xy —X;))CCTISFCIC Xy — Xy (3.4)

= MXp - X8y (X — Xy

= Jgalxuxy) o

Considerando o caso particular em que C € uma matriz diagonal com elementos
diagonais diferentes de zero, a matriz transformada Y péx&:sa a ser chamada matriz de
escala, pois a j-ésima varidvel de X estard multiplicada por um escalar ¢, em Y. Com
iss0, a Distancia Mctrice do Mahalanobis ¢ dita invariante com relacao a escala. ou seja.
ela dd a mesma distdncia para qualguer que seja a unidade usada para medir as variaveis.
As outras métricas. em particular a Euchideana, ndo possuem esta notavel propriedade.

O nosso interesse esta em utilizar a Distancie de Mahelanobis para o contexto de
misturas onde as vavidveis categdricas sao tranformadas. como discutido no Capitulo 2,

em um velor multinomial, Para este caso, ntilizando a notacao definida no Capitulo 2,
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vamos definir agora uma extensao da Definigdo 3.1

Definicdo 3.2: Sejam wy;), = (2. ¥(0) ¢ Wy = (255, ¥(;y) dois vetores linhas mistos
oI as ;{ne_nsu}'a_gées ohiidas pa.l‘a. O 1-65imo e _}l-f_".‘.&iﬂ'l() ind.ix-’;(itzos pertencentes a
matriz de dados Db, 1'@3})@.(“{&\-'ar'ne_ﬂte. onde 2y = (Tk1. Thoe o Spr } corresponde ao
escore do .bloco multinomial e ¥y = {Yk1- Y2 - - Ykp) COTresponde ao escore do
bloco continue, k € {1.7}. 8 a matriz de varidncias e covariAncias que, necessaria-
mente, precisa ser nao singular. A Ertensio da Disténcia de Mahalanobis para o

contexto de misfuras, denotada por dg.. (W) wi;) ). é definida como,
1 i} L If 5 1 ~ir o _ -
dg- (Wi wiiy) = {70 — 200 i = YIS T 26 ~ 20y vy — vl (3.6)

A exigéncia de S ser ndo singular € para podermos assegurar que a inversa S7! existe.
Porém, para podermos utilizar esta distancia precisamos delerminar a Inversa S~ da

matriz de variancias ¢ covaridncias para misfuras 8.

3.3.2 A Matriz de Varianclas e Covarianclas e sua Inversa

Como estamos trabalhando com dados com misfures de varidvels categéricas e continuas.
e estamos aplicando distancias com respeito a velores mistos Wy = (2¢),. ¥yl & wy) =
(24 ¥ ) vamos utilizar a matriz de VariAncias e covariancias amostrais Sp particionada.
dada em {2.72), que permite visualizar as covaridncias entre continuas, entre categoricas

e entre ambas, na forma natural de blocos, ou seja.

©oa -
¥ A -

Sp = PN . {_:‘5,'5}
FA N

Esta forma particionada de Sp permite expressar a sua inversa 87 tambeém de forma

pariicionads, desde que as inversas necessarias existam (ver Proposicde 4.1.0). ou scla.



T A

Sy’ = 135
&:’.! Fz
onde,

v A aorLla -1 o o
" =(¥ —AT A} (3.9

LA oamE A=l
A= -WAD =-% AT {3.107

5 A A"A‘_if\__z
I"=iI'-A % A} . (3.11}

Podemos observar que as expressbes (3.91 e (3.11) tém as formas da matriz de

residuos das categdricas dade as continuas ¢ da matriz de residuos das continuas dado
. . . i s s A

as categdricas. ou seja, sho obtidas como a soma de quadrados dos residuos de @ / T e

A A .
I' / ¥ respectivamente.

As Inversas dos Blocos Diagonais

Um ponto que vale a pena ser discutido € com relagio as iuversas dos blocos diagonais
A A L. 3 A . . o . s .
@ e T . A existéncia da inversa ¥ ~1 para o bloco categdrico ¥ em (3.7} ¢ importante.
pois se trata de uma das inversas que s&o necessarias para a utilizagio da expressao (3.8}
Para obiermos esta inversa, como discutido no Capitule 2. transformamos as varidveis
categoricas em um vetor multinomial com » categorias ¢ retiramos uma categoria deste
vetor para evitar a dependéncia linear enire as mesmas, pois o vetor multinomial completo
tern posto ¥ — 1 (ver Freposigao B.l.e}. Esta dependéncia linear torna a matriz de
- . .- . o . 3 . . -
varigncias e covariancias ¥ singular {ver Froposicap B.1.¢}, e assim, nao podemos obter
. . . . . & .
a sua inversa W ~1 de forma inica. Dessa forma. o bloco % da matriz Sp corresponde.
neste trahallio. as covaridncias enire as r — 1 categorias multinomials mantidas. Para

obler a inversa desta matriz ¥. vamos proceder de forma andloga a Mardia. Nent e Bibby



(1979}, pag. 292, ou seja:

A matriz de variancias e covaridnclas de um vetor multinomial completo ¢ dada por:

o fot

7 '1"“ dicg{ {7} — conde [Y = (nypn . oon) {3.12)

3
. A -
Como n W¥° pao possul inversa unica devido a sua singularidade {ver Froposicio

B.1.c} retiramos, como discutido no Cepttulo 2, a utlma categoria do vetor nultinomial

completo. Com isso, passamos a trabalhar com uma matriz de varidncias e covariancias

[l . . % ‘I\
¥ que, por ser nao singular, possul inversa ¥ ~! dada por:

\ — 3% )
{n tig 771 = [diag{ £ + T onde fo =nge [ = (ny. 1. ..., ), (3.13]
Jo
o gue implica que,
R P S A . ¥ e
(F ) ?fﬂdm{f 7+ T} onde fy=nge f={in.ng,....0V, (3,14}
Jo

Podemos chservar, pela equacho (3.14), que apesar da ultima categoria mullinomial

N ;- - . s m - .n . . . .
ter sido retirada, a inversa da matriz de variancias ¢ covariancias ¥ incorpora ¢ efeito da
da mesma. sto ocorre gracas a relacao existente entre as categorias do vetor multinomial

completo, ou seja, ‘7_ THER TR

Ja com relag‘.ao a inversa para o bloco continuo T, temos que para n > p (ver
-1
_ _ A . _ ~ o
Proposicio B.%.a) podemos assumir que T existe. Dado que o bloco ¥ possud in-
versa e assumindo qne 1 > p, para assegurar a inversa de T. femos que se T ou ¥
o ) Al oamhoA A A oa~la . ey
existem, ou seja, se (F & ¥ Alou{¥® ~ AT A} possuem mversa, entao Si,
existe {ver Proposicio A.1.a). Além disso, segundo o Corelario A.7.2. 1 de Mardia. Kent

e Bibby (1979}, se 8p ¢ dofinida positiva {(ver Diefinigao A ) entdo também é nao singular

{ver Definicio A1), ou seja, Si existe,



3.3.3 Expressao em Blocos para a Extensao da Distdncia de

Mahalanobis

Clomo expressamos a inversa da matrz de variancias e covaridncias na forma de blocos
podemos, agora. determinar uma expressao para a Ertensaoe da Distancia de Mohalanobis
para misturas, em funcio desses hlocos. Para tanto. aplicando a Definigdo 3.2 sobre dois

vetores linha mistos.
Wiy = (203 Y5y} € Wiy = (2. Y (3.13)

temuos,

‘I’m &w EZ{.?‘} e Z{j‘}}f
ar I (Yo =y

dg-s (Wi wipy) = (26 = 23): (v = Y] (3.16)

Para facilitar a interpretacdo da Ertensdo da Distancia de Mahalenobis com relagao

as parcelas que a Ccompoem, vamos assumir,

9:{ = &gy Z5y) € Qfﬁ = {¥u — Yiy) (3.17}

onde D corresponde a diferenca entre 0s escores observados para o i —ésimo e o j—ésimo
individuo, somente nas varidveis categéricas. Enquanto I corresponde analogamente
is continuas. Com isso, substituinde {3.17) em {3.16} temos,

e ey | AT 125 R
A (wey.wi) = (DS DT y (3.18]
S,.\ * {1} j}' 1.4 ‘:.?} . ) n. 3 4

£ ' AT e

J Tl

e. fazendo 0s produtos cruzados,

B o (Wi wipy) = DEW DY + DT DT + 208 AD7Y (2.19)



Podemos observar que. ao utilizar a inversa da matriz de variancias e covariancias em
sua forma particionada, s distancia entre os individuos Wy £ Wiy € eXpressa como ulia
combinacao de trés parcelas distintas. Um exame destas parcelas mostra que a compo-
nente da distancia, devido A parte puramente continua, é obtida em funcao da inversa
da matriz de residuos da distribuicao condicional das continuas dado as categéricas. De
forma analoga pode-se reconhecer, ainda que de forma menos usual e apropriada, que
a componente da distancia, devido a parte puramente categdrica, € obtida em fungao
da inversa da matriz dos residuos da distribuicao condicional das categéricas dado as
continuas {(aproximacoes assintoticas da multinomial & normal tornam esta leitura menos
forcada. ver exemplo 2.8.1 de Mardia Kent e Bi bby, 1479}, A terceira parcela corresponde
a0 produto escalar entre as categoricas e as continuas em funcao do bloco correspondente

as Imversas dag covariancias entre elas.

3.3.4 Vantagens e Desvantagens da Utilizagdo da Distancia de

Mahalanobis para Misturas

Segundo Cormack (1971}, existem duas razoes para nao se adotar uma disténcia.
para aplicacao em Andlise de Agrupamento, baseada numa matriz de covaridncias geral:
primetro. a matoria das inter-relagbes exisientes sao. provavelmente, causadas pela  ex-
isténcia dos grupos que estao sendo buscados e, segundo, a estrutura de inter-relagio
dentro dos grupos pode variar consideravelmente de grupo para grupo. Todavia, uti-
lizande a matriz de varidncias e covariincias Sp na forma particionada, como feite aqul.
a adogao da Friensiao da Distancia de Mahalanobis para o contexto de misturas apresenta

as seguinies vanlagens:

a) Trata simultaneamente o vetor misto, sem atribuicao arbitraria de pesos que com-
binem distdncias entre continuas e entre categoricas. ¢ sem a subjetividade, ndo s

dos pesos como também da distancia a ser adotada para cada wm dos grapos.

o3t
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b} A distédncia entre individuos pode ser decomposta em trés parcelas gue, analisadas
separadamente, podem esclarecer a forma como as misturas afetam as distancias
através das continnas removido o efeito das categdricas. das categéricas removido

o efeito das continuas e da presenga conjunta de suas inter-relacoes.

c) As técnicas de agrupamento podem ser aplicadas a cada parcela separadamente, a
combinagao de parcelas e a distalma total. Diferengas nos agrupamentos produzi-
dos podem ser, com isso., uma auxilio & melhor caracterizacio dos grupos gue estao

senido buscados.

3.4 Principais Distancias para Misturas

3.4.1 Counsideragoes Iniciais

Para facilitar a aplicagdo das técnicas exisientes para o contexto de misluras, geral-
mente a primeira coisa a se fazer ¢ reordenar os dados de modo a formar blocos de
diferentes tipos de varidveis. A partir desta reordenagao dos dados, podemos escrever
dois vetores Jinhas, correspondentes a individuos distintos de uma matriz de dados X.
COMOo: |

({Jm} ()

(N) 40 S
Xy = (XX X } € X5 = (_:r 2‘§ }J\xi?} i (3.20])

onde " N7 esté relacionado com as varideeis categaricas nominais, O com as categiricas
ordinaise "Q" com as quantilelivas, Vale salientar que, como dito no Capilule 2, vamos
considerar apenas ds quaniiaiivas countinuas, ou seja, nao vamos mcluir as quantitativas
discretas no posso estudo <.'lé mistures. Porém. esta nao € a unica forma de se {fagzer a
blocagem ddi«: diferenies tipos de vandvers mensuradas, nos coeficientes que sevao abor-

dadas a seguir poderemos vislumbrar formas alternativas a (3.20).

O



3.4.2 Distancia Combinada

Baseados na reordenacao dos dados {feita em (3.20), Green & Carmone {1970) apre-
sentam um coeficiente combinado, de forma aditiva, por coeficientes de dissimilaridade

utilizados para cada tipo de variavel.

Definicdo 3.3: Sejam x(, e xy;, dois vetores linhas, como em (3.20}, correspondentes
aos escores obtidos para o i-ésimo e ¢ j-ésimo individuo da matriz de dados X,
que possuem mensuracoes de varidvels categéricas nominals, categdricas ordinals
e continuas, A Funcao Dhstancia Combinada, ou simplesmente Distancia Combi-
nada, denotada por de{zgy. ;) ¢ definida como:

(i) Ty

) n N Ny o, YR Ce) . :
de{zpy. 2g) = widﬁ‘“‘)(-ff"is)«ﬁ‘f.-i)}) v “—’?d{(}}(‘rh)}*“’E;‘fl +ead DS 23, (3.21)

onde dN 401 ¢ d@) sio coeficientes de dissimilaridade para os blocos nominal.
ordinal e quantitativo continuo, respectivamente, € wy.wy € wy $&0 seus respectivos

Pesos.

Segundo Bussab, Miazali e Andrade (1890}, a construcao deste coeficiente combinado

exige alguns cuidados especiais:

a} Os coeficientes utilizados, para cada tipo de varidves. precisam ter intervalos de

VAriagac jguals ou proximeoes.

hi Os pesos precisam ser adequados ¢ mterpretaveis. Segundo Bussab, Miazaki ¢ An-
drade {1990}, tem sido muite ntilizada a ponderacdo pelo mimero de varigveis

existentes de cada tipo.

Fsta questao de ponderar pelo nimere de vanaveis envolvidas é muito complexa, visto
que geralmente existem varidvels mals imporiantes gque oniras para o estude em questdo
e. isto dificulta a definicao dos pesos. Um ouiro problema ccorre se existen valores

perdidos para alguns dos objetos. Se esses valores séo de mais de wm tipo de varidves.
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Rubin {1967) recomenda que, no cdlculo da distancia. nenhuma quantidade desses obijetos
ou das variaveis, onde apenas um objeto tenha sido mensurado, seja considerada.

Caso as fungoes d), g9 e dI®) sejam métricas, pela Proposicae (.1, para b = 3,
temos que a Distdncia Combinade dp também o serd. Como é mals comum, na literatura,
“a utilizagao de distancias métricas {ver Definigao (.4}, vamos apresentar agora as mais

utilizadas para cada wm dos blocos descritos acima.

Disténcias para Variaveis Quantitativas

Inicialmente, vamos abordar uma distancie métrica que engloba outras bem conhecidas
como casos particulares. Esta mdfrica generelizade, dada em Boyee {1969). é conhecida

como Distaneia Métrica de Minkowski e derivada da norma L, (ver Definicao AT

Definicao 3.4: Sejam z¢y = (#0. T 24y) € Ty = {251, 252,40 25) dols vetores
hinthas que correspondem aos escores obtidos para 0 i-#simo e o 7-ésimo individuo.
na matriz de dados X e w = (wy,wy. ..., w,) um vetor linha de pesos. A Distdncia

Métrica de Minkowski entre xyy ¢ 1 sera denotada por dar{xgy. 2t e definida

como a norma L., do vetor diferenca z;y — 25y, ou seja,

. g y IF
darlzpp i) = e — 2gille = (Z wi | Tk — Tji F‘") SVpzl (B
fr=1

onde o5 w8 sho, respectivamente. os pesos correspondentes as variaveis Xp's. b o=

Tomando p = 1. em (3.22), obtemos a Distancia Métrica City-Block. dada em Johnson

& Wall (1968}, que sera denotada por dep e definida como:

4

0{('_*5541?[.5}, '."(7{3‘}_} s HI{{} — ;1‘{}}%!1{_,21__?=1 = Z i E AT 11 I . (}2;}
fe=l

Se além de p = 1, tomarmos wy, = /g, ¥h = 1.2, .., ¢. em {3.22}, temos a Distdncia

Mdbriea City-Block Mddia, dada eny Cain e Harrison {1958). que serd denotada por d s



e definida como:

. . LI R AT _
el S - PR e 3 iy iy
d{?‘};}(l(_g},f{”_] = !]J-(sj 2-{3}%51:55},_‘“5_ vyl o Z —_— T . f%js:
. k=3 q
Tomando o limite de p quando este tende a infinito e wy = 1. ¥k = 1,2,... .4,

em {3.22), obtemos a Distdncia Métrica de Chebycher, dada e Spath (1980], que sera

denotada por de e definida come

de{rgy- 2oy = By — T llwlp o wey = 08X | i~ 251 | (3.25}

[
Fi

Fazendo p = 2 e wy = 1. ¥k = 1.2....,¢. em {3.22}. teremos a mais conhecida
de todas as distancias existentes que é a Disiancin Métrica Fuclidiang Usual, que serad

denotada por dp ¢ definida como:

_ \ , g L
delzayneg) = lleg = 26llehm v = (gj (ﬂ-‘ik—if‘jk}z) (3.26)

= Ly r -y > = \/(3'“37’}(.‘”"9)'-

De acordo com Spath (1980), a Distdneia Metrica Euclideana Usual pode ser gene-
ralizada atraves da utibzagho de uma norma ponderada por uma matriz positiva definida
B, denotada por Ly {ver Definigde A.5). A vantagem desta generalizagdo é que possi-
bilitard a inclusao de produtos cruzados come ponderagdo, on seja, poderemos levar em
consideracio alguma relagdo existente entre as varidveis como, por exemnplo, utilizando
a malriz de varianeias e covariancias.

Com esta generalizacho, a Distancia Mdtrica Euclideana Usual passa a se chaniar

Distdanecia Metrice Euclideana Ponderada por B, conforme definicio abaixo:

Definigao 3.5: Sejam xy = (#a. 2, &ig) € Ty = (@51, @52, 2y, dols vetores
linhas que correspondem aos escores obtidos para o 7—ésimo e o j—dsimo objelo
da matriz de dados X e H uma matriz positiva definida. A Distdncio Mdrica

Euelideane Ponderada por B, denotada por dig (o 25}, € definida como a norma
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Ly do.vei.-or diferenca ry — (). ou seja,

Tt
-1

dpg(tiag) =lre ~ 2l = \/{T ~yiBlz —y) . (3.

Para matrizes B especificas. 1ds podemos obter distancias metricas bastante uti-

lizadas. Os casos mais conbectdos sao:
a) B = I. temos a Disténcia Mctrica Euclideana Usual dada em (3.26).
b} B = {diag{q))™*. temos a Distdncia Métrica Fuclideana Médin,
¢} B = (diag(s].s3. ... ._Sg')}“}, temos a Distancia Mdrica Fuclideana Padronizada,

d} B = 871, temos a Distincia Alétrica de Mahalanobis, definida em Mahalanohis

{1936}.. onde 8§71 é a inversa da matriz de varidncias € covariancias,

Podemos ver que a distancia definida em b} € apenas um reescalonamento de a). Ja
o caso ¢) € sugenido porque a Distancia Métrica Fuclideano Usual é muito afetada pela
diferenca de escala entre as varidvels, por estarem sendo somadas grandezas nao com-
paravels. Todavia, Everitt {1974) ressalta que esta padronizagao pode diluir as diferencas
entre grupos sobre as variaveis que sao melhor discriminadoras, quando da utilizagéo de
técnicas de agrupamento. Ja o caso d), discutido na segdo 3.2, possui a vantagem. so-
bre as outras disfancias apreéemada& de fazer a ponderagio pelo grau de inter-relacio
existenie entre as variavels. Quando estas inter-relagbes sao nulas, ela é equivalente 3

Distancia Metrica Fuclideana Padronizada, caso ¢}

Métrica de Minkowski e nem uma generahizacdo da mesma. Entre estas podemos citar a

Dhistancia Métrica de Camberre, dada em Brav e Curtis {1957}, que ¢ definida como:

) . — 3 Xk P
(If:'."{.:.!?i'(,‘:r'l.f £ :L L'Miw_l_:}“w?j' - H i'—?‘k‘ﬁ
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Além das métricas. existern varias distancias nao meétricas conhecidas. Por exemplo.

Sokal e Sneath {1963) propdem a seguinte funcao semi-métrica (ver Definicdo (. 5):

i . T
R Tig — Tik I
dsel{zpy, #y) = i - e ) - {3.209)
{e}r{1) \] _Q }; T+ T . ]

Para uma complementacdo a lista agui apresentada, Cormack (1971}, Kotz e John-
son {1986) e Homesburg (1984) apresentam outras distancias para o caso de varidveis

quantitativas continuas.

Distancias para Varidveis Categdricas Nominais

Para este caso, como sugerido por Bussab, Miazaki e Andrade (1990}, costuma-
se transformar primeiro as variaveis categdricas nominais em bindrias, utilizando-se a
Difinicdo 2.3, e entao utiliza-se os coehiclentes definidos para o caso binario. Entre os
cocficienles de similaridade (ver Definigdo C.6) existentes para este caso, gue possuem

artagdo entre 0 e 1, podemos destacar o seguintes:

Coeficiente de Similaridade | Expressiac | Métrica
Coincidéncia Simples ;—ﬁ Sim
Jaccard pE s Sim
Rogers e Tanimoto % Sim
Sueath ¢ Sokal ::;{%“f}j Nao
Sorensen ::_?ﬁmwg Nao
Russell ¢ Rao Sy Sim
,-il'ide.r}:mrg "z;?(lﬁ)—p—} Sim
Rulczynsk: jfi?"%»? + =) Nio
Ochiai =t Nao

Hlatb)(ctds

Uma lista mais completa. incluindo coeficientes com onrros intervalos de variacao.

pode ser obtida em Cormack (1971), Kotz e Johuson {19861 ¢ Romesburg {1984}, Comeo
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todos os coeficientes de similaridade apresentados acima possuem intervalo de variacio
entre (} e 1, para obter uma disténcia a partir dos mesmos, podemos utilizar a seguinte

transformacao:

diy = 1~ 5. (3.30)

Distdncias para Varidveis Categéricas Ordinais
Para este caso. como também sugerido por Bussab. Miazaki e Andrade (1990), costuma-
se transformar primeiro as varidveis gualitativas ordinais em bindrias. utilizando-se a

Definigdo 2.4, e entao ntiliza-se as distancias definidas acima. para o caso bindrio.

3.4.3 Distancia a partir do Coeficiente Geral de Similaridade
de Gower

Considerando o fato de que variavess nommnais, ordinals e continuas sio de natureza
distinta, Gower (1971) propds um Coegficiente de Similaridade Geral, gue inchad vdrios
dos existentes como casos particulares e, que na verdade & uma forma mais elaborada do

Coeficiente Combinado, citado na secao anterior, na versao para similaridades.

A definicio do Coeficiente Geral de Similaridade de Gower

O Coeficiente de Similaridade de Gower exige que para cada variavel X; seja designado
um coeficiente de semelhanca variando entre 0 e 1. Para tanto, consideremos inicialmente

a seguinte definigao:

Definigao 3.6: Sejam i,y e xy;) dois vetores mistos. dispostos como em {320}, cor
respondentes aos escores obtidos para o -€simo e o J-ésimo individuo da matriz de

dados X. Um cocficientc de semelhange para a b-ésirma variavel desses 2 vetores,
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denotado por 8,5, ¢ definido como:

0, B 08 £8COTES 1 € § sao di ferendes na b — csima var.
Sr'-j}: )

¢ & (0, 1], se os escores 1 ¢ § Lem uma parecenca € na k ~ esima par,

(3.31)

Todavia, algumas vezes uma determinada varidvel ndo é observada em ambos os
individuos, Por isto, adicionalmente a definigao anterior, Gower {1971) tambeém utilizou

a segunte:

Definicao 3.7: A possibilidade de se fazer comparacoes com relacio a k-ésima varidvel

¢ representada por uma guantidade denotada por 4,4, e definida como:

0, se a var. Xy ndo pods ser comparada enlre 01 — esimo ¢ § - estmo indiv.,
L. s a var. Xy pode ser compurada entre 0 1 — esimo € § — estmo indiv..

(3.32]

guando v = 0, convenciona-se, s = U, pois o mesmo ¢ desconhecido.

Finalmente, o Cocficiente de¢ Similaridade de Gower enire o i-ésimo ¢ o j-simo in-

dividuo é definido conforme segue:

Definicao 3.8: O Cogficienie de Similaridade de Gower entre o i-ésimo ¢ o j-ésimo
individuo, denctado por &;. é dado pelo escore médio com relacéo a todas as

comparagdes possiveis, ou s€ja,

sy = . (3.33)

Quando ;0 = 0VE = 1.....¢. &, ¢ indelimido, e quando todas as comparacoes sio
possiveis Y. vr = ¢ {mimero total de varidveis), Caso contrario, este somatdrio ¢ igual

a0 numero de variaveis sobre as gnals a comparagan ¢ feita.

63



Uma forma alternativa. mas exatamente andloga a (3.33). € escrever a similaridade

na forma de uma media ponderada. ou seja.

2

Z Yijk &k

sy = T —— . (3.34)
,E_; IUF

(s escores para s;;; s40 designados de acordo com os seguintes casos;

» Varidveis dicotdmicas: A presenca da vanavel ¢ denotada por 4+ e a auséncia

por —., estando os escores dispostos da seguinte maneira:

Individuo\ Valor da Varidvel

i-ésimo individuo + + - =
j-ésime individuo + - + -
31k i 86 0 0
Yiik 1 1 1 0

s Varidveis qualitativas: s;;; = 1, se 0 7-ésimo € o j-¢simo individuo sac iguais na

k-ésima varidvel e sg; = 0, se eles diferem.

s Varidveis continuas: Para varidveis quantitativas com valores xy. 5. ... 2, da
b-ésima varidvel, na amostra de n individuos, consideramos S =1 — Q’Tﬂi—[ onde
Ry ¢ a amphitude populacional on amostral, da A-ésima variavel. Vale salientar
que, quando ¥y = ¥y, temos s = 1 e quando x; e x; sko valores extremos da am-

plitude temos que §; 5 € minimo ( serd zero quando tomarmos Ry como a amplitude

amosiral ],

Podemos observar que g;; varia entre 0 e 1, onde o valor 1 mdica que ox 2 individuos
nao diferem e nenhuma varidvel enquanioc que 0 indica gue eles diferem ao mdximo. ou
seja, em todas as varidveis. Gower {1971} mostra que a matniz de similandades S, cujos

elementos 8,;; 340 os coeficientes de similaridade entre o i-ésimo e o j-ésimo individuo.

Yi, = 1.2,....0, é positiva semi-defimida
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Relagdc com outros coeficientes de similaridade

Uma situacae particular ocorre quando toda informacae é do tipo presenga {41} ou
auséncia {—), ou no caso de variavels categéricas de 2 niveis. Para este caso. vamos

especificar a seguinte notagao:

P

at # de variavels com escore preseniga ent ambos oz mdividuos,
b: # de varidveis com presenga no indiv. 1 e anséncia no indiv. 2,

¢ # de variavels com auséncia no indiv. 1 e presenga no mndiv, 2,

a, # de varidvels ausentes em ambos o imdividuos,

Feita esta especificagao. temos a seguinte associagao:

Individuo 1\Individuo 2| + = Totais
4 ja b a+ b
- c d ¢ -+ d
Totais a+¢ bitdlat+h+c4d

Vale salientar que. para este caso de varidveis dicotomicas. o Cogficients de Simila-
rideds de Gower torna-se o Coeficiente de Similaridade de Joecard. proposto em Jaccard
(1981}, e dado na secdo anterior. Caso todas as varidveis sejam categoricas e possuam
apenas 2 ni’veis? temos o Cocficiente de Coincidéncia simples, dado em Sokal e Michener

{19583, e também definido na secdo antentor. Finalmente, caso todas as variavels sejam

continuas. teremos o seguinte coeficiente de similaridade:

. 7 . Y
(g o~ g5 | JHE;)
S, =1 — _ {3.36)

q
A definicao da distdncia a partir do Coeficiente de Similaridade de Gower

Como o Cocficiente dre Stmidavidade de Gower possui intervalo de valores entre (e 1,

Johnson e Wishern (1982] sugerem transforma-lo em uni coeficiente de dissimilaridade
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usando a seguinte definicao:

Definicdo 3.9: A distdncia entre ¢ -ésimo e o J-¢simo individuo, obtida a partir do

Cocficiente de Nimilaridade de Gower 3;;, ¢ denotada por d;; e definida como:

dj =1-8,;.

Do ponio de vista intulilvo, para um coeficiente que assume valores entre § e 1. esta
transformacao ¢ adequada dado que tanto para transformar vma distdncia em simila-
ridade como no case inverso, teremos ambos os coeficientes vartando neste intervalo e,

enquanto um diminui em magnitude, o outro anmenta.

3.4.4 Distancias Obtidas por Transformacao de Varidveis

QOutre artificio bastante usado para se obter uma guantificacie da distncia existente
entre ind \-*.ifdu{)s*_ no contexto de misturaes, é a transformagio das varigveis existentes,
Porém, segundo Bussab, Miazaki e Andrade (1990). é notorio que este processo induz &
perda de informacao. Vamos abordar a seguir as duas transformacbes de varidveis mais

sugeridas na literatura.

Distancia Obtida por Transformacao de Todas as Varidveis em Bindrias

Este coeficiente de dissimilaridade {ver tambeén Bussab. Miazaki ¢ Andrade. 1990) se

hasela na conversao de todas as variavers em binarias, e ne uso de uma distaneia definmida

para este caso [ver exemplos na se¢do 2.3.2). Para facilitar o trabalho, vames adotar a
blocagem de {3.20).

Para transformar o bloco nominal 2! em um vetor bindrio, podemos utilizar a
Dicfinicdo 2.3, sugerida por Talkington {18967}, J4 para transformar o bloco 7@ em um
velor bindrie podemos utilizar a Definicdo 2.4, sugerida por Sokal e Sneath {19633, Pars
o bloco quantitativo 1@}, segundo Bussab. Miazaki e Andrade {1980}, podemos definir

zere para todos os valores abaixo da mediana e 1 para o 1guais ou maiores.
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Distédncia Obtida pela Transformagao de Todas as Varidveis em Outras As-

sumindo Valores entre [0,1]

Nesta transformacéo. também sugerida por Bussab, Miazaki e Andrade (1990}, a idéia
¢ transformar todas as varidveis de modo que a amplitude de seus valores fique entre 0
e 1 e. em seguida. usar a Distancia Euclidiana Padronizada {ver Definigdo 3.3, ¢l ou a

usnal {ver Definicdo 3.5, a).

Para transformar o hloco nominal 2%} em varidveis assumindo valores entre [0, 1],

podemos utilizar a Definicdo 2.3, ou seja, transformar em variavels binarias. Caso as
variavels sejam bindrias ndo serd necessario fazer esta transformacac. Para o bloco ordinal
9 podemos utilizar a Definigdo 2.4, ou seja, tambem transformar em bindria, Jé para
o bloco guantitativo 29 podemos fazer a seguinte transformacao:

L0 0 -
e TN (3.37)

Lmax Ty

3.4.5 Distancia de Romesburg

Romesburg (1984) propde a mais informal de todas as distancias apresentadas até aqui.
Utilizando uma justificativa empirica, ele sugere a aplicacio da Disténcie Fuclidcana
Usual para quantificar as dissimilaridades existentes entre os individuos, sem levar em
conta a natureza das varidvels. mas exigindo que todas possuam escores numéricos. Ele
afirma que este procedimento tem a capacidade de produzir grupos semelthantes, e nao
muito diferentes dagueles obtidos usande distancias mals apropriadas ao contexto de
misturas, quando da apficag&a de Téenicas de Agrupamento.

A grande dificuldade de se utilizar esta di_st.-é,r.l cia, para o case de misturas, é a inter-
pretacdo dos valores obtidos, pols a recodificagao das varidveis nominais leva a valores

distintos da distancia.



Capitulo 4

Técnicas Hierarquicas de
Agrupamento: Aplicacao as

Misturas

4.1 Resumo do Capitulo

Este (‘.a.p.i’tuiu tem a finalidade de apresentar uma breve discussac sobre as Téenicas
Hierdguicas de Agrupamento e descrever alguns métodos gue aceitam a exfensdo da
Piglancia de Mahalenobis pare mistures como coeficiente de dissimilaridade. nao se
tratando. contude, de um texto introdutoric as feéenicas Hicrdrquicas de Agrupamento.
Na secao 4.2 discutimos alguns aspectos importantes a uiihizacao da Andlise de 4 grupa-
mento, tals como ;:}1'111(:?})&05, metodologia, principals téenicas relacionadas e classificacio.
N secdo 4.3 introduzimos uma abordagem mais formal as Teenicas Hierdrquices Aglo-
meratives. Finalmente, na segdo 4.4. a discussio fica restrita &s éenicas Heerdryuicas
Aglomerativas perg misturas, Nesta tliima secao é a}}resm'}t.aislf; um al g{}r'ial mo geral para
as trés Téenicas Hicrdrquicas A'gr:’.r_nr'zf.-'-rrzi_ was mals utilizadas ¢ ao estudo de um a'igczrili mo

geral.



4.2 Aspectos Importantes

Para melhor entendimento das téemcas de agrupamentio que serdo introduzidas na
préxima segao, vamos abordar aqui, de forma sucinta, alguns pontos que sio bastante
importantes a esta compreensac. Para um estudo mais abrangente sobre analise de agru-
pamento, sac varias as referéncias existentes. Dentre elas, podemos destacar Cormack
{1971}, Anderberg (1973). Everitt (1974}, Spath (1980}, Bussab. Miazaki e Andrade

(1990} e Pereira {1993}, entre outros.

4.2.1 Principios Gerais da Analise de Agrupamento

Geralmente. o obietivo principal da Andlise de Agrupamento é separar individuos em
grupos, de modo que haja homogeneidade dentro dos grupos e heterogeneidade entre os
Erupos, ou seja, individuos de uin mesmo grupo apresentem caracteristicas homogéneas, e
individuos de grupos diferentes apresentem caracteristicas heterogéneas. Porém, também
& possfvei agrupar variaveis segundo os valores obtidos pelos indi\'-'i‘duosq_ ou seja, utilizar
a Andlise de Agrupamente como uma técnica de reducdo de dados. Apesar disto, ndo

“existe uma definicao formal, aceita por todos. do que seja um grupo ou um agru;}{z}rz ento,
pois a mesma envelve conceitos subje(:ivo.s‘

A aplicacio da Andlise de Agrupamento é bastante difundida na literatura, sendo
nsada para determinar individuos semelhantes num estagio micial de um esquema de
amostragem estratificada. para a formmulagan de hipdteses sobre a estrutura dos dados,
e para & df-}t.érn}iﬂagé{} de esquermas de classificagao, entre outros. Devido a sua grande
aphicacao em diversas dreas, a Andlise de Agrupamenio também ¢ conhecida por deno-
minacoes diferentes, tal como faronomis numerica. na hiologra.

Por ser wima técnica exploratoria que contem um alto grau de subjetividade, ¢ de
conheciimento geral que nenhum dos métodos existentes £ o mais adequado para resclver
quah}ue‘r problema de agrupamento. Por isto, muitas vezes os pesquisadores preferem

definir nm nove métado. Por exemplo, Ferreira e Medeiros {1992} propoem um método de
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agrupamenio nao hierarquico baseado em uma alteracao do método Isoedaia proposto por
Ball e Hall (1965). Um outro exemplo. tambéni na linha ndo hierdrquica. é o algoritmo
de agrupamento proposto por Uchivama e Arbib (1995 1. Ralambondrainy (1988) propoe.
de forma tedrica, um métodoe de agrupamento ndo hierarquico para mistures de dados
numéricos £ nominais porém, nao apresenta umn algorito 4 swa implementacio cormn-
putacional.

A principal consequéncia da grande variedade de métodos, € que a escolha de um
particular a..lgori(tnm exige o conhecimento de suas propriedades aliado aos objetivos da
pesquisa que estd sendo realizada. Na pratica. geralmente. aplica-se varios métodos e.
com hase nas configura¢des obtidas e na opinido do pesquisador responsavel. escolhe-se
o agrupamento mais adeguado ao problema em quesiao.

Com relagao a implementacao computacional dos algorﬁmas existentes. Spath {1980)
traz prograrnas, em Fortran, para algumas das principais téenicas de agrupamento,  De-
vido a constante proposicao de novos algoritmos de agrupamento e a falta de implentacio
cornputacional dos mesmos. nos pacotes existentes, Kaufman e Rousseuw {1990) trazem

programas para alguns dos metodos nao contemplados por Spath (1980},

4.2.2 Metodologia para a Obtengao de um Agrupamento

Para se ter umn procedimento metodologico viil & obtencao de um agrupamento de

individuos em um conjunto de dados, ¢ necessirio segulr um certo rifuel. Podemos

dividi-lo nas seguintes etapas:
a} Definicao dos objetives e selegao das varidveis,
b) Obtengao e preparacio dos dados para analise,
¢} Escolha d{.}'.crit.éria:& de parecenca (similaridade ou dissimilaridade} a ser utilizado.

d) Escolhia do algeritmo de agrupamento e,

e} Avaliacio e interpretacao do agrupamento obtide,
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Inicialmente, antes de aplicar uwm algoritmo de agrupamento, ¢ importante definir os
oljctives dessa aplicacio, pois eles terao uma influéncia decisiva nas etapas subseguentes
do processo de agrupamento. Além disso, também é necessario escolher as veridreis gque
melhor caracterizem os ndividuos.

A oblengdo dos dados € a fase seguinte porém. logo apts a sua obtencio. ¢ necessario
prepard-los de forma adequada para a analise. Quando as varidvels mensuradas possuens
nnidades diferentes, € comum paéron_izéml.as. Contudo, este procedimento pode diluir as
diferencas existentes entre grupos com relacao as varidveis gue melbor os separam.

A etapa ¢} é de fundamental importancia, pois o cocficiente de parecenga {similaridade
ou dissimilaridade) escolhide é gue ird determinar ¢ guao préximo ou o gquao distante
estiao os individuos. e estas mensuracoes constituem a base para a aplicacko das téenicas
de agrupamento. A escolha deste coeficiente deve levar em consideracdo os tipos de
variaveis envolvidas e, como trabalhamos com misturas, utilizaremos uma exfensao da
Dhstancia de Mahalanobis, como discutido na secdo 3.5.

A etapa d) trata da escolha de téenica de agrupamenio a ser utilizada, Nesta etapa
¢ preciso levar em consideragao as caracteristicas de cada método e os objetivos de se
agrupar os dados, para que os grupos formados tenham significado para a pesquisa em
questao. Finalmente, aceitar vs grupos produzidos por uma técnica de agrupamento nio
é um procedimento correlo pois, na maloria dos casos, os métodos sempre irdo produziv
grupos, independentemente da existéncia ou nac dos mesmos. Fortantoe, a avaliegde ¢
interpretagao dos grupos fermados é um passo importante para a consolidagio do processo
de agrupamento, e o conhecimento do problema. por parte do pesquisador, é fundamental
para classificar a estrutura de gropos encontrada comoe proveitosa ou néo. Quando da
utilizacio de metodos hierdrquicos. a determunagdo do nimero de grupos tambén estd
incluida nesta etapa, visto que estes métodos apresentam uma drvore de agrupamentos
{dendrogramal como configuracao final. Cabe ao pesquisador determinar o nimero mais
adequade de grupos. de acordo com o sen conhecimento do problema e da confi BUFECAC

apresentada pelo dendrograma.



Vale salientar que estas etapas nao sao interdependentes. e as vezes se torna necessario

voltar &s etapas anteriores para apritnorar as posteriores,

4.2.3 Principais Técnicas Relacionadas

Como mencionado anteriormente, a Andlise de Agrupamenio tambem pode ser uti-
lizada para redugio de dados. Para tanto. basta gue seja aphicada com relacio as variavels
& nao com relacac aos individuos. ou seja, deseja-se agrupar variavels para reduzir a
gquantidade das mesmas. Neste contexto, esta técnica esta relacionada com a Andlise
de Componenies Principass, que é outra técnica utilizada para reducao de dados onde,
nesta tltima, o ehjetive é reduzir o conjunto original das varidveis em um conjunto de
combinacoes lineares ortogonais das mesmas. Vale salientar que as feenicas de agrupa-
mento usadas para agrupar varidveis sdo diferentes das usadas para agrupar individuos
(ver SAS, 1989}

No contexto de classificacdo, ou seja, de encontrar o melhor procedimento para clas-
sificar n individuos em & populacoes homogéneas, com base em p variavels observdvels,
a Andlise de Agrupomento estd relacionada com a Andlise Discriminante {ver (Gnanade-
sikan e Kettenring, 19841 Se as categorias para classificacaso sao conhecidas a priori. a
Andlise Discriminanie da a solucdo para o problema geral de clossificacdo. Porém, se
estas categorias sdo geradas dos dados, a Andlise de Agrupamento é a téenica adeqguada.
Devido a grande associacdo entre estas téenicas, utiliza-se o termo clessificacdo tanto

para um caso, quanto para o outro.

4.2.4 Classificagac das Técnicas de Agrupamento

Nas altimas décadas. com o advento do computador. tem anmeniado o interssse
por técnicas de agrupamento. Conseguentemente. houve um avmente no nidmers de
algoritmos disponivels ¢ melhoria em suas eficiéncias. Adotando a classificacao usada

por Cormack {1971}, podemos dividir os métodos de agrupamento conforme segue:

-1
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a} Técnicas hierdrgquicas : Os grupos sao constituides de forma hierdrquica, pro-
duzinde uma drvore de classificacao. Esta hierarguia pode ser constituida de duas
formas: Na primeira, chamada Téenice Hierdrquica Aglomeraliva, considera-se
cada individuo como constituinde um grupo distinto e. por meio de unides su-
cessivas. chega-se a um Upico grupo. Na segunda, chamada técnica hierarquica
separativa. considera-se todos os individuos como formadores de um dnico grupo
e, por melc de separaches sucessivas, chega-se a grupos formados por apenas um

-

mdividue,

b} Técnicas de particio : Os grupos obtidos produzem uma parti¢ao do conjunto de
individuos, ou seja, sho mutuamente exclusivos. O uso desses métodos pressupoe o
conhecimento do mimero & de grupos desejados. Assim. o problema passa a ser a
procura de uma particao dos individuos em k grupos, de modo que torne étimo o

critério de adequacidade da partigao.

¢} Técnicas de cobertura : O agrupamento obtido permite uma intersecio entre

grupos, ou seja, um individuo pode estar classificado em mais de um grupo.

Devido a maitor difusao, stmplicidade. vaniedade ¢ implementagao computacional em
diferentes pacotes, vamos trabathar com as Téenicas Hierdrquicas Aglomerativas que
admitemn a utilizacio da exfensio da Distincia de Mahalanobiz para misturas. como
cocficiente de dissimilaridade entre individuos pois, como discutido no Capilule 3. este
¢ o cocficiente de dissimilaridade que vamos adotar nesta dissertacio. E importante
salientar a existéncia de trabalhos que fazem comparagdes entre diversos algoritmos de
agrupamento, sob diferentes situacdes. Ui dos mals recentes foi realizado por Pereira
{14993} utilizando a estatistica de Rand {ver Rand, 1971) para a avaliacao dos métodos
de agrupamento. Ao longo das tiltimas décadas vdrios trabalhos foram publicados nesta
linha. dentre eles podemos destacar: Cunningham e Olgivie {1972}, Kuiper e Fisher
(18975}, Dubes e Jain {1976}, Bayne, Beauchamp., Begowich ¢ Kane {1980). Milligan

{19807 ¢ Dubien e Warde (19870,



4.3 Definicoes Basicas em Técnicas Hierdarquicas Aglom-
erativas

Apesar do grau de subjetividade merente nao so as Feenicas Hierdrguicas Aglome-
ralivas como também as oulras técnicas de agrupamento, varios autores (ém procurado
dar uma formulacao matematica malor a estes métodos, através da formalizacio dos
conceitos existentes. Entre os trabalbos publicados nesta hnha, podemos destacar o de
Dubien ¢ Warde (1979). De acordo com a formalizacio apresentada por eles, daremos
agora alguns conceitos importantes as Téenicas Hierdrquicas Aglomerativas,

Inicialmente. de acordo com a notagao estabelecida no Apéndice 4. vamos assunur
gue cada wmn dos n objetos (_irldivi{'iuos) a serem agrupados estdo representades por um

vetor hnha p-dimensional xy;, onde,

X(i) = (_3':'}737?'2*" caEgph = .2,....m,

tal que 2. 7 = 1.2.....p, indica o valor observado no i-ésimo objeto (individuo) com

relacdo a 7-ésima varidvel, A partir de agora. vamos nos referir a individuos como objetos.

Definicdo 4.1: O conjunto formado por tedos os objetos. denotado por X, onde

X - (x;”, XEZE? - xzﬂ})f é chamado espaco dos objetos.

C'om base ua teoria de conjuntos, Dubien e Warde tntroduzem as seguintes definigtes

matematicas para grupe € agrupamenio.

Pefinicdo 4.2: Um grupo {Tcluster 7} Yi. € qualquer sub-conjunto nao-vazie do espago
dos objetos X. Simbolicamente, ¥ © X, o que indica que se % € Vi, entdo
Xy £ X,

Definicao 4.3: Um agrapamento ("clustering 7} Y. é qualquer particio do espage dos
objetos. Simbolicamente, Y = {¥7. Y5, ... Y5} € uma particao de X, se as seguintes

condicdes forem validas:



a} Para cada ¥, € Y, ¥; £ (.

£

b) S(“ }A & 3 }';;-e. « Ye }‘A & }\Tm-. entao };f M }'m - @-_.

W

o) UY=X.

1

Pelas Definicoes {.2 € {. 3. podemos observar que um grupe é simplesmente uma
colecio de ohjetos, enquanto um agrupemenio é um po especial de colegao de grupos.

Além das definicoes dadas acima, Dubien e Warde também apresentam as seguintes:

Definiciio 4.4: ) numero de grupos contidos em um agrupamento Y. é chamado de
tamanho do agrupamento Y. Pars facilitar a notagdo, se o agrupamento Y é de

tamanho k., ou seja. ¥ é composto de k grupos, passamos a denola-lo por Y*.

Definicao 4.5: Uma hieraerguia, denotada por H, sobre o espaco dos objetos X, é
uma sequéncia de agrupamentos ordenada de forma decrescente com relacio ao

tamanho. Simbolicamente. temos

H: .}..-vi-. }_,-'n—'i? o }_-—2? }"—13 ande ¥ C }fn—l C...C }1

Para melhor visualizacao da hiererguio imposta sobre o espago dos objetos, durante
a aplicacao de uma Teenica Hierdrquica de Agrupamento, é utilizado um diagrama em
forma de arvore denominado dendrograme. Vale salientar que a aplicagio de um Mdlode
de Agrupamenio Hierdrquico Aglomerativo sobre o espa¢o dos objetos X. resulta num

tipo especial de hierarguia que é dada na definicdo abaixo:

Definicao 4.6: Um AMdlode de Agrupamenio Hievdrguico Aglomerative é qualquer
métode de agrapamento que produza uma hierarqwa. sobre o espaco dos objetos,

sujeita as seguintes condigoes:

aj ¥'% é o agrupamento inicial.

-1
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b} O agrupamento ¥Y* 1, & < n, é obtido pela unido dos dois grupos mais préximos
no agrupamento Y5, ou seja. se ¥; e ¥, € Y* e sio considerados os grupos mais

préscimos, entao Y; UY; € YL

Ainda segundo Dublen ¢ Warde. podemos denotar um Mclodo de Agrupamento Hierdrguice
Aglomerative pelo par {coeficiente de distancia, algoritmo de agrupamento), pois o co-
eficiente de distancia explica a proximidade micial entre os grupos. e o algoritmo de

agrupamento reavalia a proximidade dos grupos depois de cada unido.

4.4 Técnicas Hierarquicas Aglomerativas para Mis-

turas

4.4.1 Procedimento Geral

De acordo com Anderberg {1973}, a maloria dos Métodos Hierdrquicos Aglomeratives,
incluindo-se o5 que serdo descritos neste capitulo. seguem um procedimento geral que se

basela nos seguinies passos:

Passo 1: Supondo um conjunto de dados coniposto por n individuos, assumimos que
existem & = n grupos distintos ¥3,¥5,.... Y. onde cada individuo existente esta

associado a um grupo diferente.

Passo 2: Adotamos um critério de parecenca entre dois ETUPOS, QUE Ba primeira 1eracao
corresponde & parecenca entre dois individuos, para podermos ter uma men‘fsumgé.(:y
da proximidade ou da diferenca entre eles. Em segnida. caleulamos este coeficiente
entre todos os grupos. Vale salientar que. nesta {iiﬁﬁf;ﬁ’t&g}é& trabathamos com
distancias como coeficientes de parecenga. ou s€ja. a parecenca entre dois grupos

estéd em funcao das disténcias existentes entre os individuos de cada um deles.

~T
=



Passo 3: Determinamos os grupos ¥, e Y, onde

dy y, = min d. 1. 4.1
Yol T FERWI-E0 5T FIN N { “} { }

e os animos de modo que formem o grupo ¥; = ¥, U Yi. Para facilitar a imple-
mentacao computacional, assumimos ¥ = Y e ¥, = {{} e fazemos b =k — 1. visto

gue um grupo deixeu de existir.

Passo 4: Se obtemos b = 1, paramos o processo de agrupamento pois teremos chegado
a um tnico grupo. Caso contrario, calculamos as distancias entre o novo grupo e

ns demais, e voltamos ao Passo 3

Vale salientar ainda que, apds o passe 2, sao calculadas apenas as distancias entre
o mais novoe grupo, formado no passo 3, e os grupos restantes. lIste acontece porgue
enire uma iteragao e outra, as distancias entre 0s grupos que nao sofreram alterac¢oes nao
mudam,

A diferenca entre os métodos aglomeralivos que seguem este algoritma estd no coe-
ficiente de parecenca adotado {aqui assumido como distancial, Pesse 2 e no caleulo da
distincia entre o grupo formade em uma determinada teragdo e 0s outros grupos, Passe
4. Para os irés métodos que serdo descritos neste capitulo. a diferenca estd basicamente
na distancia adotada entre g;'ru.;'}os, visto gue os mesmos podem trabalthar com diferentes
coeficientes de distancia. Em funcao da proximidade entre estes algoritmos, vamos apre-
sentar a seguir um algoritme geral que assume, como casos particulares, os trés métodos

que serdao descritos mais adiante.

4.42 O A]garftmo Geral de Lance e Williams
Definicao

Em fancao da maioria dos Mctodos Hierdrquicos Aglomerativos diferirem, basicamente.

com respeito ao caleulo das distancias entre wmn grupo formado em uma determinada



iteracao e os outros grupos. Lance ¢ Willlams (1967) propoe wur Algoritmo Hierdrguico
Aglemerativo Geral baseado em uma forma generalizada de calcular estas distincias, Este
algoritmo assume, como casos particulares, alguns dos Mdtodos Hierdrquicos Aglomera-
firos mais conhecidos da literatura. inchuindo os trés métodos que serdo descritos aqui,
Neste a.lgori't.mot a distancia entre dois grupos Y, e ¥y, onde ¥y € fruto da unido de dois

outros grupos Y; e ¥, é definida como:

Definicdo 4.7: Sejam Y, e 1; dois grupos distintos na Neragac asscciada ao agrupa-
mento Y47 ou seja. ¥, C Y1 e ¥y C YR Aldm disso. ¥ = YUY, € composto
pelos dois grupos unidos na iteragao anterior do processo hierdrquico de agrupa-
mento. ou seja, Y; C Y5 e Y, Y5 A distancia enire os grupos Y, ¢ Y;, segundo

Lance e Willlaros {1967}, ¢ dada por:

Oy,y, = oilyy, + o0y, + B30vy, + 7 | dvy, — Ovyy, | (4.2}

onde para o, 7 e v particulares, obtemos alguns dos Metodos Hierdrquicos Aglomerativos
mais conhecidos da literatura.

Isto significa que na iteracho associada ao agrupamento Y 1 ¥k € {2.3.... n}.
podemos obter as distancias entre os grupos Y = ¥; U Y e ¥, simplesmente pela com-
binacio das disténcias entre os grupos 17, Y; e ¥, existentes na iteragho anterior, associada
ac agrupamenta Y*, Isto traz vantagens na hora da implementacio computacional.

Sibson (1971} argumenta que ¢ algoritmo geral de agrupamento de Lance e Williams
falha por nao satisfazer as sete propriedades introduzidas por Jardine e Sihson {1968), ¢
consideradas per eles como essenciais a admissibilidade de um al g;ori’{ mio de agrupamento.
Porém. vérios autores (ver Willlams, Lance, Dale e Clifford, 1971} consideram estas

condighes cormo muito severas e sem muito sentide prético.



Propriedades Essenciais A Conduta Computacional de um Método Hierarquico

Além de propor um algoritmo geral de agrupamento. Lance ¢ Williams mostram que a
conduta computacional de wm Metedo Hicrdrguico depende de trés propriedades. Estas

propriedades sao as seguintes:

a} Estratégia combinatéria ou nao-combinatéria: Um Algoritmo Hicrdrquics é
dito possuir uma estralégia combinalorie se. apos unir dols grupos em uma de-
terminada iteracdo, as distdncias entre este nove grupo ¢ os demais puderem ser
calculadas em funcao das distancias oblidas na iteragdo anterior. Na pratica. isto
equivale a dizer que nao é preciso voltar aos dados originais depois que o primeiro
conjunto de distincias foi calculado. Em contra-partida, ele é dito ter uma es-
traiégia nao-combinaloria se, para obier as distdncias entre dois grupos em uma

determinada iteracdo, for necessario voltar aos dados originais.

b) Compativel ou incompativel: Um método é dito compativel se as distancias entre
os grupos, calculadas nas diversas iteragoes do algoritmo de agrupamento, forem do
mesmao tipo das calculadas no estdgio iniclal. Além disso, elas possuem as memas
dimensdes. sho sujeitas as mesmas restrigoes ¢ podem ser ilustradas por modelos

exatamente comparaveis. Caso contrano, € dito mcompativel.

¢} Distorcedor de espago ou conservador de espago: Um método distorcedor
de espace é sub-dividido em confrator de espugo e dilatador de espago. Ele é dito
contrator de espavo se apresentar uma tendencia maior a aproximar os objetos a
grupos ja existentes, ao invés de tomé-los como base para a formacao de novos gru-
pos. Em contra-partida, ele é dite dilalador de espaco se apresentar uma tendéncia
a fazer com que os objeios que ainda pao foram agrupados, sirvam como base para
formacao de novos grupos. Caso nenhum desses dois casos seja verificado, ele é dito

constreador de espaco.

Com relacao a primeira propriedade, podemos verificar que a estratdgia combinatoria

traz grandes vanlagens computacionais. visto que ao passar de uma jteracao & outra.
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1o processo de agrupamento, as distdncias entre o mais novo grupo € um outre grupo
gualguer pode ser obtida da combinacao de trés distancias do passo anterior. Isto significa
gue pdo é necessirio utilizar todas as distancias existentes entre os individuos que compoc
os dols grupos, ou seja. proporciona um numero menor de operacoes computacionals,
Na propriedade bj, segundo Lance e Willlams (1967}, a vantagem da estratégia ser
c(m‘ipati’vei_ ¢é que se as distancias inicials sao i.n.i.-er.';.iret\éveis, as distancias entre os grupos

formados. nos diversos estagios de aplicagao do algoritmo, também o serdo. Com relacio

dois grupos bem definidos, é o suficiente para uni-los. Esta tendéncia leva a formagae
de grupos com forma alongada, diferentes das usuais como elipsdides ou hiper-esferas.
Lance ¢ Williams consideram gue um método contrator de espago nio é recomendavel
pois. os limites dos grupos existentes sao encobertos. Pordm, segundo Kopp (1978a), em
algumas aréas estas formas podemn ser bastante desejadas. Ja ser dilatador de espago
significa que o a.lgori(t-ma tende a formar um ndmero de grupos maior, pois dificulta a
unido de objelos a grupos ja existentes. Com isso, os grupos formados tendem a ser

COMpacios € peguenos.

4.4.3 Uma Sub-familia Bi-paramétrica de Algoritmos Hierdrquicos
Aglomerativos

Podemos perceber que & equacao {4.2), introduzida por Lance e Williams (1967).
define uma familia de Algoritmos Hicrdrquicos Aglomerativos de quatro parimetros que
coutempla um ndmero infinito de algoritmos distintos {Lance e Williams apresentam
6 aigor_i’t.mas conhecidos como casos particulares desta familia). Com a finalidade de
diminuir o namero de parametros envolvidos e continuar a conter vs principais Metodos
Hierirguicos Aglomerativos como casos particulares, Dubien e Warde {1879) obtiveram
umna sub-familia bi-parametvica através de restricdes nos pardmetros de {4.2). Além disso,
eles apresentam formalmente, para esta sub-familia, algumas propriedades abordadas

de maneira informal por Lance e Willlams para a fomilic de Algordmos Hicrdrquices
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Aglomerativos de qualre parametros.

Definigao
Para definir esta sub-famulia bi-paramétrica, Dubien e Warde utilizaram as seguintes

restricoes sobre os parametros o, a;. 7 ey de (4.2).

G; = O = Q. (4.3}

o, +a;+53=1 (4.4}

A partir destas restrigoes, temos que,

1. :

Com isso, alguns membros da femiia de | parametros introduzida por Lance e
Williams. cujos valores dos pardmetros satisfazem (4.3} e (4.4}, podem ser representados
por uma sub-familia bi-parameéirica {3, v). Dessa forma. a equagao (4.2} introduzida por

Lance ¢ Willams, torna-se,

1 . 1 . ; ' _
d}-’a ¥, = -,;( - d _)(f}-‘&s-;- + ;;(3 - _ﬁi)a’}.—} Y, + ;‘3‘5{)"}}’} + ¥ I ff)fi- Yo Gf}} ¥ } . ( i{}j

Sem perda de generalidade, Dubien ¢ Warde assumiram que,

dy,y, < dy,y; < dyy,. {(4.7)
e. utilizande (4.7} e (4.6) deram a seguinte definicao:

Definicao 4.8: Sejam Y, e Y, dois grupos distintos na iteragdo associada ao agrupa-
mente Y41, ou seja, ¥, © Y51 e ¥ C YA Aldm disso, Y, = Y, U Y é composto
pelos dois grupos unidos na Jleragio anterior, ou seja, ¥; C Y& e ¥, C ¥R A

distdncia entre os grupos Y, ¢ Y,. para os algonimos pertencentes a sub-familio
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bi-parametrice (3, +). € dada por:

Oy, = U I+ )00y, + 500 =3 =27)0vx, + B0y, onde dyy, < Ory, < v, (4.8)
Dentre os Méiodos Hierdrguicos Aglomerativos pertencentes a sub-familia bi-parametrice
(3.4} podemos destacar o da Ligagde Stmples, o da Ligacde Completa ¢ o da Ligogio

Medie em sua versao equiponderada.

v P . .. i .
Algumas Propriedades da Sub-familia Bi-paramétrica (3, +)
Para possibilitar que as propriedades apresentadas, de forma intuitiva, por Lance
e Williams (1967} sejam checadas quando da aplicagio de um Algoritmo Hierdrguico
Aglomerativo pertencente a sub-famdia bi-paramdirica (3,+}. Dubien e Warde apresentam
as seguintes definigoes:
Definicao 4.9: U algoritmo pertencente a sub-fumilia bi-parameirica (3.~) é mondtone
crescente se. e s6 se, Vi, y, definida por (4.8}, dy,v, > Oyy .4, € b.
Definigao 4.10: Um algoritmo pertencente a sub-famifia bi-parametrica (3.7} é conser-
vador de espaco se, e s6 se, Véh,y, definida por (4.8}, dvy, < dyy, < Gy vy, 0.5 € b
Definicao 4.11: Um algoritmo pertencente a sub-familia bi-paraméirvice (4.4) é con-
trator de espago se, e 56 se, Vi, y, definida por (4.8} ey, < hy, .15 € B
Definigio 4.12: Um algoritmo pertencente a sub-familia bi-parameétrica {3,7) 6 di-

lntador de espago se, e s6 se, Viky,y, definida por {4.8), dhy, 2 Hy,.1.7 €b

. - z Fan . cr s
Classificacio para os Algoritmos Pertencentes a Sub-familia Bi-paramétrica
Considerando que os algoritmos pertencentes a sub-fomilia bi-paraméivica (3.4 po-
dem sor representados como um ponto no plano (3.1 1 ¢ utilizando as Definicdes 4.9 =
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4.12, Duhien ¢ Warde classificam estes algoritmos em cinco classes distintas:

a} Conservador de Espaco: Os algoritmos classificados nesta classe pertencem a

regido do plano (3,4} definida por,

501 =8} (4.9

I\.«i""‘

Fy :{fw{)}rs{l('i—i)

b} Contrator de Espacgo: (s algoritmos classificados nesta classe pertencem a regiao

do planc {3,+) definida por,

HA+DHU{ < 3 <1 = (-1} (4.10)

S

IVIM

H0<?<1VH (A=) <<

¢} Dilatador de Espago: Us algoritmos classificados nesta classe pertencem a regido

do plano {5, v) definida por,

(3 + 11 (4.117

t»..ri»——i

Ra={8<0nir > 5(?-‘1}] Ha =0}y
d} Dilatador ¢ Contrator de Espacgo: Os algoritmos classificados nesta classe per-

tencem a regiao do plano {3,+) definida por,

) . . ..
=H{A>0}0{y > 503+ 1)} {4.12)

¢} Contrator de Espago ao Extremo: Os algoritmos classificados nesta classe per

tencem a regiac do plano (4, ) definida por,

(4.13]



4.4.4 Requisitos as Técnicas Hierarquicas Aglomerativas Abor-

dadas

Como nossa objetivo € obter um agrupamento em individuos mensurados sob o con-
texto de misturas. ¢ levando-se em consideragao que nesse caso sao necessarios alguns
cuidados especiais, como discutido nos Capitulos 2 ¢ 3. as técnicas de agrupamento gue

serao descritas neste capitulo satisfazem as seguintes pré-suposicoes:

a) Ser umna Tecnica Hierdrquica Aglomerativa, pois como argumentado na se¢do {,2.4,

sho as téenicas gue mails se adequam ao presente trabalho.

b)Y Admitir a ertensdo do Distincie de Mahalanobis pare misturas como critério de

dissimilaridade entre individuos, pois como discutido na secdo 3.2, trabalhamos

com este critério para o contexto de misturas.

¢) Estar implementada computacionalmente na maioria dos softwares estatisticos. Em
particular, no SA5, que é um dos pacoles mais reconhecidos mundialimente em se

tratando nao so de Andlise de Agrupamenio mas. de tratamento de dados em geral,

Mesmo pré-estabelecidos estes pontos, nosso objetivo nio ¢ o de discutir tedos os
Mcdiodos Hierdrguicos Aglomerativos que os satisfazem nem tampouco fazer comparacao
entre eles, visto que isto tornaria este frabalho muito extenso. Yamos apresentar agui
apenas o8 que achamos mais apropriades devido a simplicidade e & implementacio com-
putacional j& existente na maioria dos pacotes. Qutres métodos podem ser vistos em

Lucas {1982) e Pereira (1993).
4.4.5 Método da Ligacao Simples ("Single Linkage”)

Definigao

Este método. também conhecido como Melodo do Vivinke mais Prozimo. foi proposto

originalmente por Florek, Lukaszewisz, Perkal e Zubrzyeki (1951) e depois foi revisado por
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MeQuity (1957}, sendo um dos algoritmos mals antigos, mais simples ¢ mais utilizados
da literatura. Como ja dissemos anteriormente, basicamente o que varia de um algoritmo
hierarguico aglomerativo para outro € a definigdo de distancia entre dois grupos. Com

relacao ao Mdlodo da Ligagdo Stmples. esta definicdo ¢ dada abaixo:

Definicao 4.13: Sejam ¥, e Y, dois grupos distintos na iteracio associada ao agrupa-
mento YA 1 ou seja, ¥, C Y* 1 e ¥, C Y51 Além disso, Yo = Y; U Y é composto
pelos dois grupos unidos na iteragdo anterior do processo hierdrquico de agrupa-
mento. ou seja. ¥; € ¥Y¥ e Y, C Y5 A distdneia entre os grupos Y, e ¥, sob o

Métlado da Ligegae Simples, é dada por:

dy v, = min d;;. ERES
R 14

Como mostrado por Lance e Williams {1967}, a distancia entre o grupo Y, proveniente
da umide dos grupos Y; e Y; numa iteragdc anterior. € um outre grupo Y, qualquer,
da presente iteracao. pode ser obtida comeo um caso particular de (4.2}, ou seja. se
Yo o= YUY, onde ¥, Y; C Yh e ¥, Y, C YA g distancia entre ¥, e 1, é obtida

tomnande o; = o, = 1/2, F=0ey = ~1/2 em (1.2},

i 1 1 . e .
dy,v, = 5oy + 5vye = 5 [y, —dyyy, [ Y © Y X5 C F (4.13)

Como as restricdes (4.3}, a; = a; e {4.4), a; + a; + 7 = 1, estabelecidas por Dubien
¢ Warde {1979}, sdo satisfeitas, o Metodo da Ligagao Simples pertence a.sub-familie bi-
paramdtrica {34} e, tomando o; = ¢; = 1/2. F=0¢ 5 = ~1/2 em {4.8) ¢ assumindo
gque (f',.-;.}-b < dy,y, < d}-:? v,. @ distancia entre Y, e ¥, tambeém & dada pon

1 . . .
dvay, = 5oy Yo C {4.16)

A

~
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Discussao

Por ser um dos métodos mais ntilizados da literatura. é natural que existam opinides
diferentes, e até mesmo conflitantes. com relacao ao emprego deste Metode Hicrdrguico
Aglomerative,

Lance e Williams (1967) mostram, de acordo com propriedades apreseniadas por eles

N ~ ; - et X - -
e descritas na segdo 4.4.2 desta dissertaco, que este método &

a) Combinatdrio : Dado que a distancia entre um grupo ¥, proveniente da uniao dos
grupos ¥; e Y. e wm grupo Y;, é obtida diretamente da equagdo {4.2), tomando-se

=0y =1/2, 3=0ey=~1/2.

z i . . . .
b} Coempativel : Dado que todas as disténcias entre grupos, obtidas nos diversos
estagios do algoritmo de agrupamento, sdo do mesme tipo das distancias obtidas

na 1 iteracio (Distancias entre os individuos}.

¢} Contrator de espago : Dado que tem uma tendéncia a aproximar os objetos aos

grupos ja existentes, em lugar de formar novos grupos, ou seja, héd uma tendéncia

ao encadeamento dos grupos.

Segundo a (:Ea.ssiﬁca@éb adotada por Dubilen e Warde {1978}, apresentada na seqdo
4.4.8. 0o Método da .Lz’g&gdo Simples tambem é classificado como conirator de espace,
Visto que o ponto (7,7} = {0. —0.5), correspondente aos valores assumidos pelos parametros
# e~ em (4.8), estd contido na regido Hy definida em {4.10).

Segundo Lance e Wilhiams {1967). apenas ds duas primeiras propriedades verificadas
sau desejdvels a um método de agrupamento. Porém, segundo Kopp {1973a). o {ato de
ser contrator de espago, e gerar grupos com formas alongadas, ¢ convenionte em algumas
areas de estudo. Seguindo nma abordagem mais tedrica, Jardine e Sibson (1968} apre-
sentam sete condiches necessarias a admissibilidade de uma Téenica de Agrupamenio. ¢
mostram que o unico Metodo Hicrdrquico que satisfaz a todas elas é o da Ligacdo Simples.

J& Fisher e Van Ness (1971}, apresentam nove condigoes necessarias a admissibilidade de
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umn algoritmo de agrupamento, e comparam sete Melodos de Agrupamento com relacio a
estas condigoes, Entre as técnicas comparadas, a da Ligagdo Simples é a que demonstra
o melhor desempenho, ndo satisfazendo apenas a condicéo denominada “converidade ad-
missivel”. Também em uma linha mais tedrica, Hartigan {1981} define grupos de “alta
densidade 7 e mostra que, va deteccdo de tals grupos, o Mdlodo da Ligugdo Simples é
assintoticamente consisiente.

Do ponto de vista priatico, a propriedade ¢} indica que este método tende a formar
grupos com pouca homogeneidade interna, dado a facilidade de juntar grupos. Com
1580, 08 grupos tendem a ser grandes, e as distanclas entre os individuos pertencentes a
um mesmo grupo podem variar muito. Caso esta propriedade nao seja descjada, para
o estudo em questao, Wishart {1969} sugere nma meodificagio no Mdlodo da Ligagdo
Simples. que permite alivid-la. Devido a tendéncia de encadeamento que é inerente a
esta técnica, sua aplicacao geralmente impoe uma hierarguia sobre o espaco dos objelos
que nao proporciona muitas alternativas para a determinacao dos grupos.

Um exemple da aplicacdo deste algoritmo pode ser visto em Bussab, Miazaki e An-
drade {1990).

4.4.6 Método da Ligagcao Completa (" Complete Linkage”)
Definicao
Este método. tambem conhecido como Mefodo do Vizinho mais Distante. foi proposto
originalmente por Sorensen (1948) e, pela definicao adotada para distancia entre dois
grupos, podemos observar que ele é o oposto do Métedo da Ligagdo Compleia.
Definicao 4.14: Sejam Y, ¢ ¥; dois grupos distintos na iteragao associada a0 agrupa-
mento Y51, ou seja, ¥, CYH T e ¥, C YL Além disso, Y, = Y U Y) é composto
pelos dais grupos unidos na iteragao anterior do processo hierdrquice de agrupa-
mento, ou seja, Y; © Y* e Y, C Y5 A distdncia entre 0s grupos ¥, e Y. sob o

Mrtodo de Ligagio Completa, é dada por:
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dy,y, = max  di;. (417
ie¥a Jel, : :

Como mostrado por Lance e Williams (1967), a distancia entre o grupo Y;. proveniente
da unido dos grupos ¥; e ¥: numa iteracdo anierior. e um outro grupo Y, qualquer.
da presente iteragao. pode ser obtida como um caso particular de (4.2}, ou seja, se
Yy = YUY, onde Y. ¥, C Yh eV, Y, ¢ YE-1, a distancia entre Y, e ¥, é obtida

tomando o; = a; = 1/2, F=0e~y=1/2 em (4.2},

' 1 1 1 . S . .
dy,y, = zdvy, + 5dvy, + 5 ldvy, = dyy [ Y C Y ¥, C© T {4.18)

Como as restrigdes (4.3), o = a; e (4.4), o + a; + F = 1, estabelecidas por Dubien
e Warde {1979), sio satisfeitas, o Método da Ligagio Simples pertence a sub-familia bi-
paramétrica {4, 4] e, tomando e; = a; = 1/2. 3 =0 e = 1/2 em (4.8) e assumindo que

dy,y, < dy,y, <dyy,. 8 distncia entre Y, e ¥} também ¢ dada por:
d}‘};?}; = E(]}ﬂ)}. }3 . 4 }'g,. (41{;)

Discussao
Lance e Williams {1967} mostram, de acordo com propriedades apresentadas por eles,

que este método é:

a} Combinatdrio : Pois a distancia entre um grupo Yi, proveniente da unido dos
grupos ¥; e Y. e um grupo 13, é obtida diretamente da equacao (4.2}, tomando-se

€y = 4y = 1;/2 j =f{le i 1/2
b} Compativel : Pela mesma razao atribuida ao método da ligagao simples.

¢} Dilatador de espago : Pois tem uma tendéncia a considerar os objetos, que ainda

nao tenham sido agrupados, como base para lormacae de novos grupos.
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Segundo a classificagdo adotada por Dubien e Warde {1979}, o Mctodo da Ligacao
Compleia também é classificado como dilatador de espaco. Visto que o ponto (.~} =
{0.0.5). correspondente aos valores assumidos pelos pardmetros e 4 em (4.8), esta
contido na regidgo Ky definida em (4.11}.

Segundo Jardine e Sibson (1968), este método é considerado "mal definido ™ ¢, por
isto, nao satisfaz uma das sete condigoes exigidas por eles 4 admissibilidade de um algo-
ritmo de agrupamento. De acordo com Fisher ¢ Van Ness {1971}, o Mdlode da Ligacao
Completa nho satisfaz duas das condigdes exigidas por eles, tendo assim. o segundo  me-
thor desempenho entre os métodos comparados. Hartigan (1981}, mostra que este método
é inconsistente na deteccdo de grupos de "alta densidade™. J4 Milligan {1980} verificou
empiricamnente gue este método € muito sengivel 3 presenca de valores aberrantes e, se-
gundo Ko?p {1978b}, ele tem a desvantagem de poder produzir agrupamentos diferentes
guando a dissimilaridade minima ocorre para mais de um par de grupos e, é necessario
escolher um para ser unido.

Do ponto de vista prético, a propriedade ¢} indica que este método tende a formar
rhais grupos pequenos ¢ compactos. Com isso, 08 grupos tendem a possuir urma maior
homogeneldade interna, visto que dentro dos grupos .as distdncias s&o pequenas. Isto é
importante pols geralmente possibilita malores alternativas para a definicao dos grupos.
ou S.eja, a aplicacho desta técnica impde uma hicrarguia sobre o espace dos objetos que
proporciona uma boa caracterizacao de um mimero variada de agrupamenios.

Um éxemple da aplicagao deste algoritmo também pode ser visto em Bussab, Miazaki

e Andrade {1980},

4.4.7 Meétodo da Ligacao Média (" Average Linkage”)
Definigao

Este método, também conhecido como Metodo das Mddias das Distancias, Mclodo da
Média dos Ligacées e Metodo da Mddia de Grupe, fol proposto originalmente por Sokal

¢ Michener {1938}, Poréim, para ficar mais de acordo com a tradugao dada aos métodos
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que abordamos anteriormente, vamos chama-lo de Mdlodo da Ligagio Mddia.

Definicfio 4.15: Sejam Y, e Y dois grupos distintos na iteragao associada ao agrupa-
mento Y5 ou seja, Y, CY* 1 e ¥, C YF1 Além disso, ¥, = Y U Y] é composto
pelos doiz grupos unidos na iteragao anterior do processo hierdrguico de agrupa-
mento. ou seja, ¥; € Y¥ e ¥; C Y5 A distdncia entre os grupos Y, e Y. sob o

Mctodo da Ligugie Média. é dade por:

b= —— Y 4y (4.20)
Rl ey ey,
{Come mostrade por Lance e Williams (1967}, a distancia entre o grupo Y;,., proveniente
da uniao dos grupos ¥i e ¥, numa lteragdo anterior, ¢ um outro grupoe Y, qualguer.
da presente iteracio, pode ser obtida como um caso particular de (4.2}, ou seja, se

Y, = YUY, onde Y.V, C Y® e ¥, ¥, C YA-1 a distancia entre Y, e ¥, é obtida

kS 1
tomando o; = 7, a; = 4§ = =0 em (4.2},

L: ik

. T, by . . - . ) ..
a]..-g ¥, = _"{93'}: v, + ;:id); ¥, - Y C Yy }J C Y. {4.21}
Hep i

Este método sé satisfaz as restrigbes (4.3} e (4.4} se a7 = f‘f = a; = = (Casp

3 E, o !‘1}
isto ocorra, o Método da Ligagdo Simples pertence a sub-familio bi-parametrica {3,) e.
tommando a; = a; = a, § = 7 = 0 em (4.8} e assumindo que dyy, < dy,y, < dyy,. 2

distancia entre ¥, e ¥, também ¢ dada por:

] i . . .
dy,y, = r)'ﬂ’}-‘,.y,- + :54}3};_» Y, C YuY;, C b {422}

Discussao
De acordo com Lance ¢ Williams (1967) este método &
a} Combinatdrio : Pois a distdncia enire um grupo ¥, proveniente da uniio dos
grupos ¥; e Yo e um grupo ¥, é obtida diretamente da equacio (4.2}, tomandoe-se
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. U ) Ao a
o = 5oy = ;;j F=n=0.

I - . H - - . .
b} Compativel : Pela mesma razdo atribuida ao método da ligacio simples.

¢} Conservador de espago 1 Pois ndo apresenta tendeéncia malor nem de ser contrator

de espaco e nem de ser dilatador.

Segundo a classificacdo adotada por Dubien e Warde {1979}, o Mrlodo da Ligacdio
Media, para n; = n; (nac ponderado}), também ¢é classificado como Conservador de
Espugo. Visto que o porto {3, ] = (0.0). rorrespondente acs valores assumidos pelos
parametros 8 e v em (1.8}, esta contido na regidao #; definida em {4.9).

Segundo Jardine e Sibson {1908}, dentre as sete condigbes exigidas por eles, este
método nao satisfaz a condicao de ser uma "transformacio continua " dos dados. Porém.
esta condicdo. exigida por Jardine e Sibson, é muito eriticada por Cormack (1971} e
Gower (1971}, Hartigan {1981). mostra que este método também ¢ inconsistente na
detecgao de grupos de "alta densidade 7. Porém, Milligan e Isaac (1980} em um estudo
comparativo que envolve os trés métodos abordados neste trabatho, classificam o Mdtodo
da Ligagdo Média como o melbor. Ainda segundo Cormack (1971), este método sé deve
ser utilizado com distancias. para as quais, haja sentido se obter médias e. segundo Kopp
{1978¢), 0 mesmo tira proveito da homogeneidade do Método du Ligacio Composia e da
estabilidade do Médfodo da Ligacao Simples.

Do ponto de vista pratico, visto que nao tende nem a formar grupor pequenocs e
compactos { Metodo da Ligagae Completa) e nem grupos grandes e heterogéneos ( Mctodo
da Ligacdo Simples), este método é mais dependente da estrutura existente nos dados.

LUim exemplo da aplicacao deste algmi't.mo tambem pode ser visto em Bussals,, Miazaki

e Andrade (1990},
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Capitulo 5
Aplicacao e Consideracgoes Finais

5.1 Resumo do Capftula

Este Capitulo faz uma aplicacio da teoria desenvolvida nos capitulos anteriores e
apresenta algumas discussdes, conclusdes e perspectivas gque complementam 0 que ja fol
detalhadamente apresentado e discutido ao longo desta dissertacao. Na secdo 5.2 é feita
uma aplicacdo, discutides os aspectos computacionais relacionados & mesma e, apresen-
tada uma andlize dos resultados obtidos. Ja a segdo 5.3, na verdade, é wmn complemento

das conclusdes e discussdes iniciadas no corpo de cada capitulo

5.2 Aplicagao

5.2.1 Consideracoes Iniciais

Ao chegar o momento de realizar uma aplicagae da técnica utilizada. que neste caso
é de fundamental importéncia visto ‘que estamos diante de uma abordagem nova para o
problema de agrupamento com mistures. deparamo-nos com duas alternativas passiveis
de serem adotadas: Uma é a simulacao de um conjunto de dados onde fossem miensuradas
tanto variaveds categoricas quanto conlipuas, e a outra é encontrar um conjunto de dados
reais que possuisse este perfil e, no qual fizesse sentido a oblencio de agrupamentos. A
primeira alternativa poderia ser adotada, dado que & maioria dos pacotes existentes pos-

suerm geradores de dados tamto de distribuicoes continuas quanto de categdricas. Porém.
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neste caso, nos depar&.riﬁrnas comt a falta de sentido prdtico as interpretaches dos re-
sultados obtidos. além da necessidade de sermos abrangentes na escolha dos modelos a
stular. A segunda. em relagdo ao caso de simulagéo, possui a vantagem de proporcionar
aos resultados obtidos um maior significade pratico.

Diante dessaz alternativas, optamos pela segunda por considerarmos importante a
interpretabilidade dos resultados obtidos. Com isso. partimos & procura de um conjunto
de dados gue possuisse tanto varidveis categéricas quanto continuas e, além disso, que

também fizesse sentido o agrupamento dos individuos.

5.2.2 Aspectos Computacionais
Consideragdes Iniciais

Qnando se fala em agrupamento de dados onde foram mensuradas apenas variaveis
continuas, a quantidade de pacotes compntacionais existentes & sua realizacio € bastante
razoavel porém. quande se deseja agrupar dados onde foram mensuradas tanto varidvels
continuas guanto categdricas. é necessdrio partir para a programacao. Isto ocorre. basi-
camente, porque estes pacotes nao possuem, implemestado. nenhum coeficiente de dissi-
milaridade para este caso. Além disso, como estamos trabalhando com uma Erfensie da
Disténeia de Mahalanobis para misfuras, proposta neste trabalhio, a necessidade de pro-
gramacac torna-se 6bvia. Porém, como discutido no capi’i:u}{; 4, existem varios métodos
hierdrquicos que estao disponivels na maioria dos pacotes existentes e que, desde que
possamos definir o coeficiente de distanfa com o qual pretendemos trabalhar, podem
perted tamente realizar 0s agrupamentos para o caso de misturas. Com isso. o nosso (ra-
balho passa & utihizacdo de um pacote que possuaz alguns desses métodos hierdrquicos
implementados ¢ que tenha, como base a aplicagao dessas técnicas, a opcao da entrada
de uma matriz de distAncias ao invés de sé admitir a matriz de dados originais. Além
disso, £ necessario que este pacote posssua um anﬂ‘;ienfe de programacio eficiente, para

gue possamos definir o coeficiente corn o qual pretendemos trabalhar,
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A Utilizacaoc do SAS

Devido a sua grande utilizacio no meio cientifico. a existéncia de urm procedimento es-
pecifico para Andlise de Agrupamento que possui 10 metodos hierdrgquicos implementados,
a possibihdade de definicio de qualquer coeficiente de distancia por meio de programacao
¢ a opgao de entrada, para o processo de agrupamento, de uma matriz triangular infe-
rior de distancias em lugar dos dados mensurados para ca\cié iudividuo, a utilizacio do
SAS tornou-se a opgho mais recomendada para este caso. Além dos argumentos apre-
sentados achima, o SAS possul um ambiente proprio para operacdes envolvendo matrizes,
chamado PROC IML. Vale salientar que isto € muito importante pois, ap se programar
de forma matricial, otimiza-se o tempo de CPU gaste e, ao mesmo tempo, possibilita
uma programacao mais clara e elegante.

Ainda com relacao s facilidades apresentadas pelo 5AS. vale salientar que o PROC
IML permite a programagao por meio de funcoes, ¢ gue proporciona que um ndmero
menor de velores e matrizes fiquem armazenados na memdria durante tode o tempo de
execucko do programa. [sto ocorre porque o SAS trabalba com os resultados obtidos
nas fungoes. como locais, ou seja. eles ocupam a memdria do micro apenas durante a
execucao da funcdo exceto, obviamente, os que sao retornados ao programa principal.
Além disso, vale salientar que a programacdo por meio de funcdes torna a leitura do
programa mais clara, visto que os calculos auxiliares sdo realizados nas funcdes, ficando

o corpo principal do programa composto apenas dos resultados mats importantes.

5.2.3 A Analise de um Conjunto de dados
Descricio do Problema

Como urna aplicacio i teoria desenvolvida nesta dissertacao, vamos utilizar dados dos
censos demografico ¢ industrial dos anos de 1960, 1870 ¢ 1980 referentes aos municipios
pertencentes g regiao metropolitana de Sao Paulo. Estes dados estio relacionados a

estrutura da dindmica demogrdfica, econdmica e social de 36 municipios, caracterizads
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por 25 varidveis continuas. Além dessas varidveis continuas. foi incorporada uma clagsi-
ficacao desses municipios, em categorias, obtida por um pesquisador da arca. Para efeito
de anélise, vamos incorperar esta estrutura de classificacdo como uma varidvel categdrica
e obter o agrupamento dos 1.m11:1ic§piqs utilizando as Teenicas Hierdrguicas discutidas no
Capilule 4. Vale salientar que o coeficiente de distancia utilizado serda a Ertensdo da

Distancia de Mahalanobis para misturas, deserito no Capitvlo 3. A 1déia ¢ tentar ohser-

obtide.
Com relagao as 25 variavels continuas, provenientes do censo, suas descrigdes sdo as

SegUITes:

s MIGR.PEN : Porcentagem de ocupados que trabalham fora do municipio de residéncia

atual em 1850;

s CRES_60_ e CRES.T0_: Taxa de crescimento populacional nas décadas de 60 e 70,

respectivamente;

o PEA_ISM : Porcentagem de PEA que recebia até¢ um saldrio minimo, excluindo os

"sern rendimento” e os "semn declaragao”, no censo demografico de 198(:

e PEASEC e PEASETD : Porcentagem de PEA que trabathava no setor secundario

nos censos demograficos de 1980 e 1970, respectivamente:

o AGUA e AGUATO : Porcentagem de domicilios com acesso a rede geral de dgua
{com ou sem canalizacdo interna) nos censos demograficos de 1980 e 1970, respec-

vamente;

e LUZ e LUZT0 : Porcentagem de domicilios higados a rede de energia elétrica (so-
mente doniicilios comn medidor} nos censos demogréaficos de 1980 e 1970, respecti-

vamentie;

& ESGOTO ¢ ESGOTOTY © Porcentagen: de domicilios que estavam ligados a rede
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geral de esgoto ou que possuiamn fossa séptica nos ceusos demograficos de 1980 e

197¢., respectivamerite:

« ALUGADO e ALUGAT0: Porcentagem de domicilios alugados nos censos de-

mograficos de 1980 ¢ 1970, respectivamente;

o PEA TET0 : Porcentagem de PEA que trabalhava no setor tercidric no censo

demografico de 197(;

e EMPREG : Porcentagem de PEA {com trabalho e/ou desempregados) no municipio

no Censo demografico de 198():

o VT e VTI?0 : Participagio percentual no valor da transfermacao industrial (VTT)
da regiac metropolitana de 5ac Paulo nos censos indusiriais de 1980 e de 1970,

respectivamente;

¢ PEPOPR0 e PEPOPT0 : Participagio percentual na populacio da regido metropoli-

tana de Siao Paulo nos censos industriais de 1980 e 1970, respectivamente:

s PORTE e PORTEVD : Indicador de porte das indidstrias {razao entre VTl e ¢
niimero de estabelecimentos industriais) nos censos industriais de 1980 o 1970,

respectivamente;
¢ CRE_DOMI : Crescimento do numero de domictlios na década de 7(;

o MIGR.TT : Indice de eficicia migratdria (razio entre migracio liquida e MIEracio

bruta} para a década de 70
o DE_DOMIT0O : Densidade domiciliar no censo demografico de 1980;

Quanto a varidvel categérica incorporada, denominada CAT. os seus nivels e signifi-

cados correspondentes estao dados abaixo:
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categoria i significado

0 Industriais

1 Industiais/Dormitorios
2 Dormitorios |

3 Bormitérios 11

4 Agricolas

Resultados Obtidos

Em uma analise mais geral, observando os dendrogramas apresentados no Apéndice
b, padﬁ.ﬁms fazer as seguintes consideragoes:

Com relagao a caracterizagao de grupos de municipios, podemos ver que o agrupa-
mento obtido utilizando o Mdtodo da Ligacas Completa € o que nos da mais alternativas
a definicao de g-r_ubos. Por exemplo. se considerarimos a distdncia maxima de 71.00 como
o ponto para definigao dos grupos, podemos visualizar trés grandes grupos separados por
dois municipios. Além disso, se formos diminuindo este valor gradativamente, a procura
de um agrupamento mais adequado. poderemos visualizar a formacao de um mimero
maior de grupos, de certa forma, bem céracterizado&_ o que indica que os municipios
gue ainda nio foram unidos tendem a ser tomados como base para a formacdo de novos
grupos. Vale ressaltar que esta tendéncia é esperada quando da aplicacdo deste método,
visto que ele é definido como dilafador de espago (ver discussho na sepdo 4.4.6).

Clom relacao ao agrupamento produzmdo pelo Mdlodo da Ligacio Simples, podemos
ver gue a tendencla de encadeamento dos nmnici'pios__ans grupos ja existentes, € extrema-
mente evidente pois, a partir da distdncia minima dé3$.?._ nada menos que 26 municipios
foram encadeados un a um, ao dnico grupo existente a este mvel. Vale ressaltar que esta
tendéncia é esperada quando da aplicacao deste métode. dado que ele é definide como
conirater de espago {ver discussdo na segdo {.4.5).

Clom relacio ao Mdtodo da Ligecio Média, se considerarmos a distancia média de 60

e formos diminuindo gradativamente este valor, podemaos observar que ha uma formaco
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de um numerc malor de grupos, de certa forma. bem caracterizados, o que indicaria
uma tendéncia a ser dilatader de espage. como observado para no Méfodo da Ligacio
Completa. Todavia, se formos aumentando gradativamente a distancia meédia, a partir
do valor 60, podemos observar gue hd um encadeamenio um a um dos 10 municipios
gue ainda nde haviam sido juntados a nenhum dos grupos existentes, ¢ que podemos
interpretar como uma tendéncia a ser contfrator de espaco. como observado para o Mdtodo
da Ligacdo Simples.

Diante das consideracoes feitas acima, em funcgao dos dendrogramas obtidos, sugeri-
mos, para efeito de analise, a adogao do agrupamento produzido na distdncia média de

71. aplicando o Métode da Ligagdo Complela. Este agrupamento produz os cinco grupos

pelo pesquisador:

Grupo 1: Aruja {4), Baruen (2}, Santana de Parnaiba (4). Diadema (2), Santo André

(0}, Embu (2), Juguitiba (4}, Tabodo da Serra (2) e 5a0 Caetano do Sul (0).
Grupo 2: Franco da Rocha (3}

Grupo 3: Biritiba-Mirkm {4), Salesépolis (4). Francisco Merato {2}, Itapecerica da
Serra {2}, Itagquaquecetuba (2}, Mogi das Cruzes (2}. Ribeirdo Pires (3). Cotia

{3). Jandira {4), Calelras {3}, Pod {(3), Pirapora do Bom Jesus (4}, Suzano (2}.

Guarulhos (1}, Osasco {1), Maud (2}, e Guararema (4},
Grupo 4: Carapicuiba (2)

Grupo 5: Cajamar {3}, Itapevi (3}, Emba-Guagu (4}, Ferraz de Vasconcelos (2}, Mairi-

pori (41 Rio grande da Serra (3}, Santa Isabel (4}. Sao Bernardo do Campo {1).

Observando os municipios dispostos nos grupes e a classificagdo assumida pelo pesquisader
[ niimeros entre parénteses ), podemos ver que n&o ha muita concordancia. Uma explicacio

para i1ss0. segunde estudiosos no assunio, seria que alguns dos indicadores mensurados

nao eram os mais adeguados e, além disso, algumas varidavels importantes nio puderam
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ser incluidas. Vale salientar que o nosso objetivo nac € o de expressar uma decisio final
sobre a validade ou nao da classificacdo utilizada pelo pesquisador. Até porgue. como
o . . . ” I .- .

ia dissemnos anteriormente. nao existe a "melhor Téenica de Agrupamenio”, existe sim, o

agrupamento mals adequado a uma determinada situacao.

5.3 Consideracoes Finais

5.3.1 Discussoes ¢ Conclusoes

A partir dos resultados apresentados nesta dissertacio. podemos dizer que a Erfensao
da Disténcia de Mohalanobiz pare misturas possui nm potencial enorme para & sua uti-
Lizacho. Pols a expressdo em blocos desta distancia permite que 0s mesmos possan sey
usados conjuntamente, ou separadamente, visto que podemos até utilizar apenas alguns
deles para obtermos agrupamentos. Porém, a f{alta de um trabalho comparativo efi-
ciente, com respeito acs outros coeficientes descritos no (e pitulo 3. restringe 08 NOSsos

comentarios, com relacio as possiveis vantagens desta extensao. ao campo da abstracao,

5.3.2 Perspectivas

As perspectivas de continuacao deste trabalho. na verdade. dao um sentido mais amplo
a0 mesmo, € ha assuntos gue merecem estudos complementares.

Primeiramente, pretendemos fazer um estudo mais detalhado com relagdo a utilizacdo
da Ertensdo da Distdncie de Mahalanobis aqui proposta. Bem come estudar as vanta-
gens de utilizagio dos blocos separadamente. Outre estudo que pode ser feito é com
relacdo a influéncia de pomtos discrepantes sobre esta extensao. Uma hnha de pesquisa
que se abre &, sem divida. a de uma validacdo mais ampla. por meio de simulagoes. da
utilizacao deste coeficiente nos Melodos de Agrupamento aqui ntilizados, Outra linha
nado menos interessante que a primeira é, sem duvida, atacar o problema de nio re-

alocacao de individuos ja agrupados, inerente aos Metodos Hierdrquicos. Neste sentido.

au



nos encaminharnos na direcio dos Mdlodos Nao Hierdrguicos, onde os pontos sementes
(caracteristicos dos Meiodos Nio Hierdrquicos) padem ser ohtidos utilizando-se o critério
das densidades das distancias. Além disso, podemos rediscutir a {forma de realocagao dos
individuos e redefinir o que é um centréide. Ainda com relagéo 3 extensio desse estudo
aos Mélodes Nao Hierdrguicos, seria interessante incorporar os pardmetros de unido ¢

separacio de grupos, definidos em Ferreira e Medeiros (1992,
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Apéndice A

Algebra‘ Matricial: N étagéeﬁ

Definigcoes e Propriedades Basicas

A.1 Consideragodes Iniciais

Neste Apéndice especificamos a notagao ntilizada nesta dissertacas para o trato com
~ estruturas matriciais-e vétoz.'i_ajs. Isto € importante pois possibilita um malor entendi-
mento de todas as expressdes contidas neste frabalho visto que, na literatura. existem
notacoes diferentes. Além disso, apresentamos algumas definicoes e resuliados bisicos
de Algebra Matricial que sio usados peste trabalho. Um estudo mais detalhados deste
assunto, pode ser encontrado em .Grayhiii (1969}, Mardia. Kent e Bibby (1979} e Searle

(1982).

A.2 Notacao Utilizada

Adotamos. com relacho as estruturas matriciais e fou veforials, a seguinte potacao:

X ={oy)={xy.... Xiy) = (X, Xq) 1 Denota a matriz de dados com n individuos e
g vanavels.r=1.....nej=1....,¢

x;; « Denota o valor ohservado da j-ésima variavel no /-ésimo individuo.
. .a*
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X; = (T1;,....2q;)" 1+ Denola o vetor {coluna) formado pelas observagoes da j-ésima

variavel nos n individuos mensurados, 3 = 1.., .. ¢.

X = (Tie ... T 1 Denota o vetor inha formado pelas observagées do 1-8sima in-

Y o

dividuo nas g varidvels mensuradas, ¢ = 1., 0.
1 ke - o - .
(XM XY Denota uma matriz formada pela concatenacio horizontal das sub-

matrizes X1 e X'*)_ que precisam possuir 0 mesmo ntimero de linhas mas. que

podem ter nimero de colunas diferentes.

XU Denota a particdo 4. com ny individuos e ¢ varidveis observadas da matriz de

dados X.¢=1,....k

Xff} : Denota a particao ¢, com ny individuos, do vetor (coluna) x;. Possui dimensao

I.:

7o 1.

.+ Denota um vetor {coluna} nulo, de n elementos.
: Denota um vetor (colunal de uns de n elementos, Também chamado vetor soma.

: Denota uma matriz de uns de dimensdo n x n {ver Definicdp A.17). Também

chamada matriz soma.

Denota uma matriz identidade de dimensao n x n.

iX!: Denota ¢ determinante da matriz X.

X1 Denota a mversa de X,

X...—

X}’

: Denota a inversa generalizada de X.

» Denota a transposta de X.

x : Denota o vetor {coluna) das médias amostrais, ou seja. vetor formade pelas médias

de ecada variavel nos n individuos observades.



R

% Denota o vetor (coluna) das médias amostrais nos n; individuos da particio 3.

{4}

#;: Denota a média da j-€sima varidvel nos individuos observados. 7 = 1
:f' .

14
Z;

: Denota a média da j-ésima varidvel nos »n; mdividuos do vetor x
H, : Denota uma matriz de centralizagao de dimensao n » n (ver Definicdo 4. 15 ).

A.3 Definicoes e Propriedades de Algebra Matricial

Inicialmente, vamos introduzir dois conceitos de Algebre Matricial que tém uma

aplicacdo importante para a formulagdo de muitos dos coeficientes de distancia exis-

tentes,
o) ey = {y ¥ ¥yl dois vetores linha

Definicdo A.1: Sejam x = (&, 22,.
de mesma dimensao. O produfe inferne dos vetores X e y. denotado por {X,y). é
(A1)

definido comao:
g
(.y) =xy' =3 miy
ko=l

.ot um vetor linha qualquer. A norma Ly (on

Definicio A.2: Seja x = {3,102,
comprimento} do vetor X, denotada por [Ix}lz, € definida como:

{A2)

Antes, porém, consideremos as

Vamos generalizar a norma Ly de duas formas.

sepuintes definicdes:
Definicao A.3: Uma matriz quadrada X de dimensdo p = p é dita simetrica se. e 56
X/, ouseia, 2y = o, Vi =1, .. p Caso contrario, é dita assimélrica.

se. X =
Definicao A.4: Uma mairiz quadrada X é dita semv-definida positiva se, e 50 se. X &

simétrica e yXy' > 0. para todo vetor linha ¥ # 0. tal que a igualdade ocorre para

an menos um vetor ¥, Caso ¥Xy' > {1, Yy # 0. X ¢ dita definida pesiiivg.
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A primeira generalizagao da norma Lo, chamada norma Lg. é dada pela utilizacao
da norma Ly ponderada por uma matriz B positive definida.

Definicao A.5: Seja X = (xy,73.....7,) um vetor linha qualguer ¢ B uma matriz

positiva definida. A norma Lg do vetor x, denotada por ||x|ip. ¢ definida como:
lixlip = vxBx' . (A3

{) segundo tipo de generalizacio da nerme L, € obtido utilizando o conceito de norme

L.

Definicdo A.6: Seja x = {xy.75,....7,} um vetor linha qualquer. A norma L, do

vetor X, denotada por [x|i,. é definida como:

g 1/p .
I, = (z‘_‘: () et (A1)

k=1

Para dar pesos as contribuigbes das varidvels em {A.4), vamos introduzir a definicao

de norma Lp ponderade por um velor w, a qual vamos chamar de norma L.

Definigdo A.7: Sejax = (iry, 2. ..., 7,) um vetor linha qualquer e w = (w0, ws, .. . w,Y

um vetor de pesos. A norma Lw do vetor X, denotada por ||x]|w. é definida como:

g tip
Il = (Z wi | 7y I”) Ip > (A.5)
[3=31

Com relagdo as estruturas matriciais. além das Definicdes 4.9 ¢ A. ). vamos destacar
as seguintes:
Definicao A.8: Uma matriz quadrada X de dimensio g x ¢ é dita diagonal e denotada
por diag{(zy. To. ... 2yl se,es0se. r =0V i£jed, = 1....¢q.
Definigio A.9: Uma matriz diagonal X de dimensio g x ¢ é dita identidade e denotada
por I, se, e 56 se. X = diagi{l,].
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Definigao A.10: Uma matriz quadrada X de dimensdo ¢ x ¢ € dita orfogonal se, e 30

se. X'X =XX' =1,
Definicao A.11: Uma matriz quadrada X é dita idempotenic se, e 56 se, X? = X,
Definicdo A.12: Uma matnz X simétrica ¢ idempotente ¢ dita de projegdo.

Definicdo A.13: Uma matriz quadrada X ¢ dita ndo singular se, e s6 se, |X] # 0.

{aso contrario € dita singular.

Definicio A.14: A inversq de uma matriz quadrada X, de dimensao ¢ % ¢, existe se. e
s6 se, X é nao singular. Caso exista ela ¢ unica, sendo denotada por X1, e satisfaz

& sequinte condigao:

b 0. S G I . ' (A.6)

Definicdo A.15: Seja X uma matriz qualguer de dimensao n xg. Apesar de geralmente
nao ser inica, uma inverse generalizada de X, denotada por X-. sempre existe ¢

satisfaz a seguinte condigao:

XXX = X. [AT)

Definicdo A.16: Uma matriz X = {z2y). 1 =1, ,nej= 1, .., ¢ expressa em funcio
de sub-matrizes X131 de dimensao iy X ¢;, X1o de dimensio ny % ¢, X9y de dimensac
1z X gy ¢ Xop de dimensao ny x go onde ny+ng = ne g +gy = ¢, & dita particionady

e escrita comao:
X1 Xaz
X = . (AB}
Xz Xoz '

Corn relagio a uma matriz X particionada como na Definicdo A.16 temos. segundo

resultados dados em Mardia. Kent e Bibby (1979), pag. 459, que:

Proposigde A.1: Dado que X ¢ uma matriz particionada como na definicao anterior,

entao:



a) O seu deterniinante pode ser expresso como:

]Xn'xwg : -1 E | 1
o KR — X X5 Kol = XX — XX Xl
i Xg1 Xaoz |

b} Se todas as inversas necessarias existern, entdo a inversa de X pode ser particionada

COITH

(X33 — X32X54X21)"" —(X11 —X12X353 X21) X2 X357 |
~X5iX21(Xyy —~ X12X53 Xan) ™! (Xo2 — X1 X7{ X211

que pode ser reescriia, tomando X1 = {(Xy1 — X12X£% Xgl_}_lg COMO:

X1 ~X11X3,X 55

(A1)
~X5 Xy X1 (Xpp ~ X X7 Xyp)

Definicao A.17: Uma matriz quadrada, de dimensdo n » n, é dita somyg ¢ denotada

por 4, se,

3, =11 . (A1l

Definicao A.18: Uma matriz quadrada, de dimensdo n x n. é dita de cenfralizacio e

denotada por H,, se.

H, =1 - (1,173, . {A.12)
Clom relacio a matriz H, vale a pena ressaltar os seguintes resultados:

Proposigéo A.2: Dado que H,, é uma matriz de centralizacio, sao vilidas as seguintes

propriedades:

a) H, é simdirica
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b) H, é idempolenie.
C} H?;{In o 07: e Hr‘]n = JﬂHn = 0, .

HHX = X~ 1, %

g

e} H, ¢ de projegao.

Prorvas:

“stas demonstractes sao triviais €, i5to, serao omitidas.o
Estas d trag i e, por isto, serao omitidas

A propriedade 4} é muito importante em analise de dados. pois ela nos diz que pré-
multiplicando X p?)}‘ H, reescrevemos cada elemento da matriz de dados X, como um
desvio da meédia de sua variavel correspondente, ou seja, X passara a ser uma matriz
escrita de forma centralizada. Esta propriedade de centralizar a matriz de dados justifica
o nome de matriz de centralizacio dado & H,,.

Utilizando a Definicao A.16, podemos particionar H,, da seguinte forma:

Hﬁ.l A .
H, : (A.13)
A H,,

onde, para n; + 1y = n . temos,

H, = L, —(131,)7 3, B, =L, (1070, ¢ 3= (1)1, 1.

(A.14)

Podemos observar gue as sub-matrizes H,.. i = 1.2 sao escriias de forma similar a

H, (ver Definicae A 18). Porém, com relagdo as propriedades verificadas para H,, (ver

Proposicas 4.2}, podemos observar que a inica vabda para as sub-matrizes H,, , i = 1,2
é dada abaixo:

Proposicio A.3: Dado que H,, € uma mairiz de cemiralizecdo particionada conio em

(A13), onde 0 < my< n e 0 <na< n, as sub-matrizes H, . 1= 1,2 sio simédtricas.
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Prova:

Também omitiremos por ser trivial.s

Ja com relacdo &s outras propriedades observadas para Hy,, podemos verificar gue as
mesmas nao sdo validas para as sub-mat rizes H,,., 1 = 1,2, Para tanto, considerermos os

seguintes contra-exemplos:
bi} M. i = 1,2 nio sio matrizes idempotentes.

2

Ty

i

L~ (1) ] x L~ (101,)74, )

= L, — 20,1071, + (1,171 (11,713, 4,
= {117 L) =21 1,) 7,

# H,. Vi=12.

= H,,, i = 1,2 ndo s&o matrizes idempotentes.
Cl) H?xglm ?3 {}Ti,' ¢ Hﬂ.,-'}ﬂ, = JT;.,'H?'r; ?é Oﬂ.

Hmlm = [Iﬂ,' - (-l{} }mljﬂi}l??-x = 173\: - (1:&'.]-71_}—3‘]?&;]-734

L £ 1A

£ 0, Vi=1.2.

H”"‘f}""’-t = [Inv _{};11-71)n1'}rﬂ;]3'5: = ‘}ni(:{n, “{1;;_]-71.}#13m:} = Jﬁ,Hn‘.,
= d - (UL £ 0,

d1) H, X0 = X 1, x{

i

[I?F., ""'"' (I;lré)-i"\l.ra,].x{” — X{!} - {I;if .}wi'}'mX{i}

S eIt Y
}L{ ) j-ﬁ. Xq

H, X©

He



Apéndice B

Definicoes e Propriedades de

Variaveis e Vetores Aleatérios

B.1 Consideracgoes Iniciais

Neste Apéndice sao dadas algumas definigées € propriedades basicas de Probabili-
dade e Inferéncia, que sao necessdrias para o trato com as variaveis e vetores aleatdrios
abordados nesta dissertacao. Um estudo mais abrangente, com relagio as definicdes e
propriedades probabilisticas, pode ser visto em Johnson e Kotz {1969). Rohatgi {1967 e
James {1981}, Comn relagdo a parte inferencial, Mood. Graybill e Boes (1974) ¢ Bickel e

Doksum (1977) sao recomendados.

B.2 Definicoes e Propriedades Probabilisticas e In-
ferenciais

Inicialmente. vale salientar que a notagae utilizada para vetores e variaveis aleatdrias

= {X}) : Denvta um vetor aleatdério contendo ¢ varidvels, 7 = 1,.. ., q;Vg & N.

2 e

X : Denota a i-ésima variavel do vetor X .
Agora, consideremos a seguinte definicao:
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Definicdo B.1: Umvetor ¥ = {X,..., X} cujas componentes sao varidveis aleatdrias
o
definidas no mesmo espaco de probahilidade (), A. P}, é chamado alealdrio. ou

vartavel aleatoria n-dimensional.

Como nesta disseriacao trabalhamos com misturas de variaveis, vamos considerar a

definicdo abaixo:

Definicho B.2: Seja W= {X'.Y'} um vetor aleatério onde, X = {X;,.... X} é um
! Hy L ~ K

vetor aleatdrio tal que todas as suas componentes sao variavels aleatdérias de um

certo tipo e ¥ = {¥y.. ... Y,Y é um vetor aleatorio tal que todas as suas componentes

sac de um tipo diferenie das de X, entao, W é chamado miste.

Outra definigao importante é

Definigao B.3: Suponha que um experimento é repetido n vezes independentemente.
Cada replicacao do experimento termina em um dentre b eventos mutuamente
exclusivos e exaustives 4y, A,. . .., Ay onde a probabilidade de ororréncia do evento

k
A {i=1.2... .. k) emcada ensaio, é p;tal que 3_ p=1. Se X = (X)....,X;) é
3 ~

¥

um vetor aleatdrio onde X; = a4y, 2 = 1,2, .. .k, indica gue o evento A; ororreu #;
& .

vezes em nensalos, com y, o =n e < x; <n,r= 12000k, sua distribuicéo
=1 .

conjunta é dada por:

PIXy =2, X =g, X = 00) = g 005 L pit, {(B.13
) Fyoadai oL Tyl

e é dito ter distribuicdo mullinomial {eetor mullinomial}.

Com relacao a distribuicdo mulfinomial, vale a pena ressaltar as seguintes propriedades:

Proposigao B.1: Dado que X = (X, ... Xy € um vebor multinomial complrio ¢

Fo=(pps - prh
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a) existe dependéncia nas categorias multinomiais X; ‘s

b} as distribuicoes marginais das variaveis X, 's sdo binomials.

c) a matriz de varidncias e covaridncias populacionais € singular.
Prova:

aj

Como X = {X],..., X} é um vetor multinomial, por definicio, temos :

2

I facil verificar gue com k-1 categorias deste vetor podemos determinar a magnitude

da restante. o

b}
Se tomarmos s = 1 em b}, podemos ver que a distribuicdo marginal de qualguer X,
i=1,2,.. ..k € binomial, ou seja,
. . ! e
PX, = 7} =~ pi (] — ;) s =01.....n ¢
' ’ il — ;r _ '
)

Ternos de {2.23), que a matriz de variancias € covariancias populacionals de um vetor
multinomial é,
Y = diag{P) — P'F,

A,
onde. F = {(p.p2,.-..prle 2. pi= 1.

=1

Para mostrarmos que X € singular basta que tenhamos, por exemplo.
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Ul = (dlag{P)— P P, =0,
k=1

U'sando o fato de que pp = 1— Y p;. esta prova é direta.s
=1

Uma outra defini¢do importante, para o contexto de misturas, é dada abaixo,

Definicdo B.4: A esperanga condicional de X dado que Y=V, onde ¥V é um velor

" ~

multiniomial, é a esperanca da distribuicdo condicional de X dado que ¥=¥, ou

seja,

E{E(X\Y)} =3 E(X\Y=p)P(y=y) . (B.2)
¥

Com relacio a esperanca condicional, € importante ressaltar a seguinte proposicio:

Proposi¢ao B.2: Sejam X e Y duas variaveis aleatorias quaisquer. Entdo, temos que,

E{E{X\Y}} = EX. (B.3)

Prova:
Para os casos em que Y € continua ou discreta esta prova € trivial porém, come o

mesmo nio acontece para o caso geral, vamos assumir que esta propriedade é véalida.g

Definicdo B.5: A covaridneia condicional entre as varidveis aleatdrias X e ¥ dado 7.

é dada por:

Cor{{X, Y \Z) = E{XY\Z)— E{(X\Z\E(Y\Z} . {B.4)
Definigio B.6: Seja X1, %25, - - -, X(wy uma amostra aleatdria observada de uma dis-

tribuicio ¢-variada com segnundo momernto finito e matriz de varifincias ¢ covariancias

. Temos que a malriz de varianeies ¢ covarinetas amoesirais é dada por
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S = }»X’HRX._
n

onde X ¢ a mairiz de dados e H,, € a matriz de centralizacao dada na Definigio A 15

Com relagao a matriz de Varidncias e Covaridncias amostrals, segundo resultados

dados em Mardia, hent e Bibby {1979}, temos a seguinie proposicio:

Proposicio B.3: Seja X1y, Xz). ... . Xy uma amostra aleatdria observada de uma
distribuicao g-variada qualquer. Dado que S é a matriz de varidneias ¢ covaridneias

amostrais, temos que:
a} Se a distribuigao nultivariada for continna e n > ¢, 8 € uma matniz definida posiliva.

b} Um estimador nao-viciado para a matriz de variancias e covariancias populacionals

¥ de uma distribuicdo multivariada com segundo momento finito é,

§ =" g, (B.5)

n — 1

Finalmente, vamos dar a definicao de estimador pelo método dos momentos.

Definigdo B.T: Seja X uma variavel aleatéria qualquer. Suponha que my{#). ... m.(6)

sao o8 primelros ¥ momentos da populagio da qual nos estamos tomando amostras,

Ou Seja.

m6) = E(X.¥i=1,...r. . {B.6]

i

Definimos o j-ésimo momento amostral m;{#) por,

i

7 1 o ' , _
m{#= — Z X izt - (B.7)

F =1



Considere gue conseguimos expressar a funcao ¢{#}), a yual queremos estimar, como

ama funcao ¢ dos r primeiros momentos populacionais. ou seja.
g{0) = $(ma(0). ..., (8)) . (B.5)

() método dos momentos nos diz que o estimador de ¢{#]. tornando-se uma amostra

aleatoria X. é dado por.

A
T(X)= ¢ (md#).....m{8}}. (B.9)
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Apéndice C

Aspectos Relacionados as

Distancias Métricas

C.1 Consideragoes Iniciais

Este Apéndice é dividido em trés sub-secdes: na se¢do (' 2apresentamos uma discussio
hierarquizada de alguns termos matemdticos atribuidos aos coeficientes de distancia. en-
tre eles o de distdncia meirica, citado no Capitule 3. Na secgo €3 discutimos algu-
nias propriedades relacionadas as distancies mefricas e, na segcdo €4, introduzimos as

definicées de funcao similaridade e funcdo similaridade mélrica.

C.2 Abordagem Formal as Distancias

A hierarquia que vamos discutir agui € imposta no sentido de uma maior rigidez
nas condicdes a serem satisfeitas pelas disténecias. Primeiramente, consideremos uma

definicao mais geral de distdneie, dada em Spath {1980}):

Definicao C.1: Seja © um conjunto nao vazic de elementos. R o conjunto dos ntmeros
reais e dp wm nimero real qualquer. Uma funcdo que designa um mimero real a
cada par de elementos de ). denotada por de expressa como d 1 @ x 0 - R, é
chamada fusigdo distd ncig, ou simplesmente distdncia, se. para arbitrarios x.y € 0,

as seguintes condicoes forem vahdas:
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diz.y) > do. | (C.1)

dir.x}y = dy, (.2}

dzy) = dly,z). (C.3)

Podemos observar que as condicdes {(.1) e (.2} indicam que o minime da funcdo d
{dy} ocorre para objetos idénticos, e a (.3} indica que a fungdo d € simétrica.

(oo a maioria dos coeficientes de dissimilaridade existentes sao nao negativos, vamos
assumir, para as definicoes que serdo dadas a seguir que: §2 é um conjunto nao vazio de
elementos, RY € o conjunto dos numeros reais nao negativos e d uma fungéo gue designa
um nimero real ndo negativo a cada par de elementos de €, ou seja. d : 1 x § — R,
Dessa forma, vamos redefinir o conceito de distancia dado aclma, utilizando uma definicio

também apresentada em Spath [1980).

Definicdo C.2: A funcio d é chamada funcdo distancie, ou simplesmnente distdncia,

se, para arbitrarios .y, = € {1, as seguintes condicdes forem validas:

diz.z) = 0. (C5)
diz.y) = diy.a). (C.6)

A condicho {((7.4) indica gue o valor da distédncia entre dois individuos qualsquer sera,
necessariamente, nao negativa. A condicdo (C.5) indica gue um individuo estd a uma

distancla zero dele mesmo, enguanto a (C.6) indica que a distanda d € simdtrica. Como
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exemplo de uma fungdo distancia, podemos citar a distancia definida por Johnson e Wall
{1969). denominada Distancia Cily-Block (ver equacio 3.23).
Agora. vamos iniciar a abordagem hierarquizada citada acima, através da introducéo

do conceito de zemi-metrica dado em Anderberg (1973).

Definigao C.8: A funcdo distancia d é chamada distancia semi-métrica. ou simples-
mente semi-meirica, se, para arbitrarios z,y.z € £, adicionalmenie as condigdes

(.4} e (C.6), a seguinte também for valida:

dlz.y) = 0 & r=y. (C.7)

A condicas {C.7) indica que r esta a uma distancia zero dele mesmo e qgue quatsquer
dols pontos que possuam distancia zero entre si serao, necessariamente, idénticos. Pode-
mos observar gue, matematicamente, a diferenca entre uma distdncia semi-méirica ¢ uma
funcio disténcia é que, no primeiro caso, se dois individuos 2 e y € O POSSULIL & IeNor
distancia passifvel entre si {zero}, eles serac necessariamente idénticos. Todavia, podemos
ver que isto nao esta expii’cito? formalmente, na definicdo de uma funcao distancia. Como
exemplo de uma distancia semi-méirica, vamos citar & semi-meirica definida por Sokal e
Sneath (1963). denominada Disidncia de Sokal € Sneath {ver equagio 3.29).

Dando sequéncia & hierarquizacdo matematica, vamos introduzir agora o conceito de

metrica dado em Rovden (1968).

Definicao C.4: A funcdo d é chamada funcdo distincioc metrica, ou simplesmente
distdncic métrica, se, para arbitrarios z,¥.: € {1 adicionalmente as condices

(C A C6Y e {C.7), a seguinte condicao tambem for vdlida:

dla,y) € dla,z)+dly.z) {C.8)

Podemnos ver gque a diferenca entre uma disfdncia sendi-méirica e uma disldncig

-
.

metrica esta na condigao (.8}, Esta condigao ¢ ronhecida como a desigualdads triongu-

117



lar, pois requer que a distancia d{r,y) entre dois pontos = e y £ £ nao seja maior que
a soma das distancias {d(x,z2) + d{y, 2}) entre cada um desses pontos e um outro ponio
qualquer z € §). [Ja-se o nome de triangular pois a Jungao destes trés pontos forma um
tridangulo. Como exemplo de uma distancia mélrice, vamos citar a Distdncie Fuclidiana
{ver equagae 3.26).

Finalizando o enfoque matematico hierarquizado, vamos apresentar agora, a definicao

de ulira-métrica dada em Anderberg (1973).

Definicido C.5: Uma distancia metrica d é chamada disténcio uvltra-metrica. ou gim-
plesmente wlira-métrica se, para arbitrarios v, y, z € , adicionalmente as condicdes

(A4, {€.6). (.71 e (.8}, a seguinte condigdo também for vilida:

diz.y) < max{diz,z).dy.2)}. (C.9)

Podemos observar que a condicko 1mposta pela designaldade da equacao ((.9) é
consideravelmente mais forte que a imposta pela designaldade triangular (.3}, pois
requer que as distadncias entre trés pontos r,y,z € {1 formem um tridangulo equildtero,
ou um tridngulo isdsceles onde a base d{z,y) seja mais curta que os dois lados iguais,
d{z,z} e dly. ). Como exemplo de uma distancia meirica que satisfaca a condigao (.9},
Johnson {1967} utilizou a Distdncia Métrica Euclidiana e mostrou gue, para um conjunto
de dados gerados de forma que a referida condigao seja vélida. esta distancia se torna

uma digtdncia sltro-metrica.

C.3 Propriedades Relacionadas as Distancias Métricas
Com respeito &s propriedades relacionadas as dislancias mdiricas, podemos destacar
as seguintes:

Proposigae C.1: Sejam ;) e 2y, 2 elementos pertencentes a um espago mensuravel

Q. e difzgy, v Vo = 12,0 o distancias mdivicas distintas. A funcao
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Hagy ) =3 delz, 20).
=1

também ¢ uma distdncia meirica, ou seja, a soma de ¢ metricas é uma meétrica.
FProva:

E trivial, basta verificar gue as 4 condi¢des da Definicdo (.4 sho satisfeitas.o

Proposicao C.2 : Bejam () € 25 2 elementos pertencentes a um espaco mensuravel
0 e dilzgy. ). VE = 1,2 distdncias métricas quaisquer (podem ser iguais). A
funcao

2 . )
A rgy) =1 dil{z iy, 25

é uma distancia seme-meétrica.

Prova:

A demonstragac tarmbém € simples, basta verificar que o produte de duas métricas
{em particular o quadrado de uma métrica) sempre satisfaz as condigbes (" 4).{(6) ¢

(C.Tho

Podemos ver que o produto de duas métricas {em particular o quadrado de uma
métrica} ndo é uma métrica, visto que ndo necessariamente satisfaz a desigueldude
triangular {(C.8). Isto pode ser observado através do seguinte contra-exemplo:

Congideremos que,

dil2gy o) = delzgy rnd = delzgy 2 = 0.3,

d}(if{j},_ ‘T{_f)) = 02« d](i‘{‘} .?"{;)} ={4¢ dg(_.l”‘{i'j. 3“{}'}} = {L6,
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Podemos verificar facilmente que as distancias dy ¢ da so métricas. Agora. por

construgas, temos gue:

dizyy. ) = dif{zpy. 2 ) % defapy. 1) = 04 0.6 = 0.24,
12?{ 1’{1'). ;'I’{‘;j ; = {13 (\;IT(.:'}._‘ ;?.‘{;}_) e dg(l‘(,‘}, ;F.E;_)) = U‘{ X {}li = {}HQ. {(11{}}

d(ﬂ“.?{j'_}._ J?{g;?} = ‘fl(ifij):i’(!}) = dg_(;r{_?;}., :E{;:}) = {32 = Oj = OU{)

Com 1sso, por ({10}, podemos ver que para este caso particular o produto das
métricas d; e d; ndo é uma métrica, pols a desigualdade triangular {C.8) nao é satis-

feita. ou seja,

d(,'l'(i}._ ;Z’.{_‘.;}_) = (.24 > 0.15 = d(&f{'g}ai'({}} - d(_.",{‘{j}q_;l‘;\;.}).g

Ja pela proposicao dada a seguir, qualquer miltiplo possivel de uma métrica, também

¢ uma métrica, ou seja,

Proposicao C.3 : Sejam z(;, e 25 2 elementos pertencentes a um espago mensuravel

§1, d{ay. 2051} vma distaneia meirice qualguer e ¢ um escalar. A funcao

c{i(;z'(f}ﬁ?{j_})

tambem é uma disfancia méirica,
Prova:

Esta prova tambem € trivial e, por sto, a omitiremos. o

C.4 Abordagem formal as similaridades

Amda com relagio a defimigio de metrica, vamos apresentar agora algumas definicoes

formais relacionadas as simidaridades mdtricas.
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Definicdo C.6: Seja {§ um conjunte finito ou infinito de elementos, ® o conjunto dos
nlmeros reais e sp um pumero real finito podendo assumir valores negativos. Uima
funcao. que designa um nimero real a cada par de elementos de £}, denotada por s
e expressa como s : §1 x {1 — R é chamada funcdo similaridade se, para arbitrarios

a.y € £} as seguintes condicdes forem validas:

s{la,y) < s, (.11}
slz,r) = so. (C.12)
slr.y) = s{y,z). (C.13)

As condigoes (€11} e (.12} indicam que s € maxima para objetos idénticos, ao
contrario do que indicam as condigoes (C.1} e (.2} para uma fungdo distancia d. A

condigao (.13} indica que as medidas produzidas por s sao simétricas, tal como a ((7.3}

para d.

Definicao C.7: A funcdo similaridade s, definida acima. é chamada fungdo somilari-
dade metrica se, adicionalmente as condigoes (¢ 11} {712} e {713}, as seguintes

também forem validas:

slry) = so = T=y, (C.14)
{s(z.y) +sly.2}) xslr,z) Z slry)» sy Vo el (€13

A condicao {14} indica que & similaridade mdxima pode ser possivel apenas para
dois ohjetos idénticos. Ja a desigualdade (15} € a reciproca a desigualdade triangular,

dada para uma fungdo distancia metrica,
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Intuitivamentie, a relacdo mais obvia entre disiancias metricase simidaridades metricas
¢ que guanto malor a similaridade entre dois individuos. menpor serd a distancia existente.
Spath {1980} apresenta varias relacoes matematicas existentes entre estas fungdes, dentre

elas podemos destacar as seguintes:

o Se d é uma distdncia métrica que assuine apenas valores em RY ou R, entao 1/d

e exp{—d) sdo similaridades metricas.

& Se d é uma disténcie métrica que assume apenas valores finitos em R* ou R, entéo

maxd — d , vmaxd — d e maxd — d* sao similaridades métricas.



Apéndice D

O SAS e sua Utilizacao para
Agrupamento de Dados com

Misturas

D.1 Consideracgoes Iniciais sobre o SAS

O SAS{"Statistical Analysis System™) € um dos pacotes mais completos em se tratando
de armazenamento, manipulacio e analise estatistica de dados sendo. dessa forma, um
dos soffwares estatisticos mais utilizados em todo o mundo. Fste pacote é composto por
varios modulos que foram desenvolvidos para aplicagao de diferentes técnicas estatisticas
nas mals diversas areas do conhecaimento, sendo revisado e atualizado constantemente
por uma equipe permanente de pesquisadores altamente gualificados, ligades ao 548
Institute Ine. A versio utilizada nesta dissertacao é a £.0% disporiijx?ei desde 19893, e
maiores detalbes sobre as informactes que serdo dadas e utilizadas a seguir. podem ser

obtidas pos manuals do SAS {ver SAS Institute Inc., 1988 e SAS Institute Inc., 1989).

D.2 Metodologia de Trabalho no SAS

Como em qualquer pacote ligado a analise de dados, a nguagem utilizada pelo 545

tem sen proprio vocabuldrio e sintaxe. Os comandos em uvm programa S48 sao dividi-
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dos em dois tipos de passos { "Steps™): Passos DATA ("DATA Steps”) e Passos PROC
{“PROC Steps™). Os Passos DATA sdo utilizados para transformar os conjuntos de dados
gue desejamos analisar em wm conjunto de dados SAS ou, se for o caso, para altera-los de
modo gue fignem mais adequados a analise que sera realizada. J& os Passos PROC sao
responsavels pelo processamento das analises dos conjunios de dados 545 e apresentacio
dos resultados encontrados.

Com relagao a aplicacdo de Téemicas de Agrupamento de individuos. o SAS possui
dois Paszos PROC para este caso, Um é o PROC CLUSTER. que possul implementados
cnze métodos hierdrquicos de agrupamento. O outro é o PROC FASTCLUS | gue possui
implementada uma variacio do método K-means, um dos métodos ndo hierdrquicos mais
difundidos da literatura. Vale salientar que. como estamos irabalhando no contexto de
misturas e utilizamos uma FErlensdo de Distancia de Mahalanobis como coeficiente de
dissimilaridade, se faz necessaric a programagdo desta distdncia no PROC IML. dado

que a mesma nao esta implementada no S45.

D.3 Sintaxe dos Procedimentos Utilizados & Aplicacao

das Técnicas de Agrupamento

No contexto de misturas, como discutido na.capf‘tulo 4, vamos nos deter a aplicagao
das técnicas hierdrquicas da Ligugao Stmples, Ligacido Completa e Ligacdo Média a par-
tir da obtencio e utilizagho da Eriensde da Distancia de Mahalanobiz pare misturas.
apresentada no Capitule 8, como o coeficiente de dissimilaridade entre individuos, Os
procedimentos necessarios a estas aplicagdes podem ser melhor entendidos se os obser-

Varirios nas S{‘.‘.g\lilﬂ.ﬁ‘.:‘:‘» et;a.}}a..s:

1° Erapa (Passo DATA ou PROC ACCESS): Criacko do conjunto de dados SAS 4 ser

analisado.



2¢ Etapa {Passo DATA): Preparacao deste conjunte para o cadleulo da exlensio da

Ihstancia de Mahalenobis pare mistura.

3* Etapa (PROC IMLY: Céleulo da Exiensdo da Distianeia de Mahalanobis para mis-

furas.

4¢ Etapa (Passo DATA): Criacio do conjunto de dades SAS de lipo distdncia (" Type
Distance™) a partir da matriz de Disténcias Estendidas de Mahalanobis para mis-

tura. obtida na etapa anterior.

5% Etapa (PROC CLUSTER ¢ PROC TREE): Apresentacio dos grupos formados em

T

cada iteracao da Técnica Hierdrguica ntilizada ( PROC CLUSTER) e visualizacio

destes por meio de um dendrogramae { PROC TREE].

As sintaxes dessas etapas podem ser vistas no programa apresentado na tltima secao
deste apéndice porém, como a primeira etépa pode ser executada de quatro maneiras
diferentes, dependendo da forma de entrada dos dados originais, vamos apresentar aqui
a sua siptaxe para que. caso seja necessario a utilizagdo desta etapa de uma ontra forma,
este problema possa ser facilmente contornado pela substituicao da 1% Etapa do programa

{ver secdo D.4) pela alternativa mais adequada entre as descritas a seguir.

D.3.1 Criagao do Conjunto de Dados SAS a ser Analisado

(O conjunto de dados SAS, a ser analisado, pode ser criado de guatro formas dife-
rentes. Para melhor entendimento destas, vamos utilizar os mesmos nomes atribuidos

aos conjuntos criades no programa da segdo [1 4

a) Pela Entrada dos Dados via Passo DATA

Nesta situacio os dados sao digitados diretamente na tela de edicio de programas

{ "Program Fdilor™) do 545. Sua sintaxe é a seguinte:



data ¢.dados:

input cidade 5 agua luz esgoto alugado .. pepop80;

cards:
ARUIJA 46.91 52.09 10.29 22,72 ... 6.14
BARURI : 689,724 4785 21.492 30,92 ... 0.60

TABOAQ DA SERRA  86.92 54.33 24.52 32.83 ... 0.78
Fu;

Pela Transformagio de um Conjunto de Dados DBASE em 8AS

Esta ¢ a forma uiilizada no programa dado na se¢ao D.4

Pela transformacace de um Conjunto de Dados ASCII em SAS

Nesta situacao. os dados sdo lidos de um arquivo externo ASCI chamado "arg™ e

transformados em um conjunto de dados SAS chamado "dades™. Sua sintaxe é a seguinte:

data ¢.dados:
infile c.arg:

input cidade § agua luz esgoto alugado ... pepop8i

Tun;

A Partir de um Conjunto de Dados SAS ji Existente

chamado arg, ¢ tranformado em um outro comjunto de dados SAS. Isto é comum gnando
deselamos trabalhar apenas com um sub-conjunto de variaveis de uim arguive ja existente.

A sintaxe, para esta situagao. ¢ dada abaixo:
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data c.dados;
sel ¢.ardg:
keep cidade § agua luz esgoto alugado ... pepop8U:

THN:

D.4 Programa SAS

D.4.1 Consideracgoes Iniciais

Este programa for desenvolvido para a analise dos dados descritos no Capitule 5.
Porém, para facilitar a sua utilizagdo em outras situagdes, procuramos torna-lo o mais
geral possivell

Para os pesguisadores que trabalham com dados com misturas e desejam utilizar este

programa, listamos abaixo alguns cuidados que devem ser tomados antes de sua execugio:

e Caso se deseje salvar os programas em um direidrio diferente do especificado no

programa, € necessaria a alteracao do comando libname.

o Caso a entrada dos dados seja diferente da especificada no programa {em Dbase},

a 19 etapa do mesmo deve ser alterada conforme discutido na se¢io D3,

o (Caso se queira salvar os arguivos criados pelo programa com um outro nome. obvi-
amente, 05 comandos relactonados com a criacdo de arquivos devem ser alterados de
forma apropriada. Além disso, todos os comandos relacionados a leitura ¢ manip-
ulacao destes arquivos devem ser alterados conforme as mudangas realizadas. Uma
outra alternativa ¢ alterar os nomes dos arquivos depois que os mesmos tenham

sido criados pelo programa.

D.4.2 Listagem do Programa e Resultados da Aplicagao
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options =86 pe=500 podate;

){n EE XL EFTTIS IS R LSS L A2 L LN R R L E L L EL L ELESERELEdERLELLLELFTYTILITTTETYY Q!{

* ERFRERRARENNERACED AR RN Ia Etspﬂ: PR{x\' J&C{‘ESS BENSRERREREEN ARSI N AR R R R *f

{11 AR AN AR AR R R AR R R R ANk R AR N AR R R ORR R RA N B AR B OAT K RARM IR AR SNSRI SR L7

/* Esta elgpe ¢ responsevel pele transformacac d- win conjunto de dados, wrigh
natmente digttuds enn BRASE, em wm conjurto de dudos SAS. 7

Bhname ¢ ‘¢luners\pledsonsay’; 7% Pefine local onde serdo ldos ¢
sgivos o5 argaives */

o arcess acodesc=c.dados fanction=¢;
P Becess aecdese=o.dudos;

[3)41H

proc privt data-c.dados; /* Imprime e arguive criado oonde
primeire ven: indby., ¥ar. cuteg
€ var. contin., vesta ordem. */

run;

JE BT ROR AR A A AN R B G EBRER S NRREER A LA E R A ARR IR D RS FRAN MR AR R RS RN TR K LR OT o)
JEEERRR AR RN R R RF RN AR 235&3})&!?%%93"}«4 KARRRRRRALRARAGEIRNRSURNE ]

;* ERANRE R R AR ARRN AR N AR T A RAT IR AR RA RN RES R R DR a b bR A kA ik b ‘!,I

/* Esta etapa e resposavel pela separacan do variavel CIDADE nan arguive (€.C1-
DADE}, erinceo de arguivo de dados son o varidvel cidade (CNEWDADOS} «
inchisas, no mesise sequive, ds variavel ORD gue indics 8 ordem observeds dos in-
dividuos. Tambess & responsavel peln crinvao de um ontro arguive somente com as
varisvels cateporicas (CCATE) */

data coidade;
set ¢.dados;

kesep cidade;

dxta £ newdados;
set c.dudos;
orfi= I _:

drop cidade;

dets ccate;
sed cdndog;
keep vat,

proc srt data~c.pewdados; I* ordens amquive cpewdedes pela
by cat; ' sarinvel cag

proc print datu=—c.cidade; I* Bnprime arquivos criados ¢/
prov print date-coerdadon

proe print date=c dados;

proc print date=c.cale;

TUn;

JEOERRERAARAR SR RN AL AN AR AN bRy PR AN AAARRINRNA NSRSV S ST U ST SN DR D ST RIN &

1(6 Akt kp e bR R AR AN Kt Sa E&&pﬂ: Pkmlhl}_‘ KREERRLEAD RN ARSI s AN R t}'
fl AR R A AR A AR N ARG R R R TR AR AR AR e R kb e R A A B ER D RARELERRA AR AR RN DR &f

* Ests ttapn ¢ responsavel por todas os calenles e transformacoss que Jevamn 3
obiencas dos valores pars & extencas da distanclz do Mahalsnobis entre ndividy-
o, A matriz resultande & da formes trisngular mferior, */

proc iml; i* Ds acesso ac amblente IML */
resef deflibe; 1= Define locgl onde serde lidos e
safves oy argnives =/

;« AT AL L LY Ll d ]kﬂiﬂt‘mdt“ F“ﬂ“m LR R R LA e E Sl Y] *}f
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/* A& funcac fun_§, definida shaixo, reccbe oz argumentos B_ind {onmers de i
viduox! somo ¥ ¢ d (matriz de dados) come ¥ € yetorna o velor ® com e vamers de
varbevels categoricas (wil,1]) e o pumero de varigvels continuas (wi2,1]). Os
argumenios recebidos nac szo alicredos. */

start fon_1(x,¥h
e cRbe;
vesd ol o ;
wemeelE)y
B v=reol(yh
E_THET 5w
wew/in_on;
chose cate;
return{w};
Firsdoh:
i+ A fances fun X, definida ababno, recebs oy arpumentos d {matiz de dados) co-
me ¥ B3 _cat (vetur a ser calcnfade) como £ en_c_ minlt (mumere de vaviaveds cp
teparicas: come w, Retorna o vetor & cox ¢ rawmaers $ic categorias existentes am
cadn variovel categoriea. Tambem calowls 0 vetor 7 e reterna-o com o BEmers de
categoriac de cada variavel categorica ¢ recalcals w, refornando-¢ com o DEETY
#e categorias multinomials & sevem geradas. ¥ nao ¢ siteradao. */
start fun My zme)
b
w=uaiguelyL.H)
EIOW gy
WHE;
if 3>=F then de;
do =2 ko X3}
bmmigue(yiil)s
e=grow(bh
SN
e=zife;
WALy
end;
=
w1 * Retive nma combinscay das cate- */
z Y4 #* saric. p/ evitar dependencia ¥/
finkah;
/* & Tanese fun_3, definkis abaizo, recebe o8 argianentos n_ind (memero de bndi-
du0s mxemvirados) comee ¥, B¢ malt (Awmere de categorias pralfinomiaic & serem
criadas comso ¥, 8,1 _var{i 1]} { matriz de dades catepoiicos) come 2 e 2 (ma-
irfz a ser cabeolada) come w. Relerne ¢ vetor a com o numers de individnos por
cateporis molnomial Tamben: caleuls » matriz w ¢ retorna-u cosn o5 vebores mal-
sinomiais wi's. O outros srgumsenios pae sao alterados. ¥/
start fan 3{T.y.wWh
i=%;
8
o while(i<=1);
i
awr=tfhh;
s l=d);
do while(afi j=aux & jouy )
wilil=1;
wttimgns 1415 -
| 5 1
ek
if P & =y then
i =1 then a~ausl;
et wenlimanly
else =+l
end;
w=nive{a,
smi=s-Hlnlrs
w=aliianx i
FeinmHan
Fndsiy,
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i* A fancao Pon_4, definida absixo, recebe os arpumentos n_bed {noomero de il
vidgos mensarados) camo 1, neof_dirfl,1] mere de catrgories maitinoniniy ¢
xistemtes cotoo ¥ ¢ b_i_cat (velor com o numero de individuos por categoris ami-
timomiad) como 2. Retorns a matriz de projecas k. Nenhum dos argumentos receld-
sowr alterados, */

start fun 4(x.32%
t=1;
b=jx0)
diagon=Hz.3.0);
do =1 ¥+l
LSS S ERY I ER] A
o=Kz[Li}12)
b2 - ) ara";
dingenfedodj=ln;
do =1 te v+l
=il 1000
aux={E/xy*avk’;
ba=haiiaug;
emi;
ic:derx =l
[ 23§
emi;
b=h’disgonth;
return(h):
Fmish:

£ A funcas fm 5%, definida wbalvo, recebe os argamentos f_tr (mairk de dados
tramsfornmados reordenades) come X, 5_jov (ivversa da mairiz de variancias ¢ oo
variandss) como ¥, neol_dtwr{l, 1} (vetor com o muwm de categorizs maltoomisis)
comow ¢ ¢ _mah ca d mab cned_imab_or Gnntrizes e sorers calouladas), respecti-
mente come I, § ¢ b Calonla gs motrizes trisapateres inferiores 2. g, e ke re-

s, respectivamente, come o distancia extendida de Mabalanolds entre catego-
vicas, continnas ¢ ¢ produlo crazade. Os sutros srgumentos G seo aliersdos, *7

start fom_S(x.W.2,4.K);
s=neol{x);
benrowis);
doi=itoh;
do j=1 to f;
d_ce=siiiwjafjiwk
d_coe=xibwrial-x{jwiia];
delta=y{Iww+1a)
el jid_cgryilme iw]rd oo
giijled_entviwtlamtmfrd_ o'
RiLil=2vd egtieltatd_om';
et
ened;
Hindgiy;

’!t EEARTARERR AT R AR NI AR nggma Pri{“jw AN RS TG AL AR NN AR RS ’f

wie pewdados; * Torns corrente arg, mag sp *f
read ol into d; /¢ Panea dados para 2 matriz & %/
ordeny=afneol{di); £ YVetor copms 8 ordeny dos Indiv, ¢/
d=& L:neol{d>-13: #* hiatr. de dados o/ var, ondem *f
n_ind=nrow{d) 1 prwere de ndividuers medidos ¢/
_var=fan_I{s_pdd) i Chama funcas fun ¥ */
n_n_eat=fn varll,iL1.0% /* Nups, nivels das var. categ. */
n_c_muit=n_varfl,1j;

miv_cat=tun_2én_p_cetn_c_malt); {* Chama Bneac fay 2/
z=jin_buln_ ¢ mult By * Indcinlizs x comn tevos *f
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o § cat=fun_3Hn_tdan o smidedlim_varilijlzy A Chams fancao fao 3 */

d_tr=zlidn_var{l,i}1neol(d); 7+ Matriz de dados transform. */

weod dey=m_c_mmftin variZtj I* Vetor com puun. de cateporis
multinomials € var, contin. */

hoefun d(n indpoel dir{iile i cet);  / Chema fencac fum 4 */

s={Einrow{d_ty0d_tr *hn*d_tr) 7* Cafeuls smatriz de variancias e
covarianckas */ .
sii==sji:ncol dtril, 1] 1necol_diefl1}: * Purte categarics de § %/

sti=s{i:ncol_dtriitlocol dtrfi i meolid 1) /% Parte cruzeds de § ¢/

s22=alncol_sdtrjl,iH Lokl trinced diefl 1 incol(d_ o)) /* Perte contizoa de § %/

w11 _frv=invisli-si2*mv{sll)*si2 ) /* Inverss de 513 %/
822 _tmesinvis22-=l2 vl $)*s11) # Inverse de 532 */
s12 jmv=s]1_imv*si2*imv(sll), % Dnversi de 532 */

s fov=(s11_nviis12_bwyisiZ_iovis22_invy;  /* lmversade 8 ¥

4 _tr=ardemiid_tr;

creqte d_trans from &t " Ordena */
appenst from d_tr; ' " *f
show datasets; o matriz %/
show contents; * *
close &_frans; =  de £/
sortd_trams by colks ” *
wse _frams; it dafdos */
vead adl isto &6 i* »/
4 _tr= trf2imcol{d (); #* Drdos tracsform, 4/
create dndo_tya Grom d_fr 7 Cris arquive com dados %/
/* gransformados de acordo eom */
1 originais */ .
append from d i
4 nwh_cejn_indn ind ) % fnicialize d_mah ca */
d_msh_ce=jn indn ind0): #* Ipicializa d_mah on %/
d_mah_er=fn indn ind ) 7* Infcinliza & mah_or */

ron fom 5(d_trs_buvoaecod diriiild meb cxd mah ond mah cory 7 Chema
fun & */

creste ¢ mnhes from & _mal o

appead from &_mak ca;

create 4 _mohen from d_mah_om

append from d_mah_on;

create ¢_maber from ¢_mah o

append from &_meh_cr;

d_seakabed_mah catd ssah cntd mah cr * Calenlz a matriz com ax distan-
' clas de Mabalun, extendiday */

greate d_mahale from d_eahal; * Crig matriz 4o dudos com as */
append from & mahal; /% dist. de Maohal. ectendidas */
qust; #* Finakiza PROC IML */



’{Q ERAREIE R R EARARN R R AR R RN A KA AR N AR R I AR TN RN MR AR AN AR AR g ﬂ{

!rt GENEREERANARRERRE PR AER “Etspa: Pm DATA RESREERAREEREEARERE N ER KSR *f

‘;‘l BEAEARATA RN RAR AR EARERRE R AL AR AR S A e A AN A SR AN AP RS AR AR RN AN *(

7* Buta etapn tere 2 funcer de criar wn conjimto de dados SAS que contem as dis-
tancias de Mahalunobis extendidas cajoniadas na etape anterior ¢, 05 womes das
respretivas sidades. Também sdo crisdos confimtos de dudos pars os bocos  */

data c.distiiype=distance);
merge od mahals coidade;

Lt

data c.distealtypedistance);
merge .d_mahea o.cidade;

an;

. dsta c.dicion{type=diztamee )

merge of_mshen coidade;

FE;
datn odister{hrpe-distamnce);

merge cd_maber c.cidade;
um;

!’ RER R AR RN AR R ERAA AR AR R R N R kR E kAR DA AR A RN AR TR RN AN RSN NN R RA ﬂf

!l‘ FRAP AR EEAEI KBTS sa Empa: PRO('_‘ CL{I‘S}‘ER e PR% TREE HRNERK RN A A kb d illf

‘fﬁ FRERAERRACEARR N AR R A G SR RS ey RS A AN ARV bR R R kAR RN R k’f

/* ¥sta etapn tem » finalidude de obter o agropamentos pelos métodos Merfrgul-
cns 2 Hgaole média, gache simples ¢ Xgacho completa €, além dizsso, também
apresentar om dendogravns com o mesmos, */

proc print dota~cmon_sp #* hsprisee dados originals */

data dad_tran;
wperge coidade cdade bray

proc print dste=c.dad_fram; /* hmprime dades fransformadoes */
proc print date-c.dist; £* Tmpriroe veatriz de distincias estendidas*/
proc priot date—cdisica; 4= Imprime matsir de distdncias - Hoco categrico */

proc print data=c.diston 1 bnprime peatrkz de disthacas - Bloco continao */
proc print detw-c.dister; £* Trmprime: matriz de distincias - boco crnzado %/

options =13} pe=6l;

proc claster datascdist method=averuge nesquare Gonomm;
i cldade;

proc tree horirontsl spaces=2;
W cidade;

proc chuster date-c.dist methed=complete Rosquare nonorm,
b cidade;

prov tree horizontsl spaces=2:
B eddade;

proc ciuster data~.dist method-sinple nesquare nonomy;
4 cidade;

proc free borizontal spacer=3;
i cidade;
yun;
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12.5854
3,5312
1.4142
0.5571

H RO

3E383.15
47257 .42
1g224.58
57901 .16
48783.67
21202.83
588&60.5¢0
44282.32
30B45.85%

5522 .84
2953441

B4929.04
27655.66

g283.24
E5685,60
24680.70
3831¢.97
26534 .65
£8862.18

2561.96
10606.77
117819.86
61464.32
791546 .98
22609.00
3026617
IBLH6.05
Z26825.73

1067.52
37734.08
24B42.7%86
3705 .37
151474 .36
TSE07 .86
FBSRL.286
42104.17

WO WK

A

G.43
0.3
0.41
0.48
0.53
5.79
0.61
.76
.86
0.72
0.69
G.77
t.61
0.31
U.¥8
0.72
.55
6.75%

0.66

0.34
0.45
0.66
0.29
0.41
0.41
0.50
0.50
.63
0.11
0.41
0.48
¢.21
0,52
0.08
0.57
0.73

- By

Ly - N

11.14
9.58
14.13
B.13%
8.47
8.21
9.0%
8.44
$.33
14 .18
2.96
11.48
8.46
16.69
8.%4
10.58
10.23
4. K2
$.10
15.51
15.16
8.85
13.19
8.31
19.23
11.58
10.00
12.48
21.35
1%.88
15.10
$.36
§.57
8.84
13.50
9.00

£37

F o

X m o]

45.28
56.4%
32.57
61.01
§5.82
43.34
46.97
65.60
50.77
50 .22
55.23
51.52
43.1%
37.23
54.44
£7.52
54.92
55,37
58.0%
22.73
43.24
65.59
4495
£0.63
43.02
53.31
$%,11
57.03
29.69
57.40
§1.77
57.36
57.98
56,13
52.60
44.20

Y

C.00583
0.6128%
0.34593
C.564890
0.22665
0.05115
0.22306
0.02304
8.35782
C.000G0
C.15475
e.e8i6d
0.45938
2.158313
€. 28320
0.17256
0.01542
6.1147%
0.04746
0.01182
G.24165
G.IE630
0.36830
$.25532
§.2363%
§.550585
0.34881
0.p2650
G.27642
4.38268
0.25884
G.72792
U.77677
0.9874¢
f.33642
b.06222

QoD ot

13.569
25.92%
17.053
36,405
16.05%
i4.783
22,105
24 .9003
20.977
131.420
23.624
19.753%
27.659
17.345
23.%03
i4.860
27 .68%
22,932
22.805

4.488
15.03%
23.828
34.405
32.634

8.485
27.273
22.719
23.659
12.754
246.173
16.78¢
i0.548
27.85%&
4 .552
22.11%
22,349
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S.41
g.54
4.75
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%.21
14.26
7.08
20.44
13.97
B.G2
5.76
16,03
3.63
5,18
&.22
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2.21
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4.80%55%
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5.278LE
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§.0322%
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G.1185%
0.81723

S g.22882

8.53564
6.13650
0.14870
8.27144
0.274%7
G.174587
6.0167%
B.21038
p.03025%
0.36815
0,.2772%
O.3554F
¢.16528
6.15217
6.20168
0.131194
0.013%8
§.23138
0.7F21L
0.42674
6.32226
£.00978
¢.33947
6.47628
(.10915
6.17855
0.21270
§,250432
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0.63704
G.90855
0.25549
0.29856

oW oo

0.47629
2. FHILS
G.46843
D.73451
0.63181
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G.821%¢6
0.565822
0.39060
2.74604
G.24048
G.84508
0.41080
G.83810
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G.73080
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G.81754
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L.48303
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46.1%9
18.599
70.422
50.153
48,399
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56.765
46.6499
33.838
50.803
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27.324
32.798
49.342
36.13z2
44.490
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44.171
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£8.2€1
58.811
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46.778
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41.512
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25.33%
43.209
i1b.548
22.08%
22.433
41.861
37.058
3Z.442
35.385
33.019
37.03%
43%.289
£3.356
1%.335
28,984
36.47%7
44.3588
34.787
10,986
2G.578
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7%.46
191.29
98,57
965.96
1458.61
459 .37
£84.37
1073.37
315.27
48.23
146.00
12.24
53.88
114.89
1086.96
$8.28
1383.00
129.73
1403.57
30.45
156.36
4401.59
1083.65
1972.86
94.032
§66.51
543.24
447.33
58,73
222.98
435.48
2291,62
3$40.35
2237.94
1520,91
546.57
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347
16069
580
G284
40841
34812
61544
212528
26168
5459
8R06
anhs
2910
6664
T88817
13zs8s
41494
R ic-1: )]
iseho
335
20640
484175
241288
581985
ITEL
2195398
54324
4626
B8Rz
16501
13500
17837587
2329870
1047313
EF2244
31743



MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTENDIDA

OBS COLI COL? COL3 COL4 COLS COL6 COL7 COL® COL9 COL10 COLIl COL1Z COLI

O0000 000K 00000 000006 0.0000 00000 00000 GO0GD 00000 60000 00000 00000 00000
382731 £.0000 Q0000 00000 0.0000 00000 0.0000 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000
425730 876363 0.0000 0.0000 0.0000 00000 00000 60000 60000 00000 GO0000 00000 0.0000
534019 57.1122 30011 Q0000 0.6000 00000 40000 GO0000 00000 00000 00000 0.0000 0.0000
48,5285 599170 60,9801 64.0729 00000 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000 00000 0.0000
604207 60.9727 62.4198 65.9601 658023 0.0000 0.0000 00000 00800 G.0000 00000 00000 00000
571468 567046 551193 65,7741 62.4298 703194 G000 (0000 00000 GO0000 00000 00000 0.0000
8 584538 57.0100 60,1869 60,7213 $5.3999 69.0709 67.2733 0.0000 00000 0.0000 0.0000 00000 0.0000
9 8972338 64.1716 63,3004 659487 64.2480 695397 64.8946 677693 0.0000 00000 Q0000 Q0000 0.0D0O
10 49.0469 60,3148 43.0876 659910 32.0209 59.1546 57.6303 581855 63.9225 Q0000 00000 G.0000 09000
11 38R219 36.5393 53,5839 56.1643 49.8680 574099 583618 575831 52,7094 433212 Q0000 0O.0000 0.0000
12 34.7449 506212 484834 55.0655 61,2681 63.3213 64.5502 538489 552628 444581 43.5204 0.0000 0.0000
13 59.6045 61.3809 62.7439 66.9623 65.2568 71.8048 699485 69.637% 70.2336 61.0059 58.9623 61.0335 (.0000
14 62.7834 39.0833 575162 67.3343 63.1406 71.2508 70.1409 69.199% 694543 62.0812 553937 61.0936 71.298%
15 354038 552968 36,4760 65,5132 70.5299 67.2694 633838 57.3320 64.0229 52.1345 50,1891 63,8967 66,3973
16 43,1220 430697 573674 53.6653 54,9889 57.4979 30.1409 56.4603 61.1032 430248 453616 309821 588780
17 49.0953 38.4132 47.5464 55,8064 47.1221 60.9800 60.8926 64.2395 57,7271 45.0662 54.7512 38.8045 61,9810
18 61.0291 479267 41.5364 580875 47.2073 63.9104 646412 66,1580 61.2986 56.1906 42.3507 50.7770 638920
19 56,8545 60.1867 62.7137 65.0485 69.3306 6777216 63.6337 61.4174 67.7101 54.5140 51.6325 54.9296 67.8333
20 455055 58.0174 548955 50.0491 56.1377 65.8535 684807 64.7718 59.7537 54.2932 583130 61,3173 65.7166
21 528304 S0.8573 54,7285 44.2707 55.0506 61.4931 56,4304 578958 58.5023 355738 288911 53.4645 595854
22 61.8072 61.8047 60.5082 66.7401 64.5349 70.7714 68,9922 67.6807 695111 63.0530 367946 63.9991 70.7775
23 64.0001 50.3883 57.5315 63.9772 661459 66.3963 62.4071 59.0202 654591 53.5613 52.7022 61.2263 65,9733
24 365748 599207 593079 61.53646 55.5341 68.7762 66.9634 71.6786 683438 60.7301 55.4007 32,8000 695236
2% 5972039 49.7505 624244 G60.1983 575197 63.6713 570135 63,4899 671843 552711 57.4479 456357 64.9983
26 543885 63.5140 6B 3637 56.3985 64.2434 6R.3098 626232 63.513% 68.2643 51.5343% 48,9317 58.2402 67.8806
27 47.5570 67.7022 584946 566216 35.0498 64.9477 614253 66.3131 66.8068 64.0523 41.5747 497809 634367
28 693179 477048 542341 60.4059 6018262 67.2131 64.1847 62.564% 64.6810 31.3400 49.1335 62.4832 66,2687
29 457151 35.6286 397688 67.8820 59.1334 599147 597393 537998 61.2498 63.2684 395233 462226 60.8256
30 41,5595 519360 584625 568321 59.2742 65.5881 675819 62,9038 57.6050 43,8013 61.2807 587983 651669
31 48,3345 47.2064 489392 61.2371 608739 654637 679480 601477 577991 456098 53.0845 58.1515 64.7246
32 560711 61.4060 61.3180 68.0276 67.2745 7T1.1252 69.6567 67.3043 69.2395 599349 57.4933 60.1514 71.2791
33 59.3385 61.3658 62.9312 66.6773 64.9759 71.6202 692945 69.7928 T0.5981 60.8727 57.9875 59.4276 71.9015
34 27179 60101 622797 63.5368 644797 717130 691667 69.6255 704647 602842 359325 616591 71.6635
35 50,1360 357105 51.3275 54.9671 37.4604 65.2418 64.4169 62.5183 61.0388 46.9169 38.3722 550750 64.1904
36 453789 53.4691 506916 659669 66.6716 63,8637 63,2256 554467 61.3285 52,1946 483184 53 2156 63.8583
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MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTENDIDA - CONTINUACAOD)

0BS COL14 COL15

80000  9.0000
0.0000  0.0000
6.0000  0.0000
Q0000 Q0008
0.0000  0.0000
00000 0.0000
4.0060  (.0000
0.0000  6.0000
00000 0.0000
W 0000 0.0000
11 00000 8.0000
12 060000 (0000
13 00000 6.0000
14 00008 0.0000
15 639947 ©.0000
16 57.1842 350602
17 62.7615 52,2685
I8 67.3329 538159
19 66.3312 68.82%9
20 64,0545 56.4439
21 $9.7512 57.4983
22 703380 65.5427
23 657618 68.2640
24 69.1642 56.9307
25 632994 37.6755
26 65.3961 62,5852
27 64.4883 53,6607
28 67.5211 65.3675
29 628655 61.3691
3 62,5449 59.8166
31 65.1732 65.0672
32 TO.6055 68.2896
33 712660 66.1235
34 71,4054 66,1409

WO e 3 SN A e W B ke

CoLie COLY?

0.0000  0.0000
D60 0.00K)
00000 0.0000
00000 0.0000
0.0000  (.0000
Q0000 0.6000
0.0000 00000
0.0000 00000
G.0000 40000
0.0000 00000
00000 0.0000
0.0000  $.0000
G.0000  0.0500
G.0000 00000
C.0000  0.0000
Q0000 0.000
61.3494 0060
48.9572 63.2116
650767 382440
38,5823 520328
531004 512378
517322 53.1107
54,3579 50.7511
56.2636 63.2877
61.24153 3365378
57.5871 524539
51.7347 516212
52,1219 54719
326856 32.9747
478044 582095
53.3431 632744
60,7300 62.4368

CGL1s COL1Y COL2G

0.0000
6.0000
RIZLLEY
£.0000
0000
60000
0.6000
0.0000
4.0000
G.O000
00000
.0000
04,0400
0.0600
0.0000
G.0000
G.0000
§.0000
549787
56,6390
36.5377
61 8253
53,6228
66.3851
52.5151
34 9851
60,4616
61.0738
5761453
33.4083
60.2294
62.3610

0.0000
§.00080
0.0000
0.000¢
(4.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
4.0000
0.0500
0.0000
0.0600
0.0000
4.0000
Q.0000
0.0000
Q.60
357661
59,9470
64,5390
64.7741
61.7532
61.7338
665432
64,3659
£1.5669
62.8430
20 4852
63.9739
£9.9145

607730 629519 64 2988 68.4019

58.3935 60.9629

64 8332

35 63,1378 60.6058 34.7348 60.2143 64.1687
304830 578127 34.3566 090290

36 638216 68.2742

&7 1365
632973

0.0000
0.0000
00004
0.0000
8.0000
00000
0.0000
0.0000
G.0000
0.6000
06000
G 0000
6. G000
0.0000
60000
4.0060
6 0000
0.0000
0.0000
G.0000
47.9969

COL21

0.6000
0.0000
0.0000
$.0000
0.G000
0.0000
0.0000
8.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
4.0000
0.0000
G.0000
{.0060
0.0000
{6060
€.0000
0.6000

657652 3589731
528328 337975 67.0584
64 8743 57.4336 67.5684 575953
50.1388 48.4163 64,2708 655693 62.2518
6 0.0030 647410 66,6415 62.3647 65,3579
61.2917 58.627% 63.8965 50.9683 68.2981 54.53970 65.9477
67.0735 69.7212 60.8213 634286 62.5489

5423653 593910
49,6399 44.4249
GRO510 52.344]
603258 56.3251
64,1923 595792
64.4316 60.4829
64.0487 61.7583
574121 672751
33.1M7 332738
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COL22

0.6000
0.0000
0.0000
6.0000
€.0000
0.0000
0.0000
0.6000
0.0000
§.0000
40000
0.0000
0.0000
00000
34,0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.6000
0004
0.0600
0.0000

COL23

00000
0.0000
6.0000
(.00
0.0000
0.0000
0.0000
§.0000
0.0000
0.0000
0.00040
0.0000
0.0000
00600
{.0000
G.0000
0.60060
0.6000
0.0000
0.0000
{6080
0.0000
§.0000

COL24

6.0000
0.0000
0.0004
0.0000
8.6000
{.0000
0.0000
G.0000
0.0000
00000
0.6000
0.0000
6.0000
0.0000
£.0000
$.0000
0.0600
0.0000
UREELY
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
00060

COL2S

£.0000
(0000
0.0000
0.00G0
0.0600
0.0000
0.0000
0.0000
00000
0.0000
$.0000
00000
0.0000
0.0000
0.0040
0.0000
$.0000
1.0000
(0.0000
0.00434)
0.0000
0.000G
§.0000
0.0000
G.0000
62,4424

£OL26G

0.0000
0.000¢
0.0600
0.0000
0.0000
0.0000
0.6000
0.6080
§.0000
$4.0000
0.0000
0.0000
0.0004
G.0000
0.0000
0.0600
§.0000
36000
0.0000
0.0000
0.6G00
0.0000
0.0000
0.0000
00000
00000

387477 551496 56.1895 494478 50.0913
61.8027 53.6066 620245 50.3244 60.6191
60.2407 57.2035 595795 48.9050 55.4288
690391 63.2292 67.5061 62.5170 66.5676
TO.Z166 65.6708 69.7410 65.4330 68.0832
T0.8870 668519 69.3360 65.4508 68.5108
596841 52,9489 63.1717 47.5796 62.2885
39.8020 60.2935 56,1360 524380 56,7958



(MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTERDIDA - CONTINUACAO)

GBS;C’(}LE'? OOL28  COL29 COL3¢ COL3t COL32 ©COL33 COL3d COL3S COL36 CIDADE

AE=d- R R S L I

10
il
12
13
14
i3
16
17
1£.4
i%
20
21
22
23
24
23
26
27
28
29
30
31
32
33
34
38

0. (K00
0.0
5 0000
0.0000
00000
B,0000
0.0000
G 000G
0000
6.0000
£.0000
D 40K
{.0000
£.0000
{0000
01,0000
{6000
0.0000
0.0000

00000

0.0000
0.0000
0.0000
1.0000
0.0000
0.0060
0.0000
533713
552859
56.4421
53.0628
64.1670
65.8833
65.4554
63.2362

36 532783

08000
{0000
0.000
§.0600
{.0000
G.0000
§.6000
£.0000
0.6000
0.0000
¢.0000
(3.00600
Q0000
0.0000
0.50040
0.0000
0.0080
0.0000
G.G000
{.0600
.0000
.0000
£.0000
0.0000
0.0000
60000
{0000
Q.0000
526300
54,0454
58.6647
64 4763
66,0092
681098
577359
36.9762

0.0000
(.0000
0.06080
4.0000
0.0000
6.06000
0.0000
Q.6000
§.0000
0.0000
2.0000
6 .0000
$.0000
{$.0000
0.00H)
$.0000
0.0000
0.0000
0.6000
6.0000
$.0000
HELELY
0.06000
G6.0000

0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

48,1937

59.2193

64.0818

61.3169

59.5628

57.4822

66.8362

0.0000
0.0000
0.000G
.06000
0.0000
{0000
£1.0000
8.06000
0.0000
$.0000
0.0000
0 K00
0.0000
0.0000
0.6000
60000
0.0000
€.0000
{.0000
{0060
{0000
0.0000
$.0000
0.0000
£.0000
0.0000
0.0000
£.0000
0000
£.0000
66.3822
63,5500
64,3875
62.9967
64,5903
58.9448

0.0000
£.0000
0.00040
0,000
0.0000
G.0000
0.00060
05060
0.0000
0000
0.0008
$.0600
40000
0.00040
0.0000
0.0000
£.0000
0.0000
0.0000
(.0000
0.0000
Q000K
0.00060
0.6060
(.0000
6.0000
0.0000
0.0000
0.06000
G.0000
§.0000
672420
64 598}
63.3155
65,9865
67.3856

®HF %k

00000
0.£000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
60000
0.0000
0.0000
0.0000
4.0000
0.0000
0.0000
0.0000

(.5000
0.0000
00000
6.0000
6.0000
£.0000
6.0000
0.8000
40000
4.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

71.3259

70.4753

65.6709

67.8693

pREE

0.0000
0.0000
.0000
§.0000
{0.6000
(.0000
§.0000
6.06000
£.0000
00030
Q0000
{0600
G.0000
G.0000
0.00600
0.0600
0.0000
0.0000
0.0600
3.0000
00000
0.0000
¢.06000
G.0000
0.0000
0.0004)
00000
G.0000
0.6000
{6000
0.6000
0.0000
0.0000
71.6447
64 8355
642238

EEREERRE
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€.0000
0.0000
0.0
0.0000
G.0000
0,0000
¢.0000
0.0000
5.0000
00000
0.0000
00000
£,0000
(0004
&.0000
£.0000
0.0000
(0000
€.0000
&.0000
.0000
(.0000
.0000
€.0000
0.0000
0.0000
3.0000
{0000
040000
¢.0000
{0000
€.0000
{.0000
0.0000

64,4054 -

62 2810

Pk

43,0000
{0000
0.0000
{£.0000
0.0000
0.0000
4,0000
$.0000
0.0000
0.0000
0.0000
40000
$.0000
{.0000
4.0060
G.0000
£.0000
00060
£.0000
00000
00000
00000
£.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
G.O000
4.0000
0.0000
€.0000
00000
0.00600
4.0000
0.0000
62.3119

REES
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ARUJA

BARUERI
BIRITIBA-MIRIM
CAIEIRAS

CAJAMAR
CARAPICUIBA

COTIA

DIADEMA

EMBU

EMBU-GUACU

FERRAZ DE VASCONCE
FRANCISCO MORATO
FRANCO DA ROCHA
GUARAREMA
GUARULHOS
ITAPECERICA DA SERR
ITAPEVI
ITAQUAQUECETUBA
JANDIRA

JUQUITIBA
MAIRIPORA

MAUA

MOG! DAS CRUZES
OSASCO

PIRAPORA DO BOM JES
POA

RIBEIRAC PIRES

RIO GRANDE DA SERR
SALESOPOLIS

SANTA ISABEL
SANTANA DO PARNAIB
SANTO ANDRE

SACQ BERNARDO DO CA
SAO CAETANO DO SUL
SUZANG

TABOAO DA SERRA



Pt RN« RV w.w.%
L)
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33
33
34
35
36

COLY COL2
GO 400
4511 (.00
G080 4811
2898 4200
2898 4200
4811 400
ZE98 4200
4811 08
4811 400
G 481
4811 4@
4811 .00
ROE 4200
006 4811
39549 2320
4811 .00
4898 4100
4811 HELY
000 4811
006 4811
006 4811
4811 000
48.13 6.80
39549 2020
060 4811
2898 4200
2898 4200
RS 42.00
400 4311
000 4811
oo 4831

1578.84 1619.06
39549 23020

1578.84 1619.06
48,11 400
48.11 .00

MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOEIS ESTENDIDA

COL3:  COLg
&K} (40
0.4 G40
.00 G400
2898 HELE
g Rk ey
4811 4244
898 HAEA
4% 11 42 80
48 11 43 04
oo ZRSE
48 11 22 4
4811 424
pL ARLH
Ry 2RO
US4 35638
4811 4300
2898 {5 4}
4811 42400
4,00 2898
(43 28,88
AT 2598
4811 43 44
48 11 4290
38549 353625
G006 2898
2% 98 .00
2898 L
2898 .06
06 XR9E
400 28938
G006 2898
1578.84 160260
39549 33625
1378 84 160269
4811 4200
481 4200

BLOCC DAL CATEGORICAS

COLS

GO0
Q.04
R
(.81
R84
4205
.00
47 6
42 6
28 88
L300
L2050
4K
2598
315625
4200
0.04
42 00
2898
2898
2598
4206
4260
3RA 25
2898
600
0 {33
£1.043
28.9%
28.9%
%98
1602 .66
15625
150269
42 06

42060

COLY oL oLt COLu
(RS ALY AL £ .85
iy HELS: HALY G (3
£2.84s AR LY (REL (.4
G0 ik X4 UREY
HEEE L {1 8K §.40
g G HELL (.00 .04
£ Lk LR HREE ALY
0.4 {105 HRLE HREE
AL UREE XS4 .00
4811 HELE 1Y {00
G000 481 AL £k 0
gl 481 ALY {14
4200 2E9E 4200 410D
AR 1} 000 4811 981}
IR0 3NB4R Oy G
GO0 4811 IREY A
43100 ZE9E 4200 4200
G.00 4811 400 3.4
4811 000 4811 48,51
4811 g0 4813 4% 11
3.1 Q00 4811 45.11
.60 4811 .00 6.00
0006 481} 0.00 $.00
220320 3954% 22020 22020
48 11 0.0 4831 481}
4200 ZRWE 4200 43400
4200 2898 4200 4200 o
4300 2898 4200 4200 004
4811 000 4851 4831 Znoesm
4811 SO0 4B 4801 29
4R 11 GO 4837 4811 i

161906 161900 157884 161906 161906 1o én

22020 22020 39549 23020 2200

35525

161906 161900 IS7E84 161406 161906 1802 64

COLe  COLT  OOLE
HEEE .08 G
(e G4 000
AL 6086 G
000 GO L
000 G006 G0
HRLE 00 Lo
42 046 .00 L
G0 4200 .00
0.8 4300 G40
4831 ZEBR 481D
GOt 4100 €00
G0 4700 £ £¥5
LR GO0 4200
4811 R 9 4R}
A 3A52F FMLIC
GO 4200 .00
47 (8} GO 4200
G680 4208 4.00
4831 2R9E  §B 1}
4811 2898 4& 1}
4811 2388 a8l
900 4200 8
0.8 4200 HELY
22020 33625 22020
R.1F 2RO 4Rt
42.00 000 4200
4200 G 4200
42.00 GO 4200
4811 2R%% 481}
4811 ZB9E 48 1
4811 ZE9R 481
161%.06 1602.62
2HL20 35635
1619.06 1602.69
000 4200 OO0
000 4206 000
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0.00

4811
38,1t

6.08
ALY

000 42k
QG0 4zt



MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANORBIS ESTENDIDA

BLOCO DAS CATEGORICAS
- CONTINUAGCAQ -

OBS COLI4 COLIS COL16 COLI7 COLI®8 COL19 COL20 COL21 COL22 COL23 COL24 COL2S
1 000 000 000 006 000 000 000 000 000 000 000 Q00 000

2 600 000 0.00 000 000 000 000 00C 000 000 000 000 000

3. 000 DO8 000 000 000 Q00 Q00 000 000 000 000 000 000

4 000 OO 000 G000 000 000 000 GO0 000 GO0 000 000 000

5 . Q06 (400 000 000 000 000 000 000 Q03 600 000 000 000

& - 000 00 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

7 0006 000 000 000 000G Q00 000 000 000 000 000 000 000

8 000 000 080 000 000 000 000 000 000 000 000 000 0.00

g 000 000 GO0 000 000 000 600 000 000 00X 000 000  0.00

10 600 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

11 6o 600 600 006 000 000 000 000 000 000 000 000 000

12 000 0683 000 000 000 008 000 000 000 000 000 000 000

13 000 008 000 000 000 000 0060 000 000 000 000 000 000

14 - 000 900 000 0.00 000 500 000 000 000 000 000 000 000

15 39549 000 000 606 000 GO0 000 0600 000 000 Q00 000 0.00

16 - 4811 220206 6.00 000 060 000 000 000 000 000 000 000 000

17 2898 35625 4200 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

18 4831 22030 000 4200 600 000 000 000 000 000 000 000 000

19 600 39549 4811 2898 4811 000 000 000 000 000 000 000 000

30 00D 39549 4811 2898 4831 000 000 000 000 000 000 000 000

21 000 39549 4811 2898 4811 000 000 000 G600 000 000 000 000

27 - 4811 22030 000 4200 000 4811 4811 4811 000 000 000 000 000

23 - 4831 22020 000 0 4200 000 4811 4811 4811 000 000 000 000 000

24 19548 000 22020 35625 22020 39549 39549 39549 22020 22020 000 000  0.00

25 000 39549 4811 2898 4811 000 000 000 4811 4811 39549 (.00 000

26 2898 356325 4200 000 4200 2898 2898 2898 4200 4200 35625 2898 (.00

¥7 2898 35625 4200 000 4200 2898 IR9% 2898 4200 4200 35625 2898 0.00

38 2898 35625 4200 DO0 4200 2898 2898 2898 4200 4200 35625 2898 0.00

29 800 39349 48.11 289% 48311 000 000 000 4811 4811 39549 000 2898

30 000 39549 4811 2898 4811 000 000 000 4811 4811 39549 000 2898

31 BAD 39549 4811 2898 4811 0.00  0.00 000 4811 4811 39549 000 28
32 1578.84 1644.58 1619.06 160269 1619.06 1578.84 1578.84 1578.84 161906 1619.06 164458 1578.84 160269
27 30549 000 22020 35625 22020 39549 39549 39549 22020 22020 000 39549 3562
14 157884 1544.58 1610.06 1602.69 1619.06 1578.84 1578.84 1578.84 1619.06 1619.06 1644.58 1578.84 1602.69
35 4813 22020 000 4300 000 4811 4811 4811 009 000 22020 4811 42
16 4811 22000 000 4200 000 4811 4811 4811 000 0.00 22020 4811 42
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VATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTENDIDA
BLOCO DAS CATEGORICAS

OBS - COL27T COL28

COL29 COL30 COL31 COL32 COL33 COL34 COL3S
0.00 0.00 0.00 o0 G O
000 6.00 600 000 @ 90
6.00 0.00 .00 060 ¢ O
4.00 0.00 G.00 000 0 O
4.00 0.00 (.00 006 0 O
0.00 6.00 0.00 000 0 6
0.00 0.00 0.00 000 0 0
§.06 0.00 6.00 600 O 0
.00 0.00 0.08 600 0 0
0.00 000 G.00 00 G0
0.00 0.00 0.00 oo 0 0
0.00 0.00 .00 o 00
8.00 6.00 .00 000 0 O
6.00 6.00 0.00 oo G 0
.00 0.00 6.00 a6 0 O
000 6.00 4.00 gos ¢ 0
0.60 400 0.00 0 0 O
0.00 .00 0.00 go0 ¢ O
0.00 0.00 Q.00 g0 0 0
0.00 000 000 o 9 0
.00 0.00 .00 o0 © 0O
(.00 0.00 0.00 000 0 O
5.00 0,00 6.00 00 0O O
0.00 0.00 0.00 LE LU B
HELY 0.00 0.00 D00 0 O
0.00 .00 0,00 oo & 0
0.00 8.00 200 oo 0 0
0.04 0.00 0.00 080 0 0
0.00 600 0.00 g0 0 0
6.00 0.80 .00 060 ¢ 0
0.00 ¢.00 4.00 o 0 0

1578.84 .00 0.00 000 O 0
39549 164458 0.00 60 0 4
157.84 - 000 164458 oo 0 0O
48.11 161906 22020 161906 © O
48,11 161906 22020 161906 O O

VR 1 11 ] 0.60 0.00
2 000 060 .00
3 4.00 .00 0.00
4 8.00 .00 0.00
5 .00 .00 0.00
& 6.00 04.00 0.00
fi .60 G.00 0.00
8 600 8.00 6.00
¢ $.00 6.00 8.00
16 (.00 6.00 000
I3 6.00 .00 .00
12 0.00 400 000
13 6.00 8.00 8.60
14 4.00 0.00 0.00
is 0.00 .00 0.00
16 .00 0.00 4.00
17 .00 0.00 0.00
18 0.00 6.00 0.00
19 (.00 600 000
20 000 6.00 0.00
21 0.00 .60 0.00
2 0600 0.00 0.00
23 0.00 .00 0.00
24 0.00 000 0.00
25 0.08 000, 0.00
26 Q.00 0.00 0.00
27 0.00 .00 0.00
28 000 6.00 0.00
29 2898 2898 0.00
30 2898 2R98 0.00
31 28498 2898 0.00
32 160269 160269 157884
331 38635 35625 39549
34 160269 160269 157884
35 42080 4200 48.11
36 4200 4200 48.1)

6.00
0.00
0.60
0.00
0.00
.00
0.0
ALY
£2.00
000
.00
0,00
(.00
0.00
G.00
0.00
0.00
4.60
0.00
.00
0,00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
8.00
0.90
0.00
460
0.00
1578 84
39549
1578 84
4811
48.11

*hRk

REBE

- CONTINUACAO -

wkkR Rk
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COL36 CIDADE

ARUIA
BARUERI
BIRITIBA-MIRIM
CAIEIRAS
CAIAMAR
CARAPICUIBA
COTIA
DIADEMA
EMBU
EMBU-GUACU
FERRAZ DE VASCONC
FRANCISCO MORATO
FRANCG DA ROCHA
GUARAREMA
GUARULHOS
ITAPECERICA DA SER
ITAPEVI
ITAQUAQUECETUBA
JANDIRA
JUQUITIBA
MAIRIPORA
MAUA
MOGI DAS CRUZES
OSASCO
PIRAPORA DO BOM JE
POA
RIBEIRAQ PIRES
RIO GRANDE DA SERR
SALESOPOLIS
SANTA ISABEL
SANTANA DO PARNAT
SANTO ANDRE
SAG BERNARDO DO CA
SAQ CAFTANO DO SUL
SUZANG
TABOAQ DA SERRA



MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTENDIDA

BLOCO DAS CONTINUAS

OB COL1 COL2 COL3 COL4 COLS ¢COLe COL7 COLg COLY COLI0 COLit COLiz COLI

000 000 000 000 000 000 000 000 - 000 Q00 000 000 0.00
8332 000 000 G600 £f0 000 000 000 400 000 GO0 000 000

42,57 13048 000 000 0O 000 0O 000 000 006 000 000 000
7858 9747 8211 GO0 060 000 000 000 000 000 000 000 000

4608 10888 6476 6407 000 000 000 000 000 000 000 000 000
8350 6097 11330 9955 10831 000 000 000 000 000 000 000 000

7114 8821 7535 6577 6243 9538 000 000 000 000 0D0 000 000

783% FTO1 10492 8754 9113 6907 BASS 000 00D 000 000 000 000
8969 6417 121.535 9630 10371 69.56 8690 6777 000 000 06 000 000

100 4905 11536 43.09 38589 4429 9223 6635 8512 10437 000 006 000 000

11 6469 3654 10725 8883 9144 5741 8248 5738 3271 7918 000 000 000

12 6362 50621 8515 8181 9692 6332 8275 53.8%F 353526 6333 4352 000 000

13 8513 10482 9450 669 6526 OR7Y 6995 9986 10417 B125F 9501 9116 000

14 6278 11429 5752 9836 6653 10449 8999 9629 11007 6108 9142 B0.13 10267

15 425315 23271 52635 44798 49659 29639 47183 27907 29461 47418 25964 34017 46001
16 6R7Y 4507 131083 9341 100464 3750 B735 5646 61.10 7849 4336 30.98 108.01

17 6634 6086 7102 5581 4712 7697 60.89 7347 T067 35703 6981 4794 6198

18 5884 4793 6715 7428 7231 6391 7229 6616 6130 6400 4235 5078 8347

19 4085 10243 6271 B0O26 5691 8800 6766 7355 9536 5451 7470 61.00 8341

20 45531 11480 5490 HX.61 7007 10068 9887 9345 10195 5429 9592 8193 10763

21 5283 9456 5473 5755 4070 8323 38533 7349 8762 33557 5341 &L00 71321

22 10252 6180 12902 1111} 11781 7077 10482 6768 69.51 11376 5679 6400 11853
23 8562 5039 10695 90.02 10110 6640 7991 39.061 6546 8518 53170 6123 9541

24 30340 14376 40635 32031 35788 20432 34970 19984 20536 35986 17128 23550 33942
25 5920 12692 6242 9394 63.63 1I887 7957 11255 12976 5527 11543 8663 99.09

6 T32S 11750 9376 5660 6424 11584 6262 10626 HI2TS 6533 9554 9891 6788

27 4991 8173 6710 5662 3505 71535 6143 6713 7136 5714 4823 5052 6544

28 7782 65535 6896 6041 6083 7861 6418 671 7303 5476 5959 6702 6629

29 4572 13632 3977 10509 6871 11864 8577 10638 12735 6327 101034 9074 9838

36 4156 10205 5846 $3.57 35839 9374 8314 8491 9313 4380 9222 7275 9126

3] 4833 10689 4896 6042 3243 10309 5595 9163 10280 4561 9350 81.37 64.25 :
32 1626.10 179971 170873 1616.07 1662.93 1672.17 1888.80 1676.53 1735.18 156477 156592 178887 1704.46
33 38839 21709 49191 40730 44920 27906 433.91 26985 27950 44203 24575 314.01 42368
34 1540.42 172036 1617.31 151703 1563.59 1594.30 179176 1600.40 1661.95 147273 148593 1711,92 160829
35 S569% 5571 85493 RO37 9177 6324 B128 6252 6104 6372 3837 5507 9298

36 7333 5347 10643 11395 12356 6386 10266 5545 6133 9014 4832 5322 11523

R B LR T S
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MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTENDIDA
BLOCO DAS CONTINUAS |
' - CONTINUACAQ -

OBS; COLida COLIS COLlse COLi7 COLIS8 COLIY COL2G COL21 COLz22 COL23 COL24 COL2S

I 000 0680 000 000 000 000 000 000 000 000 006 000 (DO
2600 000 000 000 000 000 000 000 800 000 000 000 000
3600 000 000 000 000 O3 000 000 000 000 000 000 000
4 000 000 00 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
S 000 000 000 000 000 0060 000 000 000 000 000 000 000

& GO0 000 000 000 000 GO0 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000 GO0 000 G600 GO0 000 000 000 000

§ 000 000 0600 GO0 000 GO0 000 000 000 000 000 000 0.00

g 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 G006 000
10 000 D00 000 000 000 D00 000 000 000 000 000 00 0600
11000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
12 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 060 000 000
13000 000 080 000 0060 000 000 000 000 000 000 000 000
14000 600 000 000 000 000 000 000 000 000 000 600 000
15 45964 000 000 000 000 000 000 GO0 000 000 000 800 000
16 9301 29742 GO0 000 000 000 000 000 008 000 000 000 000
17 B3.79 36806 8949 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
18 7530 33997 4896 6180 000 000 GO0 GO0 000 000 000 000 000
19 6633 49025 $7.94 6552 4399 000 000 000 000 000 000 000 000
30 6405 44050 7599 8566 6619 5577 000 000 000 000 000 000 0.00
21 5975 43243 7743 5658 5301 5091 4800 000 000 000 000 000 000
22 12121 27444 5173 B187 6183 10245 11822 9534 000 000 000 000 0.00
23 9154 26810 3436 5910 5362 $359 8619 7408 6706 000 000 000 Q00
24 33989 5693 20505 255.36 258.97 36026 32601 30945 18289 16386 000 000 0.00
25 6330 53724 11903 8146 8245 6173 3014 4842 13711 11931 40890 000 000
2% 9020 46290 11727 5246 8511 7513 9535 7180 12494 10234 34196 8996 (.00
27T 7270 39503 7150 5262 5065 5277 8005 4910 8226 510! 28595 6553 6595
28 8187 42678 7567 5470 5506 6010 79.13 5600 8924 73.56 29852 8049 6255
29 6287 523.84 11400 8225 9107 62.8%F 4964 4442 13511 11242 39575 4945 §1.0%
3 62.54 47809 IBS5 VIO 5629 6049 6805 S254 107.59 8030 357.3% 5032 £1.14
31 6517 49409 9356 5452 7259 6397 6033 5653 11550 9337 36569 4891 49.39
32 1667.38 172242 1769.17 1758.69 168746 161628 1532.07 1621.85 1766.62 160631 1598.54 1679.74 156869
33 42407 66.12 28145 336.90 328.77 44893 40761 39452 25743 24382 6974 49411 426.56
34 1575.80 171504 168838 1660.67 1611.28 1321.12 1439.54 1531.64 1689.99 152951 1595.14 159029 1474.09

15 8210 29565 3473 6801 64.17 6731 7386 7269 3968 3293 20464 8651 10163
36 HL9Z 29481 5948 8819 5436 9417 9286 7988 5980 6029 18910 11230 1187}
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JATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTENDIDA
SLOCO DAS CONTINUAS

~ CONTINUACAO -

OB COL27 COL28 COL2Y COL30  COL3l COL32 COL33  COL34 COL3S (oL CIDADE

W08 =3 I LA 3 Led R e

H.80
0.00
0.00
0.00
5,00
0.60
0.00
000
$.00
B
L0
;(3.3(}
ARLY]
£.00
0.00
.00
(.00
0.00
.00
Q.00
000
4.00
000
600
200
0,00
0.00
5337
6969
6038
2944
1581 A%
36542
148639
6264
7RG

000 000 000 000 000 000 000 00000 O ARUJA
000 000 000 000 000 000 000 60000 ¢ BARUERI
000 000 000 000 000 000 000 00000 0 BIRITIBA-MIRIM
000 000 000 600 000 000 ©00 00000 0 CAIERAS
000 000 000 000 000 000 000 00000 0 CAJAMAR
000 000 000 000 000 000 000 00000 O CARAPICUIBA
600 000 000 00D 000 000 000 00000 © COTIA
GO0 000 000 000 000 000 000 00000 © DIADEMA
000 000 000 000 GO0 000 000 00000 0 EMBU
000 000 000 000 000 000 000 00000 0 EMBU-GUACU
000 000 000 000 0600 000 000 00000 ¢ FERRAZ DE VASCONCELOS
000 000 000 000 000 000 000 GO0000 0 FRANCISCO MORATO
000 000 000 000 000 000 000 00000 0 FRANCODAROCHA
900 000 000 000 000 D00 000 00000 0 GUARAREMA '
000 600 000 000 000 000 000 00000 0 GUARULHOS
040 000 000 008 000 000 000 00000 © ITAPECERICA DA SERRA
600 000 000 000 000 000 000 00000 © ITAPEVI
000 000 000 000 000 000 000 00000 0 ITAQUAQUECETUBA
400 000 600 000 000 000 000 00000 0 JANDIRA
000 000 000 000 000 000 000 £0000 © JUQUITIBA
000 000 000 600 000 000 000 00000 © MAIRIPORA
000 000 000 000 000 000 000 00000 0 MAUA
000 000 000 000 000 000 000 00000 O MOGIDAS CRUZES
000 000 000 000 000 000 000 00000 O OSASCO
000 000 000 0600 000 000 000 00000 © PIRAPORA DO BOM JESUS
000. 000 000 000 000 000 000 00000 0 POA
000 000 000 000 000 000 000 00000 0 RIBEIRAOPIRES
000 600 000 000 000 000 000 00000 O RIOGRANDE DA SERRA
7317 000 000 000 000 000 000 060000 0 SALESOPOLIS
6411 4819 000 600 000 000 000 00000 0 SANTAISABEL
4117 5927 6638 000 060 000 000 0.0000 O SANTANA DO PARNAIBA

160631 174659 172793 161687 Q00 000 000 0000 € SANTO ANDRE _
IR5.68 48290 44177 45273 led47 76 000 000 0003 O SAOBERNARDD DO CAMPO
150730 164969 163300 152036 7048 164285 000 00000 0 SAD CAETANO DO SUL

6096 9994 7247 8734 140666 27820 1417.00 0.0000 © SUZANO

8273 1343 %196 1988 160470 26908 152066 623119 0 TABOAQG DA SERRA

wEEE ok FEEEEEXE wEFE ok
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MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ESTENDIDA

BLOCO DOS PRODUTOS CRUZADOS

OBS COLY COL2 COL3 (COL4 COLS COL6 COL7 COL8 COLY COLio COLil COL1Z CO

I 000 000 0600 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
2 09316 000 800 000 000 000 000 0600 000 0O0 000 000 000
30000 -12095 000 000 000 G000 000 000 000 000 000 000 000

4 -54.16 8205 6039 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

5 L2653 5096 43276 000 000 000 000 000 000 000 600 000 000

6 -70L19 000 9899 7580 8451 000 000 000 600 000 000 000 000

7 -42.9% -73.51 -49.21 000 000 6706 000 000 0G0D0 000 000 000 000

8 6505 000 -9284 6882 712 000 6027 000 600 000 000 000 000

g L7857 000 -10636 -T255 8146 000 6401 000 000 000 600 000 000

10 000 -103.15  0.00 -48.88 -21.25 -81.19 -37.70 -7504 -88.56 000 000 000 000

11 Z73.98 000 -10L.77 -74.66 -8357 000 -66.12 000 000 8397 000 000 0.00

12 -5690 000 8478 4874 7765 000 6020 000 000 $5698 000 000 000

I3 <5451 -8§5.44 6074 000 080 7899 000 7220 -7594 4923 7805 7213 000
14 000 103131 000 6000 -3238 8135 4882 -7520 8872 000 -8413 £$7.14 -60.35

15 276523 -397.61 -865.37 ~738.71 -782.31 -445.32 76270 -441.94 450.79 -817.54 42965 -496.47 -749.86
16 <7378 600 -101.57 8775 9665 000 -7920 000 000 8377 000 000 -91.13

17 4627 -64.44 5246 000 000 -57.99 Q.00 -5121 -5494 4094 -5705 -51.13 000

18 -4592 000 -73.72 5819 6730 000 -4965 000 000 5592 000 000 -6158

19 000 -9035 000 -34.19 -1656 6839 -33.00 -62.24 7576 000 -7L17 -54.18 -44.54

0 000 -104.90 000 7055 -42.92 -82.93 -59.37 7679 -90.31 000 -85.72 6872 -70.90

21 - 000 9181 000 4226 -1463 6985 -31.08 -63.70 7722 000 -7243 -5564 4261

22 <3882 000 -116.62 -8637 -9527 000 -77.82 000 0.00 -9882 000 000 -88.75

23 6973 000 -97.53 6804 7695 000 -59.50 000 000 -7973 000 000 -7143

24 64232 -304.04 ~742.45 61500 -658.59 -355.75 -638.98 -348.36 -357.21 -694.62 -336.07 -402.89 626.15
35 0 000 -12528 000 6272 3509 -10331 -31.54 -97.16 -110.69 0.00 -106.10 -89.10 -63.07

26 -47.95 9598 -54.17 000 000 8953 000 -8275 8648 -4266 -88.59 8267 0.0

27 3135 <5605 -37.59 000 000 -4960 000 -42.8] 4655 2607 4866 -4274 0.00

7% -3749 -5985 -4372 000 000 -5339 000 4661 -5035 3221 -5246 4634 000

39 000 12880 000 -66.19 -38.56 -106.84 -55.01 -10069 -114.2] 0.00 -109.62 9263 -66.54

0 000 9823 000 5377 2809 7626 -44.54 -70.12 8364 000 -79.05 -62.06 -56.07

3] 0 600 -107.70  0.00 2816 -053 -8574 -1698 -79.39 -93.11 000 -88352 -71.53 .285]

32 -3148.92 -3357.37 -3226.26 -3150.73 -3198.35 -3220.11 -3421.83 -3228.29 -3289.01 -3083.67 -3127.50 -3347.7% -3235.8
33 S124.34 S375.93 B24.47 696,87 ~740.47 -427.64 72086 42025 -429.10 -TT6.65 -407.96 -474.78 -708.03
34 -3056.54 ~3278.91 -3133.87 -3054.18 -3101.80 -3141.65 -3325.28 -314%.84 .3210.55 -2991.29 -3049.04 -3269.32 -3139.3
33 3492 000 8271 6741 <7631 000 -5886 000 000 6491 000 000 27079

% 7606 000 -103.85 £998 0889 000 -81.44 000 000 8605 000  0.00 -91.37
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JATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHAL ANOBIS ESTENDIDA
3LOCO DOS PRODUTOS CRUZADOS
| - CONTINUAGAO -

ORBRS. COLI4 COLIS COL16e COLI7 coLig COL19 COL2 COL21 COL22 COL23 COL24 (COL2S C

OO 000 000 000 000 000 000 000 000 000. 000 000 00
GO0 000 GO0 000 000 000 000 000 000 000 000 000 0O
000 006 000 000 000 000 000 00D 000 000 000 000 00
000 000 000 000 000  DO0 D00 000 000 000 000 000 0O
G060 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 0DOC 00
GO0 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 DO
600 600 600 GO0 000 000 000 600 000 G600 006 000 00
08 000  0PO Q00 DGO 000 000 GO0 000 000 000 000 00
Cp00 G000 000 000 000 GO0 000 000 000 000 000 000 00
10 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 00
11 600 000 000 000 000 000 000 €00 000 000 000 000 0.0
12 060 000 000 000 000 000 000 000 600 000 000 000 00
13. 6060 000 000 060 GO0 000 000 000 000 000 000 000 00
M 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 00
15 -789.13 600 GO0 000 000 000 000 000 000 000 000 000 00
16 8394 46256 000 006 000 000 000 000 000 000 000 000 00
17 5207 67104 <7014 0.0 oo 006 000 000 000 000 000 000 0O
18 5608 -50636 000 -4058 000 080 000 000 000 000 000 000 00
19 000 81692 -TO.98 3626 -43.12 000 000 000 000 000 000 000 00
20 600 77955 8552 6261 5766 000 000 000 000 000 0600 000 00
21 000 77043 7244 3433 4458 000 000 000 000 000 000 000 00
23 9898 42610 000 6876 000 -8602 -10056 -8748 000 000 000 600 00
23 1985 42004 000  -5044 000 6693 8147 6839 000 000 000 000 00
24 66627 000 -368.99 -54833 41278 69400 -636.63 -647.51 -33552 -32646 000 000 00
15 000 -86506 -10590 5479 7804 000 000 000 -120.94 -10185 74214 000 O
6 -5179 -736.57 -10168 . 000 7212 3797 6433 3604 -100.30 -8§1.97 63285 5650 0
3720 69162 <6174 000 <3219 2139 4774 <1945 6036 4204 57391 3991 O
28 43133 71767 6554 000 3599 2752 5387 2559 6416 4584 -59395 4605 O,
79 000 -857.97 -109.42 -5826 8157 000 000  0.00 -12447 10538 73505 GO0 .59,
30 000 81377 7885 4779 5100 800 000 000 9390 7480 -690.85 000 49
31 000 82452 8833 2023 6047 000 000  0.00 -10337 8428 70160 000 21
32 -3175.62 -3298 72 -3327.51 -3298.95 -3243.96 -3125.20 -3046.72 -3141.11 -3316.62 -3160.17 -3175.62 -3196.06 -3104.8 -
33 74824 000 44088 63020 -48467 77603 -TIB65 -729.53 40741 39835 000 82417 T4
34 -3083.23 -3395 49 -3249.05 -3202.39 -3165.51 -3032.82 -2954.33 -3048.73 -3238.17 -3081.72 -3170.39 -3103.68 -3008.2
35 .6508 ~45525 000 -4980 000 -5212 6666 -53.58 000 Q00 -36167 -87.04 .81
36 8631 -44674 000 7237 000 -7325 8779 7471 000 000 -353.16 -10R17 ~I03

Fr =TT R I R R Y O
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MATRIZ DE DISTANCIAS DE MAHALANORIS ESTENDIDA
3LOCO DOS PRODUTOS CRUZADOS

- CONTINUACAQ -

0BS (OL27 COL28  COL2% COL3G COL3l COL32 COL33 COL34 COL3S COL36 CIDADE
1 00 D00 00 00 000 000 000 000 O 0O ARUIA

24606 000 408 000 000 000 606 000 0 O BARUERI

3480 0DG 000 000 004 000 600 006 0 0 BIRITIRA-MIRIM

4 000 000 00 000 000 Q00 000 0060 O 0 CAIEIRAS

5 000 000 400 000 000 00 000 000 O O CAJAMAR

6 000 006 000 0060 000 000 000 000 O 0 CARAPICUIBA

70080 000 000 000 GO0 000 D00 000 O 0 COTIA

8000 000 000 Q08 06D 000 600 000 O O DIADEMA

g 000 000 4O 000 000 000 000 GO0 O 0 EMBU

10 600 000 800 000 600 000 000 000 0 ¢ EMBU.GUACU

i1 000 000 0006 000 000 000 000 000 0 0 FERRAZ DE VASCONCELOS
12 000 000 000 000 000 GO0 000 000 0 O FRARCISCOMORATO

13 600 000 000 0060 000 000 000 000 0 O FRANCODAROCHA

14 000 000 000 600 600 000 000 000 0 0 GUARAREMA

15 060 000 060 o0 000 GO0 06060 600 O O GUARULHOS

15 0060 o0 400 000 000 060 000 000 ¢ O ITAPECERICA DA SERRA

17 0 000 000 400 000 000 000 000 O O JTAPEVI

18 000 000 000 800 000 GO0 000 000 O O JTAQUAQUECETUBA

18 0 000 000 000 000 000 000 040 9 O JANDIRA

260 000 000 060 GO0 000 GO0 000 060 O O JUQUITIBA

21 000 000 000 000 000 000 000 GO0 O 0 MAJRIPORA

2600 008 000 000 000 000 000 Q00 O 0 MAUA

23600 000 000 000 000 002 000 000 O O MOGIDAS CRUZES

24 000 008 000 80 000 000 000 600 0 0 OSASCO

3060 G000 000 G8) 000 000 000 000 4 O PIRAPORA DO BOM JESUS
26 080 000 006 Q00 000 000 000 000 O 0 POA

27 008 060 000 000 0060 080 000 000 O O RIBERAGPIRES

28 009 600 000 000 006 000 000 000 © 0 RIOGRANDE DA SERRA

79 4338 4952 000 000 000 000 400 000 O O SALESOPOLIS

30 -3297 L3308 Q00 000 000 0080 (00 000 O O SANTAISABEL

35 536 -1149 000 000 D00 D00 000 0080 O O SANTANA DO PARNAIBA

32 312018 -3138.52 326135 -3241.23 -3128.47 0.00 0.00 600 0 ¢ SANTO ANDRE

33 65378 67583 81708 77187 -78362 -3121.02 0.00 000 ¢ 0 SAOBERNARDO DO CAM
34 -3023.63 -3041.97 -3168.97 -3148.84 -3036.08 060 -321579 000 0 ¢ SAOCAETANO DO SUL
35 ~4140 4520 L9057 L5599 56947 3058006 43336 2971600 0§ SUZANO

1% H398 6778 -HILT0 BLI13 9060 315590 42505 307744 © 0 TABOAO DA SERRA
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ANALISE DE AGRUPAMENTO PELO METODO HIERSRQUICO DE LIGACKO MEDIA

Harbher
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AMALISE DE AGRUPAMENTO PELO METODO HIERARQUICO DR LIGACRO COMPLETA

Bumber
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Clusters
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ANALISE DE AGRUPAMENTO PRLO METODO HIERARQUICO DE LIGACRO SIMPLES
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