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Resumo

Neste trabalho utilizamos a teoria dos conjuntos fuzzy de duas maneiras distintas para
a modelagem de dinamica populacional como alternativa para a modelagem deterministica:
problema de valor inicial fuzzy e sistemas baseados em regras fuzzy.

Apresentamos algumas das principais propriedades da solu¢ao de um problema de valor
inicial fuzzy obtida por extensao de Zadeh do campo variacional deterministico ou do fluxo
derterministico.

Elaboramos bases de regras para dinamica populacional de espécies isoladas com cres-
cimento inibido e espécies em interagao do tipo competicao, presa-predador e mutualismo.
Além disso, estabelecemos alguns resultados sobre a existéncia e unicidade de estados de
equilibrio para sistemas p-fuzzy unidimensionais e bidimensionais.

Experimentos computacionais sao feitos para a validagao dos resultados encontrados e
modelos aqui propostos.
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Introducao

As equagoes diferenciais e de diferencas deterministicas constituem uma poderosa fer-
ramenta para a modelagem de fenémenos cujas variaveis de estados estao sujeitas as
variagoes ao longo do tempo. Em particular, estas ferramentas tém sido usadas desde o
século XIX para a investigacao do crescimento e declinio de populacoes. Os modelos de
Malthus (1978), Verhulst (1838) e Lotka-Volterra (1926), sao considerados os pioneiros
nesta area de aplicagao.

No entanto, a modelagem de dinamica populacional através de equagoes deterministicas
esta quase sempre incompleta devido a complexidade do fenomeno e incertezas envolvidas
nos parametros e condicao inicial do modelo.

O surgimento da teoria dos conjuntos fuzzy em 1965 por L. A. Zadeh ([24]), tem
contribuido de maneira significativa para o desenvolvimento de novas ferramentas para a
modelagem de fendmenos incertos. Dentre estas contribuigoes destacamos o tratamento
das equagoes diferenciais com incerteza nos parametros e condicao inicial (equagoes dife-
renciais fuzzy), primeiramente estudadas por Kaleva ([7]) e Seikkala ([21]).

Embora a modelagem através de equagoes diferenciais fuzzy seja capaz de comportar
subjetividades inerentes aos parametros (fuzzyness ambiental) e condigao inicial (fuzzyness
demogrdfica) de modelos de dinamica populacional, esta ferramenta nao é aplicavel a
modelagem de fenomenos onde as relagoes entre variaveis de estado e variagoes sao somente
conhecidas parcialmente. Isto vem do fato de que os modelos formulados por meio de
equacoes diferenciais fuzzy estao associados a modelos deterministicos.

A modelagem envolvendo incerteza tanto nos estados assumidos pelas variaveis e va-
riacoes quanto na relacao entre as mesmas, também pode ser feita através da teoria dos
conjuntos fuzzy, mais precisamente por meio de controladores fuzzy.

O que propomos neste trabalho é a modelagem de dinamica populacional dada por um
processo iterativo onde a relagao entre os estados das variaveis e suas respectivas variagoes
sao dadas através de controlador fuzzy do tipo Mamdani. Tais sistemas sao denominados
sistemas dinamicos p-fuzzy.

Este trabalho esta estruturado em quatro capitulos como se segue.



No primeiro capitulo, vamos rever alguns dos principais modelos deterministicos para
dinamica populacional de espécies isoladas e em interacao, bem como apresentaremos
alguns dos resultados mais importantes da teoria de estabilidade no sentido de Lyapunov
para sistemas dinamicos. Na secao 1.2, apresentaremos modelos continuos de dinamica
populacional para espécies isoladas com a andlise do comportamento da solucao de cada
modelo e sua respectiva solucao. Os modelos continuos para interacao entre espécies
serao analisados matematicamente na secao 1.3. Alguns modelos discretos também sao
analisados na secao 1.4.

No capitulo 2, abordaremos as equacoes diferenciais autéonomas com incertezas nos
parametros ou na condicao inicial através da extensao de Zadeh do campo e fluxo deter-
ministico. Apresentaremos também alguns resultados sobre o comportamento da solugao
fuzzy obtidos por ambas as metodologias. Na secao 2.3, mostraremos que se o fluxo deter-
ministico admite um ciclo limite globalmente assintoticamente estavel, entao o suporte do
fluxo fuzzy associado converge para o mesmo ciclo limite. Sao dados alguns exemplos de
aplicagoes dos métodos desenvolvidos neste capitulo em modelos de dinamica populacional.

Algumas defini¢oes e resultados importantes sobre sistemas p-fuzzy sao dados no
capitulo 3. Veremos que se os conjuntos fuzzy que definem os estados das varidveis en-
volvidas na modelagem satisfazem algumas condicoes, entao o sistema p-fuzzy admite um
unico estado de equilibrio.

No capitulo 4 sao dadas aplicagoes dos sistemas p-fuzzy para modelagem de dinamica
populacional de espécies isoladas com crescimento inibido e para espécies em interacoes
do tipo competicao, presa-predador, mutualismo e interacao com dependéncia da densi-
dade populacional. Na secao 4.4 desenvolvemos um algoritmo para busca do estado de
equilibrio baseado na base de regras do sistema p-fuzzy bidimensional. Além disso, usare-
mos dados fornecidos pela base de regras por meio do controlador fuzzy para a estimativa
de parametros de modelos deterministicos para espécies isoladas e de interacoes do tipo

competicao e mutualismo.



Capitulo 1

Revisitando os modelos classicos

1.1 Introducao

A investigacao do crescimento e declinio de populagoes é, historicamente, o mais antigo
ramo da ecologia matematica ([3], [18]).

As equacoes de diferencas e diferenciais, desenvolvidas apds o aparecimento do Calculo
Integral e diferencial o final do século XVII, sem duvida tém contribuido para a modelagem
de dinamica populacional.

Neste capitulo vamos rever alguns dos principais modelos deterministicos, no contexto
histérico, para dinamica populacional de espécies isoladas e em interacao. Algumas propri-
edades sobre o comportamento da solugao de equacgoes diferenciais e de diferencas também

serao apresentados para auxiliar na analise matematica dos modelos aqui apresentados.

1.2 Dinamica Populacional para espécie isolada

As mudancas quantitativas que ocorrem na populacao de uma determinada espécie sao
ocasionadas por trés fatores: a natalidade, a mortalidade e a migragao. Sendo assim, a
varia¢do de uma populacao p = p(t) em relacdo ao tempo ¢, é determinada por

dp(t)

T natalidade — mortalidade + migracao. (1.1)

O processo migratério nao é levado em consideracao se a populacao for tratada isola-
damente. Se a natalidade e a mortalidade sao dadas em funcao da populacao p, entao a

equagao (1.1) pode ser reescrita como uma equagao auténoma



W _ fp) (1.2

onde f(p) satisfaz f(0) = 0, isto é, se ndo ha nenhum elemento na populagao entao esta
nao varia, pois nao pode haver natalidade ou mortalidade em uma populagao nula. Essa
condicao ¢ indispensavel pois ela coibe o aparecimento espontaneo de individuos.

Se a fungao f(p) é suficientemente suave para que possamos expressi-la como uma

série polinomial (série de Taylor), entao temos

o0

F)=> ap'. (1.3)

i=0
Porém, como f(0) = 0, entdo o primeiro termo da série acima é nulo, ay = 0, 0 que nos

permite reescrever a equagao (1.2) como

dp(t
ﬂ = play + asp* +azp® +...)

dt
= pA(p).

A fungao A(p) é denominada indice de crescimento relativo uma vez que,

(1.4)

_ ldp(?)
Cop dt

A(p)

Considerando que no instante inicial ¢ = 0 o ntimero de individuos é p(0) = py > 0,

entao temos um problema de valor inicial para a expressao (1.4)

dz—? = pA(p)
(1.5)
p(0) = po.

Em geral, queremos determinar o comportamento da dinamica populacional em um
periodo de tempo. Sendo assim, é importante obter o maior nimero de informagoes do

modelo que descreve a situagao como, por exemplo, os estados de equilibrios.

Definigao 1.2.1. Dizemos que o ponto p* € um estado de equilibrio para a equagdao (1.2)
quando p'(t) = f(p*) =0

Se consideramos a dinamica de uma determinada populagdo modelada conforme (1.2)



entao, pela formula de Taylor, temos que, suficientemente préximo de p* vale

dp _

o= fp) = f") + f'(p")(p—p")

logo, como f(p*) = 0, separando as varidveis obtemos

que por integragao no intervalo [0,¢] nos fornece

1 PO =P _ I

= f'(p"t <<= |pt)—p*| =Ip, —p" el Pt
OVl iy b0 51 = I~

Assim, dependendo do sinal de f’'(p*), a solugdo converge para o estado de equilibrio

p* ou diverge de p*. Dizemos entao que o estado de equilibrio é localmente:
1. assintoticamente estavel quando f'(p*) < 0;
2. instavel quando f'(p*) > 0.

Do ponto de vista de aplicacao em biomatemadtica, os modelos com crescimento ini-
bido sao os mais utilizados. Estes modelos sao caracterizados por possuirem um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel, isto é, a populacao tende a se estabilizar. Mate-
maticamente, isto significa que existe k& # 0 tal que A(k) = 0. Este valor é denominado
capacidade suporte.

Os modelos com crescimento populacional inibido tém algumas caracteristicas basicas:

1. O crescimento relativo A(p) é decrescente com relagao a p e A(p) — 0 quando p tende

a capacidade suporte k (figura 1.1a);

2. A variacao absoluta é crescente no inicio e depois decresce tendendo a zero (figura
1.1b);

3. A variagao é negativa se p(t) > k (figura 1.1c).

Estas caracteristicas serao essenciais para a formulacao dos modelos subjetivos usando
a teoria fuzzy.

A seguir, apresentaremos a formulacao em termos de equacoes diferenciais e as solugoes
analiticas de alguns modelos de dinamica para espécies isoladas. Estes modelos sao bem

conhecidos na literatura.



Variagéo relativa
Variagdo absoluta

Dens. populacional K ) Dens. populacional x

(a) (b)

p(t)

Pg,)

()

Figura 1.1: Gréficos para modelos inibidos; (a) - variagoes relativas; (b) - variagdo absoluta; (c)
solucao do modelo inibido.

1.2.1 Modelo de Malthus

Em 1798, o economista inglés T. Malthus publicou um artigo sobre o estudo do cresci-
mento populacional humano que atualmente é conhecido como a primeira proposta de uti-
lizacao da matematica na tentativa de avaliar a dinamica populacional. Segundo Malthus,
sob certas condicoes, a variacao populacional ocorre a uma razao geométrica.

Embora Malthus nao tenha formulado matematicamente, o atualmente conhecido como

modelo de Malthus, em termos de equacoes diferenciais, ¢ dado por:

—= = \p(?). (1.6)

onde A\ é constante.

A equagao diferencial (1.6) é um caso particular da equagao geral (1.4) estabelecida na
secao precedente como modelo de dinamica populacional sem migracao, onde o indice de
crescimento relativo permanece constante ao longo do tempo.

Considerando p(0) = pg > 0, entdao temos um problema de valor inicial determinado
pela equagao (1.6) cuja solugao

p(t) = poe™ (1.7)



é facimente determinada por separacao de varidveis e integracao no intervalo [0, ¢].
Biologicamente, as condigoes pressupostas neste modelo sao ideais, o que nao condiz
com a realidade. No entanto, tal modelo serve como aproximacao para problemas mais

elaborados em intervalos de tempo relativamente curtos.

1.2.2 Modelo de Verhulst

Em 1838, Pierre F. Verhulst propés um modelo de dinamica populacional para uma
espécie que leva em consideracao a capacidade do ambiente suportar um nimero maximo
de individuos, devido as limitacoes do espaco fisico e disponibilidade de alimentos, ou seja,
existe uma capacidade suporte para a populagao.

No modelo de Verhulst, a funcao de crescimento relativo é linear, decrescente com
relagdo a p(t) e tendendo a zero quando p(t) — k. Isto é, a variacao da populagao é
menor quando o numero de individuos se aproxima da capacidade suporte. Além disso,
a variacao populacional atinge seu valor maximo quando a populagao atinge a metade
da capacidade suporte (p(t;) = k/2), como podemos observar na equagao (1.8) que é a

formulagao matematica do modelo de Verhuslt.

% - ap(l - %) (1.8)

Na equagao acima, também conhecida como equacao logistica, as constantes reais e posi-

tivas a e k sao respectivamente, o indice intrinsico de crescimento e capacidade suporte.
A solugao analitica para o problema de valor inicial determinado pela equagao (1.8)

com condigao inicial p(0) = p, > 0, é obtida através da separacao de varidveis e integracao

no intervalo [0, ¢], obtendo assim a expressao

—k
In P —1In b ‘ = at,
Po Po —
o que implica em
In ]M‘ = at,
po(p - k)
ou ainda,
Po(p — /f)' R Rt R Rl
=e = (& .
p(po — k) p| [Pl
Isolando p(t) obtemos
Pok

plt) = Po+ (k —po)eot’



Como o termo exponencial no denominador tende a zero quando ¢ — oo entao, indepen-
dentemente da condigao inicial p(t) — k quando t — 0o, ou seja, o estado de estabilidade

p* = k é assintoticamente estavel.

1.2.3 Modelo de Montroll

O modelo de Montroll, proposto em 1971, pode ser considerado como a generalizagao
do modelo de Verhulst. Neste modelo, a equagao de crescimento relativo é decrescente com
relagao a p(t), porém nao necessarimente de forma linear como no modelo de Verhulst. A

equacao diferencial para o modelo de Montroll é:

% = ap [1 — (%)ﬂ] : (1.9)

onde k£ > 0 é a capacidade suporte, a e  constantes reais positivas.
A diferenca fundamental entre os modelos de Motroll e Verhulst estda na posicao do
ponto de maior variacao populacional. Enquanto na equacgao logistica a variacao méaxima

ocorre quando p(t;) = k/2, no modelo de Montroll a variagdo méxima ¢ atingida quando

Dessa forma o ponto de inflexdo de p(t) pode ser alterado de acordo com a necessidade
do problema, apenas modificando o valor de 3. Para # = 1 temos o modelo de Verhulst.
O estado de equilibrio ndo nulo no modelo de Montrol é p* = k. Considerando f(p)

como a expressao a direita do sinal de iqualdade na equagao (1.9), entdo temos que

df

=—af <0.
dplp b

Consequentemente, o estado de equilibrio p* = k é assintoticamente estavel. Logo, pode-
mos concluir que, independentemente da condicao inicial, p(t) — k quando t — oo.

A solucao do modelo de Montroll é dado por:

Pok
(08 + (k3 — pl)eri] »

p(t) = (1.10)



1.3 Modelos para interacao entre espécies

Na natureza raramente sao encontradas espécies isoladas conforme pressupomos na
secao anterior. Geralmente as espécies em uma comunidade sao encontradas interagindo
de alguma forma, podendo essa interacao ser prejudicial ou benéfica. Estas interagoes em
geral, provocam alteragoes na dinamica populacional dos individuos envolvidos. Dentre
estas interacoes se destacam as interacoes do tipo competicao, presa-predador e mutua-
lismo.

E entendido como situacao de competicao quando o crescimento da populacao de uma
das espécies envolvida na interacao implica em decrescimento da populacao da segunda
espécie. Isto geralmente ocorre quando duas espécies disputam os mesmos recursos na-
turais em um ambiente em comum. Este tipo de interacao é prejudicial para ambas as
espécies.

Quando o aumento no ntmero de individuos de uma das espécies acarreta em aumento
populacional a outra, porém o crescimento populacional da segunda espécie leva ao declinio
populacional a primeira, entao temos uma interagao do tipo presa-predador (ou parasita-
hospedeiro ou planta-herbivoro). Na interagao presa-predador uma espécie é prejudicada
(presa) e a outra é beneficiada (predador).

No caso em que ambas as espécies sao beneficiadas pela interacao ou seja, o crescimento
populacional de uma espécie implica em crescimento da populagao da outra espécie e vice-
versa, entao temos uma interacao denominada mutualismo ou simbiose.

Resumidamente, as interacoes descritas acima podem ser determinadas segundo a in-
fluéncia de cada espécie sobre a outra, isto é, se a interacao é benéfica (+) ou prejudicial

(—) para cada espécie, conforme a tabela abaixo:

interacao espécie 1 | espécie 2

competicao - -

presa-predador + -

mutualismo + +

Na formulacao matematica de processos interativos, as caracteristicas de cada interagao
sao essenciais para a definicao das fungoes de crescimento relativo que determinam a
dinamica populacional de cada espécie envolvida na interacao. Entender o comporta-
mento da dinamica populacional é o principal objetivo da modelagem matematica de tais
fenomenos.

Sendo assim, devido a dificuldade ou até mesmo impossibilidade de se obter solugoes

analiticas, desejamos estabelecer critérios que nos permitam avaliar qualitativamente as



solugoes. Para isso, enunciaremos alguns conceitos e resultados basicos da teoria de esta-
bilidade no sentido de Lyapunov.

Consideremos um sistema dinamico bidimensional dado por

(;_‘: = fl(x>y)
(1.11)
% = f2(x>y)

Definicao 1.3.1. Um ponto (z*,y*) é denominado um estado de equilibrio para (1.11)

ou estado estaciondrio quando fi(z,y) = fo(z,y) =0

O comportamento das trajetérias determinadas por x(t) e y(t) nas proximidades dos
estados de equilibrio sao de particular interesse. Na definigao a seguir, d(a, b) é a métrica

usual em RZ2.

Definicao 1.3.2. Seja ¥ = (z*,y*) um ponto de equilibrio e x(t, x,) a solu¢do, com
condi¢do inicial x, = (T,,Y,), do sistema (1.11). Dizemos que T* € estdvel se para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que

dlz,, ') <d = dz(t,z,), ") <e,
para todo t > 0. O estado de equilibrio * é assintoticamente estdvel quando € estdvel e

lim d(«(t, z,), ") = 0.

t—o00

O estado de equilirbrio ¢é dito instdvel quando nao for estavel.
A andlise de estabilidade local, no caso em que as fungoes fi(z,y) e fo(z,y) sdo nao-

lineares, é feita através dos autovalores da matriz jacobiana

N N
ox oy
J@ey) =
9f2 9fr
9g % < (a*y)

Teorema 1.3.3 (linearizacao). Seja (z*,y*) um estado de equilibrio para o sistema (1.11)
e A12 autovalores da matriz jacobiana em (x*,y*). Se Re(M12) < 0, entdo o estado de
equilibrio € localmente assintoticamente estdvel; se \fAy < 0, o estado de equilibrio €

instdvel (ponto de sela); se Re(A12) > 0, o estado de equilibrio € instdvel.
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Demonstragao. Consultar [20].

E importante observar que o teorema acima nao permite conclusao quando os autovalo-
res sao imagindrios puros (estados de equilibrios nao hiperbdlicos, veja [20]). Observamos
também, que a natureza do estado de equilibrio é local, ou seja, as condi¢oes iniciais do
sistema (1.11) devem estar suficientemete préximas de (z*,y*) para que as conclusoes se-
jam garantidas. O teorema a seguir fornece resultados sobre o comportamento global da

solugao.

Teorema 1.3.4. Seja L(x,y) uma fung¢ao de Lyapunov. O estado de equilibrio (z*,y*)

sera:

(1) estdvel quando VL(xz,y) - (f1, f2) <0 para todo x,y;

(i1) assintoticamente estdvel quando V L(x,y) - (f1, f) < 0 para todo x,y;
(111) instdvel quando ¥V L(x,y) - (f1, f2) > 0 para todo x,y.

Uma fung¢do de Lyapunov é uma fungao escalar ndo negativa, isto é, L(z,y) > 0 para
todo © # x* e y # y*, com derivadas parciais de primeira ordem continuas. A local
instabilidade de um estado de equilibrio, abre o questionamento sobre o que acontece com
a trajetéria quando ¢ — oo. Se as fungbes z(t) e y(t) sado limitadas, é de se esperar
que a trajetoria nao se afaste indefinidamente do estado de equilibrio. Um dos principais

resultados neste sentido é o Teorema de Bendixzson-Poincaré.

Teorema 1.3.5 (Bendixson-Poincaré). Se para t > 0 a trajetoria (x(t),y(t)) do sistema
(1.11) € limitada no plano-xy e nao se aproxima de um estado de equilibrio, entao a
trajetoria (x(t),y(t)) € fechada ou se aproxima de uma trajetéria fechada quando t — oo

(ciclo limite).

E importante observar que se a trajetéria (z(t),y(t)) ¢é limitada, entdo temos um ciclo
limite ou um estado de equilibrio assintoticamente estavel. Logo, analises de estabilidade
locais sao suficientes para garantir o comportamento global da solugao.

Um critério de negagao de existéncia de ciclos limite é denominado critério de Dulac

Teorema 1.3.6 (critério de Dulac). Seja G(z,y) continuamente diferencidvel numa regido

simplesmente coneza D C R? e suponha que

9(Bf1) n d(Bf2)
ox oy

seja estritamente positivo ou estritamente negativo em D. Entao nao hd trajetorias fecha-

das para o sistema (1.11).
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A seguir, apresentaremos alguns dos principais modelos para interacao entre espécies.

1.3.1 Modelo presa-predadorde Lotka-Volterra

A primeira representacao do comportamento de um sistema presa-predador, foi pro-
posta por volta de 1926 pelo matematico italiano V. Volterra na tentativa de explicar o
comportamento das populacoes de certas espécies de peixes no mar Adridtico. Em 1925,
o biofisico A. Lotka encontrou as mesmas equacoes em estudos sobre reacoes cinéticas.

O atualmente denominado modelo de Lotka-Volterra, leva em consideragao as seguintes

hipéteses:
1. na auséncia de predadores a populacao de presas cresce de forma malthusiana;

2. na ausencia de presas a populacao de predadores decresce proporcionalmente a sua

populagao (malthusianamente);

3. o indice relativo de crescimento da populacao de presas diminui linearmente em

relacao a populacao de predadores;

4. o indice relatido de crescimento da populagao de predadores cresce linearmente com

relacao a populacao de presas.

Matematicamente estas informacoes estao sintetizadas no sistema de equacoes diferen-

clais
dx
— = aAr — T
di 4
(1.12)
dy
2 — _p
7 y + Bxy

onde x = x(t) é a populacao de presas, y = y(t) é populagao de predadores e a, b, o, 3 s@o
constantes reais positivas.

A solugao implicita para o sistema (1.12) é obtida eliminado o parametro ¢, obtendo

dr _ z(a—ay)
dy — y(—b+ px)

que por separacao de variaveis e integracao permite relacionar as variaveis de estado:
yae—aa: — C:L,be—,@a:,

onde ¢ é uma constante univocamente determinada pela condigao inicial (x,, y,).
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Os estados de equilibrio do sistema (1.12) sao dados pelo pela solugao do sistema

{ filz,y) = ax — azy =0 (113

faw,y) = =by + Bry =0

os quais sao xj = (0,0) e x5 = (b/5,a/).

A matriz jacobiana avaliada no estado de equilibrio (0,0) é:

a O
J(0,0): [0 _b]

Como os autovalores de J(gg) possuem sinais diferentes, entdo pelo Teorema (1.3.3) o
estado de equilibrio xj = (0, 0) é localmente instavel (ponto de sela).

A matriz jacobiana em (b/f3,a/a) é dada por:

0 =«
Jo/8.a/a) = [ o ]
5 af
as

cujos autovalores sao A\;y = Fivab. Como os autovalores de J/34/q) S0 imaginarios

puros, o Teorema 1.3.3 nao fornece nenhum resultado quanto a natureza da estabilidade

em x5 = (b/6,a/a).
Podemos porém, analisar o comportameto global da solucao do sistema (1.12) cons-

truindo uma funcao de Lyapunov conveniente, que neste caso é:

L(;E,y)za:*(i—lnﬁ—l) +E<£—ln£—1>

onde (z*,y*) é o estado de equilibrio ndo nulo. As derivadas parciais de L(z,y) sao:

ox x dy 16} Y
Por célculo direto é facil verificar que VL(z,y) - (f1, f2) = 0. Logo, pelo Teorema 1.3.4,

OL(z,y) 1 x* OL(z,y) 1<a a)

concluimos que as solucao ¢é estavel, porém nao assintoticamente estavel.

Utilizando métodos numéricos para resolugao de equacoes diferenciais, obtemos a
solugdo para o sistema de Lotka-Volterra. As trajetérias determinadas por x(t) e y(t)
no plano zy, sao fechadas conforme observamos na figura 1.2 que representa a solucao no
plano de fase de z(t) e y(t), com distintas condigoes iniciais.

E importante observar que as funcoes x(t) e y(t) sao periddicas e a amplitude aumenta

conforme a condigao inicial afasta-se do estado de equilibrio (b/3,a/«).
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Dens. pop. de predadores

100 50
Dens. pop. de presas

Figura 1.2: Solugoes no plano de fase para o sistema (1.12) com a = b = 0.05, « = = 0.001 e
condigao iniciais (10,5), (15, 15), (20,25), (40,40) e (50,50).

O modelo de Lotka-Volterra é muito criticado por ser um sistema conservativo ([16]),
o que é uma idealizacao tornado-o menos realistico. Embora oscilagoes sejam inerentes a
populacoes em processo interativos do tipo presa-predador, o modelo de Lotka-Volterra no
entanto, nao é apropriado para descrever o comportamento da dinamica destas interacoes
([3]). Pois, sendo conservativo, a amplitude das oscilagoes estao sujeitas as condigoes inici-
ais, o que naturalmente nao é observavel. Assim, pequenas flutuagoes na condicao inicial
do sistema, provoca alteragoes que serao mantidas ao longo do tempo. Além disso, este
modelo é estruturalmente instavel, uma vez que, se acrescentarmos uma capacidade su-
porte para a populagao de presas, o estado de equilibrio nao nulo torna-se assintoticamente
estavel.

Na tentativa de contornar o problema acima exposto, algumas alteragoes tém sido
propostas para o modelo de Lotka-Volterra. Quando nao ha competicao interespecifica na

populacao de predadores, a generalizagao do modelo de Lotka-Volterra é dado pelo sistema

= gy~ plaly
) (1.14)
d—i =q(x)y

onde g(x) é uma funcao que determina a capacidade suporte das presas; p(z) é a resposta
funcional; ¢(x) é a fungao de crescimento relativo para os predadores.
Algumas hipdteses que determinam as condi¢oes de uma interacao presa-predador sao

necessarias as funcoes g, p e ¢:

1. ¢'(z) < 0; g(0) > 0 > g(c0). Na auséncia de predadores a populagao de presas nao

cresce indefinidamente. A capacidade suporte é um valor k tal que g(k) = 0;
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2. p(z) > 0 para x > 0 e p(0) = 0. De modo geral a resposta funcional é limitada, ou
seja, a capacidade de ataque dos predadores é limitada ([3], [16]);

3. ¢'(x) > 0; q(0) < 0 < g(co0). O indice de crescimento populacional de predadores é
crescente com relagao a4 populagao de presas.
No que se segue, temos algumas funcoes que satisfazem as condigoes expostas acima
(I3])-
1. Capacidade Suporte: substituicao do parametro a em (1.12)
(a) g(x) =r(1—%)  Pielou (1969);
(b) g(z) =r[(5)* -1 (1> s> 0) Rosenzwig (1971);
(c) g(z) =r(£—1)  Schoener (1973).

=m(l—e ) Ivlev (1961);

2

p(z)
p(z) = P Takahashi (1964);
p(z)
p(z)

=22 Holling (1965);

x)=mz® (1 >s>0) Rosenzweig (1971).

1.3.2 Modelo presa-predador de Holling-Tanner

O modelo para interagao de espécies conhecido como modelo presa-predador de Holling-
Tanner, apresenta algumas caracteristicas que o torna um pouco mais realistico do que o
modelo de Lotka-Volterra. Além de apresentar uma capacidade suporte para a populacao
de presas, a resposta funcional usada no modelo de Holling-Tanner, é baseado no modelo de
Michaelis-Mentem para concentracoes de substancias em reacoes enziméticas. O modelo de
Holling-Tanner apresenta ainda uma capacidade suporte para a populagao de predadores,
que é proporcional a populacao de presas em cada instante (modelo de Leslie-Gower).

O modelo Holling-Tanner é determinado pelo seguinte sistema de equacoes:

dx :m<1—£> _ maxy

dt k) x+4+d

(1.15)
dy By
dt —ay(l T )’

onde «, (3, d, k e r sdo constantes reais positivas.

O sistema presa-predador (1.15) tem as seguintes caracteristicas:
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1. Na auséncia de predador, a dinamica populacional das presas segue o modelo logistico

com capacidade suporte k e razao intrinseca r.

2. a constante m é o nimero maximo de presas que podem ser capturadas pelo predador

por unidade de tempo;

3. O parametro d, esta relacionado com a capacidade da presa evitar a predagao.
Quanto maior a capacidade da presa de evitar o ataque dos predadores, maior é
o valor de d. Isto é evidente pois, se mantivermos os demais parametros constantes,

quanto maior for d, menor serd a influéncia do predador sobre a populacao de presas;

4. A populagao de predadores cresce logisticamente com razao intrinsica « e capacidade
suporte proporcional & populagao de presas. Quanto maior se torna a razao y(t)/x(t),
menor é o numero de presas disponiveis para cada predador e, consequentemente, o

crescimento populacional dos predadores diminui;

5. (0 é a quantidade de presas necessarias para alimentar um predador quando as po-

pulacoes econcontram-se no estado de equilibrio nao nulo.

O modelo de Holling-Tanner ¢é estruturalmente instavel, uma vez que o comportamento
da solucao depende dos valores dos paramentros como veremos a seguir.

Se denotarmos a capacidade suporte e a resposta funcional, respectivamente, por:

g@)=r(1-7) e pla)=-—=

Os estados de equilibrio do sistema sao: (0,0), (k,0) e a raiz positiva da equacao

k
x2+(d—k+ﬂ—T)x—kd:0. (1.16)

Para os dois primeiros estados de equilibrio, as matrizes jacobianas sao, respectiva-

mente

«

r kg (k k
J(O’O):[ o] J(w:[ go<> p()]‘
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Como os autovalores de J ) sao positivos, entdo o ponto (0,0) é instavel. Ja o es-
tado de equilibrio (k,0) é um ponto de sela, uma vez que, ¢'(k) < 0 e, portanto, temos
autovalores com sinais diferentes.

Consideremos o estado de equilibrio (z*, y*), onde z* é a raiz positiva da equagao (1.16)

e y* = x* /3. Para este ponto, a matriz jacobiana é:

p(x)hy(z*)  —p(a”)

o2 —
3 «

Os autovalores de J -« 4+) sdao determinados pela equacao

J(x*‘ﬂ*) =

N2t (o — p(a) W (2"))A + ap(x*x% — W () =0

Portanto, segundo o Teorema 1.3.3, o estado de equilibrio (z*,y*) é assintoticamente

estavel quando

1
a—p(z*)hi(z*) >0 e 5 Ri(z*) >0 (1.17)
No entanto, a segunda condicao é sempre satisfeita, uma vez que valem as seguintes
igualdades:
Lo . y. )
1 T
= —|ly'——(—-22"+k—d)z"
x* [y km( v )QC }
r
_ ok * 2 *\ 2 o * *
a:*km{(k o) (d+2%) + 2(2")” — ka +da:]
r
= kd 2 >0
x*km{ (@) }

Podemos verificar a partir dessas condigoes que se z* é maior que o ponto de maximo
de hy(x), isto é,

entdo o ponto (z*,y*) é assintoticamente estavel, uma vez que nesse caso, h}(z*) < 0 e
entao, a primeira condicao de (1.17) também é satisfeita. Devemos ressaltar que a andlise
de estabilidade apresentada aqui para o estado (z*,y*) é local. No entanto, a validade
global é garantida pelo teorema de Bendixson-Poincaré, conforme veremos abaixo.

A fungao z(t) é limitada pela capacidade suporte das presas ou pela condigao inicial z,,.
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De fato, supondo que exista t, tal que x(t,) > m = max{x,, k} entdo, pela continuidade,
x(t) assume um méximo no intervalo [0, t,], ou seja, existe t; € [0,1,] tal que z(t1) > x(t,);
se t; € (0,1,), entdao 2/ (t;) = 0; se 0o maximo for atingido em ¢,, entao «’ (t,) > 0, de modo
que temos um absurdo em ambos os casos ja que, se z(t) > k temos z'(t) < 0. Por
outro lado, se t; = 0 entdo temos que z(0) = x, > x(t,) > x,, outro absurdo; portanto,
z(t) < m. Com raciocinio andlogo, concluimos que y(t) < max{k/3, y,}.

O fato de z(t) e y(t) serem limitadas, permite existéncia de ciclos limites estéveis
quando as condigoes de estabilidade do estado de equilibrio (z*,4*) ndo sao satisfeitas.
Isto quer dizer que as trajetérias no plano de fase converge para uma curva fechada, cuja
amplitude e posigdo dependem somente dos coeficientes. As figuras (1.3) (a) e (b), sdo
os planos de fase para a solu¢ao do sistema (1.15) para os casos em que ha estabilidade

assintotica e ciclo limite estavel.

Dens. pop. de predadores
Dens. pop. de predadores

0 e o 7o w B w00 W 2 Y 0 e o
Dens. pop. de presas Dens. pop. de presas

(a) (b)

Figura 1.3: Plano de fase para o sistema (1.15). (a) parametros: a = 0.01; 3 = 0.48;d = 20; k =
100;m = 0.05;7 = 0.01. (b) 8 = 0.4; demais parametros como em (a).

1.3.3 Equacoes de Volterra: competigao, presa-predador e mu-
tualismo
Consideremos uma interacao facultativa entre duas espécies, isto é, ambas as espécies
sobrevivem quando a interagao nao ocorre.

Um modelo matematico que descreve essa situagao, pode ser dado pelo sitema de

equacgoes autonomas

(1.18)
@ — ks —y — Bnx
dt 2Y k‘g )

também conhecidas com equagoes de Volterra, onde z(t) e y(t) denotam as densidades
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populacionais da espécies 1 e 2 respectivamente; r; > 0 e 5 > 0 sao os indices intrinsico
de crescimento. Na auséncia da espécie 1, segue diretamente do sistema (1.18) que a
espécie 2 cresce logisticamente para ko. Analogamente, na auséncia da espécie 2 a espécie
1 se estabiliza em k;. Portanto, k; > 0 e ks > 0 sao as capacidades suporte para as espécies
1le?2.

Os parametros 315 e (21, sao responsaveis pela determinacgao da natureza da interacao
que o sitema (1.18) estd modelando. No caso de serem ambos positivos, a interacao é do
tipo competi¢cao, enquanto que se possuem sinais contrarios entao a interacao modelada
¢é do tipo presa-predador. Neste caso, a equacao cujo parametro é positivo, representa a
dinamica populacional das presas. Por outro lado, se ambos os parametros sao negativos,
as equacoes modelam um interacao de mutualismo.

O sistema (1.18) admite como estados de equilibrio as solugoes do sistema nao-linear

(1.19)

x(lﬁ — T — 5129) =0
y(k2 —y — fnz) =0

cujas solugoes sao: (0,0), (k1,0), (0, k2) e

Bioka — k1 Parks — kQ)

(x Y ) N <512521 - ]-’ 612621 —1

caso [12021 # 1, 0 que é biologicamente viavel, somente se o numerador possuir o mesmo
sinal do denominador.

As matrizes jacobianas em cada um dos estados de equilibrio sao:

J ol 0] J | N 10512 .
(0,00 = 0 1y ) (k1,0) — 0 7,2(1 . ﬂ21k1) )
k2
J _ ’1“1(1 _ ﬂ1k21k2) 0 ‘ ] _ ;—:11‘* ]:_15121,*
(kaQ) ) (x*,y*) 79 * TO % )
r2021 =T gﬁmy TR Y

O estado de equilibrio (0,0) ¢é instavel, pois os autovalores de J(q o) sdo positivos. Para

o ponto (k1,0) temos que:
1. se Ba1ky > ko entao (kq,0) é assintoticamente estavel;
2. se [arky < ky entdo (ki,0) é instavel.
De modo andlogo, concluimos que o estado se equilibrio (0, k3) é:

1. assintoticamente estavel quando (1oks > ki;
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2. instavel quando (i2ks < ki.

Os autovalores de J,« 4+ sao as raizes da equacao
M+ (ax* + by )N + (1 — BrafBar)abr™y* =0 a >0, b> 0.

Pelo Teorema (1.3.3), (z*,y*) é:
1. instavel (ponto de sela) quando (12321 > 1, pois o produto dos autovalores é negativo;

2. assintoticamente estavel quando (12027 < 1; neste caso, os autovalores possuem o

mesmo sinal e como Ay + Ay = —(az* + dy*) < 0, entdo A\; 5 < 0.
Das analises de estabilidades feitas anteriormente concluimos que:

1. quando a interagao é do tipo competicdo (B12 e P91 positivos), a instabilidade (esta-
bilidade) do estado de equilibrio (z*, y*) implica em estabilidade assintética (instabi-
lidade) de (k1,0) e (ko,0). E possivel também, que apenas um dos pontos (k1,0) ou
(0, k3), seja assintoticamente estdvel; isto somente ocorre quando o ponto (z*, y*) nao
é biologicamente viavel. Do ponto de vista biolégico, as condigoes para coexisténcia
das espécies significa que a interacao é menos intensa, ou seja, a competicao é fraca;
por outro lado, quando a competigao é forte, uma das espécies é extinta (principio

da exclusao competitiva);

2. se a interagao é do tipo presa-predador (12 € [21 com sinais contrérios), entdo o

ponto biologicamente vidvel (x*,y*) sempre serd assintoticamente estével, ja que
Brafan <0< 1;

3. para o caso em que a interacdo é do tipo mutualismo ((12 e (21 negativos), as
condigbes de estabilidade assintética para os pontos (k1,0) e (0, k) nunca sao sa-
tisfeitas. J& o ponto biologicamente vidvel (z*, y*) pode ser tanto assintoticamente
estavel quanto instavel. Embora cada espécie apresente competicao interespecifica,
quando o ponto biologicamente vidvel (z*,y*) é instavel, o efeito da interagao é
maior, de modo que as solugoes crescem indefinidamente e isto nao é biologicamente

aceitavel.

Aplicando o critério de Dulac com 3(z,y) = 1/zy no sistema (1.18), obtemos

a(ﬂ(xvy)fl) + 8(ﬁ(x,y)f2) _ _L T2

BN
or oy ky k29€<
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para todo x > e y > 0. Portanto, as solu¢gao nao apresentam periodicidade.

Concluimos com raciocinio analogo ao apresentado no modelo de Holling-Tanner que,
quando a interagao é do tipo competi¢cdo ou presa-predador as fungoes x(t) e y(t) do sistema
(1.18) sao limitadas. Segue entdo do teorema de Bendixson-Poincaré, que as trajetoria
sao peridédicas ou convergem para um estado de equilibrio. Porém, o critério de Dulac
exclui as solugoes periodicas. Logo, as analises locais sao suficientes para estabelecer o

comportamento global das solucoes.

1.3.4 Mudanca no modo de interacao - modelo de Hernandez-

Barradas

A natureza da interacao entre duas espécies pode depender de vérios fatores como, por
exemplo, a densidade populacional ou condigoes ambientais. Recentemente, foi apresen-
tado por Hernadez em [5] e [6] um modelo de interagao entre espécies capaz de alterar o
modo da interacao.

Consideremos duas espécies, ¢ e 7, interagindo segundo o sistema de equagoes de Vol-

terra

dl’i kl —x; + QT
= T;x; .
dt k;

Suponhamos que a interagao é benéfica para a espécie ¢ quando a densidade populacional

(1.20)

da espécie j ¢ baixa, porém, prejudicial quando z; ¢ alto. Neste caso, o coeficiente de
interacao o;; nao pode ser constante, mas sim uma funcao da densidade populacional da
espécie j; com valores positivos quando z; ¢ baixo e negativos quando x; ¢ alto.

Um modelo geral para «;; que apresenta este comportamento é:

2
o bi.’lfj — .’L"j

Qi —
J 1+Ci$?

com b; e ¢; constantes rais positivas.

Substituindo «;; na equagao (1.20), obtemos o sistema de interacao entre duas espécies

dxq 1 bizy — IB% T2
a2 (1)
dt r1x|: kl + 1 -+ Cl.’l,"% kl

(1.21)

dl‘g T2 bgl’g — I% I
-2+ (259)2)
dt "2t |: k‘g + 1 -+ CQ.Z'% k‘g

em que para baixas densidades a interagao é do tipo mutualismo; para altas densidades,

no entanto, a interagao é do tipo competicao.
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Denotando por zf o ponto de intersec¢ao da isoclina x; (t) = 0 com o eixo z;, as

caracteristicas do sistema quanto aos estados de equilibrio podem ser:

1. se ambos k; < z§ o sistema apresenta ao menos um estado de equilibrio assintoti-
camente estavel onde as espécies coexistem, podendo ter mais um ou dois pares de
estados instavel-estavel. Os pontos (k1,0) e (0, k2) sao instaveis (figuras 1.5(a-b) e
1.6);

2. se algum k; > 2 pode existir um par de estados de equilibrio instdvel-estdvel, onde

as espécies coexistem. O estado de equilibrio, (ki,0) ou (0, k), onde k; > x§ é

assintoticamente estédvel (figura 1.4a);

3. se ambos k; > xf, entao nao ha estado de equilibrio estavel onde as espécies coexis-
tam. Ambos os estados de equilibrio (k1,0) e (0, ks) sdo assintoticamente estaveis
(figura 1.4b).

Algumas observagoes sao importantes sobre os parametros da fungao «;;. Por exemplo,
quanto maior for o valor de b;, maior deve ser a densidade populacional de espécie j para
que a interacao seja prejudicial para a espécie i; é esperado, portanto, que se a interagao ¢
prejudicial para ¢ em baixas densidades de j o valor de b; seja pequeno. Por outro lado, um
aumento em ¢; acarreta em diminuicao no valor absoluto de a;;. Portanto, para espécies
onde a interacao é menos sensivel, é de se esperar que ¢; seja alto. Como observamos,
os parametros de «;; alteram o modo de interagao entre as espécies e, portanto, estes
parametros sao intrinsicos da interagao.

A convergéncia da solugao do sistema (1.21) para os estados de equilibrio, depende das
densidades populacionais das espécies 7 e j. No caso de haver dois estados de equilibrio es-
tavéis, as espécies podem coexistir em mutualismo, presa-predador ou ambas as interacoes.
A figura 1.5(a), apresenta dois estados de equilibrio estéveis, onde as espécies coexistem
em mutualismo, em ambos os estados. J4 na figura 1.5(b), um dos estados estdveis a
coexisténcia é no modo presa-predador, enquanto no outro a interagao é mutualismo. As
espécies podem coexistir também em interacao presa-predador em ambos os estados de
equilibrio. Neste caso, a espécie predadora em um estado de equilibrio é a presa no outro

ponto conforme podemos, observar na figura 1.5(b).
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by = by = 5; ¢1 = co = 0.5 estados de equilibrio estaveis: (5.38,1.29) e (1.29,5.38); coexisténcia

em presa-predador em ambos os pontos.

E importante ressaltar que na definicao da funcao «;; sao utilizados termos subjetivos

como baixo e alto, sendo assim possivel a modelagem através de teoria fuzzy, como veremos
no capitulo 4.

1.3.5 Modelo de Kolmogorov

Suponhamos que em um sistema interativo, as variacoes dependam somente das den-
sidades populacionais das espécies em cada instante de tempo. Entao, um modelo geral

pode ser dado pelo sistema de equagoes autonomas

d
— =af(a.y)
(1.22)
dy
i yg(w,y),

onde as caracteristicas das interacoes determinam o comportamento das funcoes f e g. O
sistema (1.22) foi proposto por A. N. Kolmogorov em 1936 (veja [3])
Se a interacao considerada é do tipo competicao, entao ambas as espécies sao prejudi-

cadas, o que matematicamente pode ser representado por:
0 )
O g o %y,
Ay ox

Supondo que a interacao é presa-predador, entao uma espécie é prejudicada e a outra
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beneficiada. Neste caso as fungoes satisfazem
9g

0
9/ <0 e —>0.

dy ox
Quando ambas as espécies sao beneficiadas pela interacao, ou seja, interacao é do tipo
mutualismo, entao temos:

0 0

O oo o %y,

oy ox

Como no inicio desta secao, as caracteristicas das fungoes f e g com relacoes as densi-

dades populacionais y(t) e z(t) respectivamente, podem ser resumidas na seguinte tabela:

interacao of /0y | 0g/ox

competicao - -

presa-predador + -

mutualismo + +

Quando a competicao interespecifica é levada em consideracao, entao as funcoes f e
g devem ser decrescentes com relacao a z(t) e y(t), pelo menos quando as densidades
populacionais sao altas. Isto significa que
af 9g
— <0 e —<0. 1.23
ox Jy ( )
Além disso, quando a interacao é facultativa para alguma espécie, entao é razoavel pensar
que existe uma capacidade suporte para tal. No caso de ser facultativa para ambas as
espécies, devem existir k; > 0 e kg > 0 tais que f(k1,0) =0 e ¢g(0, k) = 0.
Pelo critério de Dulac, se as fungdes f e g satisfazem (1.23) para todo z e y respectiva-
mente, entdo a érbita determinada por (z(t),y(t)) ndo converge para um ciclo limite. De

fato, tomando ((z,y) = 1/zy temos:

OBz, y)xf(z.y) | OB yyg(r,y)) _ 10f 109

Ox oy T ydr  zdy <0

Se as fungoes x(t) e y(t) sdo limitadas, entao o teorema de Bendixson-Poincaré garante a
existéncia de ciclo limite ou ponto de equilibrio estavel. Porém, como o resultado acima nao
permite solucoes periddicas, a andlise local é suficiente para determinar o comportamento
global da solucao.

Para a interagao do tipo presa-predador, Kolmogorov estabeleceu condigoes para que

as solugoes x(t) e y(t) sejam oscilatérias como veremos no proximo teorema.
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Teorema 1.3.7 (Kolmogorov). Para um sistema dindgmico como (1.22), suponhamos que
as funcoes f e g satisfacam as sequintes condicoes:

of
dy
99
Ox
3. para algum y, > 0, f(0,y;) = 0;

< 0;

> 0;

4. para algum x1 >0, g(x1,0) = 0;

5. existe Ty tal que f(Z2,0) =0
of
Ox
99
Jy

< 0 para x grande (equivalentemente, To > x1), porém para T pequeno, > 0;

ox
< 0;

8. existe um estado de equilibrio positivo (x*,y*) instdvel;
Entao existe um ciclo limite estritamente positivo.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [2].

As duas primeiras condicoes do teorema garantem que a interacao modelada pelo sis-
tema (1.22) é do tipo presa-predador. Biologicamente, a terceira condi¢ao significa que
existe uma valor de densidade populacional de predadores que evita o crescimento das
presas quando sua densidade populacional é baixa e, pelo quarto item, existe uma quan-
tidade minima de presas necessaria para o crescimento populacional dos predadores. Isto
significa que a interagao é obrigatéria aos predadores.

Das condicoes exigidas pelos itens 5, 6 e 7, concluimos que existe uma capacidade
suporte para a populagao de presas e que os predadores competem entre si na busca
pela presa. A condicao 8 é necessaria para a existéncia de ciclo limite pelo teorema de

Bendizson-Poincaré.

1.4 Modelos discretos para dinamica populacional

Existem situagoes em que as equagoes de diferencas sao mais apropriades para uma
modelagem do que as equacoes diferenciais. Nesta secao, analisaremos alguns modelos de

dinamica populacional discretos.
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Uma equagao de diferencas de ordem k tem a forma

Ty = f(xtflaxtf% cee 7-Tt7kat)>

onde f é uma fungao linear ou nao, cuja solugao é uma sequéncia numérica (z;)sen-

Na modelagem de dinamica populacional, podemos considerar que os fatores ambientais
permanecem inalterados em um intervalo de tempo. Além disso, podemos considerar
também que a variacao no nimero de individuos entre os instantes t e ¢t + 1 depende

somente da populagao no instante ¢t. Portanto, a forma geral neste caso passa a ser
T = F(zy) ou x4 =z f(24). (1.24)

Por razoes bioldgicas, é suposto que f(z) > 0 para todo z > 0 e f(0) = 0. As limitagoes
nos recursos naturais exigem que f(z) — 0 quando z — oo.
Novamente, estamos interessados no que acontece com a sequéncia gerada por x;, ou

seja, se a solucao da equacao de diferencas é convergente ou divergente.

Exemplo 1.4.1. Modelo de Malthus discreto

Consideremos a equacao de diferencas
Typ1 = Ty (1.25)

Dada uma condicao inicial z, é possivel determinar z; em qualquer instante, pois neste
caso, a solucao é x; = rtx,. Vemos que a sequéncia é crescente, tendendo ao infinito
quando r > 1 e decrescente tendendo a zero quando 0 < r < 1. Para » < 0 a solucao

converge oscilando para zero se —1 < r < 0 ou diverge de forma oscilatéria se r < —1.

Um estado de equilibrio ocorre quando nao ha variacaoque, no caso discreto, significa
*
T =x =2 ou f(r) =1

Analogamente ao caso continuo, dizemos que um estado de equilibrio é estavel quando toda
solugao, partindo de valores suficientemente préoximo de x*, permanece suficientemente
proximo de x*. Além disso, se a solucao converge para x* entao temos uma estabilidade
assintotica. Por outro lado, se solugoes como valores iniciais proximos de z* afastam-se
do estado de equilibrio, entao x* é instavel.

A expansao em série de Taylor de F' em torno de z* resulta em

Tepr = 2"+ F'(2") (v, — %) ou yry1 = F'(2")ys.
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Portanto:

1. x* é assintoticamente estavel se |F'(z*)] < 1;

2. instdvel se |F'(z*)| > 1.

As equagoes de diferencas também admitem a existéncia de comportamento cadtico
ou ciclos, isto é, a partir de um instante t,, a solucao torna-se periddica. Podem ainda
admitir comportamento cadtico, ou seja, nao é possivel prever o comportamento da solugao
a partir de uma da condigao inicial ([8]).

Para o caso bidimensional, isto é, quando temos um sistema do tipo

{ T = F(ze,yt) (1.26)

Yt+1 = G(l’u ?/t),

a analise de estabilidade dos estados de equilibrio é feita através dos autovalores da matriz
jacobiana J,« ,+). Neste caso, se [Re(A12)| < 1, entao o estado de equilibrio é assintotica-

mente estavel. Caso contréario o estado de equilibrio é instavel.

1.4.1 Modelo Logistico discreto

O modelo discreto andloga a equagao logistica (1.8) é dado pela equagao de diferengas
nao-linear

Ter1 = T [1 n a(l . %)} (1.27)

Entretanto, se para algum ¢, z; exceder k(1 + r)/r entdao x;,1 < 0 0 que nao faz sentido
biologicamente.
Um modelo com comportamento parecido, porém sem a inconveniéncia apresentada

acima, ¢ o modelo proposto por May em 1975:

xp1 = zpexp {r(l —z,/k)}

com 7 e k sendo a razao de crescimento e k a capacidade suporte ([19]).
O estado de equilibrio nao nulo para o modelo de May é z* = k. Como F'(k) =1 —r,

entao o estado de equilibrio x* = k é localmente:

1. Instéavel se r < 0 ou r > 2;

2. Assintoticamente estavel se 0 < r < 2.

Para 2 < r < 3.102, o sistema apresenta 2"-ciclos estaveis, enquanto que para r >

3.012, a solucao se torna cadtica ([22]).
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1.4.2 O Modelo de Nicholson-Bailey

Sistemas de equacoes de diferencas sao fundamentais na modelagem de interacoes
envolvendo espécies que possuem ciclos de vida distintos, em particular em interacoes
parasita-hospedeiro.

Os modelos para interacoes parasita-hospedeiro, tém em comum as seguintes hipoteses:
1. Os hospedeiros que foram parasitados darao origem a préxima geracao de parasitas;
2. Os hospedeiros que nao foram parasitados darao origem a outros hospedeiros;

3. A fracao de hospedeiros parasitados depende do encontro entre as duas espécies. Em

geral, esta fracao depende de ambas as espécies.

Um dos primeiros modelos discretos para este tipo de interagao, foi proposto em 1935
por A. J. Nicholson e V. A. Bailey (veja [3]). Considerando N; e P, as populagoes de
hospedeiros e parasitas no instante ¢ respectivamente, o modelo de Nicholson-Bailey ¢

dado por:
Npy1 = ANe P
(1.28)
Piiq = cNy(1 — eo1%)

onde ¢ é o numero médio de novos parasitas gerados por hospedeiro, a é uma constante
que determina a eficiéncia dos parasitas e A é a razao de reproducao dos hospedeiros.
Neste modelo, a fracao dos hospedeiros que nao foram parasitados é representada por
e~*Pt: consequentemente, 1 — e~ representa a fracao dos hospedeiros parasitados.
Os estados de equilibrio do modelo de Nicholson-Bailey sao: (0,0) e (N*, P*),

Aln A In A
N=——"— Pr=—
(A —1ac ¢ a’

com matriz jacobiana

Joo A0 3 B 1 alN*
©0 00| P c(1—1) ca |

Como (N*, P*) faz sentido biologicamente somente se A > 1, entdo o estado de

equilibrio (0,0) ¢é instavel. O determinante de J(y« p+) é

N ey L) _Alma
sy T« N T a1
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quando A > 1 ([3]). Logo o estado (N*, P*) é instdvel. A figura (1.7) representa a solugao
para o modelo (1.28)

Hospedeiros - Parasitas

Figura 1.7: Grafico do modelo de Nicholson-Bailey com a = 0.0068, ¢ = 11, A = 1.1 e
(N,, P,) = (14.52,14.52); (N*, P*)= (14.01,14.01)

Pelo fato das oscilacoes divergirem, o modelo de Nicholson-Bailey nao é satisfatorio
para representar um sistema de interacao entre espécies, em particular para um sistema
parasita-hospedeiro. Os modelos mais adequados incorporam uma capacidade suporte para

a populagao de hospedeiros. A forma geral para estes modelos é dada por:

Nip1 = AN f (N, F)

(1.29)
Py = CNt[l — f(V:, Pt)]
com f(Ny, P;) sendo a fragdo que representa os hospedeiros nao parasitados.
Consideremos o caso particular de (1.29)
N1 = Nyexp [r(l — %) — apt}
(1.30)

Py = cN[1 — exp(—aP,)].

Este modelo é uma modificacao do modelo de Nicholson-Bailey, apresentando uma capa-
cidade suporte para a populagao de hospedeiros.

Os estados de equilibrio neste caso sao:
1. (0,0), instavel;

2. (k,0), instavel;
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3. (N*, P*), onde

P05

(=) = t-ew [ r(1-T)]

cuja estabilidade depende de r e N*/k ([16]).

e N* satisfaz

Parasitas
Parasitas

1928 9 Tz 1e34 1936 1938 194 0 100 20 Ta0 60 T80
Hospedeiros Hospedeiros

(a) (b)

Figura 1.8: Solugao do sistema (1.30) no plano NP. Parametros: (a) a = 0.01, r = 3.78 e
k = 320; (b) r = 2 e demais parametros como em (a)

As figuras (1.8) (a) e (b), s@o as trajetérias para o sistema (1.30). Na primeira, o
estado de equilibrio (N*, P*) é localmente estavel. Na figura (1.8)b o estado de equilibrio

é localmente instavel; porém, como N; é limitada, temos um ciclo limite.
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Capitulo 2

Problemas de valor inicial fuzzy

2.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, os modelos de dinamica populacional envolvem
parametros que determinam as caracteristicas ambientais, da espécie e até mesmo da
interagao, como por exemplo a capacidade suporte e o indice de crescimento relativo. De
modo geral, estes parametros sao obtidos através de observagoes e experimentos e portanto,
estao sujeitos a imprecisoes.

A principal caracteristicas dos sistemas deterministicos é a precisao obtida pela solucao.
No entanto, esta precisao estd comprometida quando os parametros envolvidos na for-
mulacao nao sao precisos o que, em geral, é o caso dos modelos para dinamica populacio-
nal. Quando a subjetividade estd na condicao inicial, denominamos fuzziness demogrdfica,
se a incerteza estd nos parametros chamamos de fuzziness ambiental([1]).

Sendo assim, ferramentas que incorporam informacgoes imprecisas sao fundamentais
para a modelagem. Em particular, a teoria dos cunjuntos fuzzy ¢é uma ferramenta que
pode ser usada para modelagem de fendomenos envolvendo imprecisoes e subjetividade.

Nesta secao, vamos fazer uso desta teoria para resolucao de sistemas de equagoes
diferenciais em que os parametros, a condigao inicial ou ambos sao incertos de tal modo que

possam ser modelados por conjuntos fuzzy. Para isso, consideremos um sistema autonomo
z(0) = ,
onde a condigao inicial é imprecisa, isto é, T, € E"

Vamos abordar o sistema acima de duas maneiras distintas. Um delas, proposta por

Seikkala ([21]), consiste em aplicar o principio da extensdo de Zadeh ao campo deter-
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ministico determinado por f, obtendo assim um campo fuzzy a partir do qual sao usados
conceitos como a derivada de Hukuhara. A segunda, consiste em determinar primeiramente
o solugao deterministica ¢;(z,) e entdo, aplicar o principio da extensao de Zadeh, obtendo
uma solucao fuzzy ¢:(Z,) ([17]). Informalmente, na primeira abordagem primeiramente
fuzzificamos o problema e, entao, encontramos a solucao, enquanto no segundo método,
primeiramente a solucao cléssica é determinada e, entao, fuzzificamos esta solucao.
Como pré-requisito para as proximas segoes deste capitulo, em que apresentaremos
cada uma das abordagens acima citadas, vamos definir os conceitos de conjuntos fuzzy e

nimeros fuzzy bem como alguns resultados que utilizaremos posteriormente.

Definicao 2.1.1. Um subconjunto fuzzy F' em X ¢é caracterizado por uma funcdao pp :
X — [0,1], chamada fungao de pertinéncia do conjunto F', onde pp(x) =1 e up = 0

indicam, respectivamente, a pertinéncia e nao pertinéncia do elemento x em F'.

Segundo esta definicao cada subconjunto classico de X é um subconjunto fuzzy em X,
onde a funcao de pertinéncia é a fungao caracteristica do subconjunto.
Usaremos a notacao F(R") para a familia de subconjuntos fuzzy de R™, onde os

a—niveis sao dados por:

[A]* ={z € R" : pua(z) > a} para todo a€[0,1] e

[A]° = suppA

sdo compactos e nao vazios. Denotaremos por E", os elementos de F(R") cujo av—niveis

sdo convexos para todo a € [0, 1].

Definicao 2.1.2. Seja X = R. Dizemos que um subconjunto fuzzy A em R é um nimero

fuzzy quando:
1. existe x, tal que pa(z,) = 1;
2. o suporte {x : pa(x) > 0} =suppA ¢ limitado;
3. 0os a—niveis de A sao intervalos fechados.

O conjunto fuzzy definido pela funcao de pertinéncia

z—a
= {8 212
—b SGIZb



satisfaz as propriedades de um numero fuzzy e é denominado ntmero fuzzy triangular

(figura 2.1). Usaremos a notagao A = (a/b/c) para representar um nimero fuzzy triangular

em que pa(a) = pia(c) =0 e pa(b) = 1.

Grau de pertinéncia

Figura 2.1: Numero fuzzy triangular (a/b/c).

Observemos que se o dominio de py4 : [a,c¢] — [0, 1] é multiplicado por uma constante
A, entdo obtemos um numero fuzzy triangular AA = (Aa/Ab/Ac) onde pya(Az) = pa(z)
para todo x € [a,c|. Esta propriedade nao é um caso particular somente dos nimeros
fuzzy triangulares.

O lema a seguir caracteriza um elemento em E através dos seus a—niveis.

Lema 2.1.3. Seja [a$, a$], 0 < a <1 uma familia de intervalos nao vazios. Se
i) [a%, ag] D [a?,al] para todo 0 < a < f3;
e
ii) [ lim af*, lim a3*] = [af, a3]
k—o00 k—o00
onde oy, € uma sequéncia ndo decrescente convergindo para o € (0,1], entdo a familia
[a$, a$], 0 < a < 1, representa os a—niveis de um elemento em E. Por outro lado, se
[af, a$], 0 < a < 1 representa os a—niveis de um elemento em E, entdo sao vdlidas as

condigoes 1) e ii).
Definicao 2.1.4. A extensao de Zadeh de uma funcao f: R — R € a funcao f tal que,

sup )MU(T) se [T (x) # ¢
Hiw) (z) =

0 se f7l(z) = ¢
onde U é um subconjunto fuzzy com suporte em R.

A demostragao do teorema abaixo pode ser encontrada em [1].
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Teorema 2.1.5. Se f : R" — R" € continua, entao a extensao de Zadeh
[ F(R") — F(R") estd bem definida e,

[f@)]" = f([u])
para todo o € [0, 1]

Aplicando o teorema 2.1.5 & funcao f(U) = AU, entdo obtemos [f(U)]a = [NA]* =
A[A]* de modo que multiplicar um niimero fuzzy A por escalar A, é equivalente a multiplicar
todos os a—niveis de A por A. Portanto, temos que: x € [A]* se, e somente se A\x € [A\A]?,

ou equivalentemente pi4(z) = puya(Ax).

2.2 Extensao do campo deterministico

Consideremos a equacao autonoma
(2.2)

com f : R — R continua e z, € R. Supondo que a variavel de estado seja incerta, a
idéia proposta por Seikkala ([21]), consiste em aplicar o principio da extensao de Zadeh

ao campo deterministico f obtendo assim um problema de valor inicial fuzzy proveniente

do sistema (2.2)
{f@
2(0) =

com f: F(R) — F(R) e &, subconjunto fuzzy de E.

Como a funcao f é continua, o teorema 2.1.5 garante que os a—niveis do campo fuzzy

f@())

o

(2.3)

=>

f satisfazem
[F@)]" = £(#") = [Ai(af,29). folaf, 25)]
onde

{ filef,a8) = min{f(2) : x € [#(0))" = a5, 5]} 2.4)

fo(at,25) = max{f(z) : @ € [£(1)]* = [27, 25]}.
Uma funcado #(t) que associa a cada t € [0,7] um subconjunto fuzzy em FE, estd bem

definida se existem fungoes ¢ : [0, 7] — R e 29 : [0,7] — R, tais que para todo a € [0, 1]
[2(0)]* = [27(t), 25 (2))-
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Se a funcao z : [0,7] — E for diferencidvel no sentido de Hukuhara ([1],[7]), entao a

derivada de z(t) pode ser definida como a fungao 2’ : [0, 7] — E cujos a—niveis satisfazem

[#(6)]" = [(25)' (1), (25)' (8)].

Pelas igualdades acima, o sistema associado (2.3) pode entao ser reformulado em um

sistema bidimensional deterministico

{ (@9)(t) = h(af,a8). 28(0) = ai; (25)
(#) (1) = falaf.23), 5(0) = a5,

de modo que para cada « € [0, 1] as fungoes x{ e x§ determinam os a—niveis de z(t).
A existéncia de soluc@o tnica para o sistema (2.3) é garantida pelo teorema abaixo
devido a Seikkala.

Teorema 2.2.1. Suponha que f satisfaca
Fta) = f(ED)| < gltJe—3l), t20, z,7€R

onde g : Ry x Ry — Ry € continua tal que r — g(t,r) € nao decrescente e o problema de

valor inicial
u'(t) =gt u(t), u(0)=1u (2.6)

tem uma solugdo em Ry para u, > 0 e que u(t) = 0 € a unica solugdo de (2.6) para u, = 0.

Entao o problema de valor inicial (2.3) tem solucao fuzzy tnica.

Exemplo 2.2.2. Consideremos a equagao diferencial fuzzy

(1m0

o

=

que ¢ a extensao de Zadeh do modelo de Malthus. Para este problema, tomando a funcao
g(t,r) =r, as condigoes do teorema (2.2.1) sao satisfeitas. A solucao tnica é determinada
pelo sistema deterministico bidimensional

(2.8)

cuja solucao

2 2



sao os a—niveis de #(t).

Solugdo fuzzy

Tef‘;po
Figura 2.2: Solucao do sistema fuzzy (2.7) com suppz,= (595, 605).

Na figura 2.2, temos o grafico da solucao fuzzy z(t) do sistema 2.2 com condigao inicial

como sendo o nimero fuzzy triangular z, = (595/600/605).

E importante observar que o comprimento do suporte de Z(t) é crescente em relagao ao
tempo, uma vez que, x{(t) é decrescente e x§(t) é crescente para todo 0 < av < 1 apartir de
um determinado t;. Portanto, conceitos relacionados aos estados de equilibrio do sistema
associado nao estao bem definidos.

O fato do suporte da solugao fuzzy z(t) ser crescente com relagdo a t nao é um caso

particular do exemplo acima segundo Kaleva [7].

Proposicao 2.2.3. Sez : [ — E™ € diferencidvel em I = [0,T], entdo para cada o € [0, 1]

a fungio t — diam[2(¢)]" € ndo decrescente em I.

2.3 Extensao do fluxo deterministico

Consideremos o sistema de equacoes autonomas

{ Z'(t) = f(z(t)) (2.9)

Vamos supor que f : R* — R" satistaca algum critério que garanta existéncia e

unicidade de solugao. Neste caso, a solugao x(t) do sistema (2.9) é unicamente determinda
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pela condigao inicial e o tempo t ([20]). Para enfatizar isto, vamos representar tal solugao
por
vi(x,) : Ry x R" — R”

ou seja, po(r,) = x, e ¢y(x,) = f(ei(x,)); a solucdo i(x,) é denominada fluro gerado
pela campo vetorial f.
Admitindo que a condigao inicial seja incerta, ou seja, x(0) = &, € E", entao temos

um sistema fuzzy associado

+(0) = 3, (2.10)

Neste caso, a solucao depende de uma condicao inicial fuzzy. A solucao para o sistema

associado (2.10) por esta abordagem é definida como sendo a fungao obtida pela aplicagao

do principio da extensao de Zadeh ao fluxo deterministico ¢.(z,), obtendo assim
&i(Zo) : Ry x F(R™) — F(R™).
Pela continuidade de ¢;(z,) com relagao a condigao inicial z, ([20]), a igualdade

[21(20)]" = ¢e([20]°) (2.11)

¢ satisfeita para todo a € [0, 1]. Portanto, a trajetdria determinda por ¢;(Z,) consiste de
uma familia de trajetérias deterministicas dadas por ¢;. Para cada T € R", o grau de
pertinéncia da trajetéria ¢,(Z) em ¢4(Z,) é igual ao grau de pertinéncia de Z em &, pois,

pelo principio da extensao de Zadeh

H(i0) (0e(T)) = sup{ps, (7) = () = @u(T)}

A igualdade ¢y(7) = () vale, em particular para t = 0, ou seja, 7 = Z. Logo, o supremo

¢ tomado em um conjunto unitario, portanto

ey (20) (91(T)) = s, (T).

Para o caso em que Z, é um subconjuto fuzzy de E", entao temos os a—niveis de z,
convexos e compactos e, como consequéncia, cpt([;i"o]a) também ¢é convexo e compacto
para todo v € [0, 1]. Sendo assim, ¢¢(Z,) é um subconjunto fuzzy de E™ para todo t € R.

Se considerarmos o caso em que a subjetividade aparece nos parametros da funcao f,

entao precisamos aplicar a extensao de Zadeh ao fluxo do sistema deterministico
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(2.12)

{ () = f(a(t),b)
z(0) = x,

onde z, € R" e b € R™ é um vetor de parametros para f. Portanto, adicionando ao

sistema acima as equacoes

by =0
b, =0
. (2.13)
by, =0
temos um novo sistema de dimensao n +m
2'(t) = f(x(t))
V() = 0 (2.14)

2(0) = (20, 0)

onde o vetor de parametros b aparece agora na condigao inicial. Dessa forma, voltamos ao
caso descrito acima onde somente a condicao inicial é fuzzy.

Para a metodologia apresentada nesta segao, M. T. Mizukoshi ([15]) verificou algumas
propriedades sobre a estabilidade da solucao fuzzy ¢;(#,). A definicio de estados de
equilibrio e estabilidade dada em ([15]) é andlogo ao caso cldssico, porém como estamos
sobre espagos dos nimeros fuzzy, a métrica utilizada é a de Hausdorff ([1]), isto é, dados
conjuntos A C R" e B € R", a distancia entre A e B é dada por:

dy (A, B) = max { sup inf ||z — yl|, sup inf ||z — .
(A B) = max {sup inf [y sup i [0 =}

Proposicao 2.3.1. Se x* ¢ um estado de equilibrio para (2.9) entio x (=} € um estado
de equilibrio para (2.10). Além disso:

1. X{a+} € estdvel para o sistema (2.10) se, e somente se, v* ¢ estdvel para (2.9);

2. X{a+} € assintoticamente estdvel para (2.10) se, e somente se, x* € assintoticamente

estavel para (2.9);

8. X{a=} € instdvel para (2.10) se, e somente se, x* € instdvel para (2.9).

Demonstragao. Consultar [15].
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O item 2 da proposi¢ao acima pode ser reformulado em termos do suporte da solucao
fuzzy ¢(&,), conforme veremos na proposigao abaixo. Antes porém, vamos enunciar e

demonstrar um resultado meramente tecnico.

Lema 2.3.2. Sejam K C R™ um conjunto compacto, f : R, x K — R" continua tal que
lim; .o f(t,z) = 2* para todo x € K. Dado € > 0, existe T > 0 tal que, para todot > T,
temos | f(t,z) — z*| < € para todo x € K.

Demonstracao. Do contréario existiria ¢ > 0 tal que, para todo T" > 0, existiriam
t>Tex € K tal que |f(t,x) — 2*| > . Em particular esta propriedade seria valida para
T, = n, n € N. Isto é, existiriam ¢, > T, e x, € K de modo que |f(t,,x,) — z*| > ¢
para todo n € N. Porém, como K é compacto, entao, passando a uma subsequéncia se
necessario, temos que lim, .., x, = x,. Da continuidade da f(¢,z) terfamos que ¢ <
limy, oo | f(tn, xn) — x| = | f(20,limy 0 tn) — 2*| = 0, de modo que chegarfamos a um

absurdo. n

Proposicao 2.3.3. Seja x* € R" o 1unico estado de equilibrio globalmente assintotica-
mente estavel em alguma regico D C R™ e x* nao depende de parametros fuzzy para o
fluzo pi(x,). Se [T,]* C D para todo o € [0, 1] entao

lim supp (&1(2,)) = {a"}.

Demonstracao. Pelo teorema (2.1.5) temos que [@t(i’o)]o = ¢;([2]°). Para demonstrar
a afirmacao, precisamos mostrar que para todo € > 0 dado, existe t, > 0 a partir do qual,
a distancia, pela métrica de Hausdorff, do conjunto S;, = ¢y, ([Z)°) = {¢r, (z) : © € [2,)°}
ao conjunto {z*} é menor do que €. O lema 2.3.2 assegura que, existe 7' > 0 tal que para

todo t > T temos |pi(z) — x*| < /2, para todo z € [£,]°. Logo, tomando t, > T, temos

que:
dy (Si,, {z*}) = max{sup inf [lz—y||, sup mf |z —yl|}
yeSy, vE{z*} ze{z*} YES
= max{ sup [ly =7, nf [ly -2 H}
YyESt,
= swp fly—2'| < <e
YyESt, 2
0 que prova a afirmagcao. .
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Para o caso em que o estado de equilibrio € instavel, se o fluxo deterministico bidimen-
sional ¢;(z,) for limitado, o teorema de Bendixson-Poincaré garante a existéncia de um

ciclo limite.

Proposigao 2.3.4. Seja D C R?. Suponhamos que p:(x,) admita um ciclo limite ¢
assintoticamente estdvel em D ndo dependente de parametros fuzzy. Se [Z,]* C D para

todo o € [0, 1] entao
lim supp (4(2)) = {¢}.

Demonstracao. Pelo teorema 2.1.5 temos que [@t(io)]o = ¢1([#,]°). Por definigao, se
y € {p}, entdo existe uma sequéncia t,(y) — oo, n € N, tal que lim,, ., ¢y, () (z) = y para
todo « € [2,])°. Dado & > 0, consideremos o conjunto Sy = {@, ;) () : @ € [2)%, y € {p}}
onde, k € N é tal que |py, (y)(z) — y| < €/2. Tal k existe pois, caso contrario, poderfamos
construir sequéncias t, — 0o e x,, — z, tal que |py, (z,) — y| > €/2. para todo y € {p}, o
que seria um absurdo pois, ¢ é ciclo limite para o fluxo deterministico ¢;(z). Logo, temos
que:

€
dy (Sk, {p}) = maxq{ sup inf ||z —y||,sup inf ||[x —y||} < = <e.
(S ) = max { s inf oyl swp int =y} < 3

0 que prova a afirmacao. "

Das proposicoes 2.3.3 e 2.3.4 concluimos que quando t — 00, a subjetividade das
solugoes desaparecem se a solucao admitir um ponto de equilibrio assintoticamente estavel
ou quando a solucao ¢é limitada. A hipdtese de x* nao depender de parametros fuzzy é

esséncial como veremos no Exemplo 2.3.6.

Exemplo 2.3.5. Consideremos a equagao fuzzy proveniente do modelo de Malthus

O estado de equilibrio para este sistema é x* = 0 que satisfaz as condi¢oes da proposicao
(2.3.3) quando A < 0. Portanto, podemos concluir que os a—niveis do fluxo ¢;(z,) con-

vergem para {0}. De fato pois, para o modelo deterministico a solugio é ;(x,) = z,e*

e pelo teorema 2.1.5 temos que os a—nfveis de $;(2,) sdo dados por [@y(2,)]" = [£,]%eM.
Logo, se A < 0 o termo exponéncial tende a zero. A figura 2.3 ilustra a solucao de ¢.(z,)

onde a condicdo inicial é o nimero fuzzy triangular &, = (5/10/15).
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Solugdo fuzzy

.
50 100 150 200 250
Tempo

Figura 2.3: Solugao fuzzy do Modelo de Malthus. Condicao inicial fuzzy: &, = (5/10/15) e
A = —0.012.

Exemplo 2.3.6. A solucao determistica da equacao logistica é dada por

kpo
po+ (k —p,)e

Pe(Pos A, k) = (2.15)

Considerando que a capacidade suporte k seja incerta, entao os a—niveis da solucao

fuzzy sao dados por

(2.16)

Fazendo ¢ — oo, temos que o supp(ﬁt(l%)) — supp(l%). Isto, no entanto, nao contradiz a
proposicao 2.3.3, ja que o estado de equilibrio da equacao logistica, p* = k£ é um ntmero
fuzzy. A solucio fuzzy obtida pela extensio de Zadeh de (2.15) para k = (225/245/265)
pode ser vista na figura 2.4a.

Para o caso em que o indice de crescimento relativo A é fuzzy, os a—niveis da solugao

fuzzy sao dados por

NN kpo
D (A = —. 2.17
) = .17

Neste caso, fazendo t — oo temos que e”M" — 0. Logo, supp(ﬁt(j\)) — {k}. Notemos
que este resultado ja era esperado da proposicao 2.3.3. Na solucao fuzzy da figura 2.4b,
foi considerado que A = (0.009/0.012/0.015).
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Solugao fuzzy
Solugao fuzzy

Figura 2.4: Solugao fuzzy da equagao logistica. (a) Capacidade suporte fuzzy:
k = (225/245/265), r = 0.012 e z, = 10. (b) Pardmetro intrinsico de crescimento
fuzzy: A\ = (0.009/0.012/0.015), k = 245 e z, = 10.

Se a condicao inicial é fuzzy, a proposicao 2.3.3 garante que o suporte da solucao fuzzy
tem como limite a capacidade suporte k. De fato, pois neste caso os a—niveis da solucao
fuzzy da equacao logistica sao dados por

ko)

[Pe(Po)] " = PN sy (2.18)

Logo, fazendo ¢t — oo, temos que supp(ﬁt(ﬁo)) — {k}. A solugao para p, = (10/15/20)

estd representada na figura 2.5

Solugéo fuzzy

250
Tempo

Figura 2.5: Solucao fuzzy do Modelo de Verhulst com condicao inicial fuzzy: p, = (10/15/20),
k=245 e A =0.012.

Exemplo 2.3.7. Suponhamos que a condi¢ao inicial x, ou ¥y, do modelo de Lokta-
Volterra seja um numero fuzzy. Por definicao de produto cartesiano fuzzy, o grau de

pertinéncia do par x, = (Z,,¥,) em um subconjunto de F(R?) é dado por us, (Te,Yo) =

min{ sz, (x,), Mo (%) }-
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Das analises do capitulo 1, vimos que o estado de equilibrio nao nulo do modelo de
Lotka-Volterra é estavel. Pelo fato de ¢:(Z,) ser constituido de trajetdrias deterministicas,
entao é esperado que a solugao fuzzy ¢(%,) apresente periodicidade em torno do estado
de equilibrio.

Nas figuras 2.6(a-b), apenas a condigao inicial para presas é considerada incerta, dada
pelo nimero fuzzy z, = (90/100/110). Notemos que embora somente a condi¢ao inicial de

presas seja imprecisa, a populacao de predadores também é afetada por esta imprecisao.

Dens. pop. de presas
Dens. pop. de predadores

0 50 200 0 E] 0 E
Tempo Tempo

(a) (b)

Figura 2.6: Solugao fuzzy para o modelo de Lotka-volterra. Parametros: a = 0.05 b = 0.08,
a = [ = 0.0008 e condigao inicial Z, = (90/100/110) e y, = 100 ; (a) populagao de presas; (b)
populagao de predadores.

Dens. pop. de predadores

0 Dens. pops.ude presas °
Figura 2.7: Plano de fase da solugao fuzzy.

A solucao para o caso em que ambas as condigoes iniciais sao fuzzy podem ser vistas
nas figuras 2.8(a-b). O plano de fase para este caso nao é viavel de ser representado, pois

uma mesma trajetéria pode assumir distintos valores de pertinéncia.
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Dens. pop. de presas
Dens. pop. de predadores

Figura 2.8: Solugao fuzzy para o modelo de Lotka-volterra. Parametros: a = b = 0.08, a = 0.05
e # = 0.0008 e condigao inicial z, = g, = (90/100/110); (a) - populagao de presas; (b) - populacao

de predadores.

Exemplo 2.3.8. Como mostramos no capitulo 1, o modelo de Holling-Tanner admite a
existéncia de um ciclo limite assintoticamente estavel que independe da condicao inicial.
Pela proposigao 2.3.4, o suporte do fluxo fuzzy ¢;(%,) do sistema associado ao deter-
ministico deve convergir para o ciclo limite do fluxo deterministico se a condicao ini-
cial (z,,9,) é um nimero fuzzy. O gréfico de ¢;(Z,) para a condi¢do inicial dada por
& =19 = (70/80/90) pode ser visto nas figuras 2.9(a-b).

Dens. pop. de presas
Dens. pop. de predadores

Teﬁpo
(a)

Figura 2.9: Solugao fuzzy para o modelo de Holling-Tanner. Paradmetros para ambas as figuras:
a=0.01, 8 =048, d =20, k =100, A = 0.1, m = 0.05 e condigao inicial &, = g, = (70/80/90).
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Capitulo 3

Sistemas p-fuzzy

3.1 Introducao

As equagoes diferenciais e de diferencas deterministicas constituem uma poderosa fer-
ramenta para a modelagem de fenomenos cujas variaveis de estados estao sujeitas a va-
riacoes ao longo do tempo. No entanto, para a modelagem deterministica ser eficiente
é necessario que tenhamos um conhecimento um tanto profundo das relacoes existentes
entre as variaveis e suas variagoes. E o conhecimento do fendmeno que torna possivel a
escolha das fungoes que determinam as variagoes com relagao ao estado (valor) da varidvel.
Em muitas situagoes porém, esta relagao entre varidveis e variacoes é somente conhecida
parcialmente, o que torna a modelagem deterministica menos aplicavel.

Por outro lado, a modelagem através de equacoes variacionais fuzzy embora compor-
tando subjetividades, também nao sao aplicaveis a modelagem de fenomenos com relagoes
parcialmente conhecidas. Isto vem do fato que estes modelos sao provenientes de modelos
deterministicos. A subjetividade suportada pelas equacoes fuzzy se refere a imprecisoes
quanto aos estados iniciais das varidveis (fuzziness demogrdfica) e parametros (fuzziness
ambiental). De modo geral, ambos os tipos de fuzziness estao presentes em equagoes de
dinamica populacional.

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre estabilidade para sistemas ite-
rativos baseados em regras fuzzy ou, sistemas p-fuzzy. Os sistemas p-fuzzy incorporam
informagoes subjetivas tanto nas varidveis quanto nas variagoes e suas relacoes com as
variaveis, sendo portanto uma ferramenta muito 1til para modelagem de fenomenos cujo

comportamento é parcialmente conhecido.
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3.2 Sistemas p-fuzzy

Denominamos de sistema p-fuzzy ao sistema iterativo

Trpy1 = [(or)

(3.1)
x, € R™ dado

onde f(zg) é quase linear, isto é, f(z) = x + A(x), A(zy) € R™ e A(zy,) é obtido por um
sistema baseado em regras fuzzy.

Os sistemas p-fuzzy sao basicamente constituidos de varidveis linguisticas de entrada

e saida e um controlador fuzzy(ver figura 3.1).
Controlador
X fuzzy Axy

Modelo matematico
Xppg =X v T Ax k

<—

Figura 3.1: Estrutura de funcionamento de um sistema p-fuzzy

Varidaveis linguisticas sao varidveis de estado que, quantitativamente, sao expressas por
conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy representam os estados da varidvel que, em geral, sao
expressos por valores subjetivos como pequeno, muito, alto, etc. Por exemplo, supondo
que a variavel linguistica seja populacao, seus estados subjetivamente podem ser baiza,
média e alta. Os termos subjetivos que determinam os estados das varidveis sao denomi-
nados termos linguisticos. Os termos linguisticos sao importantes para a modelagem, pois
definem os estados das variaveis. Quanto mais termos linguisticos, mais precisos estao os
estados assumidos pelas variaveis.

Um controlador fuzzy é constituido basicamente por um fuzzificador, uma base de
regras, um método de inferéncia e um defuzzificador (veja figura 3.2).

No fuzzificador cada entrada do sistema ¢ transformada em um conjunto fuzzy, ou seja,
se z, € R™ é uma entrada do sistema, o fuzzificador associa a esta entrada uma funcao de
pertinéncia fi,, (a). Em muitos casos, a funcao ., (a) é a prépria funcao caracteristica de
To-

A base de regras é um conjunto formado por regras fuzzy que relacionam os termos
linguisticos das varidveis de entrada e saida. A base de regras é considerada como um
elemento integrante do nicleo do controlador fuzzy. Cada regra da base satisfaz a seguinte

estrutura:
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SE a estd em A; ENTAO b estd em B,;.

onde A; e B; sao conjuntos fuzzy que representam termos linguisticos das varidaveis de
entrada e saida, respectivamente. A expressao a estd em A; significa que pg4,(a) € [0,1].
Tanto o conjunto fuzzy A; quanto B; podem ser produtos cartesianos de conjuntos fuzzy,
isto é, A; = Aj; X Ajp X -+ X Ay € Bi = Aj1 X Bjg X -+ X B;,. Neste caso, cada
conjunto fuzzy A;; e By, representa um termo linguistico para a j-ésima variavel de en-
trada e k-ésima varidavel de saida e, a expressdo a estd em A; significa que pa,(a) =
min{jia,,, fia,, - pa,, t € [0,1]. E na definicdo da base de regras que as informacoes do
fenomeno em estudo sao utilizadas. Para cada estado definido pelos termos linguisticos da
variavel de entrada, é definifido uma regra. Sendo assim, quanto mais termos linguisticos

mais informagoes sao incorporadas na modelagem.

Defuzificador

Figura 3.2: Estrutura do controlador fuzzy

O método de inferéncia é o mecanismo pelo qual as informacoes subjetivas definidas
pela base de regras sao avaliadas matematicamente. E neste estagio que para cada valor
assumido pelas varidveis de entrada, o valor das variaveis de saida sao determinadas de
acordo com a base de regras. Assim como a base de regras, o método de inferéncia é
considerado parte integrante do nucleo do controlador fuzzy. O método de inferéncia
utilizado neste trabalho é conhecido como método de inferéncia de Mamdani ou método
MAX-MIN. Neste método, cada regra é considerado como um relacao fuzzy e nao como
implicacao légica. A relacao entre as varidveis linguisticas é caracterizada pelo operador
MIN, isto é, cada regra é considerada uma relacao fuzzy R; onde o grau de pertinéncia
para cada par (a,b) é:

2058 (CL, b) = min{ﬂAi (CL), HB; (b)}
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A relacao entre cada regra é caracterizada pelo operador maximo, ou seja, a relacao fuzzy
R que representa o modelo determinado por uma base de regras, é obtida pela uniao

(maximo) de cada regra individual, de modo que para cada par (a,b) temos:

pr(a,b) = lgfgjl{um (a) A pp, (D)}

onde A representa o operador MIN. Agora, para cada entrada desejamos encontrar uma

MIN MAX

Y
\

\

\J

Figura 3.3: Mecanismo de inferéncia de Mamdani com duas varidveis linguisticas de entrada e
uma de saida.

acao correspondente, isto é, para um conjunto A de dados de entrada, queremos determi-
nar um conjunto B de dados de saida. Pelo método de Mamdani, a funcao de pertinéncia
de B é dada por:

pp(b) = max {max{pua(a) A pa,(a)} A ps,(0)}.

1<i<n

Se a entrada for um conjunto cldssico unitario, entdo pa(a) = 1 e pa,(a) < 1. Logo, a
expressao acima resulta em:

pp(b) = max {4, (a) A pp,(b)}

1<i<n

e, portanto, temos o conjunto fuzzy B que representa a agao para cada entrada A (figura
3.3).

O papel do defuzzificador é converter cada conclusao obtida pelo método de inferéncia
em um numero real que melhor representa a agao a ser tomada. No caso dos sistemas
p-fuzzy, o ntimero real obtido pela defuzzificacao é acrescentado ao valor assumido pela
variavel de entrada no instante k, alimentando o sistema interativo.

Um dos principais métodos de defuzzificacao é o centro de massa, que para variaveis
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continuas é dado pela expressao

 f,bus(b) db

m(B) = fg e (b) db '

Este método de defuzzificacao sera usado ao longo deste trabalho.
Notemos que o controlador fuzzy pode ser visto como uma funcao f : R® — R™, ja

que dado um valor de entrada, existe um tnico valor de saida correpondente.

3.3 Sistemas p-fuzzy unidimensionais

Nesta secao, faremos algumas definigoes e enunciaremos alguns resultados importantes
sobre a existéncia e unicidade de estados de equilibrio para sistemas p-fuzzy.

Consideremos o sistema p-fuzzy unidimensional

{ Tkt1 = Tk + A(xk) (3.2)

T, € R

onde A(z) é a saida defuzzificada de um controlador fuzzy tipo Mamdani. O sistema

acima estd em estado de equilibrio quando
=1 = xR <= Azg) =0

Definigao 3.3.1. Seja {A;}1<i<k uma familia de subconjuntos fuzzy com suppA;= (a;, a? ;).

Dizemos que os conjuntos A; sdo sucessivos se satisfazem:
1. supp(A;)Nsupp A1) # ¢;
2. supp(A;)Nsupp(4;)= ¢ se |i — j[ = 2;

8. sejam T e T tais que pa,(T) = pa,,, () =1, entdo T < 7.

As figuras 4.3, 4.4 e 4.6 sao exemplos de conjuntos sucessivos.
Definicao 3.3.2. Consideremos um sistema p-fuzzy e uma familia de subconjuntos su-
cessivos {A; }r<i<k. Se para x1,x9 € supp(A; U A1) as variagoes A(xy) e A(xg) possuem
sinais contrarios, entao o subconjunto fuzzy A* = A;N A1 é denominado conjunto viavel
de equilibrio e supp(A*) € uma regiao vidvel de equilibrio.

Como veremos nos resultados seguintes, o sistema p-fuzzy admite um estado de equilibrio
digamos x*, sempre que ha uma regiao de equilibrio supp(A*). Neste caso, as regras asso-

ciadas aos cunjuntos A; e A;;1 da definigdo acima satisfazem:
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1. se a estd A; entao b esta B;;

2. se a estd A;y1 entao b estd Bjiq;
com suppA;C Ry (R_) e supp(A;11)C R_(R,).

Teorema 3.3.3. Se um sistema p-fuzzy S admite uma regiao vidvel de equilibrio supp(A*),
entao S possui ao menos um estado de equilibrio em supp(A*), ou seja, existe x* €
supp(A*) tal que A(x*) = 0.

Demonstragao. Consultar [14]. n

A unicidade do estado de equilibrio exige algumas restricoes dos conjuntos sucessivos
que determinam os termos linguisticos do sistema p-fuzzy S.

2

Teorema 3.3.4. Sejam i, € f1a,,, mondtonas em supp(A*)= (a},;,a?), a; e a;11 tais

41
que pa,(a;) = pia,,(aiv1) = 1. Se a; < alyy € a;y1 < a? entdo o estado de equilibrio é

tnico em supp(A*).

Demonstragao. Consultar [14]. n

A andlise de estabilidade do estado de equilibrio de um sistema p-fuzzy unidimensional
é feita de modo andlogo ao caso deterministico, isto é, avaliando a derivada de f(z) =
z+A(z) em z*. Portanto, o sistema p-fuzzy sera estdvel quando 0 < A’(z*) < 2 e instédvel

caso contrario.

3.4 Sistemas p-fuzzy bidimensionais

Consideremos um sistema p-fuzzy bidimensional

Yk+1 = Uk + Dy(xk, yi)-
As variacoes A, e A, do sistema acima sao dadas por regras que satisfazem a seguinte
estrutura:
Se x estd em A; ey estd em B; entao A, estd em C; e A, estd D;.

Os valores assumidos pelas variacoes A, (zx, yi) € Ay(xy, yi) sao determinados pela
defuzzificagao dos conjuntos fuzzy C; e D} obtidos através da inferéncia de Mamdani. Pelo
fato das variacoes dependerem somente dos valores de entrada, entao podemos considerar

que cada uma das variagoes A, e A, sao determinadas por regras da forma
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Se x estda em A; ey estd em B; entao A, estda em C;.

Obviamente regras com apenas uma variavel de saida nao fazem parte da base de regras
de um sistema p-fuzzy bidimensional. No entanto, esta estrutura nos permite avaliar cada
variagao isoladamente, o que serd 1util para a determinagao de condigoes para existéncia e
unicidade de estados de equilibrio para o sistema (3.3).

Como veremos a seguir, sempre existe um estado de equilibrio para o sistema (3.3)
se em alguma regiao do dominio cada uma das variacoes A, e A, sao determinadas por

regras do tipo:

1. se x estd em Ay ey estd em By entao A, esta em C
2. se x estd em Ay ey estd em By entao A, estd em Coy (1)
3. se x estd em Ay ey estd em By entao A. estd em Cs

4. se x estd em Ay ey estd em By entao A, estd em Cy

com supp(C; U Cy)C R_ e supp(Cy U C5)C Ry e os conjuntos fuzzy A; e B; sucessivos.

Neste caso, o conjunto fuzzy A* = A; N Ay é o conjunto vidvel de equilibrio para A..

Definicao 3.4.1. Seja {A;}1<i<n € {Bi}i<i<m subconjuntos fuzzy sucessivos para os ter-
mos linguisticos das varidveis de entrada. Se A* e B* sdo conjuntos vidveis de equilibrio
para as variagoes A, e A,, entdo dizemos que R*=supp(A*)xsupp(B*) é uma regiao
vidvel de equilibrio para o sistema (3.3).

O proximo lema assegura que a fungao de pertinéncia do conjunto fuzzy C} obtido
pela inferéncia de Mamdani de cada regra da base de regras (1) é decrescente com relacao
a varidvel a se pa, é decrescente e, pc» € crescente com relagao a a caso g, seja crescente.
Antes de enunciarmos o lema, vamos fazer algumas definicoes que serao teis para a sua

demonstracao.
I (av b) - min{:u/h (CL), By (b)} 52(% b) = min{:uAl (CL), KB, (b)}

63(a? b) = min{:qu (a)? By (b)} 64(61? b) = min{:qu (&), KBy (b)}
Kes (C) = min {Iuol (C), max{ﬁl (@7 b)a ﬂQ(m b)}}
wes (C) = min {II’LCQ (C), max{ﬁi’s (@7 b)a ﬂ4(&> b)}}

onde 01 :ClLJCQ 602203UC4.
Para simplificar, vamos convencionar que [3; = Bi(a,bo), B, = Bi(a,b,) e que fic=(c) e

ficx(c) seja pcs(c) em B; e (3, respectivamente.
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Lema 3.4.2. Sejam { Ay }r—12 € { By }r=12 conjuntos fuzzy sucessivos, b, € Qp =supp(B1N

By), a e a € Qa =supp(A; N Ay) com as fungoes de pertinéncia satisfazendo:
(i) pa,(a) € decrescente e pa,(a) é crescente em 4,
(11) pp, (b) é decrescente e upg,(b) € crescente em Qp;

(111) se a; € Qa e b € Qp sao tais que pa,(a;) = pa,(a;) e pp, (b)) = pp,(b;) entdo
pa, (ai) = g, (bi).
Se a > a entao

Além disso, existe ¢ tal que

fic;(€) < fic; (¢) ou  ficz(€) > ficy(C).

MIN

ffffffff 7

s

c
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3 0
e
/\f
0
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Figura 3.4: Representagao geométrica do lema 3.4.2 para a funcio de pertinéncia pcy(c).

Demonstragao. Como 14, é decrescente e pi4, € crescente em €24 entao, pa, (@) < pa, (@)

e fia,(@) > pa,(a). Assim temos que

fic;(¢) < ficy(c) e fcg(c) = ficy(c),
0 que prova a primeira parte do lema.
Para provar a segunda afirmagao vamos separar em quatro casos: b, < b; e a < a;;
b, >biea>a;b, <bjea>a;;b,>0bea<a; Comoasdemonstracoes em cada um dos
casos sao semelhantes, vamos apresentar aqui apenas as demonstragoes dos dois primeiros

Casos.

1° caso. Suponha b, < b; e a < a;. Com efeito tomemos ¢ tal que uc,(¢) = 1. Neste caso,
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o grau de pertinéncia de ¢ no conjunto fuzzy C5 com entradas (a,b,) e (a,b,) sao dados,
respectivamente, por fic;(¢) = max{ﬁio,, 34} e fic;(¢) = max{ﬁg, 54}.
Segue diretamente das hipoteses que

,UAQ(&) < IUAQ(&) < KAy (&2) = KB (bl) < B, (bo)?

A

portanto, segue da definicao de 3; que ficy(¢) = pa,(a) e ficy(¢) = pa,(a). Logo, pelo
item (i) da hipétese, segue que

ficy(€) > ficy ().

2° caso. Suponha b; < b, e a > a;. Tomando ¢ tal que pue, = 1, entao o grau de
pertinéncia de ¢ no conjunto fuzzy C7 dado por fic:(¢) = max{/3, %} se a entrada é
(a,b,) e ficx(¢) = max{ 0, G2} para entrada (a,b,). Por hipStese temos que

(@) @ (i) (i9)
pa, (@) < pa, (@) < pa,(a;) = pB,(bi) < w1, (bo).

~

Portanto, fic:(¢) = pa,(a) e fic:(€) = pa,(a). Novamente, pelo item (i) da hipétese,
temos que
fic; (€) < ficy (€).

O caso em que a < a; < a segue por combinacao dos casos acima. "

O lema que acabamos de demonstrar € essencial para garantir a existéncia de um estado
de equilibrio para um sistema p-fuzzy bidimensional em uma regiao viavel de equilibrio.

O proximo teorema surgiu na tentativa de validar a escolha de um passo para o al-
goritmo que propomos para a busca de um estado de equilibrio. No entanto, foram obtidos
alguns outros resultados importantes como a existéncia tnica de estados de equilibrio para
o sistema p-fuzzy quando a base de regras satisfaz algumas condigoes. A condicao que va-
mos exigir é que cada variagao do sistema p-fuzzy admita um conjunto viavel de equilibrio,

ou seja, as variacoes em alguma regiao do dominio sao determinadas pelas regras
1. Se a estd Ay e b estda B; entao c esta Cy
2. Se a estd A, e b estd By entao c estd Cy (2)
3. Se a esta Ay e b estd By entao ¢ esta Cs

4. Se a estd Ay e b estd By entao ¢ estd Cy
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com os conjuntos fuzzy sucessivos { Ay }r—12 € { By }r=1,2, satisfazendo

1. pa, € pa, sdo continuas e decrescente e crescente em (24 respectivamente;
2. pup, € up, sao continuas e decrescente e crescente em {)p respectivamente;

3. pay (Qmin) > 1Ay (@min) = 0, piay(Gmaz) > pha, (Gmez) = 0 e analogamente para up, e

KBy

4. se a; € Qq e b € Qp sdo tais que pg, (a;) = pa,(a;) e pp, (b)) = wup,(b;) entao
Hay (&2) = By (bl)

5. Cy =supp(C; U Cy) e Cy =supp(C3 U Cy) sao conjuntos fuzzy com supp(Cy)C R_ e
supp(C2)C Ry e - continuas.

As fungoes fics e ficy, sdo fungoes de pertinéncia de ¢ obtidas pela inferéncia de Mam-

dani com entradas (a,b,) e (a,b,) respectivamente.

Teorema 3.4.3. Seja Qa = (min, Gmaz), 0 Suporte do conjunto vidvel de equilibrio A*,
Qp =supp(B1 N B2) e A.a,b) o centro de massa da regiago obtida pela inferéncia de
Mamdani através da base de regras (2) no ponto (a,b). Suponha que as condi¢oes (1-5)

acima sejam satisfeitas. Entao sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(a) Ac(@min, bo) <0 € Acl@maz,bo) >0, b, € Qp;
(b) existe um unico a* € Qy tal que A.(a*,b,) = 0;
(c) sea<a*<a,aeacQy entao A.(a,b,) <0 e A.(a,by) > 0.

Demostragao. Seja €y = supp(Ch) e Qy =supp(Cs). Por hipétese (item 5) €5 e Qo
sao disjuntos e, portanto, o centro de massa da regiao delimitada por pcs e pcy pode ser

calculado pela expressao

B fﬂl cpes(c) de + f92 cucg(c)de
le poy(c) de + fg2 peg(c)de

Ac(a,b) (3.4)

(a) Pelo item 3, 114, (@min) = 0, entdo pc;(c) = 0 para todo ¢ € €2y, assim

/ cpoy(c) de = 0.
Qo

Portanto a expressao (3.4) se reduz a

B Jo, chcy(c) de
le Kes (C) de
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Mas, como cpuc:(c) < 0 para todo ¢ € €, entdo Ac(@min,by) < 0. Por outro lado
4, (@maz) = 0, dessa forma pcs(c) = 0 para todo ¢ € €. Entdo, a expressiao (3.4)

se reduz a
. f92 C:LLCQ* (C) de

N fQQ Hes (C) de’

Como cpcg(c) > 0 para todo ¢ € €y, entdao A.(amaz,b) > 0.

Ac(amam bo)

(b) As fungdes de pertinéncia jic: e pc; obtidas pela inferéncia de Mamdani sdo continuas
para todo (a,b) € Q4 x Qp ja que sdo definidas por maximos e minimos das fungoes fi4,,
KB, € le; que sdo continuas por hipotese. Dessa forma A.(a,b) também é continua (veja
[11], pagina 43) e, pelo item anterior, A.(@min,bo) < 0 € Ac(tmaz,bo) > 0. Logo, pelo
teorema do valor intermididrio, existe a* € Q4 tal que A.(a*,b,) = 0.

Para demonstrar a unicidade vamos considerar 7(a, b) o numerador da expressao (3.4),

ou seja,

n(a, b):/ cpeor(c) dc+/ cpoy(c) de.
Ql QZ

Pelo lema 3.4.2, se @ < a entao fic:(c) > fics(c) e fic;(c) < ficz(c). Além disso, existe ¢ tal
que a desigualdade estrita é satisfeita. Como ¢ < 0 se ¢ € €21 e ¢ > 0 se ¢ € {2y concluimos

que:

/cﬂcl*(c)dc>/ cfic:(c)de e
951

Q1

/Cﬂc;(c) dc>/ chcg(c) de,
Qo

Qo
portanto n(a, b,) < n(a,b,), ou seja, n(a,b,) é crescente com relagao a variavel a. Agora
A.(a*,b,) = 0 se e somente se n(a*,b,) = 0. Dessa forma, supondo que existe Z tal que
n(a,b,) = 0 temos, pelo fato de n(a,b,) ser crescente, que @ = a* e, portanto, a unicidade

estd garantida.

(¢) Como n(a,b,) é crescente, entdo n(a,b,) < n(a*,b,) e n(a,b,) > n(a*,b,). Pelo fato do
numerador da expressao (3.4) ser sempre positivo, entdao A.(a,b,) < 0e A.(a,b,) > 0. =
Segue diretamente do teorema acima o seguinte resultado:

Corolario 3.4.4. Suponhamos que no teorema (3.4.3) suppC1C Ry e suppCoC R_ entao:
(a)Ac(amina bo) > 0 € Ac(ama:ra bo) < Oa

(b) se a < a* < a, entio A.(a,b,) >0 e A.(a,by) <O.
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Demonstracao. Substituindo ¢ por —c nas espressoes obtidas na demosntragao do te-

orema anterior obtemos as desigualdades dos itens (a) e (b). n

O que acabamos de demonstrar nos permite concluir que quando existem conjuntos
viaveis de equilibrio A* e B* para as variacoes A, e A, satisfazendo as hipdteses do teore-
ma 3.4.3 ou do Coroldrio 3.4.4, existem z* e y* tais que A(z*,y) = A(z,y*) = 0. Porém, a
existéncia de um ponto (z*, y*) tal que A(x*, y*) = A(z*, y*) = 0 é garantida pelo préximo

resultado.

Corolario 3.4.5. Seja A* e B* conjuntos vidveis de equilibrio para as variacoes A, e
A, do sistema (3.3). Entao, existe um unico estado de equilibrio (z*,y*) para (3.3) em
R* =supp(A*)xsupp(B*).

Demonstragao. Pelo teorema 3.4.3, para cada y € supp(B*) existe um tnico = €
supp(A*) tal que A, (z,y) = 0 e para cada = € supp(A*) existe um tnico y € supp(B*) tal
que Ay(x,y) = 0. Portanto, as trajetérias A (z,y) =0e Ay(z,y) =0 em R* sao funcoes
continuas (veja [10]) com dominio em supp(B*) e supp(A*) respectivamente, isto é z = g(y)
e y = f(z). Para mostrar que existe (z*,y*) tais que A, (z*,y*) = A (2", y*) = 0 precisa-
mos mostrar que as fungoes se interceptam em R*, ou seja, devemos mostrar que x* e y*
sao tais que x* = g(y*) e y* = f(x*). Para isso, definamos a funcao h(y) = y — f(g(y)).
Como I'm(f) Csupp(B*), entao existem y; e ys tais que h(y;) < 0 < h(y2). Logo, pelo
teorema do valor itermediario, existe y* tal que h(y*) = 0, ou seja, y* = f(z*) e z* = g(y*).

Para a unicidade veja a demonstragao em [14]. n

As funcoes A, e A, sao derivaveis em (z*,y*) (veja [14]) e portanto, a andlise de
estabilidade pode ser feita como no caso discreto deterministico apenas verificando os
autovalores de J(;« . Neste caso, o estado de equilibrio serd assintéticamente estdvel se
e somente se |[Re(A)| <1 e |Re(A\)| <1

Os estados de equilibrio para um sistema p-fuzzy, dependem unicamente das regras da
base de regras associada ao sistema e do dominio de definigao das regras.

Se A* é um conjunto vidvel de equilibrio para a variacdo A.(a,b), entdo o conjunto
fuzzy AA* obtido da multiplicacao de A* por A também é um conjunto viavel de equilibrio
para A.(a,b), j& que pax(a*) = pra-(Aa*) (veja pagina 35), consequentemente A.(a,b) =
A.(Aa,b). Além disso, se a* € supp(A*) é um estado de equilibrio, entao pela igualdade
anterior Aa* € supp(AA*) também é um estado de equilibrio. De uma forma geral temos

o seguinte resultado:

o7



Proposicao 3.4.6. Seja A, : [a,b] — R a variagdo de um sistema p-fuzzy. A.(a*,b,) =0

em [a,b] se, e somente se, A.(Aa*,b,) =0 em [\a,b].

Esta proposicao pode ser 1til quando se pretende dar exemplos ficticios de sistemas
p-fuzzy e seus pontos de equilibrio. Num exemplo de fenomeno real, basta multiplicar o

dominio por A que o ponto de equilibrio também serd multiplicado por .
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Capitulo 4

Dinamica populacional com sistemas

p-fuzzy.

4.1 Introducao

Neste capitulo, temos como objetivo o desenvolvimento de bases de regras para dinamica
populacional de espécies isoladas com crescimento inibido e espécies em interacao.
Vimos no capitulo 1 que a natureza da interacao entre 2 espécies, modelada por um

sistema de equagoes autonomas na forma:

d
— = af(a.y)
(4.1)
d
d—i =yg(z,y),

pode ser definida apenas impondo algumas condigoes para as funcoes f e g.
O que pretendemos nesta secao, é estabelecer uma base de regras para um sistema

p-fuzzy bidimensional discreto

1 = T + Ap (T, Yr)
(4.2)

Yrt1 = Yr + Ay (T, Ur),
com as mesmas informagoes utilizadas para a modelagem através do sistema (4.1). Isto é,
as variagoes A, e A, devem satisfazer as mesmas condi¢oes impostas as funcoes F'(z,y) =

zf(z,y) e G(z,y) = yg(x,y). Como as caracteristicas que definem as interagoes sao dadas

pelas derivadas parciais f, e g,, o comportamento de F(z,y) e G(x,y) com relacao a y e
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x, respectivamente, sao semelhantes a das fungdes f(z,y) e g(z,y), uma vez que

y Oy y Yoz

OF (z,y) xaf(x,y) . 0G(z.y) _ 99(z,y)

Por todo este capitulo serao usados os conjuntos de termos linguisticos
T, ={baiza, média baiza, média alta, alta} e Ta, ={alta negativa, média alta negativa,
média baiza negativa, baixa negativa, baira positiva, média baiza positiva, média alta
positiva, alta positiva} para determinar os estados subjetivos assumidos pelas varidveis
linguisticas populacao e variagao da populacao de ambas as espécies. Os conjuntos fuzzy
de cada termo linguistico estao representados na figura 4.1(a-b) onde a abreviagao é evi-
dente.

O fato de o dominio de ambas as espécies serem iguais nos exemplos apresentados
neste capitulo, pode biologicamente nao fazer sentido. No entanto, da proposicao 3.4.6
no capitulo anterior, as andlises quanto aos estados de equilibrio aqui apresentadas sao
semelhantes para qualquer multiplo dos dominios das variaveis populacao e variacao da
populacdo deste capitulo.

Neste capitulo, também apresentaremos um algoritmo baseado em regras fuzzy para a
determinacao do estado de equilibrio de um sistema p-fuzzy bidimensional. Além disso,
faremos o ajuste de parametros para alguns modelos deterministicos a partir das bases de

regras apresentadas
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Figura 4.1: Conjuntos fuzzy para os termos linguisticos: (a) termos linguisticos Tp; (b) termos

linguisticos Th,-

4.2 Base de regras para espécie isolada com cresci-

mento inibido

Como vimos na secao anterior, as partes fundamentais na modelagem através de um
sistema p-fuzzy sao a base de regras e os termos linguistico que definem subjetivamente
os estados das varidveis. E na base de regras que estao incorporadas as informacao do
fenomeno modelado. Quanto mais precisas forem estas informacgoes, melhor determinados
estao os estados assumidos pelas variaveis de entrada e saida e, consequentemente, maior
o numero de termos linguisticos. Neste caso, a base de regras também pode incorporar
mais regras, de modo que o sistema p-fuzzy descreve mais detalhadamente o fenomeno.

Nesta secao vamos elaborar um conjunto de regras basicas para modelos de dinamica
populacional de espécies isoladas, em particular espécies com crescimento inibido.

Os modelos com crescimento inibido sao aqueles que pressupoe a existéncia de uma ca-

pacidade suporte k, geralmente determinada por fatores ambientais e intrinsicos a espécie.
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Como vimos no capitulo 1, quando a populagao estda acima da capacidade suporte, entao
o numero de individuos da espécie diminui, de modo que temos uma variacao negativa. O

contrario acontece quando o nimero de individuos é menor do que k (veja 4.2).

| » |
l » I X

0 k

Figura 4.2: Campo de variagoes: (<) variacdo negativa; (—) variacao positiva

Esta relacao entre variaveis e variacao pode ser determina por uma equagao

dp
a f(p)
que pode ser aproximada, por discretizagdo, resultando em pyyp, = p; + hf(p), h > 0. Se
pe < k, entdo f(p) >0esep, >k, f(p) <O.

No entanto, se a dinamica populacional de uma espécie é somente parcialmente conhe-
cida, a capacidade suporte nao pode ser precisamente determinada e, como consequéncia,
também nao sabemos com exatidao quando a variacao é positiva ou negativa. Porém, é
possivel dizer que quando o niimero de individuos é muito grande a populagao decresce.

Isto sugere que usemos termos linguisticos para fazer a relagao entre a populagao p e a
variacao f(p), ou seja, devemos determinar o campo deterministico f por um controlador
fuzzy. Para a escolha das regras que vao formar a base de regras para dinamica po-
pulacional com crescimento inibido, vamos levar em consideracao a hipdéte geral sobre
variagao absoluta para dinamicas com crescimento inibido, ou seja, que a variacao absoluta
é crescente no inicio atingindo um valor maximo a partir do qual decresce assumindo
valores negativos, quando a capacidade suporte é ultrapassada.

Vamos utilizar o conjunto de termos linguistico 7, ={baiza, média baiza, média, média
alta, alta, altissina} para determinar subjetivamente os estados assumidos pela varidvel
populagdo e Ta, ={baiza negativa, baiza positiva, média positiva, alta positiva} para os
estados assumidos pela variavel linguistica wvariacdo da populacao. Considerando A; e
B; os conjuntos fuzzy para os termos linguisticos dos conjuntos Tp e Th,, uma base de
regras para dinamica populacional com crescimento inibido pode ser dado pelas 6 regras

seguintes:
1. se a populagao é baiza (B) entao a variacao é baiza positiva (B,);
2. se a populacao é média baiza (M B) entao a variagdo é média positiva (M,);
3. se a populac@o é média (M) entdo a variagao é alta positiva (A,);
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4. se a populacao é média alta (M A) entdo a variagao é média positiva My, (1)
5. se a populac@o é alta (A) entdo a variagdo é baiza positiva (B));

6. se a populagao é altissima (AL) entao a variacdo é baiza negativa (B,,).
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Figura 4.3: Conjuntos fuzzy dos termos linguisticos da varidvel populagao T),.
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Figura 4.4: Conjuntos fuzzy dos termos linguisticos da variavel variagcdo da populacio Tay.

As figuras 4.3 e 4.4 sao exemplos de conjuntos fuzzy A; e B;. A base de regras esta repre-
sentada no dominio da varidvel populacao. As flechas apontadas para a direita (esquerda)
na figura 4.3 simbolizam variagoes positivas (negativas). Observemos que enquanto a po-
pulacao nao atingir um valor altissimo a variacao é sempre positiva, ou seja, a populacao
esta crescendo.

Conforme podemos ver na figura 4.5, o sistema p-fuzzy com controlador fuzzy alimen-
tado através da base regras (1) e termos linguisticos como nas figuras 4.3 e 4.4, gera uma
sequéncia limitada como esperado. O conjunto vidvel de equilibrio para a base de regras
(1) é A* = An AL, portanto existe 2* € supp(A*)= (240, 260) tal que A(z*) = 0, isto é,
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Figura 4.5: Solugao do sistema p-fuzzy pela base de regras (1) e termos linguisticos como nas
figuras 4.3 e 4.4

o sistema p-fuzzy esta em estado de equilibrio, mais precisamente, x* = 248.71. Como o
conjunto fuzzy A* satisfaz as condigoes do teorema 3.3.4 entao, x* é tnico.

A base de regras (1) fornece a variacao absoluta da populacao em cada instante de
tempo. No entanto, é possivel também o comportamento de uma dinamica populacional
com crescimento inibido através de uma base de regras que define a variacao relativa.
Neste caso, a iteracao nao é feita por um sistema p-fuzzy, mas por um sistema iterativo
da forma

Tpt1 = (1 + A(xk))xk

onde A(zy) é fornecido por um controlador fuzzy. Obviamente, as bases de regras para
variagoes absolutas e relativas nao devem ser as mesmas. Neste caso, as informacgoes para
a montagem da base de regras deve ser coerente com as caracteristicas de variacao relativa
para crescimento inibido, ou seja, a variagao deve ser decrescente com relagao a populacao.

No exemplo a seguir elaboramos uma base de regras para a variacao relativa.

Exemplo 4.2.1. Consideremos o conjunto de termos linguisticos 7}, para a variavel de
entrada analogo ao da base regras (1) e para a varidvel de saida Tapre; ={baiza negativa,
baiza positiva, média baixa positiva, média positiva, média alta positiva, alta positiva}.
Consideremos também T, modelado pelos conjuntos fuzzy sucessivos conforme figura
4.6. A base de regras que estabelecemos abaixo leva em consideragao as caracteristicas de

uma variacao relativa para crescimento inibido:
1. se a populagao é B entao a variacao ¢ A,;
2. se a populagao é M B entao a variagao é M A;

3. se a populagao é M entao a variagao é M,y; (2)
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4. se a populagao ¢ M A entao a variacao é M By;
5. se a populagao é A entao a variacao é By;
6. se a populagao é AL entao a variacao é B,,.

A figura 4.7a mostra a trajetéria da sequéncia gerada pelo sistema iterativo xp ; =

0.8 —
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0.4 4
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Figura 4.6: Conjuntos fuzzy dos termos linguisticos da variavel variacdao relativa da populag¢ao
TAprel-

Dens. populacional
Dens. populacional

Figura 4.7: Crescimento inibido: (a) trajetéria do sistema iterativo com variagao relativa (base
de regras (2)); (b) trajetérias geradas com variacao relativa (linha segmentada) e absoluta (linha

continua).

4.3 Ajuste de parametros

A base de regras fornece um conjunto de dados através do controlador fuzzy que pode

ser usado para estimativa de parametros de campos deterministicos. Nesta secao, vamos
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utilizar o método dos minimos quadrados para obter parametros de campos determisticos
para dinamica populacional com crescimento inibido.
Dado um conjunto de dados {(z;, ;) }1<i<n 0 método dos quadrados minimos consiste

em encontrar z, € R™ que minimiza a soma
n
> 1 f (i 2) — il
i=1

Se f é uma combinacao linear de fungoes, f(x,2) = > /", 2 fr(x), entdo o problema
equivalente & soma acima é determinar z, € R™ que minimiza a norma usual em R? do
residuo

r=Az—y

onde z = (21,22,...,2m) € R™, y € R" e A € R*™™ com a;; = f;(z;). Quando n > m,
se as colunas de A sao lineramente independente, entao existe uma tnica solucao para o

problema de quadrados minimos (veja [23]). Tal solucao ¢ dada por
zo = (ATA) 1 Aly

Exemplo 4.3.1. Consideremos o modelo de Verhulst para dinamica populacional de

espécies isoladas. A variacao absoluta neste modelo é dada por
z 2
flz) = m’(l - E> = 21T + 2

onde z; = r e z3 = —r/k. A solugdo do problema de quadrados minimos para x =
(0,1,2,...,300) e y = A,(x) obtido por controlador fuzzy é, z; = 0.0185 e 2, = 0.77° que
é tinica pois as colunas de A, formadas por x e 22, sao linearmente independentes.

Na figura 4.8 temos as solu¢oes do modelo de Verhulst (segmentada) com r = 0.18 e
k = 257 e p-fuzzy (continua) com condic¢do inicial z, = 20. A trajetéria pontilhada é a

sequencia gerada pelo modelo discreto de May com os mesmos parametros acima.

Exemplo 4.3.2. A variagao do modelo de Montroll é dada por

f@) = ra [1 - (%)ﬁ]

Os parametros r, k e 3 podem ser obtidos por minimizagao de F(r, k, 5) = >0, | f(xi)—
Ay(x;)2. Para x = (0,1,2,...,300) temos r = 0.023, k = 257.707 ¢ 8 = 0.648. A solucao

do modelo de Montroll como estes parametros pode ser vista na figura 4.8.
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Dens. populacional

Figura 4.8: Ajuste de parametros: solu¢oes dos modelos de Verhulst (segmentada), May (pon-

tilhada), Montroll (ponto-segmentada) e p-fuzzy (linha continua).

Como podemos observar na figura 4.8, as solugoes de modelos deterministicos continuos

e discretos apresentam comportamentos semelhantes ao modelo p-fuzzy.

Exemplo 4.3.3. Podemos considerar o parametro intrinsico de crescimento do modelo de
Verhulst como sendo um nimero triangular fuzzy com 7 = (0.015/0.018/0.021) conforme
capitulo 2. Neste caso, usando o método da extensao de Zadeh do fluxo determistico
apresentado no capitulo 2, obtemos a solucao fuzzy da figura 4.9.

Observemos que a solugao do sistema p-fuzzy (linha branca na figura 4.9) pertence ao

suporte do conjunto fuzzy obtido pela extensao do fluxo.

Dens. populacional

Figura 4.9: Solugao fuzzy do modelo de Verhulst com 7 = (0.015/0.018/0.021) e condicao inicial
x, = 20.
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4.4 Algoritmo para busca de estado de equilibrio para

sistemas p-fuzzy.

Consideremos o sistema p-fuzzy bidimensional

Tpr1 = T + Ap (T, Yr)
(4.3)

Ykt1 = Yk + Dy (Tk, Yg)-

Como vimos na segao 3.4 do capitulo anterior, o sistema (4.3) admite um estado de
equilibrio em uma regiao R* se os conjuntos fuzzy da base de regras satisfazem as hipdteses
do teorema 3.4.3. Exceto no caso em que os conjuntos fuzzy das variaveis de saidas sao
simétricos, isto é, pue, (—¢) = pe,(c) o estado de equilibrio nédo é facil de ser determinado.
A dificuldade se torna ainda maior se o estado de equilibrio é instdvel.

O que propomos nesta secao ¢ um algoritmo para aproximacao numérica do estado
de equilibrio, baseado nas regras do sistema (4.3), que é equivalente a encontrar o mi-
nimizador de ||Agy(x,y)|| com A, = (A, A,). O algoritmo aqui proposto consiste em
determinar uma aproximagao U471 = (Tg+1, Uk+1) @ partir de um determinado 95 de modo
que [|Agzy(Tps1)|| < ||Azy(x)||. Para isso dado vy, devemos encontrar uma direcdo de

)

descida dy, = (dy(x), do(0x)) tal que Ogy1 = U + dj, ou, ainda,

(4.4)

Thp1 = Ti, + di (T, Ure)
Ukt1 = Uk + do(Tk, Ui

Embora algoritmos para minimizar fungoes que usam direcoes de descidas seja bem
conhecidos e estruturados matematicamente, conforme vemos em [4] e [13], entretanto,
aqui nao podemos utilizar tais métodos. Para garantir a convergéncia, eles dependem do
valor da derivada da fungao em cada iteragao, o que pode nao ser o caso de |[Azy(vg)||.
Entao, um método para minimizar ||A,,(vx)|| onde A, é dado por regras fuzzy, deve levar
em consideracao a possibilidade dela nao ser derivéavel.

A proposicao a seguir fornece uma condigao suficiente para garantir a convergéncia do

sistema (4.4).

[e.o]

Proposicao 4.4.1. Se a série Z ||dk|| converge, entdo a sequéncia gerada pelo sistema
k=1
(4.4) converge.

Demonstragao. Seja Up = (Tg, Jx) € dr, = (d1(0),d2(x)). A sequéncia gerada pelo
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sistema (4.4) é dada por
k—1
O =01+ Y ||di]-
i=1

Colocando o, = 37" |||, entdo se n > m,

n—1 n—1
||7~jn - T)mH = Zdi < Z HdZH = |0n - 0m| < |0n - U‘ + ‘0 - 0m|
i=m i=m

onde ¢ é o limite da série Y ||dg||. Dessa forma, tomando o limite em m e n, temos que
lim ||9, — || < lim |0y, — 0|+ lim |0 — 0| = 0.
m—0o0 n—oo m—00

Como R? é completo, entao a sequéncia 7, é convergente, ou seja, existe v € R? tal que

00
U= E Uk,
k=1

o que confirma a proposicao. "

A proposicao que acabamos de demonstrar é fundamental para o desenvolvimento do
algoritmo, uma vez que agora podemos determinar uma condicao para a convergencia da
série de valores reais Y ||dg||. O teste da razao nos garante que se existir uma constante

a tal que

<a<l (4.5)

entao a série Y ||dg|| serd absolutamente convergente e, como consequéncia, convergente
([12]). Sendo assim, vamos pedir que o passo dy, satisfaca (4.5).

No entanto, somente a convergéncia do sistema (4.4) nao é suficiente para garantir que
[|Azy(vr)|] — 0, pois pode ocorrer que o passo dj convirja a zero antes mesmo que A,.
Sendo assim, vamos exigir que ||di|| > B||Ayy(vg)|| para algum 3 > 0.

Agora ja podemos estabelecer um algoritmo incorporando as informacoes citadas an-

teriormente.

Algoritmo 4.4.2. Seja a € (0,1) e 8> 0. Dado vy, tal que ||Ayy(0x)|| > 0, entdo a nova
aprorimacao Uiy € encontrada através dos sequintes passos:

19 passo: encontrar dy. satisfazendo:
ldrall < elldil] e |ldil] = Bl]Agy(r)]]
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2° passo: calcular a nova aprorimacao
U1 = U + di

3° passo: wverificar se ||Agy(Up41)|| = 0. Caso contrdrio, retornar ao 1° passo.

O teorema a seguir garante a convergencia do algoritmo para um ponto de equilibrio
do sistema (4.3).

Teorema 4.4.3. A sequéncia vy gerada pelo algoritmo 4.4.2 € tal que:

() o=
(5) |8 (®)]] = 0.

Demonstracao:
(a) como ||diy1|| < a ||dg||, para todo k € N, 0 < a < 1, entao > ||dg|| converge. Logo,
pela proposicao (4.4.1), existe v tal que

k—o0

(b) Sabemos que || Ay, (@] < Alds]l. Portanto
180y (D) = Jim |1, (@11 < B limn [Jdel| = B Y [[51 — ]| = 0,
logo ||A,,(D)]| = 0, o que prova (b). n

Observemos que a condi¢ao ||dy41|| < a|dk|| é suficiente para a convergéncia do algo-
ritmo 4.4.2 e nao necessaria. O exigido é que a sequéncia v, gerada pelo algoritmo seja
convergente pois, neste caso, ||dx|| — 0 e, portanto, o item (b) do teorema acima continua
valido.

A escolha da direcao do passo em algoritmos de minimizagao é fundamental para a
convergéncia de maneira eficiente para o ponto desejado. Entretanto, tal direcao nem
sempre ¢é facil de ser determinada. Em geral, esta escolha leva em consideragao a direcao
do gradiente da funcao. Para encontrar o estado de equilibrio de uma base de regras, no
entanto, a direcao do passo pode ser facilmente identificada apenas verificando os sinais
das variacoes A, e A, em um dado ponto (%, y;) conforme garantido pelo item (¢) do

teorema 3.4.3.

70



Exemplo 4.4.4. Como veremos nas proximas segoes, as variagoes do sistema p-fuzzy na
regiao viavel de equilibrio para interacao do tipo presa-predador pela base de regras da

figura 4.17 sao dadas pelas regras:
1. Sex é MB ey é MB entao A, é MB, e A, é MB,;
2. Sex é MB ey é MA entao A, é MB,, e A, é MB,;
3. Sex é MA ey é MB entao A, é MB, e A, é MB,;
4. Sex é MA ey é MA entao A, é MB, e A, € MB,.

Os conjuntos viaveis de equilibrio A* = B* = M B N M A satisfazem as condigoes do
teorema 3.4.3, portanto pelo item (¢) do mesmo teorema, temos que: se 7 < x* < o,
entdo Ay(z1,y) < 0 < Ay(xq,y) e, pelo corolario 3.4.4, se y; < y* < ya, entdo Ay (x,ys) <
0 < Au(x,y;). Dessa forma, é possivel determinar a localizacao de um ponto (Z, ) com
relacdo a (z*,y*), apenas verificando os sinais de A,(7,7y) e A, (Z,¥y), consequentemente,
a escolha da direcao do passo pode ser baseada nesta informacao.

E importante observar que se T &~ x*, entao Ay(z,y) = 0e, sey~y*, entdo Ay(x,7) =
0. Neste caso, o passo escolhido para este exemplo em particular serd: dp = 10( —
Ay (Ty), Ax(z_)k)). A segunda condicao exigida para o passo do algoritmo 4.4.2 é satisfeita,
uma vez que ||dg|| = 10||A.y(Tx)||. A primeira condigdo,||dg11]] < «af|dk||, também é
satisfeita conforme podemos observar na figura 4.11.

A sequéncia gerada pelo algoritmo com aproximagao inicial (42,61) pode ser vista
na figura 4.10a. O ponto obtido apds 67 iteragoes é (Z,y) = (49.9995,50.0005) com
[|Azy(Z,9)|| < 1071°. A figura 4.10b mostra a sequéncia no plano de fase; podemos
observar que a direcao escolhida para o passo segue aproximadamente a direcao da reta

ligando a aproximacao inicial e o estado de equilibrio.

Figura 4.11: Grafico de ay, = ||dy|/||dps1]]-
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(a) (b)

Figura 4.10: Sequéncia gerada pelo algoritmo 4.4.2 com aproximagao inicial (42, 61).
(a) Interacao versus aproximacao. (b) Sequéncia no plano de fase

4.5 Modelo p-fuzzy para interacoes do tipo competicao

O modelo geral geral proposto por Kolmogorov considera que a variagao populacional
de uma espécie ¢é decrescente com relagao a outra quando as espécies estao em competicao.
Além disso, se a interagao é facultativa para ambas as espécies, entao é assumido que existe
uma capacidade suporte para cada espécie.

Devido a competicao interespecifica, é razoavel considerarmos que as populagoes de
ambas as espécies crescem de forma inibida, quando ausentes da interacao, isto é, a variacao
absoluta é crescente quando as densidades populacionais sao baixas, porém decrescentes
a partir de um valor atingido pela densidade populacional.

Se considerarmos os termos linguisticos das variaveis de entrada e saida dados pelos
conjuntos T, e Th,, respectivamente, entdo uma base de regras que satisfaz as condigoes

de uma interacao do tipo competicao pode ser dada pelas 16 regras abaixo:
1. Sex é Bey é Bentao A, é MA, e A, é MA,y;
2.5¢ex éB ey éMBentao A, € MA, e A, € Ay;
3. Sex é Bey é MAentao A, é MB, e A, € MB,;
4. Sex é Bey é Aentao A, € By e A, € By;
5. Sex é MB ey € Bentao A, é A, e Ay é MAy;
6. Sex é MB ey é MB entao A, € MB, e A, € MDBy;

7.5¢ex é MB ey é MAentao A, € B, e A, € By;
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8. Sex é MB ey € Aentao A, € B, e A, é MB,;

9. Sex é MA ey é Bentao A, é MB, e A, é MB,;
10. Sex é MA ey é MB entao A, € B,, e A, € By;

11. Sex é MA ey é MA entao A, é MB,, e A, é MB,;
12. Sex é MA ey é Aentao A, é MA, e A, é MA,;
13. Sex é Aey € Bentao A, é B, e A, € By;

14. Sex é Aey é MB entao A, é MB, e A, € By;

15. Sex é Aey é MA entao A, é MA, e A, é MB,;
16. Sex é Aey é Aentao A, € A, e A, € Ay;

Graficamente, podemos representar esta base de regras no “campo vetorial” delimitado
pelo dominio das variaveis popula¢ao conforme a figura 4.12. Podemos observar na figura
4.13(a-b) que as variagdes da populagao da espécie 1 é decrescente com relagao a espécie
2 e, analogamente, para a variacao da populagao da espécie 2.

A area destacada na figura 4.12 é a regiao viavel de equilibrio do sistema p-fuzzy. Nesta

regiao, as variacoes do sistema sao dadas pelas regras
1. Sex é MB ey é MB entao A, é MB, e A, é MB,;
2. Sex é MB ey é MA entao A, é B, e A, € By;
3. Sex e MA ey é MB entao A, € B, e Ay é By;
4. Sex é MA ey é MA entao A, € MB, e A, € MB,.

Os conjuntos fuzzy A* = B* = M B N MA, sao conjuntos viaveis de equilibrio para

as variacoes A, e A,, respectivamente. Ambos os conjuntos satisfazem as hipdteses do

Y
teorema 3.4.3 e do corolario 3.4.4. Logo, pelo corolario 3.4.5 existe um tnico estado de
equilibrio em R* =supp(A* N B*) para o sistema p-fuzzy com a base de regras da figura
4.12. Considerando o dominio das varidveis conforme a figuras 4.1(a-b) na pagina 61, o
estado de equilibrio nao nulo é (50,50). A capacidade suporte das espécies em isolamento
é ki =ky =79.53 .

Os autovalores da matriz jacobiana no estado de equilirio nao nulo sao Ay = 0.98 e

Ao = 0.97, portanto (z*,y*) é assintoticamente estavel.
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Figura 4.12: Base de regras para interagoes do tipo competicao. As variagoes negativas sao
representadas pelos simbolos | e <+ enquanto que variagoes positivas sao representadas por
Te—

As figuras 4.14(a-b) s@o as solugoes do sistema p-fuzzy para espécies 1 e 2, respecti-
vamente. A trajetéria segmentada representa a dinamica populacional das espécies em
isolamento, enquanto que a trajetoria continua é a dinamica de cada espécie em interacao.
Como ¢é de caracteristica de espécies em competicao, as densidades populacionais das
espécies 1 e 2 se estabilizam em valores inferiores a sua respectiva capacidade suporte.

Embora a interacao seja de competicao, a densidade populacional de ambas as espécies
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Figura 4.13: Variagoes de uma espécie com relagao a outra: (a) variacdo da espécie 1 com

relacdo a espécie 2; (b) variagdo da espécie 2 com relagao a espécie 1.

é crescente no inicio. Isto se deve ao fato de que a contribuicao negativa para a espécie

1, provocada pela interacao com a espécie 2, é menor inicialmente do que o crescimento

populacional da espécie 1.

Dens. pop. da espécie 2

Dens. pop. da espécie 1

L L
300 350 400

0 50 20 20
Tempo

(b)

Figura 4.14: Solugao do modelo p-fuzzy pela base de regras da figura 4.12. (a) espécie 1 em iso-

lamento (segmentada) e em interacdo (linha continua); (b) espécie 2 em isolamento (segmentada)

e em interacdo (linha continua).

4.6 Modelo p-fuzzy para interacoes do tipo presa-

predador

Uma interagao do tipo presa-predador tem como caracteristica principal ser prejudicial
para uma espécie e benéfica a outra. Quando a interacao é facultativa para ambas as

espécies entao as densidades populacionais de presas e predadores sao limitadas por suas
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respectivas capacidades suporte. Neste caso, a densidade populacional dos predadores é
maior no estado de equilibrio nao nulo do que sua capacidade suporte; por outro lado, a
densidade populacional das presas é menor no estado de equilibrio do que a capacidade
suporte.

De modo geral, a interacao é obrigatoria para os predadores, isto é, a presenca de
presas é essencial para a sobrevivéncia dos predadores.

De acordo com o Modelo geral de Kolmogorov, para uma interacao do tipo presa-

predador as variacoes populacionais devem satisfazer basicamente duas condicoes:

1. a variacao populacional para presas é decrescente com relagao a populacao de pre-
of .
dadores (z < 0);

2. a variacao populacional para predadores é crescente com relacao a populacao de

presas (% > 0).

Para estabelecimento de uma base de regras para interacoes do tipo presa-predador,
vamos considerar ainda que a interacao é facultativa para as presas, de modo que: se a
densidade populacional de presas for alta, entao a variagao em sua populagao sera negativa.

A base de regras a seguir incorpora todas as informagoes essenciais expostas acima:
1. Sex é Bey éBentao A, € MB, e A, é MA,;
2.5¢ex éB ey éMBentao A, € MA, e A, € Ay;

3. Sex é Bey é MAentao A, é MB, e A, é MB,;
4. Sex é Bey é Aentao A, é B, e A, € By;

5. Sex é MB ey é Bentao A, € A, e A, € MA;

6. Sex e MB ey € MB entao A, é MB, e A, é MBy;
7.S5ex é MB ey é MA entao A, é B, e Ay é By;

8. Sex é MB ey € Aentao A, € B, e A, € MB,;

9. Sex é MA ey é Bentao A, é MB, e A, é MB,;
10. Sex é MA ey é MB entao A, € B,, e A, € By;

11. Sex é MA ey é MA entao A, é MB,, e A, é MB,;
12. Sex é MA ey é Aentao A, é MA, e A, é MA,;
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13. Sex é Aey € Bentao A, é B, e A, € By;

14. Sex ¢ Aey é MB entao A, é MB, e A, € By;
15. Sex é A ey é MA entao A, é MA, e A, é MB,;
16. Sex é Aey é Aentao A, € A, e A, € Ay;

A figura 4.15 representa cada uma das regras no “campo vetorial” delimitado pelo
dominio das variaveis populacao de presas e predadores.
As variagoes do sistema na regiao de equilibrio destacada na figura 4.15, sao determi-

nadas pelas regras:
1. Sex é MB ey é MB entao A, é MB, e A, é By;
2. Sex é MB ey € MA entao A, € B, e A, é MB,;
3. Sex e MA ey é MB entao A, € B, e A, € MB,;
4. Sex é MA ey é MA entao A, é MB, e A, € B,,.

Pelo teorema 3.4.3 e coroldrios 3.4.4 e 3.4.5, o estado de equilibrio (50,50) é tinico
em R*. Os autovalores de J(g« +) sao Ao = 0.991 & 0.02017 e, portanto, (z*,y*) é as-
sintoticamente estavel. A capacidade suporte para as presas na auséncia de predadores
é k1 = 79.53. Na figura 4.16 temos a solucao do sistema p-fuzzy com a base de regras
dada pela figura 4.15. A trajetoria pontilhada é a solugao para a populagao de presas na
auséncia de predadores, enquanto a curva ponto-segmentada ¢é a solugao da populacao de
presas em interacao. A trajetoria continua é a solucao de predadores em interacao.

Em interacoes do tipo presa-predador as densidades populacionais em geral apresentam
flutuagoes em torno do estado de equilibrio ao longo do tempo. Embora a solucao do
sistema p-fuzzy gerada pela base de regras da figura 4.15 apresente oscilagoes, a amplitude
destas oscilagoes tornam-se nulas quando t — oo. No entando, é possivel obter solucgoes
com periodicidade apenas fazendo algumas alteragoes na base de regras da figura 4.15, de
modo que as caracteristicas de interagoes presa-predador sejam mantidas.

Na regiao destacada na figura 4.17 as variagoes do sistema p-fuzzy sao dadas pelas

regras:
1. Sex é MB ey é MB entao A, é MB, e A, é MB,;

2. Sex é MB ey € MA entao A, é MB,, e A, é MB,;
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Figura 4.15: Base de regras para uma interacao presa-predador.

3. Sex e MA ey é MB entao A, é MB, e A, é MBy;
4. Sex é MA ey é MA entao A, € MB, e A, é MB,.

O estado de equilibrio para esta base de regras é (50,50). Os autovalores de J 50 50

sao A1 2 = 1.012 £ 0.031¢, logo o estado de equilibrio ¢ instavel.
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Figura 4.16: Solugao do modelo p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.15.
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Figura 4.17: Base de regras para uma i%era@éo presa-predador com ciclo limite.



Dens. populacional

Tempo

400
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Figura 4.18: Solugao do modelo p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.17.

73,0769 4
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1
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L i
26,9231 73,0769

50
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Figura 4.19: Plano de fase do sistema p-fuzzy associado a base de regras da figura 4.17.

A solucao do sistema p-fuzzy com a base de regras da figura 4.17 pode ser vista nas
figuras 4.18(a-b). Como o estado de equilibrio ¢ instével, entao as trajetorias se afastam do
ponto (50, 50). No entanto, como existe a capacidade suporte para a populacgao de presas,
as oscilacoes das solugoes nao podem crescer indefinidamente, como podemos observar na
figura 4.18, de modo que as solugoes tendem a se tornarem periddicas, ou equivalentemente,
as trajetérias do sistema p-fuzzy no plano de fase convergem para um ciclo limite.

Como nos modelos deterministicos, a solucao da populacao de predadores esta em

atraso com relacao a populacao de presas.

4.7 Modelo p-fuzzy para interagoes do tipo mutua-

lismo.

A principal caracteristica de um interagao do tipo mutualismo é que ambas as espécies

envolvidas na interacao sao beneficiadas. Para modelagem, Kolmogorov considera que a
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variagao de uma espécie é crescente com relagao a outra.

O mutualismo pode ser tanto facultativo quanto obrigatdrio para as espécies. Nesta
secao, vamos elaborar uma base de regras para ambos os casos.

Como ja mencionamos, se a interacao é facultativa, é razoavel considerarmos uma
limitagao para o crescimento populacional devido a disponibilidade de recursos naturais.
Outro fato importante a ser considerado é que, quando as populacoes atigem valores altos

de densidade, a contribuicao dever ser anulada pela competicao interepecifica da espécie

para evitar crescimento indefinido.

Na base de regras que propomos abaixo, a variacao populacional para a espécie 2 é

crescente com relacao a espécie 1 e, analogamente, para a espécie 1 conforme podemos ver

na figura 4.20.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Se x

Se x

Se x

. Sex

Se x

Se x

Se x

Se x

Se x

Se x

Se x

Se x

Se z

Se x

Se x

Se x

¢B ey éBentao A, € MB, e A, é MA,;

¢ B ey éMBentao A, é MA, e A, € Ap;
¢B ey éMAentao A, é MB, e A, é MB,;
¢B ey éAentao A, € B, e Ay € By;

¢MB ey é Bentao A, € Ay e Ay é MA;

¢ MB ey é MB entao A, é MB, e A, é M By;
¢ MB ey é MAentao A, € By e A, € B;
¢EMB ey é Aentao A, € B, e A, € MB,;

¢ MA ey é Bentao A, ¢ MB, e A, é MBy;
¢ MA ey é MB entao A, € B, e A, € By;
EMA ey é MAentao A, é MB, e A, é MBy;
¢ MA ey é Aentao A, é MA, e A, é MA,;
¢Aey éBentao A, é B, e Ay € By;

¢Aey é MB entao A, é MB, e A, € By;
¢AeyéMAentao A, é MA, e A, é MB,;
¢Aey éAentao A, € A, e Ay é Ay
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Figura 4.20: Base de regras para mutualismo facultativo

Observemos que na regra 16, ambas as variagoes poderiam ser positivas que mesmo
assim as caracteristicas de mutualismo ainda seriam satisfeitas. No entanto, como menci-
onamos anteriormente isto faria com que a competicao interespecifica fosse superado pela
interacao mesmo em altas densidades populacionais.

Como podemos ver na figura 4.21, a densidade populacional da espécie 1 é decrescente
no inicio. Isto pode ser explicado pelo fato que a densidade populacional da espécie 2 é
baixa e da espécie 1 estd acima da capacidade suporte, de modo que a contribuicao da

interacao nao supera a competicao interespecifica da espécie 1. Na figura 4.21, a curva
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Dens. pop. da espécie 1
Dens. pop. da espécie 2

20 20 30 30 0 0 50 100 50 20
Tempo Tempo

(a) (b)

Figura 4.21: Solugao do modelo p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.20

segmentada representa a dinamica populacional das espécies quando isoladamente.

O estado de equilibrio para o sistema p-fuzzy pela base de regras da figura 4.20 é
(73.08,73.08) que é assintoticamente estavel, ja que os autovalores da matriz jacobiana
neste ponto sao: A; = 0.98; Ay = 0.97. A capacidade suporte de cada espécie, ki = ko =
46.16 sao ambas menores do que z* e y*, respectivamente, como esperado numa interacao
de mutualismo.

Podemos considerar também que o mutualismo é obrigatorio para ambas as espécies.
Neste caso, se uma das populagoes esta abaixo de um valor critico, ambas as espécies ten-
dem a desaparecer do ambiente. Na figura 4.22 temos uma base de regras para interacoes
do tipo mutualismo obrigatorio para ambas as espécies. Também é considerado que, para
altas densidades populacionais, a contribuicao da interacao é menor que a competicao
interespecifica.

O sistema p-fuzzy associado a base de regras da figura 4.22 admite dois estados de
equilibrio nao nulos (33.81,33.81) e (81.15,73.08). O primeiro tem uma estabilidade do
tipo ponto de sela, pois os autovalores de J(3381,33.81) sa0 Ay = 1.0445 e Ay = 0.9661. Os
autovalores de Jg.1573.08) a0 Ay = 0.9413 e Ay = 0.9806. Portanto, o segundo estado ¢
assintoticamente estavel.

Na figura 4.23a temos a solugao do sistema p-fuzzy com condi¢ao inicial (45, 20). Como
podemos ver, o crescimento de uma espécie nao é suficiente para evitar a extincao de
ambas. A solugao do sistema p-fuzzy com condigao inicial (70, 5) converge para o estado de
equilibrio (81.15,73.08) (figura 4.23b). Embora a densidade populacional de uma espécie
seja baixa, a alta densidade populacional da outra espécie contribui o necessario para que
a interacdo seja benéfica para ambas as espécies. As figuras 4.24(a-b) sao os planos de fase

de cada uma das solugoes.
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Figura 4.22: Base de regras para mutualismo obrigatoério

Pelo campo vetorial da figura 4.25 percebe-se a existéncia de uma separatriz delimi-
tando as densidades populacionais que levam a extingao ou a coexisténcia em (81.15, 73.08).

Para condigoes iniciais sobre a separatriz, as espécies coexistem em (33.81,33.81).
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Figura 4.23: Solugao do modelo p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.22
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Figura 4.24: Solugao do modelo p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.22
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Figura 4.25: Campo vetorial do sistema p-fuzzy pela base de regras da figura 4.22.
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4.8 Modelo p-fuzzy para interacoes densidade-depen-

dente

Consideremos uma interacao entre espécies que se comporta como mutualismo a baixas
densidades populacionais porém, a interagao se torna competitiva quando as densidades
populacionais sao altas. O modelo deterministico que comporta essa situagao quando a in-
teragao é facultativa que apresentamos no primeiro capitulo (modelo de Josefina-Barradas)
supoe que os parametros que determinam a natureza da interacao, 12 € (521, nas equacoes
de Volterra sejam dependentes das densidades populacionais. No entanto, a generalizacao
pode ser dada através do modelo de Kolmogorov. Neste caso as fungoes de crescimento

relativo devem satisfazer:

0 0
—f>Oseyépequenoe—f<Oseyégrande

9y 9y

g . g .
— > 0 se x é pequeno e —— < 0 se x é grande.
ox ox

Pela subjetividade envolvida nos termos pequeno e grande, a modelagem por sistemas
p-fuzzy pode ser preferivel ao invés da modelagem deterministica. Na base de regras que
propomos abaixo, para interagoes envolvendo densidades populacionais, estamos supondo
que a interacao ¢ facultativa a ambas as espécies e que o beneficio da interacao é maior

para a espécie 2 quando a densidade populacional é baixa.
1. Sex é Bey é Bentao A, é MB, e A, é MB,;
2. Sex é Bey é MB entao A, é MA, e A, é By;
3. Sex é Bey é MAentao A, € B, e A, € By;
4. Sex é Bey é Aentao A, € B, e A, é€ MB,;
5. Sex é MB ey é Bentao A, € B, e A, € Ay;
6. Sex é MB ey é MB entao A, é MA, e A, € MA,;
7.S5ex é MB ey é MAentao A, é B,, e Ay é MA;
8. Sex é MB ey € Aentao A, € MB, e A, é By;
9. Sex é MA ey é Bentao A, € B, e A, € By;

10. Sex é MA ey é MB entao A, é MA, e A, € By;
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11. Sex é MA ey é MA entao A, é MA, e A, é MA,;
12. Sex é MA ey é Aentao A, é MA, e A, é Ay;

13. Sex é Aey € Bentao A, é MB, e A, € By;

14. Sex é Aey é MB entao A, € B, e A, é MB,;

15. Sex é Aey é MAentao A, é MA, e A, € Ay;

16. Sex é Aey é Aentao A, € A, e A, € Ay;

A base regras acima estd representada na figura 4.26.

O sistema p-fuzzy associado a esta base de regras admite trés estados de equilibrio nao
nulos que sao: (z7,y7) = (19.62,66.76), (z5,v5) = (48.07,48.07) e (23, y3) = (66.76,19.62).

Os autovalores de J(xf,yf) sa0 A1 = Ay = 0.98 £+ 0.03:. Logo o estado de equilibrio
(z1,97) ¢ assintoticamente estdvel. Para o segundo estado, os autovalores de J(u; ) sdo
A1 = 1.01 e Ay = 0.95, portanto temos uma instabilidade onde (2%, y5) é um ponto de sela.
O estado de equilibrio (73, y3) é assintoticamemte estdvel jd que os autovalores de J s 4x)
A1 = A = 0.98 + 0.0644, tém ambos parte real menor do que 1. A capacidade suporte de
cada espécie isolada é ki = ky = 50.0148.

A convergeéncia da solucao do sistema p-fuzzy para um dos estados de equilibrio depende
somente da condicao inicial como podemos ver pelo campo variacional na figura 4.27 . Nos
estados de equilibrio (z7,y}) e (z3,v3) a coexisténcia das espécies ocorre em interacao do
tipo presa-predador. No primeiro ponto, a espécie 1 é a presa (k1 < x7), enquanto no
segundo a espécie 1 é o predador (ky > z%).

AT VAN

N

Dens. pop. da espécie 2

%Hf/"\\\\\\\\\
\////"‘\\\\\\\\X
\///Il,>\\\\\\\\
NN R RN
AN N N N N VA U VR WY
AN N N R N N NN WA

| SN N N N N VA VA VA WA

AV
AV
L AR

YAV
SEAYN NV

///\\‘)‘{_\\\\\\\\\X

UL AR RN R RN
NV R AR R RS RN

N2 A A

N L L L

Bk s saaay s
g,\\\\\\\\\\‘/////

of
N

50 o
Dens. pop. da espécie 1

Figura 4.27: Campo variacional do sistema p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.26

Para a solugdo mostrada na figura 4.28a, a condicao inicial é (z,, y,) = (10, 10). Obser-

vemos que a densidade populacional de ambas as espécies sao crescentes no inicio, porém a
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Figura 4.26: Base de regras para interacoes densidade-dependente.

espécie 2 (linha segmentada) atinge primeiramente o valor critico em que a interagao passa
a ser prejudicial a espécie 1 (linha continua). A inibigao do crescimento provocada pela a
densidade populacional da espécie 2, faz com que a densidade populacional da espécie 1
permaneca baixa, contribuindo assim para o crescimento populacional da espécie 2. Caso
semelhante ocorre na solugao da figura 4.28b onde (z,,y,) = (90, 89) porém, neste caso, a

espécie 1 é a beneficiada.
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750
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Figura 4.28: Solugao do modelo p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.26.

O plano de fase para ambas as solucoes pode ser visto na figura 4.29

Dens. pop. da espécie 2

50
Dens. pop. da espécie 1

Figura 4.29: Plano de fase do sistema p-fuzzy com base de regras conforme figura 4.26.

4.9 Ajuste de parametros: competicao e mutualismo

Nesta secao, vamos utilizar dados obtidos através das bases de regras para ajustar

nas analises do capitulo 1.

parametros de modelos deterministicos de interacao com a ajuda de resultados obtidos

As equacoes de Volterra dadas por

d_x_rx/fl—ﬁ—ﬁuy
a7 ky
(4.6)
@ ko —y — Porx
dt =Ty ks )

sao usadas na modelagem de interacoes facultativas para ambas as espécies. Os parametros
destas equacoes podem ser estimados pelas bases de regras que propusemos nas secoes

anteriores, para interacoes do tipo competicao e mutualismo facultativas.
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Os parametros de crescimento intrinsico r; e ro e as capacidades suporte k; e ks podem
ser obtidas por procedimentos semelhantes aos usados para os modelos unidimensionais.
Por exemplo, considerando que a espécie estd ausente da interacao, entao ajustamos os
valores 11 e k1 com os dados obtidos por A, (z,0).

As isoclinas das equacgoes de Volterra sao dadas pelas equagoes

ki—2—By=0 e ky—y— Buz=0.

Pelo algoritmo apresentado na secao anterior, podemos determinar o estado de equilibrio
(z*,y*), que pertence a ambas as iséclinas, de modo que os parametros 312 e (a1 sado de-

terminados por

ki —x* ko —y*
Pr2 = ly* e [P = 2 :

x*

Exemplo 4.9.1. Consideremos a base de regras da figura 4.12 para espécies em com-
peticao. O estado de equilibrio para o sistema p-fuzzy associado a esta base de regras é
(50,50) e k1 = ko = 79.53. Portanto, 12 = P21 = 0.5906. Os parametros r; e 7o podem

ser determinados por minimizacao das fungoes
Fi(r) =) 1filwnr) = Au(@i, 07 e Fa(r) =Y |falyir) — 2y(0, )
i=1 i=1
que, para x =y = (0,1,2,...,80), sdo r; = 0.0685 e ry = 0.0856.

As solucoes do modelo de Volterra e p-fuzzy pela base de regras da figura 4.12 estao
nas figuras 4.30(a-b).

Dens. pop. da espécie 1
Dens. pop. da espécie 2

20 0 00 30 00 o 50 100 [E] 20
Tempo Tempo

(a) (b)

Figura 4.30: Solugoes dos modelos de Volterra (segmentada) e p-fuzzy (continua): condicao
inicial (14.8,34.8); r1 = 0.0685 e ro = 0.0856; k1 = ky = 79.53; P12 = (o1 = 0.5906. (a)
Dinamica populacional da espécie 1. (b) Dinamica populacional da espécie 2
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Conclusoes

Neste trabalho, mostramos que o suporte da solugao fuzzy de um sistema dinamico
com condicao inicial ou parametros fuzzy, solucao esta obtida pela extensao de Zadeh do
fluxo deterministico, converge assintoticamente para um estado de equilibrio, conforme a
solugao deterministica associada converge assintoticamente para um estado de equilibrio.
Mostramos ainda, no caso em que o sistema dinamico é bidimensional, que se o fluxo
deterministico admite um ciclo limite assintoticamente estavel, entao o suporte da solucao
fuzzy converge para o mesmo ciclo limite.

Estabelecemos algumas condi¢oes que garantem a existéncia e unicidade de estados de
equilibrio para os sistemas dinamicos p-fuzzy bidimensionais. Apresentamos aplicacoes de
sistemas p-fuzzy tanto em dinamica populacional para espécies isolados com crescimento
inibido, como para dinamica populacional de espécies em interagoes do tipo competicao,
presa-predador, mutualismo e interacoes com dependéncia da densidade populacional de
ambas as espécies.

Desenvolvemos um algoritmo baseado em regras fuzzy para aproximagao numérica
do estado de equilibrio de um sistema p-fuzzy e mostramos que, sob certas condicoes, a
sequéncia gerada pelo algoritmo converge para o estado de equilibrio, seja este estavel ou

instavel.
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