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Introdução 

Esta tese trata da resolução de problemas de Programação Linear por Pena~ 

lização Interna. 

Até a publicação do algorítmo de Karmarkar em 1984, não havia tentativas 

vitoriosas no sentido de aplicar técnicas de programação não linear para resolver 

problemas lineares. Nesses últimos anos, pesquisadores de todo o mundo fazem 

implementação de métodos de pontos interferes, e existe uma grande discussão 

a respeito do desempenho dos novos métodos, em comparação ao método Sim

plex. 

Em nosso trabalho resolvemos problemas não lineares que são uma apro

ximação de problemas lineares usando uma penalização do tipo barreira. Os 

métodos utilizados para resolver esses problemas não lineares são o método de 

Newton e alguns métodos quase-Newton. Dentre os quase~Newton, con~ 

sideramos: BFGS, DFP, Greenstadt, QN Diagonal, Correção de Posto 1 e um 

método desenvolvido por h1artínez (quase-Newton Estruturado). 

O nosso objetivo é verificar qual desses métodos é mais eficiente para resolver 

o problema penalizado. 

A função barreira utilizada é a logarítmica, que foi inicialmente sugerida por 

Frisch, em 1955. 

No Capítulo 1 apresentamos a função barreira, a aplicação da função 

barreira logarítmica a problemas lineares e um teorema que mostra que a solução 

ótima do problema irrestrito é uma boa aproximação da solução ótima do pro

blema restrito. 

No Capítulo 2, analisamos uma famnia de métodos quase-Newton intro

duzida por Ivfartinez e mostramos como alguns métodos quase-Newton se 
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enquadram nessa famOia. 

No Capítulo 3 apresentamos o método quase-Newton Diagonal e o 

método Correção Posto 1 que são métodos que não se enquadram na família 

descrita no capítulo anterior. 

No Capítulo 4 descrevemos o teorema de convergência global adaptado à 

função penalizada. 

No Capítulo 5, temos a documentação das subrotinas e no Capítulo 6, 

alguns experimentos são mostrados. 

Finalmente, no Capítulo 7 apresentamos as conclusões finais. 
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Capítulo 1 

1 Método de Barreira Aplicado a um Pro
blema Linear 

1.1 Método de Barreira 

O método de Barreira é um caso particular de uma família de a!gorítmos 

conhecidos como métodos de Penalidades, no qual um problema com restrições 

é transformado em uma sequência de problemas sem restrições por meio de uma 

penalização das restrições. A penalização pode ser externa ou interna. 

No método de penalização externa, uma função penalidade é adicionada 

á função objetivo para toda violação de restrições. Esse método gera uma 

sequência de pontos infactíveis, cujo limite é uma soluçãq ótima do problema 

original [1}. Os métodos de penalização externa não serão abordados nessa dis

sertação. 

No método de penalização interna, ou Método de Barreira, uma função 

barreira é adicionada à função objetivo evitando que os pontos gerados estejam 

fora da região factível ou próximos da fronteira . O método gera uma sequência 

de pontos factíveis cujo limite é a solução ótima do problema original. A essa 

função barreira associa~se um parâmetro t ~chamado de parâmetro barreira

que determina o grau de interioridade da solução do subprob!ema [1]. 
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Considere o problema não linear: 

min f(x) 

s.a { 
- g;(x) > O 
xEílcJI• 

onde f, g; E cPJ 

z- l, ... ,m 

i= l, ... ,m 

Seja S = {"' E íl tal que g;(x) > O 

assuma que o interior de S é não vazio. 
' 

( 1) 

1, ... ,1n} e 

Aplicando-se a transformação barreira ao problema (1), obtemos o seguinte 

problema sem restrições: 

min (f(x) + t P(x)). (2) 

onde P(x) é uma função barreira que é contínua no interior do conjunto S 

e tende a infinito à medida que aproximamos da fronteira de S . 

A função barreira é definida por: 

m 

P(x) L p; (g,(x)). (3) 
i=l 

onde p;(.) satisfaz: 

(i) p,(y) E c(2J para y E int S '-

(iii) 8 p; (g,(x)} < O e :fl P~~ > O para x E int S. 
8~ 8~ . 

(iv) ~;v:1 é uma função monotônica decrescente de gi(::c) . 
• 

1int S é o interior do conjunto S 
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Podemos resolver (1) através de problemas do tipo (2) para t suficien

temente pequeno, ou por uma sequência de problemas da forma (2) com valores 

decrescentes de t . Nesse último caso, o por. to ótimo de (2) para um determi

nado tk será o ponto inicial para o problema (2) para hH onde tk+l < t~.. 

-

Revisaremos alguns resultados que mostram que a solução do problema (2) 

tende para a solução do problema (1). 

Considere o problema: 

min f(>:), "' E () 

Teorema 1.1 Se f é continua e f! é compacto então 3 z E O tal 

que ~ é minimizador global de f em n. 

( A demonstração encontra-se em [10} ). 

Teorema 1.2 Seja f contínua em O C Rn. 

{>:E() tal que f("') < f(x 0
)} limitado * f tem minimizador 

global em n. 

Demonstração 

Seja A = {>: E () tal que f(>:) < f(x 0
)} = r' (-oo,f(x 0

)] 

Como (- oo, f(x 0
) ] é fechado em R e f é contínua, temos que 

rl (- oo, f(x0)] é fechado em (). 

Fechado e limitado em ~n. é compacto em !1. 

Portanto, pelo Teorema 1.1, f tem minimizador global z"' em A. Pela 

definição de A, z"' é também minimizador global em f!. 

o 
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Considere, agora, o problema: 

P, minf(x) 

{ 
g,(x) 2 O 

s.a n 
X E H, 

t=1, ... ,m 
íl fechado 

onde f, gi E c(2l t. - 1, ... , m 

e o problema penalizado 

m 

P, : rnin J,(x) = min [f(x) - t L;p; (g;(x))]. 

X E íl' ondeil' = {x E íl tal que g;(x) > O} 

Seja p(x) = - L:?,;,1 p;(g;(x)) 

São válidas as seguintes propriedades: 

Prop. 1:· Se t' < t então f,(x(t')) < f,(x(t)) 

Prop. 2:· Se t' < t então p(x(t')) > p(x(t)) 

Prop. 3:· Se t' < t então f(x(t')) < f(:e(t)) 

A demonstração das propriedades descritas, encontram-se em [1]. 

O próximo resultado mostra-nos sob quais condições a solução ótima x(t) 

do problema penalizado P2 existe. 

Teorema 1.3 Se n é limitado então existe rninimízador global de P2 • 

Demonstração 

Seja A = {x E !1 tal que f 1(:e) < f,(x 0
) }. Observemos que 

A c:/ 0 pois x 0 E A e verifiquemos que A é compacto: 
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L A é limitado pois A C n, e O é limitado. 

2. A é fechado 

Então, consideremos uma sequência (::é) C A tal que x~ ..........j> x E 

íl' (fechado). 

Suponhamos que Z E O' -O' :::::>- existe Oi(x) =O . 

logo limk _"'""' f 1(xk) :::o: oo (definição de penalização interna). 

absurdo 

Portanto z E n' 
Agora, pela continuidade da ft em O, temos: 

I, k _ •on<d• f, !' J ( k) 
lffi X = X =:::? lffi t X 

k-oo k--+oo 
J,Çx) 

Como x• E A 11 k E A!. 

J,(xk) ~ J,(xo) Vk E N 

De (4) e (5), temos lim•-= f,(x') - f,(x) < f,(x 0
) 

Portanto x E A 

Assim, pelo Teorema 1.2, j 1(x) tem minimizador global em n ·. 
Portanto, se n é limitado, x(t) existe. 

o 

Teorema 1.4 Seja tk > O tal que limk..--.00 tk = O. 

{4) 

(5) 

x(tk) minimizador- global de / 1k e x'" ponto de 

acumulação de (xk) . 

Então x" é rninimizador global de f . 

. 5 



Demonstração 

Sem perda de generalidade limk->e<> xk - X .. E n (fechado). 

Ainda g(x') > O Vk 

=? lirn,_= g(x') = g(x•) > O. 

;:;:} :v• é ponto factível de P 1• 

Seja ,;, E 11 e g(z) > O. 

Vamos provar que f( :C) > f(x•). 

Como f é contínua, temos limk-= f(xk) 

temos que ( f( a:/')) é não crescente, logo: 

f(x•). Pela Prop. 3. 

f(x') 2: f(x") V k 

Suponhamos f( :C) < f(x"). Existe um c > O tal que: 

f(:ê) < f(x•) - c 

Seja 

{ 
g(y) > o 

y E 11 tal que f(y) S f(x") 

Para tk suficientemente pequeno tkp(y) < ~· 

Logo: 

s 
2 

c 
f,(y) = f(y) + t,p(y) < f(x") - 4 

se k é suficientemente grande. 

Por (6) temos: 

c 
f(x") - 4 < f(x') < f(x') + tp(x') - f,(x') 

6 
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pois p(zk) é positiva pela definição de função barreira. 

Como :é- é minimizador global de ft temos o absurdo procurado. 

Logo f(x) > f(x•) e portanto 

x• é minimizador global de P 1• 

o 

1.2 Função Barreira Logarítmica Aplicado a um Pro
blema Linear 

A função ba eira que vamos trabalhar é: 

m 

P(x) = - 2:: log(g,(x)) 
i=l 

que foi primeiramente discutida por Frisch em 1955. 

Considere o problema linear: 

onde 

s.a 

min bT y 

{ 
Ay = c 
y 2:: o 

A é uma matriz n X m com rn > n 

b, Y E !Rm e C E !R" 

(7) 

(8) 

Nosso objetivo é resolver o problema linear (8) usando uma estratégia nao 

linear. Queremos reduzir o custo o mais rápido possível e caminhar o mais !onge 

possível sem atingir a fronteira. O nosso receio, ao aproximarmos da fronteira, 
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é diminuir multo variáveis que no final não tenderão a zero (variáveis básicas na 

solução ótima). Uma maneira de se evitar a fronteira é usar uma função barreira. 

[9]. Iremos aplicar a transformação barreira diretamente ao problema (8). 

A transformação barreira pode ser aplicada apenas para as restrições de 

desigualdade, assim o subprob!ema associado ao (8) trata as restrições de igual

dade diretamente, obtendo; 

m 

rnin f,(y) - rnin [bT y - t I; logyiJ 
j=l 

s.a {A y c 

onde 

t é o parâmetro banY:.ira 

Uma maneira de resolver (9) é usar um método de descida. 

Partindo de y 0 factível, as sucessivas iterações são obtidas por; 

y'+' = y' + À d À > o 

(9) 

onde o cálculo de .\ (tamanho do passo) e d (direção de descida) devem 

assegurar que; 

e 

Observe que para manter a factibi!idade, a direção d deve estar num 

subespaço particular (o núcleo de A). Para evitar isso, vamos escrever uma aiM 

ternativa baseada no problema 1inear2: 

2Todo problema. linear pode ser colocado na forma (lO} 
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s.a { AT x :5 b (10) 

onde 

A é uma matriz n X m com m > n 

.x, c E Rn e b E )Rm 

Aplicando a transformação barreira a (10), temos: 

m 

minf(x) = min [cT x t E log(bj- aJ x)j. (li) 
j::::l 

que é um problema sem restrições. 

Existem muitos métodos para se resolver problemas do tipo (11). Dentre 

eles, destacam-se os métodos quase-Newton. 
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Capítulo 2 

2 A Família Geral de Métodos quase-Newton 

2.1 Métodos quase-Newton 

A faml1ia de métodos quase-Newton introduzida por Martinez [16] re

solve sistemas de equações algébricas não lineares. 

Considere o problema: 

rnin J(x) onde f : n c 3(1l ---)- !R, n aberto 

Uma condição necessária para encontrar a solução :v de (12) é 

Vf(x) = O. 

(12) 

Dessa maneira, podemos encontrar o ponto ótimo de (12) resolvendo o 

seguinte sistema não linear: 

Encontrar 

onde 

Identificando 

x E !ltalqucF(x) =O 

F:Oc!R"~!R" 

F(x) = \l f(x) 

F E C'(O) 

( 13) 

O método mais popular para resolver {13) é o método de Newton. O 

método de Newton parte de um ponto z 0 arbitrário, z 0 E n ' e calcula 
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as sucessivas aproxim;:;ções {mk) , de acordo com a fórmula: 

onde J(;x:k) = V' f(,'). 

A cada iteração do método de Newton: 

(a) a matriz J(xk) deve ser calculada 

(h) o sistema linear n X n 

J(x') z - - F(;x:') 

deve ser resolvido 

Para evitar o dku!o do J(;;ck) em toda iteração, foram introduzidos os 

métodos quase-Nev/Lim [3]. que são baseados na iteração: 

onde Bk+t é obtida a p-artir de lh usando procedimentos" baratos" que, em 

princípio não envolvem derivadas. 

Alternativamente, BJ;--!~ 1 pode ser obtida diretamente a partir d: BJ;1 
, 

ou uma fatoração Jdr::qu;:da de Bk+1 pode ser obtida a partir do mesmo tipo 

de fatoração de Bk . Exi.stem muitos métodos que usam a "idéia quase

Newton". Alguns utitizulos em nosso trabalho são: Greenstadt, D:t'"'P, 

BFGS, Correção de Posto 1 [17]-, e outros que serão vistos nesse capítulo 

e no próximo. 

Martinez {16} introduziu uma famnia de métodos que envolve muitos métodos 

quase-Newton çr.nhecidos. Os métodos dessa famõia tem convêrgenda su

per!inear. Vamos, a;:;on, descrever essa família. 
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2.2 A Família Geral 

Seja F : f! C ~n ~ 3?n, O aberto e convexo e F E C 1(!1}. 

Suponhamos uma condição Lipschitz para J," isto é, existem x* E !1, 

p, M > o tais que, para todo X E n, 

3 1 J(x) - J(x') I$ M I x - x' I' (14) 

(14) implica que para todo x, z E n, 

I F(z) - F(x) - J(x')(z- x) I< m I z - x I o-(x,z)P (15) 

onde 

u(x, z) = max {I x - x· I, I z - x' I} 

Suponhamos F( ::v"') = O e J(x"') não singular. 

Seja X um espaço vetorial de dimensão finita, com um produto interno 

{ , ) cuja norma associada denotaremos por H • I! . 
Definimos ( , ) um outro produto interno cuJ·a norma associada é XX 

11 . llxx , para cada x, z E n. 

Axioma 2.1 Suponhamos que existem q, c1 > O tais que, para todo 

x, z E !1, E E X 

IIEII .. < [1 + c, u(x,z)') IIEII 

Axioma 2.2 Suponhamos que existem q, c1 > O tais que1 para todo 

x, z E !1, E E X, 

I lEI! < [1 + c, rr(x, z)') IIEII., 
----------------3 ] . J denota uma norma vetorial qualquer, c sua norma matricial subordinada 
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• 

Esses dois Axiomas .significam que as normas !! . llxz ficam muito próximas 

de ll . !I , quando x e z são próximos de x ... . 

Axioma 2.3 Seja E.. E x, cp : Rn X X ~ ~nxn uma função 

contínua definida numa vizinhança de (x* , E.,) tal que tp(x, E) ·é não 

singular no seu domínio, e 

I I - cp(x•, E.)~ 1 J(x·) I < r• < 1. 

Esse axioma nos diz que há um parâmetro "ideal" E .. , tal que tp(x*, E .. ) 

é bastante próximo de J(x*). 

O teorema (2.1}, abaixo, mostra-nos que se E é suficientemente próximo 

de E,. , a aplicação "Newtoniana." 

x ---+ x - cp(x,Ef1 F(x) 

aproxima o ponto x de x* com uma taxa próxima de r* . 

Esse teorema, bem como sua demonstração, encontram-se em [16) 

Teorema 2.1 SeJa r E (r*, 1). Então, existem vi.':inhanças fl 1 de x" 

e N I de E., ' tais que, para todo X E nh E E N 1 tp(x, E) 

I rp(x, Et 1 j, !!E!! estão uniformemente limitados, e 

I"'- cp(x,E)~ 1 F(x) :e· I < r I x - "' I • 

Axioma 2.4 Para cada par x, z E n, SCJa v 
variedade afim em X . 

V(x,z) urna 

Suponhamos que1 para todo x, z E fl, existe E E V(:x, z) tal 

que: 

li E - E. li < c, o-(x, z)' 

13 



Este axioma afirma que a distância entre cada variedade V(;v, z) e E .. é 

um O( e). 

2.3 Convergência Local Linear para os Métodos da 
Família Geral 

Nessa secção, analisaremos as propriedades de convergência de algoritmos 

cuja forma geral é dada abaixo. 

Algoritmo 2.1 

Seja .:v0 um ponto inicial, arbitrário, E 0 E X· 

Para todo k = O, 1, ... definimos: 

e, Ek+ 1 a projeção ortogonal de Ek em V(;l;k,xk+l) relativa à norma 

11 . 11.•,,•+• (chamaremos a norma 11-11.•,,•+• daqui por diante de 11 . 11 1 ). 

Os teoremas apresentados aqui, bem como suas respectivas demonstrações, 

encontram-se em [16]. 

Teorema 2.2 Seja r 1 E (r*, 1) . Existem E = E( ri), 15 = 6(rt) tais 

que, se I x 0 
- x- / < € e JIE0 - E* li < 6, então a sequência gerada 

pelo Algorítmo 2.1 está bem definido e, para todo k ::::; O, 1, 2, ... , 

I x'+I - x• I ~ r 1 I x' - x· I 

O teorema 2.2 nos mostra que, se x 0 e E 0 estão suficientemente próximo 

de x• e E ... respectivamente, a sequência (xk) está bem definida e converge 

linearmente para x"'. 
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Teorema 2.3 Vamos supor que 

O. (16) 

Então 

" I x'+' - x• I < 
hm sup I , I _ r' 

X 10 -x* 
(17) 

Logo1 a convergência é superlinear se r* = O. 

Até aqui vimos a teoria da família de métodos quase-Newton. Nas secções 

seguintes analisaremos métodos específicos, verificando se eles são aplicáveis à 

teoria exposta. Muitos deles são métodos quase-Newton conhecidos. Para 

verificar se eles estão inclui dos nessa família, devemos seguir os seguintes passos: 

(a) Definição de x, <p, E,, V(x, z), 11 • 11, li • llxx 

(b) Verificação dos Axiomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 e de {16). 

Com isso podemos afirmar que, se x 0 e Eo estão suficientemente perto 

de x* e E,. , respectivamente, a sequência gerada converge para x"' com a 

taxa ideal r"' (superlinear se r"' = 0). 

2.4 Método de Greenstadt 

k =O, 1, 2,, .. , calcular k+l 
X l 

Algoritmo 2.2 

E 1nnxn, H 0 simétrica na o singular. Para 

Hk+h seguindo os passos: 
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Passo 2:- Atualize de 

com s = zk+l 

Passo 3:- Cálculo du diccd" 

Esse algoritmo se 

De fato: 

{a) Definimos 

o X = { Fl E ~·.;~'":" Ld que Il = Ifr}. 

(1, rp(x, J-J') = x;N·l pz:r?. todo X E n, Il E X· 

• E. = [J(",")]·'. 

• V(x,z) = { E X tal quo II [r(z)- r(x)J "- z- '"}· 

• 11 • 11 = 11 • !lu = 11 · !IF' para todo '"• z E !1. 

11 · 11 = 11 • IL. r: todo x, z, 
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o Axioma 2.3 : Devemos mostrar que 

11 - <p(x\ E.)-' J(x·) I :S r· < l 

Mas lf'(X'",E,.) ::::: E-;1 ::::: J(x*), portanto segue o resultado 

com r"' ::::: O. 

• Azioma 2.4: Seja j = f~ J(x + t(z- x))dt 

Í(z- x) 

li E.- Ell 

F(z) - F(x) 

IIJ(x")- 1
- i-'11 

< IIJ(x")- íiiiiJ(x"nlll]-'11 

< I J(x") - [ J(x + t(z- x))dt li [J(x"Jr' I 

I r[ J(x+t(z-x))Jtt' I 

< m r f' I J(x"J - J(x + t(z- xJJ 1 dt) 

[lo' I J(x + t(z- x)) l-I dt) 

< f' ' f' rn [lo m lx+t(z-x)-x"l'dt) [lo IJ(x+t(z-x)) 1-' dtj 

< mm' maxl x+t(z-x)-x"l' J.'IJ(x+t(z-x)) 1-I dt 

mu(x"z)' [ [J(x+t(z-x))l- 1 dt < 

< m <7(x, z)' 

para f~ I J(:zo + t(z- z)) 1-I dt limitado. 

e Vamos verificar (16) 

Pela definição de V(x,z), temos que rp(xk+l,Ek+t) verifica: 

<p(x'+I,Ek+t)(x'+'-x') = F(x'+I)-F(x') 5 (18) 
---c-------

5(18) é a equação fundamental dos quaseNNewton (também chamado de Equaçã.o 
Secante) 
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Então 

I F(x'+I) - F(x') - <p(x", E.) (xk+1 - x1 ) I= 

I F(x'+l)- F(x')- J(x") (x'+I- x1 ) I< M I x'+l- x' I cr(x'+',x')P 

onde a-(x'+I, x1) = max(l x'+' - x• I, I x1 - x• I} 
Assim 

lim LI _c['Pcc(ê:x_'+_':_• E:::c"'".+-'l)c___,-,-!:.'P-"( x:_':_• E:::C''-'.)L] ;::( x:_'_+~ __ _.:cx'_,_,) I < 
k-oo j xk+I - xk j 

I
. M 
lffi 

k---+oo 

J xk+I - xk j a-( xk+l' xk)p 

I x'+' - x' I 

lim M a-( xk+l, .x')' O 
k-oo 

Provamos assim que: 

Existem E, ó > O tais que, se I x0
- x*! .$ E1 lHo -J(x'")- 1 I s; [;,a 

sequência (zk) gerada pelo Algoritmo Gr·ecndstadt converge superlioearmente 

para ::e*. 

No restante deste Capítulo, apresentaremos métodos o ri de as normas !J • l!xz 
não coincidem com 11 • 11· 

18 



2.5 Método DFP (Davidon - Fletcher- Powell) 

Algoritmo 2.3 

Seja x 0 E 31."', H 0 

k = O, 1, 2, ... , calcular 

E 1n:nxn H. , o não singular e simétrica. Para 

::ck+t, Hk+h, mediante os passos seguintes: 

Passo 1:- Cálculo xk+1 

Passo 2:- Atualização de Hk 

I!,+ (19) 

Passo 3:- Cálculo da direção 

Passo 4:- xk+I = xk + dk 

Supomos aqui que J(x) é simétrico para todo X E n e que J(x") é 

simétrico e positivo definido. 

Então podemos considerar J(x) semi-positivo definido em uma vizinhança 

de x*. Sem perda de generalidade, suponhamos que J(x) é semi-positivo 

definido para todo X E ft Como n é convexo, J(x + t(z- x)) é 

semi-positivo definido para todo x, z E n, o < t < 1 , e também: 

. r' J(x,z) = Jo J(x+t(z-x))dt 
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é semi positivo definido para todo x, z E fL Portanto, para todo 

x, z E O está definido uma matriz triangular inferior L(x, z) tal 

que L(x, z) L(x, xf = .Í(x, z) (fatoração de Cholesky de .Í(x, z) ). 

Analisando o Algoritmo para obter a fatoração de Cholesky, vemos que 

cada coeficiente de L( ;r;, z) é uma função continuamente diferenciável dos 

coeficientes de J(x, z). Portanto, restringindo um pouco mais !1 , se for 

necessário, obtemos pelo Teorema do Valor Médio, que existe b1 > O 

tal que: 

I L(x,z) - L(x",x") I< b1 I J(x,z) J(x",x") I 

Por (14), existe b2 > O tal que: 

I L(x,z)- L(x",x") IS b2 <T(x,z)P 

e pelo lema de Banach: 

(20) 

para certo 63 > O, e uma desigualdade similar vale para LT. 

Vamos, agora, provar a convergência super!inear do Algoritmo. 

(a) Definimos 

o X = {H E !Jinxn tal que H HT} 

o <p(x,JJ) = JJ-1 para todo x E !1, H E X 

o E. = J(x•)- 1 

o V(x,z) = {H E X tal que H [F(z)- F(x)] z- x} 

• IIHII = IIL-1 (x",x") H L-T(x",x")IIF 

• IIHIIu = IIL-1(x,z) H L-T(x,z)IIF para todo x, z E n 
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(b) Verificação dos Axiomas e da relação (16) 

o Azioma 2.1: Vamos usar a seguinte notação: 

IIHII,, - IW'(x,z) H L-T(x,z)IIF 

II[L-'(x, z) - L;' + L;'] H [L -T(x,z) - L;T + L;2]]]F 

< II[L-1(x,z) - L;1 ] H [L-T(x,z) - L;T]IJF + 
+ JI[L-'(x,z) - L;'] H L;'IIF + 
+ IIL;1 H [L-2 (x,z) - L;rJIIF + IIL;' H L;'IIF 
< IIHII + b, {I [L- 1(x,z)- L;'] H [L-T(x,z)- L;TJI + 
+ I [L-'(x,z) - L;'J H L;T I + 
+ I L;' H [L-T(x,z) - L;T]I} 

pela equivalência de norma em dimensão finita. 

Portanto: 

IIHII" < JIHJI +I;, IHI {IL- 1 (x,z)-L;'IIL-T(x,z)-L;TI + 

+ I L-1(x,z)- L;' li L;T I + 

por (20). 

+ I L;' li L-T(x,z)- L;T IJ 
< lllfll + b, I H I { b; a(x, z)'' + bs I L;T I <7(x, z)' + 

+ b•l L;' I a(x, z)'} 

Seja b;, = max{ b4 , b,, &,;} 

IIHJI" < IIHJI + b,b3 I H I {b3 a(x,z)2
' + I L;T I cr(x,z)' + 

+ I L;' I <r(x, z)'} 
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Pela equivalência de normas em dimensão finita, existe b1 > O 

tal que / H / < b1 1/H/1 para todo H E X , logo: 

Esta desigualdade implica o Axioma 1, consfdrando f! limitado. 

o A:.r:iom.a 2.2: 

1/H/1 - I/L;' H L;7[/F -

/[[L;'- L-1(x,z) + L-1(x,z)] f{ [L;7 - r 7 (x,z) + L-7 (x,z)]I/F 

< 1/[L;' - L-1 (x, z)] H [L;7 - L-7 (x, z )JI/F + 
I/[L;1 -L-1 (x,z)] H L-7 (x,z)I/F + 
I/L- 1(x,z) H [L;7

- r 7 (x,z)]l/F + 
I/L-1(x,z) H L-7 (x,z)//F 

$ l/H/lu + b, {/ [L;'- L- 1(x,z)] H [L;7
- r 7 (x,z)] I 

+ [[L;'- L-'(x,z)] H L-7 (x,z) I 
+ I L-'(x,z) H [L;7

- L-7 (x,z)j IJ 

pela equivalência de normas em dimensão finita. 

Portanto: 

1/H/1 < 1/Ifllu + b,l H I {I c:'- L-'(x,z) li L;7
- C 7 (x,z) I + 

+ I L;'- L-'(x, z) li C 7 (x, z) I + 
+ I L-'(x,z) li L;7

- L-7 (x, z) I} 
< I[Hif., + b, I H I {b~ a(x, z) 2

' + 

por (20). 

+ b3l L-7 (x,z) I <JCr,z)' + 
+ b, I L-'(x,z) I <J(x,z)'} 
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Pela equivalência de normas em dimensão finita, existe b1 > O 

tal que I H I < b1 iiHII"' para todo H E X , logo: 

IIHII < IIHIIx. + b,b,IIHIIx.{b~<Y(x,z)'' + baiL-"(x,z)I<Y(x,z)' + 
+ b3 l C 1 (x,z) I <T(x, z)P) 

IIHII < IIHIIxx {1 + b,b,bau(x,z)'' [ba <7(x,z) + I L-1 (x,z) I + 
I L-T(x,z) IJ) 

Esta desigualdade implica o Axioma 2, considerando f! limitado. 

• Aúoma 2.3: <p(x•,E.) = (E.)-1 = J(x') , portanto o 

Axioma 2.3 se verifica com r* = O. 

• Axioma 2.4: A matriz simétrica J = f~ J(x + t(z- x))dt 

verifica: 

j(z- x) = F(z)- F( a:) 

e satisfaz I J- J(x•) I< u(x,z)P 

Portanto, o Axioma 2.4 se verifica restringindo suficientemente f! e 

usando o lema de Banach: 

Segue análogo ao Algoritmo de Gr-eenstadt 

e Relação {16) segue análogo ao Algoritmo de Greenstadt. 

Provamos assim que: 

Existem <,6>0 taisque,se lx"-a:•j< <,IH0 -J(a:'t 1 1< 15, 

a sequência definida pelo Algoritmo DFP converge superlinearmente para x". 
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2.6 Método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e 
Shanno) 

Algoritmo 2.4 

Seja x 0 E 3e:n, H 0 E 31nxn, H 0 não singular simétrica. 

Para k = O, 1, 2, ... , calcular xk+1 , H;,+ 1 , , mediante os passos seguintes: 

Passo 1:- Cálculo :z:-kH 

Passo 2:- Atualização de Hk 

onde s = xk+t - xk e 

Passo 3:- Cálculo da direção 

Passo 4:- CálculO do novo ponto: 

,.,k+l k + d .... = X k 

syTHk + HkysT 

sTy 

Observação: TodoS os comentários feitos em relação ao J(x) e J no 

método DFP, valem também aqui. 

Provemos então a convergência superlinear do Algoritmo: 

(a) Definimos 

• X = {li E !R"x" tal que Il = HT}. 
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o <p(x, H) = H- 1 para todo x E n, H E X-

• E. = J(a:")-'. 

• V(x, z) = {H E x tal que H [F(z)- F(x)] z-x}. 

• IIHII = IIL-'(x",x") H L-r(x",x")IIF-

• IIHII .. = IIL-'(x,z) H L-T(x,z)IIF para todo x,z E íl. 

(b) Verificação dos Axiomas e da relação (16) seguem análogos ao Algoritmo 

D~'P. 

Portanto, existem €, 6 > O tais que, se J x 0 
- x* I < E, 

1110 - J(::c'")- 1 J < 6, a sequência definida pelo Algoritmo BFGS converge 

::;uperfinearmente para x*, 

2.7 Método quase-Newton Estruturado 

Nessa seção vamos usar uma estratégia diferente da que temos usado 

até aqui. Não vamos apresentar o algoritmo diretamente e sim escrever sobre o 

método prímeiramente. 

O nosso objetivo é resolver o problema (11). A função f é diferenciável e 

suas derivadas são dadas por: 

(1) F(x) = Vf(x) = c + tA (;_~T,) com a convenção 

onde (b- AT x), é a a-é.sima Jínha de (b- AT :.c). 
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Para aproveitar a estrutura V 2f , vamos aproximar A D(xk+l) AT 

por A Hk A 7 onde Hk é uma matriz simétrica e positiva definida, como 

D(;c'+'). 

Pela fórmula DFP (19), Hk+l é positiva definida se Ilk é, sempre que 

s7 y > O. Devemos, então escolher s e y de maneira que a propriedade 

sT y > O seja garantida. Para manter a equação secante, fazemos: 

e y = D(;c')s 

Com essas idéias, Martinez [16] definiu o algoritmo: 

Algoritmo 2.5 

Seja Xo E n, 

Para k = 1, 2, ... , calcular ~k+t, IIk+h pelos passos: 

(21) 
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Passo 3:- Cálculo da direção dk 

Vejamos que o algoritmo supracitado é um método prático. 

De fato, da fórmula (21) acima vem: 

AH,ssrH,AT 

s7 Hks 
(22) 

Portanto, a fatoração de Cholesky de A Hk+t AT pode ser obtida a 

partir da fatoração de Cholesky de A Ilk AT . 

Fazendo Bk = A Hk A 7 podemos escrever a equação acima como: 

Esse Algoritmo está incluído na família de Métodos quase-Newton. 

(a) Definimos 

E. 
1 

t 

10(x, E) 
1 

o 

o 

o 

o 
o 1 

V(x,z) = {E E x tal que E simétrica, Ey s} 

IIEII = IID11'(x") E D 112 (x")IIF para todo E E X 

IIEIIu = IID1i 2(x) E D 1i 2(x)IIF para todo x,z E fl e E E X 
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(b) • A>:ioma 2.!: 

IIEII"' - IID 11'(x) E D 11'llr 
11 [D112(x)- D112(x•) + D112(x•)) E [D112(x)- D 112(x•) + D 112(x")) li F 

< 11 [D1i'(x)- D1i'(x•)j E [D1i'(x)- D 1i'(x•J]IIF + 
+ 11 [D112(x)- D 112(x•)) E D 11'(x") llr + 
IID 11'(x•) E [D 112(x)- D 112(x.)JIIr + IID11'(x•) E D 112(x•) llr 

< IIEII + b1 {I [D112(x)- J)lf2(x•Jj E [D 112(x)- D 112(x•)j I + 
+ I [D112(x)- D112(x.)] E D 112(x") I + 
+ I D 112(x) E [D 112(x)- D 112(x·)] 1J 

Pela equivalência de normas em dimensaão finita. 

IIEIIxx < IIEII + b1 I E I {I D112(x)- D 11'(x") li D1i'(x)- D112(x•) I 
+ I D1i 2(x)- D112(x•) li D112(x·) I + 
+ I D112 (x) li D 112(x)- D 112(x•) IJ 

Pela definição de D e fazendo análogo ao que foi feito para o 

Algoritmo DFP, temos: 

IIEII"' < IIEII {! + b' u(x,z)'}~ 

e Axioma 2.2: O procedimento é análogo ao que foi feito para o 

Axioma 2.1. 

o Axioma 2.3: 

( E) A E -1 AT ~ ( • E ) 'P x, = ~ <p "' ' • 

onde E., = H;;1 . Portanto 

I I - <p(x•, E.)- 1 J(,.) I= O < l 

isto é, o Axioma 2.3 é satisfeito com r• = O. 
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Cl Axiom-a 2.4: V(::e,z) 

E y = s }. Portanto: 

{E E X tal que E sirnétrlca, 

(b-ATx)f o o 

E 
1 o 

= -
t o 

o o (b- AT x)!. 

pertencente a V(x, z) e o Axioma 2.4 segue naturalmente. 

e Relação (16):· É uma consequência da definição de s e y. 
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Capítulo 3 

3 Outros Métodos quase-Newton 

Esse capítulo está dedicado a métodos quase~Newton que não estão 

incluídos na Família de Métodos quase-Newton descrita no capítulo -

anterior. 

3.1 Método Correção de Posto 1 

Algoritmo 3.1 

Seja ::e0 E iR_», H 0 E ~nxn, H 0 não singular simétrica. Para 

k = O, 1, 2, ... , calcular zk+t, Hk+l , mediante os passos seguintes; 

Passo 1:- Cálculo xk+l 

::ek+l - x' - H, F(x,) 

Passo 2:- Atualização de H, 

Hk+t =H, + 
(s- H,y) (s- H,y)T 

(s- H,y)Ty 

com s •• = .,•+1 - x' e y = Yk = F( :e'+')- F(x'). 
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Passo 3:- Cálculo da direção dk 

Passo 4:- Novo ponto 

Não se enquadra na famnia de métodos quase-Newton. 

3.2 Método quase-Newton Diagonal 

Seja f 3ln ---+ lR:, f E C 2, q um inteiro positivo. 

Algoritmo 3.2 

Seja a: 0 ponto inicial arbitrário. 

Sejam m 1 , M 1 um número pequeno e grande, respectivamente. 

P~'l.Bso 1:- Se V f(x') 9! O, parar 

Passo 2:- 1. Se k = O ( mod q) proceder: 

Calcular a fatoração de Cholesky de V 2 !("'') . 

Se o processo "fracassa" pelo meio, acrescentar a diagonal V 2 f(zk) : 

Encontre um I' > O tal que {V2f(z') + p.l) > O , p. 

suficientemente pequeno. Encontre a fatoração de Cholesky dessa 

Hessiana modificada. 

Como resultado, teremos LDLT, D > O. 

Chamemos B, = LDLT 
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2. Se K ';1': O ( mod q) proceder: 

Seja s = .,•+• - .,• e y = Vf("''+') - Vf(:o') 

Calcular Dk+l da maneira que se descreve em [14]. Deixar a mesma 

L. 

Normalizar Dk+l da seguinte maneira: 

• Se di > Mt, d; Mt 

oSed;<m,d; m 1 

Chamamos B, = LDLT 

Passo 3:- Resolver Bkd 

(Ou seja, LDLT d 

Passo 4:- Calcular .Àk usando o bem conhecido" backtrackini' [3] 

L>. = 1 

2. Se f(z' + >..d) > f(rc') + IQ-4 .\(V f(rc'), d) vá para 4. 

3. Àk = À , vá para o Passo 5 

4. Calcular um novo ..\ E [0.1>.., 0.9..\] por exemplo ·• Interpolação 

Cúbica". 

Passo 5:- Novo poilto 
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3.2.1 Resultados de Convergência 

Os teoremas, bem como suas demonstrações, se encontram em [14]. 

Teorema 3.1 Todo ponto limite gerado pelo Algoritmo 3.2 é estacionário. 

Teorema 3.2 Se x* é minimizador local isolado, existe uma vizinhança N 

de x* tal que se xk E N , então xk --+ a:*. 

Teorema 3.3 O método tem convergência linear ou superlinear se o método 

for com recomeças. 
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Capítulo 4 

4 Globalização para minimização sem restrições 

4.1 Conceitos Fundamentais 

Considere o problema sem restrições: 

min /(o:), onde f : n c 3ln --+ 3?, n aberto 

A idéia básica para encontrarmos o minimizador da função f é: 

Dado um ponto :ll'" , escolhemos uma direção d a partir de :;ck e 

encontramos um novo ponto ::ck+l nessa direção de tal modo que: 

A essa direção chamamos direção de descida. Formalmente podemos dizer 

que d é uma direção de descida se: 

f(.,+>.d) < f(:c) para>. E (0,<) 

Para isso é suficiente que (Vf(x),á} < O. 
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Do cálculo conhecemos o seguinte teorema: 

Teorema 4.1 Seja 'I' : !R -+ !R, <p' (O) < O e f) E (O, 1). 

Então existe ..\0 tal que: 

'I'(À) < '1'(0) + 9 À '1', (O), V À E (O,Ào) 

Demonstração:~ 

Pela definição de derivada: 

'I'( À) '1'(0) 

Então: 

À 

tp(,\) <P(O} 

' <p' {O) 
= 1 

Dado 8 < 1 , existe ..\0 tal que para .\ < ..\0 , temos: 

I 
'I'(À) - <p(O) 

À<p'(O) -11< 8 

'I'(À) - 'l'(o) - À<p'(o) < f) 
À<p'(O) 

'I'(À) - '1'(0) - À'l''(o) < BÀ<p'(o) 

<p(À) < <p(O) + (1 + IJ)À<p' (O) 

Como <p'(O) < O, temos: 

<p(À) < <p(O) + 9 À '1', (O) 

o 

Com isso, podemos demonstrar o Corolário de Armijo que nos dá uma 

condição de descida suficiente. 
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Corolário: 

Se ( Vf(x),d) < O e O < (} < 1, então existe Ào > O tal 

que: 

f("'+Àd) < f(z) + 9À(Vf(z),d) para todo À E (O,À0 ) 

Demonstração :-

Definimos 'f'( À) = f(z + Àd) 

Então usando a Regra. da Cadeia, temos: 

(Vf(,),d) < O 

Pelo teorema 4.1, temos: 

Para À E (O, Ão), 

<p(À) < <p(O) + O À 10' (O) =? 

=? /("' + Àd) < f( x) + IJ À ( V f("'), d ) para todo À E (O, Ào) 

o 

A condição de Armijo, apesar de dar-nos uma condição de descida suficiente, 

não garante boas propriedades de convergência global. Temos que evitar passos 

muito pequenos em relação ao decrescimento inicial da função f e ângulo 

formado pelo V/ (gradiente da função f) e d (direção) arbitrariamente 

próximo de 90°. 

Assim podemos escrever um modelo de algoritmo para convergência global. 
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Algoritmo 4.1 

Dados ,. 
{3, f3 > o 

81 ' o < o, < 1 

e, ' o < o, < 1 

1. Se V f( ,•) c:= O parar 

2. Seja d, tal que: 

• [ x', .,. + dk] c n 

• 11 d, 11 > f3 11 v f(,') 11 

• Vf(x'JT d, < -o, IIVf(x')llllddl 

3. Fazer x:k+l = zk + Àk dk onde ..\k é obtido pelo Algoritmo: 

• (i) À = 1 . 

• (ii) Se À satisfaz Armijo com 8 1 tomar .Àk = À e vá para (1). 

• (iii) Se À não satisfaz Armijo com 81> escolher um novo .\ no 

intervalo [u1 .\, u 2 .\ J e repetimos o passo (ii). 

Com esses conceitos vamos escrever o teorema de convergência global. 

Teorema 4.2 ( Convergência Global ) Se ;:c'" E n é um ponto limite 

da sequência (z'), gerada pelo Algoritma 4.1, entãa Vf(x') = O. 

Demonstração 

Suponhamos que exista um ponto limite ;e• de {xk}, k E N, isto é, 

3 k1 C N tal que limkek, z' = :c' com Vf(:c') i O. 
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Vamos provar que: 

Por Armijo: 

Mas 

f(x'+') < f(x') + cd df V f(x') = 

f(x') + a (x'+I - x')T V f(x') (23) 

df V/( x') < - O li V/( x') 1111 d, 11 => 

Adf Vf(x') < -O 11 V/(x') 1111-' d,ll => 

(x'+I - x'f V f(x') < -O 11 V f(x') llllx'+I - x'll (24) 

Substituindo (24) em (23) , temos: 

~amo ( f(zk) ) é uma sequência decrescente de números reais, limk E />1 f( zk) 

existe [finito ou ( - oo )], isto é limkEN f( :r:') = L onde L pode ser 

( -oo ). 

logo limkEk1 f(zk) = L, pois se uma sequência tem um limite, toda 

subsequência tem o mesmo limite. 

Agora, como f é contínua, lim.~:ek 1 ~k = z"' implica que L = /(z"'). 

Logo L # - co e limkE N" f( x') 

Como f(zk) é decrescente: 

/(:r:•). 

f( :r:') > /(:r:·) V k E .N 
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Pela convergência da sequência f(z.k): 

Portanto: 

Como: 

f(x'+I) - f(x') 

11 Vf(:x') 11 
< - a 8 11 :v'+1 

- x' 11 '* 

11 .,>+t - ,• 11 < f(:v') - f(:v'+l) 

11 V( :v') 11 a e 

lim Vf(x') - Vf(:v•) i O '* 
k E kt 

lim li V f(m')ll i O 
k € kt 

Por (25) , segue que : 

lim [[x'+I - x'll O '* 
k E kt 

lim (x'+l- x') - O 
k E k1 

Existem duas possibilidades: 
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(i) 3 k 2 Coo k1 tal que .,<H = .,• + d., V k E k 2, isto é, sempre há 

sucesso em Armi}o com direção pura para alguma subsequência. 

(ii) 3 ko E N tal que V k > k 0 , :~> 1 +1 = :~> 1 + .\1 dk, .\1 < 1 

(a negação de (i)}. 

• Analisando (i) : 

Temos que: 

Portanto: 

k k {26) 
limk E k~ ( <l! +l - ~ ) = O ;;:> 

Mas 

1/d•il > f3 l/V f(:e 1 )1/ '-? 

limkek,I/Vf(:c1)1/ = O '-? 

v f( :c•) = o 

absurdo ! 
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• Analisando (ii) 

Sejam: 

• Àk - Àve!h~> (fracassado) que gerou Àk 

Assim: 

Como Armijo não foi satisfeito, para Àk temos: 

f(z' + >., d,) > f(x') + a>., df V f(x') 

Pelo Teorema do Valor Médio: 

ç, E [O, 1] 

Vf(z' + ç, >., d,JT >., d, 
=> > "'dr Vf(x') e. E ro,1J. >., 

Dividindo a desigualdade por Jl d, 11 e chamando: 

d, . 
lld·ll = d, 

temos iid>il 1 (esfera unitária~ que é um conjunto compacto} e 

(27) 

Como num conjunto compacto toda sequência possui uma subsequência con~ 

vergente, segue que: 
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Além disso, 

para k E k1 

=)- lim (z' + e. "'• d,) = lim .,• = .,. 
k Ek1 k e k1 

Assim, passando {27) ao limite para k E k3 (k3 Coo k 1 ) , temos: 

Agora, V/( x•f d < O. 

De fato, como: 

e dk é tal que: 

Vf(.,'f d, < -O !IVf(.:')!l!ld•il 9 E (0, 1) 

vem que 

k T d~; k 

Vf(rc) lld•ll < - 9 IIVf(.: lll· 

Logo 

T dk 
h~, V f( :c') lldkil - V f( :c•) d < - 8 !IV f(x')!l < O 
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Desta forma, V f(,•jT d > a V f(x')T J, implica que a > 1 

absurdo! 

Logo Vf(;c') O 

o 

4.2 Globalização do Método de Newton para mmi
mização sem restrições 

Algoritmo 4.2 

Dado x 0 , calcular V f(,0 ). 

1. Se V f("'') = O, pare. 

2. Calcule V'f(o:') 

3. Resolver o sistema 

V'f(x') d, = - \lf(x') 

4. Encontre .\k tal que a condição de Armijo seja satisfeita (igual ao que 

foi feito no Algoritmo 4.1) 

6. Calcule Vf(.,'+I) e retorne a {!) 

Sabemos que o Método de Newton tem convergência local quadrática. 

Vamos analisar o Algoritimo (4.2) para transformá-lo num método globalmente 

convergente. 

Para as hipóteses do teorema de convergência global serem verificadas, a 

direção dk deve satisfazer: 
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(a) Condição de descida 

Jf 'V f(x') < - B i! 'V f(x')lllld•ll (28) 

(b) lld•ll > f311Vf(x')ll 

• Analisemos a condição (a) 

Como d, = - V'f(x'J-1 V f(x'). podemos escrever (28) da seguinte 

forma: 

- Vf(x') V'f(x')-1 Vf(x') < - B 11 Vf(x'JIIII V'f(cr/)-1 Vf(x')ll ~ 

~ Vf(x') V 2f(x')- 1 Vf(x') > O 

Isso acontece se tivermos V 2f(xk) >O (Hessiana positiva definida). 

• Condição (h) 

IIV'f(x')d,ll - IIVf(x')ll < IIV'f(x')lllld•ll ~ 

d > li V f(x')ll 
~ li >li - IIV'f(x')ll 

Se garantimos que IIV2f(xk)!l < 0', -isto é, a matriz hessiana é uniforme

mente limitada para todo X E n, então: 

isto é, a condição é satisfeita para f3 = :. 

Assim, para o Método de Newton ter convergência global, temos que 

resolver dois problemas: 
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(i) A matriz hessiana deve sempre ser positiva definida. 

(ii) Garantir IIV'f(:c')ll < u,'<l:c E n. 

• Resolvendo (i) 

Uma maneira segura de verificarmos se a matriz é positiva definida é fazer 

a decomposição de Cholesky. 

Se V 2f(zk) 'f- O (Hessiana não é positiva definida). então tomamos 

p. tal que (V 2 f( :c') + p.I) > O (Hessiana modificada é positiva 

definida). 

O Algoritmo (4.3). abaixo, é uma versão do Algoritmo (4.2) que resolve o 

problema (i). 

Algoritmo 4.3 

Dado :c0 E f!, O E (O, 1), ar, (:J 

Passo 1:- Se V f( :c') = O, pare. 

Passo 2:- Tentar a fatoração de Cholesky de V' f( ;c•). 

Passo 3:- Se o Passo 2 der certo, obter dk resolvendo 

Passo 4:~ Se o Passo 2 não der certo, definir 

B, = V'f(z•) + p.I, p. > O 

de maneira que B, > O (positiva definida) 

[ Por exemplo: p. = ma.: L:,,, I a,, I ] 

45 



Obter a fatoração de Cholesky da nova Bk e resolver: 

Passo 5:- Testar o fato (improvável) de que: 

'V f(x•f dk > - a JI'V f(x.)JIJid•JI (29) 

Se (29) não se verifica vá para o Passo 6. Senão modificar dk como 

indicado abaixo: 

dknooo = Á ( dk + Vf(.,k)) - Vf(xk) (ver Apêndice A). 

Passo 6:- Se lld•ll > {3 IIVf(xkJII vá para o Passo 7. Se não, faça: 

Passo 7:- Encontre .\k tal que a condição de Armijo seja satisfeita 

(análoga ao Algoritmo 4.1) 

Passo 8:- O novo ponto 

Retorne ao Passo 1. 

• Resolvendo (ii) 

Para garantir (ii), basta usar o fato de que o conjunto 

A = {:c tal que f( :c) < f(:c 0
)} é compacto' 

Então, temos: 

11A prova que A é compacto, encontra~se no Capitulo 1, Teorema (1.2) 
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f : A C !R:n ---+ !R: de classe C 2
, A compacto 

Assim, f e todas as suas derivadas paráais até ordem 2 são limitadas, 

isto é: 

ll/11, IIVf(:r:')IJ, IJV'f(:r:')ll são limitados 

Com isso, as hipóteses do teorema de convergência global ( 4.2) são verificadas 

para o Algoritmo de Newton. Logo o Método de Newton pode ser 

transformado num método globalmente convergente. 

4.3 Globalização dos Métodos quase-Newton para Mi
nimização sem restrições 

Já vimos que a direção de um Método Quase-Newton é dado por: 

Para d ser uma direção de descida devemos ter: 

= -Vf(:r:'f H, Vf(:r:') < O ~ H, > O 

( Hk deve ser positiva definida para todo k ) 
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Para garantirmos que Hk > O em algumas fórmulas de atualização de 

H,. partindo de H 0_ simétrica e positiva definida (exemplo: DFP, BFGS) 

devemos ter yT s > O [17] isto é: 

yTs ( Vf(x'+I) - V f(x'),s) 

- (V f(x' + À,s) - V f(x'),s) 

= { Vf(x' + À,s), s) - (Vf(x'),s) > O 

Assim 

(V f(:x' + .\,s), s) > (V f(:x'), s). 

Temos, então, uma nova condição do Método quase-Newton para mi

nimização sem restrições que é dada por: 

(VJ(x'+Ã,s),s) > (Vf(x'),s). (30) 

Escrevemos um novo algoritmo que garanta a condição nova e a condição de 

Armijo. 

Algoritmo 4.4 

Sejam :x0 E !1, {3 > O, a E (O, I), 8 E [O, Ij, H 0 não singular, 

simétrica e positiva definida. 

Passo 1:- Se V f(;o 0
) = O parar. 

Passo 2:- Cálculo da direção dk 

d, = -H, Vf(z') 
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Passo 3:- Se V f("''f d, < -8 IJV f(:e')IJIId•ll vá para o Passo 5. 

Passo 4:- Modificação na direção dk (ver Apêndice A) 

(I -IJ} IIVf(x'}ll' 
a = =c~~~--~~~~~~~~~~~~~ 

Vf(x')Td, + (1- 8) IIVf(x')ll' + e IJVf("''liJlld,IJ 

d, = ã( d, + V f( x')) - V f( x') 

Passo 5:- Encontrar ..\k tal que 

• (i) f(x' + A,d,) < f(x') + a.\, (Vf(x'),d,) 

• (ii) (Vf(x'+.\,d,),d,) > (3(Vf(x'),d,) 

sejam satisfeitos. 

Passo 6:- Novo ponto 

Passo 7:- Se Vf(x'+l) = O parar. 

Passo 8:- Atualização Hk 

Sejam Sk = zk+l - xk e Yk = V f(xk+I) - V f(xk), Hk+l 

é obtida a partir de Hk, sk, e Yk • usando procedimentos "baratos". 

(Hk+l simétrica e positiva definida). 

Vá para o Passo 2. 

Teorema 4.3 ( Convergência Global ) Se ~· E n é um ponto limite 

da sequência (x') gerada pelo Algoritmo (4.4), então Vf(x•) = O. 

Demonstração:-

Seja limkEhCI.f ::l!k = x• e suponha Vf(x .. ) i O. Vamos provar que 

limkEk1cN (xk+l - xk) = O. 
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Por Armijo 

f(x'+l) < f(x') + a>.,(\1 f(x'), d,) = 

- f(x') + a(x'+l :_ x')T\1 f(x'). 

Portanto 

Mas 

diVf(x') < -OIIVf(x')lllld•ll => 

A,df\lf(x') < -011\lf(x')ll p,d,ll => 

(x'+'- x')T\1 f(x') < -OII\1 f(x')llllx'+l- x'll· (32) 

Logo substituindo (32) em (31), temos: 

f(x'+I) < f(x') + a ( -0 li V f(x'JIIIIx'H- x'll) => 

f(x'+') ~ f(x')- aO IIVJ(x')llllx'+'-x'll· 

Mas ( f(xk) ) é uma sequência decrescente de números reais. Logo, existe 

limkE}/ f(x) (finito ou infinito) 

Seja L = limkeN f(z'). 

Como f é contínua e lim~ç ek1 xk - x* temos L - f(z*), logo: 
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e 

Portanto 

f(x') > /(x') 

/(z'tl)- f(x') 

!IV /(z')ll 

Vk E N. 

Como limk e k1 zk = z* e f E C 2 temos: 

Por (33), segue que lím,.,, llzk+I - z'll = O 

Existem duas possibilidades: 

(a) 3 k, C k1 tal que x'+1 = x' + d., V k E k 2 

(b) 3 ko E N tal que V k > ko, z'ti =:v'+ >.,d,, O < >., < 1 
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o Analisando (a) 

Sabemos que: 

(V f(x'+I ), d,) > f3 (V J(x'), d,) 

d[Vf(x'+I) ?: f3d[VJ(x') (35) 

Sabemos que 4 Vf(;:c'+') < O e 4 Vf(.,') < O, po•s 

d, Vf(z') < -OIIVf(:c')llllddl < o V k E k, 

Assim, podemos escrever (35) da seguinte maneira: 

Aplicando o limite para k E k2 temos: 

1 < {3, onde f3 E (O, 1) 

absurdo ! 

• Analisando (b) 

Por Armijo temos: 

52 



pOIS (Vf{;c'),dk) < 0. 

Passando o limite, temos: 

para O < >., < 1 

absurdo 

Logo, a afirmação da tese é verdadeira. 
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Capítulo 5 

5 Documentação de Subrotinas 

Apresentaremos, a seguir, as subrotinas por nós utilizadas, bem como seus 

parâmetros. 

A subrotina QND "chama" as demais subrotinas e é "chamada" pelo pro

grama principal, que consta, apenas, do problema linear a ser resolvido e dos 

dados de saída. 

5.1 Subrotina QND 

Essa subrotina encontra o mínimo de uma função f de N variáveis, 

sem restrições, por um método quase-Newton. 

Parâmetros 

(a) Parâmetros de Entrada 

-N ... Variável inteira que indica número de variáveis. 

-M ... Variável interia que indica número de restrições. 

-N1\1AX ... Variável inteira que indica o valor máximo que M pode 

assumir. Primeira dimensão das matrizes A, H, AUX, HK e 

dos vetores s, y, d. 
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-t ... Variável real; parâmetro da transformação da função objetiva z_ 

numa função f não linear. 

-A ... Matriz real de dimensão N MAX X N ; matriz de restrição. 

-B ... Vetor real de dimensão M; é o vetor das constantes. 

-C ... Vetor real de dimensão N ; contém os coeficientes da função 

objetiva. 

-Q ... Variável inteira; frequência com que se faz uma iteração de New

ton. Se Q = 1 temos o método de Newton. 

-IMPR ... Variável inteira que controla as impressões internas da sub~ 

rotina. Se IMPR =O nada será impresso. Se IMPR > O, 

será impresso a cada IMPR iterações: o número de iterações, 

número de avaliação de função e gradiente, número de iterações de 

Newton. 

-MAXIT ... Variável inteira; número máximo de iterações permitida. 

-A1 AX AV ... Variável inteira; número máximo de avaliação de função e 

gradiente permitido. 

-LP ... Variável inteira; número da unidade de saída da subrotina. 

-MP ... Variável real, usada para normalizar a matriz D da decom~ 

posição LDLT de Cholesky. Todos os elementos de D estão 

no intervalo (MP, MG ). 

-MG ... Variável real; análogo ao MP. 

-EPS ... Variável real; é a précisão usada pelo método, O processo 

termina se a norma (MAX) do gradiente de f no ponto z for 

menor que EPS (lER= 0). 

-EPSl ... Variável real; é a precisão usada na decomposição de Cholesky. 

Se algum elemento da diagonal D for menor do que EP Sl , o 

processo termina com lER= 1. 
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-ALFA ... Variável real, usada para atualizar a matriz D no processo · 

quase Newton. 

-TIPO ... Caracter que indica qual método será utilizado. 

• tipo= 'N', usaremos Newton 

• tipo= 'M', usaremos Newton Modificado 

• tipo= 'Q', usaremos quase-Newton Diagonal 

• tipo = 'G', usaremos Greenstadt 

• tipo = 'D', usaremos DFP 

• tipo = 'B', usaremos BFGS 

• tipo= 'P', usaremos Correção de Posto 1 

• tipo= 'X', usaremos quase-Newton Estruturado 

-Busca ... Caracter que indica qual interpolação será utilizada. 

• Busca = 'N', não faz busca unidirecional. 

• Busca = 'C', faz Interpolação Cúbica. 

• Busca = 'G', faz Interpolação Cúbica com minimização. 

-Xl ... Vetor real de dimensão N. Na entrada Xl contém o ponto 

inicial dado. No decorrer do processo, Xl conterá o ponto atual. 

No final, Xl conterá o melhor ponto enco~trado pelo método. 

(b) Parâmetros Auxiliares 

-XO~GO, Gl,s, y, d ... Vetores reais de trabalho, cada um com dimensão 

N. (No método quase~ Newton Estruturado os vetores s, y 

tem dimensão M. 

-WG ... É um vetor real que guarda a diagonal da matriz D para o 

cálculo do vetor y no método quase-Newton Estruturado. 
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-AUX,H ... Matrizes reais,cada uma com dimensão 

N MAX X N usadas como matrizes de trabalho. H contém 

a hessiana de f (aproximada ou verdadeira) em cada'iteração do 

processo. 

-BJ( ... Matriz real de dimensão N X N. Esta matriz guarda a 

subtração acumulada da nova hessiana (Hk+l = Hk + BK) nos 

métodos: Greenstadt, DFP, BFGS, Correção de Posto L 

-H I< ... Matriz real de dimensão M X M. 

(c) Parâmetros de Saída 

-Fl ... Variável real; valor da função f no último ponto encontrado. 

-]( ... Variável inteira; número de iterações efetuadas. 

~KN ... Variável inteira; número de iterações de Newton. 

-N AFG ... Variável inteira; número de avaliações de função e gradiente. 

-lER ... Variável inteira; diagnóstico do erro. 

• lER= O --+ o processo convergiu. 

• lER = 1 --+ fracasso na decomposição de Cho)esky (a 

hessiana não é positiva definida). 

• lER = 2 --+ a derivada direcional não é negativa na busca 

unidirecional. 

• lER = 3 --+ foí atingido o número máximo de iterações

( MAXIT). 

• I ER = 4 --+ foi atingido o número máximo de avaliações de 

função e gradiente ( MAX A V ) 

• lER = 5 -.. a variável illn.l1 é muito pequena na busca 

unidirecional, isto é, Xk+1 é muito próximo de X~:. 
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-I F LAG . .. Código de saída 

• O -+ convergência 

• 2 -+ o valor do passo é tão pequeno que é insignificante em 

comparação cbm o valor inicial. 

• 4 -+ número de avaliações de função e gradiente (número de 

chamada da FUNGR) já atingiu MAX 

• 5 -+ ou o valor inicial de STEP não é positivo e/ou a derivada 

direcional inicial é não negativo. 

5.2 Subrotina Factível 

Essa subrotina diminuí, se necessário, a direção d para o ponto não sair 

da região fact(vel. 

Parâmetros 

(a) Parâmetros de Entrada 

-N ... Variável inteira; número de variáveis. 

-M ... Variável inteira; número de restrições. 

-NMAX ... Variável inteira; valor máximo que M pode assumir. 

Primeira dimensão da matriz A e dimensão do vetor direção d . 

-A ... Matriz real de dimensão NMAX X N; matriz de restrição. 

-B ... Vetor real de dimensão M; vetor das constantes. 

-X ... Vetor real de dimensão N ; contém o ponto na iteração atual. 
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(b) Parâmetro de Saída 

-d ... Vetor real de dimensão N MAX . Direção de descida. 

5.3 Subrotina FUNGR 

Esta subrotina calcula o valor da função f e de seu gradiente. 

Parâmetros 

-N ... Variável inteira; número de variáveis. 

-M ... Variável inteira; número de restrições. 

-N MAX ... Variável inteira; valor máximo que M pode assumir. Primeira 

dimensão da matriz A e dimensão de vetor s . 

-t ... Variável real; parâmetro da transformação da função objetiva z numa 

função f não linear. 

-X ... Vetor real de dimensão N . Na entrada X contém o vetor Xl 

(ponto na atual iteração). 

-A ... Matriz real de dimensão NMAX X N; matriz de restrição. 

-B ... Vetor real de dimensão M; vetor das constantes. 

-C ... Vetor real de dimensão N ; contém os coeficientes da função objetíva. 

-s ... Vetor real de dimensão N MAX. Vetor de trabalho 

( s = A * X). 

-F ... Valor da função no ponto. na entrada F contém o valor da função 

no ponto Xl (Fl). 
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-G ... Vetor real de dimensão N ; gradiente da função no ponto. 

G contém o valor do gradiente no ponto Xl (Gl). 

-lER ... diagnóstico do erro. Vide subrotina QND 

5.4 Subrotina Hess 

Nesta subrotina, temos o cálculo da hessiana da função f. 

Parâmetros 

-N ... Variável inteira; número de variáveis. 

-M ... Variável inteira; número de restrições. 

-NMAX ... Variável inteira; valor máximo que M pode assumir. Primeira 

dimensão da matriz A , da matriz H e da matriz AU X . 

-t ... Variável real; parâmetro da transformação da função objetiva z numa 

função f não linear. 

-X ... Vetor real de dimensão N . Na entrada X contém o vetor Xl 

(ponto na atual iteração). 

-A ... Matriz real de dimensão NMAX X N; matriz de restrição. 

-B ... Vetor real de dimensão M; vetor das constantes. 

- AU X... Matriz real de dimensão N MAX X M. Matriz de trabalho; 

guarda o produto AT * D, onde D é a matriz diagonal cujos elementos 

são da forma: 
I 

(B - AX)i 
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' -H ... Matriz real de dimensão NM AX X N que contém a hessiana da 

função f. 

-lER ... Diagnóstico do erro. Vide subrotina QND. 

5.5 Subrotina Cholesky 

Esta subrotina faz a decomposição de Cholesky de uma matriz A ( A 

L D LT ),de ordem N, simétrica e positiva definida. 

Parâmetros 

-A ... Matriz real de ordem N,simétrica e definida positiva de dimensão 

N MAX X N. Na entrada, é a matriz Hessiana. Na saída contém a 

matriz L. 

-N ... Variável inteira; ordem da matriz A. 

-NMAX ... Variável inteira; primeira dimensão da matriz A. 

-EPSl ... Precisão desejada no teste do pivô. 

-R ... Vetor trabalho; real e de dimensão N. Contém os elementos da matriz 

diagonal. 

-IERC ... Indica o que ocorreu com o processo. 

• I ERC = O -+ A decomposicão de Cholesky foi feita com 

sucesso. 

• IERC I- O --+ Encontrado- pivô negativo na linha de número 

IERC. 
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5.6 Subrotina SOLVE 

Esta subrotina resolve os sistemas triangulares da decomposição de Cholesky, 

ou seja, L z = B; D y = z e LT :r: = y. 

Parâmetros 

-A ... Matriz real de dimensão NMAX X N, contendo na parte triangular 

inferior, a matriz L; e, na diagonal, a matriz D 

-N ... Ordem dos sitemas lineares. 

-NMAX . .. Primeira dimensão da matriz -A. 

-B ... Vetor real de dimensão N. Na entrada B contém o lado direito do 

sistema linear A z = B. Na saída, B contém a solução do sistema 

linear. 

5.7 Subrotina GSRCH 

Essa subrotina minimiza f na direção d. 

Parâmetros 

-N ... Variável inteira que indica número de variáveis. 

-M ... Variável interia que indica número de restrições. 

-N MAX ... Variável inteira que indica o v a for máximo que M pode assumir. 

Primeira dimensão das matrizes A. 

-t ... Variável real; parâmetro da transformação da função objetiva z numa 

função f não linear. 
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-A ... Matriz real de dimensão NMAX X N; matriz de restrição. 

- B . .. Vetor real de dimensão M ; é o vetor das constantes. 

-X ... Vetor real de dimensão N. Contém o ponto XI na iteração atual. 

Na saída terá o ponto 

XI+ STEP * d 

-CF ... Contém o vetor C (coeficientes da função objetiva). 

-s ... Vetor real de dimensão N ; contém a diferença XI - XO. 

-F ... Valor da função no ponto XI (Fl). Naída contém o valor da função 

no ponto Xl + STEP * d. 

-G ... Valor do gradiente no ponto XI (Gl). Na saída contém o valor do 

gradiente XI + ST EP * d. 

-lER ... Diagnóstico do erro. Vide subrotina QND. 

-d ... Vetor direção (direção de busca). 

-STEP ... Comprimento do passo. Entra com valor LAMB. 

5.8 Subrotina NormaD 

Normaliza a Matriz D de modo que iodos os seus elementos fiquem no 

intervalo (MP, M G). 

Parâmetros 

-H ... Matriz de dimensão NMAX X N, cuja_díagonal contém a matriz 

D da decomposição de Cholesky (H = L D LT). 
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-N ... Ordem da matriz H. 

-NMAX ... Primeira dimensão da matriz H. 

-MP ... Variável real, usada para normalizar a matriz D da decomposição 

LDLT de Choiesky. 

-MG ... Análogo ao anterior. 
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Capítulo 6 

6 Resultados Computacionais 

Implementamos três tipos diferentes de problemas de programação linear 

com solução conhecida. 

O programa está implementado em linguagem de programação FORTRAN 

77 e os testes foram realizados no computador DigiRede. 

Apresentaremos, a seguir, o tipo de problema abordado e os resultados obtidos 

em tabelas. Cada tabela consta dos seguintes ítens: 

• Número de variáveís (N). 

• Número de restrições (M). 

• De quantas em quantas iterações, (Q), o método realiza uma iteração de

Newton (Quando usamos o método de Newton, temos Q=l). 

• Parâmetro Barreira (t). 

• Tipo de interpolação usado. 

• Método utilizado para resolver o PPL. 

• Tempo total de CPU (incluindo o tempo gasto para a entrada de dados). 

• O número de iterações que o método realizou para encontrar as restrições 

ativas. 
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• N~mero de iterações total realizados pelo método para um determinado 

t. 

• Mensagem de erro. 

6.1 Programa ESP 

Esse programa gera o seguinte P.P.l. 

Dado N, M = 2 * N - I 

• Gera a matriz A 
Para I de 1 até M faça 

Início 
Para J de 1 até N 

Fim 

Para I de 1 até (N- I) faça 
Início 

Para I de 1 até N faça 
Inicio 

A(I,I) = I 
A(I,I+1)-2 

Fim 

faça 
Início 
A(I,J) 

Fim 

A(N - I + I, I) - -I 
Fim 

A(N,I) = O 
A(N,2) = -1 
A(N+ 1,1) - -1 
A(N+!,2) =O 

o 



• Gera o vetor B 
Para I de 1 até (N- !) faça 

Início 
B(I) - 10 
Fim 

Para I de N até M faça 
Início 
B(I) O 
Fim 

• Gera o vetor c 
Para I de 1 até N faça 

Início 
C( I) - -1 
Fim 

• Solução Ótima 

XO(!) = !O 
X0(2) = O 

Para I de 3 até N faça 
Início 
XO(I) - 10-XO{f l) 

Fim 

• Solução Inicial 

Para I de 1 até N faça 
Início 
Xl(I) - O.! 
Fim 

2 

Os resultados são mostrados nas tabelas a seguir. 
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N=4 M -7 Q- 20 1=01 Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 00.30 6 9 convergiU 

DFP 00.70 22 28 convergiu 

- Greenstadt 00.50 não encontrou 11 lER- 2 
Correção 00.50 não encontrou 11 lER- 2 
Posto 1 

BFGS 00.50 18 24 convergm 

Q.N. Diagonal 01.00 21 41 convergiu 

Q.N. Estruturado 03.50 41 53 converg1u 

N 4 - M 7 - Q 20 - t o 01 - Interpolação Cúbica 

li Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 00.10 4 10 convergiu 

DFP 00.50 8 29 convergiu 

Greenstadt 00.20 não encontrou 6 lER- 2 
Correção 00.30 não encontrou 10 lER- 2 
Posto 1 

BFGS 00.50 6 22 converg1u 

Q.N. Diagonal 01.30 21 54 convergm 

Q.N. Estruturado 02.80 21 42 converg1u 

N=4 M =7 Q = 20 t- 0.1 Interpolação: GSRCH 
Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 00.30 6 7 convergm 

DFP 00.70 22 31 convergiu 

Greenstadt 00.20 não encontrou 7 convergiu 

Correção 00.60 não encontrou 13 converg1u 

Posto 1 
BFGS 00.40 17 23 convergm 

Q.N. Diagonal 01.70 41 44 convergtu 

Q.N. Estruturado 02.40 32 41 converg1u 
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N 4 - M 7 - Q 20 - t o 01 - Interpolação· GSRCH =::J . 
Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 
Newton 00.10 5 8 convergiu 

DFP 00.20 não encontrou 12 convergm 
Greenstadt 00.40 não encontrou 7 convergiu 
Correção 00.30 não encontrou 7 convergiU 

Posto 1 
BFGS 00.40 8 21 convergtu 

Q.N. Diagonal 02.10 22 51 lER= 5 
Q.N. Estruturado 04.10 32 61 convergiu 

N- 10 M- 19 Q- 20 t - O 1 Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 
Newton 01.50 6 9 convergtu 

DFP 05.80 22 43 convergtu 

Greenstadt 01.00 não encontrou 6 lER- 2 
Correção 01.10 não encontrou 9 lER= 2 
Posto 1 
BFGS 04.10 21 30 convergiu 

Q.N. Diagonal 05.70 21 43 converg1u 
Q.N. Estruturado 20.70 24 51 convergtu 

N- 10 M- 19 - Q- 20 - t - O 01 Interpolação Cúbica -

Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 
Newton 01.90 4 10 convergtu 

DFP 05.40 10 41 convergtu 

Greenstadt 09.30 21 62 convergiU 

Correção 01.20 não encontrou 8 lER= 2 
Posto 1 
BFGS 03.50 15 27 convergiu 

Q.N. Diagonal 09.60 21 48 convergiU 
Q.N. Estruturado 12.20 21 28 lER= 5 
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N -lO M- 19 Q- 20 t o 1 - Interpolação· GSRCH . 
Métodos CPU total Restrições Ativas Ng lteraç:õ,es Mensagem de Erro 

Newton 01.20 6 7 convergiu 

DFP 04.80 24 41 convergm 

Greenstadt 01.50 não encontrou lO convergiu 

Correção 01.20 não encontrou 6 convergiu 

Posto 1 

BFGS 02.60 . 20 22 convergiu 

Q.N. Diagonal 05.60 22 44 convergiu 

Q.N. Estruturado 16.30 21 42 convergiu 

N- 10 M- 19 Q- 20 t o 01 - Interpolação· GSRCH . 
Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 01.80 5 9 convergiu 

DFP 07.60 41 56 convergiU 

Greenstadt 09.80 21 63 converg1u 

Correção 01.60 não encontrou 9 converg1u 

Posto 1 

BFGS 03.70 12 31 converg1u 

Q.N. Diagonal 10.30 22 58 lER -5 
Q.N. Estruturado 19.00 22 46 convergiu 

N- 20 M- 39 Q- 20 t-o 1 Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 08.30 6 9 convergiu 

DFP 20.20 25 41 convergiu 

Greenstadt 06.70 não encontrou 11 lER- 2 
Correção 04.50 não encontrou 8 lER- 2 
Posto 1 
BFGS 13.60 19 28 converg1u 

Q.N. Diagonal 21.50 21 42 converg1u 

Q.N. Estruturado 01:18.90 21 48 convergiu 
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N 20 M 39 Q- 20 t o 1 Interpolação· GSRCH =:::J - - - . . 
-

Métodos CPU total Restrições Ativas No Iterações Mensagem de Erro 

Newton 06.80 6 7 convergiU 

DFP 14.60 22 30 converg1u 

Greenstadt 04.40 não encontrou 7 convergtu 

Correção 04.80 não encontrou 9 convergiU 

Posto 1 
BFGS 11.50 19 22 convergiu 

Q.N. Diagonal 19.00 21 43 convergiU 

Q.N. Estruturado 01:50.30 21 42 convergtu 

N- 40 - M -79 - Q- 20 t-o 1 - Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 46.60 6 9 convergtu 

DFP 01:15.90 22 39 convergtu 

Greenstadt 22.90 não encontrou 9 lER- 2 
Correção 17.10 não encontrou 7 lER- 2 
Posto 1 
BFGS 52.70 21 26 convergtu 

Q.N. Diagonal 01:19.80 21 41 convergtu 

Q.N. Estruturado 05:36.40 21 49 convergtu 

N 40 - M 79 - Q- 20 t o 1 - Interpolação· GSRCH . 
Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 44.50 6 - 8 convergtu 

DFP 01:27.00 26 34 convergm 

Greenstadt 24.20 não encontrou lO convergtu 

Correção 17.30 não encontrou 7 convergiU 

Posto 1 
BFGS 48.70 21 24 converg1u 

Q.N. Diagonal 01:15.90 22 43 convergiu 

Q.N. Estruturado 04:42.90 21 37 lER- 5 
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N 75 - M 149 - Q 20 - t O 1 Interpolação Cúbica -

Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 05:14.00 6 10 converg1u 

DFP 04:06.80 24 33 convergiu 

Greenstadt 01:22.60 não encontrou 8 lER- 2 
Correção 01:09.20 não encontrou 7 lER- 2 
Posto 1 

BFGS 05:21.20 18 32 lER- 5 
Q.N. Diagonal 05:27.20 21 41 convergiu 

Q.N. Estruturado 20:41.90 21 45 lER- 5 

N 100 - M 199 - Q 20 - t O 1 Interpolação Cúbica - . 
Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 11:46.40 6 10 convergtu 

DFP 09:40.40 23 37 converigu 

Greenstadt 04:34.40 não encontrou 19 lER- 2 
Correção 02:18.80 não encontrou 7 lER- 2 
Posto 1 

BFGS 07:53.60 21 30 converg1u 

Q.N. Diagonal 09:40.60 21 42 convergiu 

Q.N. Estruturado 44:23.00 21 48 lER- 5 
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6.2 Programa GD 

Esse programa gera o seguinte P.P.L 

Dados N, M 

• Gera o problema 

Para I de 1 até M faça 
Início 
Para J de 1 até N faça 

Fim 

- Gera a faixa diagonal da Matriz A. 
AUXl = M- N 
L = I 
K=N 

Para J de 1 até N faça 
Início 

Se J + AUXI < N 
Para I de J até k 

Fim 

Para I de 1 até N faça 

Início 

Início 
A( I, J) O 

Fim 

então k = J + AUXI 
faça 
Início 
A(I,J) = 5Jsin(L)I + 5 
L= L +I 
Fim 

XI(I) = 2 Jsin(L)I + I 
L= L +l 
Fim 
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Para I de 1 até N faça 
f níclo 

B(I) = O 
Para J de 1 até N faça 

Início 

Fim 

- Gera as A!JX linhas restantes. 

Para I de (N + l) até M faça 
Início 

K =I- AUX1 

B(I) = B(I) +A( I, J)Xl(J) 
Fim 

10 Para J de 1 até N faça 

B(I) = B(N) +5lsin(L)I 
L= L+ 1 
z = o 
Para J de 1 até N 

Se z > B(I) vá para 10 
Fim 

Para I de 1 até N faça 
Início 

faça 

Início 

Início 

Se J > K então 

Início 

A(I,J) = 5lsin(L)I + 5 
L= L +l 
Fim 

Fim 

z = z + A(I,J)X!(J) 
Fim 

MI(I) = 3lsin(L)I + 3 
L= L+ 1 
Fim 
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Para J de 1 até N faça 
Início 
C(J) = O 
Para I de 1 até N faça 

Início 
C(J) = C(J)- A( I, J)MI(I) 
Fim 

Fim 

• Solução Inicial 

Para J de 1 até N faça 
Início 
XO(J) 
Xl(J) 
Fim 

Xl(J) 
o 

As tabelas abaixo são referentes ao problema descrito acima GD 

N -15 M- 20 Q- 20 t- 0.1 Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 
Newton 05.10 6 11 lER- 5 
BFGS 12.20 21 48 lER- 5 

Q.N. Diagonal 01:10.70 223 278 lER- 5 
Q.N. Estruturado 04:55.80 não encontrou 500 lER- 3 

I N 15 - M 20 - Q 20 - - . t o 1 Interpolação· GSRCH I . 
Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 
Newton 07.10 6 13 lER- 5 
BFGS 14.70 22 48 lER- 5 

Q.N. Diagonal 01:00.00 201 248 lER- 5 
Q.N. Estruturado 04:45.30 não encontrou 500 lER- 3 
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I N- 15 - - - . 
= 

M 20 Q 20 t o 01 Interpolação Cúbí~ 

Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 05.00 6 12 lER- 5 
BFGS 08.30 18 36 lER- 2 

Q.N. Diagonal 01:48.00 não encontrou 452 lER- 4 
Q.N. Estruturado 20.40 não encontrou 37 lER- 5 

I N 15 - M 20 - Q 20 - t o 01 - Interpolação- GSRCH I . 
Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 05.30 6 12 lER- 5 
BFGS 22.70 21 53 lER- 5 

Q .N. Diagonal 01:53.30 não encontrou 500 lER- 3 
Q.N. Estruturado 04:59.00 não encontrou 500 lER- 3 

N - 20 M- 50 Q- 20 t-o 1 . Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 
Newton 39.30 7 22 lER- 5 
BFGS 41.60 34 57 lER- 5 

Q.N. Diagonal 05:58.50 não encontrou 365 lER- 4 
Q.N. Estruturado 18:59.00 não encontrou 500 lER- 3 

I N- 20 M- 50 Q- 20 t-o 1 Interpolação GSRCH I 
Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 
Newton 34.60 8 13 lER- 5 
BFGS 01:01.00 34 66 lER- 5 

Q.N. Diagonal 06:12.70 não encontrou 403 lER- 4 
Q.N. Estruturado 01:32.00 não encontrou 40 lER- 5 
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I N- 20 M- 50 Q 20 - t-o 01 Interpolação GSRCH 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 52.30 14 21 lER- 5 
BFGS 01:03.70 23 50 lER- 5 

Q.N. Diagonal 01:04.20 não encontrou 83 lER- 5 
Q.N. Estruturado 17:17.80 não encontrou 438 lER- 4 

N- 70 M-72 Q- 20 t-o 1 . Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Newton 03:25.20 5 13 lER- 5 
BFGS 31:01.90 416 419 lER- 2 

Q.N. Diagonal 29:15.20 não encontrou 500 lER- 3 
Q.N. Estruturado + 2 hs não encontrou 250 Interrompido 

I N- 20 M- 200 Q = 20 t-o 1 Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 02:44.70 9 22 lER- 5 
BFGS 03:03.30 48 68 lER- 5 

Q.N. Diagonal 24:12.40 não encontrou 341 lER- 4 
Q.fY. Estruturado + 2:00 não encontrou 240 Interrompido 

I N- 70 • M-72 Q = 20 t-o 1 Interpolação: GSRCH I 
Métodos CPU total Restrições Ativas Ng Iterações Mensagem de Erro 

Q.N. Diagonal 05:41.70 76 109 lER- 5 
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6.3 Programa GERA 

• Gera o Problema 

L = I 

Para J de 1 até N faça 
Início 
Para I de 1 até N faça 

Início 

Fim 

Para I de 1 até N faça 

Início 

A(I, J) - 5isín(L)i + 5 
L= L+ I 
Fim 

XI(I) = 2isin(L)i + 1 
L= L+ 1 
Fim 

Para I de 1 até N faça 
Início 
B(I) = O 
Para J de I até N faça 

Início 

Fim 

Para I de (N + 1) até M faça 
Início 

10 Para J de-! até N 

B(I) = B(!) + 5 sin(L) 
L = L + 1 
z = o 
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B(I) = B(I) +A( I, J)X1(J) 
Fim 

faça 

Início 

A(I,J) = 5isin(LJI + 5 
L=L+! 
Fim 



Para J de 1 até N faça 
Início 
z = z + A( I, J)X1(J) 
Fim 

Se z > B(I) vá para 10 
Fim 

Para I de 1 até N faça 
Início 

MI(I) = 3isin(L)I + 3 
L= L+ 1 
Fim 

Para J de 1 até N faça 
Início 
C(J) = O 
Para I de 1 até N faça 

Início 
C(J) = C(J)- A(I,J)MI(I) 
Fim 

"" Solução Inicial 

Para J de 1 até N 

Fim 

faça 
Início 
XO(J) -
X1(J) 
Fim 

Xl(.L) 
o 

As tabelas a seguir estão relacionadas com o programa GERA 

N 20 - M 40 - Q 20 - t o 1 - . Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 
Newton 25.00 5 14 lER- 5 
BFGS 12.50 10 18 lER- 2 

Q.N. Diagonal 04:22.10 não encontrou 212 lER- 4 
Q.N. Estruturado 12.60 não encontrou 6 lER- 1 
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N- 20 M 50 - Q 20 - t o 1 - Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 45.80 5 19 lER- 5 
BFGS 38)0 9 42 lER- 5 

Q.N. Diagonal 05:18.90 não encontrou 201 lER- 4 
Q.N. Estruturado 16.50 não encontrou 6 lER 1 

I N- 20 M 50 - Q 20 - - < t o 1 Interpolação GSRCH [ 

Métodos CPU total Restrições Ativas No Iterações Mensagem de Erro 

Newton 32.50 7 13 lER- 5 
BFGS 28.00 13 25 lER- 5 

Q.N. Diagonal 37.60 não encontrou 30 lER- 5 
Q.N. Estruturado 19.20 não encontrou 7 lER- 1 

I N 20 M- 50 Q 20 - t o 01 - Interpolação GSRCH 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 47.20 não encontrou 14 lER- 5 
BFGS 37.60 13 36 lER- 5 

Q.N. Diagonal 11.20 não encontrou 10 lER- 5 
Q.N. Estruturado 25.90 não encontrou 10 - lER- 1 

I N 20 - M 50 - Q- 20 t o 01 - Interpolação Cúbica I 
Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações Mensagem de Erro 

Newton 25.20 não encontrou 8 lER- 5 
BFGS 18.40 9 20 lER- 5 

Q.N. Diagonal 16.80 não encontrou 13 lER- 5 
Q.N. Estruturado 43.90 não encontrou 15 lER- 5 
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N- 40 - M- 80 Q 20 - t-o 1 Interpolação Cúbica 

Métodos CPU total Restrições Ativas NQ Iterações, Mensagem de Erro 

Newton 02:44.90 não encontrou 10 lER- 5 
BFGS 01:18.40 16 22 lER= 5 

Q .N. Diagonal 38.30 não encontroU 9 lER= 5 
Q.N. Estruturado 01:19.20 não encontrou 7 lER- 5 

N = 75 M - 150 Q - 20 t = O 1 Interpolação Cúbica - -
Métodos CPU total Restrições Ativas No Iterações Mensagem de Erro 

Newton 12:46.30 não encontrou 8 lER= 5 
BFGS 06:12.80 não encontrou 26 lER= 2 

Q.N. Diagonal 02:22.20 não encontrou 7 lER= 5 
Q.N. Estruturado 06:34.30 não encontrou 11 lER= 5 
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Capítulo 7 

7 Conclusões 

A partir dos resultados obtidos nos dois tipos de Interpolação, levando em 

conta a variação dos fatores: número de variáveis, número de restrições, 

parâmetro barreira e tipo de interpolação , levantamos algumas con

clusões a respeito dos métodos utilizados. 

Os métodos Greenstadt, DFP, Correção de Posto 1 não são com

petitívos, quanto à eficiência computacional, ao serem comparados com o método 

de Newton. 

Quando o número de variáveis aumenta, o método BFGS torna-se ma1s 

eficiente que o método de Newton, apesar do número de iterações ter aumen

tado. Este resultado era esperado, pois o método de Newton calcula a inversa 

da matriz Hessiana em cada iteração. 

Os resultados obtidos pelo método quase~Newton Estruturado não foram 

satisfatórios, apesar de possuir boas propriedades teóricas. O tempo de CPU 

(que foi expressivo) não pode ser considerado como tal, pois este método, parti~ 

cularmente, não atualiza Bj;~ 1 em função da Bk1 ; e sim, a 8k+l em função 

de B~; (aproximação da matriz Hessiana). Não compensaria aplicar Sherman 

Morrison para encontrarmos a Bj;1 
, visto que o número de iterações também 

foi muito grande em relação aos demais métodos. 

Podemos colocar como pontos para futuros estudos, implementar um ai~ 

goritmo para matrizes esparsas. Esperamos que um programa específico para 

problemas esparsos seja mais eficiente. Podemos, também, tentar um outro tipo 
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de interpolação. 
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8 Apêndice A 

Modificação na direção dk se a condição: 

(36) 

não for satisfeita. 

Seja: 

Vf(x'f d, = -e, ll"f(x'llllld•JI > -o IIVf(x'JiiiiJdi (37) 

Tomemos 

• k 
d, = a d, + (!-a) [-'V f(x )], a E (0, !) (38) 

e vamos 1m por que: 

(39) 

\1 f(x'f J, 31 \1 f(x'l [ad, + (a- 1)\1 f(x')] 
38 

-0 [['V f(x')llllad, + (a -I)\1 f(x')lf <* s 
\1 f(x'l J, < -O fi V f(x')ll + [/"I fld,fl + I" -I I li" f(x'llll "* 
'Vf(x'l J, < -8[[\1 f(x')/1 [a lld•/1 + (I- a) //'V f(x')/1] (40) 
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Assim 

Vf(x'fã, '!! "'Vf(x'f d, + (a- 1)JIVf(x')ll2 ~· 

-"'I) IIV/(x'JIIIId<IJ - o JIV/(x'lll' + a e IIVf(x'JII' 

Então: 

a [V /(z'f d, + (1-8) !IV f(x')ll' +li IIV/(x'JIIIId.JIJ < (1-IJ) !IV f(x'JII' => 

(1- 8) IIVf(x')ll' 
+ (1- O) !IV f(x'JII' + eu v f(x'JIIIId·IIJ 

Como a E [O, 1] para todo a E [O,&] 

Tomando 

< 1 

(41) 

a direcão dk = ã [dk + Vf(zk)] - Vf(zk) vai satisfazer a condição 

(36). 

Logo, se dk não satisfaz a condição {36), tomemos 

d, novo = & (d, + Vf(:r/)) - Vf(x') 

para ã dado p_or (40). 
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