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1. INTRODUCAO

Este trabalho € uma contribuicde aos estudos na érea de equilfbrio
computdvel desenvolvidos no Departamento de Mateméatica Aplicada, do Instituto
de Matemética, Estatistica,.e Ciéncia da Computacio da Universidade Estadual
de Campinasl. Tem como base os trabalhos de Scarf [7] e Mathiesen [4},
estudados por Arica [18] e Rotondo [13], respectivamente, Em esséncia, o
produto final € uma sintese de varios esforgos até aqui dispendidos pelo grupo
de pesquisas, traduzido em um sistema computacional para resolucio de modelos
de equilibrio econémico, o PEGASUS: o Problema de Equilibrio Geral Aplicado
resolvido por um Sistema Unificado de Suporte computacional.

Usando a formulagio de equilibrio econémice de Scarf e o algoritmo de
Mathiesen, juntamente com o tratamento de casos de competigdo imperfeita
apresentado por Scaramucci e Rotondo {12], acrescentaremos ¢ tratamento de
casos de geragdo de colunas conforme discutido por Manne e Rutherford [I9] e
Rutherford [1]. O resultado é uma implementag8o computacional eficiente e
flexivel do célculo de equilibrio econdémico através da resolugdo de uma
seqgliéncia de problemas de complementaridade linear.

Para facilitar o uso dessa implementagio computacional por pesquisadores
da 4rea econdmica, apresentaremos uma linguagem estruturada com termos e
conceitos da economia para a modelagem dos problemas de equilibrio, a

linguagem PEGASUS.

1.1, MODELOS DE EQUILIBRIO ECONOMICO COMPUTAVEL

Na analise de politicas de investimento e desenvolvimento esti se
tornando uma pratica comum o uso de modelos de equilibrio econdémico
computavel, que fornecem uma estrutura unificada para avaliar as trocas entre
eficiéncia econdémica e eqgliidade social. Tal como a programagdo linear

revolucionou nossa habilidade para analisar as questbes de eficiéncia

l0 grupoe orientado pelo Prof. Scaramucci no Programa de Pés-Graduagio do
Departamento de Mateméatica Aplicada tem como #4rea de interesse principal o
problema de equilibrio computdvel, com trabalhos de modelagem em energia,
commodities e controle de tréfego, bem como algoritmos de ponto fixo e
complementaridade.




econémica nas décadas de 50 e 60, um processo similar deve acontecer com
modelos de equilibrio e questdes distributivas na préxima década [16].

Entretanto, o que tem dificultado o processo de modelagem em Equilibrio
Geral Aplicado ¢ a necessidade de integrago entre pelo menos trés 4areas
intimamente relacionadas: a formulago de modelos quantitativos para a analise
de politicas, a estimagfio de seus parametros e a soluglo através de métodos
numéricos eficientes,

A descriclic de uma economia através de modelos computdveis envolve varias

atividades distintas [1]. Elas podem ser vistas como se segue:

TEORIA
ECONOMICA

FORMULAGAD E |
‘ DADOS |€—->] INTERPRETACAD!&—>| PoLIiTICAS l
e DO MODELD

l

REPRESENTACAOD
DO MODELO

I

SOLUGAOD
DE
CENARIOS

0 pesquisador precisa estar familiarizado com varios toépicos. Dados,
politicas e teoria econdmica contribuem paraz a formulagio e anilise de um
modelo. Em termos de criatividade, as técnicas para representacio do modelo €
solugdo sdo de importancia secundaria, mas, de um ponto de vista pratico, elas
merecem maiores consideragtes.

Em projetos de modelagem aplicada, problemas técnicos com a representagdo
e solugdo do modelo podem requerer mais esforgos que © tempo gasto na
formulagdo e interpretagio, Quando o desenvolvimento de um programa de
computador € wuma tarefa maior, pouco tempo sobra para usar o modelo na

investigacio das questbes colocadas inicialmente.



1.2. OBJETIVOS

Resumindo as  consideragles anteriores, ressaltamos dois aspectos
principais:

0 A capacidade de modelar uma econcmia € um fator relevante para seu
estudo; o uso de microcomputadores, juntamente com algoritmos numericamente
eficientes, pode agilizar a apreciacdo de cenarios.

o O pesguisador ndo deve ser obrigado a desviar sua atengio do modelo
econdmico para um algoritmo computacional que, embora importante,
possivelmente nada acrescentara ao entendimento da economia em estudo.

Com esses objetivos, apresentaremos uma Implementagio eficiente da
metodologia de calculo de equilibrio econdmico através uma seqiiéncia de
problemas de complementaridade linear, incluindo o tratamento de casos de
competi¢do imperfeita e substituicio de insumos (geracgio de colunas).

Além disso, devemos ressaltar que o sistema computacional PEGASUS ¢
direcionade para o problema/pesquisador (e n3o para o programa/computador),
facilitando a representacdo do modelo, aiém de permitir a alteragio de

parémetros de maneira flexivel e a analise de diversos cendarios.




2. REVISAQ DE LITERATURA

Os primeiros resultados sobre equilibrio econémico surgiram na década de
1930, como produto do trabalho de alguns pesquisadoresz. Um modelo tedérico gue
se sobressaiu entdo foi o modelo linear de uma economia em expansdo de Von
Neumann, parte dos esforgos de um grupo de matematicos e economistas
austriacos e alemfes que estudavam generaliza¢es de modelos de equilibrio
walrasiano.

Um enfoque mais préatico fol feito por Leontief, que desenvolveu o modelo
insumo/produto para uma economia. Seu trabalho tratava da determinagio de
quanto Varias indistrias teriam de produzir para atingir as metas
determinadas pelas demandas dos consumidores. Modelos insumo/produto séo
resolvidos através de um sistema de equagBes lineares simultineas.

Durante a Segunda Guerra Mundial, um grupo sob a direciio de Marshall K.
Wood trabalhou em problemas de alocag8o para a Forga Aérea dos Estados Unidos.
Generalizagdes de modelos do tipo de Leontief foram utilizadas para alocar
recursos de maneira a maximizar ou minimizar uma fungdo objetivo.

George B, Dantzig, membro desse grupo, formulou o problema geral de
programagdo linear e o método Simplex de resolugdio em 1947. A partir da
publicagdo do trabalhe fundamental de Dantzig, em 1951, o progresso tedrico
foi rapido. Contribui¢des importantes foram feitas por David Gale, H. W. Kuhn
e A. W, Tucker, que fizeram o desenvolvimentc da maior parte da teoria da

dualidade em programacdo linear.

2.1. EQUILIBRIO COMPUTAVEL

Em 1952, Samuelson [3] sugeriu que a solugcio de um probiema classico da
economia, ¢ da determinagdo do preco de equilibrioc em mercados competitivos
espacialmente separades, poderia também ser obtida através da maximizagdo da
soma dos excedentes dos produtores e consumidores.

Essa idéia € proveniente da observagio de que, em uma economia em

equilibrio, nenhum de seus agentes tem interesse em mudar de posicdo, pois

2Resurno histérico que se segue adaptado de Hadley [2]
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seus respectivos objetivos se encontram  otimizados. Entretanto, essa
metodologia assume que calcular o equilibrio corresponde a maximizar uma
funcdo objetivo, que necessariamente deve ser integrivel. No caso mais geral,
estamos interessados em estudar o equilibrio econdmico em sistemas involvendo
mais de um agente econdmico (ou setores da economial, cada um dos quais com
fungdes objetivo separadas.

Relacionando as metodologias existentes, verificamos gque dispomos de
varios métodos de soluglo para ¢ calcule do equilibrio ecoaémicoa.

Temos o enfoque de otimizagdo, com a idéia original de Samuelson,
subseqilentemente desenvolvida com avangos tanto conceituais como algoritmicos
por Takayama e Judge [5], onde formula-se o equilibric como um problema de
otimizagdo, wusando programagic linear para obter a soluglo. Ainda em
otimizagio, quaﬁdo existem preferéncias homotéticas, Manne [6] postula um
dnico consumidor cuja fungdc utilidade seja representativa da economia como um
todo.

Outra forma, qQue € mais desejavel sob o ponto de vista tedrico-econdmico
por permitir uma prova construtiva da existéncia de um equilibrio, € o método
de ponto fixo, desenvolvide por Scarf [7].

Uma terceira metodologia consiste em empregar técnicas Iiterativas de
solucdio, tais como tateamento (tatébnnement), Gauss-Seidel, Jacobi ou Newton.
Esta metodoiogia é a mais comumente usada para resclver modelos de equilibrio
{excedente da demanda) formulados como um sistema de equagbes nio-lineares.

Uma nova metodologia, que analisaremos com mais detalhes na préxima
secao, envolve a formulagdo do equilibrio econémico como um problema de
complementaridade [8]. A idéia & proposta por Mathiesen [4], que usando o©
modelo econdmico de Scarf, constata que as condigbes de primeira ordem para
cada agente ou setor da economia estar em equilibrio constituem um problema de
complementaridade. Usando esse fato, apresenta um algoritmo para calculo do
equilibrio pela resolugio de uma seqiiéncia de problemas de complementaridade
linear.

Numa variagdo dessa metodologia, Kolstad e Burris {9} formulam o
equilibrip de concorréncia imperfeita como um problema de otimizagdo
(Samuelson, Takayama e Judge)l resolvido usando técnicas de complementaridade,

pois as condigbes de otimalidade de primeira ordem de um problema de

3Adaptado de Mathiesen {4]




programagfo linear tem a mesma forma de um problema de complementaridade.
Comparando a metodologia de Mathiesen (IV) com a de otimizag3o dos
excedentes (I), o algoritmo de ponto fixo (II) e as técnicas iterativas tipo

Newton (III}, podemos resumir os pontos principais no quadro a seguir:

o Metodologias [ I 111 v
Caracteristicas
Aceita Modelo N&o-Integravel néo sim sim sim
Aceita Derivada Descontinua sim - néo sim
Aceita Desigualdades sim - nio sim
Aceita Folga Complementar sim - nio sim
Para Fungdes Ponto-Conjunto bom mau - bom
Prova Existéncia de Equilibrio} ndo sim - nido
Explora Esparsidade sim nio - sim

2.2. CALCULO DO EQUILIBRIO POR COMPLEMENTARIDADE

G trabalho de Mathiesen, mencionade na se¢ic anterior, apresenta uma
metodologia de modelagem e um algoritme de solugie do problema de equilibrio
econdmico setorial e geral, envelvendo produgio e consumo, através de uma
matriz de tecnologia linear, com coeficientes fixos,

A metodologia de modelagem, com enfoque de equilibrio, permite resolver
problemas com desigualdades fracas e folga complementar, além de vérios
problemas que ndo podiam ser resolvidos pela metodologia de otimizagdo por
resultarem em fungdes objetivo ndo-integraveis, tais como varios consumidores
com utilidades e dotagles distintas, taxas ad-valorem e restrigdes
institucionais em precos {leis de salario minimo, estoque invariante, etc.).

0 algoritmo calcula o equilibrio pela resolugdo de uma seqiiéncia de
aproXimagdes lineares obtidas tomando-se expansBes de primeira ordem da série
de Taylor dos termos nd3o-lineares. Os problemas de complementaridade linear
resultantes sdo resolvidos pelo método de Lemke [10].

0O algoritmo consiste de duas partes: uma parte externa iterativa e outra
interna, complementar. Nas vizinhangas de um ponto de equilibrio, a parte
externa se comporta como um método do tipo Newton. A parte interna (algoritmo
de Lemke) parece compartilhar a capacidade de achar um caminhe das técnicas de
ponto fixo, como também uma certa relagdo com o método Simplex. Sob o ponto de
vista computacional, a combinagio tem provado ser altamente efetiva.

Nesse trabalho, Mathiesen se restringe ao casoc de uma economia de

competigdo perfeita, embora sugerindo que alguns tipos de distorgBes nos



pre¢os poderiam ser acomodadas por meio de um tratamento adequado da matriz de

tecnologia, cujos coeficientes passariam a ser dependentes de pregos.

2.3. EQUILIBRIO COM COMPETIGAC PERFEITA E IMPERFEITA.

0 trabalho de Kolstad e Burris, mencionado anteriormente, wusa a
metodologia de maximiza¢io da soma do excedente dos produtores e consumidores,
introduzindo uma "fun¢do de reac¢fo", que agrega 4 soma do excedente as reagles
dos participantes do mercado as variagbes de pregos. Essa fungdo, definida
conforme o comportaments do participante do mercado (tomador de prego ou nio),
permite a andalise de casos de competigdo imperfeita (monopolio, oligopélio,
monopsénio, oligopsénio}. A metodologia de resolucio ({descrita em Kolstad e
Mathiesen [11]) exige que a fungdc a ser maximizada seja integravel.

A idéia de wum diferencial de prego para andlise de mercados
imperfeitamente competitivos & também apresentada por Scaramucci e
Rotonde [12], num contexto de equilibrio resolvido por complementaridade. A
metodologia ¢ mais abrangente que as apresentadas por Mathiesen e Kolstad e
Burris, permitinde a analise de competi¢do perfeita e imperfeita para modelos
derivados de fungles objetivo integraveis ou nio.

Formalizada por Rotonde {13], a abordagem proposta apresenta uma
metodologia geral para a representagdc das estruturas de produgdc € demanda
usando a definigdo de equilibrio econdmico de Scarf, e calculando o ponto de
equilibrio por complementaridade, O vetor de custos é substituido por uma
funcdo vetorial, que para um participante do mercado de comportamento "tomador
de pregos” se reduz ao custo da atividade de produgio, e que para um
oligopolista, por exemplo, agrega ao custo de produgdo um diferencial obtido
em funglo do prego do bem produzido e da demanda, de maneira a maximizar seus

lucros.

2.4. FUNCAO DE PRODUCAO CES RECORRENTE

Manne e Rutherford [19] apresentam um modelo a longo prazo de mercados de
petrdleo, crescimento econdmico e restricbes de balango de pagamentos, sendo
usado o cdalculo de equilibrio por complementaridade para a resolugdo do
modelo,

Destacamos neste trabalho o usc de fungbes de produgdo CES recorrente

{(nested constant elasticity of substitution} de trés niveis para descrever as



possibilidades de producéio. Insumos de energia, bens importados e fatores
domésticos (capital e trabalho) s#o combinados de maneira a permitir

diferentes graus de substituigio. O diagrama que se segue ilustra a forma

funcional:

K L
No nivel mais baixo, temos a conhecida substituicdo entre capital (K) e

trabalho (L), produzindo bens domésticos (D). No segundo nivel, a substituigio
ocorre entre bens domésticos e importagdes (M), No nivel mais alto, a troca
ocorre entre energia (E) e insumos ndo derivados de energia (N).
Algebricamente, a funcio de produgo f j{qE,qM,qK,qLJ é -

; =[a qum [B qp"+B ['ar qu+-; qu]pN/pD]py/pN] 7p,

T LEE UM M oLl Yk
onde 9. 9 9 € 9 sdo as quantidades dos insumos; elasticidades de
substituigdo de insumos o= 1/(1-p) descrevem as possibilidades de substituigio
em cada nivel4. No primeiro nivel, ¢é considerada wuma elasticidade de
substituicde unitdria entre capital e trabalho. No segunde nivel, ¢
considerada wuma elasticidade constante de substituigdo 1,5 entre © agregado
capital/trabalho e as importagbes de outras regiSes. No terceiro nivel, a
elasticidade constante de substitui¢io entre o agregado
capital/trabalho/importa¢des e petréleo varia de 0,2 para a OPEP (Organizacio
de Paises Exportadores de Petréleo), a 0,8 para os Estados Unidos e outros
paises exportadores mais desenvolvidos, e 0,4 para o resto do mundo, para
simular as diferengas em tecnologia, politicas de subsidios e impostos sobre

energia.
2.5. ASPECTO0S COMPUTACIONAIS

Usando a metodologia de equilibrio resolvido por complementaridade,

4O modelo foi calibrado com base nas estatisticas de 1984-85, sendo as
clasticidades e outros parametros escolhidos de maneira que a solugido obtida
para o cendrio bdésico fosse bastante consistente com as medianas do
levantamento publicado semestralmente pelo International Energy Workshop.

8




— PR U P St WU V0. ST N B

Rutherford [I] apresenta wm sistema para modelagem de equilfbrio geral
aplicado (MPS/GE), para uso em microcomputadores. O sistema combina um
eficiente algoritmo de solugiic {Mathiesen [4]) com uma interface interativa
com o usuario, 0 tema central do trabalho & a formulagfio e representacio de
modelos, sendo os detalhes do procedimento de solugio apenas delineados.

A motivacdo para desenvolvimento do sistema reside no fato de que, apesar
dos avangos nos algoritmos de solugdo e em aplicagbes, a modelagem de
equilibrio geral aplicade continua sende uma técnica especializada, fora do
alcance daqueles que nio possuem treinamento e habilidade necessérios.

A "melhor" representacdc de um modele depende de varios fatores. O mais
influente é ¢ tamanho do modelo, mas a escolha pode depender também da
habilidade do modelador em programagido de computadores, a disponibilidade de
equipamentos, além de consideragdes relativas a audiéncia para ¢ qual o modelo
& direcionado.

Modelos grandes e complexos com muitos parametros e detalhes podem ser
representados mais facilmente num formato direcionado para o equipamento do
que para pesscas. Por outro lado, gquande se pretende expor um modelo de
pequena escala, é melhor utilizar uma forma simbélica ou algebrica, de maneira
que o entendimento n3o seja prejudicade pelas excentricidades do dialeto
computés.

Geralmente, as implementagSes de algoritmos para solugio de equitibrio
geral aplicado exigem gque a estrutura do modelo seja informada como de uma
subrotina de computador, exigindo um bom conhecimento do algoritmo de solucao.

Em contraste, o MPS/GE de Rutherford separa as tarefas de formulagio e
solucdo do modelo, liberando os modeladores da tedicsa tarefa de escrever as
subrotinas de avaliagdo das fungBes para cada modelo especifico. Todos os
detalhes de um modelo particular sdo informados ao sistema interativamente ou
através de um arquivo de dados.

Para simplificar o co6digo, as utilidades e fungbes de produgdo sic
restritas 4 familia de fungbes CES recorrente, de até dois niveis, com os
casps especiais de tecnologias Leontief e Cobb-Douglas incluidos. Como as
fungdes sdo informadas no arquivo de dados, as revisSes do modelo sdo faceis
de realizar.

A eficiéncia do codigo é garantida pelo uso do LUSOL, um conjunto de
subrotinas de atualizagio e fatorizagio da base desenvolvida originalmente
para o sistema de programagido ndo-linear MINOS pelo Laboratério de Otimizagao
de Stanford.



3. METODOLOGIA

Utilizaremos a metodologia geral para calculo de equilibrio econémico
através da resolugdo de uma seqiiénecia de problemas de complementaridade
linear, como proposto por Mathiesen [4], com a formulagio sugerida por
Scaramucci e Rotondo [12] e formalizada por Rotondo [13].

A partir dessa base, serd implementado o tratamento de casos de
substituigdo de insumos ou geragdo de colunas, através do uso da fungdo de
produgdo CES recorrente para a determinagdo dos coeficientes da matriz de
atividades, que passam a ser varidveis (dependentes dos pregos).

Além disso, ressaltamos dois objetivos principais na implementacio em
computador: ¢ uso de recursos profissionais para obter um cédigo eficiente,
que fosse mais que um exercicio académicos, ¢ a utilizagdo de uma metodologia
flexivel para a representagdc de modelos econdmicos, semelhante ao padrio
utilizado pelos pacotes comerciais de programagdo matemética.

Tendo em vista que a énfase deste trabalho é a Iimplementagio da
metodologia em computador e sua aplicagfo, a apresentagio da teoria serd feita
sem provas, que poderdo ser encontradas nas referéncias citadas.

Iniciaremos concejituando equilibric econdmico e veremos o calcule do
ponto de equilibrio econdémico como um problema de complementaridade, para
fungbes de oferta e demanda lineares. Para o caso nao-linear, serd apresentado
o algoritmo de cdlculo do equilibrio através de uma seqiiéncia de problemas de
complementaridade linear e a extensdo para competicdo imperfeita. Serd vista
depois a extensdo da metodologia para a modelagem de casos de substituicdo de
insumos, com © uso da fungio CES recorrente para obter coeficientes

dependentes dos precos na matriz de atividades.

A resolugdo do problema de complementaridade & feita através do MILES, uma
implementagio do algoritmo do pivé complementar de Lemke realizada por
Rutherford [17). As inversfes de matrizes do MILES s3o feitas através do
LUSOL, um conjunto de rotinas de inversdoc de matrizes desenvolvida pelo
Laboratorio de Otimizagio deStanford (o LUSOL é também usado pelo MINOS).
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3.1. EQUILIBRIO ECONOMICO

Nosso objetive ¢ a modelagem de problemas de equilibrio econbémico que
envolvam produgio e consum¢ de bens. Podemos ter um problema de equilibrio
geral, para toda uma economia, ou wum problema de equilibrio setforial, que
envolve apenas um subconjunto de mercados e setores. A formulagac dos dois
problemas & semelhante; veremos que podemos usar a mesma metodologia, com as

devidas adaptacBes, para ambos os casos.
3.1.1. FORMALIZANDO EQUILIBRIO ECONOMICO

Um problema de equilibrio econdmico é definido em termos de bens,
atividades e consumidores, e as relagBes existentes entre esses componentes.
As relagbes envolvem atividades e bens (produgfo), como também consumidores e
bens (demanda). Temos um equilibrio quando produgioc e demanda se igualam,
expressando-se a solugdc em termos dos pregos dos bens e dos niveis das
atividades.

Consideremos uma economia (ou um setor da economia) com comportamento
competitivo e pregos ndo-distorcidos, com produgiic  descrita por atividades
lineares através de uma matriz de fatores fixos do tipo de Leontief.

Consideremos que existam m bens, com pregos associados p 2 0, com
dotagdes descritas por b = 0.

Consideremos gque existam n atividades lineares, operadas a um nivel
y = 0, e seja ¢ o vetor de custos unitérios para operar cada atividade.

As relagGes entre bens e atividades s83o representadas através de uma
matriz A, de dimensBes mxn, descrevendo tecnologias com coeficientes de
insumo-produto consistentes com produgdo unitdria. Se au> 0, o bem i & um
produto da atividade j, e se au< 0, o bem i € wn insumo da atividade j.

A oferta (demanda) do bem i, i = 1,...,m, serd representada por uma
fungdo xlfp) assumindo valores negativos (positivos} e que se supGe
continuamente diferencidvel.

Usando a definigdo de Scarf {7] para equilibrio econdémico, dizemos que
uma economia como a descrita acima estd em equilibrio competitivo {(para um
dado p e um dado y) se

© Nenhum bem apresenta demanda excedente:

b - x(p} + Ay 20 (1)

H

. [T 1 [



0 Nenhuma atividade produz lucro positivo:
T
c-Apz0 (2)
¢ Nenhum prego ou nivel de atividade & negativo:

P, ¥z20 (3)
0 Se a oferta ¢ maior que a demanda para um determinado bem, entio seu

preco € zero. Se o pregco & maior que zero, entdo a oferta é igual a demanda:
pT[b - x(p) + Ayl = 0O {4)

o Uma atividade produzindo lucro negativo ndo ¢ operada, e se é operada,
entdo o lucro é zero:

v lc - Ap] =0 (5)

Para © caso de equilibrio geral, as estruturas de oferta e demanda devem
refletir a existéncia de consumidores, que alocarfio a receita de suas dotagfes
iniciais de bens d“ no consumo final de bens, segunds suas preferéncias,
descritas por fungdes utilidades u, para !} = 1,...,t consumidores. Assim, se
r = [l d” pl € a receita do i-ésimo consumidor, a demanda do i-ésimo bem

serd dada por xi{pJ = ):l u T

consumidores) e demanda serdio maximizadas segunde as  utilidades dos

e a oferta (dotagBes iniciais de bens dos

consumidores.
Para o caso de equilibrio setorial, pode~se mostrar que as equagdes
(1)-{(S) sdo exatamente as condigbes de factibilidade e folga complementar do

programa linear
min cTy
y
sujeito a:

Ay 2x(p) - b : n
yzo

v

com a condigdo adicional p = m, onde o vetor ® & O representa as varidveis
duais. Desta forma, a determinagio de equilibrios em um setor econdmico pode
ser Interpretada como a otimizacdo de sua eficiéncia. Nesta formulacio, as
varidveis primais e duais devem ser determinadas simultdneamente. Como =w

representa os custos marginais, o equilibrio é competitivo.
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3.1.2. EQUILIBRIO ECONOMICO E COMPLEMENTARIDADE

Se as fungdes oferta/demanda s&o lineares, temos que x{(p) = d + D p, para

deR" eD e R™, e as equagdes (1)-(5) podem ser escritas

b-d-Dp+Ay =0 (6)
c —ATp z 0 (7}
p=0 (8)
yz0 (9)
pT(b—d-Dp+Ay]=0 (10)
v (¢ - A"p ) =0 (11)

Usando notagic matricial particionada, podemos reescrever as equagBes

acima, juntando-as duas a duas:

(b-d} [-D_{ A p 1.

a4 (2] "
F_,.P__] = 0 (13)
¥

" p 1"{ib-d] [-D_{ A P
e e

Em ultima analise, o lado esquerdo de {12) & um vetor de dimensic m+n.

Podemos chama-lo w :

BRI e

Chamando ¢ lado esquerdo de (13) de z :

-] [3]

Substituinde w e z em (12)-(14),

w =290 {17)
z =0 (IR)
zlw = 0 (19)

Temos em (17)-(19) uma restrigdo de complementaridade. Assim, o problema

de célculo do equilibrio econdmico, tomado de forma adequada, pode ser visto

13
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como um problema de complementaridade (ver apendice A.l1.), que € a denominagfo
dada a um tipo de problema comum a diferentes campos tals como programagio
matemdtica, teoria dos jogos, economia, mecanica e geometria, com a seguinte
formulagdo: determinar os vetores w e z no sistema w=M z + q, com as
restricbes w =2 0, z 2 0 ¢ wiz = Q, para uma matriz M e um vetor g quaisquer.

De (15) podemos identificar o vetor q e a matriz M :

Equilibrio Econémico

C 1 1 i
omp l eme ntaridade (oferta/demanda linear}

v
o
i

nI|
(=%

| N
+-

r—"

11
F
—
1
o/
L

Dessa maneira, formulado como um problema de complementaridade, podemos
resolver o problema de caleculo do equilibrio econémico (para o caso de
oferta/demanda lineares) através do algoritmo do pivé complementar de
Lemke [10].

3.1.3. OFERTA E DEMANDA NAO-LINEARES

No caso mais geral, as fungdes oferta/demanda s3o ndo-lineares, e
utilizamos um método de aproximagSes lineares sucessivas (tipo Newton) para, a
partir de wuma solugdc inicial viavel, calcularmos o equiiibrio através de uma
segliéncia de problemas de complementaridade linear.

Para isso, lembrando que a expansfo de primeira ordem de

Taylor para uma funcdo f(x) num ponto x* 6

14



Lf(x | x*) = f(x*)+9f(x*)(x=x")

I

(f{xk}—Vf(kakaVf[kax

hk+Hkx

1]

onde H*= vi(x¥) = afitx")/axj ¢ a matriz de derivadas parciais da func¢fo f com
rela¢io a x (matriz jacobiana) e h*¢ um vetor. A expressdo b -~ X(p) + Ay, pode
ser aproximada em torno do ponto 1:-k por
b - (x(pk} - vx[pk]pk) - Vx(kap + Ay (z0)
Considerando
K

g“ = x(p*) - wx(p")p* ,

e chamando ¢ jacobianc da oferta’demanda Vx{pk) de Jk, podemos obter de (1) e
(2) :

o] = [ e[ A 2] -

g
[M ]“ - [‘:Lg] . (23)

Dessa maneira, o problema de célculo do equilibrio econdmico, com fungdes

Portanto,

o s . .. k
oferta/demanda ndo-lineares, pode ser aproximado na vizinhanga de um ponto p

através do seguinte problema de complementaridade linear:

w = q° + Mz (24)
w = 0 (25)
z =0 (26)
wz =0 (27)

O algoritmo que se segue da uma deserigdo geral do processo iterativo, a

partir de 2’ e ¢ dados:
0) Inicializacfo: k ¢« O
1) Qutra iteragdo: k < k+l
. . . k-1 ko M
2) Linearizagdo: a partir de z , obter @ e M.

15
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3) Resolugdo do problema de complementaridade linear
(24}-(25) através do método de Lemke, obtendo =~
4) Se maxlpr xl(pk]l { g, entfo terminar.
Sendo, retornar a 1).

Devemos observar que no equilibrio geral (walrasiano), os mercados sao
considerados explicitamente, os pregos s8o formados endogenamente e sdo
relativos6. Para pregos em equilibrie p' diferentes de zero, as estruturas de
oferta e demanda sendo homogéneas de grau zero, pela lei de Euler temos que
J‘p* = 0, donde concluimos que 5 é singular. A matriz M* seria quase singular
quando o© processo iterativo se aproximasse de wuma solugdo e, portanto,
numericamente instével. Podemos evitar esse problema escolhendo
arbitrariamente um bem como numerario, fazendo seu prego igual a unidade, e
eliminande da matriz a restrigio correspondente a esse bem, obtendo assim um
problema de complementaridade linear de dimensio m+n-1.

3.1.5. ACRESCENTANDOQ COMPETICAO IMPERF EITA7

Para a analise de casos de competicdo imperfeita, iremos substituir o
vetor ¢ de custos (constantes) por um vetor d (p,y) € R"’ que indicard os
diferenciais de prego associados com as atividades.

Consideremos os bens e atividades internos a um determinado processc de
producdo. Seja lp o conjunto de bens e Jp o conjunto de atividades.
Claramente, estas atividades envolvem somente bens de produgfo. Para | € Jp,
assume-se que dj[p,y) é uma constante cj, representando os custos de teodos os
bens exdgenos usados na atividade quande a mesma € operada no nivel unitario.

Por outro lado, chamemos |0 o conjunto restante de bens do mercado, ¢
fagcamos Jo indicar as atividades que representam transagdes do mercado. O
diferencial de preco asgsociade com uma atividade do mercado pode assumir
formas diferentes, dependendo do comportamento do setor de produgio.

Consideremos inicialmente gque o0s setores produtivoes sejam tomadores de

pregos. Seja i € | um insumo correspondente a um bem de produgdo i’ € j
o P

6 - .

O vetor c de custos das atividades nesse caso deve ser considerado zero. No
caso de equilibrio setorial, o vetor ¢ representa a compra de fatores de
produgio dos setores ndo incluidos no modelo, e os pregos s&o nominais.

TAdaptado de Scaramueci e Rotondo [12].
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através da atividade de mercado j € Jo, com cJ representando o custo unitdrio
de participar do mercado (transporte, comercializagio, etc.). Tendo em vista
que a varijavel dual pl. ¢ a demanda condicjonal inversa (ver seg¢io 3.1.1.),
uma atividade de compra & operada somente se o prego de mercade incluindo o
custo de operagéo for igual a Py (p], =p* cj). FPortando,
d}(p,y] =Py~ P = CJ' Da mesma forma, para uma atividade de venda obteremos
um resultado semelhante. Se considerarmos um setor vendendo um produto i’ € ]p
correspondente ac bem de mercade i € |O através de uma atividade j € JD, temos
P = Pyt CJ’ onde p, representa o custo marginal de produzir ¢
correspondente bem interno. Assim, uma atividade de venda tomadora de prego
também ¢ caracterizada por d](p,y} =cp

Por outro lado, em mercados de competigio imperfeita, no caso de
oligopOIiog, o equilibrio de Cournot-Nash ¢ dado por

6xl(p] -1

p (28)

1=piv+ Cj-yj

apl
para todas as atividades j e J ligando i’ € lp e i €| que sdo operadas,
desde que certas condigbes de regularidade sejam satisfeitas (Murphy {20],
Harker [21]). Em esséncia, a relagio acima afirma que no equilibrio, a receita
marginal precisa ser igual a0 custo marginal para todos os setores ativos no

mercado’. Portanto, para essas atividades, o diferencial de preco ¢

axl(p] -1
dj(p,y} = cj -y

—_— 29)
3| 9, (

Assim, para possibilitar a analise de casos de competicBo imperfeita no
calcule de equilibrios econdmicos, devemos alterar a equagio (2), substituindo

o vetar c pelo vetor d (p,y):

d (p,y) - AT[pJ pzoO (30)

No algoritmo de cédlculo do equilibrlo por uma seqgiiéncia de problemas de
complementaridade linear (segio 3.1.3.), além da linearizacdo de x(p), agora

serd necessdrio linearizar também d (p,y) em tornc de pk. As novas expressdes

0O caso de oligopsénic  poderia ser facilmente  implementado, se
necessario,

gE importante observar que somente os produtores eficientes podem estar ativos
em mercados perfeitamente competitivos, ac passo que num equilibrio de
Cournot~Nash, setores menos eficientes podem operar, embora num segmento menor
do mercado,
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k k «
para q e M a serem usadas sdo:

b - x(pk) + v x(pk)pk
[q]k = b - S A (31)
dp*,y*) - Vpd(pk,ykak - vyd[pk,y"}yk
. - v x(p") A
e k] e
Vpd(p Y ) - A Vyd(p ¥}

3.2. MATRIZ DE PRODUGAO LEONTIEF GENERALIZADA

Veremos a seguir o uso da fungio de produgio CES recorrente para a
determinacdo dos coeficientes da matriz de atividades, que passam a ser
varidveis {dependentes dos precgos}, permitindo modelar a substituicic técnica
de insumos. Nos referiremos a essa matriz de coeficientes dependentes dos

pregos coo a matriz de produg¢io Lecontief generalizada.
3.2.1. A FUNCAO DE PRODUGCAO CES

A funcgio de producio CES (constant elasticity of substitution) tem sido
muito utilizada em analise econdmica, especialmente para estudar a
substituigdo de insumos, tendo a seguinte forma [14]):

7p (33)

a,= (« g+ B ¢
onde t:;K [ qL representam as quantidades dos fatores K e L na produgdo qP do
bem P. Os parametros a« e B relacionam-se com as participag¢bes relativas dos
fatores no produto., Se a« + B = 1, a funcio ser4d homogénea de grau 1. O
parametro p é o coeficiente de substituicde itécnica entre os fatores e é
relacionado com o valor {constante) da elasticidade de substituicio o através

da expressio
oc=U(1-p) (34)

Através de uma estrutura de arvore, podemos representar graficamente que

P & produto dos fatores K e L, com elasticidade de substituigio o,

18
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9 9

A tecnologia CES representa, na realidade, uma familia de fung¢des de

producdo, dependendo do valor da elasticidade de substituicéolo A substituigdo

entre dois fatores pode variar desde uma completa rigidez, até uma perfeita
flexibilidade, conforme o valor de e

e Funcgdo de producdo Leontief (¢ = 0 )

E possivel mostrar que
lim { « q::+ B qf}l/p
ks e

Neste casp, ocorre uma completa rigidez de substituigdo entre os fatores
Kel.

= min { Q- qL}

o Fungio de produgdo Cobb-Douglas (o = 1)
Se o + B = 1, temos
lim [« qp+ B qp)l/p = qﬂc q’8
K L K 'L
-0
Neste caso, diminuigBes em 9 s3o compensadas por acréscimos cada vez
maiores de q; a substituicdo entre os dois fatores ¢ imperfeita.

oFungdo de produgdo linear { ¢ = w )

Com p =1 a expressao se reduz a o q.+ B q; os insumos sdo
intercambidveis e a substituicfo entre os fatores € inteiramente flexivel.

3.2.2. A FUNGAO DE PRODUGCAQ CES RECORRENTE

Consideremos o produto P e um outre bem E como insumos na produgdo de um
bem Q. Graficamente teriamos

q

OQ

0‘0
o) o]
9 U

lOAdaptado de Scaramucci et al. [15]
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E considerando que P ¢ também um produto de K e L,

q,

/\
N

Temos acima a representagio grafica de uma fungdo de produgdc CES
recorrente (nested CES} de dois niveis, e usando Indices adequados (referentes
aos bens) nos parémetros « € p, a expressdo algébrica correspondente serd:

p p PP/ Pp11/P
_ Q P P P Q
q.= [ « Q.+ ap[ @9, *q ] ] (35)

Q
3.2.3. 08 COEFICIENTES DA MATRIZ DE INSUMO-PRODUTO

O procedimentc usual para se obter os coeficientes (fixos) de wuma
atividade de producio para uma matriz de insumo~produto consiste etn fixar-se
um determinado nivel na funcfo de produgdo (por exemplo, na fungio da segio
anterior, qo= 1), e determinar os coeficientes (quantidades @Q> 9 ¢ q.)
através do custo minimo de produgdo do bem (), considerande os pregos exégenos.
Esse procedimento s6 ¢é satisfatério quando ndo se pretende analisar a
substituicdo de insumos. No nosse caso utilizaremos o procedimento de
Scaramucci et al. [15], com os coeficientes dependentes dos pregos calculados
a cada iteragdo do¢ algoritmo.

O procedimento de cdlculo é recursivo e utiliza a estrutura de Aarvore da
fungdoe CES recorrente. A partir dos pregos dos insumos dos niveis mais
inferiores (dados), caminhando em diregdc & raiz qo, sdo calculados os pregos
dos bens agregados. A seguir, supondo qq=1, ¢ feito o caminhe inverso,
calculando-se as quantidades dos bens agregados e, finalmente, as quantidades

dos insumos. No primeiro nivel de nosso exemplo, dados P, e P (pregos dos
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bens K e L), o custo unitaric minimo ppll para produgdc do bem agregado P ¢

10 Py V170, P, \10p
Pp = ax[ o, ) * aL[T] (36)

L
No segundo nivel, uma vez obtido P, € dado P podemos obter de maneira

semelhante o custe unitdric minimo para produg3o do bem Q:
1-¢

pP. 170 D \I-F
p. %= ocp[———P—] % « [-_E_] @ (37)
Q ap E “1-:
Obtidos os precos minimos, e supondo qq= 1, podemos calcular as demandas
condicionais (ver apéndice B) q, e q:

: pQ GQ
= [ — 38
9, [ p Pp] 4, {38)
PG
G| G
= |l — 39
9 [E pE] qo (39)
E em seguida, no primeiro nivel da fungéo,
D\
Py P
'y [“x?x“] % (o)
PACT
P| P
q = [al_—-ﬁ-]:] q, (41)

Dessa maneira, o sistema constituido pelas equagdes (38)-(41} pode ser

resolvido recursivamente em termos dos pregos P B, € P dos insumos K, L e

E, obtendo-se os coeficientes 9. 9 € 9 da atividade representande a funcgio
de producgio {35).

3.2.4. ALTERANDO O ALGORITMO DE CALCULO DO EQUILIBRIO

Devemos alterar as equagdbes (1} e (2) da definigdo de equilibrio, onde a

matriz de insumo-produto A tinha coeficientes fixos. Usande a notagio Alp)

para indicar que os coeficientes da matriz sfo dependentes dos precos D,
temos:

b - x(p) + Alp)y = 0 (42)

c-Alppzo0 (43)

lIVer Varian [22], pdg. 33. No caso Cobb-Douglas, as express@es se modificam.
Por exemplo, se o= 1 {e também aK+aL=1J, entio

*x %
P.= (px/a'.KJ (pL/acL)
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Para calcular o equilibric por uma seqliéncia de

problemas de
complementaridade linear,

além da linearizagdo de x{p), teremos de

obter
aproximagSes de A(p)y e AT(pJp em torno de

K .
P, como veremos a seguir.

Para x{p}), como vilnos anteriormente em 3.1.3., temos:

L [x(p)|pk1 = gk+ J"p (44}

Para A(ply temos:

L [Alp)y|p"]

1]

A(kay + vpl A(pk)y (p - ka

Alp¥)y + vl AY )y 1 p - v AlpM)y 1 p*

Como A(lp)ly ¢ homogénea de grau zero, pela lei

de Euler temos que
Vp[ A(pk]y ! pk = 0, e portanto

L [A(p}yjpk] = A(kay + Vp[ A[kay Ip

Chamando o jacobiano ¥ | A(pk]y lJde H* e a matriz A(pk} de Ak, temos
P

L [A(p)y|p“] = A%y +H*p (45)

Para AT{p)p temos:
L (A"(p)p|p"] = AlpX)pks VIAGP I (p-pY
Comao pelo lema de Hotelling 'Vp[ A(pk)p ] = A{pk},
L (ATpp[p"] = AT ip"+ AT(p%) ( p - p*)
= AT{pk)p
Indicando AT(pk} por [AT]k.

L [AT(pJpka] = [AT]¥ P (46)

Substituindo (44), (45) e (46) em (42)-(43),

b-g%“ I+ a¥y 4 W5 2 o (47)

c-{ATp =20 (48)
Rearranjando,

b - gk+ (-1 +Hk] p + Aky >0 {49)

c  + [-AT]kp =0 (50)




Usando notacéo matricial particionada,

b-g" SH L p
+]- o . =z 0 {51)
c [-A7 1" i 0 y

De (51} podemos identificar 0 vetor q]'c e a matriz M* .

b-g
[qJ k| = (52)

[M]k= ' (53)

Usando as expressées (52} e (53) no problema de complementaridade

(24}-(27), podemos resolver o problema do esleulo de equilibrio econdmico,

para casos de substituicdo de insumos.




4. ASPECTOS COMPUTACIONALS

Como ressaltado na introdugdo deste trabalho, em projetos de modelagem
aplicada problemas técnicos com a representagdo e solugdo do modelo podem
dermandar mais tempo e esforgos do que a formulacd3c e interpretagdo.

Uma abordagem para evitar esse tipo de problemas consiste na utilizagdo
de estruturas de  informag8o dos dados adequadas ao problema/pesquisador,
estruturas de processamento de dados adequadas ao programa/computader € uma
interface de transformacio entre essas duas estruturas.

Uma  estrutura de informagdo de  dados  direcionada para o

problema/pesquisador, definida em termos de bens e atividades, ofertas

113

demandas, pregos, custos, etc., torna fécil a representagio do modelo. A
definicie dec problema econémico torna-se quase descritiva, permitinde a
alteragdo de parametros de maneira flexivel e possibilitando a analise de
diversos cenarios.

Uma estrutura de processamento de dados direcionado para o
programa/computador permite explorar os recursos existentes da linguagem de
programa¢io, do equipamento a ser utilizado e do algoritmo de calculo do
equilibrio, numa implementacdo independente do problema econdmico a ser

resolvido.
4.1. A ESTRUTURA DE INFORMACAO DOS DADOS

A necessidade de representar um problema econSmico de maneira
independente do programa de computador utilizado para resolvé-lo surgiu com os
primeiros sistemas computadorizados para resolucdo de problemas de programagéo
linear. Um padrdo que se estabeleceu entfio foi a divisdo das informacgbes
refativas a wum problema em blocos, sendo em cada bloco relacionadas
informac¢tes pertinentes a um determinado aspecto do problema.

Assim € a estrutura de informacio utilizada ainda hoje nos sistemas
comerciais de programacgio matemdatica MPS/X e MINOS. Nesses pacotes um bloco
define as restrigbes, outro define os nomes das linhas da matriz de
atividades, as atividades sfo definidas num bloco de definicdc de colunas, e
assim por diante. Cada bioco & composto por uma seqiiéncia de pares formados
por um identificador da informagio e um valor da informagdo (a informacdo

propriamente dita), exceto no caso das atividades, onde temos um identificador
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de coluna, um identificador de linha e o valor assumido pelo elemento da
matriz. E utilizado apenas um nivel de blocos, ou seja, cada bloco é composto
apenas por informacdes elementares do problema, nfo existindo sub-blocos.

A estrutura de informagido de dados que utilizaremos é baseada na idéia de
blocos, embora sejam acrescentados os conceitos de sub-blocos e nivel de
bloco, de maneira que um bloco de nivel n pode ser formado por um ou mais
sub-blocos (blocos de nivel n+l)., No tltimo nivel, os blocos sio formados por
informagBes elementares, compostas de um identificador de informagdo e um ou
mais valores de informagio. Nesse caso s&o chamados blocos elementares.

¢ uso da estrutura é simples: além dos conceitos de bloco, identificador
e valor, sfo usados os operadores dois pontos (:), igual (=), virgula () e
barra invertida (\).

O operador dois pontos indica a definigdo de um bloco.Deve ser precedido
pelo identificador do bloco e seguido por uma seqiléncia de blocos de nivel
mais alto separados pele operador virgula (opcional, podendo ser usados um ou
mais espagos em branco em seu lugar), sendo encerrado pela definicdo de outro
bloco de nivel igual ou menor.

0 operador igual € usado somente em blocos elementares. Deve ser
precedido por um identificador de informacio e seguide por um ou mais valores
de informagdc separados pelo operador virgula (obrigatério nesse caso), sendo
encerrado pela definicdo de outro bloco de nivel igual ou menor.

O operador barra invertida (\) é usado para inserir comentirios no texto.
Pode ser usado em qualquer c¢oluna de uma linha, fazendo com gque o resto da
linha seja ignorado.

Os operadores dois pontos, igual e virgula sio separadores, ou seja, nao
exigem espagos em branco separando-os de jdentificadores ou valores, embora
possam ser usados um ou mais espagos em branco onde for desejado. Uma
seqtiéncia de espagos em branco € considerada como sendo apenas um espaco em
branco. Exceto no caso de blocos elementares, o operador virgula é opcional e
seu uso, tanto como o de vArios espagos em branco e a indentacdo dos blocos,
tem o objetivo de tornar o texto mais legivel. O fim de uma liinha &
considerado um separador. Identificadores de bloco iniciados por cifrio ($)
sfo reservados para o sistema,

Na pagina a seguir, podemos ver um exemplo da estrutura de informacéo dos
dados delineada acima, obtido de Scaramucci e Rotondo [12]. E um modelo
didatico do mercado de combustiveis no Brasil, usado para apresentar uma

metodologia para andlise de casos de competicfio perfeita e imperfeita.
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Os componentes do modelo s&o declarados no bloco $DECLARAR, através dos
sub-blocos $BENS, $ATIVIDADES e $CONSUMIDORES (no caso mais geral podemos ter
outros componentes que serfo vistos mais a frente). As relagdes entre os
componentes s&c definidas no bloco $DEFINIR, e a inicializagdo do algoritmo &
feita no bloco $INICIALIZAR. Além desses trés blocos de nfvel 1 usados para
descrever o modelo ($DECLARAR, $DEFINIR e S$INICIALIZAR}, temos um quarto
bloco, o de $CONTROLE, usado para definir os parametros de controle da
execucdo do algoritmo. A seguir o arquivo de dados:

$DECLARAR:
$MODELO=Mercado de Combustiveis
$BENS= Trabalho, Cana, Oleo, Alcool, Gasolina, Agucar,
_ Comb_Liq, Oleo_BR

FATIVIDADES= P_Agucar, P_Alcool_B, P_Alcool_A, P_Gasolina,
P_Comb_Alc, P_Comb_Gas, Disp_Trab, Disp_Cana,
Prod_0Oleo, Imp_Oleo

$CONSUMIDORES=Mercado

$DEFINIR:
$ATIVIDADES: \(colunas da matriz de atividades)
P_Agucar: Trabalho=-30., Cana=-10., Agucar= 4.
P_Alcoocl _B: Trabalho=-~14., Cana= -10., Alcool= 2,
P_Alcool_A: Trabalho=-4., Cana=-10., Alcool= 3.
P_Gasolina: Qleo=-1., Gasolina= 1.

P_Comb_Alc: Alcool= -1,, Comb_Lig= L
P_Comb_Gas: Gasolina=-1., Comb_Lig= I.

Disp_Trab: Trabalho= 1.
Disp_Cana: Cana= 1.
Prod_0Oleo: Oleo_BR=-1., Oleo= 1.
Imp_0Oleo: Oleo= 1.
$DEMANDA:
$TIPO= E.P. CONSTANTE
Mercado:
Acgucar:
SELASTICIDADE= -1.2, $COEFICIENTE= 1500.
Comb_Liq:

$ELASTICIDADE= -1., $COEFICIENTE= 5000.
$IMPERFEICAO= P_Comb_Ale, P_Comb_Gas
$DOTACOES:  Oleo_BR= 50.
\ As dotagbes dos outros bens, nic¢ informadas, sdo zero
$CUSTOS: P_Agucar= 6., P_Alcool_B= 9., P_Alcool_A= 21
P_Gasolina= 45., Disp_Trab= 6., Disp_Cana= 12.
Prod_Oleo= 45., Imp_Oleo= 75.
SINICIALIZACAO:
$PRECOS; Trabalho= 6., Cana= [2., Oleo= 45., Alcool= 55.
Gasolina= 90., Agucar= 76.5, Comb_Lig= [45.
$NIVEIS: P_Agucar= 2., P_Alcool_A= 7., P_Gasolina= 13.
P_Comb_Alc= 21., P_Comb_Gas= 13., Disp_Trab= 90.
Disp_Cana= 91., Prod_Oleo= 13.
$CONTROLE:;
$APROXIMACAO= .5, $RESULTADO= 1
$EXECUTAR
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A seguir, faremos uma relagio descritiva do uso dos blocos para
representagde de modelos de equililibrio computavel. No que se segue, 0s
sinais < e > sdo usados para indicar uma informagdo suprida pelo usuario e
chaves {{ e }} s@o usadas quando h& mais de uma op¢io, das quais somente uma
pode ser especificada. Colchetes ([ e ]) s@o usados no caso de um bloco
opcional, onde uma palavra sublinhada indica a op¢io que sera usada se o
usudrio deixar de especificar o bloco todo. As palavras em maigsculas tem
significado especial para o programa e devem ser grafadas como indicadec para
serem reconhecidas, As palavras em mindsculas podem ter a grafia que o usuério
desejar. As palavras <real>, (inteiro>, <dogico>, <nome>, <bem>, <&iiv,
<cons? e <arv> indicam que em seu lugar deverd ser utilizado um ndmero real,
um numero inteiro, uma varidvel l6gica, um nome qualguer, um nome de um bem,
um nome de uma atividade, um nome de um consumidor, um nome de uma &rvore,
respectivamente.

Existem quatro blocos de nivel 1: $DECLARAR, onde sfo relacionados os
elementos que complemn © modelo; $DEFINIR, onde sio fornecidas as relagbes
enire os componentes, bem como os valores dos seus coeficientes e parametros;
$INICIALIZAR, onde sfo informados os valores iniciais de pregos e niveis das
atividades; e o0 bloco $CONTROLE, onde sdo fornecidas as informacdes

necessarias para o controle da execuciio do algoritmo,

0 Descrigio de $DECLARAR:

O bloco de $DECLARAR € composto dos blocos elementares $MODELO, $BENS,
JATIVIDADES e $CONSUMIDORES (obrigatérios), podendo ter também os blocos
$ARVORES e $NUMERARIO. Tem a seguinte estrutura:

$DECLARAR:
SMODELC= {titulo com até 40 caracteres de tamanho>
$BENS= {nomet>, <noie2>,..., <nomem>

$ATIVIDADES= <nomer>, {nomez>,..., <nomen>
$CONSUMIDORES=<nome1>, <nomez>,..., <nomer>
[$ARVORES= <nomey, <nomezd,..., <nomer>]

oo (2]

beml
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0 Descrigio de $DEFINIR:

0 bloco $DEFINIR é composto pelos blocos $ARVORES, $ATIVIDADES, $CUSTOS,
$DEMANDA, $LIMITES. Esses blocos serdo detalhados a seguir, individualmente.

0 Descriciio de $DEFINIR: $ARVORES:

No bloco $ARVORES temos a definicdo das 4arvores (relacionadas no bloco
$DECLARAR) usadas para descrever as fun¢Bes CES recorrentes. Cada &rvore é
composta de um conjunto de elementos e wuma estrutyra de relagdes de
descendéncia entre esses elementos. Um elemento com descendentes € chamado nd
e um elemento sem descendentes ¢ chamado folha, O f(nicoe elemento que nio

descende de nenhum outro & chamado raiz.

$DEFINIR:
FARVORES:

{arvi’: )
$ELEMENTOS= <nomen,<nomez>,...,{nomes>
$RELACOES:

{ndi1d>= (desci>{desce?,...,{descu>,

(néz>= {descr,{desca,...,{descw>,...,

{ndét>= {desci>idescz,...,{descv>)
f[<arvz>: [...1),...,

[<arve): [...]]

O bloco $ARVORES é composto por uma seqiiéncia de blocos de arvores, cada
bloco usande como identificador o nome da é&rvore associada. Cada bloco de
arvore é composto pelo bloco elementar $ELEMENTOS e o bloco $RELACOES. No
bloco $ELEMENTOS devem ser relacionados os elementos que pertencem a essa
arvore. O bloco $REILACOES é composto por uma seqiiéncia de blocos elementares
onde o identificador de bloco ¢ ¢ nome de um nd, seguindo-se uma relagio de
elementos da arvore que dele descendem diretamente. Um elemento (né ou folha)
sé pode participar de uma relagfio de descendentes se ndo participar de nenhuma
outra relagdo de descendentes. O elemento raiz nfo pode participar de nenhuma

relacio de descendentes. Os elementos folhas ndo tém descendentes.

o Descricdo de $DEFINIR: $ATIVIDADES:
No bloco SATIVIDADES sfic informados os coeficientes da matriz de

t UNICARF
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atividades. Podemos ter coeficientes fixos e varidveis (tecnologia Leontief

generalizada), como detalhado a seguir:

$DEFINIR:
$ATIVIDADES:
{ativi>:
bemi>=<{real)>, <bemz2>=Creal>, ..., <bemm)>=<{real)
{arvi>:
{(bemi1>=<folhai>,..., <bemm>=<{folhaw>
$ALFAS:
<elemi1d>=<real>,..., <elemud=<real>
$SIGMAS:
Celemi>=<{real>,..., <elemv>=<real>
[<ativz>: [...1],...,
[<ativnd: [...]]

O bloco de S$ATIVIDADES & composto por uma seqiiéncia de blocos de
atividades, cada bloco definido usando como identificador de bloco o nome da
atividade.

Nc caso de coeficientes fixos, cada bloco de atividade é composto por uma
seqiiéncia de blocos elementares, onde o identificador de bloco é o nome do
bem, e o valor da informagdo é o coeficiente da matriz de atividades associado
a essa atividade e bem (coluna e linha).

Se além dos coeficientes fixos tivermos coeficientes variaveis, a
informagdo de como os mesmos serfo calculados € feita através de um bloco de
associagdo, cujo identificador é o nome da &arvore da funcdo de produgdo CES
recorrente que descreve a atividade.

Nesse bloco associamos os bens insumos comm as folhas da arvore, através
de uma seqiiéncia de blocos elementares onde o identificador de bloco é o nome
do insumo e o valor da informagio é o nome da folha correspondente.

Também nesse bloco devem ser informadas as participagBes relativas e
elasticidades de substituicho dos insumos e agregados, através dos blocos
TALFAS e $SIGMAS. No bloco $ALFAS, a cada folha ou né devemos associar o valor
da participagdo relativa (alfa) do insumo no agregado produzido. No bloco
$SIGMAS, a cada agregado (né) seri associada uma elasticidade de substituicio
(sigma) dos insumos que o formam. Ao agregado final (raiz) devera ser

associado somente a elasticidade de substituicdo,
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0 Descricio de $DEFINIR: $CUSTOS:

No bloco $CUSTOS sfo informados os custos das atividades:

$DEFINIR:
$CUSTOS: <ativid=<(real>,<atived=(real),...,ativa>=<real>

Este bloco € composto por uma seqliéncia de blocos elementares onde o
identificador de bloco é o nome da atividade e o valor da informacfio é o custo

da atividade. As atividades cujos custos sejam zero podem ser omitidas.
o0 Descrigdo de $DEFINIR: $DEMANDA:

Neste bloco, temos a definicdo das fungBes oferta e demanda. Serdc vistos
os casos de equilibrio geral e setorial. Devemos definir no bloco TIPO a

fungdo que sera utilizada:

$DEFINIR:
$DEMANDA:

$TiPo { COBB_DOUGLAS

E.P. CONSTANTE
ESPECIAL

No caso de equilibrio geral {walrasiano} as ofertas e demandas sdo
obtidas através das dotagdes e utilidades individuais de cada consumidor, que
alocariio a receita de suas dotagbes iniciais de bens d“ no consumeo final de
bens, segundo suas preferéncias, descritas por fungdes utilidades u, para
1 = l,...,t consumidores. Assim, se r = {’1 dlI p € 2 receita do 1-ésimo
consumidor, a demanda do i-ésimo bem seri dada por xl(pJ = }:1 u, T

Nesse caso, o bloco $DEMANDA ¢é composto por uma seqiiéncia de blocos de
consumidores, identificados pelo nome do consumidor. Em c¢ada bloco de
consumidor s3c especificadas as dotagées e utilidades dos bens possuidos

individualmente:

$DEMANDA:
$TIPO= COBB_DOUGLAS
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{consli>:
$DOTACOES: <bem1>=<real>,...,<bemm>=<real>
SUTILIDADES: <bemt= <(real,...,bemm= {real>
[<consz>: {...}],...,
[¢cons1>: {...}]

No caso de equilfbrio setorial, sd3c usadas fungles elasticidade-pregos

constantes, da forma:

onde ql ¢ a quantidade ofertadasdemandada do bem i, « é um coeficiente, € no
produtério, para um subconjunto adequado dos bens, P e € sio os pregos e
elasticidades do bem k (se k ¢é diferente de i, devem ser usadas as
elasticidades cruzadas entre o bem i e o bem k).

Por convencfo, as ofertas devem ser negativas e as demandas positivas, ©

que € obtido com o uso do sinal adequado para os coeficientes e elasticidades.

$DEMANDA:
$TIPO= E.P. CONSTANTE
<consly:
$DOTACOES: <bemu>=<real,...,<bemm>=<(real>
<bemi>:
$COEFICIENTE= <(real>,
$ELASTICIDADE= <real>,
{$CRUZADA= <bem>, $ELASTICIDADE= <{reaD,]
[$IMPERFEICAO= <ativi>,..., <ativw>]
[bemz: [...1],...,
[bemm: [...]]

No caso de equilibrio setorial, ¢ bloco $DEMANDA é definido para um Unico
consumidor. Esse bloco de consumidor € composto por um bloco $DOTACOES, onde
sfo informadas as dotagBes dos bens, e por uma seqiiéncia de blocos de fungBes,
definidas usando como  identificador de bloce o©0s nomes dos bens
of ertados/demandados.

Em cada bloco de fungdo sdo informados os bens que participam do

produtério, as elasticidades e atividades imperfeitas, através dos blocos
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elementares $COEFICIENTE, $ELASTICIDADE, $CRUZADA e $IMPERFEICOES,

As atividades relacionadas no bloco $IMPERFEICAO serio consideradas como
atividades de concorréncia imperfeita nas tramnsagbes de mercado do bem cuja
oferta/demanda estamos  definido, respectivamente oligopblic se oferta,
oligopsénio se demanda.

0 coeficiente « pode ser calculado internamente informando-se a
elasticidade €, a quantidade q, € 0 prego p:

<bemi> :
$ELASTICIDADE= <real>,
$COEFICIENTE:
$QUANTIDADE=Creal>, $A0 PRECO=<real>

o Descriciio de $DEFINIR: $DEMANDA: $ESPECIAL:

Esta opgdo € destinada para modelos de eguilibrio que tenham fungdes
oferta/demanda que nfo possam ser enquadradas nos casos anteriores. Permite
que o© modelador acrescente ao programa subrotinas FORTRAN construidas
especialmente para o calcule dessas fungfes e seus jacobianos. A estrutura

desse bloco dependerd da implementagio das fungdes.
0 Descricdo de $DEFINIR: $LIMITES:

O bloco $LIMITES ¢ wusado para definir o dominio das funcBes

oferta/demanda e seus jacobianos, para qualquer opgio de $DEMANDA. Temos:

$LIMITES:
$INFERIOR: <bemir=<real>,..., <bemmd>={real>
$SUPERIOR: <bem1>=<{real,..., <bemmd>=C(real>

O bloco $LIMITES é composto pelos blocos $INFERIOR e $SUPERIOR, sendo o
bloco $INFERIOR composto de blocos elementares onde o identificador é o nome
do bem ofertadosdemandado e o valor é o limite inferior do dominio para esse
bem. O bloco $SUPERIOR ¢ semelhante, sendo o valor da informacdo o limite
superior do dominio. Para os bens que tem oferta/demanda definida e s@o
omitidos do bloco $LIMITES, é considerado um limite inferior de -1.E-30 e um

limite superior de LLE+30
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o Descrigdo de $INICIALIZACAO:

Neste bloco temos a definicdo dos valores iniclais dos precos € niveis

das atividades, necessirios para a inicializagdo do algoritmo. Temos:

SINICIALIZACAO:
$PRECOS: <bemid>=<real>, <bemz>=<(real>,...,<bemm>={real
$NIVEIS: <ativid=Creal>, <ativ>=<real’,...,<ativn>=<real>

O bloco $INICIALIZACAO ¢ composto pelos blocos $PRECOS e $NIVEIS. O bloco
$PRECOS € composto por uma seqiiéncia de blocos elementares onde o
identificador de bloco ¢ o nome do bem e o valor da infermag3o € o prego
inicial. O bloco $NIVEIS é composto por uma seqiiéncia de blocos elementares
onde o identificador de bloco ¢ o nome da atividade e o valor da informagdo é

o hivel inicial da atividade.

o Descrigdo de $CONTROLE:

O bloco $CONTROLE é usado para a defini¢8o de parametros de controle da

execugdo do algoritmo e tem a seguinte forma:

$CONTROLE:

[$APROXIMACAO= {Q:;)H

-$RESULTAD0= {'(in'zziro)}]

':$MILES: .
orecie {5 )
o {2557
:KLOG= {<inzz‘;ro>}‘,
e {550

SEXECUTAR
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O bloco MILES permite alterar a definicdo de parametros do algoritmo de
resolugdo do problema de complementaridade linear e, normalmente, ndo é&
utilizade. No exemplo acima, a mudan¢a do paré@metro LCPECH de .FALSE. para
.TRUE. ocasionard uma listagem de diversos valores internos do algoritmo na
unidade de saida 4, ou na unidade especificada pelos parametros KSOL, KLOG e
KSUM. Uma relagic compieta dos parametros do MILES pode ser obtida em seu
manual de referéncia. Os parametros do bloco $MILES devem ser informados sem o
caracter $.

0 bloco EXECUTAR encerra a representacio do modelo e inicia o algoritmo

de resolucao. £ um bloco vazio, e qualquer simbolo ap6s o mesmo serd ignorado.

4.2. A ESTRUTURA DE PROCESSAMENTO DOS DADOS

Tradicionalmente, a linguagem de programagdc FORTRAN (FORmula
TRANslation) tem sido usada por pesquisadores na &rea de desenvolvimento de
programas para modelagem e simulagdo, em equipamentos de grande porte. Em
microcomputadores, o BASIC é mais difundido, embora linguagens como PASCAL e C
também estejam ganhando espago. Qualquer uma dessas linguagens poderia ter
sido utilizada na implementacc do PEGASUS, optando-se pelo FORTRAN por sua
maior difusdc e para simplificar a comunicagdo com as rotinas do MILES e
LUSOL, que também foram implementadas em FORTRAN.

As matrizes envolvidas no algoritme de calculo do equilibrioc econdmico
geralinente sd3o esparsas. Por exemplo, supondo que uma atividade de
entrada/saida envolva em média 3 bens, para uma matriz de atividades com 40
bens e 50 atividades temos somente 150 elementos ndo-nulos num total possivel
de 2000 elementos. Outiras matrizes com essa caracteristica sf8o as
representagBes internas da oferta/demanda (elasticidades, utilidades e
dotagbes individuais), bem como o0s jacobianos da oferta/demanda, do
diferencial de pregos e da matriz de atividades dependente de pregos. Em
decorréncia, também s3o esparsas as matrizes usadas nos algoritmos de
complementaridade (MILES} e inversio da bage (LUSOL).

Em termos computacionais a esparsidade pode ser explorada usando-se
internamente, no programa, uma estrutura de armazenhamento e processamento de
dados que trabalhe somente com o0s elementos n3o-nulos, possibilitando a
resolucdo de problemas de maijores dimensbes.

Para representar uma matriz esparsa, geralmente € usada uma estrutura de
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armazenamento de trés vetores: um para Indices de linhas, um para indices de
colunas e um para valores, Assim, para representar o k-ésimo elemento nico-zero
au s3o0 usadas as k-ésimas posigées desses trés vetores para guardar o indice
da linha (1), da coluna ()) e o valor (aij}. A estrutura de processamento para
O acesst a esse elemento alJ envolve uma pesquisa dupla, nos vetores de
indices de linha e de coluna, buscando a linha i e a coluna j. Essa pesquisa
supSe que haja um ordenamento dos elementos por linha e coluna. S&c trés os
tipos de pesquisa mais usadas: a seqiiéncial, a indexada e a binaria.

Na pesquisa seqiéncial do elemento aI] sdc testados, a partir do
primeiro, cada elemento dos vetores de indices até serem encontrados oS
valores 1 e j. Se ndc forem encontrados, o valor de au ¢ considerado zero.
Néo € necessario que haja ordenamento, mas se houver, a busca de um elemento
zero pode ser abandonada quando os indices guardados nos vetores forem maiores
que os procurados. Este tipo de pesquisa é eficiente para matrizes esparsas
pequenas.

Na pesquisa indexada por linha do elemento ai.i ¢ utilizado wuin vetor
auxiliar que indica o inicic dos elementos de uma determinada linha. E
semelhante a pesquisa seqliéncial, com a diferenga de que a busca fica restrita
apenas aos elementos de uma determinada linha. Este tipo de pesguisa ¢
eficiente para matrizes esparsas médias.

A pesquisa binaria é baseada na idéia de dividir o conjunto em duas
partes iguais e determinar, através de comparagdes com os indices do elemento
central, o subconjunto que, possivelmente, conteria ¢ elemento procurado. O
processe & repetide para cada subconjunto obtido, estreitando-se a busca até
se identificar o elemento desejado ou a sua ndo existéncia. Este tipo de
pesquisa é eficiente para matrizes esparsas grandes.

Quando se pretende wusar estruturas que exploram esparsidade no
desenvolvimento de um programa e se deseja também que o programa possa ser
facilmente alterado por outras pessoas para a implementagdo de estruturas de
oferta/demanda especiais, ¢ necessario fazer um compromisso entre eficiéncia e
simplicidade.

Podemos ter grande eficiéncia com uma estrutura de processamento
desenvolvida -especificamente para cada uma das matrizes existentes, como no
casg do MILES e LUSOL. Um cédigo especifico pode ser mais eficiente, embora
seja complexo ¢ gerenciamento e uso dos varios vetores e indices auxiliares
necessarios para cada matriz. E quando se deseja a alteragdo ou adaptagio de

um algoritmo complexe desse tipo, torna—-se necessario que s& tenha o
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conhecimento e habilidade do mesmo nivel do programador que o implementou
originalmente, o que muitas vezes ndc acontece,

A solugdo de compromissc usada no PEGASUS emprega fungdes FORTRAN para ¢
gerenciamento das estruturas de armazenamento das matrizes esparsas. Por
exemplo, uma referéncia a um elemento a1j da matriz de atividades em uma
expressdo qualquer é feita usando-se uma fungdo A(l,J}, da mesma maneira como
se usaria uma matriz definida normalmente em FORTRAN. A fungio pesquisa a
estrutura de armazenamento, fornecendo ¢ elemento a1j se o mesmo for ndo-nulo,
ou zero, no ¢aso Contrario.

Dessa maneira, o entendimento {e alteragdo)} da implementacido de wum
algoritme ndo sdo dificultados pelos aspectos de gerenciamento das estruturas

de armazenamento e processamento de matrizes esparsas.

4.3. A INTERFACE DE COMUNICACAO

A estrutura de informacio dos dados que descrevemos em 4.1. compdem, na
realidade, uma linguagem de programagdo para o célculo do equilibrio geral
aplicado, a linguagem de programagio PEGASUS,

A interface de comunicagdo & um interpretador dessa linguagem, composto
de um separador (parser} e de um analisador sintatico. Sob controle do
separador, um analisador léxico percorre o conjunto de caracteres que compdem
o programa na linguagem PEGASUS, eliminando espagos emn branco e virguias,
reconhecendo as palavras e operadores. (O analisador sintdtico recebe as
informacdes do separador, ja codificados em comandos e dados, e implementa as
agdes especificadas.

O analisador léxico reconhece nomes, ndmeros e operadores conforme o0s
graficos de reconhecimento que se seguemn, onde a palavra "digito" significa a
ocorréncia de qualquer um dos digitos de 0 a 9, a palavra "letra" significa a
ocorréncia de qualquer letra maiGscula ou minitscula e "simbolo" a ocorréncia

de qualquer simbolo do conjunto composto pelos simbolos [, 1, _, @ e .

{7‘
et

~()

inteiro

N



real

—— [} ()

EED -

nimero
— >
- —
neme

-

digxto

>

simbolo

O separador recebe do analisador iéxico nomes, nlumeros e operadores. Um
nome seguide de um operador ¢ reconhecido através de pesquisas em tabelas de

palavras reservadas ou de componentes do modelo como um comando:

atribuicdo

[~

+

declaracgio

4

[T 1~0

Dessa maneira, o analisador sint&tico recebe apenas comandos e dados
(nomes ou numeros)} do separador. Apés verificar a correcdo sintatica de cada
novo elemento recebido no contexto existente, implementa a agio especificada
ou emite mensagens de erro, se necessdrio. A seguir, os gréaficos de

reconhecimento sintatico utilizados:
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bloco elementar

—————[atribuicac

C)

bloco simples

—————ldeclaracéo ]—[—)Lb elementar | ]

&«

bloco composto

~————————ldeclaracdo _I—[—)~]
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5. APLICACAO DA METODOLOGIA: USO DO PEGASUS

Serdo vistos neste capitule dois exemplos de wuso do PEGASUS para
resolugdo de problemas de equilibrio econémico. No primeiro caso temos uma
matriz de insumo-produto de coeficientes ixos'; n¢ outro, exemplificamos o uso
da matriz de produgdo Leontief generalizada. S3c exemplos simples, com
objetivos meramente didaticos, Desta forma, os modelos apresentados devem ser
considerados apenas como uma demonstragio das potencialidades do PEGASUS,

0 primeiro exemplo ¢ uma adaptagio de um medelo originalmente proposto
por H. Scarf, obtido de ROTONDO [13], envolvendo trabalho, capital e energia.
No segundo exemplo, a descrigdo da produgdo sera modificada, substituindo-se a

matriz de coeficientes fixos por uma matriz de producdo Leontief generaljzada.
5.1. UM MODELO ENVOLVENDO TRABALHO, CAPITAL E ENERGIA

Consideremes uma economia composta de cinco bens (Servigos, Manufat,
Trabalho, Capital e Energia), seis atividades de produgio, sendo duas de
producio de servigos, trés de producdo de manufaturados e uma de produgio de
energia (PrServl, PrServ2Z, PrMnftl, PrMnft2, PrMnft3 e PrEnergl,e dois
consumidores {Trblhdr e Captlst).

A produgdo é descrita pela matriz de insumo-produto:

PrServl PrServ2 PrMnftl PrMnft2 PrMnft3 PrEnerg

Servigos 1.00 1.00 0 o0 0 o
Manufat 0 0 1.00 1.00 1.00 -1.00
Trabalho ~-.67 ~-.69 - .45 -.52 -.55 0
Capital -.30 -.20 -.50 -.40 -.30 0
Energia -.03 -.11 -.05 -.08 -.15 1.00

A funcdo utilidade é do tipo Cobb-Douglas. As dotagbes e os coeficientes

das fungBes utilidade sdo mestrados no quadro a seguir:
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Servicos Manufat Trabalho Capital Energia

Trblhdr
Dotagdes o 0 16000 0 o
Coeficientes .3 .6 .1 0 0
Captlst
Dotagdes 0] 0 O 10000 900
Coeficientes 6 .4 0 O 0

No caso Cobb-Douglas, os coeficientes acima indicam as fragBes da renda gastas
com cada bem.

A seguir, o problema acima descrito é colocado como um arquivoe de dados
para o PEGASUS:

$DECLARAR:
$MODELO= Analise dos Precos do Petroleo
$BENS=
Servicos, Manufat, Trabalho, Capital, Energia
$ATIVIDADES=
PrServl, PrServ2, PrMnf tl, PrMnft2, PrMnft3, PrEnerg
$CONSUMIDORES= Trblhdr, Captist
$NUMERARIO= Manufat
$DEFINIR:
$ATIVIDADES:
PrServl:
Trabalho= -.67, Capital= -.30,
Energia= -.03, Servicos= 1.00
PrServz:
Trabalho= -.69, Capital= -.20,
Energia= -.11, Servicos= 1.00
PrMnftl:
Trabalho= -.45, Capital= -.50, Energia= -.05,

Manufat= 1,00

PrMnfiz:
Trabalho= -.52, Capital= -.40, Energia= -.08,
Manufat= 1.00

PrMnft3:
Trabalho= -.55, Capital= -.30, Energia= -,15,
Manufat= 1.00
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PrEnerg:
Manufat= -1.00, Energia= 1,00

$DEMANDA:
$TIPO= COBB_DOUGLAS
Trblhdr:
$DOTACOES:  Trabalho= 160.00
$UTILIDADES:
Servicos= .3, Manufat= .6, Trabalho=.1
Captlst:

$DOTACOES: Capital= 100.00, Energia= 9.00
$UTILIDADES: Servicos= .6, Manufat= .4
SLIMITES:
$INFERIOR:
Servicos= [.E-10, Manufat= 1.E-10,
Trabalho= 1.E-10, Capital= 1.E-10,
Energia= 1.E-10
$INICIALIZAR:
$PRECOS:
Servicos= 1., Manufat= 1., Trabalho= 1.
Capital= 1., Energia= 1.
$NIVEIS:
PrServi= 113.4, PrMnftl= 71.18,
PrMnft2= 84.48, PrEnerg= 4.719

$CONTROLE:
$APROX= .5, $RESULT= 1, $LISTAGEM= 2, $MISTA= 0O
$EXECUTAR

Como podemos observar, o formato PEGASUS nada mais € do que uma descrigde
simbdlica do problema, tornando muito facil a representacio (e alteragdes) do
modelo com um editor de textos em um microcomputador. Além dessa formalizacio
dos dados, s3oc necessirias algumas informacbes adicionais: definigdo de wum
numerdrio {0s precos dos bens sdoc relativos), limites inferiores dos pregos,
valores iniciais de precos dos bens e niveis das atividades, controles de
precisdo, formato de relatérios, etc.

A seguir, temos a p4gina final do relatdric de execucio do PEGASUS, onde

podemos observar os niveis das atividades e os pregos dos bens no equilibrio
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do cenarjo basico proposto:

*** PEGASUS 0.9 *** Apalise dos Precos do Petroleo
EQUILIBRIO GERAL CONCORRENCIA PERFEITA DEMANDA COBB-DOUG
LINEARIZACAO: ITERACAOC 1

MILES: 11 ITERACOES, SOLUCAO:C

RESULTADOS NA ITERACAQ 1
ATIVIDADE NIVEL LUCRO
1 PrServ] 113.4 -.5482E-15
2 PrServ2 .0000 .4177E-14
3 PrMnftil 88.76 - .6398E~14
4 PrMnft2 54.00 -.2220E-15
5 PrMnft3 . 0000 .4774E-14
6 FPrEnerg 3.160 . 0000

BEM PRECO OFERTA DEMANDA
1 Servicos 1.000 113.4 113.4
2 Manufat 1.000 139.6 139.6
3 Trabalho 1.000 16.0Q0 16.00
4 Capitatl 1.000 . 0000 . 0000
S Energia 1.000 . 0000 . 0000
NIVEL DE UTILIDADE;

1 Trblhdr= 65.18
2 Captlst= 55.61
ALOCACAQ DOS BENS:
! Trblhdr: Servicos= 48,00, Manufat= 96.00, Trabalho= 16.00
2 Captlst: Servicos= 65.40, Manufat= 43.60

ERAEERFEEERFNNEZTEREEREREENRENREFRXEEET S

*¥%*x¥x  PONTO DE EQUILIBRIO (**¥xx%x

I AEEEE RS ESEEEEEESREEEZEREEE SR ERERESE LSS

NIVEIS E PRECOS DA ITERACAO 1
EM EQUILIBRIO COM PRECISAQ .50000
NAO DIFEREM DA ITERACAO ANTERIOR MAIS QUE 1.E-6

Para se estudar as conseqgiiéncias de uma queda nos pregos de energia,
propde~se um cendario alternativo, onde o coeficiente do bem Manufat na
atividade PrEnerg ¢é alterado de -1 para -0,4. A seguir, a p4gina final obtida

nesse caso:
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=% PEGASUS 0.9 *** Analise dos Precos do Petroleo
EQUILIBRIO GERAL CONCORRENCIA PERFEITA DEMANDA COBB-DOUG
LINEARIZACAO: ITERACAO 2

MILES: 1 ITERACOES, SOLUCAO:C
RESULTADOS NA ITERACAO 2
ATIVIDADE NIVEL LUCRO
1 PrServl .0000 ~.2571E-01
2 PrServ2 104.2 .B660DE-17
3 PrMnftl 156.5 . 1554E-16
4 PrMnft2 . Q000 -.1714E-01
3 PrMnft3 3.100 .5218E~-16
6 PrEnerg 10,75 . 0000
BEM PRECO OFERTA DEMANDA
1 Servicos 1.077 104.2 104.2
2 Manufat 1.000 155.3 155.3
3 Trabalho 1.257 16.00 16.00
4 Capital . 8286 .0000 . 0000
5 Energia . 4000 . 0000 . 0000
NIVEL DE UTILIDADE:

1 Trblhdr= 78.33
2 Captlst= 42.18
ALOCACAQ DOS BENS:
I Trblhdr: Servicos= 56.02, Manufat= 120.7, Trabalhoc= 16.00
2 Captlst: Servicos= 48.16, Manufat= 34.58

I EEZEEREEE SR EEESEEESEX S ESSEIEREER XS XK

*rk®x¥* PONTO DE EQUILIBRIO  **»*xxx
EARENERE B S AR E RN ER R R AR AN R R MR EN R

NIVEIS E PRECOS DA ITERACAO 2
EM EQUILIBRIO COM PRECISAC .50000
NAO DIFEREM DA ITERACAC ANTERIOR MAIS QUE 1.E-6

Como se pode observar, o efeito de uma queda no prego de energia ¢ um
rearranjo da economia, com alteragbes nas atividades que s30 operadas e nos
pregos relatives. Em termos de wutilidades, a situagfic do consumidor Trblhdr
melhora e a do consumidor Captlst piora. De fato, podemos notar que o prego
relativo de Trabalho cresce, e este é o bem que 0 consumidor Trblhdr possui.
Podemos notar tambeém alteragfes nhas atividades que sdo operadas —-— apenas
PrMnftl é operada em ambos os cendrjos. Finalmente, observe—-se o grande
aumento no nivel da atividade de produgdo de energia, PrEnerg.

Com relagao ao desempenho do programa, o PEGASUS usou 30 segundos para
resolver o primeiro cendrio e 32 segundos para o segundo, incluindo a carga do
programa e operacgbes de entrada/saida em disco (usando um PeXt SID-502 de 8
MHz, com disco rigido}. Devemos ressaltar que os modelos resolvidos séo
pequenos, € que utilizamos, como ponto de partida, valores proximos do

equilfbrio.
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5.2. USANDO A MATRIZ DE PRODUGAO LEONTIEF GENERALIZADA

No exemplo da segio anterior, as atividades

0 0 0

1.00 1.60 1.00

PrMnftl = | ~.45 {, PrMnft2 = | -.52 | e PrMnft3 = | -.55
-.50 -.40 -.30

=05 -.08 -.15

foram operadas respectivamente nos niveis 88.76, 54.00 e O noc primeiro
cenario, e no segundo, 156.5, O e 3.100. Qu seja, a atividade resultante para

producdo de manufaturados no primeiro caso foi

0 0 0 0
1.00 1.00 1.00 1.00
88.76| -.45 | + 54.00| ~.52 | + 0! -.55 = ~.47648
-.50 -.40 -.30 -.46217
~.05 -.08 -.18 -.06135

e no segundo caso

O 0 o Q
1.00 1.00 1.00 1.00
156.5] ~.45 | + 6| -.52 | +3.100] -.55 = -.45194
-.50 -.40 -.30 -.49612
-.05 ~-.08 -.18 -.05194

De um caso para outro, houve um ajustamento na combinagdo das atividades,
refletindo as alteragBes nos pregos dos insumos,

Suponha que a economia estudada seja corretamente descrita da forma
correspondente aoc primeiro cenario. Isto €, vamos denominar o primeiro cenario
de "mundo real". Obviamente, no caso da produgdo de manufaturados, somente a

atividade resultante

[ o 1 r 0
1.00 1.00
Primft = c‘;L = |-.47648| ,
c_lx -.46217
A | -.06135]

seria observada. Um problema interessante que surge ¢ o de estimar a estrutura
de produgio que reflita os resultados obtidos na pratiea.

Se a economia estiver em equilibrio, pode-se tentar criar um certo nlUmero
de atividades lineares e ajustar seus coeficientes fixos até se obter uma

aproximagioc dos resultados obtidos com o observado. No entanto, esse
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procedimento n&o seria muite eficiente. Uma alternativa melhor seria
representar a produgfo por um procedimento de geragioc de colunas que ajustasse
automaticamente os coeficientes & variagdo dos pregos.

Através da metodologia discutida na segd@o 3.2., iremos substituir essas
trés atividades de coeficientes fixos por wuma atividade de coeficientes
dependentes dos pregos dos insumos, recalculados sempre que houver alteragdes

nos pregos:

)
1.00
PrMnft = qL(p)
' qK{p)
q.(p)

L E -

Para isso, utilizaremos uma fungioc CES recorrente (nested CES) de dois

\

niveis com a seguinte representagio grafica:

/
/\

e qE representam as quantidades dos insumos Capital, Trabalho e

O.D
ll
—

q

onde qK, qL

Energia, q, @ guantidade do agregade intermedidric Capital/Trabalho [EEK. «,
a. e o indicando suas respectivas participagdes relativas) e qQ a quantidade
produzida do bem Manufat. A elasticidade de substituigio entre os bens Capital
e Trabalho & o, € entre o agregado Capital/Trabalho e Energia & cro.

Para determinar os valores de « necessérios, utilizaremos a técnica de
calibragem (benchmarking). A calibragem € um processo que ajusta certos
parémetros da fungio de produgio para que o modelo consiga reproduzir a
realidade observada.

Especificamente, nosso problema consiste em determinar as participagbes
relativas a:x, @, ¢ € o para a atividade PrMnft e, para isso, dispomos das

L" E P
informagtes da atividade resultante PrMnftR, bemn como dos pregos dos insumos.
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As elasticidades de substituicio o, € T sfo geralmente determinadas

econometricamente nestes modelos.

Portanto, o processo de calibragem resolve a equacdo

_ o o
1.00 | 1.00
q, (p) = .47648
qK(pJ 46217

| q.(p) | | .06135]

onde as incégnitas sdo aK, ocL, o e ap. Os valores para o‘P e :ro sdo [ e 0,5,
respectivamente.

Na darvore abaixo relacionamos as informactes disponiveis e as desejadas:

p= 1.00
PrMnft: Q q = 1.00
o] Q
0'0-.5
o}
pE=_l.00
q = .06135
o =7
o}
pL=_1.00
q,= 47648
o =7

O processo de determinagio das participagbes relativas dos insumos
(alfas) que iremos utilizar ¢ o mesmo de Scaramucci [15], e consiste em:

1) Percorrer a arvore das folhas para a raiz calculande o custo minimo de
cada nod 1t

q se o né § é€ uma folha

1 7t

p
n
i ) c, se o0 n6 i tem n descendentes
| k=t

e 0 prego de cada né 1 com n descendentes:

{
n pk

=4 TV tecrey
P =1 (7

(ck/cll
para ¢ = |

| 1 para o #® 1
Na determinagdo dos pregos, existe um grau de liberdade para cada ndé que tenha

o ¥ 1. Assim, podemos fixar o prego desses nés em qualquer valor e, em nosso
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caso, escolhemos arbitrariamente o valor 1. Para a raiz, como sdo fixados seu
preco e sua quantidade (normalmente unitdria), perde~-se um grau de liberdade.
Portanto, se a raiz for Cobb-Douglas, a arvore tem de ter pelo menos um nd com
elasticidade de substituicdio ndo-~unitdria. Nesse caso, devemos garantir que o
prego calculado para a raiz seja igual ao preqo observado do agregade final.
Para isso, devemos descobrir um descendente (direto ou nic) da raiz que tenha
o # 1 e fixar seu prego de maneira a satisfazer essa condigdo., No caso em que
0 descendente ¢ indireto, todos os precos dos nos que o ligam & raiz também
devem ser recalculados.
2) Percorrer a arvore da raiz para as folhas calculando os alfas:

. (l/e )
c P, {o~r~»l) r

c ara o #* 1
& = 4 r Il:)l" p r

4 =
{ c /e, para ¢ = 1

onde o né 1 € descendente do né r.

Observar que, devido a eventual existéncia de graus de liberdade no
processo de calibragem, o resultado final ndo é unico. Para que isso acontega,
todos os nds da arvore devem ser do tipoc Cobb-Douglas, com excecdo de um deles
somente.

Seguindo esse procedimento, apds executar o passo 1), temos:

p=1.00
PrMnft: Co= 1.00

Q
Q
e =5
p= 1.99977 Q

c = .93865 O

P 0
P E
o =i, c = .06135
P E
o =7
o E
p

(o}
- 1.00 P, = 1.00
c= .46217 CL= .47648

o =7? a =7
K L

E apés o ultimo passo:
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PrMnft:

0
o =9
a = .44058 q
/o) ©
a = 00376
E
o _=l.
P
o) o)
a = .49238 a = .50762
K L

Através de um procedimentc semelhante com as atividades PrServl e

PrServ2, obtemos os valores das participagdes relativas dos insumos para a

O
o =.5
%= .50690 @
8] O

a_= ,000%0
E

atividade PrServ:

PrServ;

O‘P=1.
o 0!
o = . 30928 ch= .69072

Dispomos, agora, das informagdes necessarias para modificar o exemplo da
seqlo anterior e transformda-lo para fazer uso da matriz de producgio Leontief
generalizada.

Para isso, as atividades PrMnftl, PrMnft2 e PrMnft3 serdo suprimidas,
substituidas pela atividade geradora PrMnft, que ¢é associada a arvore mostrada
acima.

Analogamente, PrServl e PrServZ2 serdo substituidas por PrServ, que usara
a mesma estrutura da arvore definida para a atividade PrMnft,

A seguir, o arquivo utilizado:
$DECLARAR:

$MODELO= Analise dos Precos do Petroleo

$BENS=  Servicos, Manufat, Trabalho, Capital, Energia

$ATIVIDADES= PrServ, PrMnft, PrEnerg

$CONSUMIDORES=Trblhdr, Captlst
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$ARVORES= Producao
$NUMERARIO= Manufat

$DEFINIR:
$ARVORES:
Producao:
$ELEMENTOS= L, K, E, Agreg, Prod
SRELACOES: Agreg= K, L
Pred= Agreg, E
$ATIVIDADES:
PrServ;
Servicos= 1.00
Producao:
Trabalho= L, Capital= K, Energia= E
$ALFAS: L= -69072, K= ,30928,
E= .00090, Agreg= .50690
$SIGMAS: Agreg= 1.0, Prod= .5
PrMnft:
Manufat= 1.00
Producao:
Trabalho= L, Capital= K, Energia= E
$ALFAS: L= .50762, K= .49238,
E= .00376, Agreg= .44058
$SIGMAS: Agreg= 1.0, Prod= .5
PrEnerg:
Manufat= -1.00, Energia= 1.00
$DEMANDA:
$TIPO= COBB_DOUGLAS
Trblhdr:
$DOTACOES:  Trabalho= 160.00
$UTILIDADES: Servicos= .3, Manufat= .6, Trabalho=_}
Captlst:
$DOTACOES: Capital= 100.00, Energia= 9.00
$SUTILIDADES:  Servicos= .6, Manufat= 4
$LIMITES:

$INFERIOR:
Servicos= 1.E-10, Manufat= 1.LE-10,
Trabalho= 1.E-10, Capital= 1.E~10,
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Energia= 1L.E-10
SINICIALIZAR:
$PRECOS: Servicos= 1., Manufat= 1., Trabalho= 1.
Capital= 1., Energia= 1.
$NIVEIS: PrServ= 113.4, PrMnft= 139.6, PrEnerg= 4.719

$CONTROLE:
$APROX= .5, SRESULT= 1, $SLISTAGEM= 2, $MISTA= O
$EXECUTAR

A seguir, apresentaremos a Ultima pagina do relatério obtido com o
arquive acima, onde podemos observar os coeficientes calculados para as
atividades PrServ e PrMnft. Notie-se que os valores da atividade PrMnft sio
iguais (a menos de arredondamento) aos valores da atividade resultante PrMnftR
obtides no inicio desta secéo:

*¥* PEGASUS 0.9 *** Analise dos Precos do Petroleo
EQUILIBRIO GERAL CONCORRENCIA PERFEITA DEMANDA COBB--DOUG
LINEARIZACAO: ITERACAO 1

ATIVIDADES GERADAS:
PrServ PrMnf t

I Servicos 1.0000
2 Manufat 1.0000
3 Trabalho -.6700 -.4765
4 Capital -.3000 -.4622
5 Energia -.0300 -.0613
MILES: € ITERACOES, SOQLUCAO:C
RESULTADOS NA ITERACAO 1
ATIVIDADE NIVEL LUCRO
1 PrServ 113.4 .3469E-17
2 PrMnft i42.8 -.6349E~-14
3 PrEnerg 3.1356 . 0000
BEM PRECO OFERTA DEMANDA
1 Servicos 1,000 113.4 113.4
2 Manufat 1.000 139.6 139.6
3 Trabalho 1.000 16.00 16.00
4 Capital 1.000 ~-.3061E-03 . 0000
5 Energia 1,000 .4152E-03 . 0000
NIVEL DE UTILIDADE:

I Trblhdr= 65.19
2 Captlst= 55.6]
ALOCACAO DOS BENS:
1 Trblhdr: Servicos= 48.00, Manufat= 96.01, Trabalho= 16,00
2 Captlst: Servicos= 65.40, Manufat= 43.60

EERBERLERFXEEFLIEFAXASPEFXEPEEREREXXFEETHESR

**xx¥x* PONTO DE EQUILIBRIO *¥*k==x

I EEE RS SR AR LR ENEREEREEEESERERREESSESE.

NIVEIS E PRECOS DA ITERACAO 1
EM EQUILIBRIO COM PRECISAO .30000

Como podemos observar, o equilibrio é obtido com valores para pregos e
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oferta/demanda iguais aos obtidos para o caso de coeficientes fixos do
primeiro cenario. Ou seja, nosso "modelo” é capaz de reproduzir a "realidade"
observada razoavelmente bem.

Entretanto, seria ¢ "modelo" capaz de antecipar cofretamente mudangas
ocorridas no "mundo"? Suponha que tenha havido uma queda no prege do petrédleo
conforme representado no segundo cendario, Alterando-se © "modelo" para
refletir as mudangas no "mundo” (i.e., substituindo-se ¢ coeficiente do bem
Manufat na atividade PrEnerg por -0,4, e mantendo-se os mesmos valores de
participacdes relativas e  elasticidades de  substitugdo dos insumos
determinados para o primeiro cendrio), obtemos o seguinte resultado final:

*** PEGASUS 0.9 *** Apnalise dos Precos do Petroleo
EQUILIBRIO GERAL CONCORRENCIA PERFEITA DEMANDA COBB-DOUG
LINEARIZACAQ: ITERACAO 2

ATIVIDADES GERADAS:
PrServy PrMvnft

1 Servicos 1.0000
2 Manufat 1.0000
3 Trabalho -.6637 -.4669
4 Capital -.2952 -.449¢9
5 Energia -.0478 -.0965
MILES: 1 ITERACOES, SOLUCAQ:C
RESULTADOS NA ITERACAO 2
ATIVIDADE NIVEL LUCRO
i PrServy 112.8 -.6612E-17
2 PrMnft 148.2 .1297E~15
3 PrEnerg 10.78 . 0000
BEM PRECO OFERTA DEMANDA
1 Servicos 1.024 112.8 112.8
2 Manufat 1.000 143.9 143.9
3 Trabalho 1.046 15.94 16.00
4 Capital 1.052 .2513E-01 . 0000
5 Energia . 4000 .8621E-01 . 0000
NIVEL DE UTILIDADE:

1 Trblhdr= 67.38
2 Captlst= 54,72
ALOCACAO DOS BENS:
1 Trblhdr: Servicos= 49.03, Manufat= 100.4, Trabalho= 16,00

2 Captlst: Servicos= 6£3.76, Manufat= 43.51
EXEPEESEREEEFEFNRERELEERFEERER XK EFELEERER

*¥x¥x** PONTCG DE EQUILIBRIO **»%x*:

FEEXEESTFFERERERFENERTN RS SRS LR R

NIVEIS E PRECOS DA ITERACAO 2
EM EQUILIBRIO COM PRECISAO .50000

Embora o nivel de utilidade do consumidor Trblhdr tenha melhorado e o do
consumidor Captist tenha piorado, como esperadoe, as variacdes foram bem

menores. Além disso, o prego relative do bem Trabalho, mesmo aumentando, é
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menor que o prego do bem Capital. Obgserva-se um grande aumento na produgio de
energia, mantendo-se aproximadamente os mesmos niveis de produge de servigos
e manufaturados. Em suma, a primeira vista, o "modelo" ndoc foi capaz de
antecipar corretamente as mudangas ocorridas no "mundo”.

Para explicar esse resultado, devemos analisar mais detidamente os

coeficientes das atividades PrServl € PrServZ:

PrServl PrServ2
Servigos 1.00 1.00
Manufat 0 0
Trabalho -.67 -.69
Capitai -.30 -.20
Energia -.03 -.11

Embora ambas consumam aproximadamente a mesma quantidade do bem Trabalho, uma
é¢ mais intensiva no uso de Energia do que Capital, invertendo-se a situacgdo
para a outra. Se imaginarmos que o servigo produzido seja transportes, PrServl
poderia representar os transportes ferroviarios € PrServZz os transportes
rodovidrios. Nesse caso, a conseqiiéncia de uma queda nos pregos de petréieo
seria o brusco abandono das ferrovias, substituido totalmente por um sistema
rodoviario, o que nio ¢é realista. Felizmente, o mundo verdadeirc parece ser
bem mais estavel que o nosso "mundo”, que apresenta o comportamento flip-flop,
caracteristico de solugdes de programas lineares. Assiin, lembrando que a
técnica de calibragem ndo incorporou nenhuma informagdo da atividade PrServe
{cujo nivel de operacdo era zero no primeiro cenario), seria de se esperar que

o "modelo” ndo fosse representativo para esse caso.
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6. CONCLUSBES

Neste trabalho apresentamos um sistema computacional dirigido a problemas
de equilibric econdmico. O sistema PEGASUS inclui uma linguagem flexivel para
representagdo de modelos de equilibrio geral e setorial, e um algoritmo
eficiente para sua resolugdo.

A linguagem PEGASUS ¢ simbolica, estruturada com termos e conceitos da
economia, evitandc a necessidade do praticante de Equilibrio Geral Aplicado em
conhecer uma linguagem de programacio (FORTRAN, PASCAL, etc.). A substituicdo
continua entre insumos ¢ feita através de um procedimento de geragio de
colunas (matriz de produgdo Leontief generalizada). S3o usadas fungdes CES
recorrentes representadas por arveores que nfo apresentam restrigdes no namero
de niveis e de descendentes. Modelos de equilibrio setorial também podem ser
resolvideos e, neste caso, é possivel também a competicdo imperfeita.

A Implementagio computacional ¢é eficiente, explorando a esparsidade
matricial tanto nas estruturas de armazenamento de dados como no aspectc
numérico. O célculo do equilibric econdmico é feito através da resolugdc de
uma seqiiéncia de problemas de complementaridade linear.

A arquitetura do sistema PEGASUS permite extenses em sua capacidade de
modelagem. Estdo previstas para a préxima versio do sistema, entre outras
coisas:

¢ Implementagdo de uma rotina de benchmarking para cilculo dos parémetros
da fungdo CES recorrente.

0 Tratamento de caracteristicas ndo-walrasianas em modelos de equilibrio
geral aplicado, como fungBes de oferta exibindo retornos decrescentes, na
prépria linguagem PEGASUS, sem a necessidade de introdugdo de subrotinas
FORTRAN especificas.

O Analise de competicio imperfeita em equilibrio geral.
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APENDICE A - O PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDADE

Diversos problemas que surgem em diferentes campos tais como programacio
matemética, teoria dos jogos, economia, mecanica € geometria podem ser

propostos de forma unificada da seguinte maneira12

Para uma dada matriz M de dimenso nxn e wum vetor
q n-dimensional, achar a soluglc para o sistema
w=Mz+ q
w=0 (A.1)
z 2 0
w

Tz = 0

A condigéo z'w = 0 é conhecida como restrigdo de complementaridade, pois
para qualquer solugido do sistema (A.1), se a varidvel zj do vetor 2z &
positiva, entdao a varidvel wj do vetor w deve ser zero, e vice-versa, para
j=1,..n O par de varidveis zl,wJ] ¢ chamado par complementar e cada
variavel no par é o complemento da outra. Assim, o problema acima é conhecido
como um problema de complementaridade.

Se considerarmos no lugar da matriz M uma fungdo F : R"—R" temos a
forma mais geral, um problema de complementaridade ndo-linear.
Karamardian [24] apresenta diversos teoremas de existéncia de solugdo cobrindo
os casos em gque F € ndo-linear, ndo-diferenciavel, nSo-linear porém
diferenciavel, e uma transformag¢ic afim. Neste {ltimo caso temos um problema
de complementaridade linear e se pode provar a existéncia de solugdo para
diversas classes de matrizes,

Ainda ndo foi desenvolvido nenhum algoritmo que resolva o sistema (A.l)
para M e q quaisquer. Entretanto, para certas classes de matrizes, existem
dois algoritmos gque convergem para uma solugdo (ou concluem que ela ndo
existe): o método do pivd principal, desenvolvido por Dantzig e Cottle, € o
algoritmo do pivé complementar, desenvolvido por Lemke. '

Analisaremos a seguir o algoritmo de Lemke, adaptado de Murty [23]. Para

isso, colocaremos o sistema (A.1) de maneira equivalente, mais adequada ao

12Adaptadcr de Murty [23]
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nosso ob jetivo:

I w-Mz=gqg
wz 0 (A.2)
0

z =

fl
o

T
w Zz

0O algoritmo tem certa semelhanca com o método Simplex de programacio
linear, trabalhando com um tablé obtido a partir de (A.2}, formado pela matriz
identidade (associada a w}, a matriz -M (associada a z) e uma cecluna cujos
elementos sdo todos -1, (o vetor —en} (associado a uma varidvel artificial z,
usada para inicializacdo do algoritmo), num total de 2n+] colunas. O vetor q ¢

associado as linhas do tablé.

Em cada iteragdo do algoritmo trabalhamos com uma base, uma submatriz
quadrada ndo—-singular de ordem n formada pelas colunas do tablé. As variaveis
associadas as colunas da base s3o chamadas varidveis bdsicas. As n varidveis
basicas {selecionadas do conjunto de 2n+1 variaveis
K wl,...,Wn,zl,...,zn,zo } } constituem um vetor bdsico. O vetor bésico que
tem exatamente uma variavel de cada par complementar (zj,ij é chamado vetor
complementar bdsico, associado a uma base complementar. Se o vetor satisfizer
essa condigdo para n-1 varidveis apenas (e conseqiientemente devemos ter um par
complementar em que as duas varidveis que o compdem s3ic ndo-bisicas, e além
disso, z0 deve ser basica)l, & chamado velor gquase-complementar bdsico,
associado a uma base guase-complementar.

O passo fundamental de cada iteracdo € o pivoteamento da base. Para isso,
sdo escolhidas uma varidvel béasica, que saira da base, e uma variadvel
nio-bésica que entrara na base. Isso determina também o elemento pivo, com o
qual é feita a atualizagiio do tabld, Para solu¢do do sistema correspondente a
essa nova base, consideramos zero as varidveis ndo-basicas e resolvemos o
sistema. Se o©s valores das varidveis bdésicas da solugdo obtida sdo
nio-negativos, a base é chamada factivel. O algoritmo trabalha somente com
bases factiveis complementares ou quase-complementares.

Para inicializar o algoritmo, consideremos que se q = 0, entdo temos a
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solucdo trivial { w;z ) = { q;0 ) e terminamos o algoritmo. Senfo, temos na
matriz I uma base complementar n8o-factivel, e entraremos com a coluna
associada & variavel artificial 20 para substituir uma coluna que devera sair,
obtendo uma base quase-complementar factivel. Para isso, identificamos a linha
r tal que br = minimo {q,-. 1 =1 = n} e usamos como pive o r-ésimo elemento do
vetor coluna associado a z. Apbés o pivoteamento, teremos uma base associada
ao vetor basico quase complementar (w,,...w

Z W
1 r-1 0 r+l
-1 e o vetor gq inicial negativo, o vetor q atualizado (sclugdo) serd

,...wn}. Como o pivé €&

nio-negativo e temos uma base quase complementar factivel.

Na segunda iteragdo, como também nas seguintes, existe uma maneira tnica
de continuar com o algoritmo, através da regra do pivé complementar, que
consiste em escother o complemento da varidvel que saju na iteragdoc anterior
para ser a préxima variavel a entrar na base. Isso ird garantir também a
complementaridade da nova base.

A varidvel que deve sair serd determinada através do teste da razdo
minima. Seja a um elemento da coluna s do tablé que deveri entrar na base e
q, um elemento do vetor ¢ atualizado, i = 1,...,n. Determinamos a linha r tal
que qr/ars = minimo {ql/ais-. 1=i=n} e a r-ésima variavel deveri sair da
base. Isso garante que a nova base gera vidvel. O pivé serd o elemento a .

Existem exatamente duas maneiras possiveis para términe do algoritmo. Uma
possibilidade é obtermos uma base complementar factivel quando a variavel z, €
escolhida pelo teste da razdo minima para sair da base. A solugio do tabld
para essa base final corresponde & scolugdo do problema de complementaridade.
Outra possibilidade acontece gquande a coluna do pivé se torna ndo-positiva e
nesse caso ¢ algoritmo termina em raia. Quando isso acontece, ¢ algoritmo é
incapaz de encontrar uma solucdo. E possivel que o problema tenha solugdo, mas
se tiver, o algoritmo n8o consegue encontrd-la. Entretanto, se a matriz M
satifizer algumas condig¢Ges, pode-se provar que © termino em raia sO ocorre

gquando o problema ndo tem solugdo.
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APENDICE B - CALCULO DAS DEMANDAS CONDICIONAIS

Pelo lema de Shephard, as demandas derivadas (ou condicionais)13 Qe 9,

qp, € qE podem ser calculadas diferenciando~-se a fungio custo associada ao

nivel de produgio qQ em relacio aos proéprios precos. Se a funglo custo é dada
= 3

por cQ poqo, entdao para q, temos

dec

- Q
q.= %, (B.1}
De (.1} e (.2) e pela regra da cadeia, temos
dp_ &p
Q P
q= q (B.2}
K Bpp apK Q

De ¢ = temos =c /q, €
. Q quQ pQ Q qQ
ap 1 dc
Q Q

= (B.3)
8, 4, 9P,
Contudo, pelo mesmo lema,
ap q
ap° = TP (B.4)
P g
De (.1) obtemos a derivada de p, com relagdo a p, :
Py, Ppy9e
ap = [ocK—p—] {B.5)
K K
Substituindo (B.3} e (B.5) em (B.2), temos
- Ppy%e
q.= [ax—a] q, | (B.6)

O resultado de (B.6) pode ser estendido para todos os bens da estrutura

de produgao:

= |« r)% (B.7)
qQ L P 9 '
PAT
_ Q) o
qP— [aP-—pP] qo (B.8)
PG
- 9} @
Q= [“E pE} % (B.9)

13Por simplicidade de notagfio, os argumentos das fungdes serdo omitidos.
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