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Resumo

Neste trabalho estudamos equagdes que regem escoamentos em meios porosos
nao consolidados sujeitos a um campo de forcas externas.

Numa primeira parte, com a porosidade do sistema conhecida, utilizando
método de Galerkin em espacos de Sobolev, obtemos resultados de existéncia, unici-
dade e regularidade de solu¢des semelhantes aos existentes para as equagbes cldssicas
de Navier-Stokes.

Na segunda parte, onde a porosidade é apresentada como fungio da pressdo
{0 que é mais consistente fisicamente), utilizando argumentos de ponto fixo de Schauder
em Espacos de Holder, obtemos existéncia de solugtes. E utilizando argumentos de
ponto fixo de Banach obtemos existéncia e unicidade de solugdes também em Espacos
de Holder.



Introducao

Neste trabalho, mostraremos resultados de existéncia e unicidade de solucao
para um sistema de equacdes diferenciais parciais deduzido em Prieus Du Plessis e
Masliyah [7] € que modela o fluxo de um fluido viscoso e incompressivel num meio
poroso do tipo granular (ndo consolidado).

A importancia pratica do estudo destas equagses pode ser apreciada lembrando-
se de que depositos de petréleo podem eventualmente se encontrar em regides com um
material poroso do tipo granular (ndo consolidado)} e de que virios filtros utilizados
em laboratérios e processos industriais sio baseados em materias porosos deste tipo.

As equagoes a serem estudadas neste trabalho sdo as seguintes:

(
pus + pu -V (E) —uAu+nVp+ pF(n)u=png em @Qr,
div v =

wu=0 emr (0.1)
u{z,0) = us(z} , Yz €11,

; w(z,t)=0, Vte (0,T) ,Vz € .

Aqui, s3o utilizadas as seguintes notagdes:

e Qr = 2 x(0,7T), onde Q C R? comd = 2 ou 3, é um domfinio limitado;
() representa a regido granular onde fisicamente se da o escoamento do fluido.

Denota-se 01 a fronteira de {.
e u(xz,t) € IR® denota a velocidade do fluido em um ponto z € O, ¢ € [0, T].

e p(=,1) € a pressao hidrostatica no ponto z e instante ¢. Por razées de unicidade,
suporemos que em cada instante de tempo a pressao tem média integral nula,

isto & /Qp(x,t]d:e: —0,Vt € [0,7]



¢ 1 > 0 é uma constante correspondendo & viscosidade do fluido.

e p > 0 é a densidade do fluido, a qual, sem perda de generalidade no caso de

fluidos homogéneos, ao longo de todo este trabalho vamos supor constante e

igual a um.

e n(z.t) € R* é a porosidade do meio poroso granular, isto é, em termos in-
tuitivos é o volume de espago vazio dividido pelo volume total de uma porc¢io de
) na vizinhanca de z. A porosidade assume valores entre zero e um, podendo ter
valores distintos em diferentes pontos do espago e instantes do tempo. Quando
a porosidade se torna nula, o meio material é puramente sélido e pode assim ser
excluido da regido de escoamento; quando a porosidade é igual a um em uma
certa subregido de (1, é porque de fato nesta regido nio ha material poroso e
sim uma cavidade que permite livre circulagdo do fluido. Portanto, podemos

sempre supor 0 < n(z,t} < 1.

e [ representa uma forca de atrito, decorrente da presenca do meio poroso gra-
nular. Suporemos que F' satisfaz Iin} Fz) =0e lina F(z) = ocoj0 que é

consistente fisicamente.

¢ g(2,t) é um campo de forgas externas, o qual é suposto conhecido.

Nas equagdes acima, em coordenadas cartesianas, temos

d ,
Avw=(Auy, .. Aug) e (u-Vu), = Zw% (0.2)
bt

j:l

O sistema acima é deduzido das equagoes classicas de Navier-Stokes, fazendo-
se médias integrais em volumes pequencs. Portanto, as varidveis u e p sdo médias
macroscopicas da velocidade e pressdo reais das particulas do fluido. Para maiores
detalhes, veja referéncia Prieus Du Plessis e Masliyah [7].

QQueremos ressaltar que estas equagoes sdo diferentes daquelas que mode-

lam escoamentos em meios porosos consolidados, equagoes estas que sao usualmente
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conhecidas como as equagbes dos meios porosos {“porous media equation”). Estas
ultimas estdo associadas a meios porosos consolidados, nos quais a velocidade e a
pressao sdo acopladas por uma relagio chamada Lei de Darcy (ou suas variantes).

Neste trabalho, estaremos interessados em discutir a existéncia, a unici-
dade, bem como a regularidade de solucdes do sistema (0.1) em duas situagdes: uma
primeira, mais simples, na qual a porosidade do meio granular € conhecida a priori;
uma segunda, mais dificil matematicamente, na qual a porosidade depende da pressao
no meio material. Para isto, organizaremos o trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos resultados conhecidos que serio utilizados pos-
teriormente; recordamos resultados sobre espagos de Sobolev, espacos de Holder, bem
como algum resultados gerais sobre espagos funcionais. Recordamos também alguns
conceltos e espagos especificos ao estudos de escoamentos incompressiveis.

No Capitulo 2 estudaremos o sistema (0.1) quando a porosidade é um fungéo
conhecida da posicio e do tempo. Utilizando o método de aproximagio de Galerkin
em um contexto de espagos de Sobolev, obteremos resultados de existéncia de solugées
fracas (globais) em dimensao espacial 2 ou 3, bem como a unicidade para tais solugdes
no caso de dimensio espacial 2; também teremos um resultado de existéncia de
solugdes em um sentido forte, locais no tempo, e um resultado de exiténcia de solugoes
globais fortes sob condi¢oes de pequenez dos dados miciails e forgas externas.

Como se observa, fomos capazes de obter essencialmente os mesmos resulta-
dos ja existentes para as equagdes classicas de Navier-Stokes em espacos de Sobolev.

No Capitulo 3 estudaremos o sistema (0.1) no caso em que a porosidade
depende da pressao no meio material. Neste capitulo, estd a parte mais interessante
do trabalho, pois o modelo fica mais acurado fisicamente, ji que com um aumento da
pressao em uma subregido relativamente as regides vizinhas, a porosidade nela tende
a aumentar. Do ponto de vista matematico, a equacdo fica bem mais complexa, com
ndo linearidades bem mais dificeis de serem tratadas. De fato, tivemos que utilizar

espagos de Holder porque até o presente momento as estimativas obtidas em espagos



de Sobolev ndo foram suficientes para poder controlar as fortes nio linearidades pro-
venientes do fato da porosidade ser uma funcio da pressdo; trabalhando nestes espagos
e utilizando argumentos do tipo ponto fixe, obtivemos um resultado de existéncia
de solu¢do (utilizando argumentos envolvidos na demonstracido do Teorema de Ponto
Fixo de Schauder) e um outro resultado que, sob certas condigdes, fornece a existéncia
e a unicidade da solucdo (neste caso, utilizamos de argumentos envolvendo o Teorema
de Ponto Fixo de Banach).

Finalmente, queremos ressaltar que, como é usual em trabalhos envolvendo
estimativas em equagoes diferenciais parciais, também neste trabalho ¢ denotard
uma constante positiva genérica dependendo somente de £ e dos dados do problema.
Somente nos casos em que for necessario distinguir certas constantes ou tornar mais

claro a argumentacao é que utilizaremos outras letras para denotar constantes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fixaremos a notac¢do a ser utilizada e, por conveniéncia do
leitor, recordaremos alguns resultados que serdo empregados na analise das equagGes
(0.1) nos préximos capitulos.

Iniciamos recordando alguns fatos sobre fungdes com valores em espagos de
Banach. Sejam X um espago de Banach, —oco < @ < b < 400, el < p < +o0;

denotaremos por L*(a,b, X) a classe das funcdes p-integraveis no sentido de Bochner.
i/p

b
I?(a,b, X) com a norma ||f{|ze(asx) = (/ O torna-se um espago de Ba-
nach. Similarmente ao caso escalar, define-se também L*(a,b, X) e || f||po(ap,x)- Vale

entdo o seguinte resultado cuja prova pode ser encontrada em Temam [10], pagina

250:

Lema 1.1 Com a notagio acima, sendo X o dual de X sejam u e g duas fungdes

pertencentes a L' (a,b, X). Entdo, as trés condigbes sequintes sdo equivalentes:
(1) u €, quase sempre em ¢, igual a uma fungdo primitiva de g, isto ¢,
ult) = £ + /:g(s)ds e X,telab ¢s.
(ii) Para cada fungdo teste ¢ € C°(a,b), vale

b b
| e = - [ gtysitan

(iit) Para cadan € X', no sentido de distribuigdes escalares em (a,bd), temos

d

E (u?n) = (g,n) -

(@]



Se (1)-(ii1) sdo satisfeitas, u, em particular, € g.5. em t igual @ wma fun¢do continua

de [a,b] em X.

Observagdo 1.1 A notagdo ¢.s. significa quase sempre, isto €, a menos de um

conjunto de medida de Lebesque nula.

Tambem sera necessario utilizar o seguinte lema, cuja demonstragao também

pode ser encontrada em Temam [10], pagina 263:

Lema 1.2 Sejam X e Y dois espagos de Banach fais que X C Y, com uma imersdo
continua. Se uma fungdo ® pertence a L™ (0,T.X) e € fracamente continua com

valores em Y, entdo @ € fracamente continua com valores em X.

Para a obtencdo de estimativas, teremos também que utibizar o segunte

resultado de Temam [10], pigina 260:

Lema 1.3 Sejam V, H espacgos de Banach e V' o dual topolégico de V satisfazendo
V C HCV'. Seuma funciow € L?(0,T,V) e sua derivada v’ € L*(0,T,V’}, entdo
u € ¢.5. igual a uma fungdo continua de [0,T) em H e nos temos a seguinte igualdade,

que vale no sentido de distribuicées escalares em {0,T) :

d ,
= ully =2, Wy

A igualdade acima faz sentido posto que as fungéest — |lu (t)||% et — (' (1) ,u (EN vy

sdo ambas integrdveis em [0, T].

O seguinte resultado de compacidade é o bem conhecido Lema de Aubin-

Lions (referéncia Temam [10])

Lema 1.4 Sejam X,,X,X, irés espacos de Banach tais que Xo C X C X;, com
imersoes continuas, X; reflexive pare it = 0,1 e @ tmersdo Xy C X compacta. Sejam

T> 0 um nimero real firo, € og, a1 dois nitmeros reags tais que o; > 0, paraz =0, 1.



Entao o espago A = {ve L* (0, T, Xy),v' € L* (0,7, X,)}, equipado com a norma
lofl, = ”U”L‘J‘O[O,T,Xo) + ||Ur||qu(D,T,X1) a qual o torna um espaco de Banach, estd

imerso compactamente em L% (0, T, X).

As seguintes situagbes particulares das desigualdades do tipo Gagliardo-
Niremberg que nos serao fundamentais, sao dadas no lema abaixo cuja demonstracgio

pode ser encontrada em Temam [10] nas paginas 291 e 296.

Lema 1.5 Para  C R® aberto ndo vazio, vale:
. . i 1 1
(z) Se d =2 entdo ”U”L“{Q] < 2% ”U“Eg(n) HVU“EQ(Q) , Yo e HH{Q)
.. . 1 S 3
(11} Se d = 3 entdo I|‘U“L4(Q) < 22 ||v[fi2(ﬂ) “V’U“Ez(n) , Yve H ()
Passemos agora a recordar certos resultados que sio importantes na teo-
ria classica das equagbes de Navier-Stokes, e que também nos serdo fundamentais.

Inicialmente temos o seguinte resultado classico de de Rham:

Proposigao 1.1 Seja Q C IR® um gberto e f = {fy, fa,.... fa}, com f; € D'(Q),
t=1,...,d. Uma condic@o necessdria e suficiente para que f = Vp pare alguma p em
D'(Q), € que {f,v) =0, Yv € C(Q) com divv =0. Onde D' () € o conjunto das
distribui¢des definidas em S
Notagdo 1.1 L%(Q)/ R = {p e 12(): [ playiz = o}.
Além disso, vale o seguinte:
Proposigido 1.2 Seja @ C R® um aberto imitado com fronteira Lipschitz.
(i) Se uma distribui¢io p tem todas suas primeiras derivadas D'p em L* (1)
entdo p € L1 (Q) e vale:
llpl /R S ¢ “Vp“LQ(Q)
(i1) Se uma distribuicdo p tem todas suas primeiras derivadas D'p em H™1 (Q2)
entio p € L2(Q) e vale:
”P”Lz(n)/ﬂ <C “VP“H—l(Q)

Em ambos casos, se Q é um aberto qualquer, entdo p € L2 _(Q).
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Observagao 1.2 O ttem (1) da Proposi¢do (1.2} implica que o operador gradiente
€ um isomorfimo de L*(Q1)/ IR em (H™' ()", portanto, a imagem deste operador

linear € fechada.

Vamos também considerar os seguintes espacos funcionais:

V={ue (02 Q) dive =0}

V={ue (H} Q) divu=0}

H (LM 1 divu=0 e u-N|mzo}

H* = {ue (L*(Q)*: u=Vp, para algum p € H' ()}

Aqui, H+ denota o ortogonal de H no sentido de (L*(Q))% nas expressoes
acima, div u = 0 ¢ Vp sdo entendidas no sentido de distribuigoes; u - ﬁ,an denota o
trago normal de u sobre 9 (veja, por exemplo, Temam [10]).

Utilizando Teorema de representacio de Riesz, podemos identificar H e o
seu dual H’' obtendo as inclusoes (continuas e densas): V ¢ H = H' C V. Como
consequéncia, 0 produto escalar em H de f € H e u € V é o mesmo que o produto

escalar de f e u na dualidade entre V' e V:
(Fudy oy =(fiu) , VfeH, VueV

Denotaremos por P a projecio ortogonal de L?(Q) em H. Resultados im-
portantes sobre P , e que podem ser encontrados por exemplo em Rautmann [8§],

paginas 427 e 428, sao apresentados nos seguintes lemas:

Lema 1.6 O operador —PA : Vn HX(Q) — H define em V C H um operador

simétrico, definido positive, com inversa compacta (—PAY™" . H — H,

Lema 1.7 O operador —PA tem uma sequéncia (X;) de autovelores positivos
A; >0, M € Ay £ ..., X = o0, e as correspondentes aqutofuncgoes (e;) formam um

congunto ortonormal completo em H.



Lema 1.8 As funcoes (—%) formam um conjunto ortonormal completo em V.

Para cada f € V o sequéncia (P;f) converge para f em V.,

Um resultado importante, envolvendo a projecao P e o problema de Stokes

estacionario é o seguinte:

Proposigdo 1.3 Seja 0 C R? um aberto limitado com fronteira de classe C*, entdo

a tnica solugio v € V,g € L*(Q)/ IR do problema de Stokes estaciondrio:
—Av+Vg=yg, dive=0, ulya=0
para g € L*(Q), satisfaz:
ol g2y + N1l 3 @y < € lgllz2qa
Observacio 1.3 Denotando A = —PA, « proposigio acima implica que:

ol < € “5”

Q)
para v € V N H? desde que Av = Av + Vg deve valer para alguma funcédo
g e HI(Q)/ IR. Para maiores consideragoes veja Heywood e Rannacher [6].

Uma generalizacdo do resultado acima é o seguinte lema (veja pagina 646
de Heywood [4]):
Lema 1.9 Seja Q C R® um aberto com fronteire uniformemente de classe C3.
Suponhamos que v € V € uma solucdo generalizada do problema estaciondrio de

Stokes, isto €, v satisfuz / Vv - Vodz = / g ®dx para toda ® € V. Entdo v possui
S0 94

derivadas sequndas em L? () e as desigualdades:

(&) [| D%

py < € (IPllza@) + 1Vl zogay)

1 1
(1) ”VL‘”Lzm) <C (“Pgﬂiz(m va“E?(Q) + ||V’U“L2(Q))
valem com constante C' dependendo somente da regularidade C° de OQ (néo do

tamanho de 98 ou de Q).



Observagao 1.4 A afirmagdo da constante O do lema acima depender da regulari-
dade C>.de 30 provém do fato do lema valer em dominios ilimitados. Em dominios

limitados ndo temos tal condicdo.

No contexto de espagos L9, com 1 < ¢ < +00, é também interessante con-
siderar de forma anéloga ao feito anteriormente os seguintes espagos (veja Solonnikov
[9] ou von Wahl [11] para maiores detalhes):

7,(9) = {u € (L9 ()" u Nlag=0 e div u = o} ,

Gy (@) = {u e (L9()* 1 u = Vo).

Entdo, vale que L7 (02) = J, () & G, (), e isto define proje¢des continuas
Pj, e Pg, (com norma que depende apenas de Q e g).

Observamos que J; () = H e G, (1) = H*. Além disso, uma caracterizacio
mais cuidadosa de P e P; implica que, para f € (L? (Q])d N (L7 ()%, temos
P(f) = Puy(f).

Isto induz a projecdo continua LP(0, T, (L?(2))?) sobre L?(0, T, J,(2)}, definida
de modo candnico por Pre(u){z,t) = Pse(u(.,t))(z), cuja norma depende apenas de
Reg.

Resultados andlogos aos descritos valem também para os espagos de Sobolev
W™1(Q) (para maiores detalhes, consulte von Wahl [11]).

Com respeito a nao linearidade correspondente ao termo de convecgdo, valem

os seguintes resultados(Temam [10], paginas 281 e 292, respectivamente):
Lema 1.10 Sed <4 ew € L*(0,7,V), entio a fungdo Bu definida por
{Bu(t),v) = blu(t),u(t),v) = (u-V(u),v},YoeV, t€[0,T)] qg.s.

pertence o L (0,T,V").
Em dimensio dois, se u € L? (0, T, V)N L (0,T, H) entdo Bu € L*{0,T,V") ¢ vale:

[[Bullzz07vn < 27 el oo ) ”uJJLl’(D,T,V)
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Lema 1.11 Seja @ C R? aberto ndo vazio, entdo para Vu,v,w € H! (Q) temos:
(z) (v-V(v),v}=0
(¢2) Se d = 2 entio vale:
- ¥ () 0l gz < 22 Nl oy [Vl 19012 ) N0l gy [P0
(73) Se d = 3 entdo vale:
(- V7 (0) w0}l g2 gy < 2 lulliagay [Vl gy 1902y ool gy 20l e
Também serd necessirio trabalhar com os chamados espacos de Holder,
definidos como se segue: sejam ) C IR® um aberto nfo vazio, A € R, com 0 < A < 1,
emé€ {0,1,2,..}.
Definimos:
H™ Q) = {u =R, uel™ (Q) tal que [|uflymer gy < oo},

onde

lellymire = 3 sugypaﬁ(xn-+ 3 (sup LDﬂu(w)—zDau(yN) (1.1)

lafgm @ =y |z —y[*

|ee|=m

Os espagos acima sdo bem conhecidos, e uma referéncia é, por exemplo,
Adams [1]

Os espagos abaixo sdo, num certo sentido, generalizacoes nas variavels espa-
clais e temporais dos espacos de Holder definidos acima:

Sejam 0 < A <leme {0,1,2,...}. Definimos:

i (o) = H X0 — Risisave (i) € O (@) ¥t € [0,7] e
T) = = ’
u(z,.) € C™[0,T], ¥z €0, e [[ullzamirgy <

onde

m
“u||-,.f2m+A(QT) = Z sup | D (z, )] + Z sup 'Dfu (:s,t)f

la|<2m @T k=1 @r

+ Z (sup [Dgu(z,t) — Diu (y,t)]+ sup |[D3u(z,t) — Diu (£,s)[)

A A
lad=2m \ Tt [z =yl =8 It — |7

4 anp 2R = DPU( 0] 1D (5,0 = DFu(z,)
z it |z — y| Tt [t — ]2
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14 u ) x[0,T] — IR tais que u(.,#) € CHQ),Vt € [0,T]
H (QT) - - ¥
e u(z,.) € C°0,T],Vz €0 , e HU‘HHH'\(QT) < 00

onde

[D;‘u (x?t) — Du (yvt)|

“ul|’,‘~{1+'\[QT) = Z sup [D3u (z,t)| + Z sup

lal<1 9T la=1 %%t |z -yl

|Dgu(z,t) — D3u(z,s)|

Com a intencao de simplificar a notac¢io, uma vez que estard claro do con-
texto se estaremos com uma funcdo que depende apenas das varidvels espaciais (z)

ou também do tempo (#), denotaremos:

”“”Hmﬂ(n) = ”““m.;-,\
(1.2)

||“”H2m+A(QT} = ||u”2m+A

||“||H1+A(QT) = ”““1+A

Temos os seguintes resultados de imersdo para fungées em espacos de Holder:

Teorema 1.1 Sejam m um inteiro ndo negativo e § um aberto limitado de IR,

de N =1{1,2,3,.}, T >0e0 < v < X < 1. Entdo as sequintes imersées sdo

continuas e compactas.

(i) H(0) < ¢ (D)

(it) H™H (Q) — H™H (Q)

(iii) 2" (Qr) — C*™ (Qr)
(iv) H¥™ 2 (Qr) — M+ (Qr)

(v) H1+A (Qr) — (10 (@)



As demonstracées de (i) e (ii) acima podem ser encontradas em Adams [1];
as demontragoes de (iii), (iv) e (v) sdo obtidas de modo semelhante, com o uso do
Teorema de Arzela-Ascoli.

A notagdo C'™" () significa fungdes que sdo C™ na varidvel espacial e C™
na variavel temporal; aqui m e n sdo inteiros ndo negativos.

Outra importante propriedade destes espacos é:
llw-vllpn < COY fiullypn [0l jpas Y0 € Q) (o0 W (Qr)), (1.3)

onde, no caso de fungdes definidas sobre {2, temos 7 € IV |, e no caso de funcgbes
definidas sobre @7, temos j =1 ou j =2m,comm & IV .
Para fung¢bes com valores vetoriais, sendo u = {ug, ug, ..., 4q), dizemos que

u ¢ uma fungio de um espago de Holder de ordem 7 4+ A, com j como antes, se

. . d
u € (M ()¢ (ou (1 (Qr) )
d
Tomaremos entdo como norma ”U‘“H-A = Z ||uk||j+A, o que garante, obviamente,

propriedades equivalentes as anteriormente ’&Telscritas.

No contexto de espagos de Holder, podemos introduzir os subespacos

JHA () = {u € (H™ ()4 u Nlog=0e divu = 0} .,

G™H () = {u € (H™ () u = Vi

Similarmente ao que é valido no contexto de espagos L?, temos
H™ () = S ()P G™H (1), o que define projecdes continuas Py e P sobre
J™tA e GM*A | respectivamente. As normas destas projecdes dependem apenas de {
e A. Como antes, uma caracterizacdo mais cuidadosa destas projegdes, no caso de
haver suficiente regularidade de 91} (é suficiente aquela que garante a correspondente
regularidade elitica para operadores de segunda ordem em espacos de Holder), temos
que P;(f) = P(f), para f € (H™ () 1 (L2(O)% = (K™ (), j4 que O é
limitado, e assim podemos simplificar a notagao usando apenas P.

Esta projecio induz uma projecio candnica sobre (H*+*(Qr))?, com j como

acima, a2inda denotada por P e definida para cada u € {H**(Q7))? da forma
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P(u)(z,t) = (Pu(.,t)){z). Com esta definicdo, P comuta com o operador % e tem-se,
entdo, que P((H'*(Qr))¢) C (H/** (Qr))? e, em particular, P(u)(.,1) € J'* ()

para cada ¢ fixo . Além disso,

1P (Wl S C llullyps Yu € Q1)) (1.4)

onde a constante C' = (£, j, A), mas ela ndo depende de T. Mais detalhes podem

ser encontrados em von Wahl {11] e Solonnikov [9].

O seguinte teorema, devido a Solonnikov, sera muito importante para os

argumentos a serem utilizados no Capitulo 3:

Teorema 1.2 (Solonnikov) Suponhamos que Q C IR? ¢ um dominio limitado com
O de classe H*** (isto €, OQ pode ser localmente mapeada por uma aplicacio de
classe H*) ¢ que sejam dadas v, € (H2(Q))? e f € (H* (Qr))? satisfazendo as
segquintes condicies: P (f) € (HM (Qr))%; divv, =0; v, |sp=0 ¢

P(f(2,0) + pAv. (2)) =0, Yz €0 (1.5)

Entdo o problema:

(pvf—,uAv—!—Vp:f em Qr,

dive =10 em @, (L6)
v(z,0) = v, (z) Vo e (2,
| v(z,t)=0 Vte (0,T), Vze o

Tem uma nica solugdo (v, p) onde v € ('Hz"”\ (QT])d e Vp € ('Hl (QT))OE e vale:
(ol + 19005 < € (7T + IP O+ o) + Camas oo, (17
Além disso, as constantes C; e Cy ndo dependem de T'.

Observacgio 1.5 A hipdtese (1.5) € uma condigio de consisténcia.
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Observagao 1.6 O resultado em Solonnikov [9] € um pouco mais geral do que o

enunciado acime: De fato, a equacdo considerade em Solonnikov [9] é:

3 )
ooy — pAv + alz, v+ S ay (2,8) = + Vp = f(,1),
=1 8$k

onde a e a; sdo certas matrizes. Neste trabalho temos a = a; = 0.
Observagao 1.7 Fazendo uso do Teorema do grdfico fechado, temos:

5(3113 lv(z, )| < ClIflly

A demosntracéo € a seguinte: Seja .S ¢ operador p% — #A + V definido no

conjunto X C H2 (Q7) x H™**(Qr) e com valores em Y C H* (Qr) onde:
Y ={f e H*(Qr) : vale (1.5)}

X é constituido pelas solugbes do sistema {1.6) com f € Y.

Segundo o Teorema 1.2, S € injetor e sobrejetor. Também temos que S é fechado,
pois:
Sejam (vn,pn) — (v,p) quando n — oo em X e f, = S (vp, pu) — f quando n — o

em Y. Temos que:

i) (v,p) € H¥ (Qr) x H'** (Q7) pois é um espago de Banach e a condigio
{1.5} é satisleita no limite.
i} f = .5 (v, p) pois:
15 (v, p) = fliy =115 (v,p) = S{vn,pa} + S (va,pa) — fliy
SIS (ns pr) = S (v, p)lly + (S (vns 2n) — fliy
A segunda parcela converge para 0 por hipdtese, quanto a primeira observemos que:

(15 (Vs pn) = S (v, p)]ly = “%ﬂ — uA (v, =) + V (v, — v}

Y

p0 (v, —v)

<[22I s ol + 9 (=l

Y
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E as trés parcelas convergem a 0, por hipétese. S possul uma inversa que também
é fechada, pelo Teorema do grifico fechado temos que S~! é continua. Portanto se
S(v,p) = f entdo:

iw.2)llx = |$7 A, < [S7HIA1

Portanto:

max [v(z,8)] < [oflo4y < [I(0:P)x < C[flly

Observagao 1.8 Com q hipstese de que a pressdo tem média zero, isto €,
-/Qp(ﬂf,f)dm = 0,Vt € [0,T] obtemos (fazendo uso do Teorema do wvalor médio do
cdlculo) que sup |p(z,t)| <sup [Vp(z,t)| neste sentido pe H'** (Q7) .

QT dr

A idéia da demonstracio é a seguinte: para cada instante de tempo  temos
que existe zz tal que p(zz,?} = 0. Por outro lado, Como Q! é um dominio com
fronteira regular (’HQHJ, ele tem a propriedade da poligonal e, asssim, podemos usar
0 Teorema do Valor Médio em cada segmento da poligonal que une um ponto € {2

arbitrario até zjy, obtendo:
sup [p(z, )| < C(Q) sup [Vplz, )|
Qr Qr

onde C () depende somente de . O

Fazendo uso das observagdes acima e (1.4) podemos reescrever (1.7) na
seguinte forma:
[ollair + lpllr < € (171 + eollzs) (1.8)
Aqui C nao depende de T.
Finalmente, recordamos o seguinte lema de Gronwall bem conhecido em

equacdes diferenciais ordinarias, por exemplo veja em Hale [3] na pagina 36.

Lema 1.12 (Gronwall) Seja f(t) wma funcio absolutamente continua, ndo nega-

twa em [0, T],que satisfaz, pare quase todo t, a sequinte desigualdade
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diferencial f'(t) < ¢(2)f(¢) + P(t),onde $(t) € H(t) sdo funcdes integrdveis, ndo

negativas em [0, 7). Entdo:
f{t) <exp ([: ¢(3)d-5) [f(U) + fotw(s)ds] pare todo 0 < < T

Uma generalizacio do resultado acima é o seguinte lema, que pode ser en-

contrado em Heywood [4] na pagina 656:

Lema 1.13 Sejam ® (t), ¥ (t), f(¢) e h(t) fungdes suaves ndo negativas, definidas
para todo t > 0. Suponhamos que ®(0) = &, e &' () + V() < g(D() + (1),
para t > 0, onde g € uma funcdo Lipschilz, continue e ndo negative definida para
® > 0. Entio vale ®(¢) < F(t,®,), parat € [0,T(®,)], onde F(-,0,) € a solugdo
do problema de valor inicial F' () = g(F{#)) + f(¢}, F(0) = ®,, ¢ [0,T(®,)] ¢
o intervelo no qual F pode ser definida. Também, se g ¢ ndo decrescente, entdo

/Ot blo)do < F(t,8,), onde F(t,8,) = &, + ]Ot g (F(0,8.)) + f (¢)] do.

Finalmente, como ¢ usual neste contexto de equagses associadas as equagdes
de Navier-Stokes, para simplificar a notagdo nao distinguiremos notacionalmente
fungoes escalares de funcdes a valores vetoriais a menos que o contexto assim o exija

para evitar confusdo; em geral a situacdo estara clara no contexto.
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Capitulo 2

Resultados quando a porosidade é

conhecida

Para fazer uma formulacio fraca de (0.1) vamos, como nas equagdes de
Navier-Stokes, eliminar a pressio, para tanto fazemeos o produto interno em L? (1)

da equacio (dividida por n) por uma funcao de V e observando que:

d ( u) _u o un
dt\n/ n n?
nos podemos reescrever (0.1) na seguinte forma:

Para g,n e u, dados, com g € L*(0,T, V') e u, € H devemos encontrar u

satisfazendo u € L2 (0,T,V) e:
( d [fu n’ u u 1
7o)+ (—) Ev(Z) ) e (v (;)e)

b e (V(u),V(’u) l) + 4 (F(n)u,v) ={g,v) Yo € VemD (0,7) (2.1)

7 n

| u(0)=u, € H

2.1 Existéncia de solugoes

O seguinte teorema é o resultado de existéncia de solugdo basico que obte-
mos, no sentido de que as hipoteses sio as minimas para obtermos uma solugao em

LX(0,T, V)N L=(0,T, H).
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Teorema 2.1 (existéncia) Seja Q@ ¢ R*d = 2,3 um aberto limitado com fronteira
Ch w, € H, g e L*(0,T,V"). Sejan : Qr = @ x (0,T) - R uma fungdo

satisfazendo:
0 <n, <n(z,t) <l Y(z,t) €Qr

n' € 12 (0,7, L} ()
n' € L'(0,T, L (1))
Vn € L2(0,T, L () N L* (0, T, L° (2))

Ou entdo as duas ltimas condi¢ées podem ser substituidas por:

n' € L™ ([}, T, I3 (Q)) com norma pequenda.
Vn € L®(0,T,L°(Q)) com norma pequena.

Seja F 1 (0,1} — IR uma fungao satisfazendo:
0< Fn(z,t)) < F, <oo Y(z,t) € Qr
Entio existe ao menos uma fungdo u € L* (0,7, VYN L> (0,T, H) satisfazendo (2.1).

Observacgao 2.1 Em dimensdo dois, as condigbes em n’ e Vn podem ser substituidas

por:
n'e L0, T, L (Q)) pure algum p > 1.

n' € LY (0, T, L™ (2))
Vne L2(0,T,L°(0)) n L®(0,T,L? () para algum p > 2

Ou entdo as duas ultimas podem ser substituidas por:

n' € L= (0,7,L7 (1)) para slgum p > 1, com norma pequena.
Vn € L®(0,T, L (Q)) para aelgum p > 2, com norma pequena.

Observacgao 2.2 A condi¢cion’ € L? (0, T L3 (Q)) garante que a formulacdo varia-
ctonal (2.1) faz sentido, isto ¢, que a sequnda parcela € finita. Aqui, ne verdade,
bastarian’ € L} _ (0? T L3 (Q)) . Esta condigdo também garante que u(t) — u, em V'

quando t — 0.
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Observacao 2.3 A pequenez dos dados acimae depende somente de n, e g e serd

precisada no decorrer da demonstracdo.

Prova do Teorema 2.1: Vamos, antes de tudo, precisar o sentido em que o dado
inicial % (0} é assumido:

A formulagdo variacional (2.1) € equivalente a:

dt \n n

onde

(Au;v) = (:—;u,v) + (V(u],v (;11-) v) + (V (u),V(v) %) + (Fin)u,v)
&) =G )

Isto é:
d fu u
F(o)=g-au-5()

Por hipdtese temos que g € L2 (0,7, V'), nao ¢ dificil de mostrar que

Ay € L1(0,7,V'): aqui nos usamos a hipotese n’ € L? (O,T,L% (Q)) na primeira

parcela de A com — + ~ + = = 1, da seguinte forma:
r

P 4
T
/ sup
0 ||Valf<1

n
e
3

1 1 1 . ~ . . -
com — + — + — =1, como ¢ € r podem ser no maximo 6, entdo p é, no minimo 2 e
r

dt.

T
dt < C/ sup ||n’ u |7
0 reder { 2oy 1l ey ol zr i)

assim Imajoramos a exXpressao acima por:

L
2

/T ' velliwode < { [ 1as ) { [ 1
[ sup g IVel Vsl at < { [ lInls @) ([ IVulat) <o

(IVl[<1
Em dimensio 2, ¢ e r podem ser qualquer niimere finito maior que 2, assim p pode
ser qualquer nmimero maior que um. Isto justifica a condi¢iio para »’ na Observacio

2.1.



E segundo o Lema 1.10 temos que B ( ) c L' (0, T,V"). Assim, utilizando

o Lema 1.1, obtemos que % (%) e L' 0,7,V e ;l- € C(0,7T,V"). Desta forma,
1 (0) faz sentido.

Seja agora (v;);.,y C V a base espectral, isto é, a base constituida pelos
autovetores do operador —PA. (Veja lema, 1.8).
Definimos o seguinte subespago m-dimensional V., = [v1, 02, ..., Un] -

Seja uy, {z,1) chm

A formulagao fraca (2.1) em cada V,, fica:
d ! 1
[ ' (Pﬂavi) + E—umsvi + (Eﬂ_l -V (Eﬂ) ?vi) + L (v (umj 1V (_) Ui)
dt \ n n? n n n :

§ b (V) ¥ ) 1) (F ”m) —(g,0) Vi € Vi em D' (0,)

22

Um(0) = tom € H
(2.2)

Onde v, ., converge para u, em H.
Utilizando (¢} do Lema 1.11 e passando a derivada em ¢ na primeira parcela
para dentro do produto interno em L% () e entdo multiplicando a equagao por ¢;,, (%)

e fazendo a soma sobre ¢ obtemos:

+2 (nt Um,um) + 2u (V (tpm), V (%) um)

Fir)

d

7_”1

V (1) |
T +

=2(g, tm)

U,

-

Isto é:

d
dt |/n

-2 (%um, um) — 2 (v (), V (%) um)
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Com o objetivo de usar a desigualdade de Gronwall (Lema 1.12) podemos

majorar as duas ultimas parcelas da Inequacgao acima de duas formas diferentes:

nf

Majoracbes para ;2-'”"'”’ Uy
(I) Suponhamos que n’ € L1 (0, T, L*°()) , neste caso [n'(z, )| < |In' (-, )| oo

e temos:

2
U

(g—;um,um) < O ()] ooy Jn

(II) Suponhamos que n' € L= (0, T, Lg(Q)} , neste caso:

(24)

2 2

U

B V(um)
Jn

< C 'l T

Lo (D,T,L %(Q))

n" ) 9
S lUm, U, | S C “n!" o0 =
(n2 1= (o3 @) L5()

(2.5)
1
Majoragbes para (V (tm),V (—) um) :
n

(I) Suponhamos que Vn € L (0,T, L3(§1)), neste caso:

(V(um),v (1) um) . (V(um)}vn(;a)um) <a

V{um) :

NG

7

2 2

<a

Z

V(um) +C[Vn(i)lis e

Jn

10 "V’(n) E\/’—%

U

\/5

LE(Q)

2 2

V{tm)
+C ||V (n)'|,25°°{D,T,L3(Q)) (

o

(I} Suponhamos que Vr € L%(0,T, L*{Q)), neste caso:

YV (tm)
s u Vo

V{u,)
Jn

U

H

V (n)

(V(um), ; um) S CIVn(E)[ ooy

(2.7)

+ C IVn(t)[|7 (@)

2

V(uy)
n

U

\/;73

<a




Se usarmos as condigdes {2.5) e (2.6) a inequagao (2.3) fica:

d m 2 A\ U : F(n 2 2
il “ Gl | 2| <
Vi) V(tm) 2

*“C“T +C Ml it |
V(u,, 2 2 vum ’
ta \(/E) C”V(n)HLm(o,T,Lsmn f/g)

2
Lo (orm(n ) a~ClIV(n)llieorrsmy > 0

Desta forma, se K =2y —aC — C||n "H
obtemos:
Um \% (um)

ﬁz”"[ v

Descartando o terceiro termo e integrando obtemos:

V{tm, 2 9
Lﬁ—) e L* (0,7, L* (D)

2

d
+ 24

dt

F(n)

< Cllglly, (2.8)

U,

3‘} €17 (0,T,L% () «

Isto é:

wy € L2(0,T, V)N L= (0, T, H) (2.9)

uniformemente em um conjunto limitado.

De forma semelhante, se usarmos {2.4) e (2.7) em (2.3) obteremos:

d ju Fin ’ 2 Vitum 2
2l T Tao scngnwacl v
+0Hn(t)ll.goom) ”v(u”") + C[[Vn(1) || owge E_\/%

Escolhendo a tal que A = 24 — aC — ¢ > 0 nos obtemos:

JEm

2

d

dt

2
Um,

Jn < Clglly

i

Uom,

/n

+C (117 (Dl googy + VRO ooy
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Descartando o terceiro termo e usando a desigualdade de Gronwall também obtemos

(2.9).

Do obtido em (2.9), concluimos a existéncia de uma subsequéncia (por sim-

plicidade ainda denotada por u., ) que converge fraco em L?(0,T,V) e fraco * em

L {0,T,L*(Q)). Para passar o limite na forma trilinear precisamos, como em Navier-
Stokes cldssica, de uma convergéncia forte em L% (0,T, L?(£})). Isto é conseguido
utilizando-se o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4).
Para isto vamos mostrar que u/, € L3 (0, T, V') :

Passando a derivada temporal da primeira parcela de (2.2) para dentro do

produto interno em L% () podemos reescrever esta formulagio da seguinte forma:

<u+m; >:<9—Au—8(u—m);v> Yo eV,
n n

(5 ()i =G v () )

Isto é:

um:g—Aum—vB(uﬂ):TUm em V

T n
Para definirmos a equacao acima em V"' utilizamos a projecio P, : H! — V,, da

seguinte forma:

(%;v) = (T, P,v) Yve H{Q)

n

Observando que se v € H} (Q) entdao nv € H! () temos:
(u,,;v) = (u;m E) = (u—m;nv) = (T, P, (nv)) = (nP;T,v)
n n

Assim:
u =nkP, (g - Ay, - B (u_m)) em H ' ()

1

Acima utilizamos o fato de P,, ser auto-adjunta, pois a base é a espectral.
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S . .
Para mostrar que u}, € L3 (0,7,V’), vamos examinar as diversas parcelas

da equacgdo acimas:

Temos que nPng € L*(0,T,V') pois (nP,g,v} iy = {g, P (molv oy < Hlgllvs [P (no)ly,
< llglly [Ivlly- Aqui utilizamos o fato de que [|Prvlly, < [lofly -

Vamos mostrar que nP,, Au,, € L*(0,7,V"), pois:

Arun € L1(0,7,V") onde (A u,,v) = p,n(V(um),V<l) va), v €V,
n
pois:

T T
/ | Ayun, dt < / sup  |{Agtin, Prod | dt
0 0 |vsif<t

2

T 1
=/ sup /V(um)V(-) P vdz| dt
0 ||velig1 V€2 i
<ol Vi I V2305 |1 Prt | 2s i @
= sup ||V ||” | ”"La(n) I m’*‘-’”Lﬁ(n) t
o Iveli<1

Y
<C (/0' [Vl dt) “vn”Lm[o,T,LS(ﬂ)) < 00
1
Asti, € L2(0,T,V") onde {Azu,,,v) = un (V {tm), V (Ppv) ;) pois, obser-
vando que P,V (v) = V (P, v) temos:

T T 1
[ Mavnlfpde <€ [ sup |(V(un), PV () )

& [vvjia

< C/DT . (/ IV ) de) ([ V()2 de) di

= C/DT IV ()7 dt < 00

2

dt

Fin

Azt € L*(0,T,V') onde {Azuy,v) = gn ( )um,va) pols:



2

dt

(F(n) um,va)
0 ve|l<1 n

gc/o s (f IV ()P d:z:) (/ IV ()] d.r)

< C’/GT]]V(um)]]2dt < 00

/ | Asten, |5, dt < C sup

Assim Au,, € L*(0,T,V").
Vamos mostrar que B (u ) € L} (0,7,V"), pois:
n
u
— ¢ L™ L? — ¢ I? H! (0,7, L°(Q
e 12 (0,7,12(0) e e 1? (0,1, HY(2)) — L* (0.7, L°()
Interpolando, obtemos:
Em ¢ pre (0,7, L% (Q0)) com py e ¢ satisfazendo py = 2 eqgp=——=
n T 6 3 —26
Portanto —= € L (0,7, L% () ;¥8 € [0, 1]
n

Como V (3”—1) & L7 (0,7, 1% () entio 22V (i“'_m) € 17 (0,7, L (Q))
n n n

Onde o0yl 2 1. 3=26 1. _ 3
P 2T T T T2 T IT Y
Devemos ter >1=0<1
146

i
Para § = 2 temos que—n—V( ) €Lt (U T, Lf (Q))
= /ngdx estd bem
1

v)
definido pois como v € L® (Q) entao gv € L” onde L — —lﬂ 4=
r 6/5 6

Temos que g € L% () — V' pois para v € H! () {g,

Portanto =V (3’1—) e L5 (0,T,V).
n

el
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Assim:

”u;"Hw < llnglly, + lln Avnll . + l[nB (u?m)

V¥
4
£
V")

Utilizando o Lema de Aubin-Lions {Lema 1.4) obtemos uma subsequéncia

- N 4 u
portaato [u, |}, < Nl + w4 |5 (%)

Integrando de 0 a T obtemos que u,, € L¥(0,T, V.

de (u,,) , ainda denotada por (u,,), fortemente convergente em L% (0,7, L2 (Q)).

Para passar o limite em m na formulagao variacional, multiplicamos (2.2)

por uma funcao ¢ € C*(0,T) com ¢ (T') = 0 e integramos em t:

]:;( ) dt+/( um,vi)é(t)dt+[f(%-V(%),v,—)rﬁ(t)dt
i [T (V) ¥ (D)) 00+ [ (i), T (00 ) 6101

+#/0T (F n)um,vi)gﬁ(t)dt:/OTw’Ui)é(t)dt Vu; € V,,

Integrando o primeiro termo, obtemos:

[ (e stom) (B se) o (50 () 0
+,u]: (V(um),V(:—a)qﬁ(t)vi) dt~|—,u/0T (V(um),gé(t)v(w) %) dt

[ (Bvmetro) b [ (Eun st} it = [* e tman Vorev,

A passagem do limite nos termos lineares é facil e justificada pelas con-

vergéncias: Upme — 4, em L? (Q), wu,, — u fraco em L2(0,T,V) € u,, — u forte em

L2(0,7, L% (1)) . A convergéncia do termo nao linear ¢ justificada pelo seguinte lema:

Lema 2.1 Se u,, converge para u fraco em L? (0, T,V) e fortemente em L*{0,T, H)

entdo para qualguer funcdo vetorial v com componentes em C* (Q7) temos:
T ru,, U T tu u
LCEv()e)a-[Gvi) )
0 n n 0 \1 n
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Prova:

v ) mam- [ (Fvm )
== 2 [ ) o0 (),

i,j=1

Esta ultima parcela converge para:
T
2 LG e (3), s [ (5o (3) )
3332 " A\n/; 0 \n n

i5=1

Desta forma, passando o limite em m — oo obtemos:

[ (L) e (n“z;),qs(om) [ (Y ) a
+,u] ( ()qb()vz)dt—f-,u/ ( ,qs(t)vm-)%)dt
—I-/:(—u gb(t)v)dt—f— / ( D, b (8) 0 ) /:(g,gﬁ(t)vg)dt Vo; € Vi

Como (v;) é denso em V vemos que u satisfaz:

- [ (Eewv)a- (E%),é(ﬂ)v) F (5 (2) ewe)
+ﬂ/ ( (), v( )@(t) )dt-{-u/OT(V(u),cﬁ(t)V(v)%)dt
+/0T(%u,gﬁ(t)v)dt+ﬂ/ ( u, ¢ (t) )dt:/:(g,cﬁ(t)v)dt Yo eV

Em particular, com ¢ € C2°(0,T) vemos que u satisfaz (2.1) no sentido de

distribuicdes em t.
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Falta mostrar que u satisfaz u (0) = u,. Para isto multiplicamos (2.1) por

¢ € C(0,T) com ¢ (T) =0 e integramos em t obtendo:
oo () [ v (2 o0
wu [ (Vv (Hyswo)artn [ (Vw6070 L)

+/0T(gu,¢ )dt+ /( bt ) :/GT(g,QS(t)v)dt VveV

Comparando com a equacgdo acima, vernos que:

u(0) —u, . ) ;
(—_—n(ﬂ) we(0)) YeeV

Escolhemos ¢ com ¢(0) = 1 assim (%ﬁ,v) Yv € V e como V € denso em
H temos que u {0} = u,.

A pressao é recuperada de forma semelhante que para a equagdo de Navier-
Stokes cldssica (veja por exemplo Termnam [10]): |

Sejam:

U(t)zfaTnES;d G(@t) = /OTg(s)ds-, a(s):/:Au(s)ds; ﬁ(s):/:a(n(s)) ds

Se u é solucgao de:

() -omsms(2) o
entao U,G,a e B € C([0,T],V"). Integrando (2.10) em relagio a t, obtemos:
B u (1) Up
F()= G -al) -0 - 0+ L2 =0

Aplicando v € V temos:
(F(t),v)=0 YoV

Utilizamos agora as proposicoes 1.1 e 1.2 e obtemos que:

IP(t)e L*(Q); ¥t €[0,T] com VP (t) = F (1), isto é:

MO _ B o481+ VP() =Gy (2.1)
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Como o operador V é um isomorfismo de LE(Q)/ﬂ? em H™1(Q) (veja Observagio
1.2) entao: VP e C ([U,T] JH! (Q)) e portanto P € C ([0,7], L* ().

Isto nos permite diferenciar (2.11) no sentido de distribuicoes e obter:

d /u u ar
a(a)””‘?(;)*v?a;—g

opP
Escrevendo — = p obtemos:

ot
(_IQ__I_E.V(E)*#%{-V;H-#F(R)M:_Q
n n n n n

2.2 Unicidade de solugoes

O seguinte resultado nos dé existéncia e unicidade de solugdo fraca em di-

mensao dois:

Teorema 2.2 (Unicidade) Seje Q C R? um aberto limitado com fronteira
CYou, € H, g€ L2(0,T,V'). Sejan : Qr = 2 x (0,T) — IR uma fungdo

satisfazendo:

0 <n, <n(z,t) <1 Y(,t)€eQr

n' € L'(0,T,L= (1))

n' € L™ (0,7, L7 (Q)) para algum p > 1, com norma pequena.
Vn e L™ (0,T,L7 () pare algum p > 2, com norma peguena.

Seja F': (0,1) — IR uma funcdo satisfazendo:
0 < Fn(z,t)) <F, <oo V(z,t) € Q7

Entéo existe uma dnica funcdo u € L* (0, T,V)NL> (0,7, H) satisfazendo
(2.1).
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Observagao 2.4 4 pequenez dos dados acima depende somente de n,, e y e serd

precisada no decorrer da demonstracdo.

Observagao 2.5 Agui T pode ser oo, pois com as condigbes em n’ e Vn garantimos

a existéncia de uma solugio para qualguer 0 < T < oo (veja (2.8)).

Prova do Teorema 2.2: A existéncia de solugio em L? (0,7, V)N L> (0,T, H) estd
assegurada pelo Teorema 2.1 pois suas hipdteses sio satisfeitas (veja Observacao 2.1).
Vamos agora provar a unicidade.

A formulagdo variacional (2.1) é equivalente a:

d
——<E;v>:<g—Au—B(E);v> YoeV
dt \n n

Onde:
(Au;v) = (%u,v) ny (v (), V G;) 'u) ou (v (), V (v) ;11-) +u (F(n)u,v)

B = (w6 )

Isto é:
d /u u
L —) v
dt (n) v “ (n o

Em dimensdo 2 temos que B (E) € L*(0,T,V"}, como afirma o Lema 1.11.
n

E ficil ver que Au € L2(0,T, V"), assim Zf; (E) e L*(0,T,V"). Isto implica que
72
du

o 2 f -
pr € L*(0,T,V"). Pois:
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A primeira parcela do lado direito estd em L2 (0, T, V') por hipétese; quanto a segunda

temos:
T flun! || T un' 2 T 2 2
—— dt=/ sup (—,’U) dtg] sup lu n' v||%, 00 dt
L] =L e |5 [ s el 17y ol

1
Onde5+g+-:1,aquir,p<00porta,ntoq>l.
r

T
2 2 2
SL V| “nf“L‘?[ﬂ) dt < “u”f’,?(o,T,V) “nr”L“{D,T,Lq(Q)} <o

Sejam u, € u, duas solugdes e seja u = u; — 4y a diferenca.

d Uy Uy
i () =o—au-5(3)

7

d fuy Ug
a(5)=o-au-5(3)

n
Subtraindo a segunda equagio da primeira obtemos:

Temos que

£)emmn(2)-8()

n
Isto é: , ,
”——%+Au23(@)—3(“—1)
non n n
ant
u’:i-——nAu{—nB (%) —nB (—u—l)
n n

Aplicando u obtemos:

% Nul|® + 2n (Au;u) = 2n <B (1—2) ;U> —2n <B (E;—l) ;u> +2 (n!u;%ﬂ) (2.12)

]

Observe que na primeira parcela utilizamos Lema (1.3) da pagina 6.

Vamos agora majorar as diversas parcelas:

!

2n {Au;u) = 2n (%u,u) +2nu (V (u),V (1) u) +2npu
n n

(74

T
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As duas primeiras parcelas do lado direito de (2.12) sdo majoradas da seguinte forma:
(8(2) ) - (1)) (-5(2).0
n n n n
C
<Ol 1Vul [V unll < A IVl + < fulf? [V
A equacdo (2.12) fica:

g C
SaHVuW+-;HuWHVum2

L Pl + 20 ”3\%

2
i p> 2

Oy Ml + (0 CNTA w0250 “ 3

Isto é:
2

d V (u)
;{; ”u”2 + (2?’10 n— 2aC - C “anlimmmmm”) “ \/T_l

< C IVl + 19| eogy) ull? 5 com p > 2.

Seja a > 0 tal que 2n u — 2aC > 0 e se “vn”sz(O.T.LP(ﬂ]] , com p > 2, for suficiente-

mente pequena para que 2n,u — 2¢C — C ”vn”imm.?‘,m(m) > () entéo:
d :
SNl < (19l + [0 gy
Portanto:
d ¢ ,
=Aexo (¢ [ (IV0@? + 189 gmiey) ds ) O]} <0

Assim [[u(t)f” <0 ¥t €[0,T) o que implica que u; = uy g.5.emt € [0,77]. O
2.3 Regularidade

O seguinte teorema nos fornece condigbes para obtermos uma solugdo com
derivadas segundas em L%(f2}, mas em contrapartida, (como também ocorre nas

equagoes de Navier-Stokes) a existéncia da solucéo nio € global.
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Teorema 2.3 (Regularidade espacial) Sejae Q C R% d = 2,3 um aberto limitado
com fronteira de classe C3 u, e VN HE(Q), g € L? (0,T,L?(8)).
Sejan: Qr =0 x (0,T) = IR uma fungao satisfazendo:

0<n, <n(z,t)<1 VY(z,t) € Qr

n(z,t) = c+ §(z, ¢

n' € L™ (0, T, L3 (Q)) com norma pequend.
Vn € L*(0,T,L*(R})) com norma pequena

Seja F': (0,1) — R uma fungdo satisfazendo:
0 < Fin(z,t)) < F, < oo VY(z,t) € Qr

) :
Suponhamos que ¢ = ct s € L (Qr) com norma pequenc, entdo existe ao menos
c
uma fungio v € L*(0,T, V)N L= (0, T, H) satisfazendo (2.1) além disto,

ue L2(0,T,H*(Q) onde T = F(T,Q,u,).
Observacgao 2.6

1
c+ 6

=2(-e)

1
n

Observagao 2.7 Aqui T pode ser oo, pois com as condigdes em n’ e Vn garantimos

a existéncia de ume solucdo pare qualqguer 0 < T < oo (veja (2.8)).

Observagio 2.8 Agui u(t) — u,, em V, quando t — 0, pors u € L?(0,T,V) e
w € L (0,T,H)C L*(0,T,V"), e devido ao Lema 1.1 temos que v € C(0,T,V).

Observagao 2.9 A pequenez dos dados acima serd definida no decorrer da

demonstragdo e depende, como nos teoremas anteriores, de n, € p.

Observagao 2.10 4 existéncia de soluggo em L*(0,T,VYN L= (0, T, H) esta asse-

gurada pelo Teorema 2.1 pois suas hipdteses sdo satisfeitas.
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Prova do Teorema 2.3: A base de V considerada aqui {como nos teoremas de

existéncia e unicidade) é a espectral do operador —PA, isto é: {a;) onde { € IV e

satisfaz:
Aa; = —PAa; = \a; : a; € H? ()

Vm = [a"l.s aa, -, am}

wn(z,8) = i’jcz-.m(t)ai(z)

A formulagdo variacional (2.1) em cada V,, pode ser reescrita, neste caso, da
m D ’

seguinte forma:

( d (ﬂ_m ai) n (Eum,ai) n (&n_ v (Ef) 1a£) . (A (:,m)?a%_)

E n’ n? n

(2.13)

F
(n)um,ai) =(g9,a;) Va;€V,em D' (0,T)

n

<+p(

| Um(0) = up, € VN H2()

Passando a derivada em t para dentro do produto interno em L?(Q) na

primeira parcela obtemos:

(o) o (129 () 0) (Vv (%))

(2.14)

+u (Fin)um,a,-) = (g,a,)

Multiplicando esta formulagao variacional por A;¢; () e somando em ¢ obte-

mos:

(5 ) (59 (5] ) - (200 e
(2.15)
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Utilizando a observagédo 1.3 o primeiro termo pode ser reescrito da seguinte

forma:

(%}Aum) = (‘1&1’- A'U:m — qu) = (%7 Aum) - (‘uin-a VQm)
n n 1 n
u,, U,
= — (V (—;—) ,V'U,m) — (*R—,qu) (216)
n n n

Observacao 2.11 Observemos que:

d |V, ® d 1 |Vl Vi, - VU, 2 /1Y
Gl = a ) = [ [ [Vl () &

m 1y
-9 (V” Vi, ) + (Vum,Vum (q) )
n T
Utilizando a observagdo, acima no primeiro termo da ultima igualdade de
(2.16) obtemos:
ul, 1d [[Vu, 1 1y
(? A“m) = a7 E 3 (V“m*"“m (z) )

- (u:'nv (£> 3 Vum) - (%’L? Vfi’m)
n n

O terceiro termo de (2.15) pode ser reescrito da seguinte forma:

(A(um)’ﬁum) _ (&(um) +vqm’5um) :l

Au, |
vn

Fazendo estas substituicées na equagéo (2.15) acima obtemos:

Vm
+( q

n

Aum)
n n

1d || Vun|? 1 1y , 1 U o
o T i il . v = V _ m
5 & \/T_.’, + 5 (Gums ;Um (ﬂ)) (U’m (n) : um) ( " H Qm)
~ 2
Um, v U A Aum CQN '5
+(n (n)’ um)—ﬂ vl ( n um)
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Isto é:

A, 2
Vv

1d

2dt

Vi, 2
vn

-} (runen (D)) - (7 () o)
(an) (0 (5) d)oa(Bed) e
+i (Ff:l)um, ﬁum) — (g, Aum)

Multiplicando a formulagdo variacional (2.14) por ¢! ,,(¢) e somando em

t=1,...,m vem:

(5] () ) o5
n n n

+p (FE:E) Uy u:,n) = (gs.“;a)

Desenvolvendo o terceiro termo, obtemos:

!

(o) + (39 () ) (9o 32
+u (Vum, \v) (711-) u;n) + (F?(ln)um, m) (g,ul,)

Utilizando a Observacao 2.11 no terceiro termo da equagdo acima obtemos:
2 I
Urn Upy, pd I (1 )
Imo g fim £ — S vy, =
+(n (n)’“m)+2d| z(u’w’ n
1y
tu| Vi, V (;1-) um) + p

Isto é:

!
u‘m

Vuy, ?
vn

Tn
v RHAEOIRCR(CRY
—p (Vum, v (i) u;'n) — (Fl(n)um, u:n) + (g, ur,)

n

;2

U

ki

/n

2

i d
2 dt
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2

Somando-se as equagdes (2.17) e (2.18) obtemos:
Vum Au

e - 2 (s 1)
a7 (1)) - (o) (59 (%) )

~ F . -
i (_V_’qﬂa Aum) + o ( (n)umaAum) - (Q:Aum)
n n

r(l-f—,u) d
2/ dt

(2.19)

- (Eﬁ v (u—ﬁ) ,uf,n) — (Fin)“mau;) + (9, uy,)

n n

!

Vamos agora majorar os diferentes termos do lado direito da equagido acima:

O primeiro termo é majorado da seguinte forma:

(Vi Vin (1)) < €190l [Vl 7

it

[R W

1 1 1
Onde—+—+;:1 , aqui p = g = 6 portanto r =
p g

< C om0l 3.0y < O VBt 1l 1,30

O segundo termo é majorado da seguinte forma:

C (vum, v G) u‘:n) <CoUvn - Vu |t + a1
i
<C ”V””ia(m ”V“m“is(n) + a ffup, ||’
- 2
< CY\Vnifa gy |Aunl + allulf®

O terceiro termo ¢ majorado da seguinte forma:

ul 1,, € flell pos ,
(vvqm)ﬂ(u Var) + (St Vi) < 0+ =0 [V,

T ?

- 2
2 A,
41
vn

lelloar)
a

<C

NG
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O quarto termo é o mais trabalhoso e é majorado da seguinte forma:

(v () Aum) = (5502 )+ (9 () s )
n n 7 n n n

A primeira parcela é majorada (utilizando-se Lema 1.5) por:

bl 210 IV sy [ Bt < e lF 1Pl 70l oy B
. o 2 (2.20)
< OV |Run|" < = [Vun)|® + o[ Aun|

A segunda parcela .€ majorada por:

ety 77 - ey [Btem]| < C iy 1901 gy il gy Bt
11 1 . . , 6
Onde — +~-=1e -+ — = 1. Aqul r = 6 (maior valor possivel); portanto s = - e
ros P g 3
3¢ = 6 (maior valor); portanto ¢ = 5. Assim p = g e portanto sp = 5-
C ooy 1Vl 3 gy Tt sy Rt | < € 1Vl 3 g [V [ Brim|
(2.21)

SR

O quinto termo é majorado da seguinte formas:
~ 2
Au,,

Vn

Vom =~ 1 - £ ~
(_‘_; Aum) = - (quﬁ Aum) + (EVQ‘ms Aum) <0+ C HEHLW(QT]

n

O sexto termo € majorado da seguinte forma:

(£, B ) < €170l +

A majoragio do sétimo e do 1iltimo termo é semelhante:

Awu,,
vn

2

2

(9.8un) < Cllg]* +a

+
um

/n

(g:ur) < Cligl’ + a

39



A majoracao do oitavo termo é semelhante a do quarto:

(t_"“ﬁ v (u—”i) 7u‘;n) = (E”l Vum:u:n) + (Eﬁ -V (l) -u,m,u:n)
n n n n n n

A primeira parcela, com a e b positivos adequados € majorada por

[ P ey AT T Y A Y A R PR PP A
< CliPunlft [Run] il < S 190t | B

+ aflup, |

C ~ 2 o2
< Vel + b B + ol
A segunda parcela é majorada de modo semelhante ao feito em (2.21):

C!lumHLsm; 1971l flemllogey leml] < CNTRL 3 o V0 [

< — HVnH

L3 {2)
qumH +ajfu

o o

E finalmente, o nono termo é majorado da seguinte forma:

(Ei, ) < Ol + i

Substituindo os itens acima na equacao {2.19) obtemos:

< 2 2 ~ 2

(14 d [V | Au, U, , Ay,
e , Zmll <
7l IV e A B 1 B PN P v
Aum Au,, ul,
||Vn“m @\ +5a’ T ‘f’E”E“LW{QT) %
- Vu,, 2~ v [t . _;.n_ 2
+ \/,E + a “ n”Lz(Q) \/* j \/—
- 2 16 - 2
Aum 2 o Vum Aum
L—f—C”EHLm(QT) N +Olgl" + = 7 +b Tn
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Reagrupando os termos semelhantes obtemos:
2

[ 144 d || Vun | ¢ b
R R !
’ Au?n
) +( =50 = b~ el aan - 2 IVnls) ~ o “Lw(ovT'L%(m)) Vi
V’u.m Vu'm * C vum ° 2
< c C | Vim
<ol Sy, | Tl T

2

Assim, podemos escolher a e b tais que p ~5a —b > 0el—5a > 0ese el wig,y

”vn“LN(O‘T,La(Q)) € ”” “Lm(o,T,L%(m)

forem pequenos o suficiente para que as con-

stantes na segunda e terceira parcelas sejam positivas, poderemos utilizar o Lema

1.13 para concluir que:

2
Vi, (t)

)

<F() vte0,T] comT<T

< Ft

Vit € [U,T] comT <T

| A

n(t < F(t) Vite [O,TJ comT <T

Oude F(t) e F

Utilizando, agora, o Lema 1.9, na pagina 9, concluimos que:

(t) sao funcdes continuas.

Pt (1)) < O (| Bt (&) + 1V (1)]) V2 € [0, ]

Portanto, D%u,, € L* (0, T, L2 (Q)) )

D

Observagio 2.12 Se a dimensdo do espago ¢ dois, entdo a solugdo u (-,t) em H?(Q)

estd definida globalmente para todo t € [0,T]. A razdo estd na majoragdo (2.

pdgina 39:

20) da

a0y 70l g1y B < NiarlE 19t [Vt ot gy | Bt

< Nl (Vs [ Bt * < C it} 1Vl + @ | Bt
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t

a fungdo o (t) = / % ()| |Vt (8)1]? ds estd bem definida, pois u,, € L* (0, T, V)N
0

L= (0, T, H) e portanto poderemos usar o Lema de Gronwall na equagdo equivalente

(2.22).

2.4 Existéncia global de solugoes fortes

Vamos utilizar um raciocinio semelhante ao feito em Heywood e Rannacher
[6] nas paginas 284 a 286 para obtermos condicdes que garantam a existéncia de uma

solucdo forte (nos moldes da secgao anterior) em todo tempo.

Teorema 2.4 Seja O C R d = 2,3 um aberto limitado com fronteira de classe C3,
u, EVNH2(Q), g€ L*(0,T,L* (). Sejan: Qr =2 x(0,T) — R uma fungdo

satisfazendo:
0 <n, <nlz,t) <1 V{zt)€Qr

n(z,t) = ¢+ é(z, t}

n' € L (0, T L% (Q)) com nerma pequend.

Vn € L0, T, L (Q)) com norma peguena
Seja F: (0,1) — IR uma funcio satisfozendo:

0< Fin(z,1))<F, <00 VY(z,¢) €Qr

Entao eziste ao menos uma funcdo u € L2(0,T,VINL*®(0,T, H) satisfazendo (2.1)
)

€ se & = Py € L (Qr) com norma suficientemente pequena e se 3C > 0 tal que

sup [[Vu (-, {)|l 2y < C entdo u (1) € H?(Q) para quase todo t € [0,T] e vale:

0<ELT

i
e—cytl; erxo‘ “u(ﬂ')”;z{ﬂ} dO' < 00 . Vt e [U,T]
Onde o > 0.

Observagao 2.13 A existéncia de solucdo em L* (0,7, V)N L> (0,7, H) estd asse-

gurada pelo Teorema 2.1 pois suas hipdteses sio satisfetas.
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Observagio 2.14 AquiT pode ser oo, pois com as condi¢oes em n’ e Vn garantimos

a existéncia de uma solugdo para qualquer 0 < T < oo (veja (2.8)).

Observagao 2.15 A condigio sup ||Vu (‘,t)“Lg(n) < C pode ser garantida a priori,
0<i<T

desde que ““r)“iff(n} + ”g“im(O.T‘Lg(ﬂ}) seja suficientemente pequena.

A demonstracio é a seguinte:

A equacdo (2.22) pode ser escrita da seguinte forma:

2 2 2 4 10

Vi,

d |Vu,, ﬁum Uy Vi, 2
— | —— s — < - _— —_—

Aqui, na primeira parcela do lado direito, utilizamos a seguinte majoracdo para os

termos com a forca de atrito £

(F it ) <l ot

(Fin)um,ﬁum) < Cllumll? + a | K|

Utilizamos agora a desigualdade [|Vun,| < C ”2&%% ” na segunda parcela do

lado esquerdo da inequagéo acima e obtemos:

4 10 2

+ C

9
Vil

N

Vim

Vi,

Ja i

Onde 5 (u,,g9) =C (”Uo”izm} + Hg”iw(o,g,z:?m))) :
Vi (-, t)
n (1)

Vi
NG

d

dt

< C18 (torg) + Co ~Cy

a inequagio acima fica:

Escrevendo f(¢) =

L2(82)
F < C1S (s, g) + Caf? + Caf° — Cuf

Onde C; > 0O para i =1,...,4.

Tomemos inicialmente N suficientemente grande para que:
C
CaN* + C5 < N
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Tomemos agora S (u,,9) < ———. Nestas condiges:
N2 C’l '
f _.“_‘f'sz + Csf® = Cuf
Com estas condigbes a fungdo F(f) = 201; + Caf? + Cs3f° — C,f satisfaz F'(0) > O e:
(1) Ce, 0, 0 G GeCogn
N 2N N2 T NS N N

Como £'(-) é continna, existe R raiz de £ tal que 0 < R < %

Seja agora a equagio z’ < Lo 4+ Co2% 4+ C32° = Cyz como F(0) > 0e R > 0,

2N
para qualquer dado inicial z(0) € (0, R) temos z(t) < R. Assim, por resultados de

designaldades diferenciais, para dados iniciais e forcas externas satisfazendo ao mesmo

tempo:
2 2 1 C4
ollz2(0) + N9llzoogo, 7,200 < N3C,
Vol oy < B
Temos que 0 < F'(t) < z(¢) £ R, V& a

Prova do Teorema 2.4: No teorema anterior, na pagina 41 obtivemos a seguinte

desigualdade:

d i Vi, 2 5um 2 u |2
C__ C‘ L
dt || vn +0| v B W
Vi,, 2 Vi, ! Vu,, 10
<Cl= +Cl—\/‘;? +O )= +Clall

Multiplicando a equacdo acima por e* e utilizando a hipdtese sobre u de

limitagdo em L*> (0,7, V) obtemos:

2 2

d || Vu, |’ Au ul
ot m ¥ o0t hiid C ot _m_ < () ot
pet n +Ce T Jal = €
Que pode ser reescrita como:
2 x 2 ; u2
vum ) + Ceat AUm + Oeat Pﬂ S Cea:
n Vvn

d’ ot
il

Jn
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Integrando de 0 ate ¢, obtemos:

Vu

n(O'

Aum

+C/ ac

n (o) :

i
e““do

t
+C/ e |y
0

Desconsiderando a primeira parcela e multiplicando o resto por e obtemos:
P p P p

oo /Oi e |Run (0)/ /(o) 2

Desta forma, utilizando agora a desigualdade (i) do Lema 1.9 da pagina 9

t
do + e—m/ e* ! <C
0

com g = —Au,, obtemos que:

t
e—cxt / eaa
a

Uniformermente em m, assim obtemos:

Dy, (0')“2dcr <

3
e [ fum () do < C

Limitacdo que é estendida para u pois w, — u fraco em L? (0, T, H* (Q)) e portanto:

oot /U‘ego [l (g)“iﬂm) do < e /Ot e““lim inf ||u,, (o)“ipm] do <C
]
O seguinte teorema nos fornece uma solugio global forte em £ (0, T, H? (1))
como a obtida em Heywood e Rannacher [6] para as equagles cldssicas de Navier-
Stokes, mas o resultado somente foi obtido com a porosidade variando exclusivamente
com a posicao.

Aqui, a formulagéo variacional (2.1} se torna:
(G GovE) ) rn(vw v ()
7 oY + " v ~ ) +pu{V{u,V )

u(0) = u, € VN H2(Q)

.

45



A formulagdo fraca acima em cada V,, fica:

(45 (29(2) ) (C00 (o)

1t

y (V(um],V(vg) %) +p ( um,vf) ={g9,v) Vv € Vi em D'(0,T)

i (0) = o € V N HE(Q)
(2.24)

Teorema 2.5 Sejo ) C R% d = 2,3 um aberto limitado com fronteira de classe C°,
u, € VNH*(Q),g€ L=(0,T,L2(Q)) ed € L®(0,T,V'). Sejan : Q2 — IR uma
funcdo satisfazendo:

0<n, <n{z)<l Vel

n{z) = c+ &(z)

Vn € L?(Q) com norma pequena
Seja 1 (0,1) — IR uma funcao satisfazendo:
0< Fn(z)) L F, <0 Yz €N
Entéo existe ao menos uma funcdou € L* (0, T, V)NL>(0,T, H) satisfazendo (2.23)

é :
e sec=—— € L7(Q) com norma suficientemente pequena e se 3C > 0 tal que
€

+46
sup “vu('st)”m(nj < C entdou € L% (0,7, H*(Q)).
0<<T

Observacgao 2.16 A existéncia de solugdo em L* (0, T, V)N L>* (0,T, H) estd asse-

guradae pelo Teorema 2.1 pois suas hipdteses sdo salisfeitas.

Observagao 2.17 Aqui T pode ser oo, pois com a condigio em Vin garantimos a

existéncia de uma solugdo para qualquer 0 < T < oo (veja (2.8)).
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Prova do Teorema 2.5: Adaptando a equacdo (2.15) para as condices deste teo-

(-“ﬂ,&um) + (B v (22 Aun)
7 n n

rema temos:

Isto é:

Utilizando as majoracoes ja obtidas na pagina 38 para os diversos termos do lado

direito de {2.19), obtemos:

Auy,, : < gl Au,, 4 ul Ay +IVal Vi, 1 Au,
o VN Bl BV ﬁ V/n Mrde) | a | vR

C vum 10+ aum 2+E_| “ ﬁu?’?‘l 2+ vum Num

1 v B v el Y Bvoe Bl v | B

Isto é:
r(___ﬁi” )Aum o | An
e a C E”L‘”(Q) \/_ .\/E \/E
S
Ve, || Au Vum || Vo || | Az
V VUm m m | m m

Escolhendo a tal que #—a > 0 e se [|¢| ;o0 (g satisfaz p—a—% llell oo(oy > O teremos:

2 (u I+ B
g i

10

Au,,
NG

Vi,
VN

Vim

INa

Vi,

\/_

+C

C +[IVnli 5

L3(q)

Tm

47



At
vn

Esta € uma inequacgao do segundo grau em que equivale a:

Buy | _ K + /K2 +4C | Vun/ V|
sl 5C
o | Vit \
Onde &~ gl + |22 + | T2 4 |7 5, 1 722
Portanto:
Au, ul Vi, Vu,, s Vi, 2
2 _c(ugn+ v R e B e IR LTI )

Utilizando as hipéteses do teorema, obtemos:

Aty
N

Derivando em ¢ a formulagio variacional (2.24) obtemos:

(Poma) + (2 () o)+ (o0 () ) o (0809 () )

(V040 900 1)+ (Zh ) = (0) Vere Vi em D/ 07)

!

<C1C|= (2.25)

2

Multiplicando a equagao por ¢, (t) e somando em i = 1 até m, obtemos:
u.l’

AN +(”m v( ),u;)w(wu;t),v(%)u;)

(V0 P ) L) (F2t ) = (008) e (07)

dl

[sto é:
dl|jul, 2 Vul, ? F(n) , U, Um .
AN +ﬂ1\/a L Dy {g', ) (?-V(?),m)

(v v ()

As trés parcelas do lado direito podem ser majoradas da seguinte forma:

(2.26)
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A primeira parcela de (2.26) é majorada da seguinte forma:
v, |?
vn

(0 < Nl el < C gl + @ [0 12 < Ol 3+ “CI

A segunda parcela de (2.26) é a mais dificil e €¢ majorada da seguinte forma:

! ! !
(5504 (5. 70) (7o)
n 1 12 n [ n

A primeira parcela é majorada (utilizando-se Lema 1.5) por:

1l ze @y 1V uml 1wl 2oy < CHVURLI IV um] 1]l 240y
S CIVu [ Vel flunl* IV, *

z f 1 } /
= C|Ve, ¥ ¥ < aC VUl + O flee, |

A segunda parcela é majorada por:

el V7 - gy Nmll < Ol iy 1V Rl popqy 1em ] eagay 2l

l ]. . * ’
Onde -+—-=1c¢e l+ — = 1. Aqui r = 6 (maior valor possivel); portanto s =
ro s

[

A =

i ) 5
sq = 6 (maior valor); portanto ¢ = 5. Assim p = Z°© portanto sp = 3

C ”u:n“[,ﬁ(ﬂ) “v””L%(m flttrm “Ls(g) lu,l < OV )| ”vn“L%(m 1V [ el
< a|[Vup[F + CIIVnl g o 9 Ul 1l

S
¥ @)

A terceira parcela de (2.26) é majorada da seguinte forma:
1
(V). (5 ) ) < CUIVR s+ Vi
< ClVallza ez + 2 Vunll

, , c ,.
< OVl oy IVt + iV | = (o 5 [VrlEsgq) ) VeI
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Substituindo as majorac¢des acima na equagao (2.26) obtemos, apds descartar

a terceira parcela do lado esquerdO'

2 2

di / ),
&: Jl —= < gz, Ji
ul, u C 2 Vo,
+aC ——\/—E— +C ”anlLa[m IV, I 7—— + (a + - ”V””LS(Q)) N
Isto e: 5 2
d |l ul, ) . C 2 Vu,
all (zu —3aC — = llVﬂllLsm)) —\f‘
u |

< Clig'lly: + ClIVnlf;s

vn

Escolhemos a > 0 tal que 2y — 3aC > 0 e se ||Vn“i3m) for suficientemente pequena

L(Q

C -
para que 2u — 3aC — — ”anlia(m > 0 entdo teremos:
a

2 2

12
<Clgliy +C

2

+C

!
"

4
dum

t

& | /n v /n

Multiplicando por e**, reescrevendo a primeira parcela e integrando em ¢ a inequagio

acima obtemos que:

(

sup

f
_ﬂ_
te[0,T) \/_
:
e—crtf ecm'
()
L,

Utilizando {2.25) temos que:

;

[0, 7]

Vur, (o)

n (o)

Aun € L2(0,7,L2 (D))

Desta forma, utilizando agora a desigualdade (1) do Lema 1.9 da pagina 9 com

g = —Au,, obtemos que:
D%u,, € 17 (0,7, L% (7))

Uniformemente em m, limitagio que € estendida para u pois u, — wu fraco em

L2(0,T, H*(9)). 0

50



Capitulo 3
Resultados quando a porosidade é

funcao da pressao

Neste capttulo. vamos considerar que a porosidade é uma fungao da pressio
hidrostatica mais especificamente. é da forma n = n, + 6 f(p) . onde é é um mimero
positivo.Tal maneira de se considerar a porosidade ¢ motivada pelo fato de que fisica-
mente ela variar com a pressio. Isto €, nas regiGes onde a pressdo € maior, 2 porosi-
dade tenderd a ser também maior. A expressao considerada para n significa que a
porosidade variara em funcao da pressido, mas em torno de uma porosidade n,, que
chamaremos de béasica. O parametro é servira como um controle da influéncia da
pressdo na porosidade.

Obtemos basicamente dois resultados. nm de existencia de solugdo, uti-
lizando argumentos de Ponto Fixo de Schaunder: e outro de existéncia e nnicidade,
utilizando argumeutos de Ponto Fixo de Banach.

Neste capitulo. a velocidade inicial é considerada nula, para velocidades
inicias ndo nulas o problema ainda esta sob estudo. Também como )4 observamos em
(1.2) nos utilizaremos a notacao simplificada para as normas em espagos de Holder.

Antes de apresentarmos os resultados. vamos demonstrar dois lemas preli-
minares:

Lema 3.1 Sejam f ¢ f' localmente lipschitz. FEntidoe N; (o operador de Nemytskii

associado a [) € localmenie Lipschitz em H* (Qr) .

Prova: Seja B uma bola em H*(Qr) e v1,v; € B. Portanto existe M < oo tal que
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[lo1]]y s flea]]y € M. Seja Ly = L, (B) a constante de Lipschitz que vale para f restrita
ao Intervalo {—3M,3M]. Seja L, = Ly (B) a constante de Lipschitz que vale para f*

restrita ao intervalo [~3M,3M].

Agora temos:

Vs (v2) — Ny (w1)]), =sup [Ny (va) (2, 8) — Ng (v1) (2,¢)]

+ sup [Ny (va) (2,8) = Ny (v) (2,8) — (Nf(””)( t) — Ny{vg) (y, 1))

2~y

+ sup | Vs (02) (2. 1) = Ny (v1) (2,8) — (Ny (0a) (2,8) — Ny () (2. 5))]

2
.15 [t _ 3]2

A primeira parcela acima é facilmente majorada:

s(;Jp | Vs (va) (m. ) — Ny (vy) (2. 8)] =s(191p If (g (z,8)) — fv (2, 8))]

< L; (B} ng [v2 (2. t) — vy (2,8)] < L1 (B} |[va - vl

Vamos fazer as majora¢ées somente para a segunda parcela, a terceira é majorada de
forma semelhante. Neste sentido seja v; = v e w = vy — vy.

[Ny (vg) (.8) = Ny (vi) (2,8) — (Ny (02) (y, 1) — Ny (v1) (3, 8)]

o — gy
_ I (ma(z.t)) = f (o (:m?f))—(f(u; (g, 1) — F v (g, 1)))]
lz = y|*

Somando e subtraindo a parcela f (v (z,t) +w(y,?)) obtemos:

< [fv(zt)+w(zt))— fv{z.t)+w(y. b))
B |z =yl

LMt rwy, ) = f ) = (Flolyt) +wlyt) - floly.D)

lz —y|’

=I+1I

o
[



A parcela I acima é facilmente majorada:

Folet +we) = FoEn oDl gl = w0
- lz — yf*

< Ly (B) il

Para a parcela [/ acima temos:

1
lr =y’

"= [ £t sw ol dds~ [ F 0 +s0(0) 0,0 ds
JO 0

< w (y, i)\‘ ‘/Ol [ (v )+ 5w (v, 1)) — F (v (y, 1) + sw(y,t))|ds

eyl

< [w (y, t)/\' /1 L2 (B)|v(z,t) — vy, t)|ds < Ly (B) ”w”,\ “'U”\
|z —y|* Jo

Portanto:

V7 (v2) = Ny (vi)lly S {L1(B) + Lz (B) Jolf) [[va — ol

Lema 3.2 Scjam 6 > 0.R > 0.0 < n, < 1.f : R — IR uma fun¢do localmente
Lipschitz com derivada também localmente Lipschitz satisfazendo f(0) =0 ¢
F:(0.1) = R uma fungdo localmente Lipschitz satisfazendo ,{zinl, Fiz}=0c¢e

lim F(ry =00 e g € H*(Q7).

=0

Entdo para |ul|, \ < R e |p—P,,, < R temos:



DI @l < C el
AN DI 1P O]+ C (R A+ [19y,0)

U NF (n, + 8 (p)], < Fn,) +6C (R + ”lp”H-;\)

N,

ivng+8f (pl=.t)) > TO YV {x,t) € Qp se. e somente se, § <

2C (R+ ||¥,,,)

entao

<C+wf (R+1%],,.)

v)Se n, + §f (p) >

5
vi) (no + 67 (P glls < noflglly + 6C (R t H‘I’HH,\) gl
v If (D) V (p = W), < RC (R4 )0l

vidt) || F (n, + 6f (p))ully € F (no) B+ 6RC (R+ [1¥]],,,)

u-V(m) 02(53?) onde 0<i<3e2<j <5

i)

Observagao 3.1 De acordo com o lema 3.1 as hipoteses sobre f garantem que esta

funcédo satisafaz uma condi¢go de Lipschits local em T (Q7)

V7 () = Ny (o)1, = 1 () = F(0)lly S Cllu—ofly
Yu.w € H (Qr) com [lull,slolly < R

Prova do Lema 3.2:

1)A demonstragao do primeiro item € a seguinte:

Se lip— ¥llips < Rentao |p(z.t)] < B+ [Tl < Bo+[12],,.



Agora:

”f(P)”,\ :Sélp [f(p(ﬂ:,t))[—i- sup Jf(p(.’ﬂ,f)) _.f(p(y: t))’ +-..

X
o’ |z — yl

- -

< Cr,gsup [pla.t)) + Cr, ¢ sup <
Qr Zl [z —y

<Ol < C(R+]19],,)

11)A demonstracao do segundo item é semelhante a (i).
1ii)A demonstragao do terceiro item é a seguinte: Temos F : [¢,1] — R fungdo

localmente Lipschitz, fazendo calculos semelhantes aos feitos em (i) obtemos:

1F (o + 8F (P, < Fln) + 8Cepo o]l < F(no) +6Cer, 0 (R +1[¥]],,,)

£ > 0 € escolhido com a condigao que ¢ < 7i: onde @ =min{n : pCF (n) < n} < 1.

iv)A demonstracio do quarto item é a seguinte:

no +6f(p) 2 ne —8[f(p)l = no = S| F (Pl 2 no ~ 8C |iplly
> 1y — 5C (R+ | Wlly,,) > =2 se. e somente se. § <

n

20 (R+ |9,

v)Para demonstrar o quinte item, somente temos que desenvolver a A—mnorma de

1 _ :
m e usar item (1):
1 1 J
! B o e+ 6f (p(z. 1)) na+8fply. )il
?%+6f@Jh—%fr%+&f@J+i£ |z — I’ '

<C+ 6 sup 1 (p 1) = £ (p(y. ) .

vt |2~y g + 6F (pla. )] [ne + 6F (p (v 1))

<0 4sCsup LRED SO o0y 50 li2]l 45

nad e =l

<C+6C (R+11¥],,,)

i
o



vi)A demonstracao do sexto item é analogo ao feito no item acima:

(e +8f () glls <mollglly + 8117 (Pglly < nollghy + 6C lIplly gl
<o gl +6C (R + 1904 gl
Na segunda desigualdade usamos a hipétese sobre f e na tltima, usamos a
hipdtese sobre p.
vil)Para obter a desiguladade do sétimo item usamos {1.3) e a hipdtese sobre p.
viii)Para demonstrar esta desigualdade. nos também usamos (1.3) e item (iii}

ix)A demonstracio do nono item é a mais trabalhosa e ¢ feita da seguinte forma:

vV —— / il V 1 - (————l-———) i
(no+6f ) e +of(p A Py
o

No lado direito. na primeira parcela, temos o produto definido em (0.2), e

I/\

+

A

na segunda temos um produto interno usual em R

A primeira parcela do lado direito € limitada da seguinte forma:

u-V(u) My . 1
no+5f(p) \ S(’ ” “\“V( )”)\ ,no+é‘f(p) A

Agora usamos itens (iv) e (v) acima e a hipotese sobre u para concluir:

< RBC(C+4C plly) S BC (146 (R+11¥)),40))

1
vl ——
(no'}'éf (P)) 3

A segunda parcela fica:
1 2
VIi——— )| <C|u
(ﬂ-o+éf(p)> , < Gl

61 (p) vV (p)
— 3.
( + 67 (p)* .
|'
< GOl 17 G IV Pl |

Apgora, usando as hipdtese sobre u,p, e f’; com (ii) e (v} obtemos:

SR (17 (0) + C (R4 1Wl,))) (B+ W) (€ +6C (R+19],,))

Desta forma temos provado (ix}.
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3.1 Existéncia de solucoes

Teorema 3.1 (Existéncia) Sejo @ ¢ R%,d = 2 ou 3 um dominio limitado com
fronteira O € H**, Seja f : R — IR uma fungio localmente Lipschitz com derivada
tambeém localmente Lipschitz satisfazendo f(0) = 0. Seja F': (0,1) — IR uma funcdo
localmente Lipschitz satisfazendo j"f{ Flz)=0c¢e¢ f% Fz)=o00. Seja g = g1 + g2
onde g1 € H'(Qr) com g1 (2.0) = 0,Vz € Q e g5 = VU onde U € H'* (Qr) e
/ U (2,0)de = 0.

Es'-)nt.fio para § > 0.R > 0 e ||lgy|], suficientemente pequenos com uCF(n,) < n, o
problema (0.1) comu, = 0, n = n, +6f(p) e 0 < C < n <1 tem uma solugdo
(u.p) € (H* (QT))d x H (Qr) com |Juflpy < Ri lp =¥ 0 < Rep(z,0) =
U(r,0).

Observagao 3.2 Somente por razies fisicas consideramos a dimensdo como 2 ou 3.

0O argumento € ainda wdalido em dimensées matores.

Observagao 3.3 A condigio uCF (n,) < n, nos diz que existe uma porosididade
bdasica n para a qual dado n, com n, > n temos puCF (n,) < n,.
Uma possivel interpretacdo pura isto €: garantimos a existéncia de solugdo quundo a

equagdo fica prozima de uma equagdio de Navier-Stokes pura (onde n = 1).

Observagao 3.4 A constante O em puCF (n,) < n, € explicitada no decorrer da

demonstracdo.

Observagao 3.5 Consideramos a velocidade inicial nula devido as grandes dificul-

dades ainda encontradas para garantirmos a condigdo (1.5) no caso em que u, # 0.

Prova do Teorema 3.1: A idéia geral para a demonstragido deste teorema é a

seguinte:



Construiremos sequéncias p,, € H'*™ (Qr);u, € (H2+)‘ (QT))d definidas
recursivamente de modo que possamos usar o Teorema 1.2.
E com isto, obteremos limitagao uniforme das sequéncias p,, e u, em H'** (Qr) e
('HH)‘ (QT)) ’ respectivamente.
Usando resultados de compacidade em espacos de Holder obteremos subsequéncias
convergentes a uma solugdo do problema (0.1).

As sequérncias sao recursivamente definidas da seguinte forma:

uy {x,t) € (Hl+’\ (QT))d com a condigao v, (z,0) =0 Vx € Q
p(z,1) € H*P(Q7) com a condicao py {x.0) = U (x,0) Vz €

d
Supondo que wn,_; € (’Hl“ (QT)) e pm—1 € H(Qr) sao conhecidas,
obtemos ., e p,, satisfazendo:

ou
—5? — AUy + YV (11, (B — V) = (1, + 8f (p—1)) 1 — 8 (pm=1) V (p—r — ¥)

| N ' m—1
—uF (ng + 6 f (Pm-1)) met — U1 V(ng—!—é‘f(pm—l))
(3.2)

Com:
div u, =0 em Qp,

um {2,0) =0 Vrzel,
Up (2.)=0 , Vi€ (0,7} , Ve e d
Esta forma de definicao das sequéncias é motivada pelo Teorema de

Solonnikov (Teorema 1.2), o qual garante a existéncia das sequéncias.

Observagao 3.6 Observe que a condicio (1.5) do Teorema 1.2 ¢ satisfeita, porque se

Up_1 € Pt Satisfazem pp_q (2,0) = ¥ (z,0) entdo p,, satisfard ¢ mesma condigio.

A demonstracao da Observacao 3.6 € a seguinte:
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A equacio hgando p,, e p,, 1 &
Oty

o HAUn +V(no(pr — W) = (no + 8 (Pm-1)) g1 = 8f (i) V(-1 — ¥)

ST PR g

Fazendo t = 0) obtemos:

Ju.. (.
P 20} Ay (2.0) 4V (i (o (.0) = ¥ (2,0))

= —6F (P (2,0)) V (pucy (2.0) — U (2.0))
Pois ¢, (2.0) = 0 e u,_1(#.0) = 0. Portanto. a pressao inicial ¢ dada por (veja
Heywood e Rannacher [[6]] na pagina 280):

A, (p (2.0) = U (2.0))) = div (=6f (Pmer (2,0)) V Py (2,0) = ¥ (2,0)))

8(”‘0 (Pm (’I‘U) - ¥ (-T: 0)))

= (—6f (P (2,0) V (Pres (z,0) — ¥ (2,0))) - N

oN
7 . e . .
Onde N é o vetor normal unitéario exterior a 2. Entdo. se p,_; (2,0) = ¥(z,0)

cbtemos o sistema:

Alng (pm (2,0) =¥ {z.0))) =0 ; Ve

Fin,(p, (.00 — ¥ (zx. 0
a(”O(Pm (T[_]L U (1?' ))) =0 : Vg & a0
ON
Portanto p,, (z.0)—V (7.0) = (', mas com a hipétese de que p,, ¢ ¥ tém média integral

nula em £ concluimos que ' = 0. Desta forma. podemos continuar a iteracio e obter
Um41, porque a condicio (1.5) é satisfeita.
Continuando com a demonstragao do teorema. podemos portanto, usar es-

timativa (1.8) da pagina 16 em (3.2) obtendo:

J]'Um-[[2+,\ + [ (Pra — lD)”1+A < CW(ny + 6f (Pm-1)) a1l
HOC | (2m-1) V (pm-1 = WM+ pCHIF (o + 8 F (Prn-1)) m=afl (3.3)

Lp—1
+C [ty V| —————
: ( Iy (pm_z))

A
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Suponhamos que ||tim_1ll,,, < B € |[pmn-1 — ¥[l,,, < R agora, com o uso
do Lema 3.2, limitaremos o lado direito de (3.3}. desta forma obteremos limitagdes
uniformes similares para [[tm .\ € [[pm — ¥[l14s.

Fntdo (3.3) fica:

lumllogs + 170 (P = W)l 1x € Crollgally + 6C (B+ 1] 40) Honly
+6RC (R +[19],4,) + RuCF (o) + 6RO (R + || ¥, )
+CZ(6‘3R3")? onde 0 <i<3e2<j<5

Agora. dividindo ambos os lados da inequagdo acima por n, e denominando
por K o lado direito. obteremos:

|2 || K
2 4 P — lD“HA S no

=) u]

Se K/n, < R entdo flum|,,, <n.B< Relpn— ¥, , <R

Portanto, se uCF (n,) < n, e ||gi1f|, for pequena o suficiente, podemos escolher § e K

) A
suficientemente pequenos para que — < £.
2

Desta forma podemos garantir que:
Ntimllyyy < Boe flpm =Wl < A:Vme N (3.4)
Devido a (3.4) e usando Teorema 1.1, da pdgina 12, temos:
P, — pem CV°(QT) (3.5)

U, — 1 em C*! (Qr) (3.6)

para subsequéncias de p,, € u.,; por razdes de simplicidade de notagao. ainda deno-
taremos tals subsequéncias por p,, € u,,.

Vamos passar o limite nas diversas parcelas de (3.2):
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O, O ; o
G) -"5;- — 5:‘— em C (QT) devido a (36)

b) Au,, — Au em CY(Qy) devido a (3.6}
)V (n,(p — ¥)) = Vin, (pm — ¥)) em C° (Qr) devido a (3.5).

d) f(pm-1) = f(p) em C°(Qr) pois |f (pm-1)lly < Cllpm=lly < C por-
tanto f(pm_1) — h em C°(Qr) para uma funcéo » de C°(Qr). Mas h = f(p)

porque pn,._; {x.t} — p(x,t) entao f (pm_y(z,t}) — f (p(z.t)) quando m — oco.

e) Fno+&f (pm-1)) = F(n, +6f(p)) em C°(Qr) porque
f(?m—t) - f(P) em C° (QT) e ”F(”o +6f (Pm-~1)J“,\ <.

) thny -V (no +6f(Pm—1)) —u-V (m) em C°(Q7) porque

=1 Um—1 " A% (um-—l) 1 )
m=1" \Y == m—1 " \% =1
R P (pm_l)) no 467 (ppy) T (no T 6f (pmt) )

Portanto temos que, a primeira. parcela converge a RSy TP em C°(Q7) devido a
n, -

(3.6} e (d) acima.

Para a segunda parcela, observemos que:

1 v (_____l_._.___) U — . B 5-}” (p'm—l)v(pm-lj .
m o+ 8f (pm-r)) " e

U} (ny + 6f (Pt )}
E que ||/ (pret)lly < 17 (0)], + € llpally < € porianto

F{pm-1) = f{p) em C°(Qr).

Desta maneira nos temos:

6]” (pm—l) V (pm—l) M’u em CO (QT)

(o 6f (Bm0))’ " o+ 8F (2))

Fazendo m — o0, a equagao (3.2) fica:
Ou

S~ a9~ W) = (ne 46/ (P on = 8 () V {p = )

Umpm—1 -

—uF fo SF( U — 1N .___L.__
WF (no+ 67 (5)) "(maf(p))
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Esta € a equacdo do problema (0.1), com a. condigao inicial e de contorno

satisfeitas. o

Observagao 3.7 Os mesmos resullados sio vdlidos em (x (0, 00), porgue a constante
C em (1.8} ndo depende de T, e para passarmos o limite, usamos um argumento do
tipo diagonal de Cantor para concluir que a equacdo ¢ minda satisfeita em gqualguer

conjunto compacto de £ x (0.0c).
3.2 Existéncia e unicidade de solugoes

Teorema 3.2 (Existéncia e unicidade) Com os mesmos dados do Teorema 3.1,
mas com s hipdieses adicionais de que f e suas primeira e sequnda derivadas sdo
localmente Lipschitz e F' juntamente com sua primeira derivada é localmente
Lipschitz e com condigées de pequenez sobre 8, R e ||g1]|\ temos que (0.1) comu, =0,
n=mn,+06f(p) el <« C < n < 1 tem uma unica solugio (u,p) com: (u,p) €
(H* (@) x H (Qr) com fJullpy < B lp = llpn < R € p(2.0) = ¥ (2.0).

Observacao 3.8 As condicdes de pequenez sobre 8, R e ||g1||, vem das exigéneias de
se utilizar argumentos semelhantes uo da demonstragio do Teorema do Ponto Fizo

de Banach. Fstas condi¢des sdo possivelmente muais restritivas do que as do Teorema

3.1.

Observagao 3.9 De acordo com o lema 3.1 as hipoteses sobre f ¢ F garantem que

f.f e F satisafazemn uma condicio de Lipschitz local em H* (Qr)

17 ) = Ny ()l = 1F (w) ~ F O, < C hu o],
N7 () = N (o)l = 17 () = £ O, < C =l
INF () = Ne (), = |F () — F ()], < C|
Vu.w € M (Qr) com flullys ol < R

u—offy
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Prova do Teorema 3.2: Para os propositos de unicidade, usaremos o Teorema de

Ponto Fixo de Banach.

Neste sentido. definimos um “operador solucao” da forma:
d
A:D(A)C B(O,R)x BV, R) < (H(Qn)) x H* (Qr) — B(0, R) x B (W, R)

Onde B (0. R) é a bola de centro 0 e ralo R e D (A) é o conjunto de pontos (q,p) €
B(0.R) x B(¥, R) com p satisfazendo

e g{z.0) =0; g(x,2) = 0 para = € 90 V¢ € [0.T] e obtemos (u, P) = A(q,p) €
B (0. R)x B(¥.R) com P satisfazendo (3.8) e {u. P) satisfazendo a seguinte equacao:

K AUV (0 (P = B)) = (ny+ 6 ()} 01 = 6£(p) ¥ (p— U)
ot ) (3.9)

—_—— i / - ) _—_—ﬁq_—-__
pkn, +o6f(p)lg—q-V (no +4f (p)

Com:
divu=0, em Qr

u(z,0)=0 . V2 €0
ulr.t)=0 . Vte (0.T) , Ve e ol
A existéncia de solugdo para {3.9) é garantida pelo Teorema 1.2.
Vamos mostrar que o operador A transporta D (A4) em D(A) e posterior-
mente que 4 é uma contracao.
Vamos mostrar, primeiramente, que A ¢ um operador limitado:
As contas aqui sdo bastante semelhantes as feitas no Teorema 3.1 de (3.3)
ate (3.1) e a conclusao é:
Se llgllyps £ B . lp—9,, < BeuCF(n,) < n, com [|g |, pequena o
suficiente, podemos escolher § e R suficientemente pequenos para que [[ufl,,, < R,
1P\ SR

Vamos mostrar agora que A é uma contracio:
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Para demontrar isto. escrevemos:

{ Alq.p) = (v, P)
A@p = (w.P)

E temos as duas equagdes seguintes (com respectivas condigdes de contorno):

O WA+ (n, (P =) = (o + 67 () 31 = 6 (2) ¥ {p— )

— e j ¢V _—L—
pf(n. +6f (p)lg—q (no+6f(p))

7 _ — _ e
Frie pAE + VvV (no (P — lIJ)) =(n,+6f (P —6F BV (P V)
—pF(n,+6f(Pl)g~q-V (____fi"___:_)

no + 4f (P)
Agora subtraimos a segunda da primeira:

WD) A=)V (0 (P=P)) = 6 (£ (0) = £ B a8 () V (p = )

+f(PIV(P—)—pF (n.+6f (p))g+uF(n, +6f(P))G—q-V (;——_,j%?—(g)

+g-V “——j—“—_'
n, +6f (p)
Com as condigdes de contorno seguintes:
div (u—u)=0 emQr,
(u—u)(r,0) = Ve e,

0
(u—-a)(z,t)=0 , Yte(0,T) ,¥Vre o

Fazendo uso de (1.8) temos:

n (P —F)|,,, S6CIf () Vio=9)~f(F) VB~V

e =@y, +

HCU(S (o) = F PN nlly + Cpl[F(ne +6f(p)) g — F (no + 6 (P)) Tl (3.10)

q _ q
+CH"'v ('ﬂo+5f (p)) mTy (no+5f(ﬁ))
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Agora majoraremos os diversos termos do lado direito da inequacio acima.

As contas sao bastante semelhantes daquelas feitas no Lema 3.2,
a)O primeiro termo de (3.10} € majorado da segninte forma:

I () Vip=®)= fEVE =Y, <o) = fENV(p-T

@V e =pl, < CNf () = F LY (2 = O, + CHBIL 2 = Pl

<RC o =Pl s+ C (B + [Pl P~ Pl

< (B+[0,) Cllp Pl
Na primeira desigualdade, adicionamos e subtraimos a parcela f(p)V(p— V).

b}O segundo termo de (3.10) é majorado da seguinte formas:
[|(f(p BN ally <CIf ) = F@I ol £ Cllp =Dl ol

Na ultima designaldade, nos usamos (3.7).

¢)O terceiro termo de (3.10) é majorado da seguinte forma:
IF (n, + 6f (p)) g = F(n, + &f (B)) 4l
SHF(ne + 8 (p)) (g =Py + 1[F (no + 65 (p)) — F (no+ 67 ()] ]
< (F (n6) + 8C Bllypn) g = Tlrar +8C 1@lr 1 (2) — £ B
< (F (n) + 6C (R+ Wl 1)) g = @llyyr + 6RC flp —Prf,\
Aqui adicionamos e subtraimos /' (n, + 6 (p}) g e usamos a propriedade (3.7} de F

e f.

d)O quarto termo de (3.10) é o mais complicado e é majorado da seguinte forma:

primeiro adicionamos e subtarimos §- V (_____q____ e obtemos:
no +6f (p)

o N aof T
”q'v(w&f(p)) 1 v(nm'-éf(ﬁ)) .

- - S — q- ; - .
< !(q 1) V(no+5f(p)) AJ’“‘] v(noﬁ-ﬁf(p) n.g+5f(3_9))||,\

Com o objetivo de simplificar a notacdo vamos escrever:

{3.11)

n,+6f(p)=n e no+5f(F) ="

65



Agora. a primeira parcela do lado direito da inequacao acima € majorada da

seguinte forma:

fo-a-v (D), o= v +ha-0-9 ()],
vl

S R(C+6C(R+|U),,0)) llg—7ll, + B

<V, ; X

6/ {p)V(p)
(n)?

A segunda parcela acima é limitada como em (3.1) e nos obtemos as limitages

g — gl

seguintes:

R(C+6C (R+11Wla)) g =T + 68 (L 001+ C (R + [Wl],14)))
(RAN),L) (C+6C (R4 1)) e -l

Isto é;

< (B4 6R) Clig —gfliy,
Para a segunda parcela em (3.11) notemos que:

no(q—q) +6(qf(B) —af (p))

0.1 z

Entdo:

"g v(—_%)”‘\ = a'v(n (f:ﬁ Q)) e (Qf(p)nnqu )) s (3.12)

= (1) + (1)
A primeira parcela acima é limitada da seguinte forma;
(1) <n, g—%—iﬂ +n ” V( )(q Q’)H
Portanto:
(0 < mligl 19 @ - 1] 15 v (=) e,
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Observe que:

(1) AT
nw/ (n)?(7)?
Entao:
'(p) V
(D < BC (C +6C (R +[¥],,,)) lg —al,,, + 6RC L(—%(%%Q g ~ T4
A

16RO ”i__f'_)

9= Tliea € BCNlg — Gl + 0RC llg — Tl 4

=(R+6R)Cllg =G,

Agora. para (/7) em (3.12) temos, apos somar e subtrair Gf (p):

@.v(ﬁ;%f@) ['\Jréh[@v((f(ﬁ) ;ﬁf(p))?f)

(I <6

= §((4ii) + (iv))

A

Para (i27) temos;

i) <7 v (=) -2 /@) + |7 Vie-076) =

<tah |7 ()] ol 17 oo, (3.13)

1

n

Hllalh IV e =9 £ DI

A primeira parcela acima € limitada por:

o |[LEE D i g ., + s 7 =l

” /(@ V (p)

<SRC|lq - §“1+.\
A segunda parcela em {3.13) ¢ limitada por:

< R(C+6C(R+|9],,,)) IV (g =2) f B+ IV () (- DI
< BCYV (g = IL IS B, + ROV (£ (P [Te — 4l

= RCBll Mg = glh s + BENS B IS B e — il
S RCg—7alhy,
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Portanto:

(110) < (R+6R) C lla = 7).,

Agora, para (»v) temos:

) <79 () rm -7 o07| +le Ve - s 2|
<ligl: |v ()] 1@ - riol, (.14
il 1V (00 = Fon =) =]
A primeira parcela acima é limitada por:
< §R? _f_’ngz_V_Lg ‘u,\+6R2”ff(p 2 e — Pl
w7 ), \
<SRC |lp -,

A segunda parcela em (3.14) é limitada por:

R{C+6C (R+ ¥, ) IV (£ (B) — £ (oDl

(3.15)
+R(C+5C (R4 19]0)) 1Y @ S B ~ 7 (2]
Antes de limitar a a expressdo acima, observemos que:
IV (£ = f Nl < 17 =@ IV + 1L @Y (=Bl

<C “P - P”1+A

Agora, usando a limitacao acima. (3.15) é limitada por:

RCllp = Fllygr + B2C lp = Bl

Finalmente:

{10} < (Rz + 532) Cllp = ol 45

68



Portanto (3.11) pode ser majorada da seguinte forma:

g . q
“q'v(nﬁﬁf(p)) v (no+6f (?))

< (R+6R+6R)C llg—qll,n+ (6B + 8B C llp = Blly,

A

Agora, substituindo na equagéo (3.10) todos os resultados de limitacdo obti-

dos em (a} até (d), temos:

o =l +fro (P =P) ., < 6C o= Pllsllalls +8C (B + 1004 ) 1P~ Pl
+(F(n,) pCs + 6C (R+ [ 9]y31}) g = Ty + SBC lp = Pllrys
H(R+ R+ R Cllg =Gl + (6B7 + 3R C [lp — Pl 14

Isto é&:

no (PP, < (F(n)uCs+6+R+6R+ER)C g =7,

+ (G llgrlls + 8+ 6R2 + 62 R% + 6R) C flp — Pl

flu— ﬁ”z-q-A +

Portanto nos temos:

=l + |P ~ P g = llyr + (6 + R+ 6R + 8R) Cllg — Tl

< F(no)p‘-(-s
1+A — n,

+{(8lloall, + 6+ B>+ 8R*+ 6R) C [|p ~ Pll, 4

pCF (n,)
.
escolher § e R suficientemente pequenos de modo que:

Desta forma, como < 1 entao se [lgiff, for pequena o suficiente, podemos

fﬁja—JfngF (§+ R+6R+&R)C <1
(6llgall, + 6+ 6R* + 8R* + 6R) C < 1
Entio o operador A seré uma contracio e teremos somente um ponto fixo (u,p) em:
BI0. R x BI0.R] < (M (Qr))" x 1"+ (Qr)

que serd a solucdo do problema (0.1) com n = n, + 8f(p) e com a condigao inicial e

condicao de fronteira satisfeitas. =
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