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INTRODUCAO

A ‘teoria das Medidas a valores vetoriais, mais quae uma
generalizagdo formal, tem hoje importantes aplicages. Por
exemplo, no estudo da Teoria dos Espagos do Banach, os tecremas de
Radoun -Nikodym para integral de Bochner, o teorema de Orlicz-Pettis,
a teoria de Representagic de operadores sobre espagos de f{fungles

e muitos outros resultados mostram esta importancia.

Nesta dissertag3o, fazemos um estude das Medidas Vetoriais

e teorias de Integragdoc Vetorial, direcionade a suas aplicagles
na representagio de operadores e funcionais sobre espagos de
fungdes.

O Capitulo I, versa sobre Medidas Vetoriais e conceitos
associados. Também apresentameos os principais resultados das

teorias de integra¢3o vetorial segundo Bartle e Bochner.

O Capitulo 11, trata de duas aplicagBes das Medidas Vetoriais
na Representagio de aplica¢g@es lineares sobre espagos de fungdes
continuas, sendo centrais o Teorema de BRartle-Dunford-Schwartz

({4]> e o Teorema de Singer C([171).



Noe GCapitulo III, estudamos uma caracterizagiio do dual do

espago de fungSes reais integraveis com relagio a uma medida

. . - . o
vetorial. Esta caracterizagdce sendo um espago do tipo L,
conforme ac cas=oc classico. Este estudeo & baseado no trabalho

({121> de Egghe

Neste trabalho, além da preocupagioc de estudar a Teoria da
Medida e Integragdc em niveis mais gerais tentamos escrever um
texto acessivel a um leitor familiarizado com os tdpicos basicos

em Teoria da Medida escalar, Topoclogia Geral e Andlise Funcional.



CAPITULO 1

MEDIDA E INTEGRAGAO VETORIAL

I. 1. Introdugao

Neste capitulo estamos interessados em estudar duas teorias
de integrag¢do vetorial: a Integral bilinear de Bartle e a Integral
de Bochner. Estas generalizam a teoria classica de Lebesgue, no
sentido de considerar fungfes e medidas a valores em espagos de

Banach.

Inicialmente, no item I.2 introduzimos as medidas vetoriais.
suas propriedades, vemos alguns exemplos, e conceitos relativos.

Destacamos que surgem conceitos préoprios das medidas wvetoriais,



que ndo tem seu analogo na teoria das medidas escalares.

Em I.2, estudamos a teoria de Integracio Rilinear de Bartle
para fungdes & valores wvetoriais com respeito a uma medida
vetorial, sob hipdioeses adequadas as postericres aplicagdes. Neste
item, vemos mediante exemplos, que em geral as extensdes de alguns
resultados classicos, como o© Teorema da Convergéncia Dominada,

fal ham.

Esta teoria pode ser desenvol vida em niveis mals gerais

Cver [2]1), porém n3c s3oc adequados aos cbjetivos deste trabalho.

Em I.4, apresentamos a Integral de Bochner de uma fungdo a
valores vetoriais com respeito a uma medida escalar. Esta integral
se define sob condigdes mais fortes e portanto apresenta melhores
propriedades que a anterior. Finalizamos este paragrafoco com o

desenvolvimentoe do conceito de espago LY.

1. 2. Medidas vetoriais

Seja {1 um conjunto nd3oc vazio, diremos que uma colegdo I de
subconjuntos de 2 é uma o-adlgebra se satisfaz as condigles abaixo:

CO ¢, O e Z.

(D Se A e Z, ent3o (N4 € Z.

Cidd Se CA D & uma sequéncia de elemenﬂos de z ent&o

n

o
UA4d e Z.



No que segue X, ¥, Z denotam espagos de Banach, e X representa

uma o-algebra de subconjuntos de .

Defini¢Zo 1.1.

Uma aplica¢3o de conjuntos F:Z — X é chamada medida vetorial

finitamente aditiva, ou simplesmente medida vetorial se dados

elementos disjuntos A4, B € £ entio,

FCA U B> = FCAD + FCBD.

Além disso, F & dita medida vetorial co-aditiva, se para toda

sequéncia CAhD de elementos disjuntos de Z, temos:

® ®
FC UAD = ¥ FCAD, na norma de X, ou seja:
n=1 n=1 "
(s ¢} n
ltm I FC U A D> - T FCA D> || = O.
. 1 . 1
bal L= 1 v=4
Algumas propriedades elementares das medi das escalares,

contintam sendo vaAlidas para medidas vetoriais, tais como:

CO FC¢gd = O.

Cid FCABD = FCA> - FCB>, A.,B € Z, AsB.

CUdd Se CAn) ¢ uma sequéncia crescente CA1_<_: AZS ...J de
w®
elementos de £, ent3oc FC UAh) = lim FCA.LD.
n=1 1

Cwd Se (AnD ¢ uma sequéncia decrescente de elementos de I,
©
entio FC N An) = lim FCA,‘D.

n=1 1



Exemplos 1. 2.

Cad Uma medida vetorial, que nio é o-aditiva

Sejam O = (0,13,

Z = o-&lgebra dos conjuntos Lebesgue mensuraveis em
{0,113,

4 = medida de Lebesgue em [0,1],

Lafy) = espago de Banach classico das fungSes
f:00,11 — R, wp-mensuraveis e essencialmente limitadas. Sendo a
norma dada por ﬂf"w = sup ess |fCLd|.

tero, 1)
Defina a aplicagfo F:TZ — Lme) como FCAd= X ,» onde X,

representa a fungio caracteristica de A4.

Claramente, F ¢ uma medida vetorial finitamente aditiva, mas F

naIo & o-aditiva. De fato, seja (A4 > uma sequéncia disjunta de
la}
o
conjuntos nio vazios de £ e chamemos B = U 4, ent3o
n t=n+1l
g n 0
hWFC UAD - FFCAD I = I FCu AD> I =1 x I =1, ¥V n el
. L . 5 o o] , | [s o] -] oo
T=1 =4 L=n+d n
o n
Portanto, lim I FC U At) - :FTAi) "m = O.
n L=4 L=4

(&8 Uma medida vetorial o-aditiva

Sejam Q, 2, g como no exemplo anterior e LaCyD o espago de
Banach <classico das fungdes Lebesgue integraveis. Sejam X um

espago de Banach qualquer e T € 3CL3(p).XD.
Para cada £ € ¥ definamos F:Z — X, como FCA - chA).

Pela linearidade de 7, é& fAcil ver que F ¢é& uma medida

vetorial. Além disso, mostraremos que F & o-aditiva.



Com efeito, seja uma sequéncia (A4 D de elementos disjuntos de
n

o)
Z, se chamarmos B = U A entdo
n l=h*1"
o n o®
BFe v ALD - L FCADH = IFC U ADJ0 = WTCx 20 < WTH B D.
=4 V=1 v izn+s " Bn n
o n
Desde que u é o-aditiva, lim IFC U AD - ¥ FCADHK = O.
n 1=n+d v v=1 v
Definigio 1. 3.
Seja F:Z — X uma medida vetorial. A wvariagdo de F @& a
fungdoc de conjuntos |F| :£& — [0,w] definida como,
n
|FICA = sup { £ WFCADN }, 4 e %,
i=1 '
onde o supremo & tomado sobre todas as partigles {A‘, e An} de

A, em um nimero finito de elementos de Z.

Diremos que F & de variag3c limitada, se [|F|CD < m.

Proposi¢3o 1. 4.

A variag3oc de uma medida wvetorial F:Z — X, tem as seguintes

propriedades:
Cad |F| & uma medida aditiva, escalar e n3o negativa.

(8 Se |FICD <« w entXo, |[F| & o-aditiva se, e somente se,

é& o—aditiva.

CO WFCADN S |FICA, V A e =.

Para as provas destas propriedades ver [10], pagina 33.



Outra fungico de conjuntos associada a uma medida vetorial & a
semi variag3o. O conceito de semivariagioc estia diretamente
relacionadec com o© estude da teoria de integrag3io bilinear

relativamente a medidas vetoriais.

Para o desenvolvimiento desta teoria em maior grau de

g:ralidade, onde por exemplo a fungdo integrande assume valores
num espagce  de Banach Y, se faz necessario assumir a
existéncia de uma aplicag3io bilinear continua., definida em XxVY
tomando valores num espago vetorial &, contornando a natural

dificuldade de "multiplicar" elementos de espagos diferentes que

nIc possuam estrutura para tal.

Como © nosso propdsito ¢ estudar alguns teoremas de
representag¢ifo de operadores lineares, introduzimos aqui apenas os
conceitos relacionados com o tipo de integragic envolvidos com

aqueles teoremas.

Observagio 1.5.

No que segue vamos a indicar por X e Y espagos de Banach
nas condig¢Bes: X €& um espago qualquer e Y & o corpo dos escalares

ou Y ¢é o dual topoldgico de X, ou vice-versa.

Assim, de uma maneira natural contamos com uma aplicagdo

bilinear, continua, definida sobre XxY, a saber: a multiplicag3o
por escalar ou a avaliagio funcional. Em ambos casos, denotamos
esta aplicag3o pelo simbolec ".', e por 2Z a seu respectivo

contradominio.



Definig¢3o 1.6.

Sejam X, Y espagos de Banach conforme A4 obserwvagico anterior,
e seja- F: X — X uma medida vetorial. A semivarjiagfio de F & a
fun¢XZo de conjuntos |fFl]l := — [0,0) , dada por:

kA = sup { I ;‘;y_t.ruinu {,
=,

onde © supremo & tomado sobre todas as partig¢g@es finitas {A1, N

An} de A, em elementos de I e sobre todas as cole¢Ses {yi, Y,

. yn} de elementos de Y, tais que H%ﬂ < 1.

Diremos que F tem semivariag¢®o limitada, se |FIKD < w.

ProposigZo 1.7.

A semivaria¢Zio de uma medida vetorial F:2 — X, tem as

seguintes propriedades:
Cad |IFll ¢ monétona.

& IIFll ¢ subaditiva, isto é: se dados conjuntos disjuntos

A,B € £ ent3o IIFlk4 u B < |IFlk4> + |IFlkB>.

€O Se F é& o-aditiva ent3o, |IFlIl & o~-subaditiva, isto é:

dada uma sequéncia CAnD de elementos disjuntos de ¥, temos que

o) ®
IIFlk v 4> < E IFlk4D.

1=1 v=14

(D V A eZ sup{ IFCEDW - Eeg, ESA} =< IFIKA = |FlcA.

Para as demonstrag¢@es ver [10), pagina S52.

No caso Y=C, a semivariagio tem ainda as seguintes

propriedades:



Proposicio 1.8.

Sejam F:Z — X uma medida vetorial, e 4 € Z, ent3io
CO IIFIKA> = sup {IXFICAD » xe X°, Il €1 4,

Cid  sup { WFCEDN ~ EeE, ESA} < |FIKAD < 4 sup { IFCDN ~

EeZ, EcA}.

Demonstracgzo:

(D Sejam {Ai, ce s An} uma parti¢Zo de 4 em elementos de
Z, e {a1. cees an} uma coleg¢io de escalares tals que Iail < 1.

Seja x€ X» lxh £1 ent3o,

x I n % Dox %

[l ( T a. FCA D) = | L ax FCAD| = T |x FCA D| = |x FICA.
i=1 t =1 " b L= 4 v
n 2 % * %
Logo, 'y aiFCAt) i < sup {lx FICA  x e X, x| < 1}.
i1=1
E 3 * E

Assim, temos que IFIK4> = sup {Ix FICAD » x e X, lx n=<1}.

Para provar a desigualdade contraria considere a fungio sinal,
dada por sgn (2D = e-ttaag x>’ x € C. Note que |sgn(xXd| =1 e
que |x] = sgn(xd.x, =x eC.

Se x*e X? Hx*ﬂ <1, entido

ia) ™ ™

2 2 2 2 %
Y Ix FCAD| = ¥ sgnCx FCA DD.2x FCA D = x ( F sgnlx FCA DD.FCA D)
i=1a t i=1 ' t i=1 v t

n »*
< W L sgnlx FCADD.FCADN < FIkA.

1=1

Se tomamos o supremo sobre todas as partigfes {A‘, c e An} de

A, obtemos |x F|CA) < |FIKAD.

Consequentemente, sup {lx*FICA) s oxe Xr Hx*H51} < lFlkA>.



Cid A primeira desigualdade resulta da monotonicidade da

semi variagZo.

E
Por outreo lado, para cada medida escalar x F temos,

|xFICA> £ 4 sup {|x FCED| ~ EeE, ESA} Cver [11], pagina 97D.

Logo, por (O resulta k4> < 4 sup {IFCEDI ~ EeZ, EcA}. o

Nota: Se temos uma medida vetorial F: X —» X*, ent 3o

adequando

demonstrag3o de 1.8C(0, &€ possivel provar que a semivariagio esta

dada por
IIFlk 4> = sup {lon|CA) s x e X, Hx"Sl}, A ez,

) 2636
note que estamos considerando x € X & X .

Exemplos 1.8.

Cad Uma medida vetorial de varia¢Zo limitada

Considere a medida vetorial o—aditiva F:3 — X dada no
exemplo 1.208. Vejamos que F tem variag3o limitada:
Seja {A‘, ...,Ah} uma parti¢Zc de [0,1] em elementos de I,
n ™ »
ent3o r IFcAa > = ¢ “TCXA D = ¢ uTH pCAtD < ITH pC(O,13D =
i=1 v i=1 i i=1
Wi,
Assim obtemos que, |F1€[{0,13> =< ITl < oo .

(& Uma medida vetorial de semivariag¢fio 1l1limitada, mas

com variag3o n3o limitada

Seja F:Z — LmFyD a medida dada no exempl o i1.2Ca.

Veremos que F tem semivariag3do limitada.



. * . » »
Sejam = € mep) .l sl e {Ax' Ce s Ah} uma partigio de

(0,1 em elementos de Z, logo:

N ™ ]
E .3 k.3 E 3
L I®FCADl = EIxCx Ol = [ sgnlxCx, xCx > =
i=1 iz P v=1 { 44
2] n
* CaiCo DD Y € Il T sgnCxCx OO I =
x ( L sgnlx Cx X, = L sgnlx Cx x, Vo =
1= 1 1 1 L § 1 19
n *
sup ess | ¥ sgnCx Cx DD x Ctd| = 1,
telo, 1 r= 4 At Ai
Ent¥o, IFIK10,13> = sup {|x F[CI0.1)D ~ x eX , Hx'ls1} < 1.
Mas F n3Zo tem variagfo limitada, pois se {A’. R An} & uma

partigio de [0,1) em elementos nFo vazios de ¥ ent3o,

N 1al
|F|cto,11> =z ¢ HFCAiDH = ¥ HXA "m =n, Vnell

v=1 1=1 L

Portanto, FICLO,13D

w .

I. 3. Integral Bilinear de Bartle

Sejam X, ¥ e Z espagos de Banach. No sentido mais geral, esta
teoria estuda a integragdc de fun¢gdes a valores em Y com respeito a

uma medida vetorial a valores em X.

O desenvolvimento tipo Lebesgue desta teoria, faz necessario
supor a existéncia de uma aplicagfo bilinear, continua, definida em
XxY, a valores num espago de Banach Z. Neste nivel de generalidade
varias propriedades da integral de Lebesgue s3o vAlidas, como os
teocremas de Convergéncia de Vitali e de Convergéncia Limitada,

embora a extensio natural do teorema da Convérgencia Dominada (TCDD

10



falha.

Como ja mencionamos para OS nossos propdsitos hasta considerar
dois Lipos de aplicag@es bilineares continuas: a multiplica¢fo por
escalar e a avaliagHoe funcional. Assim, no que segue consideramos
o= espagos X, Y e Z conforme a observag3oc 1.8,

A seguir introduzimos alguns conceitos basicos da teoria da

Medida vetorial.

Sejam F:¥ — X uma medida vetorial e th) uma sequéncia

de fung®es definidas em  com valores em Y. Diremos que,
(O Um conjunto 4 € £ & F-nulo se |IFlk4A = oO.

Cid CfYD converge pontualmente F-quase sempre (Ff-gq.s.) se

existe um conjunto F-nulo N, tal que Can converge pontualmente

em NN

Ciid th) converge uniformemente F-quase sempre se th)

converge uniformemente no complementar de um conjunto F-nulo.

Ciwd Uma fungfio f :0 — Y ¢ F-essencialmente limitada sobre

A€z, se existe um conjunto F-nulo N, tal que f ¢ limitada em A“N.

Neste caso definimos o supremo essencial de f sobre 4 como,

sup ess HfCtdl = Inf sup 1fCEDH.
teA N LeANN

Cvd Uma fungio f :(0 — ¥ ¢é chamada simples, se f assume
apenas um numero finito de elementos de Y,{yi. ..,ynk de tal modo

-1 . n
que f Cyi) € Z. Note que f admite a representagio f = ¢ Yox, oo

1=1 !

com Aie ¥ e AihAJ= O, & chamada forma candnica.

11



Denoctamos por @zCZD aoc espago vetorial das fung@Bes simples

a valores em Y, com as operagdes habituais.

Definig3oc 1.10.

Sejam F:Z — X uma medida vetorial, #f:Q — Y uma fung3o

<imples dada na forma candnica e £ € Z, definimos a integral de

f sobre E como,

fzf. FCdtd =

Nk,

Y. FCAiriD.

=1

j?f.F(dt) ¢ um elemento bem definido de Z2 (i.¢. independe da

representagdo de fO. Para a prova deste fato ver [(10], pagina 108.

Ve jamos al gumas propriedades basicas der 1 vadas desta

definig¢Xo.

Proposig¢3io 1.11.

Se F é uma medida vetorial, ent3doc a integral de uma fung3o

simples satisfaz,

Cad Para cada F € £, a aplicagdo f € GchD — Itj.FCdt)

¢ linear.

(8 Para cada f € @2(2), a aplicagio de conjuntos £ € £ —»
J;f.F(dt). define uma medida vetorial, a qual é o-aditiva quando

F é& o-aditiva.

(D Se f € @YCZ) e LeZ ent3o, "J;_f.FCdt)ll < sup hgCedh. fIFIKD.
Lt

Se F & de variag¢3o limitada temos, HJ;}.F(dt)H < J;Hfﬂ |FiCcdted.

i2



Demonstragio:

Para provar (o e (& basta trocarmos a multiplicag¢do no corpo

escalar pela aplicagio bilinear .M XxY— 2, e o mdédulo

pela norma em Z, nas demonstragdes cléissicas.

R v
Cd Sejam f =Y y x e @;CZD, e F e Z.

A primeira desigualdade ¢ &bvia se f = O. Ent3oc supondo f = O

e chamandoe M = sup HfCt21 > O temos,

te2
N 2]
Wf f.FCdtdl = | T y . FCANEdDN = M I T Vi . FcAa nbdil £ M IFIKD.
iz 1 v b i=ga M b
N
Por outro lado, ﬂj;f.FCdtDH < T iy I HFCA nED <
R ‘_.=1 1 1
P Tyi" IFICAiFED = J;Hfﬂ |Ficdtd, © que prova a segunda
i=1
desigualdade.
A seguir assumimos que F:£2 — X ¢ uma medida vetorial
c-aditiva, de variagio limitada. Vamos estender a nogdac dJde
integral a uma classe maior de fungSes. Uma classe natural a

considerar ¢ a classe das fungdes que podem ser aproximadas por
fungBes simples, isto leva a introduzir o counceito de fung3io

mensuravel.

Definic3o 1.12

Cad A fung3o f: 0 — Y ¢é F-mensuravel com respeito a F se

existe uma sequéncia de fungBes em 6;(2) que converge a f Ff-q.s.

\

& A fungio f:0Q — Y €& dita totalmente mensuravel se

existe uma sequéncia de fungdes em G;CZD que converge

13



uniformemente a f

Denotaremos por .Mch) o espago vetorial das fun¢Ses
f:£2 — ¥ totalmente mensuriveis, com as operagdes usuais. Se Y é

o corpo escalar, usamos a notag3io MCZD.

Defini¢io 1.13.

Seja F:¥ — X uma medida vetorial c¢-aditiva, de variag3o

limitada. Diremos que uma fungdoc f:QQ — Y ¢ Bartle integravel

com respeito a F, se existe uma sequéncia Cfn) de fungBes simples

em @YC I satisfazendo,
o thD converge pontualmente a f F-q.s..

Cid Para cada 4€X, a sequéncia de integrais X\ CAD =J'Afr.FCdtD

converge na norma de Z.

O limite da segquéncia CXhCA)Dh é independiente da sequéncia de
fungSes CfrD. conforme provamos abaixo. Este limite é denotado por

fAf.FCdtD e ¢ chamado integral de Bartle de f sobre A.

Para provar que j;f. FCdtdD & bem definido faremos uso do

seguinte teorema que & uma extensio de um teorema classico.

Teorema 1.14 C(iesrema de Vitali—-FHahn~Fohs)d

Sejam p :Z — K uma medida escalar e CAnD uma sequéncia de
medidas vetoriais definidas sobre £ a valores num espago de Banach

Z, nas seguintes condig¢Ses,

14



O lim XN C4Ad = 0O, para cada n € N,
i1 cA> 0

Cdd lim knCA) existe para cada 4 e Z.

n

Ent3oc, tim X CA = 0, uniformemente para n € [N.
121 CA)Y 50

Demonstragfo: Ver [11], pagina 158.

Lema 1.18
Se uma sequéncia de fungSes simples f : 0 — Y satisfaz (D
n

da definig¢iFo acima, . entio

lim ACA =0, uniformemente para n e N
IF 1A 0

Frequentemente esta propriedade é enunciada dizendo que a

sequéncia an) ¢ uniformemente absolutamente continua com
respeito a |F|.
Demonstragzo:

Em consequéncia da proposigio 1.11C(o temos que,

lim J;f . FCdtd =0, para cada n e€ N C#D -
IF | (L )+0 "

Também temos que, lim f;fn.FCdt) existe para cada 4 € .
1al

Logo, pelo tecrema de Vitali-Hahn-Saks para medidas vetoriais

temos que o limite (%) & uniforme para n € N.

A seguir enunciamos o teocrema de Egoroff para fung®es a

valores vetoriais.

18



Teorema 1.16 Cileonema de Sgorefd

Seja v :Z — [R uma medida o¢-aditiva e n3o negativa. Se
fn:Q — Y ¢& uma sequéncia de fun¢gdes v-mensuriveis, convergente
pontualmente a f, ent3o dado € > 0 existe 4 € Z, com v(A4AD <« ¢

tal que Cfn) converge uni formemente a f em Q-4

Demonstrag¢Xfo: Basta trocar méduloc por norma na demonstragio

classica.

Proposi¢do 1.17
Seja f:00 —» Y Bartle integravel com respeito a F. EntXo

a integral de f sobre 4, esti bem definida.

Demonstragcio:

i

Vamos supor primeiro que f = O. Neste caso, se Can & uma
sequéncia de fung®es simples nas condigBes da definigdo 1.13

afirmamos que tim A C4AD = O, onde X (A = f F < FCdtD. 1>
1] bl 1a) AN

Com efeito, pelo lema 1.15 temos que dado &£ > 0O existe

&6=6Ced) > O tal que se |FICED < &, entdo HknCE)H < £, Y¥neN. 2

Usando © teorema de Egoroff com w=|F| obtemos um conjunto
NeZ com |F|CND < & e de modo que thD converge uniformemente a

zerco sobre QNN

£ Vnzn, VteON.

Seja n°€ (N tal Jque IlfnC toll < m » o

Como a proposig¢io 1.11Ce garante que HxnCA\NDH <&, ¥Y¥nzn,
e em vista de (2 temos HxnCNDH < e, VnelN, entioc segue que
HxnCA)ﬂ < HKnCA\N)ﬂ + HXHCNDH < 2e, YVnzn
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Isto prova a afirma¢g3io (13, em outras palavras o limite da

sequéncia CthADD independe da sequéncia de fungSes th).

No caso §f # O & facil ver que a integral - de Bartle de f sobre.
A estad bem definida, pois se Cfnb e Cg}) s3do sequéncias de

fung®es simples satisfazendo as condigBes (O e (WD da definigXo

1.13, reduzimos ao caso anterior tomando h =f - g . o
n 14} n

Observagio 1.18

Nas condigBes da definigio 1.13 a demonstragao anterior
mostra que lgm xnCAD ¢ uniforme para A € Z. Isto ¢, dado £ > O

existe n € N, tal que Vn, m 2 n , VA4 € X "knCA) - XmCADH < £.

-] [-

Denotaremos  por QBCF,YD a classe das fungBes f:i0 — Y,
Bartle integraveis com respeito a medida vetorial F:¥ — X. Se
Y=[R escrevemos QBCFD. Notemos que QBCF,Y) ¢ um espago Vvetorial

com as operagdes habituais.

Proposigio 1.19

Se F:¥ — X ¢é uma medida vetorial o¢o-aditiva, de variag¢3o
limitada, entio a integral de Bartle com respeitoc a F tem as

sagui ntee propricdades:

Cad Para cada 4 € £ a aplicagZo f € & CF,Y> —>» Lf.FCdt) &

um operador linear.

(& Para cada f € QBCF,Y), a aplicagio de conjuntos

A e — I;f.FCdtD & uma medida vetorial C(ou escalar) o-aditiva.

17



Cd Se f:00 — ¥ é F-mensuravel e F-essencialmente limitada

sobre Qe 4 € £ entio,

f e CFY e I fAf.FCdt) I < sup ess IfCtdh FlKA.
te2
(D Se f e & (F,¥YD entfo lim J. f-Fcdtd = o.
IiF I (450 A

Ced Seja Y=K. Se f e QBCF,YD, A el e T e X, 25, entido ¥

é Bartle integravel com relagio a medida vetorial ToF e

T(fAf. FCdtd) = Lf. ToFCdtD.

Demonstrag3o:

Cad e (8 sZio consequéncias da validade dessas asserg¢g®es para

fungdSes simples.

(D Primeiro provaremos que f & Bartle integravel. Como f €&
F-mensuriavel podemns tomar uma sequéncia de fung@es simples Can

que converge pontualmente a f, F-g.s.

Sejam, M = sup ess HfCtdll e N=M+i.
te2
<
g fnC td, se IIfnC toh < N.
Definimos a sequéncia f > =
m o ., se If Ctdl > N
Afirmamos que Cf:) converge pontualmente a f, F-q.s. De

fato, seja § o conjunto F-nulo, tal que Cfn) convir ja pontualmente
a f em NS
Dado um numero positive £ <1 e t € IS existe n € N tal

que anCtD - fCtOl < £, ¥ n2n

L
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Desde Aque Htht)H < lF Ctd - fCedll + HfCtdh < M+ 1 = N,
T

Vnzn, temos que f:CtD = f Ctd, Vn2n
o kol

Logo ﬂf:CtD - fCN = f Ctd- fCdh <&, ¥Yn2n, o que

prova a afirmagZo.

Agora, pelo tecrema de Egoroff, dado v > O existe S € £ com

|FICSD < nn tal que a sequéncia Cf:) converge uniformemente em QNS

N N N N
Logo, “fACfn - f .FCddl < HJ;\;fn - f 2-FCddl 4
ﬂj;Cf: - f:D. Fcaon < f Hf: - /:u IFlCdtd  + 2Nn.
ANS
Segue que, (fAf: .FCdt))n ¢ uma sequéncia de Cauchy e

portanto converge em Z.

Assim, a condigio (4> da definigio 1.13 & satisfeita,

portanto f ¢ Bartle integravel.

Em segundo lugar, sejam & > O e Cf:) a sequéncia de fungBes

simples Cf:) tal que N=M+&.

. N N
l.ogo, HJ;f.F(dtDH < uj;c; - f J.FCdedl + HIAfn.FCdtDH <
nfes e j:J.F(dt)H + CM+& IFIkA, V¥ n el
Fazendo n -» o obtemos, "Igf.f(dtlﬂ £ CM+8d [IFlk A,

Come & > O ¢ arbitrario, entao ﬂfAf.FCdt)H < MIFlkA.

(D Seja Cf“D a sequéncia de fungBes simples -dada .na
definig¢3io 1.13.

Seja £ > O, pela observagiioc 1.18 podemos escolher n € N tal

que HIA(f =f_ DJ.FCddl < &, V AecX.

(-3
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Além disso temos HjAfh.FCdL)H £ sup lf Cdl |FlCa.

te2 o
. - .
Da desigualdade HJ;].FCdtDH < qucj f d.FCdedl +
quf CFCAd N, resulta que tim uf F.FCADN £ e
ho IFi1(A4) 40 4

Como & > O é arbitrarioc concluimos que,

lim Hj;f.FCdtDH = 0.
IF1(A) -0
e Claramente, TF : £ — Z & uma medida vetorial

o-aditiva, a qual satisfaz IT<FHCA < ITHh |FlkA, V 4 e€ 5.

Agora provaremos gque Jf € Bartle integravel. Efetivamente,
se (fh) & a sequéncia de fungBes simples da definig3io 1.13
enlio, om virtude de C#D podoemos dizer que C f“) convaerye

pontualmente a f ToF-g.s..

Como, njAth— f . TeFCatdh = I T {IAth— fo.FCdd} <
T Hj;Cfn- f J-FCdidli, entFo (fAfn. TeFCdtd)  converge. Isto
prova que f € 2BCToFD.

Por ultimo, pela continuidade de T, segue que,

J;f. TeFCdtd = Llim fAfh. ToFCAtdD = lim T {j;fn.rtda>}
12

4]

T (fA/. FCdtd).

Ao contrario do que acontece com as fun¢gBes Lebesgue
integraveis, a fungioc norma de uma fun¢3io Bartle integravel nio

¢ necessariamente integravel. E o que mostra o préximo exemplo.
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Exemplo 1.20

Sejam 2 = {0,117,
2 = o-&lgebra dos conjuntos Lebessgue mensuraveis,
4 = medida de Lebesgue em [0,1]1, e
X =Y =K ¢ Z=R. onde a aplicag3dc bilinear em

“xY ¢é dada pelo produto interno usual.

Denctemos por €. e, ©s vetores da base canénica de RZ.
Definimos wuma medida vetorial F por, FCAD = nCAD e, =
consideramos a fungdo gltd = t e .

2
Nestas condig@es, temos que g < QBCF, R?* e ng.FCdt) = 0,

mas lgCtdl = ¢t™* nXo & integravel com respeito a |F| = .

A soguir estudamos a convergéncia no espagu .Q,BCF, YD) onde um
resultado importante & a extensio do tecorema classico da

Convergéncia de Vitali. O seguinte lema nos auxiliara& na prova.

Lema 1.21
Seja fn: Q — Y uma sequéncia de fungles simples que
converge pontualmente a uma fungdo f F-qg.s.. Se a sequéncia de

integrais XnC Ad = IAf « FCdtD ¢ uniformemente absolutamente
n

continua com respeito a |F|], ent3o CAnCA))h converge.

Demonstrag&o: O resultado se segue, usando as técnicas da

demonstragdo 1.17.

Teorema 1.22 Ciesrema da Cenwergéncia de Vitald

Seja F:z — X uma medida vetorial, o-aditiva, de variagdo
J
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limitada. Se fn:Q — Y ¢ uma sequéncia de fun¢des Bartle

integraveis que converge a uma fungdc f:Q — ¥ F-gq.s., tal que a
sequéncia knCA) = J;fn.F(dt) & uniformemente absolutamente
continua c¢om respeito a |F|, ent3o f & Bartle integravel e,
F = ) s FC A
fAf LECa tim L,h..ww.
N
Demonstragio:

Como cada f‘_ ¢ integravel, para cada n temos uma sequéncia
de fungles simples nas condigBes da definig¢io 1.13. Logo, em

virtude do teorema de Egoroff, existem um conjunto Nr‘e = com

IFICN > < 2", e uma fung3o simples g, de modo que,

hf €td - gctdl <27, ¥V t e 0N .
i) n T
w [s o]
Sejam, M=U N e M=n M. Note que IFlkM < “F“CMk) <

Vk e N, logo temos que |IFIkKM = 0.

Afirmamos que a sequéncia de fun¢gBes simples an) converge

poritualmente a f F-qg.s. De fato, se t g M, entioc existe k°e N

N

tal que t g M , isto ¢é hf Ctd> - g COl < 2", Vnzk,
Logo, como HfCtd - gthDH < WfCed - frCtDII + IlfnC t> - gnCt)II
temos que anc td>> converge a f{(td, para t fora de um conjunto
F-nulo.

Agora provar emos que a sequéncia v'CA) = ngn. FCdtd
converge na norma de Z. De fato, pela uniformidade do limite

Cobservagio 1.18) para cada n podemos tomar a fung3io simples CghD

N

satisfazendo v CA> - X _CAD I < 27, V A4 ec=%. c1d
1a]



™

Logo e CAI < XN CALOIK + 277, ¥ 4e5x. 2>
™ 1a)

Desta desigualdade. e desde gque CAN CADD & wuniformemente
g
absoclutamente continua com respeitc a |F|, & claro gque (X CADD
n
i Lt tem esta propriedads, Segue-se do lema 1.21 gue CA CADD
n

cownverge.

Portanto f & Bartle integravel e I;f.FCdtD = lum thA). <32

n

Finalmente, aplicando (1) e (3D na desigualdade abaixo:

] I foFCAtdD - X CAIl < ] f feFCAtD - v CAN + v CA - X CAI,
A n A ) n n
obtemos, [ feFCatd = tim X CAD = lim [ f . FCdLD.
™ ™
Lamentavelmente, nesta teoria n3o & possivel estender o
teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue CTCD), como se

verifica no exemplo seguinte.

Exemplo 1.:23

Sejam, F a medida vetorial descrita no exemplo 1.:20,

1
-t —
N

fn:[0,1] — R? a sequéncia dada por fnCt)=t e,

g :10,1] — R* a fungio g(td = t“ez. se t € €0,11

e gC0> =0.

Temos que g e cada f,, sdo integraveis, e anCtD" < lhgltdh,
v t €« [0,1]. Mas o limite da sequéncia - Can & a fung3o-
fCtd = t—aa, a qual n%o é integravel.

Em certos casos, quando por exemplo Y = [R, é valido o teorema
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mencionadc (var [415. Embora em geral nao vale o TCD, existe a

segui nl.c versdo dele:

Teorema 1.24 C(lesrema da Conwenrgéncia Demiradad

Sejam F :Q1 — X wuma medida vetorial o-aditiva, de variagio
li-:tada, e fh:Q — Y uma sequéncia de fungles Bartle integréaveis
com respeito a F, gue converge a uma fungdo f :(Q — Y F-gq.s..

Se existe uma fungdo inteygravel g, tal. que,
3 < . £y » .
anfn FCdtdoh < “ng FCded VnelN, V4ezx

Ent3o, f & Bartle integravel e,

j;f.FCdtD = lim fAfn.FCdtD, V Aec=x.
™

Demonstragso:

Pelo teocrema de Convergéncia de Vitali, é suficienile provar

que a sequeéncia KnCAD = J;fn.FCdtD ¢ uniformemente absclutamente

continua com relagio a |F|.

De fato, dado &£ > O, pela proposigio 1.19(d existe & > O

tal que |FJCAD < & implica “I;g. FCAdtdll < &6, WV A € Z.

Logo, HfAfh. FCdel < e, VAeXI com |F|cA < &, e
¥nelN, Emcoutras palavras, CA (43D & uniformemente absolutamente
bal

continua com respeitoc a |F|. o

Até aqui tém sido essenciais as hipdteses de o-aditividade e

variag3do limitada da medida vetorial F. Queremos destacar que

para definir o©o conceito de integral de uma fungdc totalmente
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mensuravel, estas condig¢®es niEo sFo necessarias, basta que a medida

vetorial seja de semivariag¢fo limitada, comoc vemos abaixo.

Suponhamos que F:2 — X seja uma medida vetorial de

semivariag¢Zo limitada, isto ¢ |JFIKD < o .

Introduzimos no espago J&CZD das fungdes f Q- Y
totalmente mensuraveis a topologia da convergéncia uniforme

determinada pela norma l!fllw= sup hfCtON, f € aﬂyCZ). Desta forma,
tef2

temos que .MchD € um espago de Banach contendo @YCZD como  um
subespago denso.
Definamos © operador T : @;CZ) — 2 por TCf> = f fe FCdt>,
Q
onde I fe FCdtd & dada comoc na definig¢3o 1.10, e portanto T esta
Q

bem definido.

E facil ver o operador T ¢ linear e continuo, mas ainda

temos que Wi

= IFlkeD.

sup { V[ f.FCddl ~ fe & (2>, sup IfCdl < 1}
Q te2

Logo 7T tem uma Unica extens3ic linear, continua e com igual

norma, ac espago JﬂyCZD, a qual denotaremos por T.

Definig¢Xo 1.25

Sejam, F :Z — X uma medida vetorial de semivariagio
limitada e f : Q0 — Y uma fung3oc-totalmente mensuravel. Def1inimos

a integral de f , também chamada integral elementar de Bartle

de f como:

J f-FCded =T .
o)
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Se 4 € £, naturalmente definimos, fAf.FCdtD = j f x, FCdtd.
0

Nota: Se F ¢é uma medida vetorial, o¢o-aditiva, de variagio

limitada, entdo esta integral coincide com a Integral de BRartle

(definigdoc 1.13D.
Assim, se verificam'as seguintes propriedades:

(O A integral elementar de Bartle herda as propriedades de

linearidade do coperador 7T .

Cid Para cada f € A&CZ), a aplicagdo A e 2 — I;f.FCdt),
detormina uma medida velorrial limitada. E fé&cil wverificar esta

afirmag83o pois ela se mantém para funges simples.

Cid Da continuidade do operador T resulta que VY f e J&CE),

I foFcaedn = Pk sup IfC.
Q Ltef

Cid Se Y=C, entZo ([ f.FCdtd) = [ f x FCdtd, xe X', f e
o Q

MDD .

Desde que esta propriedade & verdadeira para fungdes simples,
logo pela densidade de &C(Z) em MDD, obtemos a validade para toda

f e M.

I. 4. Integral de Bochner

Para este paré&grafo, Y denotard um enpago de Banach e

(Q,Z, ) seréd um espago de medida ndo negativa, finita e o-aditiva.
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Algumas defini¢Bes bAsicas sX¥o as seguintes:

Sejam f :X — Y uma fung3o e fn:Q — Y uma sequéncia de

fungBSes. Diremos que
€ Um conjunte N € £, ¢ u-nulo se upulND = O.

Cid Cf%) converge pontualmente a f p-quase sempre, se existe

um conjunto u-nulo N, tal que litm lfCtd - fnCt)H = 0, vVt e QN

™

Cad th) converge uniformemente a f uyu-quase sempre, se

existe um conjunto g—nulo, tal que (f 3 converge uniformemente em
N

Q\N.

Ciwd CfrD converge u-dquase uniformemente a f, se dado £ > O

existe um conjunto A € £ com puCAd < £ tal que th) converge

uniformemente a f em (ONA.

Cvd f €& elementar se existe uma sequéncia Cyt) em Y e uma

]
sequéncia disjunta CELD em ¥ tais que, f = ¥ ¥, x,
v=1 L
Agora, apresentaremos alguns conceitos relacionados com

mensurabilidade com respeitoc & medida escalar pu.

Definigdo 1.26

Seja a fungdo f Q0 — Y. Diremos que:

(O f & p-mensuravel se existe uma sequéncia de fungdes

simples que converge pontualmente a f u-q.s..

3 3
CD f € fracamente py-mensuravel se para cada ¥y € Y a
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" %
fungioc escalar Yy f & g—mensuravel.

Céd f tem imagem p-essencialmente separavel, se existe um

conjunto £ ¢ £ com puCE) = 0O e tal que fCONED € um subconjunto

separavel de Y.

Obser vagSes 1.27

Cad Toda fungio u-mensuravel f ¢ fracamente u—mensuravel.

De fato, sejam y*e Y* e Cfn) uma sequéncia de funges simples

convergindo poﬁtualmente a f u-q.s.. Ent3o, 'y*fn ¢ uma fungic
simples e desde que I fCtd - ¥ f CoON £ My h NfCed - F cou,
temos que (y*fn Dn converge pontualmente a y*f. Portanto

f ¢é& fracamente p-mensuravel.

C& Claramente toda fungioc simples & u-mensuravel. Além disso

¢ facil ver que as fungdes elementares também sio py-mensuraveis.

Com efeito, se f ¢ elementar, podemos representar f como,
o
f = £ Y, X, onde a sequéncia CEiD em 2 é disjunta, e CyiD é
iz1 1
N
uma sequéncia em Y. Tomando as fungSes simples fn = {:yixz.
=4 L
vemos qgue th) converge pontualmente a f. Portanto f €&

su—mensurével.

Proposigdo 1.28

A soma finita e o 1limite pontual H-q.s. de fungdes
M-mensuraveis & M-mensuravel. Em consequéncia, uma série
pontualmente convergente de fungSes H-mensuraveis tambem ¢é

H-mensurivel .
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Demonstracio:

Claramente a soma finita de fungdes Hd-mensuravels &

H-mensuravel.

Agora, provaremos gque se C fr) ¢ uma sequéncia de fung¢Ses
¥
HM-mensuraveis, que converge a uma fun¢gio f u—-g.s., entioc 4 é

H-mensuravel.

Com efeito, desde que cada fr & y-mensuravel, por uma

aplicagZo do teorema de Egoroff, temos para cada n € N uma funcio

. n
T ™

simples g © um conjunto Ah e £ com pCArD <a", tais que
Ilf CtdD - g Ctdh < 277, ¥t e 4.
n n T
[¢ o] a o)
Tomemos A = N U A €3, entEo A < T uCA D> < 2'7,

i n

VielN ouseja, uCdAd = O.

Desta forma lim llfnC t> - gnC tot = 0, V t € (A 1>
n
Chamemos B ao conjunto p-nulo tal que lim llth td - fCtdl = O,
n

V t € OB cad

Considere agora N = AUB. Portanto usande (1) e (20 na
desigualdade, hfgCctd - gnC toff £ NfCtd - th toh + l(fnCt) - gr‘Ctbll
obtemos lim HfCtd> - gnC txlh = 0, vV t € (N

i g

Dessa forma provamos que, f € y-mensuravel.

A seguir, apresentamos dois resultados que caracterizam as
fungBes p-mensuraveis. A demostragio do teorema enunciado abaixo

aparecem em [9), pag. 4:2.
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Teorema 1.239 ({esrema da Menourabiifidade de Petiind

Uma fung3o f 12 — Y & u—-mensuravel se, e somente se,
(O f tem imagem u-essencialmente separavel.

»
CidD Para cada y € Y*, a fung3o y*f & p—mensuravel.

Proposigdo 1.30

Una fungdo f :Q — Y & u-mensuravel se, e somente se, f €

limite uniforme u-q.s. de uma sequéncia de funcBes elementares.

A demonstragdo desta proposigio segue da prova do teorema

1.2Q.

DefinigZo 1.231

Uma fungdoc u-mensuravel f :QQ — Y & dita Bochner integravel

se existe uma sequéncia de funglBes simples f 1O -— Y tais gue
. Lg]

l;m f;ﬂfn - fhi pCdtd = 0.

Notamos que para tode 4 € Z, a sequéncia (fAfh yCdt))n é de
Cauchy em Y e portanto converge. Naturalmente aqui a integral de
uma fungdo simples est4d dada na forma wusual (definigdo 1.10D.

Assim, podemos definir a integral de Bochner de f sobre A4, como:

fAf pCdtd = lim fAfn uCdtd.

n

Nota: E f&cil ver que esta definig3oc independe da sequéncia

tomada, peois se tomarmos outra sequéncia (g ) nas mesmas condig¢fes
ia)



de C(f 3 entZo,

uJ;th— g 2 KCdtdll < j;ﬂfn— g Il uCdtd < jAufn— b oucded +

Idﬂgn— FIouCded.

Logo, l:m "f;(fn— gnD uCdtdll = 0,
Ou seja, lim f;fn uCdtd = lim IAgh pCdid.
n n
Denoctaremos por QICu,YD aoc espago das fungdes Bochner
integraveis com relagio a u. Claramente QICM,Y) & um espago

vetorial com as operagfes usuais.

O seguinte tecorema revela que as condi¢gl@es de integrabilidads

s3c mais fortes que no casco da integral de Bartle.

Teorema 1.32

Uma fung3oc u-mensuravel f : — ¥ & Rochner integravel se, e

somente se, f A uCdtd < o .
0

Demonstragio:

C 2 Scja (Ff D> a sequéncia de fungdes simples dada na
n
definigio 1.31. Notemos que IfCtOlIl = tim Htht)ﬂ M-g.s., ent3o a

funclo IflIl & u-mensuravel.

Assim, [ Wl uCdtd = [ Hf - FN pCded + I IfF I pcdtd < w,
0 O Q

quandoc n é suficientemente grandse.
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( e O Suponhamos que f AL puCdtd < o .
(9]

Como f €& u-mensuravel, usando a proposig¢io 1.30, obtemos uma

sequéncia anD de fungSes elementares com f - ng < % e em
consequéncia, f Iy - gru uCdt> <« uiQ) 1>
. Q '
o
Seja &, = r Yo X onde CEnm) ¢ uma sequéncia disjunta
m= 31 nm
emZI e y €Y, V¥V n, melN
nm
Para cada n € N a fungio real t — thCt)H ¢ Lebesgue
integravel, ou seja I Hgnﬂ puCdtd < o . Isto pois, leg Ctoll <
_ Q "
WFCedl + L
. n
®
Dessa forma, existe p e N tal que se A = U E
n m=p +1 nm
=2 < ,UCQ)
entio IAthH HCdid - -
ph
Logo se definimos fungdes simples f como f = ¥ X,
hal 12l m= 4 nm o
- - [T ey
temos que fn"f" g I pCatd = Lngnu pCdtd < — (&~=»)
Por (1> e (2D resulta,
J vy - 70 pCded = fur-g b wcdd> < 2 KD
™ il L) n
0 O
Isto €&, lim Hf — fFI uCdtd = O. Portanto f ¢é Bochner
N
n P]

integravel.

Na seguinte proposi¢iZoc mostramos -algumas - propriedades que

possui a integral de Bochner
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Proposigio 1.33

Seja f :Q — Y uma fungio Bocrhner integravel, entic valem

as seguintes proprisesdades:

(D Para cada 4 € £, a aplicagio s < QCu, Y — Jfouca &

linear.
Cid Hj;f uCdtd < fﬂu;u uCded, VAcE.
Ciddd lim jAf puCdtd = 0.

M0

Cwd A aplicag3o G :Z — Y, dada por GCA) = J;f uCdtd &

uma medida vetorial o-aditiva.

Cvd Se T & XCY,20, ent3o a fungio Teof :Z — £ & Bochner

integravel e IATof uCdtd = T (fAf puCdtd), V AeZ.

Demonstragio:

(O E imediato, uma vez que vale para fungdes simples.

Cid Seja Cf;) a sequéncia de fungdes simples da definigdo

1.31. Como a fung3o t - lifCtOIl & Lebesgue integravel entio,
. - < -
S sce hF Cedl] peded s [ fCe £ OO pCded.
Isto implica que, j;ufn pCdtd = lim fAﬂfn“ uCded. Cxd
n
Por outro 1lado,

NfAf puCded < ﬂj;Cf - f0 pCdtdl + uj;fn pCdtd .
< HJ;Cf - f 0 wCddh + j;u/nu pCdtd.

Fazendo n — o, e usando (% obtemos,
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HJ’ Fopldd < gl e
-2 A

(wid Desde que a funcio norma de f & Lebesgue integrave.
temos que. lim I WA uCdtd> = 0.
ucaso
Fela desigualdade anterior. lim J Fouldtd = 0.
piwso 7

Céwd E facil ver que 6 & aditiva.

Agora seja (£ D uma sequéncia de elementos dizjuntos de

[

in]

(o0}

chamamos A = W £ .

ial v
1L =IN+1
o 2] [0 9]
Logo, WG U E D) - T GL DO =1 6C U EDN = ujA fouCdedl <

=1 ) 1=1 ' t:n-ix" n

fnfo o pCdtd.
™

Segue do T.C.D. classico que,

QG Lol
tim IGC U E ) - L GCE DN = O,
1 1

r v =1 L |

Porlanto G & uma medida vetorial o-aditiva.

Cod Claramente a fungdo Tef :{fi — Z & u-mensuravel.

Como I TofCtDll = ITH #1fCtD, entioc pelo teorema 1.32 temc-

que Teof & Bochnor intogravel.

Sejam thD a sequéncia de fungBes simples da definiglo 1.C

€ um conjunto 4 e .
Usando Cud vorificamos que a sequénci a IATofn uCat

converge a JAT"f HCditD.

W
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Por outro lade, como JAIafn pldty = YCJAfh uCdtd) e desde que
7T & continuo temos que IATofrpCdt) converge a T(IAfyCdL))

Portanto

fATof pucdtd = T (fAf pCdtd).

A seguir demonstramos o teorema da Convergéncia Dominada para

a integral de Bochner, na hipétese de convergéncia em medida.

Definig3io 1. 34

Diremos que uma sequéncia th) de fun¢gdSes definidas em Q a

valores em Y, converge em medida a uma fun¢lec Ff, quando

Lim p{ t € @/ If CtdD - fCOh 2 £} =0, V& >0

gl

Teorema 1.35 (lesrema da Cenvergéneia Deminadad

Seja Cfn) uma sequéncia de fungSes Bochner integraveis,

definidas em Q a valores em Y, as qual converge a f em medida.

Se existe uma fungzio Lebesgue integravel g:0 — R tal que

HfrH 8 H-g.S., entio f & Bochner integravel e,
frf uCdtd = l;m frfn ucded, VEecx.
Demonstragao:

Em consequéncia do teorema classico da Convergéncia Dominada
C[3)D, temos que a fungXo HIfC(tdll & Lebesgue integravel e portanto

f é Bochner integravel.
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Por ocutro lado., tomando az fungdes rears  h (td = Wy Ceto>~pC sl
n T
as quals convergem a woro em medida, e come F (8 £ 27t + §fCetd 1,
Y

temos pelo teorema do caso escalar que,

L i - fI pCdtd = 0, vV E z.
im f}: _{h b o €
™
O se -5 3 o= : g ’ s
Portanto seque-se que j?f pCdtD lim J}jn uCded, V £ e 5.
N 0
De forma anadloga ac caso classico, podemoes desenvolver o

conceito de espago L? Co teorema 1.32 ja sugere a forma de definir

este conceitod.
Com efeito, se 1 £ p < w, o simbolo fFCu,¥ denotara o

espago de fungBes Bochner integraveis, tais que f II]’IIp uCdtd < oo .
Q
1

Como Hfﬂp = (f HfﬂpyCdtD)P define uma seminorma- em Ef(y.YD. de
Q

P .
forma natural definimos o espago de Banach Lpr,YD = 2 Cp,ﬁ}g »

onde N={7e®Ccu,y =0 p-aqs }

® 2% u, ©
No caso p = &, definimos L Cu,¥Yd = “’//g onde & Cu,YD
¢ o espago das fun¢gBes Bochner integraveis essencialmente limitadas
e M & o subespajo de ﬁakp,YD das fungdes nulas u-g.s.. Resul ta

ent3oc, que Lmtp.Y) & um espago de Banach.



CAPITULO II

REPRESENTACAO DE FUNCIONAIS SOBRE CUK.X0

E OPERADORES SOBRE CKD

I1. 1. Introdugéo

A representagio de operadores sobre espagos de fungdes
continuas tem sido um tema classico de estudc em Analise, & como

veremos, as medidas vetoriais tem agqui uma importante aplicagido.

No casoc escalar, se K & um conjunto compacto de Hausdorff,

ccrxo representa as fungdes escalares, cont i nuas, e se MK
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representa o espago das medidaz escalarss. regulares, o-aditivaz e
de variagdo limitada, definidas scbre a o-algebra de Borel de K,
temos © teorema de KRepresentagido de Riesz ([61), para funciocnais

s=obre CCKD, que enunciamos abaixo

Tecorema de Representagio de Riesz

O dual do espago CCKD é 1somorfo e isométrico ano espago de
*
medi das MCKD. Se ¢ €« CCKD & e M(KD. entdo a isomeciria vem dada

por s

e, > = J”Kf uCded, f e CCKO.

Em forma natural surgem as seguintes questdes:

Existe um teorema de representagico tipo Riesz para aplicagles
lineares continuas, da forma:

CO T: CCKD — X, onde X & um espago de Banach gualquer,

Cd T: CCK, X2 — C , onde CCK, XD representa as fungdes

continuas definidas em K, a valores em X 7.

Neste capitulo, apresentamos dois resultados que respondem
estas questdBes., a saber o teorema de Bartle-Dunford-Schwartz (041D

para © primeiro caso, © o teorema de Singer ([17]) no segundo caso.

W
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I1I1. 2. Representacao de operadores lineares~ em CCKJ

IT.2.1 Conjuntos fracamente compactos em cal(Zd

%

Ja & uma o-&lgebra de subconjuntos de um conjunto (.

Denoctamos por ca(Zd o espago das medidas a valores no corpo

escalar, o-aditivas, definidas sobre 2.

caCid & um aspago de Banach com nor e Jdada pela wvariag¢XHo,

istao & WAl = |IZNICay, XN & caCzd.

Obsor vagao 2.1

A convergencia fraca de wuma seguéncia (XD no espago de
3
Banach ca(Z) implica que a sequéncia de escalares (ACED) converge
J J
para cada £ € Z. isto & devido ao fato que a aplicag¢3o pzcx) = ACED

3
define um funcional em cal(Z) , logo pECXD = ANCED converge no
3 J

corpo escalar.

Definigdo 2.2

Seja £ um espago de Banach, e seja A4 < £, Diremos que A4 @

relativamente fracamente compacto se o fecho de 4 na topologia

fraca & compacto.

O tecorema de Eberlein-Smulian, ({6])3 garante que num espago de
Banach £, um subconjunto 4 de £ é relativamente fracamente compacto
=e, e somente se, ele &€ sequencialmente fracamente compacto. Isto

&, toda sequéncia (x 2 em A4, contém uma subsequéncia fracamente
n

i\
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convergente em £ Em consequéncia disto, come calZd & um espaco de
Banach, usaremos indistintamente esses conceitos de compacidade fraca

e seyuencial.

e 4 oe w siEo medidas complexas definidas numa algebra I,

]

escreveremos py « p para indicar que p € absolutamente continua com

respeito a v ou vr-absclutamente continua, isto & tim uCED = 0.
i1 CEYSO

Se considerarmos I como uma o-algebra e U, v € ¢calZd, temos
que Y K 1 se e somente se, p(E> = O cada vez que frjCES = 0O

Cver [11], pagina 1313.

Lema 2.3
Se Ckf) & uma sequéncia em calX2, ent3o existe uma medida

positiva v € calZd, tal que A v, ¥ =1, 2,
1

Demonstragio

Definamos uma medida 1:Y — R’ da forma,

© IX. |CED
wWE = ¢ a7 . . L e Z.
i=1 1 + |7\,L|CQD

Obviamente v ¢ wuma medida o¢-aditiva e limitada, portanto

v € cal2)d.

Notemos que se w(ED = O ent3o IKiICED =0, i =1, 2,

Por comentirio acima isto implica que lim |A JCED = O.
P(Er»2O
Logo desde que, INCED| £ [N |CED temos litm AXNCE> = O,
' v viErs0
i =1, 2, .. . Ou seja A‘ «v, i =1, 2, o
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Teorema &. 4

Seja K um subconjunto de calZd entdo, K & relativamente

fracamente compacto se, e somente se, zatisfaz as condi¢Bes abai xo:

(O K e limitado.

Ciéd Para toda sequéncia decrescente CED em ZIZ, com
1%

interse¢do vazia temeos que lim ACED = O, uniformemente para A & K.
T
1

Demonstracio:

C 33 Por um lado, sabemos dque toda sequéncia fracamente
convergente ¢ limitada, 1logoe desde que K é sequencial mente
fracamente compacto temos que toda sequéncia em K tem uma
subsequéncia limitada. Por abszurdo se mostra que K deve ser

limitado, assim a condigideo (O ¢ satisfeita.

s

Agora suponhamoz dque (D n3o & valida, ou seja existe uma
sequéncia CE\D em 3 que decresce ac conjunto vazioc e tal que o
limite da sequéncia CAC E,L)) ndc ¢é uniforme. Em consequéncia,
existem &£ > O e subsequéncias CE,“J_))j de CEiD e CAUD em K,
tais que '*ffl‘jP' e, j =1, 2, .. . 1>

Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que
CAD ¢ fracamente convergente, e em virtude da observagio 2.1

J
temos que C)\JCEDD‘i converge para cada E € Z.

Além disso, sendo a medida v como no lema 2.3, temos que cada

A & w-absolutamente continua.
J

Com estas condi¢Bes sobre C)\J) e pelo teorema de Vitali-
Hahn-Saks Cteocrema 1.14D segue-se que lim ACED = O,

V(L)Y 40
uniformemente para j =1, 2,
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Consequentemente lim XJCE,L( j)D = 0, o gqual contradiz (1D,
N

( & D Reciprocamente seja C)\J,) uma sequéncia arbitraria em
K. desejamos provar que XD possuil uma subsequéncia fracamente
J

convergente em calCd. cad

Seja v uma medida comc no lema anterior. E facil ver que o
espago das medidas em calfd as quais sZo r-absolutamente continuas

& um subespago fechado de cal() contendo fo.

Loge por uma aplicagio do tecrema de Hahn-Banach, 2 &
equivalente a provar que Clj) possul uma subsequéncia fracamente

convergente no subespa¢o das medidas v-absolutamente continuas.

O teorema de Radon-Nikodym ([3]> estabelece uma isometria
entre o subespa¢o das medidas v-absoclutamente continuas e o espago
classico LCO,5,0D, logo existe uma sequéncia CfJD em L'CQ,Z,vd

de tal do que ANCES = o wvldtd.
e tal mo g ; fsz

Seja { CSh : o n=l,2, } uma base da topologfa no corpo
escalar. Definamos a o¢-algebra S‘ como sendo gerada pelos
conjuntos Ejm)= f;‘CG") n=1,2, .. j=i,2, .. . Notemos que cada
fJ e Lca.z,v ainda pertence a L’CQ.Z’,vD c qual ¢ um
subespago fechado. Em consequéncia para concluir a demonstragio
basta provar que a sequéncia ij) possui  uma subsequéncia

fracamente convergente em L‘CQ,Zi,v).

Com efeito, seja }_‘2 a algebra gerada pelos conjdntos Ej(m

n=1,2, .. J=1.2, ... Desde que 22 ¢ uma cole¢ioc enumeravel,
podemos escolher Cusando o processe diagonald uma subsequéncia

tal que as sequéncias de escalares cxﬂ )CEDDk convergem para cada

k
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E e ¥_. Considere a colegio £ =AF € T~ (x

CEDD COnver g ,
2 3 1 3¢ k> k et ge}

ent3o temos as inclusSes Z? < Za < 21. Veremos que a familia Za

& uma o-Algebra:
Se F e X ent3o AN CONED = N, D - N CED, logo
s jtko jo Jkes

CX  CONEDD converge, ou seja NE € I .
1<k k 3

Por outro lado. seja CEi) uma sequdnocia em 23, chamamos
ao n
A = st‘.' Notemos que (€4 ~ UxE > decresce ac conjunto vazio,
v = v = A9 n
™
logo por (4D da hipotese temos  que lkm kﬂk)cig‘EE) = kj(bCA),
n
uniformemente para k & IN. Alem disso, lim K‘(k)C'UfE") existe
1= 19
k J
para cada n € IN. Isto garante a existéncia de tim X_‘k)CAD,
K J
portanto 4 e 23.
Assim, Za € uma o—algebra e consequentemente 23 = 21.

3¢ »*
Tomando =x € L1CQ,21.1)D e pelo teorema de Representagio de

. . ® ) x _
Riesz, existe g € L (Q,Z,v> tal que x Cf)_(k)) fﬁfj(k)g v(dtd.

Por argumentos de convergéncia e linearidade, basta analisar a

convergéncia de Cx*fj<k>>k assuminde que g & uma fung¢3o
caracteristica. Deste mode, seja g = x, com L e entZo,
3

x(fj(k)) = -ftfj(k)XE vldtd = )xj(kC)E), portanto converge. Provamos

desta forma que ij(k))k & fracamente convergente em L‘CQ,Z1,vD.

Consideremos agora uma medida vetorial G:~ — X, tal que
k.3 »* » , ;
para cada x € X, x G define uma medida escalar, o-aditiva,
]
ou seja x G € calCZd. Desta definig¢io, resul tam as seguintes

consequéncias para G.
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Propocsigdo 2.5

. e . - *
Se G:2. —» X & uma medida vetorial, tal que x G € calzd,

X * * ~
para todo funcional x e X » entdo

(O 6 tem semivariagdo limitada.

Cidd G & uma medida vetorial o-aditiva. Ctevrnema de
Onbicg—FPettiod
Demonstragdo:

(O Como x*G ¢ limitada, logo para cada x* < X*
sup { lx*GCADI s AeZ } < .

Fnt3ce pelo Principio de Limitagi3oc Uniforme, temos que
sup { IGCHDN v 4 e 2 } < w.

Da proposi¢3o 1.8, vemos que |IGIKM < .

(D a demonstragido deste teorema, aparece em [11], pagina

318.

Agora como aplicag8c do teorema 2.4 temos o© seguinte

resul tado.

Coroclario 2.6

»
O conjunto S = { G 7 Nl <1 } & relativamente fracamente

compacto em ca().

Demonstragzo:

Provemos que $ satisfaz as condi¢gBes do teorema 2.4,

CO Pela proposigdo 2.8 (O, vemes claramente que $ € limitado
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pois iz Gl = [x6GICd < IBIKMD, ¥ x e X 'l < 1.

Cid Seja (£ D uma seguénclia decrescente com intersegdo vazia.
1

Pela proposigioc 2.8(42 6 é& o-aditiva, logo lim GCE&D = 0.

L

Como |€GCED| € WGCEDN, V e X, Hxll €£1 ¥ielN C1d

segue que lim x*GCER = 0 uniformemente para x e X*, el < 1.
i

Entdoc pelo teorema 2.4 temos que S & relativamente fracamente

compacto em <calDd.

I11.2.2. Representacao de operadores lineares em (X

K denctara um conjunto compacto e Hausdorff. Indicaremos por
CCKD o espago das fungfes continuas com a norma do supremo. MCOKD
denotara o espago das medidas escalares, o—adi tivas, regul ares,

definidas sobre a o—-&lgebra dos subconjuntos de Borel de X

Definigio 2.7

Sejam X, Y espagos de Banach e T:X — Y um operador linear

limitado.

Ca2 Diremos que T é fracamente compacto se 7C(BY & um conjunto

relativamente fracamente compacto em ¥, onde B & a bocla unitaria
fechada em X.

* % 3
(4 Chamamos adjunto de T ac opsrador 7 :Y — X onde para

y*e Y* o elemento T*Cy*) < X* esta dado por:

<TXCY, o = <y, TCo>,  x e X.
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A sSeguir SNUNC1 &Mos, alguns resul tadeos =nbhre nperador es
fracamente compacitos, gque seradao de grande utilidade para nosso

propodsito. As provas deles se encontram em [111.

Toorema =. &

Seja 7 um operador linear, limitadoc. Entdo, 7T & fracamente

*x
compacto se. & somente se, 7 & fracamente compacto.

Teorema =. 9@

Se=ja T: X — ¥ um operador linesar limitado. Fnt&o T &

v

% 2 23
fracamente compacto se, e somente =e, o operador T : X — Y

2% 263
leva X em Y. Conde Y e identificadoc como subespago de Y pel a

inclusdo naturall.

O seguinte resultadce fornece uma representagio integral de um

operador linear, limitado, 7T:0CKD> — X,

Teorema 2.10

Se T:CCKD — X & um operador linear limitado, ent3c existe
E 3
uma Unica medida vetorial com semivariagdo limitada G:Z — X ,

satisfazendo

% 263 2%
Cad Para cada x*e X*, x*oG e MCKO, Chote que x & X*S X s

entEo, x oGCE) = <GCEY, a5).

(& A aplicagio que leva xfe X*—+ x*oG e MCKO ¢ continua,

E .
onde X e MCXD tém as topologias fraca estrela respectivas.



Coo x*T Cfd = fo Cx*oGDCdt), para todo x*e X* e f € CCKD.

. WTh = lllk k.
‘ 2%
Reciprocamente, se G: 2 — X é uma medida vetorial de
semivaria¢do limitada satisfazendo (ad e (&, entdo (& define um

operador 7:CCK3 — X linear limitado, com norma dada por (do.

Demonstragio:

£ 3 3
Observemos gque o© operador 7T : X — CCK)* leva x*—a x*T.

*
Logo pelo teorema de Riesz CCXO = MIKD, ent3o T CxO

determina uma Unica medida kxu e MCKD.

Para cada E € ¥, consideremos o funcional ¢£ 3 MCK)* dadao

por ¢ECXD = ACED.

t. 3
Definamos G6:5 — X como GCEd = T C¢ D.

Isto significa que para cada L e Z e x*e X* temos,

<GCED, x¥> = <¢£, ra *Cx*)> = kx* CE>, por conseguinte xfoG e MCKD e

também, TCf> = <TCxD, f> = [ f (x «63Cdtd, isto prova (ad o Ce.
Q

* % 2
Por outro lado, é claro que o operador adjuntoe 7 : X - CCKO
: 3 »*
& continuo, com as topologias fraca estrela scbre X e CCXO ,
L
logo como T Cx’> se identifica com x oG , podemos dizer que

a aplicagio dada em (& & continua.

Para provar (& note que, irh = W = sup {IT*Cx*)I /olixh <
1} = sup {|x¥o6|CKD N Pl IR 1}, logo pela nota apés a proposigdo

1.18 temos que ITH = lllkKx.
C ¢« D Reciprocamente suponha que (a) e (8 estejam satisfeitas.
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Peia coniinuidade da aplicagfo dada om (8. temos que para

. ) %
cada f e CCiU o funcional iincar xe X -» I f Cx eGICALD <5
& fraca eztrela-continuoc. Logo existe um uUnico elcmento x, € X,
) _ £ £ 2

tal que o funcional (23 & da forma x e X — <x, xf>. Cl31>

Azsim (D define um Unice operador T:CCKDY —» X dado por
TCFD = x, - E f4cil ver que 7T & linear.

*

Observe que, WTH = sup { Sup {|x TC/| ~ I i1} ~ hFn < 1}

= sup { IaTH o~ lix il < 1} = sup { Ix*oG JCKD ~ ho N < 1} = |Gl

Portanto 7 é um operador limitado, com norma dada por (.

Definigio 2.11

Se T:CCKD -—- X & um operador limitado, entioc a medida G que

satisfaz (&)-Ccd do teorema 2.10 & chamada medida representante

de 7T.

O préximo exemplo mostra que o tecorema 2.10 nioc pode ser
23
melhorade, no sentido que em geral, a medida 6:& — X n3c &

o—aditiva nem toma valores em X.

Exemplo 2.12

Mostraremms um oper ador linear limitado cuja medi da

representante n¥o é o-aditiva nem toma valeores om X.

Se jam K =10,11,
= a o-Algebra dos conjuntos boreliancos em [0,1), e
= = , = < R
X <, Cx D> / lim x o} < ﬂn

n
Defina 7TCfD = CfC % > - fCOId e c .
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Claramente 7 é um operador linear limitado, loge T &

E 2.3

representado por uma medida vetorial G:&Z — ¢ = tm, definida
2 o
por <GCED, x> = ¢ECT*Cx 3.
Tomemos a base candnica {en: n=1, &, .. } de t‘.
E f&acil ver que o operador T*Cen) = ccxo™ é representado
1 : NN A = 1 -
pela medida cwcalar anE) XE_C - 2 ;(ECO).
4 = * = . — - =
Logo <GCES, en> = ¢E(T Ceh)) XEC - D xECO) anE).
Assim, GCED = (xC % > - x,€03> & a medida representante de T.
Agora veremos que G ndo toma valores em < - Efetivamente,
tomando o© conjunto boreliano E = { % s 1 =1, 2, } <€ 10,11
T
tomos que GCEDY =C0O, 1, 0, 1 ,..2 e too’ mas GCED g ¢ .
Por outro lado, temos que G ndo & o-aditiva. Para provar esta

afirmagio considere a sequéncia disjunta de elementos de X

= ¢ 1 ;=
E=4{ 7t ¢=1.2,..

4

8
3

Logo G( UE;) =1, 1, ...2, mais G(UE) = Ci1, .., 1, O,

i=1 v=1

.2 n3oc converge quandc n -+ ® . Portante G n3o é o—aditiva.

Teorema 2.13 CEawle-Dunford-Lcluvartzd

Se T:CCXD — X & um operador linear, limitado, fracamente
compacto, entXo existe uma Unica medida vetorial o-aditiva, de

semivariag3o limitada G6:£ — X, que satisfaz:

Cad TCfD = J;f.GCdt), f € CCKD, onde a integral esta dada
segundo a definigdo 1.:25.

cH Wt = lklkx.
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Reciprocamente, se G6:Z — X & uma medida vetorial o-aditiva
e se 7 esta definido por (&), ent8o T:C(KD — X & um operador

fracamente compacto cuja norma esta dada por (8.

Demonstragdo:

Suponhamos que T ¢ fracamente compacto. Seja G a medida

definida no teorema .10.

% * -
Pelo tecrema 2.9, T *cccwo™ < X, © comoc GCED = T*XC¢ED Cveja

a demonstrag8o do tecrema 2.100, entdo G toma valores em X.

E
Da parte (ad do teorema .10, scvgue que x G € MCKD, x*e X*-

em particular x*G € calZD, v x*e X*. Logo, pela proposigioc 2.8

decorre que G & o-aditiva, e tem semivariagio limitada.
*
Desde que x*TCfD = J;f x GCdtd, vV x e X¥, temos que

TCfO = fxf.GCdt).

Reciprocamentle, seja G:Z — X uma medida vetorial o-aditiva

e seja T definido por (ad.

x_ % £

Note que 7T (x 23 = 2T € CCKO ¢ representade pela medida

X6 € MCKD € calSd. Logo pelo corolario 2.6, o conjunto
{T*Cx*) e x*e X*, Hx*ﬂ < 1} ¢ relativamente fracamente compacto em

3 . o
cal Zd. Portante 7 e consequentemcentic 7, s3o fracamente compactos.
o

IT. 3. Representacio de funcionais em CC(K,XD

Sejam X um espago de Banach = K um conjunto compacto de
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Hausdorff. CCKD representard o espage de Banach das fungdes
complexas, continuas sobre K c¢om a norma usual. Por CCK,XD
denctaremos aoc espago de Banach das fun¢g@es continuas, definidas

sobre K, a valores em X, com a norma dada por

Wfh,, = Sup { Bfcedn ~ t e K}

I1. 3. 1. O espago CCKOeX

Vamos introduzir algumas nogdes basicas sobre o produto

tensorial.

Sejam E, F. G espagos de Banach denctaremos por BCE.F,6> aoc
espago das aplicag@es bilineares continuas sobre Exff em G, e por

BCE,F2> a0 espago das formas bilineares continuas sobre IxF.

Consideremos a aplicag3io x tExXF —— BCE,FDT dada por

xCx, Y0 = uky » onde BCE,FD* representa o dual topoldégico de BCE, D
]

e o elemento u&y € BCE,FD esta dado por u%nyD = fCx, 4y,

f e BCE,FO. x & chamada aplicagio bilinear candnica.

Definig3o 2.14

O Produto Tensorial de E e F, é o espago gerado por x(ExF2, ou

seja

E®F = [ CExF) 1.

Denctandc o elemento w por x®Yy, podemos descrever o

produto tensorial como
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™
Eer = { wu =72;ﬁeyt/’zaeE,‘%eF t
L=

Se percebe facilmente que a representagdoc de cada elemento

w € E®F, n3o & dnica.

Uma das principais vantagens do produto tenscorial & que ele
permite considerar espa¢gSs vetoriails de aplicagdes bilineares como
espagls veloriais de aplica¢gSes lineares. A seguinte proposigio

estabelece esta propriedade.

Proposigic 2.18 (Prsnriedade Universald

Seja f1ExF — G uma aplicagdo bilinear, entdoc existe uma

Unica aplicag3o linsar h:ESF — G tal gque o diagrama comuta

ExF

x\N 7k
EeF

G

Em particular, se G = C podemos dizer que existe um

3
isomorfismo entre os espagos (FefD e B(L,FD.

Observagdes 2.16

Cad O espago E®F pode ser considerado como subespago de
™

BCE*,F*), identificande cada elemento w = Ex_@»yt e EefF com a
. 1%
i=1

forma bilinear scbre E*XF*, dada por

™

2 £ 3 %
wCx YD = ERCxd Ypd; % e EL ¥y ef
1=1 v
(& Pela prépia definigdo, FeF ¢ um subsspago linear de

»*
BCE,FD.
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Estas observag¢gdes sfc Uteis para introduzir uma estrutura de

espag¢go normadoe em E®F.

Definigdes .17

Cad) Denotamos por € a norma induzida scbre E®F, peloc espago
tal
Assim, se u = ¥ x 8y, ent3do eCw esta
v=1

de Banach BCES,F5.

dada por

eCuw = Sup { | Ex*Cx,‘)y*Cy,LDI s oxe E, lx
=1

1s1; ye FY Iytis )

O completamento do espago (E®F, £2 € chamado Produto Tensorial

Injgtivq

e este completado indicamos por L ®6F.

(4 Denotamos por nn & norma induzida scobre

™

w = Y x®y, entdoc nlCw estid dada por
1 1

v=41

E®F pelo euspago
de Banach BCE,F) . Se

n
nCw = Sup { | £ fCx,yd1 7 f e BCE,FY, Ufl S 1t

v=4

O completamento do espago CE®F, 1 ¢ chamado Produto

-~

TJensorial Projetivo e é denotado por £ enF.

No que segue estudamos o caso particular £ = (KO e F = X

»*
Dado t € K, definimos o funcional 6te CCKXD  por éth) = fCtD,

Claramente <5t & um funcional linear scbre CC(KXD. Desde que

hﬂ(/)l = |fCtd| = Hfﬂm, verificamos que 6t & continuco e em

particular né‘n < 1. Notamos também que

hfll = Sup { |6CH| 7t K}.

m
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Proposigdo 2.18
T

Seja w = Ef_tcbx,‘ € CCXO®X. entioc
=1

tal
eCuwd = Sup { | T ECFD wWxd| ~ teK, peX . Iyl ).

i=14

Demonstrac&o:

*
Desde que 6te CCKO e Ilétll < 1. temos da definigioc de £ que
n *
eCud 2z Sup { | ¥ 6((;’_‘3 fox.LDI s otek, weX , lwl < 1L
v=1
Por outro lado, para todo y < X*, ilwoll <1

N

n
E 3
4 < > <
Sup{| L SCfO¥CxD| ~ teK, yeX , lyl<i b2 sSup{| ¢ éLCf,LDy/°CxLD| s

v= 1 L1
n n
t e K = sSup{ |SCEw (xDf) ~t ekt = I L w CxDf 0 =

v=1 [N |

n
Sup {1 T eCFD ¥ CxD| < g < cc, el < 1)
V=4
Tomando supremo sobre os funcionais yw e X*, Iy b < 1, temos

a desigualdade contraria.

Teorema .18

-~

O espagoe CCKD ®6X ¢ isometricamente isomorfo a CCK,XD.

Demonstragao:

o

n
Seja u = Y fith e CCXOoX, definamos p : K — X como

v A

n
p Ctd = YF fCtIx, t e K. Claramente ¢ € CCK,XD,
u iz 19 1 u

Considere a aplicag3o p CCO ®6X — CCK,XD dada por

eCuwd = ¢ , uw e CCKO agx, e verifiquemos que

u
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(D ¢ & bem definida:
Isto & clarc se observarmos que ¢ (tD = u,ChL) onde ht & a
(¥}

aplicagdo bilinear tal que hth,xD = fCidx, f e CCKo, x € X.

(D ¢ & injetora:
™
Seja w =Y fex, tal que ¢ = O.
. L=1 L L u
Sempre podemos supor que os vetores Xr Ko ... X sXo ¢ 4.
n
e desde ¢ independe da representa¢dc de w, entio
U

:puCt) = thCt) x = O, Vit e X, logo f,tCt) =0, V=1, .., n;

v =1

YVt e K Portante =w = 0.

Cid ¢ & uma isometria Sobfe sua i1imagem:

™
e I = Sup {Il:puCt)ll s t € K} = Sup {ll»z: FCOxl ~ t < K}
v=1
% I * > *
= Sup { I CE FCOx)] 7t e K, xe X, lx <1}
v=1
n 3 * * »
= Sup {| EéthA) x (x| 7t e K, xe X, x| <1}
i=1 1% 1
Loge pela proposig8oc anterior ll(oull = gCw.

Pela densidade de CCKXD ®€X em CCXO 96)( podemos considerar

p: CCXO ®$X — CCK, XD a extensdo continua de ¢ aoc espago

completado CCKO ®€X. Logo, para provar que ¢ ¢ sobreyetiwva basta

mostrar que (CCKI®XD & densc em CCK,XD.
Com efeito, sejam f € CCK, XD e 7 > O.

Como fCKO £ X & compacto, entdo existem um numero finito de

bolas abertas em X, digamos EC X, » n, BC %, 2, ..., BC x s no as
quais cobrem fCXD. Fazendo usc do teorema da Partigio da wunidade
C{B)), obtemos uma colegdo de fungdes continuas h_‘: X — R, tais
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™
que: 0 < ht = 1. Y h= 1. onde © suporte de cada kA esta
_ 1

contido na bola B(x ,7n0.
15

Definido g, = &,Lo f» & facil ver que ge CCKO, O < g <1,
T

n
L& =1
v= 1 -
. tal
Seja AgOra u € CCXoeX dadoe por uw = Y g&x, ent3n
=1 1 1%
™
¢ = s . S < > -
:puC nglg;"tCt)x}L t € XK Mostraremos que £ e, "oo < 7.
Efeti vamente,
™ ™ ™
HfCEd - p Cedl = | 5 gCtdfCtd - £ gCtdxll € T |gCtd[IfCtd ~ x .
v=1 i=1 h v=1 v h
Como | fCtD - x,kl = 1n quando fCt2 e BC;c,‘,nD e |gCtd| = O,
L
se fCt> ¢ BCx ,m), ent.Jo [ fCtD - o CtD| < 7, VY ¢t e K
1 u
Portanto hf - ¢ II00 < 7, islo prova que [fOCCKOISXD & denso em
u

CCK, XD,
(s]

II. 3. 2. O dual do espago CCK,XD

Indicaremos por I a o-algebra dos subconjuntos de Borel de K.

Obser vagao 2. 20

Seja uma medida vetorial m: = — X*. Para cada x e X,

representaremus por m a medida escalar dada por

m,xCAD =<mLA, x, A4 el.

E fa4cil verificar que m_ herda as seguintes propriedades de m:
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Cao S m & o-aditiva entio rnx & o-aditiva.

(& Se m & de variagio limitada ent3o " & de variagio

limitada e lm,xICAD < lxlt Jm|CAD.

Como consequeéncia direta da linearidade de cada funcional

mL A, temos queo

Ced m = m + m =
x+ Y < Y
m = am , Vx, ye X, aed.
ax x

% *
(D Sejam m:Z — X e i — X medidas vetoriais, entXo

Cm + D = m + n , V x e X.
x x x

Definigdo 2. 21

Saja m:Z — X uma mcdida vetorial. Diremos gque

Cad m & completamente aditiva, se m,xé o-aditiva V x e X.

(8 m & completamente regular, se m_ & regular, V x < X.

Representamos por mce, X*D a4 classe de todas as medidas
m — X* completamente aditivas, completamente regulares e de
variagio limitada. Desta forma, ‘IRCZ,X*) & um espago linear normado
com a norma dada por el = |m|CKD.

Proposig8o 2.22

CMCcz, XxD, i 1> & um espago de Banach,
Demonstrag3o:
mcs, X*) ¢ um subespago do espago das medidas vetoriais de



. ) *
variag¢soc limitada &v(E, X D, e desde que este & um espage de Banach

ent3do basta provar que MC(Z, X5 & fechado.

. $3
Seja Cm.j) uma sequéncia em WMCE, X O que converge a Mm €
*
bulZ, X 2.
Sejam CAtD uma sequéncia disjunta em I, x €« X e chamemos
00
A= U4
. 1
v=1
i) ™ ™
De > - = - <
sde que |ij)96 ( UA‘») m (.LJ Al)l |CmJ m,x) (.UA‘)| <
v=1 LR ¥ 1=1
lxll jm - m|CK>, temos que
J
hal ™
c‘.imCm_)x( U At) = ( UA), uniformemente para todo n € IN. C1>
J J v=4 1=1 b
n
Além disso. notamos que lim Cm,)x (uAd) = Cm D CA, & em
n J v=1 v 1 x
particular existe para cada j; « N, ced
De (1> e €23 resulta que
a2 e 0}
m CAD = lim CmD CA = limm_ ( VUA) = LT m CA4D.
x J % 2 X L . x %
1 n v=1 Tv= 1
Portanto " & o-—aditiva.
Agora veremos dque m & uma medida regular. Com efeito,

observe que

jm CSD| £ |m (SO -C(mDd CSO]| + |CmD (D] < lxh lm - &l + |m (S|,
4 x 3y x ] x J %

VSes, Vjel

Dado A e S e £ > 0, existe N e N tal que "”"'"""Safxn ’

Como CmN)x € regular, ent3o existem conjuntos F, O € K, onde F

& fechado, O & aberto @ F € 4 £ 0, tais que |Cm D (S| 5% , SCONF.
Logo |m,xCSD| < e, V¥ S < OF. Isto prova que " é regular.

*
Portanto temos que m & MCE,X D.

58



Toeorema .23 (& Fingerd

%
CCK, XD € isomorfo & isométrico ao espago MCZ, X*). Onde &
isometria & dada por.

<, > = [ fomCdtd, ¢ e CCK, X, m e M, XO.

A integral considerada aqui & a integral elementar de Bartle

Cver capitulo ID.

Demonstragio:

Pela densidade de CCKD@SX em CCK, XD (teorema 2.18), basta

provar que cccxms)o* ~ cs, X0,

Seja pois, ¢ e CCCKD®£X)*. Para cada = € X, consideremos o
3¢
funcional ¢x <« CCKD definide por <¢x. f> = <@, fex>. Notemos
% :
que ¢xe cCO e que "¢x" < Nxll lepll, logo pelo teorema de

representagioc de Riesz (ver I11.1), existe uma Unica medida escalar

M, o—-aditiva, regular e tal que

<¢,» > = fxf p Cdtd, V¥V f e cCo. 1>

*
Definamos a aplicag3doc de conjuntos m§:2 — X por,
<m§CA), x> = uzFAD, A e, xe X

Obser vamos que m

T est& bem definida, peois a medida M ¢ Unica.

3
Agora verificaremos que efetivamente My toma valores em X .
De fato, dados =x, p € X 8 a « € notamos que,

fo By SO = <@, foCoxtip> = o <@, fox> + <¢p, feyp
= of, f mLdd + [ f uCdd = [ f Cap tudCdd, V feCCRO.

Logo pela unicidade da representagio integral, resulta qgue

u y= o i My Isto prova que m@CAD & um funcional linear.
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For outro 1lado, |<m CAD, =>| = “JXCAZ)] = I;.:xICK“) = u¢xu <

:3
ipll lixli. Logo Ilm,g)CAD I = ¢l < w , portanto m,q‘CAD & continuo.
Assim temos provado que m,q)CA) e X*
Mais ainda, afirmamos que My € MC, X*D. Levandco em conta que
Mgx = p_ segue que  mg & completamente aditiva e completamente
regul ar. Além disso. se Ax' Cees An € uma partigio de K em
elementos disjuntos de &, entio dado £ > O existem Ko w00 X € X
com le‘ll =1, =1, 2, .., n e tais que
" n n
iglﬂmECA)H - & = t§1|<m,§CAD, ?i>l = i§j<m§CA), zfn

A Ultima igualdade & v&lida. se escolhermos convenientemente

x ou —x.
i 1

Note que <m CAD, 2> = p  C4D = foAtpzSdt), i=1, .., n,
v
N n
logo T ImgCADN - ¢ = § fx ;.1 <ded. =

v= 1 L=1
Por outro lado, o espago CCKD ¢ denso em cada um dos espagos

. 1 . ~ . .
cl&ssicos L Cyz 2, « =1, .., n. em consequeénci a, existem .
v

sequénci as ng), ng), ce s Cg';) de fungdes em CC(KD tais que,

IKXA “zsdt)

1%

Lim IK3; My Cdtd, =1, .., n 3
1

Usande (33 e (12 em (23, temos que

zum CAdl - & < lim zfg pCdtd = lim )3¢ Cg) =
L= ) L=1 ] v=1 i.
™ n . n i
lim ¥ g @ 2 ) = lim¢(}:g‘f®z,‘) < leel lim I ¥ & szill00
] v=1 J v 3} \=1J 3j 1= 1 )
Para obter fm IC)O < ligl, & suficiente construir sequéncias
ch'>, .., (A" em C€CK), satisfazendo (3D e tais que
J i
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0 v < 1. = N
Zhi ® =z "oo < 1, v J N C4>

=4

n
Considerando v = ¥ luz | e a densidade de CCKD em LiCwd
1=1 1
podemos supor que Cg:) converge pontualmente »-qg.s. a X,
i
(passando a uma subsequéncia se for necessariol. Note que
convergéncia v-gq.s. implica na convergéncia M, ~q.s. de Cgt) para
. J
1
cada += 1, .., n.

) . ~ L i
Definamos as fungdes A, da seguinte forma:
3

L
Ctd
g.l

J—' + " Egzi g; ® zt"m

Por um lado temos que R' satisfaz,
J

n \9
n ) o, B @ =z
fcrie=z || = I .. e -_‘_~"°3_- < 1, ¥jel
. ] 1 @ i + n v .
v=1 3 “ thg 83 Q"¢ "Q)
Por outro lado, para cada <« =1, .., n
xACt)
lim R'CtD = h = x €Ctd, H_ - 9. S..
i A, z,
J ’ “ Z‘ﬂ,:; xA'zi"a) b v
v

Logo, pelo teorema da Convergeéencia Dominada de Lebesgue temos

—-— , ‘L N —
fk X, my Cdtd = lim thj My Cdtd, ¥ i=1, .., n
1 L J 1
Assim, h: satisfaz as condig¢Bes desejadas, em consequéncia
|m,§|C)O £ e, @ em particular me tem variagio limitada.
2
Desta forma, temocs uma medida vetorial g € Mcs, X > e
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temos que se verifica <

K¢, f> = jxf.m§Cdt>. V f e CCKO®X.

Agora provaremos que a aplica¢3o J CCCKD@é:X)*—» Mz, X*),
que leva ¢ em m,§ & uma isometria.

Com efeito, vejamos gue

Ced J estd bem definida.

Consideremos ¢ < CCCK)%ﬁXD*, =3
»*
suponhamos que existe m e ME, X O

tal que <¢, f> = fxf.m{dt.),
V f e CCKOeX.

Ent3oc para cada = € X

¢ LF> = fexd = L(f@x.m(dt) = fxf m Cdtd.

Logo pela unicidade na representagido

integral de qu resulta
que M = u

» @ portanto m =
x x

= Mm,

<

Cid J & linear. Sejam ¢, y e (CCK® X o aeC

Desde que para cada x € X, a aplicagdo ¢x — M, ¢ linear,
entio pocdemos dizer que, xmo@*wCAD, x = cx<m,§CAD, x>+ <m.‘PCAD, x> .
m,o@‘ql = am‘;' + m,\p.

LOgO’

Cidd J & bijetora. Isto é& &bvio.

pois cada m < MCE, X"
E
define um Unico funcional ¢ € (CCXOe®XD , dado por
K¢, > = fkf.mzdw.

Finalmente, el = sup { “fxf.mﬁdt)" s f <1} = |,
prova que gl = |m]CXKO. o

Nota: Por uma observagic do professor K. Floret, seria
possivel

uma demonstragdo

alternativa (mais simples) do teorema
acima,

fazendo uso do seguinte teorema de Grothendieck:
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Teorema CI81, cap. I, 4.6

Seja p:E@F — R uma aplicagifo linear . Ent3c ¢ € (E Gsf)* se,

e somente se, existe uma medida de Borel-Radon u sobre BE“ x BFs

(munido com as topologias fracas respectivas?) tal que, para todo

7 € LEof

oo = [ ey, P uCdCx, Y.
BEx xBFx

A medida p pode ser escolhida positiva e tal que,

Bl = uCBEa xBF;D =l
Neste caso, a medida vetorial Mg correspondente a um
”
el emento ¢ = CCK, XD estaria definida diretamente pela

representagio acima apds algumas identificagfes.
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CAPITULO III

CARACTERIZACAO DE L;(F)*, COM F MEDIDA VETORIAL

I1I. 1. Introdugao

Denotaremos por O a um conjunto qualquer, por < a uma

o-a4lgebra e por X a um espago de Banach.

Moti vada pela dualidade entre os espagos cléassicos de fung8es
lf(p) e Luku) ¢ natural perguntar quandeo que esta dualidade pode
ser estendida para espagos mais gerais, como por exemplo para

fungBes vetoriais e-/ou medidas vetoriais.

Quando u ¢ uma medida escalar e L‘Cy,X) o espago das fungSes a

valores em X, Bochner integr&veis, conhece-se o seguinte fato:
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- . - * 3
'Ypr,XD ¢ lsomoric a kap.x 3 se, e somente se, X tem a

propriedade de Radon-Nikodym". (ver [8], pag. 98

. ’ . s »
Para espagos sem a propriedade de Radon-Nikodym, L°Cu,XD pode
ser caracterizado como uma classe de fungdes fracamente mensuriveis

Cver [11D.

-

Noo caso em que F:rz — X ¢ uma medida vetorial, ainda ¢
possivel estabelecer uma dualidade entre o espago L;CFD. das
fungSes reais, Bartle integraveis Cintroduzido em 1I.3) e um espago
de Tun¢gdes essencialmente limitadas. Neste capitulo, estudamos
o trabalho de Egghe [12]1, onde & introduzido uma estrutura
conveniente de espaco normade em L;CFD para estabelecer esta

dual idade.

ITII. 2. Estrutura do espacgo L;CFD

Seja F:£ — X uma medida vetorial, e¢o-aditiva, de variag3o

limitada.

Como a fungio real Jf € R;CFD Cveja I.3> & Ix*F|~integravel

Cproposi¢io 1.19), podemos definir uma seminorma sobre R:CF) por-,

¢ 2 t .
Al = Sup {f 1 £ lx*F|CdtD s xe X, x|l <1 }. f € glerm.
a a B
Na proposigio 3.1 veremos gque Hf"a < o . Desta forma, temos
que | “a ¢ uma seminorma, uma vez que & dada por um supremoc de

seminormas.

Além disso, com a proposi¢io 1.8(0D, ¢ facil ver que
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bfh = O @& JFCtd = 0 F-g.s. .

Podemos entdo introduzir um espage quociente dado por,
1 elom t
LCF> = 7p N onde N={f¢e QB s f =0 F-q.s. }.

Em consequéncia, L;CFD € um espa¢o normado munido da norma

guociente.

Proposigdoc 3.1

Az definig¢lBes abaixo determinam normas equivalentes em L;CF).

o =Ssup { [ If] [ FICdd ~ e X, el <1}
@ Q

Cad lfl, = llelks», onde a medida vetorial G6:Z —3 X esta

dada por  GCAD = [ f FCdid.
A

Cid "f"c = Sup { IGCAN ~ A e Z}.

Demonstiragdo:
* »* *
Por definig¥o, Ufl, = ll6lkod> = sup J1x61cd ~ xe X, e <1}
3
e lembrando que |x¥G|COD = I £ lx Fjddtd Cver [13]), segue-se
Q2
que Ilfll& = llflla.

Pela proposigac 1.8C04 obtemos,
< <
Hf“c < Hf“6 < 4 Hch.

x
Além disso, como a medida escalar x G & o-aditiva, entioc em

vista da proposigZo 2.8C(d temos que IIGIKMD < w, loge "f"6 < oo,

Portanto (O, (4 @ (WD sTo normas equivalentes em L;CFD.



Nota: A norma | "a € chamada semivariacional.

Obzervagio 3.2

O espage das  fungBes simples &(I), introduzido em 1.3, &
denso em L;CF), pois se f = L;CFD entio por defini¢io existe uma

sequéncia de fungdes simples (th tal que,

™M

tim HJng—th. FCdtdll = O, uniformemente para A €

N

Loge dado &£ > O, existe N = NCed e N, tal que:

HIACf—th. FCAtdll < e, ¥n=N, V 4ec£&s.

Ent%o, Wf-f M, = Sup{ HfACf— fJ. FCdidl 2 4 e Z} <&,

YVn = N Portanto (f 3 converge a f na norma semivariacional.
1a)

Observagio 3.3

Em seu trabalho, Egghe afirma que o© espagoe CL;CFD. il HQD =
completo. Embora n3dc usarmos esta propriedade, n3o foi possivel

demonstra-la.

II1. 3. Caracteriza¢ao do dual do espaco CL;CFD. i Ha)

O préXimo teorema € um importante resultado de Debieve que
faremos uso para caracterizar o dual de L;CFD. O resultada de
Debieve garante a existéncia da derivada de Radon-Nikodym de |F|
com respeito a F em qualgquer espago de Banach X. A prova ecsta

baseada no lema de Exaustio que introduzimos abaixo.
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Lema 2.4 (fema de Sxauntie’
Sejam p uma medida nic negativa definida sobre £ e G uma

cole¢io de conjuntos mensuraveis, tais que:

(D Se A e ¢, logo todo subconjunto mensuriavel de 4 pertence

Cidd Para cada 4 € £ com w(4dd > 0O, existe um subconjunto £ de
A tal que £ &€ & e pCEY > 0.
Ent3o, existe uma sequéncia (45 de elementos disjuntos de
i)
0

tal que TGO LlAn) = 0.

L-1

Este lema & consequéncia do lema de exaustio que aparece em

fal, pag. 70.

Teorema 2.5
Seja F:Z —» X uma medida vetorial, o adiliva e de variag¢3io
limitada. Ent3o, dado &£ > O existe uma aplica¢do Bochner

integravel f:0O-— X f e 8% |F],X D, de modo que 1 < IfCdN <

1 + £, V t € 2 e

|Flcad = fAf. FCdtd, V A e 7.

Demonstr agcao:

2 3¢ 3
Seja e X y N B < 1. Note que a medida escalar x F ¢
absolutamente continua com respeito a |[F], logo pelo teorema de

Radon-Nikodym cléassico temos uma fung3o fxx e LmtIFID. que satisfaz

B8



|# xCtD] €1, |Fi-gq.s. e o FCAD = J fo= IFICdtd, ¥V 4 e L.

1

Defina agora o conjunto A = { t e [f, mCtd] 2 == t e

o~ - , E 3 2 £
a colegio & = { E e / existe xe X, lIlxll =1 tal que E & Axy}.
Afirmagdo: € satisfaz as condig@es do lema anterior, com

Ho= fF]

De fato, ¢ claro que a condigio (O do lema 3.4 ¢ satisfeita.

Por outre lado, seja o conjunto EF € £ com |[F|CED > O, logo
|FICES > T%E FICED. Ent3o existe uma partig3io finita de £ em
elementos de £, digamos E:’ Ez,.., Er tais que,

- 1 o1
= ) =
|FICED =z ¢ MFCEiDH > i1 JFJCED ,El+£ |F|CER.
L= 1 L=1
Em consegquéncia, existe um indice 1 € £ < n, tal que

WFCE DI > 2 |FICE. D.
1 1+£ 1

° -3

Desta desigualdade obtemos um funcional x*e X*, Hx*ﬂ =1 que
verifica HFCEtDDH z 'fo(ELDDI > T%E IFICELOD. cid

Colocado A4 = Ek N Axu » temos claramente que 4 € €. 4 < £.
Resta provar que |FlCA> > O.

De fato, suponha que |[F|CA4D = O. Chamemns B=E ~NAx ,

entZo pela definig3io de Axg temos,

»* 1
| FICBY = J;'fx'l |Fl1cdtd < 1%z |FICBD.

Como |F|CAD = O ent3o ;x"rczs,L 3] < lx*FICEL > < I‘i?'”“:t S.

Lego, HFCEk o = I%E IFWCE} 3, o que contradiz a escélha de
E
Lo
Assim se verficam as hipétesis do lema 3.4, logo existe uma
sequéncia CAn) de conjuntos disjuntos, onde cada An e &, e
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Seja ¢ © funcional tal que Ang Ap e definamos:
12
[ y w ‘
‘2 Cf(p ctdd ex, Ct>, se t e ngiAh. cad
i1=% ™ n
FCtd = < o
O, se tefl~UA
nTi n

. e . ; .
Vvamoz ver que : {0 — X satisfar as condigBes de tecrema.

1 1

Em primeiro lugar temos hfFcedn = JI<f  Ctdd e I = 17 <oy
an n Ph

se t € Ar entioc, 1 < UfCed2ll €1 + g, |Fl-q.s.

Alem disso, pela proposigio 1.728, fC(td €& |F|l-mensuravel,
pois cada parcela da serie (2D ¢ mensuravel. Segue ent3io que f e
Q. %*
L% P X

Por outro lado, seja 4 € £. Para cada n a fung3o f restrita a
A esta dada por  fCtD = C_{p CLDD—iph. E facil ver que existe uma

n
sequéncia de fungdes simples ij)j definidas em An. da forma

fJ(t) = gj(t)gon onde as E:J s3¢c fungBes simples reais, e as fJ

verificam:

f f- FCdtd = lim | s¢ » FCAUD. 3
AMA4 i AMNA »n
n T
N
Se escrevermos g£C(td = a X entZo,
J L= 1 t 1)
ial n
f g, FCdtd = La <p . FCE D> = Fa. I /o [Flcded =
AMA LT g (S | E n
n L)
&gf |F1cdted. c4>
AMA JQon

1}



Por T.C.D. de Lebesgue Lim J ngq__ |FiCdtd = |FICA M A D.
2 i g)

I A4 n
™
Segue de (3 e (4) que, 1l fo FCAtd = |F|CA N AD.
AMA n
N
s o]
Finalmente, Lf. Fldtd =} j f. FCdtd = |F|CAd.
n-=1 A4

g

Lema 2.6

Se f e L%|F|,XD, entio

f o FCdtd =0, Yaes o [ fz. FCdd =0, ¥V ge L'C|F]>.
0

Aqui a fun¢Zo fg: Q0 —> x> ¢ dada pela multiplica¢i3o escalar

Feltd = fCtdgltd, t e Q.

Demenstragio:

( « O Se J f& FCatd> = 0, ¥V g e L*C|F|>, em particular
0

tomande g = x_  obtemos J'Af. FCAdtY = 0, V A e 3.

¢ = D Notamos que f fg. FCdtd = O Ced, quando g ¢ uma
9]

fungio caracteristica.. Logo (% & valida quando g ¢ qualquer
fungio simples. Desde que existe uma sequéncia de fungdBes

simples C gh) . tal que,
[ fg. FCdtd = lim [ fg . FCdtd =0, ¥V g < L'c|F >,
O Q

temos que (%) vale para toda g € L'c IFID.D

Nota: CL'CIF[>, ¥ 1,0 & o subespago de Crickd, b >, das

fungBes |F|-Lebesgue integréveis munido com a norma induzida.
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Lema 2.7

»
cLicEy, 1o > = L yF.
B a

Demonstrag3o:

Pela observagio 3.2 vemos que o subespago de CL‘CIF!D, i HaD
das fung®es simples € denso em CL;CF), I MaD. Ent3o todo funcional
sobre lfClFWD extende-se de maneira Unica a L;CF). Portanto

CLACIFD, on > X s it 0o
B a B a D

O seguinte tecrema caracteriza o dual de'L;CFD.

Teorema 2.8

114

8] F 3
cLiery, 1o X ~ LCIFL X%.

0, »
S = N s . > = 0, Tl
Onde M=4{ fel C|F|, X Lf FCdt 0. V 4 ez}

Demonstragio:
Pelo lema anterior & suficiente provar que CL‘C|F|). L] Ha)*
w© »*
é isomorfo a L CIFI,X/}; .
x 0
Seja g € L C|F|,X/>g , ouseja g tem a forma g = g + M,

onde g € Latlfl. X*D.
Definamos pg;L’cvp - R, como p Cf> = [ fg . FCd),
esta defini¢io tem sentido pois fg € L;CFD.

Para ver que ¢ esta bem definida tomemos g = g + M = g’ + M,



> * s
onde g, g € Latlf|, X 2, entdo g - g' €e M e pele lema

3.6,
temos [ (g - g'df. FCdtd = 0, Vv f e L'C|F|>. Portanto,
0
f &f. FCdtd = J‘ g' f. FCAtd = @ Cf.
o) 0 g
o, »
Afirmamos gque a aplicacg¢io © :L ¢ IF"X% — CL% VE, M ll)*

dada por egd = gog & um isomorfismo. De fato:

(O Da linearidade do operador integral, segue-se que ¢ &

linear.
Cid Para ver que ¢ €& continua, seja g =g + M, onde
: 3
8 € LmCIF[. X D. Analogamente a demonstragcic 1.18C4d prova-se
que dado um ndmero N > Ilgllm existe uma sequéncia (g D em
2]

@xac 2), uniformemente limitada por N, convergindo pontualmente a

g e tal que J‘Qg - FCdtd = lim fngh. FCdt).

Logo se colocamos g = L o x . entio V f e L fFio,
N iz s L Aﬁi
P 4
lfgf. FCdtd| = Nllz;\-{a__r fo FCALD | < N IfIl, ¥ n e N.
o i=1 ™ T4
Ny
Consequent.emonblc, ngCfD[ = If 8f. FCdAtd>] = N l71H.
0
Como N foi tomado arbitrariamente, satisfazendo N 2 I|gﬂm,
entXo, IqongDI < Ilgllwllfll. V f € L' |F1D. Portanto ¢ ¢ continua.
Cid p & injetora. Pois se Py = 0, entfio [ gf. FCdtd = O,
Q

Y f e L‘ClFl). logo pelo lema 3.6 g € M. Portanto g = 0.

Civd ¢ & sobrejetora. Para provar isto observemos que

Wfl < [ 1f1 IFICdtd = Hfl_. Logo se ¢ € CL'CIF[D, I I >™ entxo
< A 1 a

¢ e CLCIF, | u‘>* = L% |F|, | 1. Seja le L®C|F|> a funcgio



tal que ¢/ = [ f¢ |FICdtd, ¥V f e L'C|F|>.
e}

03

Pelo teocrema 3.5 temos uma aplicagdo h: QO —s X*, h e LatIFl,

X tal que, | FiCAd

J b FCded C#d, Em consequéncia a
A

1t

f hf. FCQAtD € valida para toda f € &C(2D

igual dade j f |F|Cdtd
0 Q

e portanto para toda f e L’C[Fl).

Como f{ e L‘ClFID, entio de (%) temos que.,

@ fd = j‘fz |FjCdtd = j hfé. FCdtD.
Q Q

1
&4 + M. Claramente g < LoCIEL, X/}g e tamhém

¥
.
bV}
Q

i
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