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INTRODUCAD

Testes de primalidade sdo bastante utilizados em Cripto
= grafia onde existe grande interesse em se obter nlmeros primos de
aproximadamente 100 digitos.

O objetive desse trabalho € verificar se um nimero naty
ral Impar n & primo ou composto por meio do’ Somas de Jacobl.

0 teste de primalidade que serd descrito agui tem relho
res chances de ser bem sucedido se n & provavelmente primo. Dessa

modo, antes de comegar a executd~lo, o nimero n deverd ser subme-

tido & alguns testes mals simples que revelam rapidamente, na
maioria dos casos, se n & composto. Um desses testes & bascado
no seguinte resultado: n & primo se ¢ somente 24

= - 1 mod n qualquer que seja x € Z, {(x,n) = 1. BAlém dis

n-1}/2 +

! 3/

50, & sabido que se n & Impar e composto, a congrudneia acima &
valida no maximo para a metade dos x (med n) com {(x.,n} = 1. Ag—

sim, se para 100 escolhas ao acaso de x comx € {1 , 2 ,..., n-1}

g - 2 - . .
obtivermos x{n 1/ = 1 mod n, n e provavelmente primo peis a

probabilidade de ser composto e ter acontecido a congruencia pa-~

106

ra os 100 nimeros testados & menor ou igual a 1/2 - Supondo en

tao que nio encontramos x tal que o fnmlh /2

# x 1 mod n darcmos
inicio & andlise de n através das Somas de Jacobli,

Todas as etapas do processo que sera descrito tem em .
vista a aplicagio do Teorema (2.11}); isso porgue se todas as
suas hipdteses forem satisfeitas tal teorvema afirma que para

qualquer v divisor de noexiste 4 8 {0, o...., -1} {pera t con-

veniente conforme especificade no Tcorcma (2.11)) tal cue
gt




ro= ni mod s. Assim, tude o gue temos a fazer & tomar i percorren
do {0, 1, .... 4 t-1} ¢ calcular r = n* mod gy para cada r en-
contrado verificamos se r divide n. Se os Unicos divisores de n
forem r = 1 e r = n declaramos n primo; case contrario n & com-
posto tendo r como divisor proprio.

Vemos entao gue tode o trabalho se resume em encontrar
condigoes para gue as hipdteses do Teorema {(2.11) sejam satisfei-
tas. Unma dessas hipdteses exige gue t e # verifiguen as seguintes
condigoes: ¢ & "pegueno”, s ¥ nl/z, at = 1 mod s para todo a € 2
com {a,s) = 1 e a fatoragio completa de t e ¢ & conhecida; alémn
disse (n,s.t) = 1. Tals s ¢ t sao facllmente scleclonados se uti-
lizarmos a Proposicao {(2.8). t deve ser o menor possivel visto
gue quanto menor ¢ t mals rapido percorrencs r = ni rod g
i e 40, 1, .... s t-1}; além dissc as outras duas condicdes
gue analisaremos abaixo tem de ser satisfeitas para gualquer o
divisor de t e iszd sugere a escolha de t de modo que tenha uwm nd
mers pegueno de divisores.

ks outras duas hipOteses adicionais: (2.12) e {2.13)
precisam ser examinadas com maisz cuildado.

As condicOes que torpam valida {2.12) serao discutidas
no terceiro parigrafo do texto atravis das ProposicGes {3.42):
{3.43); (3.52); (3.54); (3.56) e {3.60).

Para a validade de (2.13) recorremos ago Teorema (3,213

e

ele afirma que se temos (3.22) e (2.12) entao (2.13) & satisfeita.



iii

Deste modo o Teoroms (3.21) se torna um deos rosultados mals impor-
tantes do texto, polis, a partir de sua validade poderemos utilizar
o Teorema (2.11), e, exatamente para obter a condicac (3.22) & que
necessitamos das Somas de Jacobl. Llas serao estudadas nos parigra
fos segulintes.

0 §4 se resume no Teorema (4.31) que fornece, a partir
de Somas de Jécohif um critérico para gue (3,22) meja satisfeita da
do p primo impar. O Teovema {4.31) também apresenta um critério
qua indica se n & composto.

No §5 demonstraremos cinco teoremas gue esgotam © Casy
p = 2. Cada um desses teoremas possul uma condigac; se tal condi-
gﬁ@, expressa por uma congrucncia, for satdisfelita teremos a walida
de de (3.22); se tal condicac nao ocorre declaramos gque n € com-
posta,

Finalmente, o §1 € introdutdrio; nele fazemes um pegueno

estudo dos nimeros inteiros p~adicos.



§ 1 Breve estudo dos nlmeros inteiros p-adicos

Neste paragrafo introduziremos nimercs inteiros p-adi-
cos, algumas de suas propriedades e provaremos resultados gue sao
importantes para a melhor compreensao do texto. Hio temnos por ob-
jetivo, entretanto, fazer ;m astudo detalhado do conjunte dos ni-
meros p-adicos: iremos apenas caracterizar os inteiros p-adicos e
utilizar propriedades gue sac necessarias para o desenvolvimento
desse traballio. Nao nos preocuparemos com a analise de completa-
mentos p-adices, topologlias gobre o conjunto dos nlmeros p-adicos

e propriedades das valorizacgoes p-adicas porgue neste contextoc es

tes tOpicos nao gac importantes.

Das duas caracterizaqaes gque conhecemos para nlmeros p-
addicos, esc¢olhemos a que € menos usual por ela facilitar algumas

demonstragoes.

0 conjunto dos nlGmeros intelros p-adicos serda denotado

por zp e utilizaremos a caracterizagao que se segue:

i, e Tr . .4 -~ .
{1.1) Dado a = (ai mod p )iml e ILZ/P 2, a e unm inteiro p-adico

se & somente se a, , = a, mod pi para tedo i & 2, 1 2 1.

i+1 i

Sabemos gue z/piz & um Anel, logo ge definirmos sobre
o i i. . ~ -
M2%/p”2 as operacoes de adigaoc e multiplicagdo coordenada a coor-
i=1
_.o.{.j i - - -
denada, observamos gue 3£Z/p Z também & um Anel, Zp e um subcon-

junte desse produto portanto para verificar se ele & um Anel pre-
cisamos apenag das propriedades de fechamento com relagao a adi-

cao e multiplicagao e gue qualguer elemento de Z, possua opos to
em Zp. Claramente Zp & fechado com relagao a adigao pois dados

= d Lyee L = (b d i}cO b Z temo
a-—(aimo p)i__:le -«(imopizlcoma, Ep [



Bi+1 + bi+1 = {&i * bi) mod pl para todo L e dal a + b € zp Ana-

+
1

e W N et T e g . ) . i
logamente com relagaoc a multiplicagao, ay4y-biyy = (di.bi} mod p

de modo gque a.b € Zp' Para assegurar gue o oposto de um elemento

20
de zp pertence a Z , seja a = {ai mod pi)iml g Z : a possul opos=-

P P
to b = {b, mod pi}ma el f?Z/piZ logo a, + b, = 0 mod pi o ue
i i=1 SN S T d
. . - i . et 1 B
implica em a1 bi+1 = 0 mod p”; combinando essa congruencia
< - 1 pt on | . = . 1 or,
com &, + bi = 0 mod p~ obtemos a4 + bi+l = ay + bi mod pT; como

a, = 3y mod pi encontramos bi bi mod p* o gque implica em b

1+1 +1 F

o0 .
pertencer a Zp. Provamos entao gue Zp €& um subanel de jTprlZ.
: i=1
¢ anel dos numeros inteiros 2 pode ser visto como an
subanel de Zp identificando~se cada elemento a pertencente a 2

com {a wmod pi)fil pertencente a Zp.
0 leitor famillarizado com limites projetivos notara

gue em. (1.1) Zp foi caracterizado como limite projetive. Tal afir

magao fica mais clara a partir do seguinte lema:

9] b :
(1.2} LEMMA: Dado a = {a, mod pi)€“ & ?lz/piz, a € & se e somen-—
e i i=1 i=1 P

te se a, ¥ a med pr para todo 8 » r.

PROVA: Dado s » r, ag - a, =a. v ag R - M I
i = i . - a = . i

A partir de (1.1): a0 2y mod p- chtemos a1 a, = 0 mod p

3 para todo 3, 1 « § L i. Em par-

. - a, = 0 mod
e claramente a, 3 od p
ticular a congruéncia € valida para J = r e v L i € s~1; obtemnos

entao da igualdade inicial a, - a, = 0 mod p", ou egquivalentemen~

te, Els

1l

a, mod pr. Reciprocamente, dado a, = a, mod pr para todo

s » r, tal congruéncia & valida para r = 1 e g = i+1l; assim temos



_ i .
ai+l = ai mod p~ para todo i e de acordo com (1.1) a € zp. =

(1.3} Se compararmos a caracterizacgao de Zp dada em (l.1) com a

que se segue, multas vezes mals familiar, onde o inteiro p-adico @
- n

representado por a = z. xn.p Com xn @ Z, 0 g'xn < P, Veremos Jqus
Fixsd )

as duas caracterizacOes sao equivalentes:

bado a = 4. x .9“ com X e 2, 0 &'xn < p para i > 1, cha

Ty n
memos de a, a soma parcial K » ; temos entao a, - a, = X, .
i k AL g Xp P i+l i i'P
PR i i i
e e facll observar que (-~ = 0 mod p~, portanto A4 B Ay nod p
- it n
de modo gue a partir da representacac de a € zp cCoOmo a = X -P
. T
. . i, o . .
podemos construiy um unico a = {ai mod p )iml’ a e Zp mas  escrito
de acoxrdo com a caracterizagéo de {1.1). Reciprocamente dado

a = (ai mod pljszl e Zp' cada a, mod pl g Z/piz de modo gue se  u-
sarmos 0 Algoritmo Euclideano fazendo sucessivas divisces por o

i : -
a, mod po pode ser representado de manelra unica ols¥iile}

[t
i

n i

=
i1
&0

{ x ,pn} mod pl com ¥ € 2, 0 £ x_ <« p; ilsso pode ser feito para

by

tode 1 € 2, i 1. Provaremos agora gue para gualguer gue seja 1,

—— 31 : : e ‘
os ceoeficientes dos termos p com 0 £ n g i~1 sae 03 mesuos,.  Seja

g il i n i+l . .
; ) = 2 « k. g 2 50 c
a; ., wod p {é&iwu P} mod p com 0 £ %, < p o cja
i n i .
a, mod p~ = (3 v .p ) mod p” comy_ € %, 0 £ yv_ < p. Sabemos gue
1 nzo ~ I n n
a = a, mod p* logo %: to- Jig "2 0 mod pt y entao
a .4 = Ay L g nxoxn.p pa vy P = $ e :
i3 51 i : i .
T oAlx, =y Y.p o+ % .pT o= 0 mod py, ou equivalentenente,
nzo I n 1
iz I i
e(Kn - yn}.p = { mod p'; observemos no entanto gue tanto ¥ quan
Vi -
to y 830 nao negatives e wencres gue p, com isso
i-1 n
0 £ 1 L | £ p~-1: tambenl‘g%p pode ser vista como a soma

dos i prineiros termos de uma progressaco geoméktrica finita de ra-



i-1
zao p de modo que E;pn = {pi - 1/(p - 1) assim

n 11 i : _
g;{xn - yn)-p g {p - i)'Z;Pn Lp -1« pi: analogamente
- nTo
im(}’ - x )" < i e entao %f(x - yop't = 0 d o - .
wz0 R fn’ P B ' LV ¥n T ¥p/ 0P E mod poose e somen

i~

te se Ei(xn - yn}upn = 0. Como a igualdade vale para todo L §
L - :

temos ﬁ:qx -y ).p“ = ], lsto & Ei{x -y }.pn m - %, } i
brpr R o n ' el ! n 7y i’ tF g

i-1 .
contudo Z:{xn - Yn}.pn = 0 logo {yi - Ki}.pl = 0 o que implica em

Tedd

-3
. n
para todo 1i; degsa forma Ei(xn - yn).p = 0 sa e somente
=l
. , N~
se X, =y, para todo n, loyo os coeficlentes N de p sac og mes-—

i ~ ) _ _ ,
mes para todo a;, mod po e entao a pode ger representade de manni-

i

. . n
ra Gnica por 2_x_.p .
n= n

Una relagao 0til entre niimeros inteiros e inteiros p-i-

dicos & o isowmorfismo entre Zp/pmzp e Z/pmz; atraves deste lso-

morfismo qualquer ninmero inteiro p-adico guando tomado modulo pm
. - - - m
se identifica com wn numero inteiro modulo p . Para provar  esta
afirmagac seja
T i i i
W, ;U;Z/p'}"z e LA G tal que “V({ai mod pl)ﬁrl) = a mosek pm;
- ~ N e i p
Yé& a preojegao canonica do produto I{z/p Z na nm-esima  coordenada
de modo gue & um homownorfismo sobrejetor. HNobtemos que
m s 1, m -
Mo 2 e 2 al a, n . = >
f 5 2/p t que f{(ﬁi wd p >1ﬂl) a. mod p e a

restrigao de ¥ a Zp, portanto também € un homomorfismo sobreje-

tor pols para cada ay mod pm € prmz bagta tomarmos ag; = a para
. i, :
todo 1 e obtemos a = {(a, mod p~)}, _, em Z tal que
i iel} P
fia} = a, mod pm. 0 Primelro Teorema do Isomorfismo declara gue

dado um homomorfismo scobrejetor de grupo Wi G-— G' temos o gru-

po quociente G/KerY isomorfo a G', isto &, G/Ker¥ ¥ ¢! onde



Ker ¥ & o nicleo do howomorfismo. Olhando para zﬁ e Z/pmz COmQ gri
pos com relacac a adigao, se obtivermos

pmz = {(a mod pi}ﬁ? & Z / a noed pm = G} como nacleo do  homo-
e i i=] P m

morfismo , teremos a relagao desejada. Vamos verificar entaoc se
m - - . _
P Zp & o niicleo de ¥ onde RKer?=1{a ¢ Zp / fa) = o} com
a = {a, mod pl}ui ., 82 a € Rer?d, Pla) = a_ mod pm = { logo
i i=1 m
m m . m
a€p zp e Kerf C p zp. Reciprocamente se a € p Zp temnos
a  mod p™ = 0 e assim P(a) = 0 de onde a € Ker? e portanto

pmzp T Kery. Obtemos entdo Kerd = pmzp e o homomorfismo estd prova

do.

(1.4} Um outro resultado gue sera utilizado &€ a potenciagac de N

sobre um grupe multiplicativo E, abeliano e finito cuja ordem &

uma poténcia de p. Come E &€ finito e de ordem poténcia de p existe

s
5 € N tal que P = para todo ¥ elemento de E. Quando tOomamos
a_ € Z podemos véwio omo a m’gﬂx " m %,, ®x €%
" pode escre c e T P X CO i

= . i 5 -5
e 0 L x <P assim se m 2 g obtemos ?a“‘m=,§g%*'p .(Fp B F -
go para m suficientemente grande r3" nio depende de m e sera deno
tado por Y%, £ ficil observar que esta operagac de Zp sobre E  sa-
tisfaz as propriedades usuais da potenciacgao visto que para
_ i, ® a Ay
a= {a, mod p), , € 2, V" corresponde a I'"™ para algum a_ € 2 e
i i=1 P m
assim temos para todo f,1 € E, a,b € zp:

(1.5 (x.p? = 5%q®

33.pb

(rdyP

(1.6) r@P

(1.7) y&®

it

(1.8) % =1



Seda A um anel; se 1 € A existem em A elementos com in-
verso multiplicativo; tais elementos sao chamados de unidades do
Anel e formam o grupo multiplicativo das unidades de A denotado

por A",

. in -
Provaremos a seguly gue 2% = 2~ pZ onde Z sara
guir 9 p_ “p T P P4y

definide como:

m - i,® m
(1.9) p Zp {{ai mod p )imi =] Zp / a mod p 0}

Neotemos que a & pzp se e somente se ay 0 meod p, por-

*

tanto queremos mostrar que se a = (ai mod pl);il e Zp entaoc

ay 3 0 mod p pois desejamos obter a € Zp - pzp. Seja
- i,eo B oL

a = (ai mod p )ixl e Zp C.lzz/p Z: a & &p g2 @ somente sa cada

coordenada a, mod p* for inversivel em 2Z/p*%2 ¢ isso ocorre se e 50
I} k3 * L * +

se a, mod pl e (prlz} onde (Z/piZ) = {x @ Z/plz / % £ 0 mod pl,

leogo ay # 0 mod p para todo i1, em particular aj £ 0 mod p de modo

Lato a. ¢ AT - * - . Rect
; lsto 2, a € Ap I b ¢ obtemocs Zp 2 pzp Reclpro

ue a Z
g .épp o

camente se a = (a, mod pl);;l € Z - pZ temos a.

b p 1 £ 0 mod p mas

pelo Lema (1.2) a, = a, mod p gualquer i » 1 logo a, ¥ 0 mod p pa-

i
ra todo 1 2> 1; dessa forma a, mod p- e (Z/plzf gqualguer gue seja

i » 1; isso faz com que todas as coordenadas sejam inversiveis e

assim 2 - pd C 3", portanto
p P pt !
Z = p2

1.10) gz} =
( bt p P

Observamos entao gue Zp e um Anel Local tendo pzp como
Gnico Ideal Maximal. Essa afirmagao pode ser justificada a partir

do seguinte Loma:



{1.11) LEMA: Dado um anel A, qualgquer gue seja x € A, se x & A

entac existe um ideal maximal M com x € M,

*
Aplicando o Lema, se X ¢ 2, exigte M ideal maximal de
*®
& com X € M; no entanto 2_ = 4 - pZ ortanto x € pZ_ e entao
P PR p p Pt ® P%p
M Cipzp; obtemos aszim M = pzp e pzp € o Unico ideal maximal de
Z‘
P

Afirmamos gue gualgquer nimero inteiro p-adico diferente
. « I
de zero pode ser escrito de maneira Unica como a = p .u com m €N

um inteiro p-adice genérico,

* _ i
e u € Zp. Tomando a = (ai mod p )i:l

temos duas posgibilidades: a € pzp ou a € pzp.

Na primeira possibilidade a € pzp e a 3a&a @ uma unidade,
podendo sery escrito na forma pm. ucomm =0 e u= a.

Na segunda possibilidade a € pzp entao a, = 0 mod p.Seja

m+l o menor Indice tal gue a1 # 0 mod pm+l, logo a, = 0 med pi

para todo i ¢ m e de acordo com (1.9} a € pmzp podendo ser escritfo

como a = pm.u para u = {ui mod pi);Zl e Zp. Para comprovar que u &
. m m+ 1
uma unidade notemcs gue a1 2P SYL mod p P mas
+ .
a el #F 0 mod pm l, assim Pm‘um+l £ 0 mod pm+1 e portanto
um+l # 0 mod p; utilizando o Lema (1.2} temos um+1 = u1 mod p o

. *
gue implica em vy # 0 mod p, isto e, u € Zp.

Provames entan gue gualguer nlmero inteiro p-adico dife-~

. m
rente de zero pode ser escrito como a = p .0 . Para assegurar a

- . m m
unicidade, seja a = p .u = p .W Ccom W

{w, mod pl);ll; chservemos

i

que pm.ui = pm.wi mod pi gualquer i > 1, logo

m i -
< .(ui - Wi) = 0 mod p7; para 1 > m tal congruencia ocorre se e S¢

0 mod pi“m de modo gque u,

H]
i

i-m
mente se u, - W, Wy mod p para

i



i > m; através de Lema {(1.2) temos ui = uj . mod pl“m &
W, =W mod pi—m conseguentemente u = W mod i-m ara to-
i~ Viem ’ =ed i-m = "i-m P para
J

do 1 > m; fazendo j=i-m obtemos uj = w, mod p- gualgquer j » 1, en-~

J
~ ive i, e »
Laop {ui mod p )iml = (wi mqﬁ ] )iml’ oun equivalentemente, u = w e

a representacio de a come p.u & Gnica.
(1.12] Resulta dal que pmzp $30 o5 Gnicos ideals de Zp e assim Zm
€ um dominio de ideais principais.

- - E
(1.13} Valorizagao p-adica de a = pm.u =4 zp, com v e 2 e a ¥ o,

P
sera definida como o expoente de p. Dencotaremos vp(a) = 1. Para
extendermos a valorizagac para todo o anel zp definiremos
v (0} =,
P

Se representarmos o nlmerg inteiro p-adico a como a geé-
- n

rie 2 x .p com x € Z, 0 < x_ < p, a valorizagdo p-adica de a
corresponderi ac menor expoente m tal que x  # 0.

0 anel Zp & um dominioc de integridade e tem comc  goOrpo
de fragoes o conjunto dos numeros p-adicos denotado por Qp. Cada

. - 2 i
elemento de Qp pode ser representado como uma serile 2K P com
Tk

kel2elL Xy < p. Observamos entao que a valorizacao p~adica de~

finida acima pode ser extendida ao Gorpo Qp.

Dando seguéncia, provaremos a propriedade mais importan-

te a respeitsn de nimeros inteiros p-adicos presente neste texto:

2
{1.14) a P = 1 + pmzp para m = Vp(a“l) ge m 21l e pEl e

m. » 2 quando p=2



Z

Antes de esclarecer © glgnlficado de a P ¢ demonstrar a

igualdade precisamos de alguns resultados auxiliares.

Para todo m € N, m 2 1 provaremes © seguinte:

m - _ 1, e " m -
(1.15}) 1 + p Zp = {a = (ai mod p )imi e ZP / a = Inmod p} € um

*

subgrupo do grupo multiplicativo Zp.
%
pols

Primeiramente notemos que 1 + pmz szp

P

m -
Zp = zp - pzp e claramente se a = 1 med p entao a; #F 0 mod p e
a ¢ pzp. Para verificar gque 1 + pmzp & fechado com relacao a multi

licacgao, dados a = (a, mod ifm b = (b, mod i)m se
pLLEagao, s i P ly=1 ¢ i Bli=1

m . m m

a,b€ 1+ p Zp temos am.bm # 1 mod p portante a.b € 1 + p zpk G~
servemos agora gue se a € 1 + pmzp, a possui inverso
i

*
')u;l en Zp com a;.c, = 1 mod pi para todo 1 2 1, em

o o= (ci mod p i

particular a e, = 1 mod pm, mas a = 1 mod pm o que impllica ern
Cp F 1 mod pm e portanto ¢ € 1 + pmzp. Com 1880 provamos que
1+ pmzp & um grupo multiplicativo pols a propriedade associativa

& verificada e 1 € 1 + pmzp.

Nessa proxima etapa demonstraremos que

(1.16) 1 + p"z & um 2 _-mbdulo
P P
Para isso precisamos definir a® coma € 1 + szp e
& 2 .
P
Para i 2 1, seja

(1.17) &, = {a, mod ot e z/ptzy a, = 1 mod p}

E f3cil observar gue Ky € wm subgrupo do grupo multipli-
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) * s 7 w
cativo (Z/PlZ) e Ki tem ordem pl l. Dadg a = (ai mod Pl)ix] € Zpr
sa a, mod i g K, e x = {x, mod i)m Z

- i P i i P li=1 € %
com X, € &, conhecemos (ai mod pl)x. Dado
- i, @™ m 4 4
a = (ai mod p )iml g ]l + p*zp temos 2, mod po € K; para todo
i 2 1; definimos entao a¥ = ((ai mod pljx)fll com a” = Egz/plz.
. ) 1 m
Seja W zp x (1 +p zp) L+ p Zp tal gue
X
¢{x,a) = a .,

Para provar que 1 + pmzp 2 um Zp“médulo devemes wverifi~

car gue ¥ & uma fungao e satisfaz as propriedades de Zp—médulo.

Seda b = (bi mod pi};;l 5 ng/piZ, bi e g, tal qgue

h = ax, ou seja, bi mod pl = (ai mod pi)x para tode 1 2 1. Provar

" )

ue a© = b € 2 & equivalente a demonstrar que . b = b, mod pl

4 f

P 1+1 i

para todo i 2 1. Recordemos o ez

(ai+1 mod pl+l)xi= (ai+l mod pl+l}x5 = {at+i)xj mod pl+l para 3 su

ficientemente grande, logo bi+l -3 (ai+l)xj med pi+l e entao

(1.18) b, = {ai+l}x3 mod pi; observemos no entanto gue j pode

ser escolhido de medo gue (ai}xj mod pi = (a, mod pi)Xj e

(ai mod pl)xi = (ai rod pl)x = bi mod pi; por outro lado

m * . _ i . -
a8 1l +p Zp c:zp e dal ;.1 ¥y mod p- para tedo L 21, conse

guentemente {ai+l)xj *j mod p' para todo x; €2, mas

i

{ai}

}tj i _ i : Xj o i N s
{ai} mod p~ = b, mod p”, assim (ai+l) =z b, mod p~ e substituin
do esse valor em (1.18) encontramos bi+l = bi mod pl e desse modo

*
ax £ 2z
P

m
Para provar gue a® €1 + pmzp, notemos que a. = 1l mod p

asgim a mod ?m = 1, mas (am mod pm)x o {am mod pm}xj para algum
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xj € N, com isso (am mod pm)X = lxj = 1 & . portanto
x i, X, o m
8" = {{gi mod pT) )ixl g 1 +p Zp

Pagsaremos agora a verificar as propriedades gue fazem

de 1 + pmzp um zpwmédulc_ Por (1.15) 1 + me & um grupo multipli-~
P

. : - i, ™ — i, m
cativo, assim, dados a = (a, wod p), 4, b = (b, mod p7) _, com
m, . . . 1, = - i, =
a,b & 1 +p Bpf X {xi mod pT)y 4 ¥ iyi nmod pT),_, € Zp com

. , . . B 4 temos:
al; bl; Xl' }fi

11} (a.b}x = ((ai‘bi mod pi)x)izl, para cada i 1 existe 7 € Z su

ficientemente grande tal que (ai.bi mod p) ¥ = (ai,bi mod pyti =

= (a; mod pl}xj.{bi mod pt) ¥ = (a; mod p’*)x.(bj mod p 3%,  assim
' LyX, o _ i,x Lox, oo _
{{ai.bi mnod pT) )ixl = f(ai mod p) '{bi mod p} )iwl =
1,3, e i,%, o . X =%
= ((ai mod p) )iml'((bi mad pT) }iml’ portanto (a.b} = a”.b
m2) & = ((a, mod pl)x+y);;l; desde que

i, oo )
= s ey 3 -
X 4+ y {{xi + yi} mod p )ixl € Zp, para cada 1 2 1 existe j sufi

cientemente grande tal que (a; mod pl)x+y = {a; mod pl)xj+ys =
= (ai mod pijxj‘(ai mod pl)y5 = (aimod pin.(ai mod pl)y, agsim
((a; mod pi)x‘.(ai mod pi)y);ll = a*.aY¥ o portanto a~ ¥ L ¥, 4Y,
XY i, e -
M3i) Para calcgular a ; notemos gue x,.y = (xi.yi mod p )izl’ gntao

podemos obter j grande o suficliente satisfazendo simultaneamente

as igualdades: (ai mod p) Y = (ai nod pi}xi‘Yi) (a, mod pi)Kj -

= (ai mod pl}x @ ({ai mod pl)x)zf = ((ai mod pl}x)y para todo
i 1 logo a® Y = ((a. mod pi)*+Y) = (((a, mod p) %)Yy e
i P f=1 i P i=1
portanto a® ¥ = {ax)y.
1 _ 1,1, @ i, o , 1 _
M4) a> = ({ai mod p7) }ixl = (ai mod p )ial e portantc a~ = a,

Com issp provamos que 1 + pmzp & um Z~médulo, mais ainda
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& um prmédulo livre de zp*torgéc.
o e 1L, . - .M ", Y . ) _
Dado a € 1 + p zp seja a P o= {at /% € dﬁh Ja  domonstra
x, 1 . .

mas que o € Lo+ op icf:E_j para todo x € ¥, portanto

.. E-J

(1.19) a P g 1 + pmzm

Mogstraremnos a segulyr gue 1 +p & Ca P, Bssa prova pods
say feita de um mode mals abstrato e Lalver até mais whesponte wbi-
lizando~ge limite projetivo; no entanto optamnos agul por um  cami-
nho diferente no qual & necessirio apenas o conhecimento de LYo
pricdades olementares de grupos. Deso escolha evita ao lolbor i

contato com limites projetivos gue nao mais seviam enconbrados

0
i
=

todo o texto. Do modo geral nesse traboalle ¢ caninhbo cscolhldo pa-
ra as demonstragtes & o mals elementar possivel, mesmoe gue em algu
mag situacoOes torne as provas um pouco mais longas.

A demonstracac que faremos agora ¢ construtiva o consis-

o _ . - 1 . _
te om exibly para cada h € 1 + p Zp um eloemento % £ 420 tal LG

n
. &
- P

15
b= g . Desse nodo b € a

gqualguer gque seja b € 1 + p Zq g choga~-

mas na rolagads descjada. { hembremos qgue vp(aul} =)

Faremos a sequir as afirvmagons ALY, RA2) o A3} ague ad zo-

4
~ . o - . Iy . v
rao justificadas apos conclulrmos gque 1 + p 5p Ca ¥,

Seija

i

{1.20) K, = {xi mod pt € /p2  / %y 1 mod ph

L, @ . ..
Dado a = (ai mod )iml g z O vﬁ(a"lj = m, a, © &,

[ i i
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m » 1 para p primo, p¥2 e m 2 2 para p=2, afirmamos:

Al) A ordem de a, mod pl em Ki, denotada por o{ai mod pl), & igual

i

alse i me igual a pl ™ se i » m. Denotaremos Do <ai mod pi>

o subgrupoc de Ki gerado por a, mod pi.

A2) Ki € um grupo multiplicativo clclico de ordem piml e gualgquer

elemento da forma (1 + p.u} mod pi com u € 2 - p2 & gerador de Ki.

m, - i, e -
A3} Se bh € 1l +p ap, b (bi mod p )iml entao
bi mad pl € <ai mod plb, isto &, existe 5y EN, 0L s, <p tal

que b, mod pt o= (a; mod pt) S,

Vamos agora exibir x € Zp tal gque b = a®. por A3) temos

mod pl>, assim 1 € m implica em b, mod pl =

i
bi mod p- € <a 4

i
= a. mod pi visto gue nesse Caso o(ai mod pl} = 1; se i > m existe

! i+l
€ N tal que bi+l med p == (ai+l mod p

-

141, 54 ,
l} 1, jato &,

i+l>5h1 mod pl+1, logo b, (a, )™ meg po, mas

(a i+1 =

1

i+l

o i = - Si+1 i,
h € Zp de modo que bi+l = bi mod p~ e entao bi = (ai+1} mod p g

no entante a, . = ay mod pi o gue implica em bi (ai}shl 2ets! pi

Por outro lado A3} nos assegura a existéncia de Sy g N tal que

i , 1,94 - - 8y i . o
bi ned poo o= {ai med p 17, isto e, bi = (ai} mod p~ . Combinando

P - S5 5§ i
as duas Gltimas congruéncias encontramos (aj) il (a,)™ mod p.

Como a € 1 + pmzp {pois vp(a—l)mm}, a, mod pi possul inverso am

prlz, logo {ai)shimsi = 1 mod pl, mag por Al)} o(ai mod pl) w p1~m

1-m

entdao p & divisor de Byyp " 8y ( essa relacao sera representa-

da por pi"m/{si+l - si} }» poertanto Si+l = By + k.PiMm para algum

k € 2. Notamos entao gue
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. . . 5 1om
(ai mod pi}slﬁ o (ai mod pi}Sl.{ai mod plfﬁ -k mas
((ai mod pl)pb ¥ =10 que implica em (a; mod ph) Tt =
i - i-
= {a; mod p y®1 . Da relacgdo 5;41 = 8; mod p " obtenos

i ) i
nmod p~. Seja x, = 8, ; claramente x = xi mod P

s =
i i+m

i+m+l © Zi+m 141
i) 51

temos entao (ai mod pl)xi = {ai mod pj‘)si“"m = {ai mod p , nas

por hipdtese b, mod pt = (a, mod phy B portanto by mod pt =

i
= (ai mod pl)xi para todo i € N, i 2 1, Como x = x, mod pl, fa-

o

zendo x = (xi mod pl)izl concluimos que x € Zp. Observenos no  an-

tanto gue at = {{a, mod pi}x)?i com f{a, mod pi)x = {a, mod pi}xj
i ; i=] i i

para j suficientemente grande, mas xj = Xi mod pi para 3 2 i e

o{ai mod p) o= p ge 1 m e c(ai mod p7} = 1 se 1 € m, portan-

to (ai mod pl)%i = {ai mod pllxi de modo gue (ai mod pl}x =

= {a, mod pt)®4 para todo i > 1. Obtemos entao

mod pini}fil = ((ai mod pi)x);i e che~-

- i, 0
b = {bi mod p )ixl ({a 1

i

»
gamog a b = a’,

Assim qualguer que seja b € 1 + pmzp podemos ancontrar

Z
®x € & tal gue ax =}, consequentemente bealPe entan
m 2 ¢ m
1 +p Zp C a P, combinando essza inclusio com (1.19):a P C 1 + P zp

Z

obtenes a igualdade (1,14); at =14 pmzp.

Provaremos a seguir as afirmagOes Al), AZ) e A3).

i 3 *
Al) para calcular a ordem de a, mod pt em Ky CI(ZXPIZJ

i
§ K, daefinideo em {1.20}) recordemos que por hipdtese vp(awl} = m
{ vp definida em {(1.13})), assim a~1l = pm.u cnde
i, o * = m . .
u o= (ug mod p~);_q € zp, e temos entao a = 1 mod p~ o que impli-

ca em a . = 1 mod pi para todo 1 € m; no entanto utilizando o
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i . .
Lema (1.2), a, = a; mod p” para todeo i1 € m e combinando essa  oon-
P " - i .
gruencia com a anterior obtemos a, = 1l mod p~ para todo 1 &£ m, por

tanto ofa, mod pi} = 1 para 1 € m.

if

Para i > m temos ay mod pl {lL + pm.ui} mod pl de modo

-

yPF 1

r
gue dado r € N, ag = (1 + pm.ui mod p~ , ou equivalentemente,

P . ,
pr m+x Wi m ! i . )
a; = {L +p uy F Bﬁ(j)’(p .ui} } med pT. S? provarmos gue:
) LT : %
{1.21) pmkr+l / ;;(?}}(pm.ui)j para r € N

€T .
teremos ;;(%ﬁ}(pm,ui)j == pm+r+l’ti para algum ti € 4, consequente-

I ' .
mente ag = (1 + §m+r,(ui + p.ti)} mod pl. A ordem de ay mod pl Fe-

r
rd 0 menor expoente pr tal que a? =z 1 mod pi, assim devemos obtex

m+r

o menor r tal que 1 + p .{ui + p.ti} z 1 mod pi, isto &,

m+r.€ui + p.ti) = § mod Ql; observemos no entanto gue w ez,

logo {u, + p.t,) # 0 mod p e entao a Gltima congruéncia ocorre se

m+r i - *
e somente se p = 0 mod p7, mas essa congruencia acontece se &
i mtxr . i mEr .
somente se p / p . Claramente o menor r gue satisfaz p / p =
: P i i-m
¥ = i-m, portanto se (1.21) @ valida temos ol(a, mod p7) = p .

i

Resta~nog entdo provar que (1.21) & verdadeira. Para is~

ot T :
. P m C e
go analigaremos o8 termos da somatoria g;(?).(p .ui)J inicialmente

para 2 £ 3 < pr e em seguida discutiremos o case 3 = pr. Dado 3

r
28 1< pr temos [~ )m pr.(pr - l).{pr - 2}......(pr - (3 - 13y .
1-2 ---------------- 440»{j - l)-j

{we N/ 1K wX j~1}. Notemos gue seé pt/ w e pt+lx W com

H

Seja W
t 8 N, £ 21, entao pt/ (prwW} pois ¥ > . Be w € W, temos

r

pm - 1< p ~wX - {3} -~ 1); conseguentemente, para cada w € W

B
T
no denominador de <§‘>c0m pt/ w e pt+l/w existe prw:w no numerador

i S R e e % 1
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t
tal que p / w, isto &, (pr ~-w)/ w=x/y com {y,p] = 1. Sabemos

T
ne entanto que (§ )6 N e pelo fato dos fatores p dos termos w € W

" r
terem sido "cancelades” no denominador, concluinos gue pr d‘/ (§,>

dado d = vp{j}, ou seja, (j,pr) = pd. Claramente se (j,p} = 1 te-
= = r 1% - . r

nos d4=0 e entao p / (j?' Assim, se d=0, para 2 £ J < p temos

m.3 »m + 1; com isso pm+l/ (pm.?_zi}:3 B portanto

. .
pr T, (?) (p".u,) 7. Se a#0 facamos j = p?.f com £ € N.  Notemos

d,
gue 2d = (1+i)d = ga(f)? a somatdria possul d+l elementos e cada

(?) & um nfimero natural diferente de zero de modo que 20 » d+l. Da

d d . d

dop# 2em 21l temos m.j =mp .f 2mp P m2° 2m (d+l) logo

m,j »md +me entaom.j 2d+m+ 1, com isso pm+d+l/ {pm-ui)j:
olutiie! prhd/ (g)r) obtemos
{1.22) pm+r+lf (??.(pm.ui)j para 2 € § < pr, p¥F2emn 21

Dado p = 2 temos m.j = m.p .£ 2 m.p Zm.(d+l). Se m 22

temos m.d +m 24 + 1 +m, ouselja, m.3 2m+ d+ 1 e entao

; - T
Pm+d+l/ {pm‘ui}j; COmo pr d/(? ) obtemos

I‘t B
(1.23) primtly, (g’) "u)) para 2€< j<pT,p =2 e m 32
No entanto, se m = 1 ¢ p = 2 nao podemos afirmar gue

m.pd 2 m+ d + 1; basta tomarmos m = d = 1 e encontraremos 2 < 3.

r : r
Dado § = pr temos (?).Qﬁtui)j = (pm.ui)p . Para p # 2,

pr>2r

W

r + 1, ou seja, pr 2 r + 1, logo pr 2 r 4+ 2 e consequen-
temente m.pr zm.{y + 2}; comomwm 21l e x 21 chtemos
w.r + 2.m 2r + m + l.portanto m.pr > r + m+ 1. Concluimos entao
gue

r+m+l m r
(1.24) p /pu)P sep # 2

Dado p = 2, pr 2 ¥ + 1 logo m.pr 2 m dr + 1), 8e m

{\la‘
]



entao m.{xy + 1} = m.xr +m 2 2.r +m Zr + 1 + m, portanto

T
pm+r+1/ (p".u,)P sep=2 em#2

(1.25) 5

Coneluinde, se p & um nimero primo diferente de 2 as re—

lagoes (1.22) e {(1.24) nos asseguram gue pm+r+l/ (?j.fpm.ui}j pa-

-

P (o -
ratodom 21e 2K 3K _pr de modo que pm+r+1/ jL (E; ) (pm.ui)j
1
e {1.21) & verificada. Se p = 2 as relagoes (1.23) e {1.25) nos
Pr T A i
agseguram que pm+r+l/ ?%(?).(pm.ui)j desde gque m 2 2 e gntao

{1.21) & verdadeira para m » 2.

Z
Cabe aqui gallentar que a igualdades (1.14):a Pe1 + pmzp

50 & valida para p = 2 quando m > 2, visto que para m = 1 a afirma

¢do Al) nao & verdadeira ( basta tomarmos 3 mod 8; v,(3 - 1) =me

i~m

m=1,1=3eo0(3med 8) = 2+# 27 7) e Al) & fundamental para a

prova de (1.14)}.

A2} Claramente Ki possul pl“l glementos; a partir de Al} para to-

do u € Z, com (u,p} = 1, o elemento (1 + p.u} mod pi € K pois

i

vp(p.u} = 1, logo <{1 + p.u) mod pl> gera um subgrupo ciclico de

Ki com o mesmo nimero de elementos de Ki’ portanto

K, = <{1 + p.u} mod pi>3 congequentemente Ki e um grupo multiplica

i

tivo ciclico.

2

A3} FSeja b = (bi mod pl) € 1 + szp O gue implica en

oo
i=1

li

Vp{b = 1) v 2 m. Vemos gue (bi mod pl) € Ki e por Al

ey

of{h, mod Ql) =1 ge L X v e Q{bi mod pl} = P se 1 > v; em gual

i

quer caso o(bi mod p*)/ pl“m visto que v 2 m; no entanto provamos

em AZ) gue Ki & um grupo multiplicative cliclico e os subgrupos de
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um grupo ciclice sao ordenados por inclusac de modo gue se
a{hi mod pi)/ pl“m = o(ai mod pi) = pi_m entao
bi mod pi € <ay nod pl> e com 1sso existe = g N tal gue
i _ i s
bi moed poo= (ai mod pTyTi.
pDando prosgeguimento provaremos os Gltimos raesultados

desse paragrafo e com eles encerraremos ¢ estudo de niGmeros p-adi-

*
coS. Exibiremos a segulr isomorfismos de grupog relaciocnados a Zz

* -~
e zp para p # 2. Sac eles:

H

* .
(1.26] Zp * z/{p~112 x (1L + pzp) sa p » 3
2 ooy o+ 27, 2 {51y x (1 o+ 4z)

Para demonstrar esses isomorfismos alguns resultados se-

rao necessarios:

{1.28} Dados os cenjuntos A , B , C e o8 homomorfismos de grupos
L f q -

f:rAa~—>B e ¢g : B> (, a sequencla A ~—>B——r(C & cha~

mada sequéncia exata se £ & injetiva, g € sobrejetiva e ¢ conjunto

imagem do homomorfismo £ & igual ac niicleo do homomorfismo g {isto

&, Im £ = Ker gj}.

(1.292) LEMA: 5eja B um grupo € p : B-——>B homomorfismo de gru-
pos multiplicativos tal que p2 = pep = p. Entao:

(ay Imp ={x € B / plx} = x}

(b} Ker p NiImp = {1}

{c} B =Rer p® Im p
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PROVA: {a) Se x € Im p entdoc existe y € B tal que ply) = x logo

p{x) = peply) = pziy) = ply) = %, assim se x € Im p, p{x} = x, por

tante Im p C{x € B / pix) = x}. Por outro lado se
x €{x €8/ plx) = x}é facil observar gque x € Im p; com isso
{x €B /px) = xY CImp e combinando egsa inclusao com a inclu-
sac anterior obtemos Im p = {x € B / pix) = =},

{b) Se x € Im p, por {a}) temos p(x}.: X; se x € Ker p
entao pi{x) = 1, logo se x € Ker p {1V Im p temos p(x} = x = 1, por-

tanto Im p N Rer p = {1 L

{c) Ker p x Im p = {g.y /S x € Ker p , v € Im pl. Desde
gque B &€ um grupo multiplicativo e p : B~ » B & homomorfismo de
grupos, dadec z € B, p{z) € B possul inverso p(z)“1 em B, assim
gualguer que seja z € B, z = z.1 = z.{p{z)“l.p(z}) =

(z.p{z)“l}.p{z}. Notemos agora gue pf{z) = p({z.p(z)wl}.p(z)) =

i

p{z) loge plz} = p(z.p{z)“l)-p(Z)

il

p{z.p(z)"l}.pz(z), nas pz(z)

H]

consequentemente p(z.plz) %) = 1 e entdoc z.p(z) * € Ker p; desse

modoe 2 = {z‘p{zf“l).pfz) com z.p(z} 1 € Ker p e plz) € Im p, por-

tanto z € Ker p x Im p e com isso B C Ker p x Im p. Por ocutro la-

do, desde que Im p CB e B & um grupe multiplicativo, para todo
¥.¥y € Rer p x Im p temos x.y € B, assim B = Ker p = Im p. Para
que esga soma seja uma soma direta & necessario que
Ker p (1 Imp = {1}, mas essa igualdade j& foi verificada em {a},

it

portanto B = Im p @ Ker p. w

{1.30) PROPOSICAD: Dada a sequéncia exata de grupos - abelianos

£ g
1 > A * B » *l se existe h : C—— 8B, h homomorfismo
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de grupos tal que geh = id onde id, ¢ a fungao identidade entio

B ¥ A®CcC.

PROVA: Seja p : B-—2>B com p = hesg; p2 = poP = (heg)elhsyg) =
= ho{geh)eg mas por hipéteée geh = idc de modo gque pep = heg = p.
Com isso p satisfaz a propriedade (c) do Lema (1.29), logo

B =FKer p@® Im p. Como goh = 1id claramente n & um homomor £ismo

c!
injetivo pois se h(x) = h{z) entao x = gsh{x) = geh{z) = z, assim
g{x} = 1 se e somente se hog({x) = 1 = p(x} e entao Ker p = Ker g.

i

relo fato de f ser injetiva temos Im £ ¥ A; pela definigido de se-
quéncia exata Im f = Ker g = Ker p, portanto Ker p ¥ A. Por outro
lade se x € Im p entao pi{x) = X = he(g{x}), logo x € Im h e se
X € Im h entao existe y € C tal que hiy) = x logo p(x) = peh(y) =
= {hegloh(y) = hel{geh(y)) mas goeh = idc, assim he{goh{y}} = hiy}
de modo que p(x) = hiy) = x, entao x € Im p, portanto Im p = Im h.

Como h & injetiva temos Im h ¥ C, logo Imp ¥ C & portanto

B=Kerp®@Inp *A®C. m

(1.31) LEMA DFE NEWTON: Dado K um corpo completo com respeito a va-

lorizagdo nao arquimediana | | e V o anel de valorizagac associa-
da, seja £{x) um polindmic com coeficientes em V. Suponhamos cue
£{x) tem coeficiente lider igual a 1. Se existe um a; € K tal que
VE(a;) ] < le if'{al}l = L (£' & a derivada usual), entat a  se-
quéncia a, = a; - f(al}/f‘(al) y 8y = a, - f(az)/f'(az) e e

converge para uma ralz a € v de £{x).

PROVA: Introduction to p-Adic Numbers and Valuation Theory -
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Geoge Bachman =  Theorem 4.1

Para verificar (1.26}, seja i : 1 + pZ > Z; .
" . . ] * * - * |
fungao identidade e TT: zp__mmm»(z/pzy a projecao de Zp e sua
. 1 ' 7 *
primeira coordenada, ou sela, dado a = (ai mod pl}?ml € ZP,
Ma) = ay mod p. Provaremos que a sequéncia
i o * - .
R A pzp »zp » (2/p2) —> 1 & uma sequéncla exata gque

satisfaz as condig¢oes da Proposigao (1.30). Claramente 1 € um ho-
momorfisme injetive e T € um homomorfismo sobrejetivo. Para verifi
car que RKer T = Im i notemos que
. i o ®
Ker TT =4{a = {ai mod p )iwl € Zp / a, = 1 mod pt e isgo ocorre se
e somente se a € 1 + pzp = Im i, portanto Ker W = Im 1. Vemos en-
t3o que a sequéncia & exata. Para que a sequeéncia exata satisfaga
as condigoes da Proposigao (1.30) devemos exibir um homomnrfismo
* ® - . i - - . i
h : {(2/p2) ———> Zp tal que Tioh = id { onde 1d e a fungao identi-
dade) . Utilizando o Lema de Newton verificamos que o polinomio
p=1 *
P{D} =D - 1 pode ser fatorado completamente em Zp; Como
3 2 rai - mtdo 1 7 62t e
(rp~1) e raiz de P(D} para todo § € Z, entao (Ip_l) e Zp' Seia
i, 00 -
= < - o -
}'p_l (x; mod p™) _,» ¥, €7, 0 < x, <p-l, entao
Tﬁ;pml) = x; mod p. Provaremos em (1.32) que %, mod p & garador
* *
de (2/pZ2) ; temos portanto um isomorfismo entre <§Pml>-e {2/p2}
.| 1 — * &
pois“ﬂ?(}pmlij) = (Kl mod p}j. Definimos entao h : (Z/pZ} = zp’
h({xl mod p}j) = (Fp_l)j. Claramente h @& um homomorfismo &
T?oh((}:l mod p) ) :T?'((Ip*i)j} = {Xl mod p)- gqualguer j € Z e por-
tanto Toh = id.

i * aT *
Notamos assim que 1-— 1 + pzp > Z > (2/p2%)

* *
satisfaz a Proposicac (1.30), logo Zp -~ (1 + pzp) % (2/p%2) e con-
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clunimos a prova de {1.26}).

- *
{1.32}) Para provar gue X, mod p @ gerador de (Z/pZ}) , observemos gue

1
dem de f__. = { aph 72" & igual ; deste mod
a oraem e P'"}— == }{i mo r i=1 em p = 1gua € p"'l, esce oas pa-
ra todo 1 temos (xi mod pi)p“l = (xi}p—l mod pl = 1 em Z/plz, oun
, oL . 1
equivalentemente, (xi)~ = 1 mod p~. Suponhamos gue
O{Xl mod p} = k < p-1, isto &, {x})k = 1 mod p; COmo

*
o{z/p2) = p-1, temos p-1 = k.t para algum t € 2 , £ 2 2. No Lema

{1.2) provamos gue X B X mod pr para todo s 2 r, logo
{= }k = {xr)k mod pr; e particular, (xs}k = (}{1}k nod p, portanto
k - X _
(xs) =z 1 mod p e entao (xs} = 1 + p.b para algum b € Z. Por outro
lado, {xq}pml = 1 mod ps e entao
(xs}p_l = (xs)k't = {1 + p.b)t = 1 mod ps; {1 + p.b}t =
t : 3 am
= z(‘}). (p.b)? = 1 4+ ;_3.1::.5:(?’)‘(;),13)} L
3=0 \ 1 147

f

1+ p.b.o{t + P-b-éé(g).(p.b)jwz). Como 2 € t < p-1 < p, claramente

pXu, onde u = t + p.b.é?(?).(p.b)jmz, Okbtemos assim
b
{1 + p.b)t = 1 + p.b.u = 1 mod ps e desde que {u,p) = 1, a congruén-

. s=1 . g1 "
clia ocorre se e somente se p /b, ou sela, b = p Woocomw € 2, e

entao (Xs)k = 1 + p.b = 1 + p”.w, consequentemente (xs}k = 1 mod p°,
de modo que o(x_ mod ps) £ k < p~1 para todo s € gt portanto
O(Sp_l) w ko= O{Hl mod p} e chegamos ao absurdo; asgim

& *
o(x;L mod p) p-1 = 0o{2/p2) e entao <xl mod pr> = (Z2/pZ) .

&
Para verificar (1.27), observemos que ZZ = zz - 222; COom

’ * *
sso chegamos a 22 = ] + 222, ou seja, 22 21 4+ 222.

!..l.u

Para provar gue 1 + 2%, 2 (ty w1+ 422), seda
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s 1+ 27 _mgﬁm;{il}-—-9l uma sequéncia com i = i=-

e N 422 9

' 1 ob
dentidade; dado x = (xi nied z‘i}iul e 1 + 222 definimos (%) = 1 B

z 1l mod 4 e gix) = ~1 ge x, = ~1 mod 4 (isto 2, X, = 3 mod 4).,

"3 2

Claramente i e g saoc homomorfismos; além dizgso

Im i = 1 + 432 = ker g pols x € ker g se e somente se ¢g{x}) = 1 & is-

50 ocorre se e somente se x € 1 + 4%,; concluimos entac que a sequén

]
cia & exata. Seja h : {fl}—~m->1 + 222 tal gque h{l) = (1 mod 21)1:1
e h(-1) = (-1 mod 2")[_ . Claramente h & um homomoxfismo e
i 00
goh = id (pois goh{l) = g{(({l mod 2 )izl} = 1 &
goh(~1) = g{(-1 mod 21’§;1* portanto pela Proposicac (1.30) temnos
@ {F :
1+ 22, (=1}« (1 + 4z,).
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§ 2 Construgac do Critério
Esse paragrafo tem por objetivo demcnstrar o Teorema
{2.14) gque na pratica & o resultado mais importante desse traba-

lho, isso porgque tal Teorema nos fornece um critério que decide se
um nimero inteiro &€ primo ou nac. Para sua aplicagao sac necessia-
rias algumas condigoes que envolvem nimeros inteiros p-adicos &
fungoes caracter, no entanto delxamos a analise da validade dessas
condigoes para os paragrafos seguintes.

Explicitaremos agora résultados que serao utilizados no

Teorema (2.11}.

{2.1} Seja g um ntmere primo ¢ C o conjunto dos Nimeros Comp Le-
x0s. Um caracter X modulo g € um homomorfismo de grupos de (Z/qz)*
em C*_ A imagem de X estd contida em Uq_l gque denctara o conjunto
das raizes (g~1l}-~ésimas da unidade.

Uma fungao caracter pode ser vista como uma funcgao de 2
em L se definirmos Xia} = X{a mod g) para toedo a € % o]
X(0 meod gq) = Q.

Notando que g & um numerg prime, o anel 2/g2 é na verda-
de o Corpo Fq a (quz)* & o grupo multiplicativo F; que & cleli
co de ordem g-1.

As proposictes gue vemr a segulry nos fornecem algunsg re-

sultados sobre caracteres.

{2.2) PROPOSICAC: O conjunto de todos os caracteres modulo g forma

um grupo multiplicativd ciclico denotado por Xq e isomorfo a Uq~1'
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#*
PROVA: Sedja %t F e u com X{g) = ¥ onde I & raiz
2 ) T gl 9 q -

-1 i

&
g~l-ésima primitiva da unidade e g € gerador de Fq’ X € um c¢arac

- *
ter mGdulo ¢; mais ainda, X 2 um isomorfismo entre Fq e Uq—l’ vig~—

» * +
to que associa a cada g- € Fq © elemento F;w de U Claramente

1 g-1°

¥ gera um grupo multiplicativo ciclico de ordem g-1 formado por

¥, 0 < 1

VAN

g-2. xi também & caracter mddulo q para todo
¢ € i € g~2, portanto {Xi: 0 € i € g-2} CZXq. Para conclulrmos
que Xq ={xt 0 ¢ 1« q-2}, seja Y € Kq tal que Y{g) = F;_l para
algum h € Z; o Algoritmo de Euclides nos assegura gue existe
i g4, 0€ 1€ g-2 tal gque h % i mod {g-l) de modo gue ¥= xt e
portanto ¥ € {x*: 0 € 1 € g-2}. Provamos assim que Xg & um  grupo
ciclico de ordem g-1. Por outro lado Uq~l também & um grupo cleli-
co de ordem g-1 e dois grupos cliclicos de mesma ordem sac isomor-
fog. Nesse case o isomorfismo pode ser obtide por

¥ ;qwmwwﬁ U com ¥(x) = F;w para todo 1 € N. =

g-1 i

- ®
(2.3) PROPOSICAO: Sejam x,y € Fyi se Pi{x) = Y{y] para todo ¥ € Xy

entaoc X = y.

PROVA: Se ¥(x) = ¥(y) para todo ¥ ¢ Xq, em particular a igualdade

vale para x o gerador de Xq’ ou seia xi{x) = Xlyl, oboorvenos que
-1 - . . *

¥(x.y ") = 1; no entanto x & um isomorfismo de Fq'em Uqwl’ portan~

to x(x.y“l) = 1l se e sonmente 8¢ X ¥ y. =

Seja a decomposigac de g-1 em fatores primos dada por:

(2.4) q-1 = T p~ (P com k(p) = v (q-1)

g e
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. .
Para cada primo p com k(p} 2 1, seja ka: Fq e > Upk

tal que ka(g) = ka, onde 0 £ k € ki{p), g & gerador de F; e Spk

nu a k - ] ] > ] 1 + -
€ ralz p ~eésima primitiva da unidade., Para verificarmos que xpk e

it

um caracter mddulo g de ordem pk, bhagta tomarmos 7 (g—-13/ pk; as

e k . — — }{- i " s
sim ka(g) ka - G2M/pT L @/ (g-1)) L (g- ) /et {204/ (g 1) 4]
PO & (egwi/(q“l)}j = (Y }j = Xj(g), portanto X k = x4 e % . A
N g- 1 . B q
partir daqui ka serd denotado por Xp,q'

Apresentaremos agora um coniunto de geradores de Xq gue
sera mals apropriado. Seija

{2.5} Yq = {Xp,q : p primo , p/{g-L)}

{2.6} PROPQSICAQ: Yq gera © grupo xq.

PROVA: J& provamos gue Xq & um grupe multiplicative ciclico iso-

morfo a Uq~l e gerado por X, logo para todo r € 2, {(r,g-1} = 1, Xr

também € gerador de Xq, Desse mode, para provar que Yq gera Xq bas

ta construir algum x* com (r,g~-1) = 1 a partir de multiplicagoes
t
de elementos de Yq. Seia zgxp g o produto de todos os caracteres
2 i
+
. - _ . k(p, } - . _
do conijunto yq e r g%{q l)/pi i onde k(pi) vpi{q 1} . Para
cada p primo com pif(q”lj 34 verificamos anteriormente gue
_ kKip,!} t . kip,)
= X(q l)/pi . entdo TFX = 1 \q 1}/pi L7 %x*. Por
pifq pi?q i=1
absurdo, seja (r,g-1} = & com d+l, de modo gue existe algum
P, /{g-1}) tal qgue B, /2 e portanto pw/r. Observemnos gue
i i
r E:(q l}/p Z: p.k(pj> pois g-1 = T%p.k{Pi), assim
=1 i=1 5 j i=1 i
; K ip. )

+
r - 2. ” p k(p ) - f?p,
PxX §-X :}
iew fed J;w

P3’. como p,, comparece em todos os produ-

tos do primeiro membro da igualdade e pw/r verificamos gue
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t 1 k
NI
=1 §s1

2w jai

P,/ (r - (pj}L mas p, nao divide o segundo membro da
igualidade e chegamos a um absurdo; logo (r,g~1l) = 1 e % obtido a

partir do preoduto de elementos de Yq gara Xq. -

-

Dando prosseguimento provaremos a Proposigao (2.8) que

gstabelece um critéric para a validade da seguinte condicao:

t

(2.7) a = 1 mod s para todo a € 2, com (a,8) = 1
Para cada nimero inteiro positivoe t, definliremos
e{t} = 2 se t for Impar e el(t) = 2.quvq(t)+l se t for par.
o

fq-23fk

(2.8) PROPQSICAOQ: Seijam s,t inteiros positivos com s » 1. A condi~

-

cao (2.7) & vdlida se e somente se s/e(t).

PROVA: Faremos a prova primeiramente para t Impar. Se a  condicao

tH

{2.7) vale, temos at = 1 mod s para todo a € 2, (a,s) 1; em par-

)t = ~1 = 1 mod g, entao 2 ¢ mod s;

Hi

ticular para a = -1 temos (-1
desde gue, por hipltese s * 1, tal congruencia ocorre se e somente

se 8 = 2, portanto s/e(t) visto gue por definicao e(t) = 2. Reci-

11

procamente se s/e(t) com e (t) 2 temos & = 2 pols 8 # 1; entao to

& {mpar, de modo gue a  também &

il
et

do a € Z que satisfaz (a,2)

1
—

. t
impar e consequentemente a mod g.
Seja agora t um numero par. Assumamos inicialmente gue
8 = qm com g prime e m 2 1. Se g for fmpar ou m € 2 entio o grupo
.m * ¥ . IYI‘“l ' L,

(2/9 2} e ciclico de ordem (g-l}.g . assim se a condigao (2.7)
& satisfeita, em particular a congruencia acontece para g € N onde
m - m,, * - t m
g mod g e gerador de {Z/q 2} ; obtemos entac g~ = 1 mod g , de mo

-1

do gue (qwl}.qm /t; consequentemente (g-1)/t e vﬁ(t} 2> m—1. Nota-
4



28

mos entretanto gue et} = 2Ll£qvq(t)+l e qgque v _{t} + 1 2 m, assim
:_{. gri;nu q

qm/qvq(t)+1 e como 8§ = qm, claranente s/e{t). Reciprocamente se

qmje(t), da propria definig%a de e(t} cbservamos que (g-1)/t e

m~ ] m—-1

q /t pois vq{t) + 1 2wy como (q,q-1) = 1 temos {g~1).qg /t @

- b . 3 *
concluimes gue t € um maltiplo da ordem do grupo {Z/qmz} ; portan-

T

ta 3 1 mod qm para todo a € % com {a,gq) = 1 e entac a condigao

i}

(2.7} & satisfeita para s = qm.

Analisemos agora o case g = 2 e m 2 3. Se a condigao

(2.7) & satisfeita temos a- = mod 2" para todo a € 2, (a,2) = L.

}

* ‘ - —
sabemos contudo que (2/272)" ¥ (2/22) @ (2/2" %2) onde 22" %z &

m-2 -2

2 e 7/2 Z com ordem dgual a 2

1~
eciclico; assim exisle ¢ mod 2

*
@ isso implica na existéncia de b mod 2™ e (2/2™2)" também com or-

dem 2mw2; logo, b¥ = 1 mod 2™ de modo que Emwz/t e entao
vy{t) 2 m - 2. Desde que e(t) = E%E&qvq(t)+l, tenos 2v2(t}+2/e(t),
G Al

mas vg(t) + 2 2 m o que implica em 2m/e(t) portanto g/el{t). Reci-

(t)+2 .

procamente se zm/e(t) notamos gue zm/zvz , logo vz(t) + 2 Zm

e entao Zm_gft. E fiacil observar entretanto gue gualquer elemento

*® -
do grupo (z/2"2) tem ordem divisIvel por 2™ 2 de modo que
2m~2 - . e
a = 1 mod 2 para todo a € 7, (a,2) = 1. Como t e multiplo de
9™°2 claramente a® = 1 mod 2™, isto &, a® = 1 nod s para todo

ae 2, (a,s) = 1.
£ m ~ -
Finalmente seia s m;ﬁ,qi 1. Se a condigao {(2.7) e satis-
t

feita temos at = 1 mod 8, logo a = 1 mod qimi para todo iy

14 i £ f. Ja verificamos no entanto que para at = 1 mod qimi te-

mos qimi/e(t), consequentemente s/e{t). Reclprocamente se s/elt)

e\

provamos que at 2 1 mod qimi para todo i, 1 & i f e portanto
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£
at = 1 mod ngimi, ou seja, a® = 1 mod s. =

A seguir, para efeito de completude do texto enunciare-

mos um teorema e um lema gue gerao utilizados na prova do Teorema

-

(2.11).

(2.9) TEOREMA CHINES DE RESTOS: Dado o sistema de congruéncias

b
it

a _ mod m, se (mi,mj) = 1 para 1 # J entao o sistema tem solu

cac bnica.

PROVA: Oscar Zariski e Pilerre Samuel - Comnmutative Algebra

Volume I ~ Capltulo V - Tecorema 17

(2.10) LEMA: Seja g um nlmero primo e a €  com a = 1 mod g e
aqwl = 1 mod qm; entao a = 1 mod qm. (Dado a € ¢, a = n/n com
m,n € Z, (n,g} = 1, definimos a mod g = m mod ¢. (n mod q)wlL

PROVA: Sedja a = 1 + g.x/y com X,y € %, (y,q) = 1: com igso

- g1 _- q-1 f ] —
237t - (y + g.x) /)T =1 4 (1/y4 1).21(qil) ~{q->~:ii~yq 1 i, logo

1=

- - - Tt Lo o .
o R (. x/y l).((q - 1.y 2, x.q.%mcqil).(q.x)l g,yq 1 1
ina
Tl).(q,x)i_z.qulhl}; assim

- i
Notemos gue g¥{{g - 1).yq 2 + x.q.;%(él
1:

vq(agwl - 1) = vq(q.x/quij = 1 4+ vq{x} polis vq(y) = 0. Obsarvemos

no entanto gque aqml = 1 mod qm o gque implica em vq(aq_l - 1} Z» m;
. m—1 ) - . m-i

assim 1 + vq(x) » m, portanto g /X, isto &, x = ¢ .8 onde

s € 2. Temog ontao a = 1 + ¢q.x/y = 1 + qm.s/y com {y,q) = 1, conge

quentemente a = 1 mod qm. %
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Finalmente chegamos ao Teorema {2.11}. As cwndiq%es
(2.12) e {(2.13) gue assumiremos nesse Teorema serao discutidas de-

talhadamente nos paragrafos seguintes.

{2.11) TEOREMA: Seijam t e s inteiros positivos satisfazendo

t

a = 1mod 8 para todo a € &, {(a,s) 1 e seja n um inteiro sa-

i

tigfazendon > 1, s *>V¥n e (n,s.t} = l. Escrevemos Y,o= Jﬁ v
q i’l"!‘m

COom Yq = {Xp q : p primo, p/{g-1)}. Assumimos que gualquer primo
§

p/t satisfaz a seguinte condigao:

para gualguer v divisor primo de n existe 1 {(r) € Z  tal
{2.12) |3 2

p-1 . (np*l}lp(r)

gque r no grupo 1+ pd

b’
Assumimos além disso que qualgquer X € YS satisfaz a seguinte con-

digao:

e

para gualquer r divisor primo de n nds tencs

lp(r)

{2.13} ¢ X{x} = X(n) com lp(r) come em {2.12), onde p & tal

L que a ordem de X & poténcia de p-
Entac para qualguer r divisor de n existe 1 € {0,1,2,...¢~-1}  tal

que r = ni mod s.

Anteg de procedermos a demonstragaco do teorema faremos
algumas observagoes a respeito de seu significado. A partir de to-
das as condigoes gatigfeitas o teorema ﬁos assegura gue para tedo
divisor r de n existe 1 € {0,1,2....t~1} tal que r = ni mod s, Po~
demos entdo calcular n' mod & e em seguida verificar se r & divi-
sor de n. Se os Unicos divisceres encontrados forem r = 1 e £ = n

entao n € primo; caso contrario n & composto.
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Um aspecto gue deve ser lembrado € o tempo que se leva
para computar ni mod 8 com i1 € N, 0 € 1 €« t-1, contudo essa compu
tagao pode ser feilta rapidamente pois o t pode ser selecionado hasg
tante pequeno em relagao a_n. Sua selegao pode ser feita  através

da Proposicao (2.8); por exemple, para testar n da ordenm de 10?5

suficiente gue t seda igual a 60 e para testar n da ordem de 10100

basta utilizar t = 5,054,

k3

Cutra observagao que faremos aguli embora irrelevante pa-
ra a demonstragac do teorema nos parece interessante para a 5ua
aplicagao: esse teorema, gue na verdade & um teste de primalidade,
s0 & utilizado gquando n & provavelmente primo, ou seja, antes de
aplicid-~lo n &€ submetido a testes de primalidade mais sinples que

revelam rapidamente, na maioria dos casog, se n & composto.

PROVA DO TEOREMA (2.11): Pelo fato da demonstracgao desse  tecrema

ser extensa ela serd dividida em algumas etapas. Observamos entre-
tanto gque durante toda a prova consideraremos apenas 08 divisores
primos de n e somente no final verificaremos a valldade dos resul-
tados obtidos para os divisores genéricos de n.
A primeira etapa gue vamos executar consiste em provaxr
gue para cada r divisor primo de n existe um nGmero inteiro i{x)
tal que X (r) = X (nl(r)} gqualguer gue seja X e v .
P.q p.d p.g 5
Sedja P o conjunto de todos os divisores primos de t, Pa-

ra cada p € P existe um nimero inteiro hi{p} suficientemente grande

tal gue
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{(2.14) hip) 2 max {max-{vp(qnl): a/st; vp(s)}

¥
Seia 1p{r} um nimero inteiro tal que

(2.15) l;{r) = lp(r} mod ph{P) onde lp(r) & dado na condigao
(2.12}.

Pelo Teorema Chiéés de Restos: (2.9), existe lir} @ 2
tal que 1(r) = l;(r} rnod ph(p) para todo p € P e entao por (2.15)
chtemos

hip) para todo p € P.

hip)

{2.16) l{r) = lp(r) mod p
Seja Uph{p) o grupo dag ralzes p ~ &gimag da unida=-
de: claramente Uph(p) & um grupc abeliano finito de ordem potén-

i, m
clia de p; dados Ie Uph(p) g a = (ai mod p )iml e zp definimos

no §1 ( conferir (1.4} ) o elemento 59 como 3%m para m suficiente
1 (r) 1{r}

* 3 p -
mente grande; conclulmos entio que Sphip} ph(p) pois
I{r) = lp(r} mod ph(p). Utilizando agora a condi¢aoc (2.13] - temos
1 (x) . 1_(x)
= todo X ; £ = ¥ “a
X{xr) X{n}p para todo € Y., assim p’q(r) p"q(n) P
*

N tanto A : F o> U k e U _k{ U h ist

o entan o,q ¢ Fg 5 (p) b p) C o (p) viste que
vp(q—l) = k(p) £ hip) de modo que Xp q(n) € Uph(p) e entao

1 (r) _ 1{x)

X {(n) p = X {n) ; observemos entretanto que 1{(r) € 2 e

P4 p:q
que Xp q é homomorfismo, consequentenente

r . .

1{x) _ 1{r) ‘
Xp'q(n) = prq{n Yy | ou  seja,
1 {(x) 1{x} 1{x)
xp,q(r} Prq(n} P P’q(n) P’q(n } para tode

Xp,q € Y, portanto X{xr) = X(nl{r)) para todo X € Yoo

Dando progseguimente, o0 proximo passo serd provar gue pa

ra cada primo g fixado, se q/s temos

(2.17) r = nt'¥) m{q)

nod g cnde mig) = vq(s)
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Se m(g) = 1 a congruencia anterior sera facilmente verifi
cada pois X(r) = X(nl(r}} para todo X € Y e Y, gera Xq de modo

que P(r) = W(nlfr)) para todo ¥ € Xq; no entanto provamos na Propo

*

sigac (2.3) que dados x,y € Fy

se P{x) = ¢ (y} para todo P € Xq en-

tao x = y, portanto

(2.18) £ = n %) pod g

e a congruénecia (2.17) & satisfeita.

gq~1 m{q)

5e m{g) 2 2 provaremos que r = (nq~l}l(r)

mod g 2

, \ -1{r
em seguida congtrulremos a = rin (x)

gue val satisfazer a congru-
éncia a = 1 mod g. A partir das duas congruencias obteremos (2.17).

gtilizande (2.14) temos hig) > v_{s): © entdo

G
vq(s) = m{g) < mi{g) - 1 de modo que hig) = m(q) -~ 1 + x com
a hiq) - mig)-1 x
x € N; assim (nd l)q ( (n¥ l)q )9 . Notemos no entanto
} * _ i
gque a ordem do grupo (z/qm(qlz) é (qwll.qm(q} 1 portanto
- m(q)~1

nla-ll.q = 1 mod qm(q) e entao

-1 ghlal
(2.19) (3~ = 1 mod g™ (@

Por (2.16} temog 1l{r) = léir) mod qh&q), isto &,
lq(rl = 1{r) + qh(q).y com y € Zq: dal

- - 1 0i{q)
(2.20) (3" HigF) o nTHIE (pahe Ty

-1 ol ' -
Por {2.19): (n¢ l)q = 1 mod qm(ql e entao
-1 il
{n )4 pode ser visto como um elemento de 1 + qzq que & um
- -1.g@ ¥
Zq~modulo {conferir (1.16)) de modo que ((n97H 4 )
também & um elemento de 1 + qzq para todo y € Zq,
-1 i)
De (2.19): (n9 l)q =z 1 mod qm{q} obtemos
-y o

( (n? 1)q i¥ = 1 mod qm(qj e a partir de {(2.20) encontramos




{2.21) (nq“l)lq(r) = (nq_l}l(r} mod qm(q)

Observemos agora t e 8. Por construgao t & par; recorren~

do a Proposicao (2.8): s/e{t); lembrando que vq(s) = mi{qg) e
" v {(t)+1 m{qg) _
el{t) = E.Hat verificamos que g Jel(t), assim, se q = 2
g prims
claramente ¢/t e se g # 2, qm(q)quq{t)+l e entao
2 £ mig) L vq{t) + 1, portanto vq(t) 2 1. Concluimog dal que se

m{g} » 2 entao g/t e por hipdtese g estd nas condigoes de um nlmero

prime que satisfaz (2,12), logo para o lq(r) usado na condicao
g-1 _ , g-1,1 (x}

{2.12) temos = (n ) 7g em 1 + qzq. Substituindo esse valor
em {2.21) obtemos
(2.22) 2971 2 (@ H ) g @

Seja agora a = r.n 25 g Zq’

B (2.18) obtivemos r = nl(r) mod ¢, mas l{xr) € Z e
(n,g) = 1, assim nl(r) € Q¢ e nl{r} mod g € E/gZ; observemos ﬁo en-
tanto que (r,g) = 1 de modeo que r % 0 mod g e _ entao

¥
nl(r) ¢ 0 mod g © que implica em nl(r} mod g € (Z/qZ) , logo
-1{r)

nl(r) mod g possul inverso em Z/9%, entao r.n #z 1 mod g ol

eguivalentemente
{(2.23) a = 1 mod g

Por outro lade, desde gue (g,n} = 1l e . Lliw), q -1 € 2,
(nd 4" D o QM{q) € {zfqm{Q’z)* e a partir de ({(2.22) obtemos
eI (3747 L peg qm(q), assin  (r.n" 19 21 pea qm{q)’
ou equivalentemente
(2.24) a9t = 1 mod ™9

Combinande (2.23) com (2.24) obtemeos do Lema (2,10} a

congruéncia a = 1 mod qm{q}’ portanto r = nl{r} mod qm(q) e {2.17)
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esti provado para todo g divisor de s.

Como mig) = vq{s), 8 =,£gqm(q) temos r o nl{r) mod 8.
Por hipbtese nt # 1l mod 8, @ fazendo 1(r} = t.x + i com %, 1 € 2,
0K 1< ¢t obtemos nl{r) w2 {ntﬁx. ni = ni mod 8 e portanto

r=n"mod s com 0 i< +. =




3%

§ 3 Viapbilidade do Critério

Como vimos no paragrafo antericr a aplicac@o de Teorena
(2.11) depende da validade das hipOteses (2.12) e (2.13). Nesse pa
rigrafo além de analisarmosz algumas condigoes para que (2.12) ocor
ra provaremos também o Teorema {3.21) gue nos d& condigoes para a
validade de (2.13) de modo a podermos ubilizar o Teorcema {2.11) e
decidir se n €& primo ou nao.

Faremos agora algumas afirmagdes necessarias para o de-
senvolvimento deste parigrafo, porén algumas provas Serao ol bi-
das por tratarem de relagOes elementares de teoria de grupos, a-
néis e corpos.

seja J uma raiz m-&sima primitiva da unidade. As ralzes
m-&simas da unidade formam um grupo nmultiplicative ciclico denota-
do por U , gerado por Fm (conferir (2.2)).

FPixemos agera o8 primos g,p e também geija fixado k € N*

tal que pk/fq~l).

{3.1) Beja A = z[}pk,}q] o anel gerado por Spk e fq ) seja
K = Q(ka,qu seu corpo de fragoes. Afirmamos que todo elemento de

K tem representagac unica como ;. a, .
epidipgd 1]
f}i—‘j( (i‘,j_

.{}pk}l.(iq)j orem aij £ 0,
{3.2) Denctemos por B o subanel de K tal que B = A{%].

£ facil observar que um elemento de K pertence a B se e
somente se os$ denominadores de todos os ceeficientes aij sao potén

cias de q.
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Dado x € 2, ®x £ 0 mod p, seja Gg : K —+ K ¢ automor

Fiap » e Yt - 4y X I .
fismo tal que GX{Spk) (3p ) & Ox(fq) Sq
g = {0 18 2 < pk

£

f ¥ % 0 mod pl & o grupo de  Galois

.

' - #
de K sobre Q{}q) e G e isomorfo a {Z/ka} .
seja z2LG! o anel de GErUPG «

* - R *
{3.3) Para u € B e zqz;ng g e Z[G], definimos uﬁ € B COmo
[ 1] .

u* = Tfﬁ{a}nﬁ
TG

b . #*
Essas operagoes de ZLG] sobre B satisfazem:

(3.4) (u.v)® = u%, ™

(3.5) w8 = (0P

(3.6) w8 = K yh

(3.7} ut = u

&
e fazem de B um E[G]wmodulo.

* ~
Seja X : (2/qZ2) > <§pk > fungao caracter de ordem
k - - , : ¥ -
p o, isto e, X{g) = ;pk para ¢ gervador de (Z2/g942) . Como ja vimos no

§2 a fungao caracter pode ser vista como uma fungao de 2 em C se

definirmos X{a) = X{a mod ¢) para todo a € Z2 ¢ Y{0 mod g} = 0; nec

entanto se identificarmos x(aml} com X{{a mod q)—l) para
. \ - e -1 -1

a ¢ 0 mod g, podemos ixr mais alem e definir X{a 7) = X{a) pPara

todo a € Z e (a,q) = 1 pois todo elemento X{a) € (fpkb possul in

verss .

{3.8) Definimos a Soma de Gauss T(¥) assoviada a X COmo

.1 %
TX) = & X(x). (X )%,
FrE g

Claramente T{X) € A = K[fpkrfql-
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Provaremos a segulr gue
(3.9) T(x).7(X" V) = x(-1).q

utilizande o segulnte lema:

{3.10) LEMA: a) (X} = X{~1).T{X)

by T(X).T(X) = q
) P L U(X) = X{-1).g

PROVA: Para demonstrar a primeira parte do Lema dencotemos por ?r

uma raiz r-esima da unidade; IT = cos 2.0/r + i.sen 207/, de no-

do que o seu conjugado & igual a cos 2./r - i.sen 2.01/r; obte-

mos entéo Ir'?f = 1, logo
(3.11) T = (507
: r r

Do resultado acima concluimos que X{x} = X(x)ml para to-

* - -,
do x mod q € {(Z/qZ) pols xX(x} € *kaf: no entanto -~x ={g =~ %} - g

de wodo que -x = (g - x) mod g e dal obtemos (§§3wx = (Yq)qu e

X(=x} = X{g-x), logo x{x) = X{-1).X (g%} e  entioc
d-3 a1

TR s v -1 . - - }. F _ -1 q-x v e . -

T (X} é@X(XJ «(fq) = X (-1) ,ﬁEX(q %} .{}q} ; assim, fazen

do troca de variiveis e reordenando a somatbria obtemos

-1 T3 - . - 1
TR = x-1"h T xe0 7L (5% = 21 LLEGET. 0% e entdo ob-

1

temos TiR) = X{~1) X{~1) . T{%7T.

i

LT(X), ou equivalentemente, T(X)

7.1 )
Para provar o Item k) do Lema, sejam T(X} = Q;K(a),(fq}a

e _ B -] b _ ¥ -] ~b .
e T{X}) = ﬁix(b} .{fq} = ééx(b ).(}q) logyo
R -3 T - - .
T{X}.T{X) = gi E;X{a-b l}.(fq3a b. para cada b fizado seja
o= a.bﬂl mod g, assim X(c) = X(a.bmlj e a £ b.c mod ¢, logo
a _ Ire . o o a~bho A -b b.¢ NI
(Fq} = {Fqi & ontan (Iql =2 (Xq} .{Iq) == (Fq} g(Fql =



TRy = X(-1)

T{X).T{&) = T(X).X(~1)"
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- B g~ In -
= )P portanto T (x) IR = Zx(e). g3 )P (7Y,

L% | bsi q_
Analisando ¢ = 1 ancontrarenns
a-1 -
X(l).}w(ﬁ.)b'(l b
b o

-

W

e
: K{l},?il = ¢ ~ 1, Babemos no ontanto SUls
= X -
g:(Eq) = 0 visto gue essa igualdade corresponde a soma das ralzes
K= -

- - q-1 .
do polinowmio P{Y) = a 1, ontao gm(}q)x = ~1 o conscequoentonento
ArL

a3 b- (C"l) o . 2 S 'd -
2. (3 ) = ~1 pois quando b percorre W = {w € 2 : 1 £ w £ g-1}
w
b.{c~1) mod g percorre (Z/q2) para cada ¢ # 1.
Das relagoes acima obtewos
e -1
{3.12) T(X).T(X) = q ~ 1 = 32X<c?
s
— * —
Seja agora g gerador de {Z/qZ) , onde g = g mod g nara

*
g € Z, logo para todo €y mod g # ¢, med q emn {(/q2) existe

2

iy # dg, 0 < iy £ q9-2,0<3i,¢€ 9~ 2 tal que ¢y mod g = (E)il;
dq= @2 de wodo que 3 x(c) = box(gt) = Pxint. cis
c, mod g g nodo que £, = L RgT) = 2 XU aramen

v ; .

te g;x(g)l = § pois X{g) = }pk. Como ph/(qu) temps o - 1 = w.pk,
_z . ¥l . PR . wr‘:l .

logo E:X{g}l = E_X{g}l + Z:X{g}l ow e imX{q}l e portanto
j=c 3= 0 i= P“ i=l’w~1).P“

:g .

;%X(g)l = 0 o que se deve ao fato de todas as somatbrias seren

g Y2 5
iguais a 0. Notamos assim gue gixfcj = gax(g) = {}; LSS
0 Ef —
L = X{(1}) = ¥{g)~ logo &ZX{C) = ~1. Bubstituindo ¢ valor acina e
(3.12) encontramos T{X).T{(X} =g -~ 1 -~ (-1} = g @ assim provamnos o

Item b).

A partir de a) e b) obtewmos o} facllmente: por a)  tenos

l.T(?}; substituindo T(X) em b) enconhramnos

l.T(i] = q e entac T{X).T(X) = X{(~-1).g o

gue prova o Lema. =

Para verificarmos gue {3.9) & cquivalente ao ften ¢} do
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Lema (3.10), notemos que X = X 1 e entao T(X).T(¥) = X(~-1).q equi

vale a T(X).T(K"l) = X{~1).g e a igualdade {3.9) estd demonstrada.

Nosso proxime passo serd provar o Lema (3.13) cujo coro-

lario serd utilizado na demonsiragio do Teorema (3.21).

(3.13) LEMA: Se n @ um nlmero primo entao T(X)an% = %{n) " wod nb

PROVA: Para checar gue T(X)nMGé faz sontido observemos gue por
+ -1 — e _l - T 1 -1 * =

(3.9} T{X} = (A{~1).T{X 7})/g e entao T(X) € B onds

B o= Z{Epk,ﬁ"q] [l/cl‘l, was T{X) € B, o que implica em T{¥) pertencer

* . —
a B e de acordo com a definicio (3.3) podemos calcular T(xX)" On.

Para demonstrar o Lema utilizaremos o geguinte regulta
do:
Para n primo, entao para todo anel comutativo R nés  te-

n

mos {a + b}n = {a 4+ bn) mod nR para tode a,b € R; a congrucnocla ]

C C n : - ,
corre porgue s coeficlentes binomials (i) para 1 € 1 £ n-1 sao 44
visivelis por n.

g .
F& o . D‘(F }I‘l.x{

Observamos entac gue T(X) mod nk e co

como gXn, ¥(n} # 0 de modo gue podemos multiplicar e dividir ¢ se-

gundo lado da congruéncia por x{m)" encontrando
n n, n . %

YT = {1/¥(n) }.E;E}{(n‘x) . (}"q) " mod nR. Se fizarmos

v = n.Xx med g notaremes gque guando x percorre o conjunto

Weiw € 2 1 1 & w £ g-11, y também percorre W, portanto,

T — I E n ¥ . e

T{X) = X{n) .YAX(y) .{Iq) mod nB. Vejamos ainda que
n o_ _ Y _ ¥ s

X{y) = GQ(X(Y)) e (Fq) 0%((§q3 ), entiao

%‘1’\:( Yl =0 e, Yy = 0] Consequentenente

2} y) g = 0, L vl g N . sequenteme
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)i B

G‘ -
T(X 3{n) “.T(x) n mod nB. Ja verificamos no entanto qua  T(X)

iil

-G ]

possul inverso em B, logo T(X) n = X{(n) mod nB e o Lema  esta

provado. =

-

(3.14) COROLARIO: Se n é prime, entao v 0B oy T ea n

para todo B € 2[G] e todo ideal N de B com n € N.

PROVA: Do lema anterior X(n)ﬂ.T(K)n_U% = J mod nB. com
. on=0 * n * o . L
T{X} n € B e X{n) € B, assim podemos caloular
(X(n)n.T(}{}n_G;m)j3 = 13 mod nB e utilizando (3.4) =& (3.5) obtemos
X{n)n“B‘T(x)(nwgh)‘ﬁ = 1 mod nB., Por cutro lado N é ideal de B @
n e N logo nB C N o assin tomos X{n)nJa.T{X)(nngg)"ﬁ =z 1 mod ¥, ou

equivalentemente, T(X)(nmgh)”ﬁ = X(n}mn‘ﬁ mod N, =

Dando progsseguimento, enunciaremos agora mais alguns re-
sultados preparatdrios para ¢ Teorema {3.21), entre eles duas con-
digdes necessirias para a sua aplicagao.

Sejam A € ZIGl e N ideal de B tal gue:
(3.15) (5. %1

¥
{3.16y ¥ NV 2 = n? & G“nfm = N

Notemos gue [3= 1 satisfaz (3.15) e N = nB satisfaz

(3.16) . Cbservemes tambéem que:

{3.17) PROPOSICAQ: Seja I = {x e 2 : 14 x < pk: x # 0 mod pr., Se

g = 2.n

0 oe 2lgl entao (¥ )B + 1 & equivalente a
xel XX }_)
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E:ng.x # 0 mod p.

wel

k-1
PROVA: Sabemos que (ipk)p = Ip de modo gue Ip e <§pk> e entao
- b, . .
G%(Fp} = {Kp) para todo x € I, logo
B - n_o_ N o1 ace B . (T E&Ln .
(Fp) KEEU%(KP) b4 El(ﬁp) ¥, assim {Fp) (Jp} ¥ e ondn

%%x.nx € 2, portanto (Fp)@%x’nx + 1 se e somente 5¢ p nao divide

%;x,nx o gue implica em (Kpf3 # 1 se o somente . . 8o
KE.

E:x.nx # 0 mod p. =

xEk

Outro resultado gue nos interessa & 0 seguinte:

(3.18) PROPOSICAO: Se {rp}-ﬁ + 1 entao ¥ : Uk > U_k com

Yiv) =18 gualquer ¥ e Upk & um automorfismo,

PROVA: Claramente ¥ & uma fungao. Para constatar o homomorfismo se

jam Fl, 32 € Upk e I, como na proposicac anterior. De acordo
- b c{ .* "
com {(3.4): {u.v) = uw'.v® para u,v € B , € z{c], portanto

¥ (35,0 = ?(§3}.W{§2). para verificar que ¥ & injetiva suponhamos

que ¥ ¢ Rer ¥ e a ordem de ¥ seda igual a pr com r 4 0, entao
_ ' r-1i

{Kp )p = 1, portanto ;p & uma ralz p~ésima primitiva da unida
i

.
P e 1, 1ogo P T - 1 e obte-

de, Como J € Ker ¥ temos W(J) =

r—-1
mos (¥¥ fg = (pra = 1 o gque & absurdo pols por hipStese

B % 1. Assim J € Ker ¥ se ¢ somente se 5 = 1 e entio ¥ & inje-

ffp)

tiva. Como U?k & finito e ¥ & injetiva entdo ¥ & sobrejetiva & ig

80 conglul a prova. =

Demonstraremos agora uma proposigac bastante simples cu-

jo resultado serd utilizado na prova do Teorema (3.21).
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(3,19) PROPOSICAQ: Sedja A um anel, I um ideal @ 0 1 A —w » A au-
tomorfismo de A tal que 0{1] = I. Dados a,b € A, se a = b mod I en
taoc Ola) = (L) mod T,

PROVA: Se a = bmod I entdo a =h + i com 1 € I logo

gla) = b + 1) = J(k) + (i), mas por hipdtese ({i) € I portanto

gla) = (b)) mod I, =

O Gltimo resultade preliminar necessario para a demong-
tracao do Teorema {3.21) & o seguinte:
{3.20} LEMA: Seja r um divisor primo de n, r ¥ 1 e seja ¢ ideal
R= 1 B+ N com N gatisfazendo a condig&a {3.16), 8o Y e Upk sabls

faz Y = 1 mod R entdo T = 1.

it

k
PROVA: Seja P(Y) = Y° - 1 = ;ﬁ}Y - I). Sabemos que
Pk P g _ Tk 4
(vy¥ - 1)/(Y - 1) = i}_{)y portanto Ty - Yy = 12535 . SBubstituindo
: AL ?
. — Pt
na Gltima expressac x por 1 encantraremos_&L§l ~ 3y = 31 o= pk. Se
aeil ieo
supusermos gue esse Lema ndc & verdadeiro, existe € Upk, ¥} ox 1
tal que § = 1 mod R, ou seja, (1-)) € R o gue implica &m
gz{l - ¥} € B poig R & ideal de B. Concluimos entao gue pk e R

gom R = v B + N e assinm pk = Tr.Xx + v com ¥ € Bey €N, Como ¢ &

divisor de n temps n/y € 2 B, logo (n/r).pk 2 R, isto &,

n.x + {n/r}.y € R. Notemos agora que N & um ideal de B con n € M

ey € N, entac n.x + {n/r).y € N, ou seja, (m{r).pk 2N e por

{(3.16): N N1z = nZ de modo que (n/r).pk € n2 © gque & posaivel S
k

k ' . _
¢ somente se p /r € Z, ou eguivalentemente, r divide p’; no entan-

- k e _ _
to v nao divide p pols r & divisor do n o (n,p) = 1. Chaogamo:s
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assim a uma contradicao, portanto o Lema & verdadeiro. n

*

{3.21) TLOREMA: Seija X : Fq 3 Upk tal gque X(g) = ka, onde g
. *
e gerador de Bﬁ. ABBUIMAMOS que:

ox) PGB Y o w para algum J € Upk, algum f§ satis
(3.223

fazendo (3.15) e algum ideal N de B gatisfazendo (3.16].

Assumamos adleionalmente que (2.12} £ osabtisfolta.  Dntao

)

¥ satisfaz (2.13), isto &, X(r) = X{n)lp(r para todo divisor ¥ de

n, com lp(r} como em {2.12).

PROVA: Faremos a demonstracao desse Teorema em varias etapas poY
ala ser longa e © desenvolvimento dos diversos patsos sem uma 22
plicvitagao mais clara pode tornar a prova um pouco confusa. Apro-
veitamos salientar agqui que todas as hipdteses desse Teorema 830
impregsindiveis para sua validade.

Usaremos a notagao 7(x)® = u para evitar sobrecarga de
simbolos.

A primeira etapa da prova consiste em fazer uma sférie de
modificagoes em (3.22) a fim de encontrarmos uma nova congruéncia
modulo N vilida para todo 1 € 2., B segulda veremos gue dado um nd
mero primo ¥, a congruéncia (3.22) é valida sge substituirmos n por

~¥.f3

r, § por X({(r} e N por rB de modo gue todas as modificagoes fel

tas em {3.22) podem ger realizadas com esses novos valores.

Seja I ={x e g : 1« x< pk; x% 0 mod pt e A= 2 n_.0

com n € 2. Por hipdtese J3 satisfaz (3.15), ou seija, KPB # 1. De

£

acordo com (3.17), Fﬁﬂ + 1 & eguivalente a E;x.ny + 0 mod p; cono
e i

e f .
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{(n,p} = 1, claramente —n.Z%x.nX # 0 mod p, logo g;p)“n-ﬁ + 1. Ag~
R
sim, pela Propesicac (3.18) ¥ : 1| — » 7P & un automorfismo de

grupo de Upk, portanto xﬁlwn‘ﬁ para algum ¥ € Upk. Podemnos an-

=Tl B

tao substituir } por em {3.22) obtendo

{3.23) unwgh z 7{“ 45 mod N
k k = T S T
Sabemos no entanto gue z -~ y = {z - y).gﬁz .y7 s de
_ i
mado que
. ed f e 3o 4 i
{3.24) {(n - Gh).ggn ,(Os) = EUh}
X B S, <
Notemnos agora gque T\’ n =Ty, logo
i-1-3 3 o Al IV S
(3.25) Tln S Z n (Gﬁ) - Tln.ﬂ.g;n _ Tl;.n A

po fato de Uh(N] = N e pela Proposigao (3.19) nos & per-

mitido elevar os dois lados da congruencia (3.23) a

25 W .
ot 1 g.{g )3’ . obtendo
ja0 nl . . i
- LA 1 - i=-1=3 7
(un Gk)gb ‘(653 = n.f. i.n (g’} mod M. Recorrendo a

(3.24) & {3.25) encontramos

i i ¢
(3.26) u" _(05) & ﬂfl'n B mod N para todo 1 € %
Em pavticular, se tomarmos i = {(p ~ 1).pk @  congruéncia
acima se transforma om
T Tt DTS SNt SED I
u n = T} P B ' mod N. Notamos
contudo que T} € U k e a ordem de Upk & pk, dessa forma
3 (p l) p T Tr i . . _
~{p 1. ¢ multiplo da ordem do grupo de moedo e
k
. (p-1}.p
(Tlip l}.p i ¥ = 18 = 1; entio a congrubneia acima se tox
k k
n(pml}.p _ (U.}{pwl).p
na u n = 1 mod N. Por outro lado Gh € & Ccom
W —
g = CZ{ka} cuja ordem & {(p - l).pk l, logo
k k-1
(G}l)Ep b.p {(Gﬁ}(p Lr-p ¥ = 1. Fazendo substitui¢as na Gl-

tima congruéncia obtemos
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n(p*l).pk‘_l
(3.27) u = 1 mod N

Seja agora r um divisor primo de n. Akravés do Coroldrio
{3,314} obtomos urm6¥ =z X(r)mr”ﬁ moed B, portanto a congruencla
(3.22) é satisfeita se substituirmos n por r, 3 por X(r)“rvg e H

por rB:; entdo a congruéneda (3.26) e valida com esses noves vale-

i i .1
res, ou sejia, u” (Gf} = A{r) 1.1 mod rB para todo 1€ Z, - Em

1

particular fazendo i p = 1 chtemos

Pl p-1 e p-1 .
{3.28) ur (@r) = X{x) (p=i).x 2 mod rh,

Numa segunda etapa utilizaremos a condicao (2.12):
rp—l = {np—l)lp(r) para algum lp{r} € Zp, que nos da uma igualdade

em 1 + pzp, para obter {3.33} que & uma igualdade entre nlmerous in
teiros envolvendo ¥ ¢ n. Em seguida utilizando (3.33) exibiremos a
igualdade (32.34) gque relaciona Uh e G%a Essas duas relagoes SAD

fundamentais para © passo seguinte.

Por (2.12) temos P s {npwl)lp{r) para algum
. s _ i,m N
lp(r) e zp. S5eia lp{r} = (li mod p }i:l com li £ 2 para todo
. o , k-1 .
i € Z+, Bacolhameos n = 1k~l mod p com m € Z. Como analisamos no
§ 1, %2 pode ser visto como um subconjunte de 7z, assim
m = (m mod Pi)§;1 e Zp, Recordemos agora gue dadoes a,b € Z_,
— l o . l o o o - k o T
a = {a, mod p7), , e b = (b, wod p Yioqs 8e a = by, mod p entao
i X . - i
{ai - bi) mod p7 = 0 para todo i1 £ k, visto gus Ay =8y mod p
para todo i € 3:} observemos, pela propria construgac de m, gue
k=1 i N
{m lk*l) mod p = {, portanto (m - 1i) mod poo= 0 qualguer
. . i1, @ 1. i
i € k-1, lego 1P(r) m o= (z, mod p7) ., onde z, mod p” = 0 sa

1 €41« k~1, e entao 1@{r) - m € pkzp, isto &,



(3.29} lp(r} - m = pk,w onde w € Zp

Recorrendo novamente ao § 1, lembremos gue se

4 4 -
a e 1 + pzp entio a P = {a™ 1 x € Zp} ea¥ =14 p{zp onde

f = vp(a - 1}. Como (m,pl = 1, np“l =z 1 mod p e entao

rzp_l = {npml med yi)f;l € 1 + pxp. Do (3.29) tenos pk.w & zp logyo

p~1 pk W p=1.%2 p-1 pk W g
{n 0T & (n } 'p de modo que (n T e 1 4+ p Zp onde
R L
5 o= vp(np 1. 1}. Por outro lado (n? l)p = 1 mod pkil, antao
k k .

p-l,p {p~1}.p I - - \
{n } in nmod p )iml e 1 4 pzpk £
Vp{n(p~l).p - 1) 2k + 1; assim (n(P_l)‘p )zp = 1 + pdzp onde

k
4 = Vp(n(gwl),p -~ 1}y 2k + 1. No entanto
K iy Lk I
) I N AP L AN T R S N P g,
k
(n(p 1.p 1Y e 1+ pdzp, entao

(p-1) .p".w (p=13.p" _ 4y -
{3.30} Vpin P *EY L1y 24 com d = vp(n - To- 1) 2k o+ 1

Sabendo gque -l . (np"l}lp(r}, encontramos por simples

p-1 n(pwl),m _ ((npwl)lp(r}-m {p~1).m

substituicdoe, r - 1}.n

antao
{3.31) vp(rp“l - n(pﬁl)'m) = Vp((anl}lp(r)“m - 1) + vp{n(pwl)”mj

(p—l}.m)

sendeo vp(n = { pois {p,n) = 1. Lembrando gue

1,00 - m = p“.w e utilizando (3.30) a igualdade (3.31) pode  ser

subgtituida por
. . e WK
(3.32) Vp{rp L.opte-iemy vp{(np R A

k41

Entaoc p ? divide (rp"l — n(p*l}’m) onde

(rpﬂl - n(p”l}'m) ¢ 2, e dal obtemos

(p—1}.m _ 3:‘_p—-l

(3.33) n = b.pk com b € 3

Desejanos agora provar que



p-1 (p~1).m
(3.34) (0 = (0}

Para tanto, por defini@&c, U%{Fpk) = (fpk)r? entao,
1
p-l . X o Y an
(0,.) (I&ki = (fpk) 0 pox {3.33)
p-1 (p-l).m_, k {p-1).m
(5 k)t = (¥ k" R (¥ k)" ; entretants
B L P
p(p=1).m _

- n {p~1}.m .
Gh(fpk} = €ka} logo (}pk} (55} (I@k}. Com  isso

-1 -, {p~1).m _ _ . =
o OPT k) = (0 ¥ k); por outro lado 0,(} ) =¥ ual-
(0. ( b ) (G, { o p 3%y q ¢
gquar Gﬁ € G de modo gue oz dois automeorfismos colncidem nos gorado

res da extengao Q(;pk,yq} de (0 e portanto sao iguals, isto &,

p=l (p=1}.m
(0 ) = {0, .

r

Na terceira etapa construlremos um ideal R = N + rB  de
modo que todas as congruéneias vdlidas mddulo N ou mddulo rB  tam—
bém gerac validas mddulo R. Em particular as congruencias {3.26) e

(3.28) serao verdadeiras mdGdulo R. Mostraremos entao gue a divisao

de {3.26} por (3.28) pode ser efetuada modulo R, Faremos
i = (p -~ 1}.mem {(3.26) e explicitaremos o resultadce dessa  divi-
SAC,

Seja R = N.+ B, R & un ideal de B que contém rB e N o
que faz com gue as congruéneias mdédule N gejam validas também méduy
lc R, 0 mesmo ocorrendo com as congruéncias mbdule rB, portanto, a
partir das congruéncias (3.26) e (3.28) temos

i i !
(3,355 u" "(gﬁj = ﬂ_l'n B mod v para todo 1 € Z,

p"z~{6£)p“l "(p-l}.rp"l¢3

(3.36) u” =z X{r} mod R

Ja provamos anteriormente gue T(X) é uma unidade de B,

ou cgulvalentementa, T{X}_i g 8B, logo (T(x}wl)x & B para todo
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b €Z+, isto £, fo}_x € B. Por outro lado 0;[8] = B para todo

0, € G onde G = {Ug : 1€ 2 € p7: x4 0 mod pt de modo que

G%{T(X}} € B. Dado d.mig;nx.ﬁg ¢ zlgl, pelas consideragoes prece-

dentes, T(K}& zQEEU%(T{X))nx € B e pelas mesmas razoes T{X)ﬂi € =,

logo )% & wna unidade de B gqualquer gue seija £ € z{Gl. Em parti

p=1_ p-=1 p=1l_ . yp-l
cular T( }(r (gd} VB u- (Gr) é uma unidade de B,
—(p-1). 2P 7H

& portanto @ inverslvel. Claramente X(r) - também & uma

Pl Pt
unidade de B visto gue X(x) € Upk. Com u r

- (p-1) . 2P g

o

X(x) inversiveis, podemos dividir {3.3%) por {3.36)

obtendo

i i Pl p-1
n "(Gg) DACH - {7

{(u

R e pel
y o= (U Ay ) P TA hea w
para tode 1 € zy,Tomando i = {p -~ 1l}.m encontramos
{(p~1).m_ ., {p~1).m__p-1 p-1
(3.37) u (0, e ) =

“(p”l)‘m.n(P“l)-m

— 1 e p~1
= (N 43)/ {¥{r; (p-l).x ’ﬁ) mead R

No entanto por {3.34): {Oh)(pwl)'m - (U;}p“l = { o gue

faz com gque © primeiro termo da congruéncia (3.37) seja igual a
qp-l)em p-l B
W . Atraves de (3.33) obtivemos n

R lp=1). PPl kg P
com b € Z, cansaquentemenLa“ﬂ w‘ﬂ LT )T =10 pols

{p~1).m _ rp~i + b.pk

T € U k. Assim o segundo termo dag congruéncia {(3.37) se torna

y (p-1).x pl g

fT[ «E(r}} » portante (3.37) ¢ equlvalente a

n(P”l)‘mwrP“i

- p-l
(3.38) u = ([ ™x(p)y) PTHET T8

mod E

Na quarta etapa da demonstra¢ac, recorreremcs a - algumas
relagbes gue nos permitem reformular (3.38). A nova congruéncia ob-

tida & (3.40) gue nos forncce ¥ = 1 mod R onde
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-1

- . T
Y= (Xir};ﬂ‘m)(p Dep” ".p.h & uma raiz pk—ésima da unidade. Pro-

varemos entao gue ¥ = 1 mod R ocorre se @ gsomente se ¥lr} :'ﬂw G &

partiz dal chegaremos a X{r) ﬂ'ﬂlp(r).

Seja n(pwl}'pk - 1= h.pd com d = vp(n(p”l)'pk - 1). De
(3.30) e (3.31) L obtenos
vp(n(p“l) T rpwl) Z°vp(n(p“ij’pk - 1) 2=d:.dessa forma pd divide
(n(p*l) "o rp_l). Seija (nip*l).m - rp“l)/pd =@ claramente

(ﬂ(p“l),pk

e €4, Se elevarmos {3.38) a h = ~ ]_)/p(:i encontraremos

k
(3. 39) u(n(pwl}.m“rp l).(n(p Ly.p™ _ 1)/Pd _
_ ~ p-1
(n m.x(rﬁ}(p 1r.r 3. B mod R

Notemos no entanto - . (LG
k k
{p-1}.m _ _p-1 {p~1).p" _ d {(p-1).p" _ ]

u(n r b (n D/pm (" 1)e e por
n{pml)'pk -1

{3.27): u "= 1l mod N O que resulta em

n(pml}'pk - 1.e
{u 17 & 1 mod R; substituindo esse valor em {3.3%) en-
contramos

=1
p~l) .p Bh g

(3.40) 1= (x(x).n™ !
Obgservemos agora que X{xr},N1 € Upk logo X{r}.ffm & Upk,
Notemos tambem gque {(p-l,p) = 1; (r,p) = 1; (h,p) = 1, conseguante-
: p- 1 . : N T B O i .
mente (p-1).x .h # o mod p. Por hipotese ‘o # 1 entao pela Pro-
posicao {3.1?)‘§%x.nx # 0 mod p de modo que

{pml).rpnl.h.zkx.nx # 0 mod p e usando novamente a eguivaléncia
b

- p-1
3-1) . .h. . . .
yip-l).r BB 4 1. Constatamos entfo através da Pro-

de (3.17),

posigao (3.18) gue X : U?k _wwwaUpk tal que
AY) = F{pml}’rp—l‘h”ﬂ & um auvtomorfismo;: dessa faorma
{I‘{(r}.‘i‘fm}(pml}'rp“l‘h‘jg e Upk pols X(r};Tfm & Upk. Aplicando o Le
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ma {(3,20) em (3,40} vemos que tal congruéncia ocorre se e somente

iy (p*l).rpml.h,ﬂ -
ge {(X(r).mn = 1, contudo A descrite acima & um au-

- - p-d
tomorfisme @ entao X{X(r}~fim) = (X{r). TLm (p-i).x -hep

e somente se X(ri,ffm = 1, isto &, X{1) =", Observemos no entan-

. R
o por {3.29) gque m = lp(r} - pk.w antéw“ﬂ& = ﬁ}p{l}.(qy ) w’ ma s
k m 1 () m
ﬂ? = 1 portantc ¥ = T'p e de X{x} =T obtemos
i
(3.41) x(x) =n'p'"
A guinta e Gltima etapa & realmente conclusiva. Hela

utilizaremeos algumas propriedades dos numeros inteires p-adicos pa

ra que a igualdade (3.41) possa ser reformulada até obtermos

X{r} = x(n)lp{r) para todo r divisor primo de n e esse resultado &

exatamente a tese do Teorema.

Para 1 € i € £, sejam r, todos os divisores primos de n.
Pela condicao {2.12) para cada i existe lp(ri} € Z? tal que
(ri}p*l - (np*l)lp(ri)

em 1 + pzp‘ Ja provamos no § 1 que

1+ pzp mais gue um grupo abelianc multipilicativo & um zp*médulog

entao (ri,rj)Pml = {npwl)lp(ri3+lp(rj} em 1 + pzp e
{(ri)pﬁlﬁsi = (prl}si.lp(ri) para todo B, € 2, . Seija
1
- s 8, T g, * _
no= () Lo {r,) 2 celr e = gl(ri) i, s; € 2_. Usan
do os resultados precedentes cneontranos

- t - _
2P e (T f 0P = TP S ) - P Ly syl ey

&

essa igualdade sO & verdadeira se zﬁs lp( .} = 1, Observemos ago-
LS. g,
X r, )71 m-lzx€ri} i.

..:i** w

ra que X & um homomorfisme, logo X{n) =
Notemos no entanto gue a igualdade (3.41) @ valida para  qualguer

r divisor prime de n e © 1 é& o mesmo para todos o3 r, assim, ele-



{r,

vando (3.41) a 8 ohtemos X{r ) i o= (Tlp i } i para todo
1 €1 <€ t; desse modo X{(n) = ;zx(ri)si = TEH\_ {x }) .; iszto €,
S e
xi{n) Tpég lp(rj} Contudo j& constatamos gue 5“5 Loy o=
C FETIN T ’

portanto X{n) = T]. Substituindo-se agora Y| por X{(n) em ({(3.41} te-

()

mos X{xr} = h(n} P para tode r divisor primo de n, e com iss0 ©

Teorema estd provado. =

Nosso préximo passo serd desenvolver alguns métodos que
podem ser usados para provar gue a condigao (2.12) é satisfeita. A
importancia desse passo & gue a condigao (2.12) aparece como hipO-
tese nos Teoremas (2.11) e (3.241), ambos fundamentals para n teste
de primalidade agqul descrito.

Os dois primeirvos métodos que serac exibidos sio validos

gquando o nimerc prime p for diferente de 2.

(3.42) PROPOSICAQ: Se p 2 3 é um nimero primo e nP L # 1 mod p2 en

tac a condicao (2.12) é satisfelta.

PROVA: Pelo Teorema de Permat, dade (n,p) = 1, sabemos e

np"l = | mod p, logo Vp{n ~ 1} 2 1; por outro lado temos por hips-
- 2 2 - -

tese nF 1 # 1 mod p~ de modo que p X(np L 1}, isto e,
ol p-1 N e

V@(n - 1} < 2 e entap Ui(n ~ 1} = 1. Por [(1.14) bemes

azp = 1 + pmzp com m = vp{a - 1), logo fnp“l}zp = 1 + pr. Novamen

te pelo Teorema de Fermat temos rpwl # 1 mod p visto que (x,p) = 1L

i

- -1.2 ,
pois r/n, portanto P : g 1 + pzp onde 1 + pzp = (nP74 p.- Assim,

claramente existe 1 (¥} € 2 tal que rp“l = (np-l)l)(r) de madc
P p F

gue (2.12) & satisfeita. =
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Notemos gque tal resultado nao vale para p = 2 PoLs

(1.14) sO pode ser usado para p = 2 guando m » 2 € no caso da pPro-

posicao (3.42) temos m = 1.

-1 2 .
se nP = 1 mod p”, recorremos aoc seguinte teorema:

*
(3.43) TECREMA: Sedja X : Fﬁ ~»Upk tal que X(g) = Fpk conm g

*
gerador de Fq Qe agsunanoz po 2 3. Suponhomos quo (3.22) & satisfel
v k - . s Y a 4 - ey . H -
ta com 3 uma raiy p -égima primitiva da unidade. Entao p satisfaz

(2,12},

PROVA: De modo andlogo ao gue fol feito na prova do Teorema (3.21)
podencs escrevey I’m'ﬁfn'ﬁ com T] € Upk; mas agal, por hipotese, X

- k - [l £y - 1] + - - L

& ralz p -ésima primitiva da unidade de modo gue 7| também & raiz
K = . e . I - e s _
p ~esima primitiva. e chamarmos u = T{X) como fizemous no Teorema
{3.21) e aplicarmos a congruéncia {3.28):

i i . 1 -
u” M{Uh) =TT+ B mod N para i = pk i.(pwl}, obtenos

k-1 : k-1
8! SAp-1) e WP Ap-L)
(3.44) o° (0y)

i

k-1
w(y"l).pk Laled)ep NS

11 mod B
Notemos gue 55 € G onde G € 0 grupe de Galois de
Q(ka,fq) sobre Q{Iq) e j& observamos anteriormente que
k-1
" -~ - .
G = (prkz) cuja ordem & (p - l},pk 1, assim (U‘ﬁ)(p Liwp = 1.
- (p-1) .p""t 3
Notemos tambem gue n il = 1 mod p de onde encentramus
k-1
n(p*l).p = 1 + pkgw com w € Z; assim
k-1 _{p=1).p~ % K K k-1 K
-{p~1L).p .h } B ompTL{itp WL e CAlEp oWl WA de
. k-1
e k-1  (p-1).p
modo que ik (p-1).p h A =

X k k-1 k k-1 KL Kk
(n? ) {1+p .w)gg;ﬂp .ﬂ.{ﬁP V)P S ﬂp S pois }lp - 1.



Se substituirmos em (3.44}) oz novos valores encontrados

obteremnes

Seda r divisor primo de n. Recorrendo & prova do Teorema
{3.21) notamos gue podemos substituir na congruencia acima n prr
r, Tl por X{r) e N por rB obtendo

qy k-1 _
pip=i).p -1 k-1

(3.46) u = x(r)P  # moa rs
Se tomarmos R = nB + N, as congruéncliasz (3.45) = (3.46)
continuam validas mbdulo R.

; k .
J& provamos anteriormente gue u = T(X)ﬁ € B de modo gue

% * -
umoed B € (B/R) . Seia 4 a ordem de u mod R em (B/R) , isto &,
W
u = 1 mod R.
" k-1
T é& ralz p ~ésima primitiva da unidade, logo'ﬂ? &
k-1

raiz p-ésima primitiva da unidade e entio TP # 1. &  condigao

(3.22} & satisfeita por hipltese, isto €, f satisfaz (Ip)ﬁ +1 e

k“lﬁ ,k*lﬂ
obtemos (ﬂp Jo # 1 o que implica em (ﬂ? y7o# 1 mod R pois o Le

ma (3.20) afirma que se | € Upk e V2 1 mod Rentac ¥ = 1. Lemn—
brando gque as congruéncias mddulo N também sao validas modulo R
n(p—-l).pk_l -1
constatamos a partlir de {(3.453) gue u # 1 mod R.
k-1 ]{5

Ho entanto (ﬂ? AP {ﬂp 17 o= 1 de modo que

k-1
(p~1) .p o - k-1

up'{n 1 z 1 med R, portanto *a";}/l;}.{n{p 1).p - 1}:

entdc p. (n'F P - 1) =wW.s onde 5 € 4_ e (s,p) = 1 visto que
k=1 _ k-1

%f{n{pwl)'p = 1}. Encontramos n(p L-p - 1 = {Q.s)/p, logo

(1) R N A
vp(n ¥ P - 1) = vp{w) + Vp(ﬁ} - vp{p} = vp(w} - 1 pola



[}
it

v {s} = &,
p( )
Passenos agora a anallsar o nimero primo r:
k=3 A
X{ry € U@k, logo (X(r)P WP w1 e entio  elevando {3.46) a po-
k-1
- p.(r{pwl)'p ~ 1)
tencia p obtemos u = 1 mod rB de modo gue
k-1 y
.«{p“l} 'p . . N k__,l
up‘(l 1 = 1 wod R, logo @/p.(r{p Lr.p 1} = dal
A {p=-1) pkql A
v (W) € v {p) + v _(r : -~ 1). Bubstituindo v_{w)} oY
p [ P 15
(p-1) pkwl
vp(n : - 1) + 1 encontramos
k-1 k-1
(3.47) v (n(p 1r.p ~ 1) £ v”(r(p L.p - 1)
P 1%
k-1 k-1
Seja a = v (r(p Ly.p - 1) eb=vw (n(P L.p - 1),
i P
Claramente a » b. Por (L,14) ERmnOS
_ k-1 2 _
(nip ir.p y w14 pbzp e 1 + pbzpﬁD 1+ pazp, logo
(p-1) pk*l (p-1) pkwl 2
T . £ {n : ) P, portanto existe t € zp tal gue
_ k1 L k-1 *
x(p 1).p (n{p 1y.p )t @ zp. Notamos entan e
(p=1).t, p=1,p° * *
(n /T ) = 1 el6¢@ Zp; pelo isomorfismo (1.26) obscr
® -
vanmos gue Zp nao possul elemento de ordem p, entao
i N k-1 - _ o
fn{p“l}'tfrp l)p = 1 se e somente se n(p 1)‘t/rLI b 1, ou s
ja, rpﬂl = ntﬁul)'t e provamos asgim gque (2.12}) & gatisfelta. =
{3.48) Observamos agul gue a prova feita no Teorema {3.43) pa-
ra obter a desigualdade {(3.47) também & valida para p = 2 pois

embora © Teorcma tenha como hipdtese p 2 3, esse fato 50 & utili-
zado depois de obtermos (3.47); com isso a desigualdade (3.47) &
valida para gualgquer primo p, desde que a condicgao (3.22) seja sa

tisfeita.

Os proximos resultados deste pardgrafo akordarao o ni-
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mero primo p = 2.

Definiremos a seguir residuo guadratico modulc p e Simbo
lo de Legendre; darvemes alguns resultados relaclonados a eles  que
serao necessarics no Lema (3.52) e na Proposigao (3.586).

Para todo b tal que (b,m) = 1, b & chamadc um residun

gquadratico médulo m se a congruéncia X

it

b med m tem solugan. Se

ela nao tem solugdo, entao b & chamado residuo nao quadratico mddu

1o m.
{3.49) Se p & um ntmero primo impar e (b,p} = 1, o Siwbolo de Le-
gendre C%) & definido igual a 1 se b € um residuo quadratico e

-1 se b & um residuo nao guadritico médulo p.

(3.50) PROPOSICAC: Se p @ wm nimere primo Impar e a € 2 - pZ  en-

£a0 (g) = alP~11/2 pog P

PROVA: Algebraic Theory of Numbers - Pierre Samuel - 5.5

Proposition 1
ou
An Introduction to the Theory of Numbers - Ivan Hiven;

Herbert Zuckerman — Theorem 3.1

.. - “+ .
(3.51) PROPOSICAO: 1 se¢ p - 1 mod 8

1

it

3;_) -
(P ~1 se p = + 3 mod B

PROVA: Introdugao a Algebra e Aritmética - 7. M. Viswanathan
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(n=1})/2

{3.52} LEMA: Seja a € Z e suponhanos gue a = -1 med n. En

tao para todo r divisor primo de n nds temos vz{r—i) 2 vz{n«l).

A igualdade ocorre se € somente se (%) = =L,
PROVA: Temos por hipbtese a{n_l}/z #= -1 mod n, logo
A 01Y/2 4 ¢ visto que r & divisor de n, portanto r ndoc di-

% N
vide a 2 assim a mod r € (2/r2) . Seja w a ordem de a mod r
* ) - W * .
no grupo {(2/r2) , isto e, a = 1 mod r; como a ordem de (Z/r3) e
r - 1 concluimos que w/(r-1) de modo qgue

{3.53) vz(w}'g Vz(r - 1}

Notamps também que wy({n-1)/2 pois a{n~i)/2 = -1 mod v
contudo an“l = 1 wod r, logo w/{n-1}). Seja n-1 = w.b.zi_ onde
b,i € Z,, (b,2) = 1. Claramente 1 = 0 pois se 1 >0 teriamos

. i~1 e . o :
(n=1}/2 = w.b.2 e entao %/?n*l)/z e 1880 nao ocorre; assim
n=1=w.b e v,yln-1) = v,w) + v,(b) = v, (w) peis por hipbtese
{b,2) = l. Substituindo vz(n~l) pOX vztw} em {3.53) ohtemos a

igualdade desejada, ou seja, vztn*l) £ vzirwl).

Para verificarmos guando ocorre a igualdade notemos gue

a(rwl)/2 =

wX{{r-1}/2) se e somente se ~1 mod ¥ e utilizando
{3.50) a congruéncia ocorre se e scmente se (%) = —1; assim
-1 = w.t com {£,2) = 1, de modo que vzir“l} = vztw) + vzit} =
= v2§w) e entio encontramos vz(nml} = vz(w} = vz(r-l).

A seguir enunciaremos e provaremos alguns resultados pa-

ra os quais a condigao (2.12) & satisfeita.
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(3.54) PROPOSICAO: Suponhamos que n = 1 mod 4 e gue existe a € 2

L -1y S22

para o gual a = ~1 mod n. Bntio a condlgao (2.12) & satis-

feita para p = 2.

PROVA: Seja r um divisor primo de n. Por hipbtese
{n-1} /2 , . .
a =z ~1 mod n, de modo que o Lema (3.52) pode ser aplicado e
dele obltomoes vzfrwl} = vz(nwl). Como n o= L mod 22 GLEET VAo s Cf U
z2 m
v, (n-1) # 2. Recorrendo a {1.14) lembremos qgue a =1+ 272,
. . Z2 m
com mo= vz(dwl} desde gque m 2 2. Assinm temos n = 1 4+ 2 22 Com
m = v,{n-1) > 2 e por sua vez v, (r=1) > v,(n-1) > m, entao
m i3 " 22 :
r e 1+ 2772, con 1l + 277, =n ", portanto existe 12{r) €2, tal
gqua ¥ = nlz(r) e esta € a iqualdade desejada visto gue neste caso
p=l = L. m
Antes de enunciar a proxima proposicao provaremocs uma

igualdade bastante simples que serd utilizada a seguir.

Z 22 1+2%

{3.55} n . n 2 Un 2
32 222 14272
Claramente n 2on Un » Para provar a outra in-
lusao lemb * & . U
clusaoe lembremos que Zp = zp - pZP, entao 22 = 22 252. Pox
#
(1.27) temos 22 = 1 4 222 de modo que Z2 = {1 + 222) J 232; assim
1+222

dado z € 22, au 2 € (1 o+ 222} ou 7 @ 222, logo n” € n o

2E z 32
n £€n . portanto, gualgquer gue seja n € n teraemns

2%, 1422 . 2 22 1+22

¥

n“en “Un 2 & isso implica em n 2cn *Un 2. Combi-

nando as duas inclusges obtemos a igualdade {(3.55).

(3.56) PROPOSICAQ: Suponhamos gue n = 3 mod 8 e oy e
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20782 o Ly qod n. Entdo a condigao (2.12) € satisfeita para
po= 2,

PROVA: Por hipotese n = 3 mod 8 o que implica em v2{n~l) = l. Be-
ja r divisor primo Impar de n, r = 1, 3, 5 ou 7 mod 8§. Se

r=1loub mnod 8, vztr»l) # 2 >‘v2(n~1}-e pelo Lema (3.52) (EJm I

T

- . I . . - -k e 2 o - ot . .

mas, de acordo com £3.51) gse r o= 5 moed 8 tewos g M ~L. Entao ge
g Rad l 2 + -~ ] ' » N

nz3mod 8 e 2( 1V g -1 mod n, n nao possui divisor prime v

comr = 5 mod 8. S5 r = 3 ou 7 mod 8, vz{r"l) = ] o= vz(n—l} e pelo

Lema (3.52) (%- = =1, Novamente recorrendo a (3.51) observanes gue
para ¥ = 7 nod 8 temos (%) = 1 de modo gque n também nac pessul
divisor prime r com v = 7 mod B. Conclulmos entao que existem ape-

nas duas possibilidades para r: r = l mod 8 ou v = 3 mod 8.

H

Notemos agora que a igualdade (1.14) nao pode ser utili-

zada aqui visto que v2(n~l) = 1 < 2 e assim nao podemos afirmar
%2

gue n = 1+ 222, porém sabemos gque n = 3 + B.b com b € Z, portan

to n2 = 1 + B.(L + 6.b + B.bz) e vz(n2 - 1) = 3. Agora (1.14) po

2%
de ser aplicada para a = n2 e dal obtemos n = 1 + 2 Zy

para r = 1 mod B temos v,(r-1) 23 de modo que r € n ‘

% :
e por {3.55) r € n 2, loge existe t € %, tal que r = nt.

Para v = 2 mod &, ¥ = n mod 8 e entan r.n—l = 1 mod B,
_1 N 24
poertanto vz(r.n - 1} 23, logo r.n € n de modo gue existe
- - 1427
tal gue r.n L. nz”Z e dal r = nl+z'z € n mas por

1+28, 2 Ss -
(3.55)y n O n o gue inplica em r € n a entao existe

A 32

t €& Z., tal gque r = nt.

2

Portanto sc r & wm divisor primo fmpar de n Corm
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-

22 L 1) hod 8 entdo a condi¢ao {(2.12) & sa-

n=3mdae e

tisfeita para p = 2. =

Notemos que de certa forma as Proposicoes (3,54) e
(3.56) fornecem critérieé para analisar os numeros inteiros n cln-
gruos a 1, 3 ou 5 mdbdulo 8; falta no entanto um critério para
n = 7 wed & gue serd desenvolvido posterionmente.

Enunciaremos agora uma Qroposigao relativa a nimeros pri
mos e a segulr provaremos um teorema a respelto da validade da con

digao (2.12).

(3.57) PROPOSICAC: Suponhamog que n &€ um nlmers primoc e que

) - . . , kK - . N .
(3.22) & satisfeita para uma railz 2 -esima primitiva da unidade,

onde k 2 2. Se 2 divide (g-1) entio g P /2 o -1 nod n.
PROVA: Pelo Corclario (3.14) se n é primo entao

(n~Gh}.ﬁ

T{X) = X(n)“n“’6 mod N para todo B € ZIG] e todo ideal M

g
para A e N da condigao (3.22). Por outro lado a condigac (3.22) é

de B = Z[fzkquJ{i] com n € N; em particular o Corolaric & valido

. . ; . kK . o _
satisfeita agui para uma raiz 2 -ésima primitiva da unidade §, ou

(n-0_) 3

sedja, T{(X) I mod N. Combinandc essa congrudnceia com a an

Hh

- n £ - Ll
terior obtemos Y= X{n) A mod N. Lembremos agora gue X{in) e ST

' koo, oy . )
raiz 2 ~esima da unidade e para esse B em particular (3 satisfaz

(3.15)) a funcgao A ;Nq,*——MWAQQ & um automorfismo de U

2k; COmo

(p,n) =1, ¥ : 7 *****'ﬂwnqg também & um automorfismo de Uzk. Ag—
, . ~n.3 - . k -, , . . -

sim X (n) e uma raiz 2 -esima da unidade ¢ seu inverso também

&, de modo que T.X(n)nJ} & ralz 2k~ésima da unidade. e
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Iz X(n)"n'}3 mod M obtemos SQX(H)DJB = 1 mod N. Se R = rB + N,

neJ3 = 1 mod R e pelo Lema {3.20) essa Ultima

claramente Y.¥X{n)
congruéncia implica em xm P o= 1, logo § = X(n}"n”ﬁ, consequen

0t g

temente X(n) "P? & uma raiz 2°-8sina primitiva; mas P{1})

. K - s
um avtomorfisme ¢ csse fate faz de X{n) uma raiez 2 -esima primiti-

2k~l Zk—l
va da uvnidade. Verificamos entao gue X{n) + 1 mas X({n) &
R
uma raiz 2-£sima da unidade, portanto X{n) # 1 dmplica e
2k~1 2k*l
X{n) = -1, Seia ¥ o= X , entao ¥(n) = ~1. Claramonte
* - -
Y. Fq —————> {-1, 1} & uma fungao caracter de ordem 2, logo
Y o= le. Por (3.9) temos T(W),T(?Ml} = ¥{~1).q, portanto
2 k1 2, 2F72
T = Y(-1).q. Como k » 2 temos ¥Y(-1) = X (-1} = (x(~-1))
mas X(~i)2 = X{1} = 1 entao ¥{(~1) = 1; dasse modo
(3.58) T{W}z &
Pelo Lema (3.13) se n & primo temos
. ol ﬁ -
(3.59) T(¥) = Yin) mod nb
. { : =z n =
Recordando gue Gﬁ(Izk) (Izk) ' Qh{Iq) rq;
b= e +
T{Y) EZW(K} q)" Yix} = =1 notanos que
1 g — t / e HJ L] 1 + . r 0»‘
T{Y) n = G%ﬁi(%}} = T({¥}, Assim, substituindo em (3.5%) T{Y) “n
por T{V¥) e ¥Y(n) por -1 obtemos T(W}n_l z -1 mod nB, ou equivalente
mente (T{Y)z)(ﬁhl}/z z ~1 mod nB; uwtilizando {(3.58) encontranos
q(nml)fz = -1 mod nb, isto &, q{n“l)fz + 1 = 0 mod nB. Observemos
agora que q{n~l}/2 + 1 €8 2 e entac q(n~i}/2 + 1 € 2 NnB. ¥Ho en-

tanto nB C N e por hipdtese N satisfaz (3.16): NN 2 = nZ de mo-

(n~1) /2

do que nB N2 CNNZ com NN Z=n2, portanto g + 1 € ng,

isto &, q(n“1}/2 g -1 mod n., =

bR A e e
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(3.60) TEOREMA: Seja X uma fungao caracter mddulo g de ordem 2k,

com k 2 2. Suponha gue {3.22) & satisfeita com uma raiz X gsina

- : S - n-1}) /2
primitiva Jda unidade ¥. Buponhamos tamblm gue q{ 1/ = o~ mod n.

Entdao a condigao (2.12) & satisfeita para p = 2.

q(n~l)/2

PROVA: Sen = 1 mod 4 e z -1 mod n podemos utilizar a

Proposigae (3.54) de modoe gue a condigao (2,12) & satisfeita para
p = 2, logo assumiremos a partir daguli n = 3 mod 4.
0 teorema enunciado acima consiste em provar gue existe

um & € 22 tal que ¢ = nt no grupoe 1 -k 222. Devido a extenszo da

demonstracgac, ela serd dividida em quatro etapas.
Na primeira etapa utilizaremos valorizagoes 2-adicas pa-

b i3 + t -
ra concluirmos gue existe L € Z., tal gue r = - nn . O restante da

2
prova visard consequlr argumentos para tornar inviavel a possibili

dade de r = wnt.

il

Como vimoes em {(3.48), (3.47) & valida para p 2;  temos

gntao

k-1 k-1

2 2
- 1} ?'vz(n

{3.61) szr -~ 1}

Como no Teorema (3.43) a igualdade ocorre se @ somente
k-1
se X(r}p + 1 {teremos a igualdade agul se e somente Se
zk—l zk—l
X{r) # 1), Se definirmos Y= X ; @ lguaidade ocorre quando

-

- *
¥{r} # 1, mas claramente a imagem da fungac Y : Fq wwmw~*<§2k2> b2
igual a {1, -1}, entdo se ¥Y(r) #* 1 teremos ¥(r) = ~1; portanto a
partir de (3.61}) obtemos

k-1

k-1

2 - 1} se e somente se Y¥{r) = -1

(3.62) v,lx 2

Dando prosseguimento, lombremos gue k 2 2. Desde Qe
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n=3mod 4 temog n = 3 + 4.x com x € Z, assim
2 _ o2 . ' 2 S

nt o= 9 4+ B8.3.m 0+ 16.xwT o= L o4+ Bo{L o+ Fox o+ 2.%270, portanto

vz{n -~ 1) 2 3. 5e k = 2 obhemos n - 1 =n -1, logo

zkwl
vz(n - 1)y 2 3. 8¢ k > 2 _ obtemos
k-1 w2 ok-l-i
112 - 3 o= (112 - ],),lilfrlz + 1) 2
Ek—l 2 X-2 2k—l—i N
v2(n - 1) = Vz(n - 1) +;£%v2(n + }) > 3. De
zkwl
no= v, (n - 1} 2 3 concluimos por (1.14) que
del ZZ m

{n ) = 14 2 2, e a partir de {3.61}) constatamnos fus
k~1 k-1 7 b1 SHd

r2 € (_n‘g ) 2; assim existe t € (2 tal que r—2 = nz e

. gk“l *

antan (ntjr} = | & Zg. No entanteo por (L2777
* -

22 = {1, -1} x (1 + &22} de modo gue 0s unicos elementos de ordem

#* — - -

finita de 22 sao 1 e ~1 gque por sua vez zao as unicas rafzes
k . . . # t, +

2 =-ggimas da unidade gue pertencem a ZZ’ portanto n /r = ~1, O
seja,

(3.63) r» = -n
Iniciaremos agora a segunda etapa da demonstragao. Be-
correremos a algumas propriedades de nimeros inteiros 2-&dicos pa-

ra definir nlmercs inteiros 2-adicos pares e Impares: a partir dig

k-1
30 provaremcs que Vi{r) = X {r} = -1 se e somente ge o t  encon~
trado na primeira etapa for Iimpar; dal concluiremos gque
t ¥ g -
Y{r} = {(~1) . Becordando, x pertencente a 22 z 22 ¥ 222 e da
PR - i w0 i 1, i "
forma x = (xi mod 2 )iml com Xy € 7, X, mod 27 & L/272 e
Rigq 2%y mod 2i, de modo gue X, = 0 ou 1 mod 2. Diremos gue x 2

par se x; for paxr, ou egulvalentemente, Xy 0 mod 2; x sera fmpar

se Xy for impar, ou equivalentemente x, = 1 mod 2. Notemos gue

1
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- - Ld *
se X e par, x € 222 @ se x e impar entac x € bo. Como fizemos en
{1.4), seja B = {1, -1}t e x = (xi mod Zi)zll € Z,- Dado Y e ¥ da-
finimos anteriormente 57 = ¥ ¥m para m suficientemente grande. Hes
. . _ _ . b4 b
se caso 4= -1, portanto basta tomarmos m = 1, ou seja, 37 = "1,
Assi Eo= (L, mod 25)0° . € 2, com b, € %, terer
iwsgim, se s 4 o }ixl 5 com by , teremos
{-—l)t = (ml}tl w ] se t for Impar
{3.64)
t t .
(-1} " = (-1)71 = 1 se t for par
A partir dessas observagoes provarenos a segulr gues:
{3.65) V¥Ylr) = -1 se e somente se t & Impar
+ & . 5.
Por {(3.63) temos r = Mnt, portanto r"2 = :n”3 t, O teorema
tem como hipbtese k 2 2, logo
k-1 k-2 k=2 k=1
r2 = €r2)2 = (mz't)2 = n2 ‘t‘ Dado ¥(r) = -1 temos por
2k~l zkwl zkml
(3.62}): vz{r - 1) = vzfn - 1) e gubstituindo r por
k-1 k-1 k-1
n2 -t gnconktrancs v2(n2 -t 1} = vztnz - 1) 2 3. Dessa
K1 22 k-1 . 22
igualdade notamos que (n ) = {n "7y de modo gue
k-1 k-1l | Z
n2 e (n2 “L) 2; assim existe &' € 22 tal fue
k-1 k-1 .
2 2 .t - . e e e . \ P 3o
n = n e za vimos antericrmente gue e55a igualdade
* - P
ororre se e somente se t.t' = 1, portanto t € 22’ igto e, £ & 1m-
*
par. Reciprocamente se t & Impar, £ € &, ¢ existe t' € 4, tal que
k-1 k-1 . ., k-1 . %
t.t' = 1 de modo gue n2 = (n2 't)t e (nz 't) 2; dal obte-~
k-1 Zk“l " 2k~1
mos vz(n - 1y 2 vzin -1y = Vz(r ~ 1}, mas DOY
-1 zk»l
{3.61): Vz{n 1y < vz(r - 1} & entaoc temos a igualdade,
o que implica por {3.82) em ¥{r) = -1 e concluimos a prova de
{3.65). Dho fato de ¥(r) = ~1 se e somente se t & Impar & facil

concluir gque
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(3.66) W¥ir) = (-1°

Nesta terceoira obvapa btrabalbharvemon oom Somas oo Gouss o
I

residuos quadraticos mdodulo r e g para obter Y{r) = (é) = (%).
¥ F; »{1, -1} & uma fungdo quadratica. Sabemncs gue
* *, 2 * 2 ) v -
Fq = (Fq) U g.(Fq) onde g nao e um guadrade modulo g e
* 2 * 2
¥{g) = -1, logo ¥(x)}) = 1 se x € (Fq) e W{x) = ~1 se =z ¢ (Fq}
Assim, de aceorde com a definlgao de residue Quadrético modulo q

temos Yi{x} = (%) para x € 2, (x,q) = 1, portanto

(3.67) ¥ (x) =(§§)

Recorrendo agora a Soma de Gauss, em (3.9) temos
TEW}Q = ¥(-~1).q, mas nesse caso Y(~1) = 1 pois k 22 implica em
2,2°7* 2
Wi~1) = (X{~1) e X(~1)" = %{(1) = 1, portanto

(3.68) TEW}E =

Como r & um nlmero primo o Lema (3,13) pode ser utiliza-

do substituindo-se n por r e X por ¥;: temos assim
Ty)* s W(r) ¥ wod B com B = 3 Y KT ][ ] Lembremos que
93
- 5 X - : =1 .
YY) = g%V(x)‘{Iq) , U}(Izk) = (5, S U;(F } q Comno

Wi ¥ o= (13T e W) pois r & Impar, temos G%{T{W}} = P{¥}. QAssin

a Gltima congruéncia obtida é equivalente a
(3.69) T(W)r_l = ¥{r) mod rB. Vemos de um lado por (3.68) gue

(rmz}/z)z - {T{W}Ziirml}/z - qir*l)i2

(T (W) ¢ de outro lado por
(3.87) ¥(x) = Cé); logo a congruéncia {3.69) pode ser substituida
por q{r“l}/z = (é) mod rB, mas (%) € Z e q{r“l)/z € 2 de modoe que
q(r-l)/z - (%) € BN 2 = rz, logo q(r~l)/2 £ (%) nod r. No entan-~

to, por definicgao, q{rml)/z = (%) mod ¥, portanto (%) = (%) mod r,

. N by (g x oy O Yy (4 LA A iy s
mas(q) 1 Q(r) 1, entia (q) (r)(ml(§> (?). Para

i
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provar gue sao iguais, suponhamos gue (é} = "(%): teremos entao
2 s 0 mod ¥ o que & absurdo pols r & uwe ntmero primoe fmpar, porban
to (i) o= Cg) e entaoc por (3.67) temos W(r) = (5) = (ﬂg‘
A r g T
Finalmente usando a hipdtese adicional

qin“i)/g = -1 mod n provaremos gque r = ¥(r) med 4 e dal concluire-

mos gue r = nt.
Utilizaremos agora a hipdOtese qfn“l)/z = -1 mod n; ela
nos di condigdes para aplicarmos o Lema {(3.52) de onde obtemos

{3.70) wv,(r - 1) > vztn - 1)

2

A igualdade ocorre se e somente ze WY{r) = -1 pols
94 =
(2) = vio.

Vamos agora analisar o gque acontece guande W{r) = 1  ou
~1. Se ¥{(r) = ~1 temos igualdade em (3.61l) e em (3.70). Se

Yir} = 1 temos desigualdade estrita em {(3.61) e (2.70). Temos pox

hipbStese n = 3 nod 4 o gue implica em n - 1 = 2.(1 + 2.x) Com
% € Z, portanto vz{n «~ 1) = 1. Amzmim, sc W{r) = -1 toeronos
vg(r - 1) = vz(n ~ 1} = 1, de onde obtemos ¥ = 1 mod 2 &
r # 1 mod 4, logo ¥ - 1 = 2,k com k Impar, ou equivalentemente,
r -1+ 2 =2k + 2, ouseja, r+ 1 = 2.(k + 1). Como k & Tmpar
{(k + 1) é par e entao r + 1 = 4.2 com z € 3 @ ohtemos
r = -1 mod 4, portanto r = Wir) mod 4.

sa Y{r} = 1 teremos vz(r - 1y > vzin - 1} = 1 o gque im~

i
H

plica em ¢ 1 mod 4, portanto ¥ = ¥Y(r) mod 4. Dadon € 1 + pzp &

. ;
x € 4 com x = (xi mod 1;:73“)3.»__l e X € Z, ja verificamos anterior

H]

X X, . s A
mente que n n"i para i suficientemente grande. Utilizando en~

t30 13.66) en = -1 mod 4, ¥ = ¥(r) = (-1)% = n® mod 4, isto a,
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t + &
n mod 4. Mas r = - n ., Sé supusermos r = Mnt teremnos

ty
i

r = ~r mod 4, ou seja, 2.r = 0 mod 4 e isso implica em 2.r = 4.k

com k € %, portanto r & par: contuwdo por hipbtesge r € impar e che-

: o ] t
gamos a uma contradicao; assim ¥ = n’, =
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§ ¢ A validade de (3.22) para p » 3

Nesse pardgrafo introduziremos Somas de Jacobi guando p
for um nimero primo Impar. Congruénciass com Somas de Jacobi serao
utilizadas aqui com o objetivo de reformular a condigao (3.22);

nela temos T(X)(nﬂgn)dg Ymod N com N ideal de B o

i

B o= Y k,fq]{g}. Abravés dessas Sonas pasgdramws a btrabalhar oom
P q
elementos de Z{?@k] gque & uml subanel de B.

Sejam como nos paragrafos anteriores p, g nlmeros pri-

- *
mos; Kk, n numeros naturais; pk/(qwl}; ) Fq 3 <§pk> :
k 2? | X |
G = {0%: 1< x€p, x % 0 mod pt e T(X) = ¢§X(x),(rq) . Lembremos
K.’.‘. .
gque X pode ser extendida a 2 fazendo-se para todo z2 € Z
X{z} = X{=z wod g} 2 X{0} = 0.
Sejam a e b dois nlmercs inteiros,. A Soma de Jacobl

j{xa,xb) associada aos caracteres X e Xb £ um elemento de Z[?pk}
definido por:

F-3
(4.1 3&x7) = Zx ). %" (1-x)

Juntaremos agora algumas técnicas na seguinte proposi
¢ao:
g * et
(4.2} PROPOUSICAD: Seja X i Fq“*“““ﬁ Upk funcao caracter de ordem
k el [l . [ k -
p . 58 r & um numero inteiro tal que ¥ # 0 mod p entao

q-
zixr{x) = {,
sl

L
PROVA: Lembremos que Fq & um grupo ciclico de ordem g-1 onde

%
g-1 = pk.s com s € 2 . Seja y gerador de Fq' entao X{y} = }pk, as -

sim, dado v € 2 com ¥ F 0 mod pk tomos Xr(y) = {Epk)r # L. Se pn
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é a ordem de X° temos (Kr(y)}p = Xr{yp )

b -
= 1, logo X {y) e uma
, . I .
raiz p ~esima primitiva da unidade. Sabemos nco entanto gue a soma

h - ) -
de todasg as ralzes p —-ésimas da unidade é igual a zero congequoen-

e P -1 -1
temente E%ﬁxr(y})i = §. _ Como é%xr(x) = é;xr(yt) e X & um honomor-

b ¢ .
£iamo encontranos éixr(yt) = ;&(Xr(y})t =
Pres-a T h b N . -1
;w((X (y))j)p -ﬁ%(xl(y)}l = 0, portanto é;xr{x) = {J.m
Conseguaentomente
(4.3} Se a,b € 2 com a + b # ¢ mod pk Eermos
- a-x
;;::{a{x) P iex) = X(-1). : x‘—““‘"b( ¥) = 0 "

0 pois existe uma bijecao

it

. Kk . 2 p
(4.4) Se b # 0 mod p entao ;‘be (1~x)

entre X ¢ l-x de modo que se identificarmos l-x com {1-x} mod g

-

& facll cobservar gque guande X percorre Fq; l-x também percorre qu

q-1 Ly I _1
assim E:Xb(lwx} = E:xb(x} = ﬁmxb(xy = 1. &
=i X< A=l

A segulr relacionaremes Somas de Jacobi com Somas gle
Gauss.

{4.5) LEMA: Sejam a,b numeros intelros. Se {a + b} £ 0 mod pk

entio 3 (x%,xP) = (rx® .1 ol

—_— k
PROVA: Por hipotesgse a + b % 0 mod p de modo gue o anbhos a e h
- - " - k - -
nac sao congrues a zero meodulo p ou somente um deles e congruo

- ko« . k
a zero modulo p”. Suponhamos primeiramente gue a = 0 mod po, ou

1,
seja, a4 & maltiplo de pk. Desde gque X & um caracter de ordem pﬁg

) 4-1
teremos X© = L o gue implica em T(Xd} £ } 3% ; ho entanto a so-

Hi

F

ma das raizes g-€simas da unidade &€ igual a zero de modo rjue
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T3

Ay X 0 A
(4.8) T(X™) = ggigg) {KQ} 1

Por outro lado observemos gue

(2.7) ) = eEPoyy = e
NHotemos agora  gue j{Xa,Xb) E;Ka(x} \ {I-%)
on a
s gﬁx {1-x)} pols X {0} = 0, mas constatamos por (4, 4) e

-1 b
E%X {1-x) = 0 logo

q',..

(4.8 (x>,x0 = E;x (1-x) - x°(1) = -1

Utilizando as igualdades (4.6), (4.7) & {(4.8) obteremos

b

(T3 .7 (x%)) /7 (xR = —rxPy 2P = -1 = 506%,%°) e assim prova

. K
mos © lema para a = 0 mod p

Suponhamos agora a % 0 mod pk g b # 0 mod pk. Dado
o 41 g3 < c
c €z, TX} = X (x). S Elx (x). (5 )7 visto que X7 (0) = 0
. ey by H & . Y
assim  T(XN).7(x”) = (2 X7 {; )™ .(kﬁx {y)y. (5 1%} =
KD yru g
‘i’-l q-3 b _
2%3 (%) . X (yl. (Kq} Y. Notemos gque na somatoria vy pRrCorre
F o, aszim para cada x fixado podemos identificar y-x Com

(y-x)} mod g de modo gue y-x também percorre Fq’ Rrortanto pOAenos
substituir na igualdade acvima y por y—-x obiendo

(4.9) M .7 = E;:E%Xa(x},xb(y~x).(ﬁ )Y -

q
13 91 93
Y = | hw P oy N
%1%$X {x). xP {y~x) . (Iq} + %ﬁx (x).%X"(~x} pois para v o= O,

Xb(Y“K) = Xbiﬂx}.

oA b
No entanto, por (4.3) Z?X (). X7 (-x} = 0, logo

a b 9-3 e
(4.10) TET).T(XT) = g; 2% (0 X {y=x) - (5
- w1 J
Agora 1€ v £ g-1, isto e, y € Fq e exlste y em Fq,

Seija x,y“l = 2z, ou melhoyr, x = y.z. Claramente para cada y fixado,
guandoe x pgrcorrsa Fq z também percorre Fq. Identificando~se z com

z mod q temos z € I, com 0 € z € g-1: de modo anadlogo podemos idep
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tificar y.z com y.2 mod g. Substituindo esse novo valor de x e

13 o1
(4.10) teremos T(xd}.T(Xb} EW>BX {y.2z}. xF Ny - v.z). (Eq )Y e a
71

a1 .

somatOria acima & equivalente a glggxd (F Wox% gy, & {l~z2) =
g1 . , 1

& (E;x&+bty>.zr )5}.(%;§agz}.x (1-2)) = Tx**®) 5 x?, 5%, Logo

T(Xa).T(Xb) = T{X déb} j{xa,xb). Ja provamos anteriormente que T(X)

e inversivel portanto

ad-b

(4.11) 33, x5 = ) e/ rEP) se (a ¢ b) # 0 mod . w

(4.12) PROPOSICAO: Se a.b.{a + b} # 0 mod p entac a igualdade
j(xa,xb) = (T(Xa).Tixb})/T{Xa+b) pode ser escrita COMG
52,507 = 10 % 0 %,

PROVA: Primeiramente observemos que dado r € Z, existem s,t com
. N 4 y , k .

s & Z+, L€ s «<p g t € %2 tailgs que ¥ = s + t.p , assim 5o

r # 0 mod p teremos 8 £ 0 mod p e G; serd um automorfisme e

Q{ka,}qj pertencente ao grupo G descrito no paragrafo anterior.

Notemogs no entanto gue (jpk)r o= (ka)ﬁ, loge se definirmnos
= T 2 = 55 : ] = T ey
G}(Spk) = éypk) e Gkikq} Fq, U; sera um automorfismo equivalen
te a G;, A partir dal faz sentido T(X)Gr = U}{T(X)) =
- b X . - - r -
= ﬁ;(g%x(x).(rqz ). Como X(x) € Upk temos O_(X{x}) = X(x)", além
, Xy X
digsgo Uﬁ({Iqﬁ ) = (qu , loge
E % Si r X T i y
0;($ﬁxih}*(§q) ) = 2. X {x}. Eq} = T{X )}, portanto se

r % 0 mod p., T(Xr} = T(X)Or. Na presente proposicaoc temos por hi-

potese a.b.{a + b) £ 0 mod p, ou seja, a # O mod p, b # 0 nod p,

(a + b) # 0 mod p, entdo 3 (x%,x%) = (rxN) .1 /2P =

= (T{X} a.Ti{xy b)/v(%) a%b, mas a4 provamnog guoe T{x}"l € B, logo
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(4.13)  3(x%,x” =10 %% %a+b  se a.b.(a + b) £ 0 mod p. =

Observemos gue p = 2 implica em a.b.(a + b) = 0 mod p pa
ra todo a.b € 7, portanto a hipdtese da Proposicio (4.12) exclui o

primo p = 2. -
Introduziremos agui duas notagoes:

{4.14} Dado um nlmero real vy, [y] ird denotar o maior nlmersc in-

teiro menor ou igual a v,

{4.15) Dado p numero primo p =2 3, w=in ez /1l <xLp,

x % 0 mod pl.

{4.16) Utilizaremos a partir daqui um ideal M de Z(Fpk} satisfa~
zendo as segulntes condigdes: M N2 = nZ e U%[Mi = M., B facil
observar gque o ideal nZ{Fpk] preenche as condigoes desejadas, logo
tal M existe; contudo, por motivos ligados a cmmputagﬁo, & conve-
niente encontrar o walor ideal possivel. Existem alguns métodos pa
ra construlr tal ideal, no entanto agui iremos apenas assegurar a
existéncia de tal ideal. Sabhemos qguc Zirpk} & um anel Noetheriano,
portanto toda familia nao vazia de ideals de Z[?pk] possul um ide~-
al maximal; assim sendo existe um ideal maximal M contendo
nzifpkl tal que M M % = nZ o UhiMJ = M.

A partir dagui faremos denonstragoes utilizande um ideal
M genérico que satisfaga as condicoes acima, entretanto ressalta-
mos que para a aplicacne do algoritmeo deve ser escolhido o ideal

maximal.
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{4.17) PROPOSICAO: Seja M um ideal de Z[ka} que satisfaz asg sa-
guintes condigoes: M N2 = n4d e oMl = M. S

g-2 :
N = -{(Zaj«(rq)j).qd pag @M, (0€3 €q-2) , d€z} ention &
i=0 .

¢4

um ideal de B = ZEFPR,Iq}[;] e se (g,n} = 1 entac N N 2 = nZ
“L4g

G;[NJ = N.

PROVA: Claramente N & um ideal de B,

Para provar que N {1 2 = n% e suficiente demonstrar gue
N 0 ztxpk] = M pois N N2 =mnN {Eii."}‘pk;i f1z) = M'ﬁ'p}:} y {1 4y
assim se N 0 Zﬂfpk] = M teremos (N {1 Z[ka]) N2z =wug, mas por
hipdtese M 1 % = nZ portanto ¥ /1% = nz.

verificarcmos entio gue N f) Zprk} = M,

Como N & gerado por M e M & ideal de Zifpk] temos
M CN D Z[ka]; falta contudo provar gue N [ Z[Epk} CM e & o que
faremos agora.

N & ideal de B, logo N & um subconijunto de Q(Fpk,?q),

42 p :
Dad N {i pA . = - ; 1 . .(’1 =
ade x € prk], X {;_ 5 (Iq) ) .q
= Zﬂa..qd} (¥, )j e isso implica em
e

(qd,aD - x) + ?; A3, }3 = 0.

Recordemos gua Q(ka,ﬁq) pode ser visto como um SERATO

vetorial sobre Q(ka) com dimensao g-1 e com hage
-
{1,5% N S TR A N
+ qf ¥ rq
Notemos agoera que todos os coeficientes de (}q)j,
0 £ 3 € p~2, pa Gltima igualdade pertencem a Q(Fpk); Como

1, Kq g emea (Kq)q"2 sao linearmente independentes sobre Q(ka}

d 2 a i
temos {g g ®) 4 ;ahq .ag).{Fqﬁ =  me o gomento go aj = {} pa«
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ral€j g2 e g Ly = X
S d 20 teremos qd € Z o qgue implica en qd}ao € M, pur
tanto x € M.
Se d < 0, seja a, = L.v..{} h) com y, E % e
- U ﬁg\i.{pk l i
' . . i*ﬁmuflp
¥y = qei.yi S € 4 , (yi,q) =L, Boda oow miﬂ'(ai} # {0, antac
L O e, ~c i N+ S a
&, a 5%;5? i .yi).{ka} , logo a, g .a onde
% el .
- f;" e, ¢ ! . I oar :
a oh;ﬁ i .yi,{Spk} € Zirpk].
iiﬁmbdf
Desde que (n,qg) = | existem s5,t € & tals e

¥

qc.s + n.t = 1. Multiplicando os dois lados da igualdade por a

[0

eancantranos a’.qc.s + a‘.n.t = a'. Observemos gque a’.g 0 F ag 2 M
logo a'.q.5 € M; tanbém n € M de modo gue a'.n.t € M, portanto
a' & M.

< = A {d - a cc+d

o= pg . = N .

+ S+ =

Se ¢ + d 0 teremos qc d € Z, logo a‘.qc d € M e entao

x € M.

Provaremos a seguir gue o ¢aso ¢ + d < 0 nao OoOLTe,

pois se ¢ + d < 0 entdo x € ZEKPK].

d. Tetit e !
O P i b T :}
w o aged et eyy - U
Se ¢ + d £ (0 entaop para algun i, e, *+ d <G, mes

(y;,q) = 1 0 que implica em qei+d,y; # 7. Ho entanto x € Zifpk] e
(}'pk)i sao linearmente independentos sobre 2 guando 0 < 1L £ p 0
i # 0 mod p de modo que se um dos coeficientes nao pertence a %
entdo x € Zfipk].

Para provar que U%[N}: N, seja x = (Eiaj.(fq)j}.qd & N

ASSim U‘ (%) = (5“0 (§ }j) visto que Gh atua apenas nas

: R . . L P _
raizes p -ésimas da unidade; mas, por hipotese, U lml =M o que
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implica em Uh(aj) € M qualquer gque seja 3, 0 € J ¢ g-2, portanto
G;{x} € N, isto 4, GL{NJ C N. Obsgervemos no entanto que 05 & Vi
automorfismo de ordem finita, logo N CﬁU;{N} e : entao

OIN] = N. =
n

O Gltime resultado necessirio para a prova do
Teorema (4.31) scerd o Lema (4,24} poréwm para que a demonstranao
degsse Lema seja mais objetiva enunciaremos agora peguenas proposi
¢Ses gue nos auxiliarao na prova da segunda afirmacao do Lema  em

questdo. Sao elas:

{(4.18) PROPOSICAQ: Qualguer que seija ¥ € W

com W ={x &2 : 1«<x< pk . x £ 0 mod pl, 1 e Zp.

PROVA: Dasde que W C 2, W pode ser visto como um subconjunto  de

*
de ZP. Lembremos no entanto gue a € ZP se e somente se

* ~
a # 0 mod p de modo gque W c:zp e entao todo elemento de W possul

\ ~1
inverso ©m Zp« »

(4.19) PROPOSICAQ: Sedja a € Zp tal que a = pkwl TTATS pk; entac
v fa) = k - 1,

D }

PROVA: Se a = pk_l mod pk entac a = pkwl + pk,t =

= pkml.{l + p.t}. Como 1 + p.t &€ 1 + pzp, vp(l +opLh) o= 0, logo

v {a}) = vp(pk"l) + vp(l + p.t} =k -1, =

P
(4.20) PROPOSICAC: Se H={y ez ,/0<y<p e v =1modp}
entio %;y = prTt oy é.pk.(pkml - 1).
2
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k-1

PROVA: B ={1+p.7 /0« 3«Kp -~ 1} de modo que
- Wi - v il
2.y o= 2 AL+ J.p) = 2.1 4+ p.sj. Observemos no entanto gue
¥ER j=o j=0 i=0
g k-1 e n -
2;1 = p{ e que ;%j corresponde @ soma dos primeiros po 1 ter
jﬁ 3'9 ) s
mos de uma Progressio Arvitmdtica de razio 1, portanto
Po s L ’ ek
. g e Je=- ot 5 -1 Ty e -
§53 = (ph Loy 8 Lo e p.gﬁj = p}*(pk Y1) /2. temos  entio
;;J = pk*l o+ pk,(pkul - 1)/2. Adicionalmente, notemos que
-1 - T , k-1 .
D ~ 1 @ um numero par, consequentemente {p - 11/2 =w & N
% k-1 k
edﬁny P P LW, @

(4.21) PROPOSICAQ: Seja W =4{x €872 : 1 < x<p , % # 0 nod pr

entdc v (E:xlwp} = k - 1,
p xEM

- . e -] * ~
PROVA: Ja provamos na Proposicao {(4.18) gque x . £ Zp logo x P
tamben peorkonae a ?* : xl_p = {@n, mod Ji)m} = V* Berha s ooz
< . jalade L5 Lo & Y JI:_) (24 E [ i T Jex JI:) PR % fi = 4,
i g . 1 i .
0 £ Y < po onde yi = o8, mod p~ € Z/n%;: temos assim
I~p _ oy iR ; Koo o e
bis = (yi)i:l & M mod po= Y- Notemos agora gue
xl“p.xpwl = 1 en Kp e pelo Teorema de Fermat x'ml = 1 mod p o gue
: ' 1wp - . *
implica em x = 1 mod p, entao Yj =z 1 mod p para todo 7€ Z+.
C T - b, * -
Seja H =4y &€ (3/p2) v = 1 mod pt. Claramentc H tem ordemn
k=1 P _ - i v e T
P . Notemos contudo gue yk = 1 moed p, assin yy € H e o vale-

. 1~ k- . —
res assumidos por x ¥ mod p  sao precisamente os elementos de H.

Desde que H € um subgrupo de Indice p-1 do grupo clelico

& - e -
(Z/pkz} , a cada y € Il correspondem p~1 elementos xl P nod pk COom

X € W. Assim é;xl“p = (p - l),égy mod pk. rela Proposiciao (4.20)

5 k~1 k k-1

YE“y = + pl(p - 1}/2 o gue implica e

SR - p - LR 2 PR

REwW

ykml - 1)/2) mod pk portanto
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E:xlﬁp.a "pkml mod pk e pela Proposicac {(4.19) obtemos

p %m

{(4.22) PROPOSICAO: Dadoes x,v 8 4, 8o ¥ = vy umod p' ok G
Xp = yp mod pk+l. *

PROVA: Seja x = a + r.pk e y = a+ s,pk com a,r,s £ Z &

_ Poion e .
0 € a < pk. = (a+ r.kap = aP 4 ﬁm(?).ap l.(r.ph)lf Mmas para

1 €1i<p p/( ) e p /(pk)l e para L = p, pk+i/(pk)l, portanto
il . .
para 1 21 ka ;§( ) e, logo
v » 5 _
éﬁ(?)'ap l,(r,pk} = t. pk+l, t 8 2 e antao xp == ap + t.pk+l, De
%) k+1 . » p o k+l

modo andlogo yp = a“ + u.p . Agsim %5 - y¥ = p Lt - u) o que
implica em x¥ = y¥ mod §k+l. i

(4.23) PROPOSICRO: Seja ¢ = {0 : 1 € x g P, % £ 0 mod pl. B

xiste um homomorfismo de ancis ¥ ¢ 2IG) > Z/pk+lz tal que
para todo ﬁ' G& e i, nx*ny e 7,
W(nX.G; + ny.ﬁ}) = (nx.xp + ny.yp) mod pk+1.

PROVA: Inicialmente lembremog gue a operagao definida em & & &
composicao, assim dados U%,U% 82 G,

R Yy . X.¥ - . _
ﬁ;mﬁ;(}ph) = Gx{frpk) y o= (rpk} , logo se z € Z,, 1 €2z Kp° e

- L o 7 _ B e . -
z = X,y mod p tercmos onﬂy(ypk) 5 (Tph) Ozfxpk} COm Gz 20,

A partir dal ?(ﬁ;0§§} = P(0) = 2P mod pk+1, mas pela Proposicao
WP P og it

(4.22) 2¥ = (y.x})¥ mod p de modo que

@{U;oﬁ}) = (x.y)¥ mod pk+l = x® mod pk+1.yp med pk+1, isto &,

PLOLO0,) = P(OL).W(0). Sejam a = om0, b o= 2w .0,

¢ = ggﬁy'G}' ah,c € alcl. Pla + b)) = W{;:(ny o ).0 )
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P k+1l _ D . kK+1
%;n +om ) .xT) mod p = g;nx.x mod p +

. - I k41 T PRIy T . e L .
—igg%(x mod oMYA b UYL Tla.e) s ?/J’ ;Qny{§)
- @&%an.ﬁé) onde ﬁ»”:ME;P»°ny' logo @{éypz.ﬁé) -
= (5 s _ k+1 . & g kL _

{ﬁwnz.z ) mod p (,;?E'W n, . (x.v)*) mod p
e aiMp‘.hp.EZHy.yp) i p]+l, portanto Yia.c) = a), P(c) e consg~
tatamos que ¥ & homomorfismo. =

N o . p P P z

{4.24) LEMA: Sejam a,b € Z com {a + b}* # (a + b") mod p e
a.b.{a + b) # 0 wod p. Para n numero natural tal gue (n,p.g) = 1

. ST p Lk -1
seja J‘m]%%Ln*hfp ].(U%) oy

~ k , k k -1 L
A= é;g[(a+b).x/p I - [a.x/p7] -~ [b.x/p J).{G%} . Entao
(n - Gh}zﬂ = {Gg + OL ~ ﬂ;*b).d.mm Z0CT e A satisfaz {3.15):
v P o 1.
Fp
PROVA: Antes de dar inlcio a demonstragac do Lema, DY OVArenos

qua (G;)"l = O;*l modd pk { onde x“l mod pk = {x mod pk)ml } poils

ezse resultado nos dard malor liberdade para trabalbar OOt

(U%}wl. Sabemos que se x € W {w=1{xe€2z : 1< %< pk,

- g - Ty - n—‘ " i - [~ il x “: e | S e
x # 0 mod plr ) entao Gx e G ¢ UX(KPL) (Epk} e UF(K.} T 56
: g -1 - ) ey v e B T o
ja Gs (GX) , logo ﬂsoﬁx(ypk) ka, assim GMO”X{) k)

(;Pk}x's = Fpk, isto e, %x.8 = 1 mod pk e encontramos

. g 3 s k-1
& = X mod poooown s € W {5 nod pto= (X nod pt) p chamaramos o

esse 5 £ W de x"l }; portanto (G%}_l = ( = {J -1

S % mod pk'

Para provar a primeira assergao do Lema vamos definir

6 = Zx,w;{)"l e z(cl.

WE W

Seja m € Z, m £ ¢ mod p fixado; selja ¥ = m.y mod pk; co

mo x“l mod pk c oy 1 mod pk poertoncom & (Z/yk)

f2

W, Lomos
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vy = wex”d mod pk.

Seja rim.y) o resto da divizao de m.y por pk, de medo

k K L
que m.y = {m.y/p l.p + rim.y), com rim.y) < pP, logo de
- PR R . . ko ..k e
X 2 m.y mod p obtemos x = ri{m.y) mod p7, ou seja p divide
. ) ¢ K k ~
{x ~ rim.,y}}; no entanto x € p e rim.y) < p, entac
¥ = rimy] < pk o gue implica em x = r{m.y}). hssim

_ - Syl b S w e s -
G%‘G =2 g%?*ng{Ux) = %;g{m.y).(GQ} . Notemos gue quoando w por

. - N ‘ -1 s L1

corre W, y tambem percorre W de modo que)é%x.(ﬁ%) = éwy.(ﬂy} ‘

logo (m - 0).8 = 2o m y (G“)Ml - Zrim v} (ﬁ‘)wl e
I’[l yé:-w L} * y Y é ‘\M ~ - - y

::%%Qm,y - r(m*y}}.(ﬁ§}“l, mas m.y ~ rim.y) = [m.y/pk}.pk, portan

Lo
(4.25)  (m=07).0 = p5. S rm.y/pt1. (o)
! w 7 g ey /T -0
Como n # 0 mod p, n também satisfaz a igualdade acima

e substituindo-se m por n encontramos

(4.26) (n - 07).0 = pk.y?;wi:n.y/pk].(O”y)ml = pr.d

- . RS -1 _ k -y =1
visto gue of ~;§;En,h/p ].(G%) = %;[n,y/p ].(Gy) .

Notemos agora que Se substitulrmos sucessivamente m em

{4.25) por ath , a , b encontraremos:

{U% + O% - 0%+b}'8 = {{a + b - Ué+b} - {a -~ U&} - (b - GL}),B =
_ k T R e k. L~1 ~
= p .gﬁ__'_wiz(a + b).y/p j.(Uy) p ,?%wia,yfp 1. iﬁy)

k S k oy L
YL A Lbay /T (T
P ywta ¥/p 1. o)

i

e pela definicao de f§:
(4.27) (00 + 0. - 0. ).0 = pr.p
) & b ath’’ )

Se combinarmos essa Qltima igualdade com (4.28) teremncs

It

I » . k — " - 4 T -
p.in -~ 0).8=(n~0)J.(p Bro= An S Opap) -8

= (0,4 0, - U ) (n - 00).0 = (0 0 - O
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_ K ) v
= D ,(Ué + U% a+t} A, isto e,

{4.28} pk,(n - Uh}°ﬁ;: Pk-(Oé R

Notemos entretanto cgue 4{G] & livre de tmrgﬁo e modo

gue para todo x € Z[{G]l e vy € %, y.x = 0 implica em y = 0 eInt
x = 0; conclulmes dal que a igualdade (4.28) & eguivalente 3|

— = - ' - T - - - o =] f.'.'E‘)E\.-‘ K - 3 'EJ ~F . -‘I -
{n Uh}zﬁ (G; U% Oa+b) % @ provamno ‘assim a primeira afir

magac do Lema,
Ja& vimos em (3.17) que a condigdo (3.15): (fp}ﬁ # 1 &

equivalente a E%px % # 0 mod pk para fi = é;nx.ﬁ; € z{Gl: logo pro

var que A = g;}f(a + b).x/pk} - [a.x/pk] - {b.x/p ‘1. (0 -1 par-
tence a ZLG1 satisfaz {Kp}ﬁ # 1 € eqguivalente a provar e
. k _k i -1 )
égjt(a + by.x/p 1~ [a.x/p 1 = [b.x/p 1}.x # 0 mod p, conside-
rando o lado esquerdo da congruéncia comoe um elemento de Kp‘

Provamos em (4.23) que existe um homomorfisme de anéis

¢ . z0G] mmm&*Z/p(+iZ tal que para todo U;,U; £ G, ny,n? € Z te-

3

{ - o ~I) " F‘J : 3 k+l E T o Th 47 O 4T
mos ?(nx.ﬂk + ny.O ) (nx,h X ny.y j mod p . Aplicando e5se

}!

e . - g B e
homomorfismo a (4.27) & (0, + O - 0, ,,).8 = p B obtenos

(4.29) (aP + P - (a + b)P). T xP7P =
KENF

= Pk~g;jf(& + b).X/pKE ~ Ea.x/pk} - fb-X/pk])-x"p mod pk+l

A partir da hipGtese (a + b)p 3 (ap + bp) mod pz, encon

tramos vp{ap 4 b? - (g - b)pj = 1:; da acordo com (4,21

1-p ¥ ot 5 1 -1

v (%“ ;= k — L, portanto vp({a1 + b - (a o+ ¥y, ? b= ok

p w
Notemos agora gue se utilizarmos a argumentacgao anhloga

A& Proposi¢ac (4.19) (a = ph L nod pk entao v_{a) = k ~ 1) em

(4.29) eneontranos

-P

Vo (o) + v (T (Ta + b).x/pR] - Ca.x/p®l - [b.x/p 11.xP) =k, lo
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go vp(é%}[{a + b}.x/pk] - Ea.x/pk] - Eb,x/pkj),x“p} = 0 e iss0 im
plica em

{4.30) Egﬁf(a + b}.x/pk] - [a,x/nk1 - [b.x/pk}},x_P # 0 mod op

Visto gque todo x € W satlisfaz o Teorema de Fermat
-1 . T b s T S it b e o aps
= = 1 mod p, cloramentoe x % = x motl poe substituinde esse va
lor em (4.30) obhtemnos

g;é[(a + b).x/pk} - {a.x/pkj o Eb.x/pkj}.xwl % 0 mod p provando

com 1sso o Lema. .

O Tecrema gue provaremos a seguly fornece, a partir ds
uma congruéncia com Soma de Jaceobi, um ¢ritério para que a condi-

cao (3.22) seja satisfeita dado p primoe walor gque 2.

(4.31) TEQREMA: Supondoe p nimere primo, p 2 2, sejam a,b nimeros
inteiros satisfazendo

(4.32) (a + b)p 4 (ap 4 bp) wod 1:;2, ab.la + b)Y ¢ 0 mod p

e seifa M o ideal de sz@k} satisfazendo

{4,33) M N Z = nZ @ OAEME =M

o, | k I
Seja o = g;ﬁn,x.p 1.(0) © e slal. se

(4.34) j(xa,xb)d = ¥ mod M para algum } € Upk, entio a condicdo

{3.22) & satisfeita. Se (4.34) ndo ocorre entiico n & composto.

%% - :
PROVA: Seja N = {(2.a..(5 )y .g% : a. eM (0 €5 € g-2) , d € z}
B NELA o 3
o ideal gerado por M e seja
A= T(la+ b).x/p51 = La.x/ptl - Tb.x/p 1. (007 pe (4.13) te
HE X
mos j(Xa,Xb) = T(X}G;+O£mga+b , assimn
j(Xa,Xb}& = T(X)(gé+g£~6;+b}'&; no Lema {4.24) provamos que
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_ o ud Lb,d {n~0").A
(0, + 0 = 0,0 = (n = 07).p, logo 3 (X%, x")% = m(x) n' -2,
Cbgervenos agora gque M N de modo gue a Congruenola

{4.34) também & valida modulo MW, isto &, j(xa,xbfi = Y mod ¥ para
. 3‘ . : . 4 (nm(j‘“ } *[3 : Ao -
algum J € Upk, ou equivalentemente T(X) n = § mod . Atra-
vés da Proposicace (4.17) constatamos qgue N satisfaz o condilain
(3.16) ‘e a partir do Lema (4.24) temos fi satisfazendo a condicao

(3.15).

Notemos cnbdo que estamos com todas as hipGteses da con
digao {3.22), ou seja, (3.22) & satisfeita e o teorema estd prova
do.

Para provar que sc (4.34) nao ocorre entio n &  compos-
ke

to, observemos que se {(4.34) nic ocorre qualquer gque seja J € UD

entdo T{X)(nmgh)"ﬂ £ ¥ mod N, qualgquer que seja Y e Upk; em parti

cular T(X}(nwgh)43-$ X(n)_n“ﬂ mod ¥ pols X(n)mn‘g € Upk, mas pelo
Coroladrio (3.14) essa Gltima congruéncia s6 ndo ocorre para n com

posto.
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§5 O caso p = 2

Nesse paragrafo como no paradgrafo anterior nog  propo-
pog a roformular a condigao {3.22). Serdo estaboelecidas relasses
entre Somas de Gauss e Somas de Jacobi. As congruéncias agui exibi
das serao congruéncias modulo M, com M ideal de Z[Ezk] satisfazen-

do M 12 = n2 ¢ ﬁth] = M em vez de congruéncias modulo I Lo

i

N ideal de Z{rpk,qu{l}.

5

Cada wr dos cineo teoremis que oxporemos agul aprosonta
upa congruéncia que se for satisfeita implica na validade da condi
cao (3.22); se a mencionada congruéncia niao OCorrer n Sera um noma
ro componto.

Rocordemos que desde o inicio do boxto estamos SURLNGo
{n , p.g) = 1, assim, para p = 2 n € neccessarianente wm naere o
DAar.

Antes de provarmos o primeiro teorema desse paragraio
daremos duas proposigtes cujos resultados serao utilizados nas pro
van dos tooromas.

ol

(5.1} PROPOSICAQ: bado B = szqi[l] serac validas ag sedquintes
igualdades:
iy nBk Iz o= ng

ii) G%fﬂB] =

PROVA: Clarvamente nd < nb N E pois nZ CnB ¢ ng T %. Para provar a
outra inclusap obhservemos primeiramente gue Fz = ~1 doe nodo gue pa

rap = 2 ¢ ko= 1 teomesn B o= Zf?zk,Kq}[l} x g{}aj[&? Yege OOl ).
A oL
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. R . ( ,
Seda x € nB N1 Z; x = n.E:a...{}.}J.q com 1, 1, a,., € 2 2
Wi L3 q i
0 £ 3 £ g-2. A igualdede acima & egulvalente @
i i i . .
0 = n.2a, . .g = X & 2 n.a,..q AT 2. pende gque 005 ) pode Ser
R N iax i %] - L A
visto como espago vetorial de dimensac g-1 scbre €
=2y = i f oo 2
{1, Iq‘ e mae e (Iq) } & uma basc desse espago, rOmos
bl q“’?‘ : : 3 3 i T
1 }q, Cvs ey {;q) linearmente independentes sobre . Ha
Gltima igualdade todos os ceelficientes dos clementos {}qjj per-
i o . . e
tencem 4 @, logoe n.a, ,.q7 = 0 para todo 3 2 1 ¢ dlsso implica o

i3

.

a,. = 0 para todo j # 0. Entlo n.’ a, " = x com x € 2. I ficil
iy

ij 16

5 oo ; = - 1
observar gue Zwﬂ(a-q € 4, pols caso contrario Aﬂajg,q = g
PR R i .

com ~r = minii} < 0 ¢ {(s,q) = 1; no eatanto (n,g) = 1 o rquo impli

T - . i
ca em n.s/q” nao pertencer a 2; assim Z:aia,q g 2, Logo
X

v

i P b ; v T s .
H.E:aia.q = X com X € nd, portanto nd 1 2 C n%. Para verificar
Y

H

que thnﬁ] = nB basta observar que 0 nesse caso & a fungio iden-

Gﬁ(*l) = (=1} = -1 pois n € inpar. =

i

tidade visto gue 5&(32}

{5.2) PROPOSICAD: Dado B = foé;iq]{g] sa0 validas as seguintes
I}

igualdados:

i) nsﬁzﬁréj nz{{g}

Y aB Y 2 = nd

fus
o

iiis Gh{nﬁ] = 1R

PROVA: Para verificar a primeira igualdade necessitamos apenas
provar gue nB N 2L ] CLanF43 pols a outra inclusiao & Gbvia.

Observemos que ni CZQ(EQ,yq) @ Q(fé,gq) poda sor visto como um an

page vetorial de dimensao g-1 sobre Q{Eé), bendo come hase



g 2 2 b T T
1, 33, Cee s {Eq)* P, Seda x um elemento de ng {1 AN
L= . i,
e T b .ﬁ._. “ T P 5 .
o ;%:t ite Lii j 'L * ( & {:{; ) F Llij t L4 i L J ¥ E“’ = {(: ¥ 1w {‘; ¢ ‘E £
0 £ 3 € g-2; entao
e g‘“ - i . L - ¢ L v a . _] ; . t ey T e £ o b e I
{ fr ey gy (34} &1 X £ ijt*( % (I } . Poelo fato de
»i4g-1
f- 2 . . .
L, }q, c v s (Xq}q scerem linearmento indepondentes sohbre Q{jé}
1 , 4 . .
e n‘aijt”(gé} . Q(§45, a igualdade zcima acontece se o somente
s mijt = ) para bodo 4, §, © ooom o 0 i
& i . . e ot i
= ue Lmplics ou 5~ gt - o
Do 2085 g9 (3“4) b4 0 o gue implica om n. f soend (540 %

De x & ZEFQ] Lonos X = a + b.Fé com a, b € Z pois {1, Fé} & base

de Qf,\fé) sobre Q, portanto

a 4+ {n. > BY.Y, = 0; ecomo 1, ¥, sao linear-

,3,..
3’1..__“ 4 4

i
aoe" mt‘{?

mente independentes sobre Q e na igualdade acima seus coelicliantes
partencemn a O enoontramds a = 1"1.2{W i

14 y : s .
b = n.%lalOt.q £ % e com ¢ procedimento identico ao utilizado na

.~ - Lo . = o,
Proposicac (5.1} obtenos w = zﬂa 8T oe WO A, 8 7
1150 W T 1oLt
assim oy o= n.w 4+ n.au. § g o {w 4 u.¥ ffi) oode w b u.f, € 71 f ] farie
" 13

tdo % € nzifé} portante ni N Ziféj Cﬁnz[féi,

vamos agora verificar gue nB ) 2 = nZz. Acabanocs do  pro-
var gue nb 0 Z{fqﬂ = nZ[FQE de modo gue nl 1 2 = nB N (21,1 M 2)=
_ _ ;

= nZEK4] 1 2 portanto provar que nB 1 2 = n% & equivalente g de-

monstrar que miﬂq'} 1% = né. Claramento n?Z ¢ ng [5”411 {1 % resta
~-nos entao verificayr a oukra inclusao. Seia y € nZ{KQ] %,

y =n.{a + b.§, } € Z; a,b € 2 logo n.a ~y + n‘b.ié = {J, contudo

sabenos gue 1, 34 sao linearmente independentes sobre ¢, conse—
guentemente n.a = v e b = {, gntdo v = n.a € ng, nortanto

ni:if_l'éj % € ne



X
&

A terceira igualdade thmB? = nB & evidente wels
Ghinﬁ] <onl e Gé tem orden finita o gue lopllea e s U tail,
o1

portanto temos a relacao desejada. =

(5.3} TEOREMA: Seja p = 2 e Xk = 1. Se

(5.4) g = ¥ mod n para algum § € {1, -1}
entao a condigﬁw (3.22y & sabliafeita. So {(5.4) nio ounrre ontic o

& Conposto.

PROVA: Nesse caso temos X - Fq wwwwww > U, com U, = {1, ~11%, congo-

guentemente X tew ordem 2, ou seja, X = X 7. Em (3.9 provamcs gue

T{Kl.T{Xml) = XK{~1}.0q, portanto aqgul T{X 2 . 2{-1).0; asein

2.(n-1) n-1

S (x{*l}}nwl.q , mas n—-1 & par de nmodo U

X{~1) = 1 e {n-1}/2 € B+ o gue dmplica en qgn“l}/é €

yu-do jq(n“13/2 3% = Y (pois on &

iasn TH{X 5

€ Z,. Observemos que (7,

impar), assim 65(32} = §os portanto O & a funcao identidade, Se

. . - . _ Fyemm i) s ES e b
tomarmos A= 1 & 2LC) obteremos WX} (n {}“} Aoy (3™ i ooy V1 Ly/ 5:

usando (5.4} (qin”l)/z = ¥ mod n) para =1 ou J= -1 tenos

n=0 ) .4 : . . . .
0’ = YTmod n. Como n & nl, se fizermOs N = nP enconirare

70 ¢

n-0 ). . —
mes T{X)< n>‘ﬁ = U omod N para algum T UZ. Ja provamons na Drong

sicgao (5.1) que nB Y 2 = nd o thnﬁj = 1B de modo gus N = 0B sa-
tisfaz a cmndigﬁo {3,106} vlarvanente [ = 1 smatisiaz {3.15%

{EZ}B = 1 portante a condigac {3.22) & natisfoeita.

Suponhamos agora que (5.4) nao ocorre, igto &,
q{n—l}f2 % ¥ mod n qualguer que seja ! € Uy mas

v pary T + (-1} /3 -1
r oo < mqiﬁ D/ g6 modo que T{E) " ] + ¥ omod n Baris



n-1

Y e {1, ~1}, conssquentemente T{X) - ¥ & ni; antretanto
ey 4 . n-k A . . s
IS¢ - T & 4, loyo T(%) = @ nly pols 4 D nbos ond; pssin
4 - nw}“ H “} BT " - . . "y o U S § . . . - el . FR—
T{X} # 5 mod nd  qualguer Y€ Uz; em poarticular a relagac acizma
. e -1 - . .o } . ‘ -
e valida para X{n) gue e uma rais Z-osima da unidade, lsto @,
RTT s e A | ST ) e
T # X{n) mod n®; tomando = 1 CNCON LY Arenns
ﬂ”l . —Ii. [ + - - .
T(X}{ Vof3 % K {n} B mod nB. Se n fosse primc, pelo Corolario
. - o (n—-d 1. ~, f . . e e
(3.14) terlamos T{X) n' o= X{n) / mod N para todo #€ 2063

e todo ideal N de B com n € N, portanto n & composto. w

(5.5} TEOREMA: Seja p = 2, k = 2, n o 1l mod 4 ¢ M um ideal da

25343 com MY 2 = nZ. Se

(5.8} j(K,X)(nHl>/2.q(nmi)/4 = Fmod M para algum [ 8 U
entac a condigao (3.22) & satisfeita. Se (%.6) nac ccorre cnLtan

n & conposto.

a2 :
PROVAr Seja ¥ = {iégaj.ffﬁﬁj).qd P oay eM {03 g2y, aezr o

ideal de B gerade por M. Com procedimento idéntico ao utilizado na

prova do Teorema (4.31) temos N () 20! J= M e entdio

N E o= N(¥z£§43 T2 =MMN2=n%Z. Den = 1 mod 4 Lo s

n =1+ 4.x com x € 2 de nmodo gquae O (V) = (¥ R SO )é)x =
: n "4 4 4 4

e 34, assim G% & igual a identidade no georador do grupo Uy Logo

o, & o automorfismo identidade e portanio Ghﬂml =l

Vimos om (3.9 gue T{X).T(Kml) = X{-1).q, logo

2

T (x%) .7 (x "4

I B X 2R . . ,
} o= X7 {~1ll.q = g e nesse caso X = X O QU implica
L2402 2 . 2, . . S L
em T{X")}" = X" ({~1}.q = g pols XN {~1} = 1. Utilizando {4.11} temos
> -
NN = (XY T{EY)/TIRT) visto que (L o+ 1) 4 0 med 4, ot

. ) s L S
)Y = 300X TxY) e dat 0 0 = ey o (rop T R2 o



T
T

= oLy T2 L gy T2 /A 56y tenos
j(x,x){“ml}xz.q(”m]}fé = Y mod Moo essa congredéncia ¢ ogquivalento
a T(X}nwah = § mod M; como M O N encontrancs T(X}nﬁﬁﬁ = I mod M.
S¢ escolhormos A = 1 obbtercemos T(K){HWGh)"ﬁ z § omod I com f3 satis
Fapendo {(3.15): (Fz}ﬁ + 1 e N satisfazendo (2.16): ﬁﬁiﬁl = 1 el

N 172 = nZ, portante a condiqaa {3.22) & satisfeita.

S (5.6) nao ocorre entao T{K)HWOE # ¥ mod M para  todo
e Ué, em particular para X(n)ﬁn Loromnos
T{X}{HWQQ}V@ # K(n)mﬂ‘ﬁ mod M ocom f= 1, log
rix) B0 B L o) TP g Mg entretanto (.7 € AP entio
T{X}nwah = j(XﬂX}(ﬁﬂl)/B.q(nnl)/ﬂ e ziy,le e im

4

T{X}{nmgi)"ﬁ - Iz{(}a)wn‘-/3 € Z£343. Como N 1 Z[IQJ = M concluinos

gue T(K}im”gn)‘ﬂ - xin}mn'ﬁ ¢ M o hanta

~11. /3

-7 -
T{X}{n g%’fﬁ F X{inj nod N. No entanto, pelo Corolarico (3,14}

essa congruénelia ocerreria se n fosse primoe, logo se (5.6) nag

acontece n L composio.

(5.7)  TEOHEMA: Soja p o= 2, ko= 2, now 4 mod 4. Do

{5‘8) j(}:?:{) (rl'?l}f?‘”q{n“B}/é

= § mod nzﬂféj para algum [ € U,
entdo a condicao (3.22) & gatisfelta. Se (5.8) nac ocorre entan

n & composio.

PROVA: Do mesmo modo que no teorema antorior, a partir de (2,873,

l} = ¥{~1}).g encontramos T(KZ}A = ¢ e através de (4.11)

PN LT(Y
X 2 s . _ . ] )
aobtemos T{X}™ = J{¥,X). (X"} pole (1L + 1) # 0 mod 4. o

n s 3 mod 4 temos no= 3 4+ 4.0 com o € F, assin



n4 4
xt o= X%l visto guoe X Llem ordum 4.
0% = o (Txin. 59
It W51 9]

to 7l I = ey e v

n-{ -1.~1

T Y = O L)

= oM T Lr o)

. ) 4.
= 57 (5T =

Verilboamos onbilo

7 L3 T # - " N o
= 2 X (%) (Sqi < g X §ﬁ3~€;q}
Oy = gy~ ™4,

PR s BUSRRC | ks g ars
a (00T G ) LR () 1))

entao

5.9 00" % = e ™ o1 )
Por oubro lado T(X}n+l = {T{K}z}(n+l}/2
_ j{K,K)En+l}/2.?{ﬁz){ﬂ+l}/2, S T(XR)Z .
T{X}n+l = jEX,X)(n+1}X2,qEn+l}/4. Substdbuindo T{X}nél

vo valor em {(5.9)

n—0

por cutro

[EAS S SSCICE IR 36

£9

R,
ohibomnos

., 14 ) + _ .
TR} n o= (3(x,x}£“ l}/?.q{n l}/éi/X(“l}.q ou equivalentenente
-7 714 ; -3 /4 - _
) V0 (-1 = gy, OHL /2 e B kde, por (5.8)  obto-
* n_,_{}"’ b B b F oy o £ o r R
mos TN} n. X (-1 = ¥ mod ngfr4}g mas ¥{-1) = 1 ou ¥{~1) = -1 do
modo que X{(~1) & inversivel e X{-1) = .:%{(W-LL)W'i 2 U,, logo
! SO AT o f g T S b - . _ .
¥os X(~1) "Lt € Ue’i ooenbiio TN nom & omod n"'l’{")fi}“ e asculhor

mos B = 1 e N = nB, 3 sati

afaz (3.15): §§2

P % 1 e provancs na Pro

posigao (5.2) gue N satisfaz {3.16). Coumo nzfréﬁ . nb tenos
T(X){nw0ﬁ}ﬂﬁ = ¥{~1}).3 mod ¥ ¢ portanto a condicao (3.22) & catis
feita.
Se a congrudneia (5.8) ndo acontoco entac
=0 v : e o : e e .
TR} n ¢ I mod nz[féj qualquor § € U,i en particular ze fI= 1 «

o= x(n)"n‘ﬁ Glrtenos T(X)(

T(X)én”gh}‘ﬁ - X(n) A ¢ nZ[FQ]; contudo §{4,¥%) € nszéﬁ

que TEX)(HHU%}”B = jzx,x}(

. o =03 s 0.4 L L - . e
plica em T{R}( n)'ﬁ -~ Xin} A e éliﬁj. Pela Proposicao

nwﬂh)vﬂ 4 X(njwnJﬁ

/4

Ao /e TN
n%l},fl‘q(n 2 .ﬁ{‘(_l}

mod nz[fé}, igto

g zly 1aj

.
")
o,

3

el moda
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provamos que nb N 3i§4] = nZEféi o que nos faz conelulr s

s AT Y i “T1. . ,
@(h}( n}‘ﬁ - X{n) A ¢ nB. No entanta, se n fosse primo Oooroc-

ria a cengruéncia, portanto se nao vale a congruéneia (5.8) n 7
composbe. =

Assumindo para ¢ restinte Qo pardgrafo p = 2 o ko2 2,
definiremos Soma de Jacobi Tripla 31(X,%, X} como um zlemento e

Ef?zkj da seguinte forma:

(5.10} J{X,X,X) = j(x,x;.j(x,le

De (4.11) temos §(x%,¥7) = o™ . 1x”) /0 x*9) se

i

- 3 -
a + b £ 0 nod pkf auasim, J{X,¥)} = T{X)“/T{xg)
. El er . 1 e 2 £ r3 LR .. " e k‘ . . "k
A{H,ETY = T{XY.TINTY /(X7 visto gque 3 # 0 mod 27 e 2+ 0 mod 2
para k 2 3. Substituindo esses valores em (5.10) obteremos

3

(5.11)  500,%00 = ety = ren Y

3, % 3 X iy :
polis TI(X ) = Ly X {x).(yq) = GéET(K)) = T{¥) 73, Seda

2y W={x € % 1 {x <2, x=1o0ou3 med 8}

w—
I8
L]
2

I 4
W= {x mod 27, x € W}
As proposicOes que provaremos a segulr serao utilizadas

no Yeorema (5.17).

4 b s o i S N . k2
{5,13)  PROPOSICAO: W o wu subyrupoe de (4/272)  de ordom Z ‘L he

18m disso oy = 287 4 g2-kmd ok
R

S Sk ® . .
PROVA: Para provar gque W @ um subgrupo de {(Z/27%) , notemos primei

3 wli F ) ,
ramente gue tode elemento de W pertence a (2/272) ; assim precisa

mos arenas varificar as propricdades de fochamenta o lnvorso  mal-



tiplicativeo. Por definicio gualquer elementoe de M é cingruo a
1ou 3 mddulo 8 ¢ & Lacil observar gue o produto do elomentos odn-

grucs a 1L ou 3 modulo 8 tambim & congrus & 1 ou 3 médulo 8, portan

to a propriedade de fechamento & satisfelta. Por cutro ladeo o in-
verso de um elemento cdngruo a 3 mbédulo 8 btambém & cOngruo i

., S R L
3 modulo 8. Obtemos entao W como subgrupo de (2/27%) . A ordem des
PR 1

wo oG K2 . . . . .
sa subgrupo & 20 vistho guo para k 2 3 existem 27/8 olomontos oon

1. .
gruos a 1 mbédule & o outros 27/8 clementos congruos o
- . , . N k-3
3 maodulo 8, ow seda, ¢ subconjunto poessul 2 + 2 elementos.,
Para calcular 2 x nohemos Ao
AW

W= {l + 8.4 @ 18 %, 0412 - 1} U

J{3 + 8.1 : 182, 0 £ 41 £2 -~ 1%} portanto
2 24y P 2 13 221

e " ; A iy = S R oy 5 . .
Aoxom 2 4L 4+ Boi) 4+ A3 4+ B.iY = 2.1 4+ 23 4+ 2./.8.1 =
REw izg i} FRLe =0 320

27 s 2 ik b
= 4,21 4+ 16..2. 4. A 2 i corresponde a soma dos 2 primeires ter-

AW $00 FR) -
mos de uma Progressac Aritwética de razao 1, logo
w3
iyt Sk . S e I k-4 -
dodow {0+ 207~ 1y Y /2 e 2T -2 o rerriiits
[T+

- - 2.0 o -1 Sk k
bxmgzozkg,{.z%'(z 7__*21{ 4332}1422k3”2f¢m

Como no paragrafo anterior, dade v € Q, [v] scrd o maior

inteire menor ou igual a v.

{5.14) PROPOSICAD: Sejam o = EQXH.KXEK}.{Q"}"E,
RE by

B = E:[B,KXQREQ(G;)Mi on o= L oouw 3 mod 8. Untan

wE T

(h - 0.).8 = (3 ~ 03) ..

; o 1 . . .
PROVA: Sedja 8 = E:x.(ﬁk} . 0 mesmo procedimento utilizado G
T—— FLats L

Leomna (4.24) para vhtor o iyualdade (4,25) pode cor aplloado ariiil



. . . " . L k -
SR I 3w 27,4 47 A w2 %
{5,156 {w Om).b £ .,‘}g{m.y/ Ao ) LA X 582 %,
mo= L ou 3 mod 8

Claramente {(5.19) & valida para m = n ¢ para w = 3, assim  substi-

tuindo y poy % {pois ambog porcorvom W oom {(5.15) ek bomoe
[ ) -
(n - T).e = 25T fn.x/ij. (o)t = 2 e
. I’{ b - ""1 ,.!":. ¥ P ; - .
{3 - Gé}.@ = «4*LJ xﬂ? “1. (G = 278, Utllizando as duss ulti-
L o k . . —— -
mas igualdades encontramos (27./3).(n - Gh) = {3 ~ 0,).8.{n ~ ﬁn} =
- i
%4 . - ) - , -
= 27,{3 - 63).£. No entanto B{G] & livre de torgao pois &€ um  anel
de grupo ¢ desse modo zk pode ser cancelado na ilgualdode acima;

portanto (n - Uh)qﬁ = {3 - Gé},&, m

~1

(5.16) PROPOSIGAQ: Se B = I [3.x/2%71.(0))

. slclentio (18 <
ey 54 .GE,G_](,QL:N) (,-2) 7 3..-

PROVA: Scja W i 2[G]—-» & tal que @(U;} = 1 para todo 0 € G &
Wiz} = z para z € 2. ¥ & um homomorfismo de anéis pois aadcs
Sy LU, Ta 0, 2t .0 e zlcl, L{?(} """ r 0 4 25 . 0)) =
wiw X REWS A b8 v Y y v oL >
r? 1:” b1 t_' 3 o - S fs a _‘Mha oz
PUT (e + 80 00 = S (e + s ) = Tx + Jo
= l.i:f o ' + . F R S . . b . i -
(?jiz o) ‘P(; 5,00 e 0 8,0, by f}y)
E Sw 5 .k L S 3 2R = 5 5. Fe e
Lew T Y} 2! G 28y y) Fid e fudy
= P, F(TE 0). Seda 0 = T x. @)t pa msmposigao (5.14)
. . I~:_ . . v . .
tomaa {3 - 03}«@ = 2748, logo W3 - 03}.(}} = W3 j;!, Mos
PGB = 0).0) = (7(3) = Y00, x () 7H) = (3= 1.7 x &
k " e Y S N e Ak .
F(27.8) = ¥2 ).WQQQES.X/2 1A T = 2 kéaEE.m/E J. Consequentg
mente 2.7 % = EK.E:EB,K Bkju Ja caleulames 2 % na Proposicas
ety Ew Eay
(5.13) logo 2.[3.x/ e B I LU L =
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. X k. -, 1
=1+ 2Pl w0 L B o ey sl /2T -

| P3.x/2 , A . N
% xi;({mx} (=113} X l. Mobomos cua (Gx) { &0, Llogo (Ux) : v

, Yoo , . , . k- . , )
raiz 2-&sima da unidade enm raiz 27 -Csima de mesma ordem, entretan

- N . - . .
to  a Unica raiz 2 -&sima de ordem 2 & o ~1 = FZ loga

{U;3ml(“i) = ~1 para todo x € W; cneconbranos S
(17 = T (-1 03.x/2°0 | L B2 T L L2 enos
agora gue k 2 3 logo 2Ty g impar o guo im?lica e
{-1}2k“2“1 = -1 portanto {}EJB e (~=1)? = ~1. Como consequfncia /b

satisfaz a condigao (3.15): (32}3 # 1.

(5.17) TEOREMA: Seja p = 2, k 2 3 e m = 1 ou 3 nod 8. Seja M um

ideal de Z[§2k3 para o gual M (V2 = ni e Ohﬂﬁ} = M. Seda o € ZL6),
ol = $"fm,xf2kj¢{ﬁ*}wl, Ser
KE M

(5.18) 30X, %4,%% = ¥ mod M para algum § €@ U.k

2
entao a condicao (3.22) & satisfeita. Se (5.18) nao ocorre entac

n e composto.

-z 4 :
PROVA: Scja N = {(gﬁaj.(Kq)J).qd ; aj gM,d4€ 2. Com procedi-

mento idéntico ao utilizado na Proposigao (4.17) chienss
N1 g =ng = Mo ﬁ;iﬁﬁ = N, isto &, N salisfaz {3.16). Do {5.113

tenos J{X,X, X} = T(K}jmgé O gue implica . &1

{3“53}.&.

j(xfxpx}& = TN} No entanto provanos na Proposiguoc (5.14)

- : - T Ka iy 1
que (n - 07).4 = (3 - U,). com B = 2 [3.x/2°0.(0) ~, logo

v (3-0,) .o (=008 o su )t = T mod

3X,X,X)% = T = T(X)

obhtemos ?{K}(nmaﬁ}'ﬁ

i

P omod M, mas M < H, nortanto

Tf:-{){nwgi’a‘“f}8 = ¥ mod N para algun 8 U k. Pola proposigac (5,16}



temos f satisfazendo (3.15): (y?)ﬁ # 1 e da verificamos gue M ga-

tisfaw (3,10} loge o condigao (3.22) & satisfelta.

-~ ~ . -0 )/ :
Se (5.18) nao ocorre entao T(A)(n n) A g ¥ omod M gual-

=13

w.

gquer § € U,k, em particular para ¥ = X(n) Lot
- of =11 .13 = L =11 f
T{X)cn Gﬁ};& 4 X(nl n.4 mod M, logo T{K){n n} . Xiny & ¢ .,

No entanto (¥X,.¥X,¥) € BEFERJ e os coeficientes de o sdo nimercs in

teiros e positives de modo gue j(}{,}{,}{)WZ = T{x) ' “n’ " e z2lik],

(=008 _ gy ™8

portanto PX) & Z[YERJ; como ja vinos em (4.17)
- -~ V.7 =Ti. e ~
N N z[izk] = M e congcluimos gque T(X){n n§ Ao X {nj n-A € ¥, entao

) (n-0_}.8

N - NEARY . . . e b e d o 5.
T{X # Xi{nl /2 mod N, Contudo se n fosse primoe ocorreria
a congrudpcia, loge se nao vale a congrudncia (5.18) n & COpOn
Lo, =

Provaremos a seqguir algumas proposigoes cujes resultados

serao ubtilizados ne Yeorema (5.39).

g ‘5(‘- d
{5.19) PROPOSICAD: Seija X Fq - » Uzk fungac caracter de or-
| ko okt i} ) ) 2
denm 27 e ¥ o= X soentao TRy TN o= X4 VARG O IR O Ga It

l}’ ,.Ml
PROVA: Por definigao de Soma de Jucobi, j{X,¥) = %ﬁx{x}.xﬂlwx}. Lo

F3
g1 2
mo X & homomorfismo, §(X,X) w_E;X{x*x Y. Setan
2 . . 2 . .
vy = {x~X7) mod g € Fq’ PW) = W™ = W+ y & Fq[W} o

A= {1 = 4.y) mod g. Seja m{y) o nimero de elementes x distintos
2 . . - . .

tal gue v = {x-x7) mod g. Observemos gue se A e um gquadrado module

g, P{W) possul duas raizes distintas enm Fq, isto €, exizten doia

-

, . , 2 ,
valores possivels para x em Fq para 08 quals y = {x~x '} mod g, por

tanto miy} = 2; so A= 0 med ¢ exiszbe wa undlco x € Fq tal L



2 e - -
{x-x7) mod g = vy portanto m{y} = 1; se N nao € guadrado modulo g

. . 2 _ " _
nao oexiste X oom wq Lol oeprie {oemx 7y med g oy oo entao wiy} oo OL S

S 2 PR 2 2
substituirmes ¥ - X na somatoria émx{xmx Vo por vy o= (wx-x) mod g,

-1 o
obtoremos é@ﬁ{xmxz) = éﬁxiy).m{y} do modo que
gt
(5.20)  J(X,X} = géﬁ(yﬁ-M(y}
SR "
pada ¥ = X , Yo Fq-*~*wﬂ'{1, -1} pois Y tem ordem 2.
Se A= 1 - 4.y & un guadrado en Hq’ existe a € Fq tal GuG

Y{l~d.y} = V{az) = (%ﬂa})z = 1 visto que Yia) = 1 ou Wila) = ~1: ag

* % %
sim Y{l-4.v) + 1 = 2 = miy). Desde qgue Fw = (Fq)z 1J g.(?q}z DARra
.& - =l - - .

g gerador de Fqg se O nao @ un guadrado modulo g entao crlzte

* . 2 &
a & Fq fal que & = 1 ~ 4.y = g.a om Hq &
Yi{l=4.y} = %Qg).%ﬁaz} = -1, logo W{l-4.y}) + 1 = 0 = m{y}. Se
A= 0 mod g, Yil-4.v) = W{0) = 0, o que implica g1

Yil-4.y) + 1L = 1 = m(y). Concluimos entao que para qualquer v &€ F

o
obtemos miy) = 1 + Y{l-4.y) e substituindc m{y) em (5.20) encon
tramos 3{X,X) = 2 Blyy. (L + Y(A~4.y)) = 2 Aly) + 2 %y . W{l-4.v).

b & I"d‘ fE F’f Fii ‘Zf
Observemos agora gque a soma de todas as ralzes 2k~éﬁimas da unida-
de & igual a zero, logo E%X(y) = 0 vigto que X{(0) = 0 o Z¥X{y}
¥ 9T }r:,‘,'_ ;,;

= o s .
corresponde a varias somatdrias {exatamente {g-1)/27) de todas as

ralzes 2k~ésima3 da unidade. A partir disso,
X, X} = E%K(y}.%(lmé.y). Seia oz o= Aoy nmod g; por hipdtenn
Yol

{q,4) = 1, assim quando y percorre Fq, z tambén percorre s além

digzso (4 moed q)“l & Fq de modo =t
TNyY . W(l-4ly) = 2_X(z/4).¥({1-z) = xia“i).zlxiz).%%1mz), mas  por
i ER; w iy BEFy

definicio, g;xiz).Vil~z} = J{X,¥), portanto
“ 'p{

o , =1
(5.21)  3{X,X) = X{4) T.H{X, ¥}



Retomando (4.11) obtemos 3 (X,¥) = T} T /T{L.Y¥) @
9 2 - , _
FOE, ) = PN, entao a lgualdade (5.21) & egquivialente é

x(ci}“l,fr(};} NS SWA R P SR Loy

i

. 2
(%) 4/ (%)

i

TIRYLT(X.Y) X(é)ﬁl,T(W}.T(Xﬁ) e & proposicac esti provada. =

frd " * 1 s -t -
(5.22} PROPOSICAD: Dada X ; Fq ~~~~~~~~~~ > ﬂzﬁ funcao caracter de crden
K AL
, e ann . . . . ; . o ..
20 com ko2 3o ¥ X gao vordoadeicas an ooeguinton trualdadon:

k3

(5.23) IO (T(x.¥)) = L0 (T(X)) e

(5.24) W% = W para todo x € W

k-1

k-l 20y -

PROVA: De ¥ = X7 obtemos X.¥ = X , no entanto k » 3, assin
o ST S ; o -k
8/2k . e entao z“ . + 1 = 1 mod ¥; cown 2 . + 1 < 51 notamos guoe

k-1 . .
2 + 1L € W de modo gue

g
(5,257 %.¥ = %' para algun y € W

Por outro lado, dade v € W, @ fungio ¥ 1 X7 e » X7
PR . N e SR
para todo 2 € W € bhijetiva pois dados x,x' € W, se Y = x -
x-xT) . . . . - - . L
temnos Xi A g 1, mas (y,2) = 1 o a wrdem da X ¢ jguasl a 2 i

. , k e o . , ,
que implica em 2 /{x-x'}, contudo x e x' sao numeros inteirces posi

. Kk - k
tivos menores que 2, entao 27/{(x-x7) se ¢ somente se o x o= x'. Para

provarmos (5.23), constatames a partir de (5.25) o
(x.® = x*Y, consequentemente (T (T{X.¥)] = T ™ =
KEW X xew

= T x™ Yy, Como ¥ & bijetiva )ggw(x”'fg = Tgm(xx; =

I
W REU Gx(l{fj}’

KEwd

portanto [0 {(T(X.¥)) u‘gﬁﬁ;(T(H)), Para verificar (5.24) notemnos

®Ew N
k
2 27 -~ y : , - -
gque ¥°© = X e a fungao ldentidade e desde gque todo x € W e Con—
gruc a 1 ou 3 mddulo 8 & facil observar gue x & Impar, portanto

» ¥ AW
w o= 1L+ 2.woeomw £ % oo entac ¥ o= VoYY = Y. ow
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(5.26) PROPOSICAO: Seja X : F; > Uzk funcao caracter de or-
i ) o= 3
dem 27 e § = X7 ¢ entaoc
2.7 0 A T T
(5,27} T{X)"%&w x = g C3{d, e

PROVA: Relembrando que k 2 3, a demonstragio sord feita aplicandn

indugao sobre k. Para k = 3 temnos & = X ¢ utilizandoe {(4.311)«
PR S P N ,Mb o T o e
F{X", X o= (X 3.i(h VUK s o 4+ b o U mod o erneontramnng

$(6,6%) = T$).T(80) /(8% ; com isso

(5.28)  q.9(3,8)°% = q. (5 (). 231wt °

»

Obgervemos que para k = 2 a ordem de ¢ = X & igual a &,

-4 -1

, 4 . 4
assim ¢ = ¢ e a partir de (3.92): T{X).T(X 7)) = X{(~1).q tenos

!

T(@ﬁ)z = @%{wi),q, mas @2{ﬂ1} = 1, portanto T(@4)2 ¢. Bubstituin
do esse valor om (5.28) obtemos
(5.29)  q.3(0,8)° = (T(§).T(6%))?

Notemos que para k = 3 W = {1 , 3}, LTogo

™
rx) 2ol - (0, (1) .0, (1) % =m0 .27 % como § = 4 obte-

mos T{K)B;gagx = (T(@).T{@g})z e fazendo a substituigac em (5.2%)
encontrame:s q.j(&,@B}z x T(x)z”%&gx gque corresponde a (5,277 para
ko= 3.
4 Nl

Para k > 3, seja Y= § = X . Ja provamos em {5.23})
que TOLYIEx = IO (TR, ¥)) = 0 (r00) = 700 2l logo
: xew x0T EW X Tomenm e e

2,007 _ b > o -

TR xprx - T(K}mwpx . T(X»W)im?x; provanas Lambom em (5,183

-1 2 . .
T{X} LT Y)Y = X{4) "1 . X" elevando a igualdade anterior 2

O encontramnos
wEwW N

(5.20) 700205 % = w0 .t dilx L rodiia’x

Obzervomos no entonto ogue X {4} = X(Z2}

{2
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30 Y

U;{Xéz}} = KK(Z) de modo que X{(Zluéw ® = NA2VES utilizando
T Lt . . B Tt i :}‘5} peen 154 !W P e [
(5,24« 7 = Y temos T{V) < g e ED ey e JH{P (YY) = oy
KE W e wd
k-2 k-2
como W pogsul 2 clementos, _g:‘i;;l‘ (WY = T} ;on igualdade
{5.30) pode ser entao substitulda por:
Lo 2 -
2o/
.31 102 % = xR A n 2 e oy

- . o I o
Na prova de (5.16) obtivemos: 2.72.x = 2°.2 [3.x/2"1, logo

LA o d
5 LI < o
{K(E}z}ﬁgﬁ} L (X{E) ] éléj' x/271 1 pols a orden de X ¢ 27 &

XB.}{;’Z}{'] € %, A partir de {3.9) obtemos T{¥).7T (o } = W{-1).q e
xeEw
k=2 L k=3

como ¥ =¥, vv)? = ¥(-1).q; assim T(N® = (1) 9)? =
Jk=3 k-3
(Wi-1).q1 " , observenos contudo gque Y{(-1)7 = 1 polg
-3 o4 Yo 2 K3
ﬂﬁml}z e (%%wl)z}z = 1 portanto T{W}Z = qz . A partls
desse Gltimo resultado a igualdade (5.31) pode ser substitulda por
- T e 3 T
(5.32) T Sdnlx = gt Lr (xS el x
I

Relembrando gque W= {x : 1 < x € 2", x = 1 ou 2 mod 87

geda WY ={x : 1€ » < 2h“l , x o= 1 ou 3 mod 8k £ ficil cobsaervar
\ o : k~1 . m U - 1Ty
gque W= WU {x o+ 2 , X e Wi, Tf )xawx:-"ﬁ v{s.{f}) =
= TTT(KQ*X).TTT<X“°Y3. Para cada = € W' temps v = x + 2K“i £ VNI
AE i E gzw\w*
claramente ¥ digtintos em W se correspondom com v distintos L34
. 2.y L2em G282
WA, alem disso ¥ = ¥ D N T 4 . oL im
e (n " b ’;:._M 3 T ‘Ia\. TV 4 2» [ z
1TT(K2 ¥y = TTT(K *y, Bntao T(xz)ﬁﬁgx s iiwcxé yo= T ¥y
‘g"éwkw' R HE N A
. Do AL A oo N N
e :-;E.-*E gﬂx {r (}{2} U= (X7} xé’.wp}c , portanto g (X'é };:“Swﬁ:-: w7 i:{?} 4 ”zfg-:“wf;:a: .
Substituindo essa altima Igualdade om (5.32) obhtenos
o N3 5
T{X}2}£§?§ = qg ,T{xz}“‘xaﬁé, oun eqgueivalentemente,
. o k-3 PO
2.2.2. -2 2
{(5.33) ¥} )%ng = T(X)z xmpﬁ

Para aplicar a hipdtese de indugao suponhamns que {5.27)
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- - . . - - * %
@ vallda para k-1, isto ¢, para X' = X? : Fq e r U,k a
o T Y e - ey “
i g g3 2t e
Gt o= {X7) tomos T{X') 7 Tadw x = R LT T
5 2k~4 2k~3
Notemnos contudo gue §F o= (X7} = X = § @ substituindo 4’
. 3
por ¢ & X' por X7 na igualdade anteriox anoontramos
s k=3 .
" _ _ .
T(Kz}zkxng =" l.j(@,@B}z e roecorrendo a (5.33) mhtenns
1 1
5 S k-3 K3 .
TX) 'ggpx I 2 = gz l.j(@;@j)g, ' portanto
o N e k-2 .
T(”)gkékpx =z q2 i.j{@,@j)z de modo que a igualdade (5.27) & va-
Iida pava k. =
- * -
{5.34) PROPOSICAO: Seja X Fq ------- = n?k uma funcao caractar de
e 8
. }‘: , § wn ] o : .‘,QEL - o - J’: - “‘3
ordem 27 com k 2 3; além disso § = X , b = 2 {n.xz/2 },{Gyj £
AEW “
A = EZEB.XKQRJ.(Q')“lo Se n & % comn = 5 ou 7 mod B oentao
Wl v ’ e +
. . (n=~d .6 ) . o . P
{5.35%) T{X}L kn)'ﬁ m XK=LY 3 {H, 4, %) Jlg,d7)
PROVA: De n % 5 ou 7 mod 8§ obtemos -n % 3 ou 1 mod 8 o dado
g = §Hx.(§')"l podemos aplicar (5.18}: {m ~ 0 3.0 =
wE W X ' e tm
= 2k.§:[m.x/2k],(6")wi para m = -n obtendo
HEwW X
(5.36) (-n ~ 0 }.0 = 2% ¥ l-n.x/2%0 07t
~11 Rt K
Chservemos que n e x sac nimeros Impares de modo que
?'. - .
n.x/2" ¢ %; notewnos também que para w » 0, 2 €< w < ztl LamG S
[wl =12 & [-w]= -2~1, ou seja, {(wl + [-w] = -1, logo
.}m - . ﬁ,k ¢ R4 ’"k - ' "l == 7 3 Wl; I v . acd
gafi n.x/ 21 n.x/27711 (OX} é%AGX) por outro lado
-1 e e k . : i e
Y0 = 2 0 e pin.x/271.(0.) = de modo pue
KEw i 3K W b
E:{“n.x/zk].(ﬁh)wl = - (d + 2.0 ). Se substituirmos o valor acima
Hew - AEwW N
, i )
em {(5.36) obtemos {-n - 0 _).8 = -2 (ol + 200 ). Tambin Brova~
11 nEwW X

k Sk . o
mos que {n - Gh)wﬁ = 27.d @ {3 - Gé}.e = 20 8, assim, comnbinando
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esses resultados com a igualdade anterior encantramss
S _ i K _
{n+ 0 ).3 = (o + 0_ ). (3~ u3),8.2 =
" - k . = I r T ) P LY
= (3~ 0).25 L+ J0) .0 (3 - 0,).d + (3 - 0,).70. portan
1.3 o= - o 3 ant G
to (n+ 0_ 1.8 = (3 - 0).d + 2}%%0X entao
w{\}(nﬁﬂ 131ﬂ s T{x}(BWGE}'du%%X) 'ﬂkpx M por (. LLje
S = o G0 ege
10 ) L . il o 2 2O
(5.37)  woo LB L o0 0% oo P x
. - O, - 3’ 3 b k - . -
Por outro lado, como T(X).T{K 7 = Xi{-1l}.y tomon
O+ e - I + D e FURI « O _ .
T{X}) n “=-n = Un{l(KJB.U;n{i(X}) = T{H7).TH(X 7)) o= X {-1).q, nas
®B -1} = X{~1) pois ¥{-1) = 1 ou -1 e n & Impar, Logo
T{X) n+0 -n = X{~1}.q @ T(K}(Gn+0~n}"ﬁ s (K(wl).q}ﬁ; no entanto

para todo x € W, (0])7H(X(-1)) = X(-1) pois X(~1) & o nico ele-

. . o fj X_Hf,)o//‘!f.i{}

mento de ordem 2 do grupo Uzk; antao A{~1)y" = X{~1}azew ,
5 ?k] -2 . - - o
mas por (5.16}): ﬁ$§3.x/~ =2 - 1 e wn numero impar portanto
+ }q — LT hy g [ - by .-1 . — . - . -
X(~1y" = X{~1}). Por outro lado (G}} {1} = o, assin
— K2 — -
qﬁ = qgﬁ;3°xf2 = qz Ml: além disso Gﬁ'fﬁﬁ; x‘éwﬁ LG o= %Q§§”
R v .,) LS HE "
Desse modo
" , i )

(5.38) 10 Ont0n) B o oxe1y o8 1

Claramente a expressic {5.38) & difcrente do zoro o di-

vidindo (5.37) por (5.38] encontrancs

s o 5 Sk-2
T(K){n Gn)’f‘3 = {j{X,X,KYK.T{X}23£pr)/(A{ Ly.g” i}. No  ontan—

bo wi{-1} = X(—l}wl e i provanos om (5.27) crue
2
. . oy T - ) 3 )
T(X}z ﬁ;ﬁ% = qz 1*3(@,@ )2; agsin

- 3o
o) 0B L e L% 30, 07) Y e a tgualdade (5.35) an-

i verificada. =
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(5.39) TEOREMA: Sejap =2, k 23 en =5 ou 7 mod 8. Seda M ide-

al de 2} n] para o qual M N % = ng e Ghiﬁj = My seia
w I -1 k-3

oA = ‘2,.,{&"1.}{;’2 1. (Uw} ’ 2o o= ¥ . Se
AEw pod

(5.40) (¥, x%x,x)° j(@ b ) = § mod M para algum § € Uzk

entao a condicao {3.22) ¢ satisfeita. 5o (5.40) nao ocorre o tan

n & composto.

. . 5| ¥ -1 . . - .
PROVA: Seja fi = 203 /21} ) . Provames na Proposicao (%, 34)
Bk S .

{1’1“(1;1) ye

que T(X; = xihl).j(xgx,x)&.j(@,@iﬁz. Como X{-1) = 1 gu -1

podenos multiplicar (5.40) por X{-1) oivbondo
N{~11.3{X,%, X) (&, @ } X{-1).F mod M nortanto
TN (n=0,).A3 = X{-1}.Y mod M para algum t€ U k. Ho antanto
X{~1} € U,k o quoe ilwmplica cu §' = X{~-1).] € Uzk. Ja provames 3t
proposigas {(5.18) que (-~ 1?3 # 1, ou equivalentemente, /3 csatisfaz
a condigac (3.15). Basta tomarmos © ideal
& 3, d .o | . -
N = {(;gﬁ&«{Yﬂ)“)*q Poay @M {0£ 45 £eag-2) ,de 2} para o gual
3 - :
a condigao {3.16) & satisfeita e encontranos
T{X}(nﬂﬁ;}"ﬁ = 1% mod N o portanto {(3.22) & satisfeita.
Suponhanos agora que (5.40) nao ooorre, isto &,
U A 3.2 . v ‘ odo ¥ e _ -
FOLKXY 39,8737 £ J mod M para todo € U2k @ Com 1880

oy 00 LS : oy f. T oy e 33 .
T(h}( n}’ﬁ F U nod M ogqualquer gue seja b € U,k om particular
)

para X{n)“n’ﬁ & Uzk Lemos T(X}{nngn)”ﬂ * X{n)“nﬂﬁ mod M, logo

T(X)in"gn)?a - K{n)wn”ﬁ ¢ M; no entantoe JO0L,X,%) e (4,97 perten-

cem a Zﬁfzk} ¢ o cooficientes de 4 sao nllmeros inteiros o positi-

G" P
vos de modo guo F{X,X,X)° .3(@ @ ‘5( 1y =% Y}(n ) ﬁ éifle

-0 3. f -t ? . N s
portanto T{X) ( RURE {11) -/ AUV KT, mas 34 vimos  aotorior-
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