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INTRODUÇÃO 

Testes de primalidadc sao bastante utilizados em Cripta 

grafia onde existe ~JTUndc intcrc:::;sc em ~-~c obter números primos de 

aproximadamente 100 digites. 

O objetivo desse trabalho é verificar se urn numero natu 

ral imp.Jr n o primo ou campos to por rnc.io de-' ~~oma::: de a acobi. 

O teste de primalidade que -sera descrito aqui tem melho 

res chances do ser bem sucedido se n c provo.vclrncntc primo. Desse 

modo, an-tes de começar a executá-lo, o numero n dcvcr5 ser submc-

tido a alguns testes mais simples que revelam rupidamcnte, na 

maioria dos -cu.sos, se n e composto. Um desses testes é base:u.do 

no seguinte resultado: n é primo se o somente se 

(n-1) /2 + 
x ; - 1 mod n qualquer que seja x e z, (x,n) = 1. Além dis 

so~ é sabido que se n c lmpur c composto, u. corHJruência ucima c 

válida no máximo para a metade dos x (mod n) com (x,n) = l. l;s-

sim, se para 100 escolhas ao acaso de x com x e {1 2 , ... , n-1} 

obtivermos x(n-l)/ 2 =::!: l mod n, n é provavelmente primo pois a 

probabilidade de ser composto c ter u.contccido o. congruência pa-

- - . I 100 ra os 100 numeras testados e menor ou 1gual a 1 2 . Supondo e~ 

tão que não encontramos x tal que x(n-l)/2 :A:!: 1 mod n daremos 

início à análise de n através das Somas de Jacobi. 

Todu.s as etapas do processo que scril descrito tem em 

vista a aplicação do Teorema (2.11); isso porque ::;c todas as 

suas hipóteses forem satisfeitas tal teorema afirma que para 

qucüqucr r divisor de n cxü>tc i e {() , .. , .. , l-1} (p<<rn t con-

vcnientc conforme especificado no Teorema ( 2 .11)) tal que 
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r _ n 1 mod s. Assim, tudo o que temos a fazer é tomar i percorre;:: 

do {O I 1 , •••• .1 , t-1} c culculo.r r -, n rnod s; paru co elo. r cn-

contrudo verificamos se r divide n. Se os únicos divisores de n 

forem r = l e r = n declarnmos n primo; caso contrário n e com-

posto tendo r como di vü>or próprio. 

Vemos então que todo o trabalho se resume em encontrar 

condições parn que as hipóteses do Teorema {2.11) scjum satisfci-

tas. Uma dessas hipóteses exige que t e s verifiquem <Js seguintes 

condições: t é "pequcno 11
, > l/2 s n , at ~ 1 mod s pura todo a e z 

com (a,s) = 1 e a fator<Jçiio cornplct.:l Uc t c s é conheciU.il; além 

disso (n,s.t) ~ 1. Tais s e t silo facilmente selecionados se uti-

1izarmos a Proposição (2.8). t deve ser o menor possível visto 

que quanto menor o t mu.is rápido percorremos i r .::=. n mod s 

i e {O , 1 , , t-1}; além disso as outras duas condições 

que analisaremos abaixo tem de ser sntisfcitas para qualquer p 

divisor de t c h>so sugere a cscolh.:l de t de modo que tenha um nu 

mero pequeno de divisores. 

As outras duns hipóteses adicionais: (2.12) e ( 2.13) 

precisam ser examinadas com mais cuidé!.do. 

As condições que tornum válida (2.12) 
.. 

scruo discutidas 

no terceiro parágrafo do ·tcx·to utravús elas I'roposlçõc.:; (3.42); 

(3.43); (3.52); (3.54); (3.56) e (3.60). 

Para a validade de (2.13) recorremos ao Teorema (3.21); 

ele afirma que se temos (3.22) e (2.12) então {2.13) é satisfeita. 
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Deste moJ.o o 'l'eorc•ma (3. 21) r>c torn.:l um dos rc!;ultttdiJ;; lfiZllr-; i.mpor-

tantcs do texto, pois, a partir de .sua validade poderemos utilizar 

o 'reorerna (2.11), e, exatamente para obter a condição (3~22) é que 

neccssitomos d.:ts Somas de Jucobi. El<1s serão cstudadaG nos pilr.S.gr_§; 

fos seguintes. 

O §4 se resume no Teorema (4.31) que fornece, a partir 

de Somas de Jacob.i~ um critério paro. que (3~22) seja ic>atisfeita d_9; 

do p primo ímpar. O Teorema {4.31) também apresenta um critério 

gue indica se n 6 composto. 

No §5 demonstraremos cinco teoremas gue esgotam o caso 

p :;::- 2. Cada um desses teoremas possui uma condição; se tal condi-

ç.::w, cxprc:1sa por umn congruôncin, for r.;aU.sfci.ta teremos a valida 

de de (3.22) i se tal condição não ocorre declaramos que n c com

posto. 

Finalmente, o §1 é introdutórioi nele fazemos um pequeno 

estudo dos números inteiros p-ádicos. 
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§ l Breve estudo dos números inteiros p-ácUcos 

Neste parágrafo introduziremos numeras inteiros p-Údi-

cos, algutnus de suar;; propriedntles c provurewos resultados que sao 

importantes para a melhor cowpreensão do texto. N~io ·ternos por ob-

jetivo, entretanto, fazer um estudo detalhado do conjunto dos nu-

meros p-ádicos; iremos apenas caracterizar os inteiros p-ádicos e 

utilizar propriedades que são necessárias para o desenvolvimento 

desse trabalho. Não nos preocuparemos com a análise de completa-

mentos p-fldicos, topologias sobre o conjunto dos números p-&dlcos 

e propriedades das valorizações p-ádicas porque neste contexto es 

tes tópicos não são importantes. 

Du.s duus cara.ctei.-izações que conhecemos para nurneros p-

ádicos, escolhemos a que é menos usual por ela facilitar algumas 

demonstrações. 

O conjunto dos números inteiros p-ádicos sera denotado 

por z e utilizaremos a caracterização que se segue: 
p 

i = ro i 
( l. 1) Dado a "' (u, mod p )1=1 e lT Z/p z, a e um intelro 

1 l.~l 

se e somente se ai+l = ai mod p i para todo i E: z ' i ~1. 

Sabemos que 
i Z/p Z é um Anel, logo se definirmos 

ro , 

p-iidíco 

sobre 

1T Z/p~Z as operações de adição e multiplicação coordenada a coor
i".l. 

denada 1 

"-' i 
ol.Jserval!IOS C{U8 '!r Z/p z também é um Anel. 

' {:tl 
Z e um 

p nubcon-

junto desse produto portanto para verificar se ele é um Anel pre-

cü;amos apenas das propriedades ele fechamento cow relaç::lo a aJi-

ção e multiplicação e que qualquer elemento de Z possua oposto 
p 

em z . Claramente z e fechado com relação a adição pois 
p p 

dados 

i 00 
(bi mod 

i co 
b z a = {ai mod p )i=l e b = p ) i=l com a • e 

p 
temos 



para todo i e dai a + b e Z 
P• 

1\na-

logamente com reloçüo a multiplicaç5.o, ai+l.bi+l _ ·(~ .• JJ.) !llOd pi 
l l 

de modo que a.b e Z . Para assegurar que o oposto de um elemento p 

de z pertence seja (ai mod 
i 00 

a z p' a ~ p )i~l e z p; a possui opos-p 

to b (bi mod 
i 00 }Tz;piz logo b. i 

~ p )i~l em ai + ~ o mod p o que 
1"1 l 

implica + bi+l o mod i combinando congruência em ai+l p . essa - ' 

com a~ + b; E O mod p
1 obtemos a + b = ·1 ..... ..... i+l i+l-<.i 

i + bi rnod p ; corno 

j 
p encontramos bi+l -= b. mod pi 

l 
o que implica em 

"' . 
pertencer a Z . Provamos então que Z 

p p 
-e um subanel de TTZ/p

1
Z. 

Í'=l 

b 

O anel dos numeres inteiros Z pode ser visto corno um 

subanel de z identificando-se cada elemento a pertencente 
p 

com (a mod i "' p ) J.~l pertencente a Z . 
p 

O leitor familiarizado com limites projetivos 

a z 

notará 

que em (1.1) Zp foi caracterizado como limite projetivo. 'I'al afir 

mação fica mais clara a partir do seguinte lema: 

(1.2) LEHl\: Dado a= (ai 
i Oü 

mod p ) i=l 
~ i 

e 112/p z, 

r 
te se a = a mod p para todo s )-.r. s r 

i~l 

a e z 
p 

se e somen-

a . 
r 

A partir de (1.1): ai+l 
i = a1 mod p obtemos a - ai .:= O mod i+l l 

e claramente ai+l - a 1 = O mod pj para -todo j, 1 ,< j -....<i. Em par-

ti cu lar a congruência é válida para j = r e r ,< i -.....< s-1; obtemos 

então da igualdade inicial a
8 

- ar ::.: O mod pr 1 ou equiva.lcnternen-

te, a
5 

_ar mod pr. Reciprocamente, dado a
5 

=:ar mod pr para todo 

s >/r, tal congruência é válida para r = i c s = i+l~ assim temos 



ai+l = ai mod p
1 

para todo i e de acordo com (1.1) a e z . 
p 

j 

• 

( 1. 3) Se compararmos a caracterização de z dada em { 1.1) com a 
p 

gue se seque, muitas vezes mais familiar, onde o inteiro p-<Ídico e 

-representado por a = L x . pn com x e Z, 
n.-a rr n 

as duas caracterizações -sao equivalentes: 

X 
n 

< p, v e remo~; que 

Dado a = 
c<> n 
L x .p com x e Z, O ~ x < p para i )> l, c h~ 
n"o n n n · 

i·1 
purcial .k xn.pn; ·temos então ai+l - u

1 
= x

1 
.pi memos ele u1 a soma 

e é fácil observar que i 
.= O mod p , portanto ai+l --

i 
a. mocl p 

" 
de modo que a partir da .representação de u e Z como a = 

p 

podemos construir um único a i = = (a1 mod p )i=l' a e z 
p 

mas escrito 

de acordo com a caract:erlzação de (l.l). Reciprocamento dado 

( d il"" a = a, mo p , 
1 l .l= 

e z cada p' 
' i 

a
1 

mod pl. e Z/p z de modo que u-

sarmos o Algor.ítma Euclideano fazendo sucessivas divisÕes por p, 

i a. mod p· pode ~;e.r repr<H>en·tado de maneira única 
l 

corno 

bl n ( L .X .p ) lllOd 
n"o n 

~/ com x e z, 
n 

O ~ xn < p; isso pode ser feito para 

totlo i E Z, i .;. 1. Provaremos agora que para qualr1ucr c1uc t,:;cja i, 

os coeficientes dos te :r mos n 
p com O ..{ n ~ i-l sao os rncswo.'i. 

,'! i+l 
a.t+l mou p 

i n 
~ ( L x

11
• P ) 

U•O 

i+l 
mod p com O {. x

11 
< p 

a. mod p1 = 
] 

i - "-ti mod p logo 

í-1 

m0d i 
p 

. 
' L X ·P 

n"O h 

com Yn € Z, 

i-1 n :r Yn • P 
n~o 

o <. yn < p. Sabemos 

n i 
- o wod p c 

Scjü 

.scj a 

que 

cn t~io 

L (x 
n~o n 

y ) • p li i o mod i equivàlent.cmente, - + X' • p p ' ou 
n l -

i- :l 

L (x n,o n yll).p 
n o mod 

i observemos e.ntanto tctnto - p • no que X qua~ - ' n 

- neg<Itivos isso to Yn 5<10 na o c wenores que p, com 

1-1 n o <. xn - Yn "' p-1; também Lp pode ser vista como a soma 
n:::O 

dos i primeiros termos de uma progressao geométrica finito. de r a-



zao p de modo que 
i-1 
" n Lp 
~-o 

1-1 n L (X y ) . p (p - ~ -
-n::o n 11 

i-1 11 .i ];o (y n X ) • p < p e 
11 

Y: n te se (x - y ) • p = 
T>"o n n 

L 

i = (p - 1)/(p 1) ' 

i-·1 i .l ll. L p 
n 
~ 1 p - < p 

'11"0 
analogamente 

i--1 n i c;ntão L (x - Yn) ·P - o mod p 
n-"0 n se e r;owen-

o. Como a igualdade vale para todo i /,i 1 

1·1 n n i temos L(X y ) • p o, :ls to - L (xn ) . p (y i X,) • p = e' - y = -
1'l:o n n t'!"O n 1 . 

contudo =O o qtw irnpll.ca 

dessa forma se e somente 

= v para todo n, - n . logo os . n ~· coeficientes x de p snCJ os 
n 

Jltes-

i 
mos para todo a

1 
mod p e então a pode ner representado do Jrl,:.n(:i-

r a única por 
oc. ll 
LX ·P • 
n~o n 

Uma reL1çiio útil entre números inteiros e inteiros p-a-

dicos é o isomorf:Lswo entre e Z/ !n -p Z; atraves deste iso-

morfismo qu<:tlquer número inteiro p-ádico qmmdo tomudo módulo m 
p 

- - m se .identifica com um numero inteiro modulo p . Para provur esta 

<1firmaç.:io seja 

'!' : 
00 ' 

lTz; 1·z • > p .. 
,..~ :1 -

tal que \.V({n
1 

mod 

"\V é a projeção canônlca 
~' i 

do produto }TZ/p Z na rn-ésirna 
"''1 

de modo guc e um homomorfisrno sobrejetor. Notemos 

f : Z ---~ Z/pmZ 
p 

tal que f ( (a
1 

mod i) 00 ) ""' a p i=l In 

-- i'l 

"' 
"' mod p ; 

coordenada 

m mod p 

que 

-e a 

restrição de~ a zp' portanto também é um homomorfismo sobreje-

todo i e obtemos a ::::: (a1 mod 
i ro 

p ) i=l em Z 
p 

tal que 

f(a) ~ am wod pm. O Primeiro Teorema do Isomorfismo de.clara que 

dado um ltomomoJ:fismo sobrejetor de grupo \jJ: G ----'1> G' temos o gru-

po quociente G/I<cr't' isomorfo a G', ist.o é, G/Ker'-P ~ G' onde 

4 
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Ker '-V é o núcleo do homomorfismo. Olhando pura m 
Z e Z/p z como gr.~ 

p 

pos com relação a adição, se obtivermos 

mod € zp I am mod pm ~ o} como núcleo do h o mo-

morfismo 1 teremos a rel~ção desejada. Vamos verificar então se 

mz - núcleo de •f onde Kerf=ta e o e p p 

(ai mod 
i 00 

Se e Ker f, .p (a) a = p ) i =1· a 

a e pmZ e Kerf C pmZ . Reciprocamente 
p p 

z 

= 

I f (a) = p 

am mo~ p 
m 

m 
se a e p zp 

a mod pm = O e assim f(a) = O de onde a e Ker.P e 
m 

o} com 

= o logo 

temos 

portanto 

C Kerf. Obtemos então Kerf e o homomorfismo está prov~ 

do. 

(1.4) Um outro resultado que será utilizado é a potenciação de Zp 

sobre um grupo multiplicativo E, abeliano e finito cuja ordem e 

uma potência de p. Como E é finito e de ordem potência de p existe 

s 
s e N tal que jP =1 para todo j elemento de E. Quando tomamos 

am e z podemos escrevê-lo 
m-l i 

como a =:C xi.p 
m l"o 

m + p .x com e z 

e o f:. xi < p assim se m ~ s obtemos ra,.,., = lo-

go para m suficientemente grande ra~ não depende de m e será deno 

tado por )a. 2 fácil observar que esta operação de Z sobre E sa
p 

tisfaz as propriedades usuais da potenciação visto que para 

a = (a. mod 
l 

i "' 
p )i=l corresponde a ram para algum a e z 

m 

assim temos para todo .r ,i) € E, a, b e z : p 

(l.S) U.]1)a = )'a.l[a 

(1.6) ra+b = )'a.;b 

(1.?) ,a.b = (Sa)b 

(LBJS
1 =r 

e 
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Seja A um anel; se 1 e A existem em A elementos com in-

verso multiplicativo; tais elementos sao chamados de unidades do 

Anel e formam o grupo multiplicativo das unidades de A denotado 

• por A . 

Provaremos a seguir que z"* = z 
p p 

pZ 
p onde 

definido como: 

(L 9) = {(a. mod 
l 

i 00 

p ) i=l 
m 

e z I am mod p p 
= o} 

Notemos que u. e pZ se e somente se a
1 

_ O mod p, 
p 

tanto queremos mostrar que se a. = (a1 
i 00 

mod p ) i=l e z• 
p 

~ . 
e z c ]ízlp'z; a e p l~l 

z~ se e somente se 
p 

ser a 

por-

então 

Seja 

cada 

coordcnnda ili mod p1 for inversível em Z/p1 Z c isso ocorre se c so 

i i* i* i se a. mod p e (Z/p Z) onde (Zip Z) = {x e Zlp z 1 x $O rnod p}, 
l 

logo a
1 

$ O mod p para todo i, em particular a 1 $ O mod p de modo 

q ue a f; pZ isto e, a e z - pZ e obtemos z• C z - pZ • Hecípro 
p' r> P P P P -

camente se a i "' p ) i=l mas 

pelo Lema (1. 2) a1 ::: a 1 mod p qualquer i >/ 1 logo a 1 F O mod p pa

ra todo i >,. 1 i dessa forma ai mod p
1 e (Z/p1 zt" qualquer que seja 

i ) 1; isso faz corn que todas as coordenadas sejam inversiveis e 

assim z - pZ C z" '.Jortunto 
~ p p p' r 

( l. lO) z* ""' zP - pz p p 

Observamos então que Z p 
-e um Anel Local tendo pZ 

p 
como 

Único Ideal Maximal. Essa afirmação pode ser justificada a partir 

do seguinte Lema: 
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(1.11) LEMA: Dado um anel A, qualquer que seja x e A, se * X 1/J A 

então existe um ideal maximal M com x e M. 

* Aplicando o Lema, se x ~ Zp existe M ideal maximal de 

* Z com x € M; no entanto z 
p p = zp - pZP, portanto x e pZP e então 

M C pZP; obtemos assim M = pZP e pZP é o único ideal maximal de 

z . 
p 

Afirmamos que qualquer número inteiro p-Údico diferente 

de zero pode ser escrito de maneira única como a = pm.u com m e N 

* i "" p-ádico e u e z . Tomando a ~ (ai mod p )i~l um inteiro 
p 

genérico 1 

temos duas possibilidades: a 1/J P zP ou a e pz . p 

Na primeira possibilidade ~ pZ 
.- -a e a Ja e umu 

p 
unidade, 

m 
podendo ser escrito na forma p . u com m = O e u = a. 

Na segunda possibilidade a e pZ então a
1 

= O mod p. Seja p 

1 i dl 1 "" O mod pm+l m+ o menor n ce ta que am+l ~ , logo 
i 

a
1 

x O mod p 

para todo i~ me de acordo com (1.9) m 
a € p Z podendo ser escrito 

p 

como a= pm.u para u c;;o {u, mod 
1 

e z . 
p 

Para comprovar que u c 

m m+l 
uma unidade notemos que am+l ~ p .um+l mod p 

m+l , m $ O mod p , ass~m p ~um+l $ O mod pm+l 

um+l $O mod p; utilizando o Lema {1.2) 

que implica em u 1 i O mod p 1 isto e, u e 

ternos u 
m+l 

• z . 
p 

mas 

e portanto 

__ u
1 

mod p o 

Provamos então que qualquer número inteiro p-ádico dife-

rente de zero pode ser escrito como a m 
= p .u . Para assegurar a 

unicidade, seja a m = p .u m 
= p .w com w = (w

1 
rnod observemos 

logo 

rn 
• (ui wi) o rnod 

i 
p - ~ p i para i > m tal congruência ocorre se e 50 

mente - o mod i-m de modo que u. mod i-m para se u. w. p w. p 
l l 

-
l 

- 1 
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i > m; através de Lema (1.2) ternos u. :;;: uj mod pi-m 
.l .-m e 

_ w. mod p 
1-m 

i-m consequentemente u. 1-m 
i-m = w mod p para to-i-m 

do i > m; fazendo j~i-m obtemos uj = wj mod pj qualquer j } 1, en-

- i) "" tao (u1 mod p i=l = i "' (w1 m~d P )i=l' ou equivalentemente, u = w e 

- m -a representaçao de a como p .u e unica. 

(1.12) Resu1 ta dai que pmZ 
p 

são os únicos ideais de z e assim 
p 

é um domínio de ideais principais. 

(1.13) Valorização p-ádica de a= m p • u e z , com u e 
p 

será definida como o expoente de p. Denotaremos vp(a) = m. 

a F O, 

Para 

extendermos a valorização para todo o anel Z 
p 

definiremos 

v (O) ="'· p 

Se representarmos o nwncro inteiro p-ádico a corno a se-

00 

ri e L x . pn com x e z, O 1 
n~o n n xn < Pt a valorização p-ádica 

corresponderã ao menor expoente m tal que x :F O. 
m 

O anel Z e um dominio de integridade e tem como 
p 

de frações o conjunto dos números p-ádicos denotado 

elemento de Qp pode ser representado corno urna série 

por QP. 

~· i 
L X .• p 

i>.:;; l 

de a 

c-orpo 

Cada 

com 

k e z e O,< x 1 < p. observamos então que a valorização p-ádica de-

finida acima pode ser extendida ao corpo Q . 
p 

Dando sequência, provaremos a propriedade mais importan-

te a respeito de números inteiros p-ádicos presente neste texto: 

z 
(1.14) a P = l + para m = v (a-1) 

p 
se m ),. 1 e pF2 

m ); 2 quando p:::;:2 

e 
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z 
Antes do esclarecer o significado de a P e demonstrar a 

igualdade precisamos de alguns resultados auxiliares. 

( 1.15) 

Para todo m e N, m ) 1 provaremos o seguinte: 

= {a = i 00 
mod p li=1 e 

subgrupo do grupo multiplicutivo 

Z I a ; 1 mod pm} 
p m 

* z . 
p 

Primeiramente notemos m * que 1 + p zp c zp 

m -- pZP e claramente se am :;;. l mod p entao a 1 f. O rnod p 

e um 

pois 

e 

a ~ pZ • Para verificar que 1 
p 

é fechado com relação a multi 

a,b e 1 + mz p p ternos a .b m m 

i 00 

mod p )i=l' 

___ 1 mod pro portanto a. b e 1 + m 
p z . 

p 

se 

Ob-

servemos agora que se 
m a e 1 + p z 1 a possui 

p 
inverso 

i 00 
c= (c1 mod p )i=l * em z 

p 

particular a .c 
m m 1 d m 1 mod pm i li e mo p , rnas am .; o que · mp ca 

em 

em 

em = 1 mod pm e portanto c e 1 + pmZP Com isso provamos que 

l + pmZP e um grupo multiplicativo pois a propriedade associativa 

é verificada e 1 e 1 + "'z P r· 

( 1. 16) 

x e z . 
p 

Nessa próxima etapa demonstraremos que 

1 + e um z -módulo 
p 

Para isso precisamos definir ax com a e 1 + pmZP e 

Para i .:) 1, sejn 

:t: fácil observar que K1 é um subgrupo do grupo multipli-



i-1 
e Ki tem ordem p Dado a = (a

1 
i "' mod p )i=l 

10 

e z , 
p 

se a. rnod 
l 

i p e K, e X = (x, 
l l 

rnod i ro 
p )i~l E Z p 

com x
1 

e Z, conhecemos (ai mod p1 ) x. 

a ~ 

i 00 

p )i=l e 1 

i ~ li definimos então ax 
Í X CC 

= ((ai mod p ) ) i=l 

'l'(x,a) 

Seja ~ 1 

X 
= a . 

z x ( 1 + mz ) p p p 1 + 

Dado 

todo 

tal que 

Para provar que 1 + pmZP é um Zp -módulo devemos verifi

car que ~ é uma função e satisfaz as propriedades de Z -módulo. 
p 

X 
b = a ' ou 

X que a = b 

Seja b 

seja, 

* e z 
p 

para todo i ;> l. 

i 00 """ i 
= (bi rnod p )i=l e )TZ/p Z, bi e z ' tal que ,., 

bi mod p i (ai mod 
i X 

todo i L = p ) para " Provar 

-e equivalente a demonstrar que 

Recordemos que 

P
i+l)x 

{ai+l mod 
i+l xl x· mod p ) = (a ) ' mod 

i+l 
i+l 

p para j s~ 

fi ' t d 1 b ( ) X; d .i+ 1 
· Clentemen e gran e, ogo i+l ;::;. ai+l mo p e então 

(1.18) x· mod i 
bi+1 E (ai+1) ' p ; observemos no entanto que j pode 

escolhido de modo que (ai)x; mod p 
i 

(ai mod pi)xi ser = e 

(a. mod pi) Xj (ai mod pi)x = bi mod p i outro = ; por 
l 

lu do 

mz * i 
a e 1 + p p c zP e daí ai+l - ai mod p para todo i ~ l, conse-

quentemente (ai+l)Xj _ ( a
1

) XJ rnod pi para todo xj e z, mas 

X· i 
(ai) ' mod p = bi mod i , ( ) Xj b d i p , ass~m ai+l = i mo p e substi tuin 

do esse valor 

X 
a • e z . 

p 

i 
em (1.18) encontramos bi+l ~ bi mod p e desse modo 

X 
Para provar que a € 1 + pmZ 1 notemos que a = 1 mod pm 

P m 
m m x m x· 

assim am mod p = 1, mas (am mod p ) = (am mod p ) J para algum 



ll 

e N i I d Pmlx ~ lx; 1 xj , com sso am mo =: e . portanto 

a" i X ro 
= ((ai mod p) )i=l e 1 + m p z . 

p 

Passaremos agora a verificar as propriedades que fazem 

de 1 + um Z -módulo. Por (1.15) 1 
p 

m + p z 
p 

é um grupo rnultipli-

cativo, assim, dados (ai mod i "' b (bi mod 
i co 

a ~ 

p 1 i~l' 
~ 

p 1 i~l com 

pmZ • (x. mod i 00 
(y i mod i m 

a,b e 1 + X = p 1.t=1' y = p ) i=l e z com p' , p 

a1 1 b
1

, x1 , y1 € Z temos: 

lll) 
X i X 

(a.b) ~ ((ai .bi mod p ) ) i~l' para cada i 1 existe j € Z su 

ficientemente grande tal que (a1 .b1 mod pi):x = I b d P
i)Xj a .•. mo , , 

i x· i x· = (a. mod p I J. (b. mod p ) J ~ 
i X Í X p ) • (b

1 
mod p ) , assim , , 

i X m 
( (a .• b. mod p I ) . 

1 
~ ( (a. mod ix ixoo p ) • (b

1 
mod p ) ) 1 ~ 1 ~ l l= l 

= ( (a
1 

mod 
i X oo 

mod p) )i=l' 

a
x+y __ i x+y m 

M2) ((ai mod p ) ) i=l; desde 

X 
portanto (a.b) X X 

= a .b 

que 

X + y ~ ((xi + yi) mod i 00 

p ) i~l e z p' para cada i :;, l existe j sufi-

cientemente grande tal que (ai mod pi)x+y = (ai mod pÍ)Xj +yj = 

(ai rnod 
i x· 

rnod i )Y· (airnod 
i X ily = P ) ' • (ai p ' ~ P ) . (ai rnod p ' assim 

i X p ) . (ai d i y 00 
mo p I ) i=l 

X y X+y o· X y 
=a .a e portanto a = a'.a . 

x.y i oo 
M3) Para calcular a , notemos que x.y = (x1 .y1 mod p )i=l' então 

podemos obter j grande o suficiente satisfazendo simultaneamente 

as igualdades: i x· y· mod p ) 3 • J , (a
1 

((a. rnod pi)xly 
l 

( i X j X y• 
~ ai rnod p ) e ((ai rnod p ·1 ) J = para todo 

i :>1 logo a"·Y ~ ((a. mod ilx.y) 
l p i=l e 

portanto ax.y = (aX)Y. 

i 1 "' mod p I )i~l e portanto a 1 
= a. 

Com isso provamos que 1 + pmzp e um 7p--módulo, mais ainda 



e um z -módulo livre de .z -·torção. p p . 

" Do.Uo a (~ 1 + a p .... 

X "l e 1 ., ~ todo por Lan L. o mo;:; qtw " + p ·' }_JdC1 X c z p' p 
2 

(l. 19) a p c l + pmZP 

Nostr~:.rcmos a seguir que 1 m, + p z 
- p 

lizando-sc limite projetivo; no entanto 

~ 
p C a 

aqui por u~n 

nho diferente no qual c neccssfirio apcn<::ts o conhcc.tmcr:trJ de: 

l). 

co.rni-

contato com limites pro:]ct.ivos que nilo m::li.s seriam encontrados cr~t 

todo o tcx.Lo. De wodo gcro.l ncs""c t.:r;:ü.J;,:d.lw o Ci:lltllnLo c~~cvllüJD po.·-

ra as domonstrüçÕcs é o mais clcrncnt<J.r possivcl, mesmo que crn o.lq~~ 

mas si tuaçõcs t.ornc as provus um pouco miliS longas. 

l\ dcmon:.;Lr~lçÕ.o qllC furemo;; agoru. é consLrulJv,:l e conni:;-

te em exib:Lr pa.rw. cada b e 1 rn + p z 
p 

um c:lcmcnlo z e ~ 
l' 

!: a 1 

z 
X p b = a . Desse modo b e a qualquer que seja b e 1 + 

l ~el:tt<1o dc:;e_j ado.. mos no. -, v (.:1-1) 
p 

r ao justificv.das após concluirmos cpJc 1 + C a 
z 

p 

I L 20) 

Seja 

i - {x. mod p 
l 

i e Z/p z 

~- (ct, mod 
l 

I X. 
l. 

e z 
p 

"" 1 rnocl p} 

com v (,:<-1) 
p 

' 

,,. 
'z e p 'p chega-



m )-. 1 para p primot p:T2 c m ~ 2 para p""2, afirmamos: 

Al} A ordem de i 
a

1 
mod p em 

i-m a 1 se i ~ m e igual a p 

o subgrupo de K. gerado por 
l 

i 
K. , denotada por o {a. mod p ) , 

l l 

se i > m. 

i 
a

1 
mod p . 

Denotaremos por 

A2) K. - multiplicativo ele li co de on~iem 
i-1 

e um grupo p e 
l 

13 

e igual 

qualquer 

elemento da forma (l + P· u) mod i 
p com e z pZ gerador de K, • u - e 

l 

b l mz b (bi mod 
i 00 

A3) Se e + p ' ' ~ p ) i~l p 
então 

bi rnod i e <ai rnod pi>, isto - existe e N, o ~ < i-m 
p e' s. S. p 

l l 
tal 

i 
que bi mod p 

Vamos agora exibi r x 
X 

e zp tal que b = a . Por A3) temos 

= a
1 

mod pi visto que nesse caso i 
o(a. rnod p ) = 

l 
li se i > m existe 

8 i+l e N tal que bi+l mod p i+l = (ai+l mod i+l} Shl 
p ' isto e, 

bi+l 
(a } si~l mod p 

i+l logo bi+l 
(a )Srtl rnod i 

- i+l ' - i+l p ' mas 

b € zp de modo que bi+l - i = bi mod p e então b _ ( ) Si-tl d i 
1 = ai+l mo P ; 

S' ~1 i o que implica em b
1 

:::::: (a
1

) 1 mr;d p . 

Por outro lado A3) nos assegura a existência de s 1 e N tal que 

d i Sj, - _ ( ) Si l mo p ) 1 isto e, bi =- .:li mod p . Combinando 

as duas Últimas congruências encontramos {a1 ) 5
i+l; (a. ) 5 i mod pi 

~ 

Como a 
m e 1 + p z 

p 
(pois v (a-l)=m), a. rnod pi 

p l 
possui inverso em 

Z/p1 z, logo (ai)Si+t-Si ~ 1 mod pi, mas por Al) o(ai mod pi) ""pi-rn 

então pi-m é divisor de si+l - s 1 ( essa relação será representa-

da por 
i-m 

p /(Si+l - 5' ) 
l 

k € Z. Notamos então que 

) , portanto si+l 
i-m 

~ s. + k.P para algum 
l 



(a 
i 

i 8' rnod p ) :tü ~""' ( u
1 

lllOd 
i)pL""".k 

wod p 

i pi-m k 
((a. rnod p) ) = 1 o que implica em 

l 

Da relação 

ternos então (a
1 

mod i X· 
p)'=(a, 

l 

claramente 

i s· mod p ) Hm = (a, 
l 

por hipótese b1 mod i S• mod p ) :~. portan~o 

14 

mus 

I d P
i) si+l = a

1 
mo 

obtemos 

i 
xi+l ~ x1 mod p ; 

mod pi) Si, 

i 
b 1 mod p 

mas 

para todo i e N, i > 1. Como xi+l : 
i x, mod p , fa

l 

zendo x = 
i w (x. mod p ) , 1 concluímos que x € Z . Observemos no 

l 1.= p 
en-

tanto que 
X i X oo 

a = ((ai mod p) )i•l 

para j suficientemente grande, mas xj = x1 mod p 1 para j ). i e 

i i-m 
o(a

1 
mod p ) = p se i >me 

i 
o(ai mod p ) • 

i x· 
to (ai mod p ) J 

i X;_ = (a
1 

mod p ) de modo que 

i x· ..... = (ai mod p ) 1 para todo i .v l. Obtemos 

1 se i ~ m, 

b • (b, mod 
l 

i 00 

p ) i•l • ((ai mod 

gamos a b X = i1 • 

portan-

então 

e che-

Assim qualquer que seja b e 1 + pmZP podemos encontrar 

x € z tal que ax = b, consequcntcmcntc 
p 

z 
1 + pmZP C a P. Combinando essa inclusão com 

z 
obtemos a igualdade (1.14); a P • l + m p z . 

p 

z 
(1.19) :a P Cl 

Provaremos a seguir as afirmações Al}, AZ) e AJ). 

então 

m + p z p 

Al) Para calcular a ordem de i * K
1 

C (Z/p Z) 

~ Ki definido em {1~20)) recordemos que por hipótese 

m vp definida em {1.13)), assim a-1 = p .u 

v (a-1) = m 
p 

onde 

u • (u 
i 

i co * m 
mod p )i=. 1 e Zp, e temos então am = 1 mod p o que impli-

_ 1 mod p1 para todo i <. rn; no entanto utilizando o 
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Lema (1.21, mod a = a. p m 1 

i todo i <~ rn para e combinando essa con-

gruência anterior obtemos 1 com a a. = 
1 

mod i todo i~ p para m, pOf 

tanto o(a
1 

mod pil = 1 para i ,; m. 

Para i > m temos mod i (1 + m 
. ui I mod i 

de modo ai p = p p 

dado 
pr 

(1 
m pr i equivalenteroente, que r E' N, a. - + p • u

1
) mod p ou 

l 

pr 
(1 m+r + f(pr) m j 

ai E + p .ui ,. j . (p • ui I I 

(1.211 m+r+l I ~ (P"'J ( m 1 j P L • • p .U, 
J;Z. J ~ 

mod i Se p . 

• para r e N 

provarmos que: 

teremos L . . (pm. u. I J = •' (r) . 
J"t J 1. 

m+r+l t 
p • i para algum t, e Z, consequente

l 

r 
mente ai _ 

m+r (l+p .(ui+ )I d i d d i p.t1 mo p . A ordem e a 1 mo p se-

râ o menor expoente pr tal que i = l mod p , assim devemos obter 

o menor r tal que 1 m+r + p • (Ui isto e, 

m+r i 
p . (ui + p.t1 J _ O mod p observemos no entanto que • u e z , 

p 

logo (u, + p.t.J :f. O mod p e então a Última congruência ocorre se 
1 l 

m+r i 
e somente se p := O mod p , mas essa congruência acon·tece se e 

i m+r . i m+r somente se p I p • Claramente o menor r que sat1sfaz p I p e 

r = i-m, portanto se (1.21) é válidn temos i i-m o(a1 mod p ) ~ p . 

Hesta-nos então provar que (1.21) é verdadeira. Para is-

so analisaremos os termos da 
pr ( r . 

somatória L I?). (pm.ui)J inicialmente 
J'2 J -

para 2 ~ j < pr e em seguida discutiremos o caso j = pr. Dado j, 

2 ~ j < pr temos r r r r . 12 • (p - 11 ._(p - 21 ...... (e - (J - 111 
L2 .................... (j- l).j 

Seja W { I ~ . } Ptl w e Pt+l" w ;; w e N 1 ~ w"' J-1 . Notemos que se ,. com 

'1 - tl(r') · >t s ew t e N, t r , en tao p p -w poJ.s r . e w , temos 

pr - 1 ~ pr - w ~ pr - (j - 1) ; consequentemente, para cada w € Yl 

no denominador de t+l . r e p jw ex1ste p - w no numerador 
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t c r tal que p I w, isto e, (p - w)/ w ~ xj y com (y,p) ~ 1. Sabemos 

no entanto que (~r)e N e pelo fato dos fatores p dos termos w e W 

terem sido "cancelados" no denominador, concluimos que r-d/ p 

dado d ~ vp(j), seja, (~ ,pr) d Claramente ( j 'P I ou ~ p . se 1 te-

a~o então pr/ (n Assim, d~O, 2 ->- j < r 
mos e se para p temos 

. , 1 . m+l/ ( m )j m. J -r m + ; com 1.sso p p • ui e portanto 

P
r+m+ 1; (prJ m j d j • (p .u1 1 • Se d*O façamos j = p .f com f e N. Notemos 

que 2d = (l+l)d =f (d); a somatória possui d+l elementos e 
;t~o 1. 

cada 

(d) - - d d i e um numero natural diferente de zero e modo que 2 ?- d+l. Da 

2 1 . d f ' d "> 2d ' (d 1) do p * e m :;::. ternos m. J = m. p • ,ç- m. p m. -r m. + logo 

m.j > m.d +me então m.j ~d + m + 1, com isso pm+d+l; (pm.ui)j; 

como p r-dI (~r) obtemos 

(1.22) pm+r+1/ (3J· (pm.ui)j r para 2 .t; j < p , p f. 2 e m ~· 1 

d d Dado p = 2 temos m.j = m.p .f ~m.p 4-m.(d+l). Sem ~2 

temos m.d + m Çd + l + m, ou seja, m.j :P m + d + 1 e então 

Pm+d+1 I (p m .ui)j; r-d (pr) como p I j obtemos 

(1.23) r+m+ 1 I ( p~') ( m ) j 2 

"" 
j < r 

2 ) 2 P j . P . ui para p ' 
p = c rn 

No entanto, se m = 1 e p = 2 nao podemos afirmar que 

d m.p ~ m + d + 1; basta tomarmos m = d = 1 e encontraremos 2 < 3. 

r (p~ m j Dado j = p temos j)" (p .u
1

) = Para p /::. 2, 

pr > 2r ?-r + 1, ou seja, pr :>r + l, logo pr > r + 2 e consequen-

r 
temente m. p ;r m. (r + 2) ; corno m ~ 1 e r ::Y 1 obtemos 

r m.r + z.m ::>r+ m +L portanto m.p :) r+ m + 1. Concluímos então 

que 

(l. 24) se p 'f 2 

Dado p = 2, pr ~ r + 1 logo m.pr ~ m. (r + 1). Se m :) 2 
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então m.(r + 1) == m.r + m::;:;.. 2.r + m ?-r+ 1 + rn, portanto 

se p = 2 e m :? 2 

Concluindo, se p é um número primo diferente de 2 as re-

lações (1.22) e (1.24) nos asseguram que m+r+ l; (pt\ ( m ) j pa-
p j r p • ui 

ra todo m 1::- l e 2 ~ j ;:S pr de modo que m+r+l; (- (Pr) ( rn ) j p '-- J. • p • ul. 
j.:,~. 

e {1.21) é verificada. Se p = 2 as relações (1.23) e (1.25) nos 

r ( ) m+r+l :F l' m · 
asseguram que p I L P • (p • u.) J 

' hl J l 
desde que m ~ 2 e então 

(1.21) é verdadeira param ~ 2. 

Cabe aqui salientar que a igualdade 
z 

(l.l4):a P= 1 

so é válida para p = 2 quando m ~ 2, visto que para m = 1 a afirma 

çao Al} nao é verdadeira (basta tomarmos 3 mod 8;. v 2 (3- l) =me 

i-m m = 1, i = 3 e o(3 mod 8) = 2 P 2 ) e Al) é fundamental para a 

prova de (1.14). 

A2) 
i-1 Claramente K1 possui p elementos; a partir de Al) para to-

dou e Z, com (u,p) = 1 1 o elemento (l + p.u) Inod pois 

vp(p.u} = 1, logo <(1 + p.u) rnod p
1> gera um subgrupo cfclico de 

K1 com o mesmo número de elementos de K. , 
' 

i Ki = <(1 + p. u) mod p >, consequentcmente Ki 

tivo cíclico. 

A3) Seja b (bi mod i 00 = p )i=l e 1 + mz p p o que 

vp(b - l) = v ~ m. vemos que (bi mod p1 ) e K. 
" 

o(bi rnod p1 ) - 1 se i~ v e o(b1 mod pi) = p 

quer caso o(b. 
" 

mod pi)/ i-m 
visto que p v ~ m; 

portanto 

-e um grupo multiplLc;:=: 

implica em 

e por Al) 

i-v 
i > v; em qua_l se 

no entanto provamos 

em 1\2) que K1 é um grupo multiplicativo cÍClico c os subgrupos ele 
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um grupo cíclico -sao ordenados por inclusão de modo que se 

o(bi rnod Pil I i-m 
o(ai mod pi) i-m 

então p e = p 

bi mod i e <a. mod pi> isso e xis te e N tal p e com s. que 
~ ~ 

bi mod i 
(ai mod pi)si. p = 

Dando prosseguimento provaremos os últimos resultados 

desse parágrafo e com eles encerraremos o estudo de números p-âdi-

* cos~ Exibiremos a seguir isomorfismos de grupos relacionados a z2 

* e zp para p * 2. são eles: 

* (1.26) Zp ~ Zl(p-l)Z x (1 + pZP) se p :& 3 

tl.27) 

Para demonstrar esses isomorfismos alguns resultados se-

rao necessários: 

(1. 28) Dados os conjuntos A , B , C e os homomorfismos de grupos 

f;A--~B e g : B ---~~ C, a sequência A-
f g 

•B - .. ~,.c é cha-

mada sequêncin exata se f é injetiva, g é sobrejetiva e o conjunto 

imagem do homomorfismo f é igual ao núcleo do homomorfismo g (isto 

é, Im f= Ker g). 

(1.29) LEMA: Seja B um grupo e p : B-·-····--··>B homomorfismo de gru-

2 pos multiplicativos tal que p ~ pop = p. Então: 

(a) Im p ~ { x € B I p (x) = x} 

(b) Ker p n Im p = { 1 } 

(c) B ~ Ker p ® Im p 
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PROVA: (a) Se x e Im p então existe y e B tal que p(y) ~ x logo 

p{x) = pop(y) = p
2 (y} = p{y) "" x, assim se X e Im p, p(x) = x, PC!, 

tanto lm p c {X e B I p (x) = X). Por outro lado se 

X e {x € B I p{x) = X} é fácil observar que X e Im p; com isso 

{x € B I p(x) = x} C Im p e combinando essa inclusão com a inclu-

são anterior obtemos Im p = {x e B I p(x) = x}. 

{b) Se x e Im p, por (a) temos p(x} = x; se X € Ker p 

então p (x} = 1, logo se X € Ker p n lm p temos p (x) = X ""' 1, por-

tanto Irn p n Ker p = { l }. 

(c) Ker p X Im p = {x.y I X e Ker p ' y e Im pl. Desde 

que B é um grupo multiplicativo e p : B ·-···)>- B é homomorfismo de 

-1 
grupos, dado z e B, p(z) € B possui inverso p(z) em B, 

qualquer que seja z 6 B, z = z.l = z.(p(z)- 1 .p(z)) 

assim 

-1 -1 = (z.p(z) ).p(z). Notemos agora que p(z) ~ p((z.p(z) ).p(z)) -· 

-l 2 2 -l = p(z.p(z) ) .p (z), mas p (z) = p(z) logo p(z) = p(z.p(z) ) .p(z) 

-1 - -1 consequentemente p(z.p(z) ) = 1 e entao z.p(z) e Ker p; desse 

modo z = (z.p(zí" 1 ) .p(z) com z.p(z)-l e Ker p e p(z) e Irn p, por-

tanto z e Ker p x Irn p e com isso B C Ker p x Im p. Por outro la-

do, desde que Im p C B e B é um grupo multiplicativo, para todo 

x.y e Ker p x Irn p temos x.y e B, assim B = Ker p x Im p. Para 

que essa soma seja uma soma direta é necessário que 

Ker p n Im p = { l }, mas essa igualdade já foi verificada em (a), 

portanto B nJ Im p ® Ker p. • 

(1. 30) PROPOSIÇÃO: Dada a sequência exata de grupos abelianos 
f g 

1 ~A _...,. B -------)'C --"l>-1 se existe h c~ n, h homomorfismo 



de grupos t;ll que gnh = id c 

B " A ® C. 

onde ide c a função identidade 

PROVA: Seja p ! B _ __, B com p = hog; p 2 = pop = (h.,g) o{ht.g) 
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então 

= 

= ho(goh)og mas por hipóte;e goh = ide de modo que pop = hog = p. 

Com isso p satisfaz a propriedade (c) do Lema (1. 29), logo 

B = Ker p ® Im p. Como goh = ide' claramente h é um homomorfismo 

injetivo pois se h(x) = h(z) então x = goh(x) = goh(z) = z, assim 

g(x) = 1 se e somente se hog{x) = 1 = p(x) e então Ker p = Ker g. 

Pelo fato de f ser injetiva temos Irn f '.:!:! A; pela definição de se

quência exata Im f = Ker g = Ker p, portanto Ker p !!:." A. Po.r outro 

lado se x e Im p então p(x) = x = ho(g(x)), logo x e Im h e se 

X e Im h então existe y e C tal que h(y) =X logo p(x) = poh(y) 

= (hog)oh(y) ~"" ho(goh(y)) mt:ts goh =ide, assim ho{goh{y)) = h(y) 

de modo que p(x) = h(y) = x, então x e Im p, portant.o lm p = Irn h. 

Como h é injetiva temos Im h ~ C, logo Im p :::! c e portanto 

B;:::: Ker p®Im p ':::! A@C. • 

(l. 31) LENA DE NEWTON: Dado K um corpo completo com respci to a va

lorização não arquimediana I I e V o anel de valorização associa

do, seja f (:x) um polinômio com coe.fic.icntes em V. Suponhamry:; que 

f (x) tem coeficiente lÍder igual a L Se existe um a
1 

e R tal que 

lf(a1) I< l e I f' (a1 ) I = l (f' é a derivada usual), entaõ a se

quência a
2 

= a
1

- f(a
1
)/f' (a

1
) , a

3 
= a 2 - f(a

2
)/f' (a

2
) .....•.•.. 

converge para uma raiz a e v de f (x) . 

PROVA: Introduction to p-Adic Numbers and Valuation Theory 
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Geoge Bachrnan 'l'heorem 4. 1 

* a Para verificar (1.26)' seja i : 1 + pZ .. z 
p p 

função identidade * * * e Tf: z (Z/pZ) a projeção de z ern sua p p 

primeira coordenada, ou se·ja, dado 

TI(a) = a1 mod p. Provaremos que a sequência 

. * 1T * pZ _,_, Z --'f (Z/pZ) -·-lo 1 é uma sequência exata 
p p que 

satisfaz as condições da Proposição (1.30). Claramente i é um ho-

momorfismo injetivo e TT é um homomorfismo sobrejetivo~ Para verifi 

car que Ker lT = Im i notemos que 

Ker * e z 
p I a 1 ~ l mod p} e isso ocorre se 

e somente se a e 1 + pZP = Im i, portanto Ker 1f = Im i. Vemos en-

tão que a scquência é exata. Para que a scquência exata S<Jtisfaça 

as condições da Proposição (1.30) dcvmnos exibir um homornnrftsrno 

* h : (Z/pZ) ---> * z tal que llOh = id ( onde id é a .funçiio identi-
P 

dade) . Utilizando o Lema de Newton verificamos que o polinômio 

P(D) :;: oP- 1 - 1 pode ser fatorado comple-tamente em 

() 
1
lj e raiz de P(D) 

p-

) 
1 

= (x. mod 
p- l. 

para todo j e z, então 

* z . 
p' 

* e z . 
p 

como 

Seja 

então 

TTCrp-l) = x
1 

mod p. Provaremos em {1.32) que x 1 mod pé qorndor 

* * de (Z/pZ) temos portanto um isomorfismo entre <)p-l> c ( Z/pZ) 

h((x
1 

mod p)j) = 

Troh( (x
1 

mod p) j) 

tanto 1Toh "" id. 

* * ( Z/pZ) ---> Zp, 

() 
1
)j. Claramente h é um homomorfismo 

p-

= (x1 mod p)j qualquer j e z c 

e 

por-

i * lT * Notamos assim que 1___,. 1 + pZ ---·• Z ---'--~(Z/pZ) 
p p 

* satisfaz a Proposição (1.30), logo z - (1 + 
p 

pZ ) X (Z/pZ) 
p 

* c con-
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cluimos a prova de ( 1. 26) . 

* (1.32) Para provar gue x 1 mod pé gerador de (Z/pZ) observemos aue 

a ordem de rp-1 = (xi mod i "' P I. l 1-
igual a p-1; deste modo pa-

ra todo i temos ou 

equivalentemente, 
p-1 i ( :x:. ) ·- -;:;; 1 mod p . Suponhamos 

1 
que 

o(x
1 

mod p) = k < p-1, isto é, (x
1
)k;;: 1 mod p; como 

* o(Z/pZ) = p-1, temos p-1 = k.t para algum t 8 Z+, t ç. 2. No Lema 

{1.2) provamos que x
5 

; xr mod pr para todo s )-r, 

r 
rnod p ; 

logo 

portanto 

(x )k = 1 mod p e 
s 

- ( I k entuo x
5 

= 1 + p.b para algum b e Z. Por outro 

lado, 

(x 1p-1 = (x 1k.t 
s s 

t s 
= (1 + p.bl = l mod p ; 

t ' 
= ?:- (~)· (p.bl J 

J~(l J 
= 1 + p.b. t(~)- (p.bl i- 1 = 

J"~ J 

então 

t 
(l + p.bl = 

= 1 + p.b. {t + .L (t) j-2 p.b. ?-- .. (p.bl· I. Como 2 
J•l J 

<. -t < p-1 < p, claramente 

p/u, onde u = t + o.b. ±_(t)· (p.b)j-
2

• Obtemos 
•· ;jo1 J ~ 

assim 

(1 + p.b)t = 1 + p.b.u s 1 mod p 5 c desde que (u,p) = l, a congrucn-

c ia ocorre se e somente se ps-1/b, ou seja, b 
s-1 = p .w com w e z ' e 

'então (x ) k l + p.b l + s conscqucntcrncntc (x ll: .L mod G 
~ = p . w' - p 

s s ' 

modo o(x rnod 
5 _,; de gue P I s k < p-1 para todo s e Z+, po.rtanto 

o(jp_ 11 = k -- o(x
1 

mod p) e chegamos ao absurdo; assim 

* * o(x1 mod pl = p-1 - o(Z/pZ) e então <xl mod p> ( Z/pZ I . 

* Para verificar (1.27), observemos que z 2 ""'z 2 - 2Z 2 ; com 

* isso chegamos a z2 = 1 + * 22
2

, ou seja, z
2 

~ 

seja 
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1---'> l + í g + 4z
2 

__ _, 1 + 2Z 2 -"-->{-l}~l uma sequência com i= 1-

dentidado; dc1do x = (xi mod 
·L oo 

2 ) . 
l=l 8 1 + 2~ 2 dcfinilnOS y(x) ~ 1 

x
2 

:::: 1 mod 4 e g(x) = -1 se x
2 

= -1 mod 4 (isto é, 

Claramente i e g são homomorfismos; além disso 

Im í = 1 + 4Z
2 

= ker g poiS x e ker g se e somente se q(x) = 1 eis-

so ocorre se e somente se x e 1 + 4Z 2 ; concluímos então que a seque_!2 

cia é exata. Se]· a h : {±!} __ ___. 1 + 2Z tal que h(l) - (l mod 2j_) <:P 2 . - . i~l 

e h(-1) ~ (-1 mod 
i ~ ~ 

2 )i=l' Claramente h e um homomorfi.srno e 

. 00 

goh = id (pois goh(l) = g( (l mod 2
1

) 1 ~ 1 ) ~ 1 e 

goh 1-l) ~ g I ( -1 mod portanto pela Proposição (1. 30) temos 
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§ 2 Construção do Critério 

Esse parágrafo tem por objetivo demonstrar o Teorema 

(2.11) que na prática é o resultado mais importante desse traba-

lho, isso porque tal Teor:e'ina nos fornece um critério que decide se 

um numero inteiro é primo ou não. Para sua aplicação sao necessa-

rias algumas condiçÕes que envolvem números iriteiros p-âdicos e 

funções caracter, no entanto deixamos a análise da validade dessas 

condições para os parágrafos seguintes. 

Explicitaremos agora. rêsultados que serao utilizados no 

Teorema {2.11). 

( 2. 1) Seja q um numero primo e C o conjunto dos NÚmeros Comple-

* xos. Um caracter X módulo q e um homomorfismo de grupos de (Z/qZ) 

* em C • A imagem de X está contida em Uq-l que denotará o conjunto 

das raizes (q-1)-ésimé!s da unidade. 

Uma função caracter pode ser vista como uma função de Z 

em C se definirmos X (a) "" X (a mod q} p.:::n;;;:~. todo a e Z 

X (O rnod q) = O. 

Notando que q é um numero primo, o anel Z/qZ é na verda-

de o corpo F 
q 

co de ordem q-1. 

(Z/qZ) * é o grupo multiplicativo * F 
q 

que 6 cícli 

As proposições que vem a seguir nos fornecem alguns re-

sultados sobre caracteres. 

(2.2) PROPOSIÇJ1Q: O conjunto de todos os caracteres módulo q forma 

um grupo multiplicativo cíclico denotado por X e isomorfo a U 1 . 
q q-



PROVA: 

q-1-ésima primitiva da unidade e g é gerador de 

ter módulo qi mais ainda, X é um isomorfismo entre * F' 
q 

i to que associa a cada g * e F q 
o elemento r i 1 

q- de U q-1 

-e um 

e U 
1

, 
q-
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raiz 

carac 

vis-

Claramente 

X gera um grupo multiplicativo cíclico de ordem q-1 formado por 

i / ' / 2 > b" - -X , O ""' ~ :::,. q- • X tam em e caracter modulo q para 

O ( i ( q-2, portanto 

que q-2}, seja 

q-2} C X 
g 

Para 

'l'ex talque'P(g) 
q 

algum h e Z; o Algoritmo de Euclides nos assegura que 

todo 

concluirmos 

para 

existe 

i e Z, O<{, i ( q-2 tal que h= i mod (q-1) de modo que 'i'= Xi e 

portanto lr € {x 1 : O ~ i ~ q-2}. Provamos assim que Xq é um grupo 

cíclico de ordem q-1. Por outro lado Uq-l também é um ~rupo cícli

co de ordem q-1 e dois grupos cíclicos de mesma ordem são isomor-

fos. Nesse caso o isomorfismo pode ser obtido por 

'f: X -->U 
q q-1 

com 'I'(X1 ) = 

(2.3) PROPO~IÇhO: Sejam x,y e 

então x = y. 

* F • q' 

para todo i e N~ a 

se 'f'(x) = lfl {y) para todo 'P e xq 

PROVA: Se tfl(x) = if(y) para todo !f e X , em particular a igualdade 
q 

vale para X o gcrüdor de )( 
q' ou scju X ( ") -- X (y) ' oi n;r.'! rvcmon que 

-1 - * 'i'(x. y ) = 1· no entanto X e um isomorfismo de F' em u q-1, portan-
' q 

-1 
1 to x(x.y ) = se e somente se X = y. • 

Seja a decomposição de q-1 em fatores primos dada por: 

( 2. 4) q-1 com k(p) ~ v (<j-l) 
p 



* Para cada primo p com k (p) ?--- 1, seja X k: F 
p q 
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• tal que Xpk(g) = Spk, onde O ~ k ~ k (p), g é gerador de Fq e J k 
p 

é raiz pk-ésima prilnitiva da unidade. Para verificarmos que 

k 
um caracter módulo q de~ ordem p , basta tomarmos j = (q-1) I 

X k e 
p 

k 
p ; as 

sim X k(g) = J k = 
= e I 21fi/ (q-1)). (q-1) /pk = I2ITi/ lq-1) ).j 

e p p 

21Ti/ I -1) . 
porém (e q i J '''' 

partir daqui X k sera denotado por X p p,q 

portanto X . q 

Apresentaremos agora um con~unto de geradores de X que 
q 

será mais apropriado. Seja 

I 2. 5) Y = (x 
q p,q 

p primo , p/(q-1)} 

(2.6) PROPOSIÇÃO: Yq gera o grupo Xq. 

PHOVA: Jii provamos que X é um grupo multiplicativo clclico 
--- q 

iso-

r morfo a U 1 e gerado por x, logo para todo r e Z, (r,q-1) = 1, x 
q-

também é gerador de X • Desse modo, para provar que Y gera X bas 
q q q 

r 
ta construir algum X com (r ,q-1) = 1 a partir de wultiplicações 

t 
de elementos de Y . Seja JTx o produto de todos os caracteres q l.o:l p.,q 

.L 

do conjunto Yq e r = i: (q-1)/pk(pi) onde k(p.) = v lq-1). Para 
i~l ~ ~ pi 

cada p primo com p./(q-1) já verificamos anteriormente 
1 

lq-1)/pk(pi) - ( -'· lq-1)/p k(pi) 
-· x 1 entao 11x = ,D,x i 

l~l pi ,q 

absurdo, seja (r,q-1) ""' d com d:t::l, de modo que existe 

que 

Por 

algum 

pw/(q-1) tal que pw/d e portanto pw/r. Obsex·vemos que 

r = ,t, (q-1)/p/(pi) =,f TI p/(pj) pois q-1 = ITP/(pi), assim 
,., 

.f- ,<, p .k lpl. l -- -r'r p .k (pl.). como d d r - L. 1 \ Pw comparece em t.o os os pro u-
i d j•l. J s •l J 
jow j:t.i j~W" 

tos do primeiro membro da igualdade e pw/r verificamos que 
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t t I ( ) 
Pwl (r - L lT p,-;: Pj ), mas p nao divide o segundo membro da 

i ,t j.l J w 
:\.tWj,o.i. 

igualdade e chegamos a um absurdo; logo (r ,q-1) = 1 e X r obtido a 

partir do produto de elementos de Y gera X . • q q 

Dando prosseguimento provaremos a Proposição (2.8) que 

estabelece um cri tê rio para a validade da seguinte cond.ição: 

(2.7) at s 1 mod s para todo a € z, com (a,s) = 1 

Para cada número inteiro positivo t, definiremos 

e(t) = 2 se t for Ímpar e e(t) - 2.l·l·qvq(t)+l 
~ se t for par. 

'l r<'"'~' 
fq·lltt 

(2.8) PROPOSI_çÃO: Sejam s,t inteiros positivos com s / l. A condi-

ção (2.7) é válida se e somente se s/e{t}. 

PROVA: Faremos a prova primeiramente para t ímpar~ Se a condição 

( 2. 7) vale, temos t 
l mod todo e z ' {a, s) 1; a s para a = em par--

ti cu lar para a = -1 temos (-1) t = -1 -· 1 mod s' então 2 - o mod s; 

desde que, por hipótese s * 1, tal congruência ocorre se e somente 

se s = 2, portanto s/e(t) visto que por definição e{t) -· 2. Hccí-

procarnente se s/e(t) com e(t} = 2 temos s = 2 pois s :F 1; então to 

do a € Z que satisfaz (a,2) = l é ímpar, de modo que at também e 

t ímpar e consequcntcmcntc a :;:; 1 mod s. 

Seja agora t um número par. Assumamos inicialmente que 

m 
primo :;tl. se for Ímpnr ;;; 2 cnti:io s = q com q e m q ou m o grupo 

(Z/qmZ) * m-1 
e cíclico de ordem (q-1) .q 

' assim se a condição ( 2. 7) 

é satisfeita, em particular a congruência acontece para g e N onde 

m- (/m)* - t g mod q e gerador de Z q Z ; obtemos entao g _ m l mod q , de mo 

m-1 
do que (q-1) .q /t; consequentemente (q-1)/t e v (t) ?- m-L Note

q 
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mos entretanto que e(t} = 2 lT v (t)+l 
l'l lJ/t q q e que v (t) + 1 ) m, 

q 
assim 

m
1

v(t)+l m , q q q e como s = q , claramente s/e(t). Reclprocamente se 

qm/e(t) 1 da própria definição de e(t) observamos que (q-1)/t e 

m-1 m-1 q /t pois vq (t) + 1 ~ m; como (q,q-1) = 1 temos (q-1) .q /t e 

concluímos que t é um múltiplo da ordem do grupo (Z/qmz)*, portan-

t l1l - -to a _ 1 mod q para todo a e z com (a,q) = 1 e entao a condiçao 

(2 7) ' f 't m . e sat2s e~ ·a para s = q , 

Analisemos agora o caso q = 2 e rn ~ 3. Se a condição 

t m (2. 7) é satisfeita ternos a ::: mod 2 para todo a € Z, {a,2) = l. 

m * , m-2 m-2 
Sabemos contudo que (Z/2 Z) ~ (Z/2Z) Q9 (Z/2 Z) onde Z/2 Z e 

m- 2 m- 2 
ciclico; assim existe c mod 2 € Z/2 z com ord8In iguul a 

e isso implica na existência de b rnod 2m e (Z/2mz)* também com or-

d 2m-2 
em ; 

t m -2 logo, b s 1 mod 2 de modo que 2 /t e 

v
2

(t) ~ m- 2. Desde que e(t) l1 
v (t)+1 

= 2. q q , temos 
!9:-l\ft 
qpu~<l 

então 

mas v
2

(t) + 2 ?--mo que implica em 2m/e(t) portanto s/e(t). necí-

procamente se m m v (t) +2 2 /e(t) notamos que 2 /2 2 , logo v
2

(t) + 2 

- m-2 e entao 2 /t. :(:; fÕ.cil observar entretanto que qualquer elemento 

do grupo (Z/2mz)* tem ordem divisível por 2m-Z de modo que 

m-2 2 1 d 2m a = mo para todo a € Z, (a,2) = 1. Como t é múltiplo de 

m-2 t m t 2 claramente a ':::' 1 mod 2 , isto é, a :.:- 1 mod s para todo 

a e Z, (a,s) :::: 1. 

Finulmentc seja s Se u condição {2. 7) é satis-

t 
feita temos a = 1 mod s, logo at = 1 mod q.mi para todo 

" 
1 ~ i.{. f. J'á verificamos no entanto que para at,;;: 1 mod q

1
mi 

i, 

te-

mos qimi/e(t), conscquentemente s/e(t). Reciprocamente ~:;e s/e(t) 

provamos que a t ::::: l mod q. mi para todo i, l ~ i ~ f e portanto 
l 
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1 mod , at ou seJa, _ 1 rnod s. • 

A seguir, para efeito de completude do texto enunciare-

-mos um teorema e um lema que serao utilizados na prova do Teorema 

(2.11). 

(2. 9) TEORE"P-1A CHINf':S DE RES'TOS: Dado o sistema de coníJ.ruências 

a mod m 
n n 

se (m. ,m.} 
l J 

- 1 para i 4=- j então o sisterrw tem solu 

çao única. 

PROVA: Oscar Zariski e Pierre Samuel - Commutative Algebra 

Volume I - Capítulo V - Teorema 17 

(2.10) LEr-1A: Seja q um número primo e a e Q com a_ 1 mod q e 

aq-1 = 1 m -- mod q então a-~ 1 mod gm. (Dt-Hlo a e Q, a"" m/n com 

m,n e z, (n,q) ::::: 1, definimos a mod q = m mod q. (n mod q)- 1 ). 

PROVA: Seja a = 1 + q.x/y com x,y e Z, (y,q) = 1; com isso 

aq-l = ((y + q.x)/y)q-l = l + (l/yq-l).z(q~ 1 ). (q.x) 1 .yq-l-i, logo 
i.,l l 

a q-1 _ 1 = ( , q-1) ( ( 1) q-2 ~cl(q-1) ( )i-2 Cj-1-i q. X; y . q - . y + X. q. ;.. i . 'J• X • y ). ,., 
Notemos que q/((q- 1).yq- 2 + x.q.~(q~ 1 ).(q.x) 1 - 2 .yq-l-i); assim 

]."1. ~ 

v (aq-l - 1) = 
q 

q-1 v (q. x/y ) 
q 

= l + v (x) pois v (y) = O. Observemos q . q 

no entanto que 
q-1 m 

a _ l mod q o que implica q-1 em v (a 
q 

- 1) ~ m; 

m-1 rn-1 assim 1 +v (x) ç m, portanto q /x, isto é, x = q .s onde 
q 

- m s € Z. Temos cnta.o ;t = 1 + q.x/y = 1 + q .s/y corn (y,q) = 1, conse 

rn 
quentemente a = 1 mod q • • 
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Finalmente chegamos ao Teorema {2.11). As condições 

(2.12) e (2.13) que assumiremos nesse Teorema serao discutidas de-

talhadamente nos parágrafos seguintes. 

(2.11) TEOREI\1A: Sejam t e s inteiros positivos satisfazendo 

t 
a ~ 1 mod s para todo a e Z, (a,s} = 1 e seja n um inteiro sa-

tis fazendo n > 1, s > vn e (n,s.t) = 1. Escrevemos y ~ v y 
S q}s g 

com Y ={X : p primo, p/(q-1)}. Assumimos que qualquer 
q p,q 

primo 

p/t satisfaz a seguinte condição: 

{ para qualquer r di viso r primo de n existe l (r) e z tal 
( 2. 12) p p 

p-1 p-l l (r) 
l + pZ . que r ~ (n I p no grupo 

p 

Assumimos além disso que qualquer X € Y satisfaz a seguinte con
s 

dição: 

-para qualquer r divisor primo de n nos ·temos 

(2.13) X(r) ~ X(n) 1p(r) com lp(r) corno em (2.12), onde p e tal 

que a ordem de X é potência de p. 

Então para qualquer r divisor de n existe i e {O,l,2, ... t-1} tal 

i 
que r = n mod s. 

Antes de procedermos a demonstração do teorema faremos 

algumas observações a respeito de seu significado. A part1r dG to-

das as condições satisfeitas o teorema nos assegura que para todo 

divisor r de n existe i e {0,1,2 .•.. t-1} tal que r= n
1 

mod s. Po-

- i demos entao calcular n· mod s e em seguida verificar se r e divi-

sor de n. Se os únicos divisores encontrados forem r = 1 e r = n 

então n é priiUOi caso contrário n é compos·to. 
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Um aspecto que deve ser lembrado é o tempo que se leva 

para computar ni mod s com i e N, O-( i .!{ t-1, contudo essa comp~ 

tação pode ser feita rapidamente pois o t pode ser selecionado bas 

tante pequeno em relação a.k n. Sua seleção pode ser feita através 

da Proposição (2.8); por exemplo, para. testar n da ordem de 10 18 é 

suficiente gue t sc:\a igual a GO c para testar n da ordem de 10 100 

basta utilizar t = 5.054. 

Outra observação que faremos aqui embora irrelevante pa-

ra a demonstração do teorema nos parece interessante para a sua 

aplicação: esse teorema, que na verdade é um teste de primalidade, 

só é utilizado quando n e provavelmen·te primo, ou seja, antes de 

aplicá-lo n é subme-tido a testes de primalidade mais simples que 

revelam rapidamente, na maioria dos casos, se n é composto. 

PROVA DO TEOREMA (2.11): Pelo fato da demonstração desse teorema 

ser extensa ela será dividida em algumas etapas. Observamos entre-

tanto que durante toda a prova consideraremos apenas os divisores 

primos de n e somente no final vcrificuremos a validade do;J rcsul-

tados obtidos para os divisores genéricos de n. 

A primeira etapa que vamos executar consiste em provar 

que para cada r divisor primo de n existe um numero inteiro l(r) 

tal que X (r) =X (nl(r)) qualquer que seja X e Y . 
p,q p,q p,q s 

Seja P o conjunto de todos os divisores primos de t. Pa-

ra cada p e P existe um número inteiro h{p) suficientemente grande 

tal que 
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(2.14) h (p) ;, max {max {v 
p (q-1): q/sh v (s)} p 

' Seja l (r) um numero inteiro tal que p 
' mod ph(p) ( 2. 15) 1p (r) - 1 (r) onde 1p (r) é dado na 

p 
condição 

(2.12). 

Pelo Teorema Chinês de Restos: (2.9), existe l(r) e z 

tal que 1(r) s 1~(r) mod ph(p) para todo p e P e então por (2.15) 

obtemos 

(2.16) l(r) = lp(r) mod ph(p) para todo p e P. 

Seja Uph(p) o grupo das raizes ph(p)_ ésimas da unida

de; claramente Uph(p) é um grupo abeliano finito de ordem potên-

cia de p; dados ~ e Uph(p) e i "' 
p ) i=l definimos 

no §1 ( conferir (1. 4) ) o elemento >a como !am para m suficiente 

mente grande; concluímos então que 
l (r) 

$ h\ ) = p p 

1 (r) 
}; h ( ) 

p p 
pois 

1(r) s lp(r) mod ph(p). Utilizando agora a condição (2.13) temos 

X (r) 

No entanto X p,q 
* F __ _, 

q 

vp(q-l) = k(p) ~ h(p) de modo que X (n) eU h(p) e p,q p 

visto que 

então 

X (n) 1p(r) =X (n)l(r) · observemos entretanto que l(r) e z p,q p,q , e 

que X é homomorfismo., p,q consequentemente 

X (n) l(r) =X (nl(r) J' 
p,q p,q ou seja, 

X (r) =X (nJ 1p(r) =X (nJ 1 (r) =X (n1 (r)) para 
p ,q p ,q p ,q p ,q todo 

X e Y , portanto X(r) 
p ,q s 

= X(nl(r)) para todo X e Y
5

. 

Dando prosseguimento, o próximo passo será provar que p~ 

ra cada primo q fixado, se q/s temos 

(2.17) r= n1 (r) mod qm(q) onde m(q) = vq(s) 
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Se m(q) = 1 a congruência anterior será facilmente verifi 

cada pois X(r) = X(n1 (r)) para todo X e Y
8 

e Y
8 

gera x
9 

de modo 

que ~{r) = ~(nl(r)) para todo~ e Xq; no entanto provamos na Prop~ 

• sição (2.3) que dados x,y e F se 'P (x) ='f' (y) para todo 'f' e 
• q 

tão x = y, portanto 

(2.18) r : n 1 (r) mod q 

e a congruência (2.17) é satisfeita. 

Se m(q) > 2 provaremos que rq- 1 : (nq-1) 1 (r) mod qm(q) e 

'd t ' - 1 (r) · t' f em segu~ a cons ru1remos a = r;n que va1 sa 1s azer a congru-

ência a ::::: 1 mod q. A partir das duas congruências obteremos (2.17). 

Utilizando (2.14) temos h(q) > v
9

(s); então 

x e N; assim 

> m(q) - 1 de 

1 h(q) 
(nq- ) q 

modo que h(q) = m(q) - 1 + x 

1 m(q)-1 x 
= ((nq- )q )q. Notemos no 

com 

entanto 

que a ordem do grupo (Z/qm(qlz)* ª (q-1).qm(q)-1 

n(q-1).qm(q)-
1 = 1 mod qm(q) e então 

( 2. 19) 
q-1 qh (q) 

(n ) = 1 mod qm(q) 

Por (2.16) temos l(rl = 1
9

(r) mod qh(q), 

lq(r) = 1(r) + qh(ql.y com y e z
9

; dai 

h (q) 
(Z.ZO) (nq-1 119 (r) = (nq-l)1(r). ((nq-l)q )y 

Por (2.19): 
q-1 qh(q) 

(n l = 1 mod qm(ql e 

1 h(q) 
(nq- )q pode ser visto como um elemento de 1 + 

zq-módulo (conferir (1.16)) de modo que 

também é um elemento de 1 + qZq para todo y e z
9

. 

De (2.19): 
q-1 qh (q) 

(n ) = 1 mod qm(q) 

h(q) 
((nq- 1)9 )y = 1 mod qm(q) e a partir de (2.20) 

portanto 

isto é, 

então 

qZq que é um 

q-1 qh(q) y 
( (n ) ) 

obtemos 

encontramos 



34 

Observemos agora t e s. Por construção t e par; recorren-

do a Proposição (2.8): s/e(t)r lembrando que v (s) = m(q) 
q 

e(t) = 2.1Tqvq(t)+1 verificamos que qm(q) /e(t), 
l<t:lyt; • assim, se 
qp~l ..... 

claramente q/t e se q * 2, qm(q) jqvq(t)+1 e 

e 

q = 2 

então 

2 ~ m(q) ~ vq(t) + 1, portanto vq(t) ) 1. Conc;ulmos dai que se 

m(q) ~ 2 então q/t e por hipótese q está nas condiçÕes de um número 

primo que satisfaz (2.12), logo para o lq(r} usado na condição 

q-1 (2.12) temos r = (nq-l)lq(r) em 1 + Z S b tit i d esse valor q q' u s u n o 

em (2.21) obtemos 

(2.22) rq-l ; (nq- 1)l(r) mod qm(q) 

Seja agora a :;: -l(r) € r. n zq. 

Em (2.18) obtivemos r= nl(r) mod q, mas l(rl e Z e 

(n,q) = 1, assim nl(r) € Q e nl(r) mod q e Z/qZ; observemos no en-

tanto que (r,ql = 1 de modo que r $ O mod q e então 

nl(r) ~O mod q o que implica em nl(r) mod q e (Z/qZ) *, logo 

l(r) - -l(r) n mod q possui inverso em Z/qZ, entao r.n s 1 mod q ou 

equivalentemente 

(2.23) a = 1 mod q 

Por outro lado, desde que (q,n) = 1 e 1 (o;) , q - 1 e z, 

(nq-l)-l(r) rnod qm(q) e (Z/qrn(q)Z) • e a partir de (2.22) obtemos 

ou equivalentemente 

(2.24) aq-l = 1 mod qm(q) 

Combinando (2.23) com (2.24) obtemos do Lema (2.10) a 

congruência a : 1 mod qm(q), portanto r = nl(r) mod qm(q) e (2.17) 



35 

estâ provado para todo q divisor de s. 

Como m(q) =v (s), s = lTqm(q) temos 
q 'IJS 

r= nl(r) mod s. 

Por hipótese nt .= l mod s, e fazendo l(r) = t.x +i com x, i e z, 

e portanto 

r = n1 mod s com O ~ i < t. • 
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§ 3 V1abilidade do Cri ti~rio 

Como vimos no parágrafo anterior a aplicação de Teorernu 

(2 .. 11) depende da validade das lüpÕb:~ses (2.12) e (2.13)~ Nesse p~ 

rágrafo além de analisar~os algumas condiçÕes para que (2.12) ocoE 

ra provaremos também o Teorema (3.21) que nos dá condições para a 

valid.:tdc de (2.13) de modo <-t podcnnos utJlizar o 'J.'Qorcrnu (2.11) c 

-decidir se n e primo ou nao. 

Faremos agora algumas afirmações necessárias para o de-

scnvolvimcnto deste pt::u:.·5grafo, porérn algumz:ts provas serão omj ti-

das por tratarem de relaÇ;~Ões elementares de teoria de grupos, a-

néis c corpos. 

Seja tm uma raiz rn-ésima prim.i.tiva da unidudo. As raízes 

m-ésimas da unidade formam um grupo multiplicativo cíclico denota-

do por u gerado rJor l (conferir (2.2)). m' x: m 

Fixemos agora os primos q 1 p e também seja fix<J.do 

k tal que p /(q-1). 

* k e N 

seja 

K = Q(_) k,,t ) seu corpo de frações. Afirmamos que todo elemento de 
p q 

K tem representação Única com aij e Q. 

(3.2) Denotemos por B o subanel de K ·tal que B- A[ 1 ] - q . 

É fácil observar que um elemento de K pertence a B se e 

somente se os denominadores de todos os coeficientes aij são potêQ. 

cio..s de q. 
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Dado x € Z, x $O mod p, seja ú 
X 

K ----> K o autornor 

fismo tal q··ue cr (< k) ~ 
X 'p 

~ l . q 

G - ((f 
X 

k : 1 ~ x < p , x f O mod p/ e o grupo ele 

de K k * sobre Q()q) e G é isomorfo a (Z/p Z) . 

Seja zlcl o anel de grupo. 

* (3.3) Para u e B e c/. * definimos u e B 

- * Essas operaçoes de Z[G] sobre B satisfazem: 

( 3. 4) 
d. o( o( 

(u.v) = u .v 

(3.7) u 1 = u 

e fazem de B* um z[G1-rnódulo. 

Seja X * (Z/qZ) -~~-:>- < J k > função caracter de 
p 

Galois 

como 

ordem 

k * p 1 isto e, X(g) = Spk para g gerador de (Z/qt:) . Como já vimos no 

§2 a função caracter pode ser vista como uma função de Z em C se 

definirmos X(a) = X{a mod q) para todo a e Z e '<(0 mod q) =O; no 

-1 -l 
entanto se identificarmos X(il ) com X((u mod q) ) paro. 

a$- O mod qF podemos ir mais além e definir X(a- 1 ) = X(a)-l para 

todo a € z e (a,q) "" 1 pois todo elemento X (a} e < .\ k> possui in 
p 

verso 

(3.8) Dofinimos a Soma de Gauss 1'(X} associada a X como 

T (X) 

,_, 
' X ~LX(x).()). 
x~r q 

Claramente T(X) € A ZI J.· k J. L -- p ' q 
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Provaremos a seguir que 

(3.9) 1'(X) .T(X- 1 ) = X(-1) .q 

ut:ilizz:mdo o scguil1-Lc lcm~l: 

(3.10) LEHA: C\) 'l'(X) - X(-1) .'i'-(xf 

b) T(X) .T(X) = g 

cl 'l'(X) .'r(x) - x(-1) .q 

PHOVA: Para demonstrar a primciru parte do Lema denotemos por }r 

urna raiz r-ésima da unidade; tr ""' cos 2 .Tí/r + i. sen 2 .lT/r, de mo-

do que o seu conjugado r r é igual u c os 2 .lT/r - i. sen 2 .Tf;r; obte-

mos então :r .1 "" 1, louo ·r r ;; 

(3.11) )r 

Do resultado acima concluímos que X(xf = -1 X(x) para to-

* do x mod q e (Z/qZ) pois X (x) e / , k ''; t t ( ) ..... ) . no en ·nn TJ -x = q - x - q 
p 

(t )-x .. () )q-x 
q q 

de modo que -x ::: (q - x) mod q e daí obtemos e 

X(-x) = X(g-x), logo X(x)'= X(-l).X(q-x) e ent~o 

•.• 1 1 q ' 1 -- ,~· - -x - , - - q -:x 
1'(X) = L.X(x) • U ) - X(-1) .i.-X(q-x) • () ) · ; asfüm, fazon-

x.~l q ""'' q 

do troca de variáveis e reordenando a sornatória obtemos 

-1 'i·l -1 X 
T(X) = X(-1) .;[X(x) • () ) 

X>J. q 
-1 't.:} X 

-x(-1) .2 .. KTxT.()J" 
x_"l q e então ob-

temos T(X) = X{-l)- 1 .'I•Of), ou equiv.:tlcntcmcnte, 'l'(X) ""X(-1) .T.TXf. 

Para provar o ítem b) do Lema, sejam T(X) 

logo 

T(x).T"TxT %1 <r~l -1 a-b 
=L LX(a.b ). ()") . Para cada 

a"1 l•~l q 
b fixado seja 

-1 
c :::: a.b mod q, assim 

-1 
X(c) = X(a.b ) e a~ b.c mod q, logo 

c cnt3.o 
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b (c-1) 
= () J • , portanto 

g 

Analisando c :::: 1 encontrnrernos 

'1-..] 

X(1)./:l 
), •L 

= y - 1. ~aLemos no Cr1t0nt0 

't-I X 
L_ ( !q) = O vis to que ess.a igualdade corresponde a soma das 
x=o 

do polinômio P(Y) 
C[ -~ 'f-.1 ) X 

,:-- Y · - 1 cn tu o ; ( ) ~ -l 
, >t?l q =(l· )b.(c-1) = -1 pois quando b percorre 

h::l q 

* b. (c-1) mod q percorre (Z/qZ) para 

Das r c luçõcs acinw obtemos 

"' (3.12) 'r(X) .'l'(X) = q- 1- LX(c) 

cada 

* 

w = Í>J 

c '" l. 

c 

e z : 1 r; 

Seja agont g gerador de (Z/qZ) , onde g .= g mocl q 

* g e z, logo para todo c
1 

mod q :f:. c
2 

rnod q em (Z/qZ) 

2 tal que c 1 ·mod q 

" 

w ,.. 
·':;· q-1) 

para 

oxi s t.c 

de modo que l .. X(c) 
)·-: i 'if:J i = X(g) =L X(g) • Cluramen 

C' " .l i~o i,o 

k = O pois X(g) = )Pk. Como p /(q-1) temos 

logo ~X{g)i = ~~--~X(g) 1 +1.-L\(g}i + .••.•. +""·f1

x{g) 1 e 
1"0 ~-,o hp~ J.,t ..... -.'ttp~< 

k q - l :::: w.p , 

portem to 

)~x(g) 1 =O o que se deve ao fato de todas as somatórias 
"'"'"' 

serem 

iguais a O. Noturnos u.ssirn que 

1 ~ X(l) = X(g) 0 logo ~X(c) = -1. Substituindo o valor ucima 
c~z 

em 

(3.12} encontruroos 'r(X) .'l'{X) = q- 1- {-1) -~ q c assim provamos o 

item b). 

A purtir do u) e b) obtemos c) fucilmcnLc; por a) Lernos 

T(X) ~ X(-1)- 1 .T(X); substituindo T(X) em b) encontramos 

T(X) .T(X) = T(X) .X(-l)-l.1'(X) = q e então T(X) .'l'(X) = X(-1) .q o 

que prova o Lema. • 

t'o.ru. verificu.rmo~; que (3.9) é equivalente no ft:cm c) do 
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Lema (3.10), notemos que X= x- 1 e então T(X) .T(X) = X(-1) .q equ~ 

vale a 'I'(X) .T(X-
1

) = X(-1) .q e a igualdade (3.9) está demonstrada. 

Nosso próximo pusso será. provar o Lr:rna (3.13) cujo coro-

lário scr5. utilizado na demonstr.:1ç2io do 1l'ooroma (3. 21). 

(3.13} LEMA: Se n c um numero primo cmti;o 'I'(X)n-o-n ""X(n)-n mod nn. 

n-IJ 
PROVA: Para chcciJ.r que 'l' (X) n faz scntiU.o observemos (rue por 

(3.9) 'I'(X)- 1 = (X(-1) .'I'(X- 1 ))/q e então T(X)- 1 e B
0 

onde 

B-= z(}pk,)q) [1/q,l, mas 'l'{X) e B, o que implica em 'l'(X) pertencer 

* n-IJ a B e de acordo com a definição (3.3) podemos calcular 'l'(X) n. 

Para demonstrar o Lema utilizaremos o seguinte resulta 

do: 

Para n primo, então para todo anel comutativo R nos te-

mos (a + b) 11 
_ (an + bn) mod nR para todo a,b e R; a congruê:1cia o 

corre porque os coeficientes binomL:Lls (~) par<J. 1 .( i .<; n-1 s~ío di 

visíveis por n. 

Obscrvv.mos então que T(X)n:::: moU nB e co 

como qjn, X(n) :F O de modo que podemos multiplicar o dívidir o se-

gundo lado da congruência por X(n)n encontrando 

~' _ {1/X(n)n}.)~,X(n.:x)n. (,t )n.x wod nD. Se 
x:~l q fizermos 

y _ n.x mod q notaremos que quundo x percorre o conjunto 

w;:::: {w e z : 14, w:;;. q-1}, y também percorre w, portanto, 

__ X(n)-n.Z:X(y)n. U )Y mod nD. Vejnmos ainda 
Y"l q 

que 

= IJ (X(y)) e (' )y =C!((' )Y) 
n >q n >q ' então 

= IJ (}
1
x(y). () )Y) = IJ ('l'(X)). 

n Y~l q n 
Conscquentcmcnte 
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n -n Cf 
T(X) = X(n) .T(X) n mod nB. Já verificumos no entunto que T(X) 

n-cr -n 
possui inverso em B, logo 'r (X) n ;:.;: X (n) mod nB e o Lema está 

provudo. • 

para todop e Z[G] e todo ideal N de B com n € N. 

n n-U PROVA: Do lema anterior X(n) .T(X) n ~ l mod nB com 

'r (X) n-cr;l e l3 * c x (n) 
11 

e 13 *, assim podemos calcular 

(X(n)n.T(X)n-(Jn)13 "lfl mod nB e utilizando (3.4) e (3.5) obtemos 

X(n)n.,e.'l'(X) (n-Un).J).:.;::: lJnod nB. Por outro lado N é ideal de B e 

n e N logo nD C N c o.s.sim lemos X(n)n.f).'l'(X) (n-Un).fl;;::: 1 rnod U, ou 

equivalentemente, T(X) (n-(fn) .)3 :.: X(n}-n • .B mod N. • 

Dando prosseguimento, enunciaremos agora mais alguns re-

sultados preparatórios para o 'l'eorerna (3.21) 1 entre eles duas con-

dições necessárias para a sua uplicaçZío. 

Sejam fi e z [G] e N ideal de B ·tal que: 

(3.15) 

(3.16) N n Z = nZ e(J[N]=N 
n 

Notemos que .B= 1 satisfaz (3.15) e N = nB satisfaz 

(3.16). Observemos também que; 

(3.17) PROPOSIÇÃO: Seja I ; {x e Z 

!l = Ln .o- e Z[G] então () )Jl * l e C']Uivalente 
xoa X :X p a 



Ln .x $O mod p. 
x;~:t X 

k-l 
PROVA: Sabemos que n k) p = > de modo que l e < > k > e 

p p 'p p 

~ (") = <" )x t d e r· v > > para ·o o x , 
X p p 

() )J3 = Tfu (\ )nx ~ lTtr )x.nx, assim 
p li:f"l x p x;;.~ p 

{ • )Jl _ (1" ) <:x.n ) - ' ~~~ X 
p [J 

Lx.n e z~ portu.nto 
:..€1 X 

( • ) rx.n 
) XCl X 

p 
~ l se e somente se p não 

)-~-X. ll O CjUC imnlica Cltl (l }fJ :f 1 SC C SOHlCilte 
xt:l X 1::' • p 

Lx.n $O mod p. • 
:x€ 1 X 

Outro resultado que nos interessa e o seguinte: 

{3.18) PHOPOSIÇJ\0, Se Cr }_E * 1 então '-P : U k _____ , U k 
p p p 

'P{}) "'))3 qualquer r e u k é um .:~utoworfismo. 
p 
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então 

logo 

ond0 

divide 

Sé 

com 

PROVA: Claru.mcnt.c 1fl u umil função. Po.ra consto.tar o hommnorfinrno se 

corno na proposição anterior. De acordo 

d. ll.d * com(3.4): {u.v) =u.v parnu,veB rl.eZ[G], portanto 

que r € I< e r \,p e a ordem de r seja igual i..l. pr com r 4 o I cnti:í.o 

r-l 
""1, portanto JP é uma raiz p-ésirna primitiva da unida 

de. Como l e Ker ~ 1 temos <P(l) = lJl '= l, logo obte-

mos ;;;;; l o que é absurdo pois por hipótese 

cr }n * 1. Assim :r e Kcr lfl se C: somente se r ""' 1 c então 1P & injc·
p 

- >0 - -tiva. Como U k e finito c T e injctiv<J. cntao 
p 

so conclui a prova. • 

'P é sobrcjeti v a e ls 

Demonstraremos agora uma proposição bastante simples cu-

jo resultado scrii utilizaUo nu prova do 'l'corcmn (3~21}. 
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(~.19) PROPOSIÇÃO: Seja A um anel, I um .tdeal c lf: A ----··~10- A au-

tomorfisrno de A tal que a li J ~ I. Dados a,b e A, se a b mocl I en -

tão cr (a) - (r(b) mod I. 

PROVA: Se a ::: b rnod I então a = b + i com i e I 1090 

(f(a) = (f(b + i) ~ (f(b) + (T(j.), mas por hipótese (f(i) e I portanto 

o Último resultado preliminar necessário para a demons-

tração do 'l'eorema ( 3. 21) é o seguinte: 

(3.20) LEHA: Seja r um divisor primo de n, r 4= 1 e seja o ideal 

R= r n + N com N sutisfnzcndo u conrJiçilo (3.16). Se .:r e U k sat:is 
p 

faz :r = 1 mod R então :r = 1. 

k 
PROVA: Seja P(Y) = yP - l = -]T(y • ) ) • Sabemos 

:Se Up~ 
que 

portanto S ubs ti tuindo 

na Última express::io x por 1 encontraremos 

supusermos que esse Lema não é verdadeiro, existe r e u k, 
p 

tal que > = 1 rnoJ R, ou scju, (1-)) e n o que implica 

lT(l - )) € R pois H é ideal do B. Concluímos então que 
\>1 

) * 1 

em 

k p e n 

k com R= r B + N e assim p = r.x + y com x e B e y e N. Como r -e 

divisor de n temos n/r e z C B, logo (n/r) .pk e H~ 

n.x + {n/r).y e R. Notemos agora que N é um ideal de B coro n e N 

e y e N, entio n.x + (n/r) .y e N, ou seja, (n/r).pk e N e por 

n I k -(3.16): N z = nz de modo que (n r} .p e nZ o que e possível se 

k k e somente se p /r e z, ou equivalentemente, r divide p ; no entan-

to r nao Ui vide pk pois r é Ulvlsor de n c (n,p) ;;::; J. Chc~pwo:; 



assim a uma contradição, portanto o Lema é verdadeiro. 

* (3.21) 1'EOREHA: Seja X : F --~-> U k 
q p 

tal que X(g) ~ 

e gerador de Assumamos que: 

• 

J k, onde 
p 
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g 

{ 
1' (X) (n-(fn) .)3 - ' mod N para algum r e u k 

p ' 
algum JJ satis 

(3.22) 
fazendo I 3. 151 e algum ideal N de B satisfazEmdo (3.16). 

1\ssumamo:: étdlc.l.oualmcnlc <JUC (2.12) - ' e fH.tLJ.:;LnlUt. 

X satisfaz (2.13), isto i, X(r) = X{n) 1p{r) para todo divisor r de 

n, com l I r) 
p 

como em {2.12). 

PHOVA: Faremos a demonstração desse Teorema em vá.rias etapas por 

ela ser longa c o dcsonvolvimcmto dos divcrsoG pacsos :;;em uma ex-

plicitação mais clara pode tornar a provn um pouco confusa. l\pro-

veitamos salientar aqui que todas as hipÓteses desse 'l'eorema sao 

impressi.nd!vcis paro. sua validnde. 

usaremos a notação 'I' (X)J3 = u para evitar sobrecarga de 

símbolos. 

A primc.irCt etupil d<J. provu. con::;j.:;;tc em fazer uma série de 

modificações em (3. 22) a fim de encon-trarmos uma nova congruência 

módulo N v5.lidu p<.u:a todo i e z+. Em scguiJ.a veremos que dallo urn nú 

mero primo r, a congruência (3.22) é v5lüla se substituirmos n por 

-r /J r, >por X(r) · e N por r13 de modo que todas as modificações fei 

tas em (3.22) podem ser realizadas cow esses novos valores. 

Seja I ~ {x € Z : k 
l 4 x 4 p ; x '$ O mod p} e /3 ~ L n . [ 

;w;l X X 

com nx e z. Por hipó-tese 13 satisfaz (3.15), ou seja, \1341. 
p 

<tcordo com (3.17), r fj * 1 é cqu.ivalcntc ,"]_ )_-_x.n J o mod ;o; 
p ;.~.cl X ' 

Ui'J)C:-.'/P 

De 

como 
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(n,p) ; 1, claramente -n.Lx.n $O mod p, logo () )-n.fl ,;, 1. As-
x" 1 X p 

sim, pela Proposição (3.18) 'P : ·n_ ---"-~}'H -n . .B é um automorfismo de 

grupo de U k, portanto ) ""'1·1-n._B p<1ra alsurn Tl e U k. PocJ.omo.::; 
p Jl 

tão substituir) por n.-n._J3 em {3.22) obtendo 

(3.23) u 11 -~l """ ll-n.JJ morJ N 

nn-

k k 
Sabemos no em tanto guc z - y ~ (z -

X-l k 1 . . ")" ,..- -J J y).,_.z .y;de 
Jd) 

modo que 

(3.24) 

(3.25) 

(n - (J ) . ~::'ni-1-j. ((J ) j ~ 
n J"o n 

i 
n 

n = n ' logo Notemos agora que TtVn 

-n.;l. 'i:' ni-1-j. (ú ) i 
T1 jc(l n = 

i-1 i -l -n.Jl. rn 
11 j,o 

. i j'l -l.n . 
~n 

Do fato de ~ 11 [N] = N e pela Proposição {3.19) nos e per-

mitido elevar os dois lados da congruência (3.23) a 

i~l . 1 . . 
' l- -J J Ll1 .(())·, 

J<>o n 
obtendo 

n-o- if ni-1-j 
(u n)i-,o mod N. Recorrendo a 

(3.24) e (3.25) encontramos 

( 3. 26) 
i((J)i .i 

un- n =::Tf1..n.o maU N para todo i e z + 

Em particular, se tomaxmoo.'> i (p k 1) .p a congruência 

acima se transforma 
I< l< 

n(p-l).p -((J) (p-l).p 
u n 

k 
-(p-l).l.n(p-l).p .JJ 

~ T\ 

k 
contudo que ~ e U k e a ordem de U k é p , dessa p p 

k 

mod N. 

( 1) k (p-1).p 
- P - ·P .n c múltiplo ll<J ordem do grupo de modo 

em 

Noto.mos 

forma 

fjUC 

k (p-1).pk 
(n-(p-l).p .n )13. = lB = l; então a congruência acima se 

. ' k k 
to r: 

n (p-1) .p _ ([)' ) (p-1) .p 
na u n _ 1 rnod N. Por outro lado (f 

n 

k-1 cuja ordem é (p- l}.p 1 

k-1 

e c 

G Oi (Z/pkZ) * 
k 

(u l lp-1) ·P 
n 

; ( ((Jn) (p-l) ·P )p ; 1. Fazendo substituição na 

tima congruênciõ obtemos 

com 

logo 

úl-
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(3. 27) 
( k 

n p-l) •P -1 
u = 1 mod N 

Seja agora r um divisor primo de n. Através do Corolário 

(3.14) r-() -r fl 
obtcmoG u r -· X (r) · · moJ rB, porlanto a congruênc1a 

(3.22} é satisfeita se Sl.lbstituirrnos n por r, >por X(r)-r.)J e N 

por rB; ent3.o a congruência (3.2G) é válida com esses novos valo-

rcs, ou seja 1 mod rD pura todo i e z+ ~ Em 

particular fazendo i = p - l obtemos 

(3.28) 
rp-1_ 1() ) p-1 

u r 
. p-1 

_ X(r)-(p-1).r .D mod rll. 

Numa scgundu etapa utilizilrcmos u condiç3.o 

rp-l = (np-l)lp(r) para algum lp{r) e ZP, que nos dá uma igualdade 

em 1 + pZP, para obter (3.33} que é uma igualdade entre números in 

teiros envolvendo r c n. Em seguida utillzw.ndo (3. 33) cxibircmor:: a 

igualdade (3.34) que relaciona ~n e ~r· Essas duas relações sao 

fundamcntêlis pnra o passo seguinte. 

p-1 p-1 1 (r) Por (2.12) temos r = (n ) p para alr;urn 

lp{r) € ZP. Seja lp(r) = (11 mod pi)~=l com 11 e z para todo 

Escolhamos m s 
k-1 

lk-l mod p com m e z. Corno an<J.lisamos no 

§ 1, Z pode ser visto corno um subconjunto de Zp, 

i 00 
m = (m mod p )i=1 

(ai mod i ()) 
a ·- p ) i~-1 

(ai bi) mod i - p = 

e Z . Recordemos agora que dados 
p 

b (bi mod i) (XI 

bk c = p i""l' so "k - mod 

o para todo i < k, visto que ai+l 

p 

= 

assim 

a,b e z , 
p 

k ent3o 

mod i 
ai p 

para todo i e * z + ; observemos, pela própria construção de m, que 

lm - = O, portanto qualquer 

i " k-1, logo 1 (r) (zi mod i}oo onde mod i o - m = Z, p = se 
p p i=1 l. 

1 ~ i (: k-1, e ent::io 1 P (r) - m e kz p p' isto e, 



(3.29) k 
1 (r) - m ~ p .w onde w e z 

p p 

Hecorrendo novamente ao § 1, lembremos que 

z 
+ pZ cnt~o a P ~ {Jx 

p a e 1 
z 

fz : X e z } c " 
p - 1 + 

p [! 'p 

1, p-1 1 mod p e n -f~ vp(a- 1). Como (n,p)_ = 

np-l"" {np-l moU p·1 )7'=l e 1 + p~p. De (J.29) temos Y. 
p • 'Jl 

P-1 pk w p-1 z p-1 pk w 
(n ) · e (n ) p de modo que (n ) · e 1 + sz 

p "p 

outro lado p-1 
s =v (n - 1). Por 

p 
k+1 :::: 1 mod p , 

k k 
(np-1)p = (n(p-l).p ·oo 

mod p:L)i=l 

k 
( (p-l) ·P 

vp n - 1) ~ k + l; assim 

k 
d =v (n(p-l).p - l) )k + 1. No 

p 

(np-1)pk.w -· (n(p-l).pk)w e (n(p-l).pk)zp, 

k 
(n(p-l).p )w e 1 + pdzp, entio 

k 

1 + 

:isto 
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se 

ondr: 

então 

e z loqo 
p 

onde 

então 

onde 

entanto 

e' 

( 3. 30) v (n(p- 1 ).p .w- 1) 
p 

( -1) k 
com d = v [n P ·P -

p 
1) ) k + 1 

p-l p-1 l (r) 
Sab~.;mdo quo r = (n ) p , cncontrwmos por cimplcr; 

b 
't.- p-1 (p-l).m (( p-1)1 (r)-rn 

1
) (p-l).m su stl u1çao, r - n = n p - .n e 

então 

(3. 31) + v (n (p-l) .m) 
p 

sendo v (n(p-1).rn) 
p = O pois (p,n) = 1. Lembrando que 

1p(r) - m = pk.w c utilizondo (3.30) a igualdade (3.31) pode ser 

substituída por 

(3.32) ( •>-1 v r.r: -
p 

? k + l 

Então pk+l divide (rp-l- n{p-l).m) o nele 

(rp-l- n(p-l).m) e Z, e daÍ obtemos 

(3. 33) 
(p-l).m p-l k 

n -r =b.p com b e z 

Desejamos agora provar que 



(3.34) 

(ulr-lo-J<l 
r p 

= ((f) (p-1) .m 
n 

p-1 
-- (t k)r 

p 
c por 

4B 

então, 

p-1 
()pk) r 

(p-1) .m b k 
=()k)n .-.p cn t :r e tan t.o 

p 

= (u ) (p-ll .m, > k). 
n P 

Com isso 

(0-) (p-l).m() k); por outro lado u.(J) = s 
n P J q q 

qual-

quer (fj € G de modo que os dois ~n1tomorfismos coincLclcw D(JS gerad.5:: 

res da extensão Q()pk,:rqJ de Q e portanto são iguais, isto e, 

(u l p-1 = (v l (p-ll. rn. 
r n 

Na terceira etapa construiremos um ideal R = N + rB de 

modo que todas as congruêncius v5.lidus módulo N ou mÓdulo r.e tarn-

bém serao válidas módulo R. Em particular as congruências (3.26) e 

{3. 28) serão vcúlwdcirils módulo R. Mostr;Jremos cnti:io élUC a dlvlsiio 

de {3.26) por (3.28) pode ser efetuada módulo R. Faremos 

i= (p- l).m em (3.26} e explicitaremos o resultado dessa divi-

sao. 

Seja R = N + rB. R é um ideal de B que contém rB o N o 

que f.:.z com que as congruências módulo N sejwm válidas também módu 

lo R, o mesmo ocorrcmdo com e~s congruências módulo rB, portanto, a 

partir das congruências (3.26) e {3.28) ternos 

(3.35) 
. i[J = ~-~.n •. mod R para todo i 

(3.36) 
p-1 

- X(r) -(p-1) .r ~ mod H 

Já provamos anteriormente que T(X) e uma unidade de B, 

-1 -1 X ou equivalentemente., '.P(X) e D, logo ('l'(X} ) e 13 para todo 



X e z+, isto é I T {X) -x e B. Por outro lado (.fx [B] = B para 

Vx € G onde G ~ lO 
X 

1 ~ x .z: pk; x $ O mod p} de modo 
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todo 

que 

O ('f (X) ) e !l. Dado d. = .:>= n . () e Z [G J, pelas considerações prece-x l(fJ X X 

d. 
dentes, T(X) ""' lTIJ (T (X)) nx € B e pelas mesmas razões T (X) -J.. E B, 

C:.,.€6 X ~ 

logo T(X)d. é uma unidade de B qualquer que seja J. e Z[G]. Em partJ:. 

( p-1 (v Jp-1) rp-1_( 0. lp-1 
cu lar T (X) r - r .)3 = u r e uma unidade de B, 

v-1 
e portanto e inversível. Claramente X(r)-(p-l).r .[J também e urna 

unidade de B visto que X(r) e Upk. com 
rp-1_(v )p-1 

u r 

p-1 
X(r)-{p-l).r .;J ínversiveis, podemos dividir (3.35) por 

obtendo 
i i p-1 p-1 i p-1 

(un -(vn) )/(ur -((fr) ) - (rli.n·.;l)/(X(r)-(p-1).r .)l) 

para todo i € Z+~ Tomando i :;:;; (p - 1) .m encontramos 

n(p-1) .m_((J l (p-1) .m_rp-1+(v )p-1 
u n r ( 3. 3 7) 

(p-1) .m 
(n_- (p-1) .m.n .jl lI 

p-1 
(X(r)-(p-1) .r .)ll rnocl R 

( 3. 36) 

rnnd ! ' 

(p-1) rn p-1 
No entanto por (3.34): (()n) · - (O"r) =O o que 

faz com que o primeiro termo da congruência 

(p-1) .m p-1 

(3. 37) seja igual a 

n -r ... ( u . l\t:L"iJVCS ele 3. 33) obU.vcrnos 

(p-1) .m 
com b € z, consequentemente Tln 

n (p-1) .m -

11 € U k. Assim o segundo termo da congruência (3.37) se 
p 

. p-1 
(n-m.X(r)) (p- 1 ) .r ·J3 , (3 7) -, l portanto . 3 c cqui vo.lcn te a 

(p-1) .m p-1 
(3. 38) un -r mod R 

o-1 b k c + .f! 

p-1 
r{ pois 

torna 

Na quarta etapa da demonstração, recorreremos a algumas 

relações que nos permitem reformular (3.38). A nova congruência ob-

tida é (3.40) que nos fornece o/ ::2' 1 mod n onde 
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r-1 
\f= (X(r) .rem) (p-l) ·P .p.h é uma raíz pk-ésimu da unidade. Pro-

varemos então que o/ ::~ 1 mod H ocorre se e somente se X {r) = r(1 e a 

1 (r) 
partir dn! chegaremos a X(r) = ~ p • 

Seja 

(3. 30) c (3. 31) 

k (p-1).p 
n 

d 1 = h.p com 1) • De 

obtemos 

k 
~ ( (p-1 ).p l) 'd d f d d -r v n - .v ; essa arma p di vi e p ' 

= e; claramente 

k 
e € Z+. Se elevarmos (3. 38) a h = (n (p-l) .p d - 1)/p encontraremos 

(3. 39) u 

k 
(n (p-1) .m_rp-11. (n (p-1) ·P d 

- 1) /p 

p-1 
(rt-'".x(r))(p-l).r· .Jl. h mod R 

Notemos no entanto 
k 

(n(p-1).m _ rp-1) (n(p-11 .p 
u • 

d - li /p n(p-1) .pk 
= (u 

n(p-l).pk- l 
(3.27): u ";:;: l mod N o que resulto 

(p-1) .pk 

qun 

e por 

em 

(un - 1 e b · 
) 00 l rnod n; su st~tuindo esse valor em {3. 39) en-

centramos 
r-1 

(3.40) 1 = (X(r).T1.-m) (p-l).p .fl.h mod R 

Observemos ugora que X (r) , ll e Upk logo 

Notemos também que (p-1,p) = 1; (r,p) = 1; (h,p) = 

-m X(r).fl euk. 
p 

1, consequen te-

p-1 mente (p-l).r .h 1'- o mo<l p. l . -Por npotcsc t J1 of- 1 então pela Pro
p 

posição (3.17) Z:.x.n '$O mod p de modo 
'l1€1 X 

que 

p-1 '" (p-1).r .h.Lx.n $O mod p 
xei X 

e usando novamente a aqui valência 

. p-1 
d ( 3 17 ) , (p-l) .r .h.jl ~ l. 

e • ' > ~ Constatmno.s então através da Pro-

posição ( 3 .18) que \ : 

p-1 
\(l'l = ,rp-1) .r .h.Jl 

U k ---> U k tal 
p p 

é um ilUt~omorfisrno; 

que 

dcssu. fonna 

. p-1 
(X (r) ·11-ml (p-1). r . h.fl e -m 

U k pois X (r). il e U k. Aplicando o Le 
p p 



51 

ma (3.20) em (3.40) vemos que tal congruência ocorre se e somente 
' ' p-l 

se (X(r).l\.-m) (p-l).r .ll..jJ = 1, contudo>.. descrito acima e U.'U au-

- -m tomorfismo c cntao .\{X(r) -ft ) ~~ 

p-1 
(X(rl .r[rnl (p-ll .r .h.;l -· 1 

e somente se X(r}.ífm = - m 
1~, isto e, X(r} :=o \l . Observemos no entan-

to por (3.29) quem 

k 
T[p ~ 1 portanto Tlm 

1 (r) ( pk)-w - rt P · '1. , 

- rlp (r) e de X (r) ~ 1\.rn obtemos 

A quinta e Última etapa é realmente conclusiva. 

mas 

Nela 

utilizaremos algumas propr:Ledades dos números inteiros p-ádicos P.~ 

ra que a igualdade (3.41) possa ser reformulada até obtermos 

X(r) = X{n) 1p(r) pura todo r divisor primo de n e esse resultado é 

exatamente a tese do Teorema. 

Para 1 ~ i ~ t, sejam r, todos os divisores primos de n. 
l 

Pela condição (2.12) para cada i existe lp(r1 ) e zp tal. 

P-l (r. ) 
l 

Já provamos no § 1 

1 + pZP mais que um grupo abeliano multiplicativo é um 

que 

que 

Z -módulo; 
p 

{{r.)p-l}si = (np-l)si.lp(ri) para todos, e Z+. Seja 
l . l 

S Se S _t ~ S, jr 

n = (r 
1

) 1. (r 
2

) 2 •••.••.. ~ ••.••• (r t) t = ~.[\ (r i) ~ , si e Z +. U san-

do os resultados precedentes encontramos 
t 

( p-l) I s .. l (r. ) = n hl l p l e 

t 

essa i9ualdade só é verdadeira se L.s, .1 (r,} "" 1. Ob3ervcmos ago
bJ. l. p l 

t ' ra que X é um homomorfismo, logo X(n) :::: X('\T(r1 ) 5
i) ;;; TfX{r. ) 8

i. 
i~! l~l l 

Notemos no entanto que a igualdade (3.41) é válida para _qualquer 

r divisor primo de n c o l'l é o mesmo pura todos os r, assim, ele-
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v ando Lodo 

1 ' i ~ t; desse modo X(n) = 

X(n) = 11\tsi.lp(ri). Contudo 

isto 

t 
já constatJrnos que fGsi.\J(ri) J' 

portanto X(n) = l'l: Substituindo-se agora fl por X(n) em (3. 41) te-

1 (r) mos X(r) = X(n) p · para todo r divisor primo de n, c com isso u 

•reorema está provado. • 

Nosso próximo passo sera desenvolver alguns mé-todos 1uo 

podem ser usados para prova·!:' que a condição (2.12) é satisfeita. h 

importância desse p.J.sso é que a condição (2.12) aparece como ldpó-

tese nos Teoremas (2.11) e (3.21), ambos fundamen-tais pura o teste 

de primalidadc aqui descrito. 

Os dois primeiros métodos que scro.o exibidos sao válírl•:;s 

quando o número primo p for diferente de 2. 

1 2 
(3. 42) PROPOSIÇÃO: Se p ~ 3 é um numero primo e np- $ l mod p en 

t~o a condiç~o (2.12) 6 satisfeita. 

PROVl\: !?elo 'l'corcma de Fermat, dado (n,p) = l, sabemos qu(.::: 

np-1 _ 1 mod p, logo v {n - 1) :;;;. 1; por outro lado temos por hipó
P 

P 1 v (n -
p 

z a p = 1 

- 1) < 2 a cnt5o ( p-1 
v n - 1) = L Por (L14) 

+ mz p p com 

p 

P-1 z m = v (a - 1), logo (n ) p = 1 + 
p P z . 

p 

e, 

Novo.rnen 

!J-1 
te pelo Teorema de Fe.rmat ternos r :;::; 1 mod p visto que (r ,p) :o-~ 1 

p-1 pois r/n, portanto r e l + pZP onde 1 

claramente existe lp(r) e 

que (2.12) é satisfeita. • 

P-1 z + pZ = (n ) p. 
p 

Assitn, 

modo 
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-Notemos que ·tal resultado nao vale para p = 2 pois 

(1.14) só pode ser usurlo para p - 2 quanUo m ;;. 2 e no caso da Pro-

posição ( 3. 42) temos m -- l. 

P-1 . 2 
Se n :s: 1 mod p recorremos ao seguinte teorema: 

(3. 43) TEOREHA: Seja * X : F 
q 

gerador * do F 
q 

c ;:u; s um:.;uno s p 

-->U k 
p 

tal que X(g) = ) k com 
p 

) 3. S uponltnmon q uc (3.221 0 

g 

ta com ) uma raiz pk-ésima primitiva da unidade~ Então p satisfaz 

(2.12). 

PROVA: De modo análogo ao que foi feito na prova do Teorema (3.21) 

podemos escrever J'"" ft-n.j1 com ll € Upk; mus aqúi, por hipÓtese, ,:r 

- ' k • · · · c· d 'd d d d Tl t b- -e ra~z p -es~ma pr1ml·~1va a un1 a e e mo o que am em e raiz 

pk-ésima primitiva. Se clEllll<J.rmos u -~ '1' (X)13 como fi zcm(JS no Tc:oremu 

(3~21) e aplicarmos o congruência (3.26): 

i(~li .i k-1 
un- vn =Tl-l.n .j3 mod N para i= p .{p-1), obtemos 

(3. 44) 
k-1 ( 1) - (G-Ip • p-

n 

k-1 
-( -1) k-1 (p-l).p jJ Tl P · P · n • moU N 

Notemos que (fn e G onde G é o grupo de Galois 

k • 
G :::..: (Z/p Z) cuj<.1 ordem é (p -

k-1 
k-1 . I (p-11 .p' 1} ~P , c1ss.irn ((f -

n 

de 

que 

(p-1) .pk-1 
Notemos também que n 

k = l mod p de onde encontramos 

( 1) k-1 k 
n p- • P "" 1 + p • w com w e z; assim 

k-1 
-( _ 11 k-1 (p-ll.p f3 k (1 k I f3 k-1 ( 1 k I d p . p • n . = -p • +p . w • + p . +p . it1 • j3 e 

k-1 
.,- (p-11 .pk··1.n (p-1) ·P .JJ 

modo que 'L = 

,k 
po.ls n f 
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Se subsU. tuirmos em ( 3. 44) os novos valores encontrados 

obte~-cmos 

(3. 45) 
( -1) k-1 

n P ·P - 1 
u mod N 

Seja r divisor primo <.le n. Recorrendo à prova do Teorema 

(3.21) notamos que podemos substituir nw. congruência <-'C.ima n por 

r, Tl por X {r) e N por rB obtendo 

(3. 46) 
k-1 

~ X(r)P ·fl mod ri3 

Se tomarmos R= nB + N, as congruãncias (3.45) e (3.46) 

continuam válidas módulo R. 

Já provamos anteriormente que u = rl1 {X)}) e B * de modo que 

u mod H e (B/H) * Scju O <1 ordem de u mod n em * (D/!<) ' i;; tr..1 c, 

A 

uw ;:;:: 1 mod R. 

k-1 
l .. l ~ < k - . . . t. d . ·' d 1 'flp .._ ralz p -cslma prlml-lVU a un1ua e, ogo 

k-1 
raíz p-ésima primitiva da unidade e então ll.P ::F 1. A condição 

{3.22) é satisfeita por hipótese, isto é, /3 satisfaz (): )A * 1 
p 

e 

obtemos 
k-1 

* 1 o que implica em Cflp /
3 

;f.: 1 mod H pois o Le 

ma (3. 20) afirma que se :r e U k e :r ~ 1 rnod R en-tão S := l. 
p 

brando que as congruências módulo N também são válidas módulo 
(-l).k-1 

L em-

R 

constatamos u partir de (3.45) 

k 

que 
n P P - 1 

u :t l mod H. 

k-1 
No entanto (l[P .Jl) p 

k-1 
( (p-l) .p 

uP· n - 1) 

então ( 
(p-1).p 

P· n 
k-1 

2 

~ l'!f )/! = 1 de modo 

1 mod R, portanto 
k-l 

f;;;p. (n (p-1) .p 

1) = O.s onde se z+ e (s,p) = 1 visto 

k-1 
f:itln (p-1) .p 

k-1 
- l). Encontramos n (p-l) ·P A 

- l ~ (VJ.s)/p, 
k-J 

lp-l).p . 
vpln 1) "" 

A 
v (w) 

p 
+ v (s) - v (J)) p p . 

A - v (w) 
p - 1 

que 

- 1) ; 

que 

logo 

pols 



v (s) ~ O. 
p 

P.:1ssemos agora o. anallso.r o numC:'!ro primo r: 
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k-1 
X(r) € U k, logo {X(r)P .jJ)p::::: 1 e então elevando (3.46) u po~ 

p k-1 
p. (r (p- 1 ) ·P - 1) 

tência p obtemos u =: 1 mod rB de modo que 
k-1 

P. (,.(p-1) .p __ l) ( k-1 
• l c!Jll '/(p-l).[J J) l' u o: mo , . O~JO w p. r - _ e ( ,:u. 

k-1 
v {C/)<. v (p) +v (r{p-l)~p - 1). Substituindo v CCi) por 

p p p p 
1~-1 

v {n(p-1 ) .p' - 1) + 1 encontramos 
p 

(3. 47) 
k-1 k-1 

v (n(p- 1 ) ·P - 1) <: v (r(p- 1 ) ·P - 1) 
p ~ p 

k-l k-1 
Seja a~ v (r(p- 1 ).p - 1) c b ~v (n(P-11 ·P - 1). 

p p 

Claramente a :} b. Por (1.14) 

k-1 z b 
(n(p-l).p ) P ~ 1 + p zp c 1 + 

k-1 k-1 z 
rlp- 1 ) ·P e (n(p- 1 1-P 1 P, 

k-1 k-1 
r(p-1).p • (n(p-1).p Jt e 

e 1 e 

* 

IJOt'tanto existe t e Z p 

* z . 
p 

* z . 
p' 

Notamos cn·tão 

pelo isomorfismo 

vamos que z nao possui elemento de ordem p, 
p 

tal 

( l. 26) 

k-1 
( 11

(p-1).t11_p-1
1
p 

1 11
1rJ-1).t

1
,r>-l 

"- se c somente SC! ).. 

temos 

que 

que 

então 

. p-1 (p-1). t 
]a, r = n e provamos assim que (2.12) 5 satisfeita. • 

(3. 48) Observamos aqui que a prova feita no Teorema {3.43) pa-

ra obter a desigualdade (3.47) também é válida para p = 2 pois 

embora o 'l'corcmil tcnhil como hipÓtese p :Y 3, esse frrto -so e u tJll.-

zado depois de obtermos (3. 47); com isso a desigualdade (3. 47) 

válida para qualquer primo p 1 desde que a condição (3.22) seja Sd 

tisfei ta. 

Os próximos rcsulL;t~1os dc;;tc pc1rii')r<.tfo abordar<-io o nG-
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mero primo p = 2. 

Definiremos a seguir resíduo quadrático módulo p e sí~bo 

lo de LegcndrCi daremos ul']uns resultados rclacioniJdo;; 0 clec; rxue 

serao necessários no Lema (3.52) e na Proposição (3~56). 

-Pura todo b tal que (b,m) = 1, b e clwruaUo um r o si.dur; 

quadrútico módulo m se a congruênciu 
2 x s h mod m tem solução. Se 

ela nao tem solução, então b é chamado resíduo nao quadrático módu 

lo m. 

( 3. 49) Se p e um n·úmcro primo ímpar e (b, p) = 1, o Símbolo de Le-

gendre (pb) é deflnido igual a l se b é um resíduo quadrático 

-1 se b é um resíduo não guudrático módulo p. 

(3.50) PHOPOSIÇÃq: Se pé um numero primo ImpCir c a e Z- pZ en-

tão(;)=' a(p-l)/2 mod p. 

PROVA: Algebraic 'fhoory o f Numbers - Pierre Samuel - 5. 5 

Proposition 1 

ou 

An Introduction to the 'I'hcory o[ Nuwbers - Ivan lJlven; 

Herbert Zuckerman- 'l'heorcm 3.1 

(3. 51) PHOPOSIÇÃO: 

L: 
+ 1 mod 8 se p - -

(;) ~ 

+ 3 mod 8 se p - -

PROVA: In-trodução a Algebra e Aritméticu- 'I'. M. Viswanathan 
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(3.52) LEMA: Seja a e Z (n-1) /2 
e suponhamos que a =- -1 mod n. E}}. 

tão para todo r divisor primo de n nós temos v
2 

(r-1) ::> v
2 

(n-1). 

A igualdade ocorre se e somente se (~) = -1. 

PROVA: Temos por hipóte~e a(n-l)/Z = -1 mod n, logo 

a(n-l}/2 = -1 mod r visto que r é divisor de n, portanto r não di-

* ' vide a e assim a mod r e (Z/rZ) • Scju w a ordem do a moU r 

* - w * no grupo (Z/rZ) , isto e, a = 1 mod r; como a ordem de (Z/rZ) e 

r - 1 concluirnos que w/(r-1) de modo que 

(3. 53) v2 (w) <;; v
2 

(r - l) 

Notamos também que wf(n-1)/2 pois a(n- 1 )/2 
2 -1 mod r 

n-1 i contudo a = 1 mod r, logo w/(n-1). Seja n-1 = w.b.2 onde 

b,i e z+, (b,2) = 1. Claramente i = O pois se i >O ter!amos 

i-1 ,/ (n-1)/2 = w.b.2 e então w
1 

(n-1)/2 e isso nao ocorre; assim 

hipótese 

(b,2) = 1. Substituindo v
2

(n-l) por v
2

(w) em (3.53) obtemos a 

igualdade desejada, ou seja, v 2 (n-l) ~ v 2 (r-l). 

Para verificarmos quando ocorre u igualdade notemos que 

wj((r-l)/2) se e somente se a(r-1 )/2 = -1 mod r e utilizando 

(3.50) a congruência ocorre se e somente se (~) = -1; assim 

r-1 = w.t com (t,2J = 1, de modo que v 2 (r-1) = v 2 (w) + v 2 (t) 

A seguir enunciaremos e provaremos alguns resultados pa-

ra os quais a condição (2.12) e satisfeita. 
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(3.54) PROPOSIÇÃO: Suponhamos que 11 =' l mod 4 e que existe a € Z 

IJ<lra o qual a (u·-J) / 2 ::;;; -1 moU n. Enti'ío a c:oudiçclo (2.12) é :,;atL;-

feita para p = 2. 

PROVA: Seja r um divisor"prirno de n. Por hipótese 

a(n-l)/Z ::.:: -1 rnod n, de modo que o Lema (3.52) pode ser aplicado e 

v 2 (n-1) ~ 2. Recorrendo a (1.14) lembremos que 

com m = v
2 

(d-1) desde que m ? 2. com 

m = v
2 

(n-1) ~ 2 e por sua vez v
2 

(r-1) ?- v 2 (n-1) )- m, então 

r 6 1 + inz 
2 

zz 
= n , portanto existe tal 

que r = n 
1

2 
(r) 

e esta -e a igualdade desejada visto que neste caso 

p-1 = l. • 

Antes de enunciar a próxima proposição provaremos uma 

igualdade bastante simples que será utilizada a seguir. 

(3. 55} 
z 

n 2 
2Z 

= n 2 
1+2z

2 U n 

Claramentn Para provar a outr21 in-

clusão lembremos que Por 

* (1. 27) ternos z2 = l + 2z
2 

de modo que z
2 

• (l + 2Z
2

) U 2Z
2

; assim 

2Z 
n 2 

€ n 2
1 portanto, 

z 
n e 

2Z? 1+2Z
2 n "" U n 

ou z e 222, logo 

z 
qualquer que seja n

2 
e n 2 

e isso implica em 
2Z 2 

n 

z 1+2Z2 
n e n ou 

teremos 

1+2Z
2 U n ~ Combi-

nando as duas inclusões obtemos a igualdade (3.55). 

( 3. 56) PHOPOSIÇÂO: Suponhamos que n "'" 3 moU 8 e que 
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2(n-l)/2 _ -1 mod n. Então a condição (2.12) é satisfeita para 

p = 2. 

PHOVA: Por h.ipót:e:so n ~ 3 mod 8 o que implica em v 2 (n-1) """ 1. Se-

. 
ja r divisor pr:Lmo Ímpar de n, r :;:::; 1, 3, 5 ou 7 mod 8. Se 

r" l ou 5 mod 8, v 2 (r-1) ~ 2 > v 2 (n-1) e pelo Lema (3.52) (;)= l; 

( 2) " mo.s, de acordo com (3.51) se r;.:.: 5 mod 8 temos X· ~"' -l. Entuo se 

n :::::: 3 mod 8 e 2(n-l)/2 s: -1 mod n, n não possui divisor primo r 

com r s 5 mod 8. Se r~ 3 ou 7 mod 8, v
2

(r-l) = 1 = v 2 {n-l) e pelo 

Lema (3. 52) (;) = -1. Novamente recorrendo a (3. 51) observamos que 

para r 2 7 mod 8 temos (!) = 1 de modo que n também não possui 

divisor primo r com r :s 7 mod 8. Concluímos então que existem o.pc-

nas duas possibililladcs para r: r =: l rnod 8 ou r = J rnod e. 

Notemos agora que a igualdade (1.14) não pode ser utili-

zada aqui visto que v
2

(n-l) = 1 < 2 -e assim nao podemos .:-tfirmar 

z 
que n 2 = 1 + 2z

2
, porém sabemos que n = 3 + 8.b corn b e Z, porta~ 

to 2 
1 + 8. ( 1 + 6. b + 8. b 2 ) v

2 
(n 2 l) 3. Agora (1.14) n = e - = PCl_ 

2 2Z 
2 Jz2. de uplico.du dw1 obtemos 2 

1 + ser püru a = n c n ""' 

Para r - l mod 8 temos v
2 
(r-l) 

"' 3 
de modo e 

2z2 que r n 

z 
( 3. 55) e 2 logo existe t e zz tul t 

e por r n ' que r = n . 
Para r 

-· -1 
_ 3 mod 8, r s n mod 8 e cntao r.n s 1 mod 8, 

portanto 

e z2 tal 
-1 

z que r.n = 

l+2Z
2 z2 

-1 
~3, logor.n e 

2Z 
2 

n de 

2.z dai 
1+2.z e n e r = n n 

z2 
( 3. 55) n Cn o que implica em r e n e 

t e z2 tal que r = 
t 

n • 

modo que 

1+2z
2 mas 

então 

Porté1nLo se r c um d:Lv.tr.;or prlmo ímpar de n 

existe 

por 

existe 

com 
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n • 3 mod 8 e zln-l)/2 _ -1 mod 8 entio a condição (2.12) i sa-

·tis fci ta par<J p "-""' 2. • 

Notemos que de certu forma as Proposições (3.54} c 

(3.56) fornecem critérios para analisar os números intelros n con-

gruas a l, 3 ou 5 módulo 8; falta no entanto um critério para 

n :;-: 7 mod 8 que scr0 dcscnvolvltio pü:'llcriormcntc. 

Enunciaremos agora uma proposição rela·tiva a numeras prJ.:. 

mos e a seguir provaremos um teorema a respeito da validade da con 

dição (2.121. 

(3.57) PH.OPOSIÇÃ~: Suponhamos quo n é um numero primo e que 

{3.22) é satisfeita para uma raiz 2k-ésima primitiva da unidade., 

onde k ~ 2. Se 2k divide (q-1) então q(n-l)/2 :::. -1 mod n. 

PROVA: Pelo Corolário (3.14) se n é primo então 

T(X) (n-CTn) ·13 = X(n) -n.jJ mod N para todo j3 e Z[G] c todo ideal N 

de B = z [S2k, l"q] [k] com n e N; em particular o Corolário é válido 

para j3 e N da condição (3.22). Por outro lado a condição (3.22) e 

satisfeita aqui pura uma raiz 2k-ésima primitiva da unidade r, ou 

Se]· a, T(X) (n-CT,,I ·/l -· ,. d N C b' d - . > mo • oro 1.nan o essa congruenc1.a com a an 

terior obtemos ) ;;::: X(n)
11 '/3 mod N. Lembremos agora que X(n) é uma 

' 2k - ' d ' d d jJ 1 ( r a~ z -eslnta a UlU a- e e para esse em parti cu ar j3 satisfaz 

(3.15)) a função À ; l1 _ ______________. YlJ) é um automorfismo de u
2
k; como 

(p~n) = l, 'f : Tl --~----~> ft-n.j3 também é um automorfismo de u
2
k. As-

sim X (n) -n.jJ - ' 2k - ' d ' d d ' e uma ra1.z -es1.ma a un1. a· e e seu 1.nv<.~rso também 

él de modo que .t.x(n)n.Jl é ru:Lz :2k-<3slrna da unlduJc. 
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S = X(n)-n.fl mod N obtemos ).X(n) 0 'Jl =' 1 mod N. Se R = rB + N, 

c n Jl claramente .>.X(n) · ;;;: l mod H e pelo Lema (3.20) essa Última 

congruência implica em ).X(n)n.JJ = 1, logo>= X(n)-n.fi, consequc!! 

temente X(n)-n.ft é uma raiz 2k-ésima primitiva; mas tf(fl} =TCn.fl é 

um automorfismo c esse futo f<1z de X(n) uma ruiz 2k-é;:;lmu pr.Lmlti-

va da unidade. Verificamos então que 
2k-l 

X (n) -oF 1 mas 
k-1 

X(ni
2 e 

uma raiz 2-ésima da unidade, portanto 
2k-l 

X (n) 4: 1 implica ern 

k-1 
X(n)

2 --1. Claramente 

* F q 
~-·--~ {-1, 1 }- é uma função caracter de ordem 2, logo 

-1 -1 o/ • o/ • Por (3.9) tomos T(o/).T(o/ ) • 'f(-l).q, 

k-1 
T('f) 

2 
• 'f(-1) .q. Como k ). 2 temos 'f(-1) • x

2 
(-li • 

portanto 

k-2 
(X(-1)2)2 

mas X(-1)
2 

• X(l) • 1 entio 'f(-1) • 1; desse modo 

(3. 58) 2 
T ('Vi • q 

Pelo Lema (3.13) se n e primo temos 

N 
:':1 T (~I) - L'f(x). () )x, 'flx) - notamos que 

... ~l q 

1' ('fi (fn -cr IT l't'l I .. 1'('f). 
n 

Assim, substituindo em (3.59) T ( 't'l ()n 

n-1 por T('t') e 't'(n} por -1 obtemos T{tt') ;:; -1 mod nB, ou oquiva.1ent§.. 

mente (T('t') 2 ) (n-l)/Z ~ -1 mod nB; utilizando (3.58) encontramos 

q(n- 1 )/2 2 -1 mod nB, .isto é, q(n-l)/2 + 1 -e O mod nB. Observemos 

agora que q (n- 1) 12 + 1 e z e então q(n-l)/2 + 1 e Z n nB. No en-

tanto nB C N e por hipó·tese N satisfaz (3.16): N n Z :::::; nZ de mo

do que nB n Z C N n Z com N n Z = nZ, po:r:t<.mto q (n-l) / 2 + 1 e nZ, 

isto~' q(n-l)/Z ~ -1 mod n. • 
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(3.60) TEORJ:::HA; Seja X uma função caracter módulo q de ordem 2k 1 

com k > 2. Suponha que (3~22) é satisfeita com uma raiz 2k - . -eslma 

primitiva d<J uniUcu.le :r. (n-1)/2 
Suponhmuou também que (:l ~ -1 mod n. 

Então a condição (2.12) e satisfeita para p = 2. 

q (n-l)/2 -= _1 PROVA: Se n = l mod 4 e mod n podemos utilizar a 

Proposição (3.54} de moUo quo a contllçi:iu (2.12) é satJ.sfclta para 

p = 2, logo assumiremos a partir daqui n = 3 mod 4. 

O teorema enunciado acima consiste em provar que existe 

um t € z 2 tal que r "'"nt no grupo 1 + 2z
2

. Devido a cxtens5o do. 

demonstração, ela será dividida em quatro etapas. 

Na primeira etapa utilizaremos valorizilçÕes 2-iidicas pa-

ra concluirmos que cxü:d:c t e z 2 
+ t tal que r = - n * O restante da 

prova visará conseguir argumentos para tornar inviável a possibil~ 

t dade de r "" -n 

Como vimos em {3. 48), (3. 47) é vâ.lida para p = 2; temos 

então 

(3.61) 

Como no Teorema (3.43) a igualdade ocorre se e 

k-1 
se X(r)p ot. 1 (teremos a igualdade aqui se e somente 

k-1 
X (r) 

2 * l). Se defininnos 
k-1 

2 
~~ X , a igualdade ocorre 

r (r} of l, mas claramente a imagem da função o/ : 

sowcnte 

se 

qu;;1ndo 

e 

igual a {1, -1}, então se ~(r) ~ 1 teremos ~{r) = -1; portanto a 

partir de (3.61) obtemos 

(3. 62) - 1) se e somente se 't'(r) = -1 

D.:mdo prosSCÇJUimcnto, lembremo~; que k ?- 2. Der; de que: 



n ; 3 mod 4 temos n = 3 + 4.x com x e z, 

2 2 2 n "" 9 + B. 3. x + lG. x · '"" 1 + e. ( 1 + 3. x + 2. x ) , 

2 
v

2 
{n - l) :P 3. Se k = 2 obtemos 

2k-1 
v

2
(n - l) ;r 3. Se k > 2 

l\:~ .• 2k-l-i 
1i.ll(n· 

2k-l 2 
n - 1 '"" (n 

- 11 ~ 

'•l 

2 v (n -
2 

- 1 

+ li 

+ 1) > 3. 

2k-1 
m = v 2 (n - 1) ~ 3 concluímos por (1.14) 

2k-l z2 
(n I 

r 
k-1 

2 

cmt2io 

* 

c n pnrtir de (3.Gl) 

assim existe t e z2 tal 

- 1 e No cnl:nnto por 

constatamos 

2k-1 
que r 

63 

assim 

logo 

obtemos 

c 

De 

que 

que 

e 

(1.27): 

z2 ~ {1, -1} x (l + 4Z 2) de modo que os únicos elementos de ordem 

* finita de z2 são 1 e -1 que por sua vez são as Únicas 

2
k •. 
-eslmas da unidade 

seja, 

(3.63) + t r = -n 

* t. que pertencem a Z2 1 portem tO 11 /:r "'" 

r 
ra.lZCS 

ou 

Iniciarcwos agora a segunda etapa da demonstração. Hc-

correremos a algumas propriedades de números inteiros 2-ádicos pa-

ra definir números inteiros 2-ádicos pares e ímpares; a purt:Lr dis 

2k-l 
so provaremos que 'V (r) = X (r) = -1 se c somen·te se o t encon-

trado na primeira etapa for Ímpar; dai concluiremos que 

t * o/{r} = (-1) , Recordando, X pertencente n z
2 

""' z
2 

U 22
2 

da 

forma (xi mod i "' ]{ ~ 2 1 i~l com xi E: z, mod x. 
" 

2i e Z/2 1z e 

xi+l " X. mod 2i de modo que xl - o ou 1 mod 2. Diremos que X e 

" ' 

par se xl for par, ou equivalentemente, xl - o mod 2; X sera • 1.mpar 

se x
1 

for ímpar, ou equivalentemente x
1 

__ 1 mod 2. Notemos que 
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-se x e par, - < -e se x e :t.mpar en·tao x e Como fizemos em 

(1.4), seja E- {1, -l} e ' ' i Ó'J 

mod 2 )i=l e z 
2

• Dado .t e E de-

finimos anteriormente .\x = )xw pw.ra m suficicnt:cmcntc qrande. He~ 

J= + basta 1. seja, Jx )xl. se caso -1, portanto tomarmos m = ou = 

Assim, t lt mod 
i 00 e z L e Z, teremos se "" 2 ) i•"l com i 2 i 

{ 1-1) t = I -1) tl -1 se t for --- unpar 
13.64) 

1-1) t = 1-l)tl = l se t for par 

l\ p<.1rtir dessas oLscrvuçÕcs p.covarcwos a sCç_jUJr cruc: 

(3.65) \f'(r) ::;: -1 se e somente se t é ímpar 

+ t 2 2.t Por (3. 63) temos r = -n 1 portanto r ;= n O teorema 

tem como hipótese k ;? 2, 

13.62): 

2k-l t 
n • 

igualdade notamos que 

k-1 

zk-l.t 
- 11 Dado l.j/(r) = -1 temos 

- 1) e substituindo 2k-1 
r 

2k-l 
- l) = v 2 1n 

= lnzk-l.t) zz 

- 1) ~ 3. 

de modo 

2 
11 e 

zk-l.t zz 
In ) assim existe t' e z tal 2 

logo 

po.r 

por 

Dessa 

que 

2k-1 2k- 1 .t.t' 
n = n e já vimos anteriormente que essa igualdade 

* ocorre se e somente se t.t' = l, portanto te z
2

, isto e, t e ím-

par. Recíprocamente se t é Ímpar, t e z; 

2k-l 2k-l.t t' 
t.t' = 1 de modo que n = {n ) 

e existe t' e z tal 
2 

k-l z 
e I 2 . t) 2 d -n ; al 

2k-l o 
-l))v

2
1n • -1)c 

2k-l 
v

2
(r - 1), mas 

que 

obte-

por 

2k-l 2k-l 
(3.61): v

2
1n - 1) ~ v

2
1r - ll e então temos a igualdade, 

o que implica por (3.62) em o/(r) ~ -1 e concluímos a prova de 

(3.65). Do fato de f(r} = -1 se e somente se t é Ímpar é fácil 

concluir que 



(3. 66) t '!'(r) ~ (-1) 
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resíduos quadráticos módulo r e q p<1ra obter '!'(r) ~ (~) ~ (~). 

'V : .F* --)o {1, -1} é uma função quadrátícu.. Sabemos 
q 

F* = {F'*) 2 U g. (I:'*) 2 onde g não é um qu~tdrado módulo q 
q q q 

'Y ( g) ~ -1, logo '!'(x) * 2 ; 1 se x e (F ) 
q 

e '!'(x) ~ -1 se 

que 

e 

Assim, de acordo com a Uefiniç:::lo de rcsiUuo quadrZltlco Inilclulo q 

temos 'i'(x) ; 

(3.67) 'l'(r) 

(2'_) para X e Z, (X 1 q) = 1 1 portanto 
q 

~ (~) 

Recorrendo agora a Soma de Gauss, em (3. 9) 

T('!'J
2 ~ 'l'(-1) .q, mas nesse caso o/(-1) ~ l pois k ? 2 implica 

k-2 
'!'(-1) ~ (X(-1) 2 ) 2 e X(-1) 2 ~ X(l) ~ 1, portanto 

(3. 68) 2 
1'('1') ~ q 

temos 

em 

Como r é um número primo o Lema (3.13) pode ser u·tiliza-

do substituindo-se n por r e X por \f'; temos 

T(lf') r-trr ::=: lf1(r} -r mod rB com n 

,_, 
T('l') ~ L'l'(x). (J l", 

x~x q 

r: + r 'l' (x) '" ( -1) ~ '!' (x) pois r é Impo.r, temos 0" ('1.'(\f'}) ~" '1'(\V). 
r 

a Última congruência obtida é equivalen-te a 

(3.69) 
r-1 

•r ('!') " '!'(r) mod rB. Vemos de um lado por ( 3. 6 8) 

(1'('1') (r-l)/2)2; ('l'('V)2) (r-1)/2; CJ(r-l)/2 e de outro lado 

assim 

que 

Como 

que 

por 

(3. 67) 'l'(r) ~ (~)· logo a congruência ( 3. 69) pode ser substituída 

por q(r-l)/2 E 
(~) mod rB, mas (~) 6 

z (r-l)/2 e q e z de modo que 

q (r-1) /2 _ (~) e rB () Z = rz, logo q 
(r-1)/2 

= (~) mod r. No entan-

to, por definição, q 
(r-1)/2 " CD mod r, portanto (~) = (~) mod r, 

(V =±le(%) + então (*) ~ (:J) ou(~)= Cl' mas ~ -1, - 'r). Pnru. 
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provar que sao iguais, suponhamos que ( ~) = -(i); teremos então 

2 s O moU r o quç é .:.d.JsunJu poL; r Ü um nuwcro prlm<) Ímpdr, vur LiJ~ 

(r) (q) - - (qr)- ('r".)· to q = ·r e entao por (3.67) temos o/(r) -- --

Finalmente usando a hipótese adicional 

q {n- 1 ) 12 -.... -1 n1od "'{ ) d 4 d 1 l · "'' n provaremos que r :::: ,. L' mo e a cone UJ..rc-

t mos que r = n . 

Utilizaremos agora a hipótese q(n-l)/2 :::: -1 rnod l1i ela 

nos dá condiçÕes para aplicarmos o Lema (3.52) de onde obtemos 

A igucüdade ocorre se c sorncn l:c se 1V (r) ·~ -1 pois 

(';) = '!'Ir). 

Vamos agora analisar o que acontece quando ~(r) = 1 ou 

-1. Se 'i'lr) = -1 temos igualdade em (3.61) e em (3. 70). Se 

~(r) = l temos des.iguald.::~.de estritz.t em (3.61) e (3.70). Temos por 

hipótese n := 3 mod 4 o que implica em n - 1 = 2. (1 + 2.x) com 

-1 tercrnu;~ 

v 
2 

(r - 1) ""- v 
2 

( n - 1) = 1 , de onde ohtemos r ;;; 1 mod 2 e 

r$ 1 mod 4 1 logo r - 1 = 2.k com k Ímpar, ou equi va1enternen te, 

r- 1 + 2 = 2.k + 2, ou seja, r+ 1 = 2. (k + 1}. Como k é Ímpar 

(k + 1) e par e então r + 1 = 4. z com z e z e obtemos 

r ::.:; -1 mod 4, por-tanto r s: \Y(r) rnod 4. 

Se lf'(r} = 1 teremos v
2
(r- 1) > v 2 (n- 1) = 1 o que im-

plica em r -· 1 mod 4, portanto r .:; o/(r) mod 4. Dado n e 1 + pZ p e 

i 00 

mod p )i=l e x. € Z 1 já verificamos 
l 

anterior 

mente que nx X. = n .l para i suficientemente grande. Utilizando 

tão (3.66) c n "'-1 mod 4, r " 'f'(r) = (-1) t ,; nt mod 4, ísto 

en-

e, 



r_ nt mod 4. Mas r =: t 
n • 

t Se supusermos r = -n 

67 

teremos 

r;;;. -r ruod 4, ou seja, 2.r :2 O rnod 4 e isso implica em 2.r = 4.k 

com k 6 Z, portanto r é par; contudo por hipótese r é ímpar e che-

gamos a uma contradiçãoi assim r t 
= n • • 
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§ 4 A validade de ( 3. 22) para p j 3 

Nesse parágrafo introduziremos Somas de Jacobí quando p 

for um número primo ímpar. Congruências com Somns de ~Jacobi ser ao 

utilizadas aqui com o objetivo de reformular a condição 

nela temos T (X) (n-O~) ·fl = l" rnod N com N ideal de B 

B ~~ Z()" k,)" ][l]. Através p q -q 

elementos de Z[)pkJ que é um subanel de B. 

(3.22); 

Sejam como nos parágrafos anteriores Pt q numeros pri-

* mos; k, n números naturais; pk/(q-1); X : F ---·><r k> • q ) p t 

G = 
k 

{IJ: 1,;: x..; p, 
X 

X $ 0 
q-1 

mod p} e T(X) = LX(x). () )x. r.embremos 
7i,•l q 

que X pode ser extendidil a Z fazendo-se para todo z e z 

X(z) ""X(z mod q) c X(O) -·O. 

-Sejam a e b dois numeras inteiros. A Soma de Jacobi 

a b . d t a b - l d z c r k"] j(X ,X) assecla a aos carac eres X e X c um e emento e ~ 
p 

definido por: 

( 4. l) 

Juntaremos agora algumas técnicas na seguinte propos.:!:. 

çao: 

• ( 4. 2) PROPOSIÇÃO: Seja X : F __ _, U k função caracter de 
q p 

ordem 

k k 
p . Se r é um número inteiro tal que r 'f O mod p 

* PHOVA: Lembremos que F q 
é um grupo cíclico de ordem q-1 

* g erador de P 
q' ontão X(y) k q-1 = p .s com s e z+. Seja y 

sim, dado r e Z com r $ O mod pk temos Xr(y) = 

ent~o 

"" :r k, 
p 

1. [)C 

onde 

as-

b 
p 
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- d r e a or em de X temos 1, logo xr (y) é uma 

ll-. ''i d ' raiz p -esl.Ina prlmlt va da uni ade. Sar>cmos no entanto que a soma 

de todas as raízes h .. . 
p -es:unas da un1dnde é igual u zero 

l' l• > 

temente ,-(Xr( ))' &i y = O •• Como e X é um honomor-

fismo 

( 4. 3) 

cncontramoG 

O, portanto 

Conscqucntcmcntc 

k 
Se a,b e z com a+ b * O mod p 

q--1 l 
' )'"' iJ.+) 

X(-lf .,.,x (x) •• O 

o .• 

tewos 

( 4. 4) k Se b $ O mod p então 
'l··l b 
I.x (1-x) = O 

X•O 
pois existe uma bijeç~o 

entre x e 1-x de modo que se identificarmos 1-x com (l-x} mod q 

é fácil observar que quando x percorre Fq' 1-x t<:trnbém percorre Fq, 

assint 
'i-1 b 
LX (1-x) ·· 
x"'o 

"f-1 b 
LX (x) 
x~o 

=::: o .• 

A seguir relaciono.rcmmj Somas de Jacobi com Somas d·-~ 

Gauss. 

{4.5) LEJ'I.t~: Sejam a,b numeras inteiros. Se (u + b) $ O mod pk 

PROVA: Por hipótese a + b :;f O mod pk do modo que ou o.mhos a e b 

não são côngruos a zero módulo pk ou somente um deles é congruo 

a zero módulo pk. Suponhamos primeiramente que a ::::: O mod pk~ ou 

seja, múltiplo de k Desde X caracter de ordem k a e p . que e um p ' 

T (Xa) 
.., 

teremos xa = l o que implica em = L() )X; no entanto a so-
X""l q 

ma das raizes q-ésimas dn unidüde -c igual a zero ele rnodo que 
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( 4. 6) 

Por outro lado observemos que 

Notemos agor<1 que 

q--:l b a "" Lx (1-x) pois X {0) = O, mas constutu.mos por: (4. 4) 
x~l 

que 

<r-1 b 
LX (1-x) ~ O logo 
X•O 

( 4. 8) 

Utilizando as igualdades (4.6), (4.7) e (4.8) obteremos 

mos o lemu para <1 o:; O mod pk. 

I< k 
Suponhamos agora u $ O rnod p e b '#. O mod p 

<J-1 'H 
c e Z, T(Xc) ~ LXC(x). () )X~ LX0 (x). () )X visto que 

}("']. q X"O q 

assim T(Xa).'l'(Xb) ~ (~x"(x).() l").(;EXb(y).(.( )Y) 
'X."-0 q J'"'O q 

q-l ·~H a b x+y 
= L )x (x) .X (y). () } . Notemos que na somatória y 

:x«~ ro q 

F , assim para cada x fixudo podemos identificar y-x 
q 

(y-x) mod g de modo que y-x tmnbérn percorre F q, portanto 

substituir na igualdade acima y por y-x obtendo 

( 4. 9) 

v~c 1 a b y 
L. LX (X) .X (y-x). (} ) 
y~l- x .. o q 

<t:J. a b 
+ i., X (x). X (-x) 

X• o 
pois para 

b b X (y-x) ~ X (-x). 

No entanto, 
'!-J a b 

por (4.3) LX (x) .X (-x) ~ 
X>' O 

( 4. lO) 'r,·l ~~' a b ) y 
~ L-X (x) .X (y-x). () 

y lHl q 

Dado 

percorre 

com 

podcmot,; 

';f ""' O, 

* * -1 
Agora 1 { y ~ q-1, isto é, y e F'q e existe y em F • 

q 

-1 Seja x.y = z, ou melhor, x = y.z. Clarnmcnte para cada y fixado, 

quando x percorre F z também percorre F . Identificando-se z com 
q q 

z mod q temos z e Z+ com O .( z "- q-1; de modo análogo podemos idem 
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tificar y.z com y.z mod q. Substituindo esse novo valor de x em 

I b 'J_~l 't J 't } y 
(4.10) teremos "l'(X').'l'(X) = L)_:x'(y.z).X'(y- y.z).(J I e a 

y~l '1.'1.1 g 
q-1 q:-J- a+b y a b 

somatória acimu é equivalente a L_.Lx {y). () )· .X (z) .X (1-z} = 
' y<L1.•0 q 

~ 1 a+b y 'l::J a b a+b a b 
=(LX (y).()) ).()_X (z).X (1-z)) = T(X ).j(X ,X), logo 

y:e1. q v:o ~ 

T(X.::.).'r(Xb) = 'l'(Xa+b).j(Xa,Xb). Já provamos anteriormente que 'f(X) 

é inversível portanto 

(4.11) 

(4.12) PH.OPOSIÇÂO: Se a.b. (a+ b) $O mod p então a 

j (Xa,Xb) 

j(Xa,Xb) 

a b a+b 
= (T(X) .T(X )1/T(X ) pode ser escrita 

() +() -() 
= T(X) a b a+b. 

• 

igualdade 

como 

PROVA: Primeiramente observemos que dado r e z, existem s,t com 

s € Z+' 1 -' s < pk e t e Z tais que r '"' s + t. pk, assim se 

r :f O mod p teremos s :f: O mod p c o- scra um automorfismo dr:: s 

Q (!pk, !q) pertencente ao grupo G descri to no parágrafo anterior. 

Notemos 
r ç" 

no entanto que (J k) = () k) "', logo se definirmos 
p p 

e (f (t ) = t , a- serú um automorfismo ecjuivalen r ·q q r --

te a () . A partir daí faz sentido 
s 

•r (X) O~ = o- (T (X) I = 
r 

X(x) e além 

disso ()r(()q)x) = ()'ll", logo 

~1 ·~ . 
() (LX(x).() l"l = LXr(x).() )x 

r x~J. q ,., ... 1 q 
r 

= 'r(x ) , portanto se 

r$ O mod p, 'l'(Xr) 
o-

""" T(X) r. Na presente proposição temos por h i-

pótese a.b. (a + b) t O mod p, ou seja, a t O mod p 1 b $ O mod p, 

a b a b a+b 
(a+ b) $O mod p, então j(X ,X) = (T(X ).T(X ))/T(X ) 

= (T(X}(Ja.'I'(X)O}J)/'l'(X) 0-a+b, mas já provamos quo T{X)-l e E, lo')o 
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( 4. 13) se a.b. (a + b) ~ O mod p. • 

Observemos que p = 2 implica em a.b. (a + b) :=:: O mod p p~ 

ra todo u,lJ e Z, port0.n.·to a hipótese da Proposição {4.12) exclui o 

primo p -= 2. 

Introduziremos aqui duas notações: 

(4.14) Dado um numero real y, [y] ird dcnotur o maior numero in-

teiro menor ou igual a y. 

( 4 .15) Dado p numero primo p ? 3, k w- {x e z I 1 < x 'p , 
x 'li O mod p). 

( 4. 16) Utilizaremos a partir daqui um ideal H de z[S kJ satisfa
p 

zendo as seguintes condições: M n z =, nZ e V
11 

[H J = H. f: fácil 

observar que o ideal nZ[.!"pk] preenche as condições dese:Judas, logo 

tal t-1 existe; contudo, por motivos ligados a computação 1 é convc-

nicntc encontrar o maior idonl po:>:~ível. Exir;tcw alqunn métodos P.:': 

ra construir tal ideal, no entanto aqui iremos apenas assegurar a 

existência de tal ideal. Sabemos que Z [J };: J é uw anel Noctberio.no 1 p 

portanto todu L:unllia não vazia de ideais de Z [.\ kl por;sui um idc
P 

al maximal; assim sendo existe um ideal maximal M 

nZ[t k] tal quo M n Z = nZ 
p 

c cr lMl '" M. n 

contendo 

A partir daqui faremos demonstrações utilizando um ideal 

M genérico que satisfaça as condições acima, entretanto ressalta-

mos que pa.rn a aplicação do algoritmo deve ser escolhido o ideal 

maximal. 
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(4.17) ~ROPOSIÇÃO: SejaM um ideal de Z[j k] que satisfaz as se
p 

guintes condições: t-'1 n z "~ nt; 

<I·l ' d 
N ~ {(;[a .. () )J) .q 

j•O J q 
a . e M , (O -< j < q- 2) , d e z } en t;:io N e 

J 

um ideal de B 

()[N]=N. 
n 

= z[) k,l" l[l] e p q_ q se (q,n) 

PROVA; Claramente N é um idcul de n . 

= 1 então N n z = nZ e 

.Para provar que N (l Z = nZ é suficiente demonstrar que 

N fiZ[) k] -H pois N fiZ = N fi (Z[)" kJ ri Z) - (N rí z[f k] ) [I Z; 
p p p 

assim se N íl Z[) k] = M teremos (N n Z[) k]) n Z =H n Z, mas por 
p p 

hipótese M n Z = nZ portanto N n Z = nZ. 

vcrif.icarcmos cnl~'io aue N {) Z[) k] = H.. 
" p 

Como N é gerado por H e M é ideal de z[:r k] 
p 

temos 

-H c N rí z [ l" k] · falta contudo provar que N fi Z [) kl C l1 p ' p c e o que 

faremos .J.~Jora. 

N é ideal de B, logo N e um subconjunto de Q () k,) ) . 
p q 

Dado x 6 N 11 ZlJ k], 
p 

<t:! d j 
=- L(a . . q ) • () ) c isso implico. 

~·0 J q 

d '!é' d j ( q . ao - X) + c I a .. q ) . (r ) = o . 
F1 J q 

X = 
q--;j ·j d 

().:_a .. IS I J .q 
j:=O J q 

Rcco:rdcmos que Q () };:f S ) pode ser visto como urn 
p q 

crn 

vetorial sobre Q Ct k) com dimensão q-1 e com 
p 

base 

{l,)q, ..... , 

Notemos asrora qu<:~ todos os coeficien-tes de 

O ~ j ~ p-2, na Última igunldade pertencem a Q()pk); como 

1 , :rq , •... , ()q)q- 2 são linearmente imlependentes sobre Q(\.)k) 

d v cl j 
temos (q ·'"()- x) + (;1(q .aj).('Çq) ""O ec c somente r-;e a_j::::: O pn-
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ra 1 -{ j ;(' q-2 e d q .a
0 

= x. 

Se d ~ o teremos qd e z o que .Lmpllca em e H, pu.!:': 

tanto X € H. 

Se d < O, seja ao = Ly .. o- kli com yi e z 
t\d.t:r~ l p 

' 
hüm..,Jp 

y. "" qci.yi yi e ,, 
(yi,q) L Seja c lllin (e. ) ~ o, b ' 

... 
l l 

e 

c ' e .-c ' i a
0 

- q . L (q J. • y.) . () k) , logo a 0 = 
. (lÜiy~ l p 

;: "" "'"·Ir 

onde 

·;- C -(' I i · 
a' = ~q i ·.y .. (} k) e zn k]. 

!J-~i.tp"' l p p 
d:o,.,cdp 

Desde que (n,q) - 1 existem s,t 8 Z tais CfUQ 

c q .s + n.t ::::: 1. Nultiplicando os dois lados da igualdade por a' 

encontramos a • .qc. s + a •. n. t =-" a'. OLscrvemos que 

logo u'.q.s 8 M; tnmbÔm n € M de moclo ouc a' .n.t € M, portanto 

d 
' 

0 
c+d z 

1 
, c+d _ 

Se c + ..P teremos q e , ogo a .q e M e entao 

x e 11. 

Provaremos u scqu.ir que o caso c + d < O -rwo ocorre, 

pois se c+ d <O então x ~ z[S k]. 
p 

d )- c ,+d ' i 
ao. q ";; . ,· ·-,q ~ • y' . o· k) . 

".f' l' ' l p 
il1lm...._.}' 

X = 

Se c+ d <O então para alqum i, c. + d <O, 
1 

mas 

1 o que $ z. No entanto x e z n kl e 
p 

-Si:lO linearmente inllcpcndcntcs sobro Z quando O < i :S fJk 

i :f= O mod p de modo que se um dos coeficientes nao pertence a Z 

então 

assim 

x <t zr> kl. 
p 

Para provar que O~[N]= N, seja x 
~ ' d 

= (/~~a' . (r ) J) . Cj 
FO J q 

'I-l ' d 
cr (xl =(Lo· (a,).() )J).q visto que o· acun apenas 

n j~o n J q n 

raizes pk-ésimas da unidade; mas, por hipótese, o- [MJ = H o n 

E N 

nas 

que 
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implica em () (a,) e M qualquer que seja j, O .:Ç j ( q-2, portanto 
n J 

O"' (x) B N, isto c, 0 ... [NJ C N. Observemos no entanto quo O" c um 
n n n 

automorfismo de ordem finita, logo N C tr;
1
[NJ c 

o;[N] ~ N. a 

O último resultado necessário para a prova do 

Teorema ( 4. 31) ser5 o I..cmil ( 4. 24) ; porém p.:1ra que? a rlt-·Hrrmn t ra~i:ír1 

desse Lema seja mais objetiva enunciaremos agora pequenas propos:!_ 

çoes que nos auxil.iarô.o na provu da. segunda afirmação do Lema em 

questão. são elas: 

(4.18} PROPOSICÃO; Qualquer que seja 

com w = { x € z : 1 .( x < pk , x :t: o mod p}, x -l e z . 
p 

x e w 

PHOVA: Desde que 1.1 C Z, W pode ser vis Lo como uw subconjunto de 

de zp. Lembremos no enUmto que a e * z 
p 

se e sornente se 

a $ O mod p de modo que W * cz e então todo elemento de W possui 
p 

invcn-so x -l em z . p • 

( 4. 19) Pl\.OPOSIÇZ\0: Sc;ja .:1 e z tDl que a 
p 

PROVA: Se a s pk-l mod pk en-tão 

= pk-1.(1 + p.t). Como 1 + p.t e 1 +- pZP, 

v (a) = v (l-1 l + v (1 + p.t) 
p p p 

]ç - 1 .• 

k 
p ; cnt0o 

1<-l k 
a = p + p .t -

v (1+p.t) 
p 

logo 

(4.20) PROPOSICÃO: Se 
k 

H ~ { y e z I o ,; y "- p e y _ 1 mod p } 

- ,- k-1 k k-1 
entao LRy = p + L p . (p 

yt: 2 - 1) . 
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PROVA: u ~ {1 + p. j 1 o ,; j <,; pk- 1 - ll de modo que 

z::: y 
'1'~"~ 1 

'"' Lll + 
j ~o 

~·· I, I 

+ p.j" __ j. 
J"O 

Observemos no cHtunt.o que 
}'EH 

1'~-],_l 

2::1 
j~C 

~ 

k-1 
p correspondc ~ sowu dos ]-.-1 prlrneiros p 

mos de wna Progressão Aritmética de razao 1, portanto 

Tc.:wu;; cnLZio 

k-1 k ( k-l- 1)/2. Ad' . l t p + p . p · lClona .mente, no emos que 

k-1 lpl<-1 - li /2 -- •. , e N p - l e um numero par, consequentemente ., 

., k-1 k 
e 17n Y ""' P + fl • w • • 

(4.21) .Jc:ROPOSTÇÃO: Seja 1; ~ {x e Z l < x < pk , x :f O mod p } 

,. l-p 
então v (LX - · ) -

p x€1'"\ 
k - l. 

PROVA: 
-1 ,Já provamos na Proposição (4.18) que X 8 

* t.:unbóm per tcnce .n Z 
p 

y. 
l 

c 
1-p 

X '""" 

1-p - co 
X = (yi)i=l (,_ xl-p rrrod pk -- N t yk. o cmos aqora 

* z p lO(jO 

xl-p.xp-1""' P-1 
7, c pelo Teorema de Fermat x = 1 mod 

p 
l em 

implica eTil xl-p ~ 1 mod f_), então yj := 1 mod p para todo 

Seja H k * - l y e 1 Z/p 'z 1 , y l mod p}. Clurnmcntc II tem 

nss.im 

aue 

p o que 

orc1cru 

k-1 
p Not.emos contudo que yk = l mod p, assim yk e H e os valo-

· los por Y 1-p mod pk res assuml{ ú são precisamente os elementos de li. 

Desde que ll é um ::-;ulJqrupo t'J_e lncHcc p-1 do qrupo cTclJco 

(Z/pkZ) *, a cada ~! 8 il corrcspondem p-1 elementos xl-p moci pk com 

X e N. Assim 
,. 1-n 
L X "' = •"' -

,. k 
(p- l).L_y mod p. Pela 

ytl! 

'- y ~ pk-1 + pk. lpk-1 - 1)/2 . ]' ,(____ o que J.mp .. 1.ca 
y!.l1 

L~x1-p ~ lp- 1). (pk-1 + pk. lpk-l- 1)/21 mod Pk 
l<('.\\1 

Proposiç~io I 4. 20 I 

em 

portanto 
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,-x1-p ~ -pk-1 mod pk L _ e pela Proposiçio (4.19) 
A:€W , obtemos 

PROVA: k Seja x = a + r.p e y = a + k 
s ·P com a,r,s e z 

o < < lc p 
(êl + k)p aP + 

;f'._(P) p-i J.: i 

" p X - r.p = 1--; .a .(r.p) r trli1S pilra 
~·1 l ' 

l " i < p p/(j') e pk/(lii e para i = p, k+l/( k)i p p , portanto 

para i ~1 pk+l;f(P).ap-i.(r.pk)i, 
-Fl l. 

lo no 
·' 

~ (P) p-i k i _ k+1 e z 1- .. a . (r.p ) - t.p , t 
1~1 l 

implica em xP = yP mod pk+l • 

(4.23) PROPOSIÇÃO: SeJ· a G = {a·· 
X 

xiste um lwrnomor.fismo de anéis 4-' 

para todo U , U e G, 
X y 

'f(n .() + n .()I 
X X y y 

t - r) p t 1:+ l e cn:ao x~ =a + .p De 

~ } 1 ~ x -( p ' 1 x t,. O rnod p . E-

Hl 
7. [ G l ·---• 7./p • Z tal que 

n ,n e z, 
X y 

k+l 
mod p 

PROVI\: Intcüllrucn to lembremos que a opor<1çao dcfi.nl.d.o. ern G c a 

composição, assim dados Cf,!TeG, 
X y 

z ~ x. y mod rt {:cremos o- oo-· (r k) ~"' 
X y p 

z () kl' oo o·(.'; kl corn a· e c. 
z p z p 

A partir daí 'I' ( () o() I = 'f' ( cr· I = zP mod 
X y Z 

[) p k+l 
(4.22) z :::;: (y.x) · morl p de modo 

k+l 
p mas pela 

'i'(() o v I 
X y 

P k+ 1 p k+ 1 p k+ l 
= ( x. y) mod p =- x mod p . y mod p " , 

'1'(0-xo(Jy) = 'f'(() I. 'f(()). Sej.om a = L:n .v, 
X Y X'ÕW X X 

'i'(CJ + b) 

Proposição 

que 

isto é, 

b = L.rn .tT, 
xf.W X X 
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' p k+l = ( ;_(n + m ) .x ) mod p = ' p k+1 {,,.p • x- mod p + :xE:W' X X 
''" X 

-.:.:- J1 k+l + / m .x mod p xo,w X 
'í' ( í: n . O • ) n . O ) 

x.€W X ;{ y(W y y 

= 'f'(:f~n .Cí) onde n ""' ~n .n , loqo 1.cw z z z, 1 , 1 ..,,,~ 1 r x y -

= (., P k+1 , r .. _, ... n .z ) mod p = (L n .n . (x.y) ) 
zE:W Z X:yEW X y 

k+-1 mod p 

.... - p ' p ' k+l = ( L n .• :x • L __ n • y ) mod p , 
'lu;W X yE.w y 

portnnto '.P( a. c) 'P(o) ,'P(c) c con!;-

tatamos que lf' é homomorfismo. • 

(4.24) LEMA' 2 Sejam a,b e Z com (a + b)P f: (ap + bp) mod p e 

a.b. (a + b) $ O mod p. Par~ n numero natural tal que (n,p.q) - l 

seja J .. = 
,- . k -1 
L [n.x/p l. (I!) 
>~;~W X 

k -1 
- [b.x/p li. (i!) . 

X 

-- ((( + o-b- o·· lb) .J. em Z[CJ c j3 t;ati.nfaz 
a a·· 

PROVA: Antes de dar inicio à demonstração do Lema, 

cjuc (0-) -l = a- -1 mod pk ( onde x -l morl 
X X 

k 
p 

esse resultado nos d<Jrá maior libcnladc; pura trJ:balhotr 

Então 

( 3.] s) : 

provaremos 

pots 

com 

-1 
(o- ) • Sabemos uue se x e í1 X ~ 

I w ~ { x e z , 1 < x < pk , 

x ;p O mod p} ) cnt.Zio Ir e G c o··() l<) •o () k)x e lf:,_()q) = )g·, .sc-x X p p _., _ 

-1 = (V ) , logo 
X 

uou(lki=)k; 
S X - p p assim a· oi! ( > k) = 

s x r 

= () k)x.s =r k, isto é, x.s- 1 mod pk e encontramos 
p p 

-1 . k k )• -1 s ::::, x mod p com s e W ( s wod p :cc ( x rnod p ·) - ; c h tiHkl rcrnrw n 

-1 -1 
esse s e w de x } ; port<J.nto ((T) = crs = a-x -1 rnod Pk. 

Para provar a primeira usserção do Lema vamos defini lê 

e :>:: -1 = x.(O') 
X<tW X 

e Z[GJ. 

Seja m e z ' m $ o mod p f:i.xndo; seja mod 
k 

X - m.y p ; co 

-1 k 
mo x mnd p o -1 k l·*~ y moU p pcrtcnC('Jli <1 {Z/i; '} W, ternos 



-1 -] k 
y - 1\l,X D\OJ p . 

Seja r(m.y} o resto da divis3o elo m.y por pk de 

que m.y = [m.y/pkj.pk + r(m.y), com r(m.y) < pk, loqo 

)" k k 
x;::::;: m.y mod p' obtemos x _ r{m.y) mod p '·, ou r;cja. p 

(x-r(m.y)); 
k 

no entanto x < p e k r(m.y) < p , 

( I ' k i 1' ( ) x - r m.':i <: p o que mp ~cu em x "" r rn.y . 
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modo 

de 

divide 

então 

/\ssirn 

a;n.O = J;f.l·O~no(G;._)-l ""· {;-:;;.,F{m.y). (()Y}-
1

• l-lotemos que <JUilndo x per-

- ' -1 corre w, y tambem percorre W de modo que /_ x. { () ) 
XEW X 

~ . ) -1 
,-Ly.(O, 

yc-N y 

logo (m- (J) .e~ Í~m.y. (o· )- 1 
m yf:.w y 

- :rr(m.y).((J)-l. 
ycw y 

' -1 = L." ( m. y - r ( m. y l l . (o- ) , mi.ls 
ycw · y porta~. 

to 

(4.25) ( 0 .. 1 8 k ,- c I k 1 ( íJ. 1 -1 m- . 'c p . ./..,.~_,.!ti. y p . y 
m 'i"·"" 

Corno n :f O mod p, n também sntisfuz a iryualdudo acima 

e substituindo-se rn por n encontramos 

( 4. 2G) 
k,- l- -l. 

(n- (J).O •• p .;,.[n.ylp'].((J) 
n r~w · y 

k ' -p.c<. 

visto que o~. 'c I kl ~-1 'c k - -1 =L n.x p .(()' = L.n.ylp ].(0 I . 
X';'" X yt:,W y 

Notemos .::190ra que se substituirmos suce~>siv;:unonte m em 

{ 4. 2 5} por u+b , ct , b cncon trtu:cmon; 

(Cla + Ob- cra+b).e -·((a+ b- o·~+b)- (a- (J~)- (b- Dl)l-8 

~ !}'. L[(a + b) .yft}'J. (o· l- 1
- r".Tcu.ylp"J. (O )- 1 

yr:.>oJ Y JfW Y 

pk. L[LJ.ylpkl. (il 1- 1 e pel.'l defin.iç5o de jl: 
yew y 

(4.27) 

k p . (n -

((J + o-b -
a 

se cornbinunnos essa liltíma igualdade com (4.26) teremos 



k 
~ P lu + cr. -

· a b 

(4.28) 
k 

p • (n -

u+l).d..., isto é, 
a ' 

o J .f3 ~!}'.(o· + 
n a 

Notemos entretanto rjuc Z[G] c .li.v.rc de -ton;.~ií.o d0 
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modn 

que para todo x 8 Z[G] e y 8 Z, y.x = 0 implica em y = 0 ou 

:x =O; conclu.Ímo~:; dal que a .iqualdaUc (<1.28) ô cqu:LvaJ.c-ntr~ a 

(n - crn) ·/3 = (rr:., + O}) - o-;+b) .d.,. e provu.mos ussim a primeira afí.r 

maçao do Lema. 

J5. vi.mos e:m (3817) que a conclíçi:io (3.15): c 

equivalente a L:,n .x 'F O mod pk para jl ~ Ln .u e Z[G]; logo pro 
>(.IX X X X 

var que j3 ::~ 
)- k ,_([(a+ ll).x/p]-
xcw 

k [a.x/p ] !• - I - [b.x/p ']). (IJ") ·· 
X 

tcnce a Z[G] satisfaz (t )R * l õ equivalente a provar 
p 

per-

que 

Z:l [(a+ b) .x/pk] - [a.x/p1'J - [b.x/pk]) .x-l $O mod p, considc-
x<W . 

ro..ndo o lado esquerdo du congruência como um elemento (lc 

Provamos em ( 4. 23) que exis·te um homomorf ir, mo de nnéis 

" c J ; k+ 1 1 1 a· ~ e ; : Z G ------~). Z p Z ta que para to( o x'vy G, n ,n € Z te-x y 

mos 1f{nx. (Jx + n . O~ ) ~ In . xP + n yP) rnod l'k+ 1 A[>licnndo y y X y· . • . , 

homomorfismo a 14.27) (v + o;: - a·:,+".) .e ~ pk.fJ obtemos 

I 4. 29) 

tramas 

a J.) ...., J_J 

k ' k k k -p k+l 
~- p . L.( [(a+ b) .x/p ] - [a.x/p l - [b.x/p ]) .x · mod p 

x<W 

A partir da hipÓtese (a + b)p $ (ap + bp) mod p 2 cncon 

v (aP + 
p 

(a + b) P) ~" 1; de acordo com ( 4. 21) 

\- 1-p 
V (,r_ X ) = k - 1, [) 

!Jortanto v ((n + bp -
p lf."'-W ' p 

Notemos agora que se utilizarmos a argumentaç5o anfiloga 

u Proposiçõ.o (4.19) 1<-l k -(a s: p mocl p cntüo v (a) ~ r, - 1) 
p 

crn 

( 4. 29) encont.r;:unos 

,~- k 1-
+ vp( L I [(a+ b) .x/p l - [a.x/p'l -

_ X€W 

k -p [b.x/p ]) .x ) ~ k, lo 
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plica em 

(4.30) 

Visto que todo X 6 W sat.isfaz O Teorema de Permat 

p-l -p -1 
x· :0 1 lll(K1 p, claramente x ::.~ x mod p c sul;~;tiLuinUo e~;~;c va 

lor em (4.30) obtemos 

provando 

com isso o Lema. • 

O rreorcuw que provaremos a se9uir fornece, n partir de 

uma congruência com Soma de Jacobi, um critério para que a condi-

çao (3.22) sc:ja S~1tisfcita cludo p primo maior que 2. 

inteiros satisfazendo 

(4.32) 

e seja f-1 o idcu.l de z [) k] satisfazendo 
p 

(4.33) M n z = nZ e 

Seja ri ::::: 

v[M] = M 
n 

e Z[G]. Se 

(4.34) · ( a b )oi. " d M l \ e u k t-J X ,X ::=: > mo· para a "gum _ p ~, en ·ao a concHçilo 

(3.22) é satisfeita. Se (4.34) nao ocor1~e então n é composto. 

PHOVJ\: Seja N 

o ideal gerado por H e seja 

mos assim 
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(ua + u.b- CJ ) ·"- ~ (n- CJn) .fo, logo j (Xa,Xb)ol. ~ T(X) (n-a;:,r .JJ. 
a+b 

(4. 34) 

algum 

UL:;>crveruo.s ayoTa que f1 C. N Ue modu que u cun'J ru :':1 r c 1..:t 

também é vfil.idu móduJo N, . - . ( a b)d. lntn o, J X ,X - }" mod N pnrc1 

) € U k, ou equivalentemente T(X) (n-O~) .}3 = ) mocl N. 
p 

Atra-

vês Ja r.ropoui.ç:Zio (r1.17} ccnwl:alLtiTIOf: 'lUC' N r;at.'Lr;faz a 

(3.16) 'e a partir do Lema (4.24) temos B satisfazendo a condiç5o 

(3.15}. 

dição (3.22), ou seja, (3.22) é satisfeita e o teorema está prov.~ 

do. 

P.1ra provar que se (4.34) n<lO ocorre ontfín n o compos-

to, observemos que se {4.34) nao ocorre qualquer que seja r e u k 
p 

cnt5.o 'l'(X) (n-~'l)./J 1c) motl N, qualquer que seja )eu 1-.; crn part_?: 
r• 

cu lar 'r( X) (n-~,) ·fl $ X (n) -n .fl mod N pois X (n) -n .j3 e Upk, mas pelo 

Corolário (3.14) essa última congruência so nao ocorre para n cort 

posto. 
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§ 5 0 CQ.";Q p -·· 2 

Nesse parágrafo como no par.:lgrafo anterior nos pr:opo-

mos~ rcfor1uul~r ~ conJiç~o (3.22). flflr~o 0StolJclecidnn 

entre Somas de Gauss c Somas de Ja.cobi. As congruêncL.1~:> uqui cxib~ 

das ser do congruências módulo t1, com H ideal de Z [ ) 2k] :~0t1sfuzcn~ 

do ~1 n z '--~ nz c il [MJ ~~~ H em vez de ce;n<Jruênci.as gJ)üuLrl i.J 
n 

com 

N ideal de 

C.J.da um dos cinco teoremas que c>;:porcmor; aqui ;·Jprc:::cntu 

uma congx:uência que se for ~ou.tisfcita implica na validudc: da condi 

cão (3. 22); se a mencionada congruênci<-:--t nêlo ocorrer n Si::' r a um nu~u: 

ro composto. 

Hocordemnr.: que dcsJo o .inicJ .. o do texto c:;t:-:;;nry; Guponr]o 

(n 1 p.q) "" 1, uc:sim, p<lr.:l p ""' 2 n é nccc~;sc.trL:uncnLc um nl:iJw.::co .lm-

p;u:. 

1\ntcs de provo.rmos o primeiro teorema desse par.G.grufo 

daremos duas p:ropvüçõcs cujos rcsult.::uJrx; 
<< 

~;criJ.o u tlli zazlrJ:> na::; pr2 

(5. 1) ~ zrt l[l] q ~-

(! 

ser ao válid.J.s a.::; 

iqualdades: 

i) nB ri L. o:c: n Z 

ii) (f [nD] nB 
1\ 

outra inclus5.o observemos primcirJmcntc que r2 ;:;:; -1 de rwdo que p~~ 

.:C~1 L' ---- 2 C k = 1 Lcll!OD D zn2k,)l[IJ q ---
q 



Seja 

' i J Lll.Oi .. q • ()" I . 
j,l ' J q 
' 

com i, j, Q .. 
1 J 

visto como espa,~o vcloria.l de dimensão cJ-l sobre Q 

(r ) q-
2 } é uma base desse espaço' 

q 
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e z 

c 

to:.~rnos 

• • ~ • • • • • • I linearmente independentes sobre Q. Na 

Última .igualdade todos os coeficientes dos elementos 

tcnccrn Ll. Q, lo9o i n . .::t ••• q 
l.J 

"'' O p.:-n::· et i.: o elo j > 1 

per-

a .. = O para todo j * 
l] 

i 
O. Ent.ão n.La.

0
.q 

i l 
- x com x e z. t Llcil 

obscrv;~r que t Z, pois cat.;o contr:irio r. 
s/q 

com -r;;;:; w.tn{i.} < O c (:3,i.J) '""''"" l; no cnL<-tuLo (n 1 q) ,_-~ 1 o 'lU'~ impli. 

ca em n.s/qr não pertencer a Z; assim La.
0
.q1 e z, 

i l 

' i {' n • .ri cliQ·'l -· X CUW X (:; n:t,, porlanto llLl I ;(; C n:6. Pi.1rU 

logo 

·vr.:r:ificur 

que> cr~[nB] = nB basta obscrvetr -1uc Un noD::>c co.so e a fun?{"io ldcn-

( 5. 2 I rr:JPOSIÇÀO: 

igualdade~;: 

ii) nB n Z = nz 

iH) o- [nD] ~ nD 
11 

Dudo B SJ.O válidas ilS 

PHOVl\: L:u:a vc:ri.Clcur a primeira :Lsua.ld.::J.dc ncccssi lümo:-; 

provar que nB () Z[!
4

J C nZ[)
4

J pois a outra inclusão é 

paço vetorial de d . .Lmcnsiio g-1 ::1oLrc Q ( ) 4 ) r tendo cor~,o 

r. 5 

seguintes 

óbvia. 
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{l, t 1 • • • • I 
~q 

Seja. x um elemento de 

j , L ú f 1. í 

o ~ j { q- 2; então 

- X .L alo de 

1, r , 
q 

..... ; 

()'
4

) í·'!L 

I I l q- 2 
·q ;;crt'm lincarmcnLc~ indcpnndr_;ntc:; ~:rJbre Q ()4 ) 

ucontccc se c somente 

S ' ., .. o l' .. , T ., I JJU ]. J. ' t COJ11 .J' ·f: o :.. .. '-'ijt """ ---''-'--'-'- J• •f - -

' t ~ x "" O o que implica em 
r- t Í 

n.Lo.ot·'J .(S ,) n. L.u. ot·Cl 
i. t .1. " 

de Q(} 4} sobre Q, 

t 
!1 ) "' .. .., . + ·t'-'-oot·'·l -a. 

"'' X • 
i, t :i 'l 

o; como 1 ' r 4 

mente independentes sobre Q e n<J. iguuldadc acima seus coeficientes 

pcrt0nccm a. Q encontramo:;; a. (:; 

e com o procedimento idêntico ao utilizo.do na 

tão X € nz Lr4 ] portanto nB n Z (.f4J C nz [) 4 J. 

V.:::tmos CHJOGl vcrlfiCUT que nB (l i. "" nz. Acc..tb.:.uno.s de. pro-

var que nn fi Z [)4] = nZ [.t4J de moclo que nB (l Z = no n (z[t.J n Zl-
' 

:;;:: nz [) 
4

] n Z portz:mto provar que nB ll Z =: nZ é Ctju.Lvalcntc a de-

l '''"'n"t·r-~,, .. ~lu' 11"[' ·] (1" ,,.,_. _, .... ~ ' '-' t.J ;. 4 '" 

-nos cnt~o vcrificitr G outra inclus5o. Seja 

y == n. (a+ b. )
4

) e Z; a,b e Z logo n.a- y + n.b. r
4 
~O, contl:do 

" sabemos que 1 r ) 4 SQO linoo.rmentc indcpcmJcntcs cobre Q, con~;c-

q ut::n temon to n. a ~ y c b :::: O , e.n LÕ.o y ~:;_ n. a e n Z , porto.nto 

nZL1
4
Jrl2CnZ. 



A terceiro igualdade U [nBJ ::: nB é evj_dente 
n 

portanto t.cmo~:: n rclctç5o desejado.. m 

( 5 . ,, ' TEOHEH.t\: Scj ~l p 2 c k 1. f; c o, "' "" 

~-~--~~----~-

( 5. 4) 
(n-l) /2 ' mod algum ) e ( 1 ' -1} q - ) n para 

( 3 'I')) -• "-c•• c ;,;,tl:.'\..':;fclt.ct. ;;(~ 

é composto. 

8G 

SJOiS 

><i5 C ü LuuJ, 
n 

r;n t3.o n 

* PROVA: Nesse caso temos X: Fq --~--~)< u
2 

com u
2 

= {1, -1}, consc-

qucntcmcntc X tem ordem 2, ou scji.1, -1 X = X . Em ( 3. 9 I 

'l'(X) .'l'(X-l) -· X(-1.) .q, porLanto LFjU:l T(X)z :-c_; X(-1) .q; 

n-1 n-1 -
{X(-1}) ~q , mas n-1 c par de modo 

nrcvamo::.; uuc . . 

que T(XI 2, (n-1) ~ 

X(-1) 11- 1 ~ l c (n-11 /2 e z o que :Lmpli.cet em q(n-1)/í.'.. e z .• + . . ~ 

n-1 isso 'l'(X) n C:: 

ímpar), assim Vn()
2

) = .) 2 , porto.nto a~ é a função identidade. Se 

tom~~ nnou }J T(X.)n--1 \· (n·-U/2 
-·-·q ; 

usan.do (5.4) {q(n- 1 )/2 -"" :r rnod n) por<J _·r= 1 ou :r= -1 temos 

'l'(X) (n-O""n) .j1 ~ ) rnoU n. Como n e nn, se fizermos N::.:.:: nB encontrare 

(n-IJ I .jJ 
mos 'l' (X) n ,,;:: ) mod N para algum J' e u

2
. J5. prov:.uno:; na Prr>p_2. 

sição (5.1) que nB n Z = nz c U [nL\] """ nB de rnoJo que N "'' nB 
n 

tisfo.z .J. condiçào (J.lG); cla.ramcnto jJ ~·o l ::;a.t.isL.tz U . .L:~): 

G 
2

)A ::::: 1 portanto <1 conJiçõ:o ( 3. 22) é :-;o.tlsfci tn. 

SuponbJ.mos agora que (5.4) 110.0 ocorro, isto c, 

q (n-l) 12 i J mod n qualquer que ::;cjil :r e u2, mas 

'''(X)n-1 + (n-1)/2 1 'J'(XIn-l r- 1 1 , = -(l de rnoi. u que , t ) 1\iOC. n 
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) € {1, -1}, conscquentcrnento 'l'(X)n-l- l ~ nZ; entretanto 

Z () nU 

é válida pw.r<:1. X(n)·-n que c urno. ro.iz 2-;)simo. du un:LJ~1dc, :U~lo c, 

n-1 -n 
T(X) 'f.: X(n) mod nB; tolrh:mdo j3 "·' 1 

T(X) (n-l) ·/3 lf:. :X:(n) -n.jJ mod ni3. Se n fo::::sc primo, pelo Corolár-io 

(3.14) 
.. {n-0 ) J; 

tcrJ..amos T (X) n ) s X(n) -n.jl cl N l 
HlO f-JZI.Ca LO( C! fi e ~lGJ 

e todo idc.o.l N de D com n e N 1 port.:::tnt:o n c compos lo. lL1 

( 5. 5) 'l'EOHEHll..: Seja p = 2, k - 2, n ~ l mod 4 c M um ideal 

( 5. G) J. (.".X) (n-l)/2·'l(n-l)/4 .,,. c rrtod 11 1 '""·· __ ) ·· po.ra a fJUm 

cnt3.o a cm1t.:1iç::io (3.22) é SdtiL;fcl.La. Se~ (5.G) nüo ocorre: cn t~:ír_~ 

n é composto. 

q-,1. . 

PROVJ\: Seja N = {(f,aj. ()q)JJ.qd: "j € H (O~ j ~ q-2), deZ} o 

ideal de D gerado por M. Com proccdlrucnto idêntico ao uU.l.i:cEJdO na 

prova do Teorema (4.31) temos N () z[t
4

]::::: 1'1 e 

N 11 z - N () z [}; 
4 

J 11 Z ~ H n Z ~ nZ. De n or 1 mod 4 

n :o= 1 + 4. X com X f! Z de moi] o CJ_UC! Ü~n ( $' 
4

) , .. o ( )"
4

) n :o:::- ) 
4

• { ( j 
4

) 4 } X 

= r 
4 

f .:lSSinl o~ é iguul Ú idcntidJdC TIO (J"':5r.::td0J." dQ gr:·upO U 
4

1 logo 

0~ 1 6 o J.ULomorfl:::ilnO idcnLLUaJc e porLmLü 0
11

LNJ '-"ti. 

Vimos em (3.9) que T(X).T(X- 1 ) = X{-1) .q, loqo 

2 -2 2 2 -2 T(X ).T(X ) =X (-l).q • q e nesse caso X ~X o que implica. 

ter;; os 

? 
j(X,:-.;:) '-= ('1'(X).'l'(X))/'l'(X"'") vh;Lo <Jl.'!!~ {L -1- 1) / 0 Jit<~d 1\, 



_ (·(X X) "''X2)) (n-1)/2 .. , (X X) (n-l)/2 (n-1)/4 !'" (' ') - J ~1• "J.\ - J I .q • .01: :::>.•.) temos 

'''("In-() - ' l " M r N n J. ,-.., n """. ;, moc h; como , _ encontr.":tmos 
n-V ,._ 

•r(X) n;:; ,~. mod li. 

N ll Z = nZ, portunt.o a condiçi:io (3.22) é satisfeita. 

n~o- ' 
Se ( 5. G) nô.o ocorre cn ti:io 'l' (X) n f S mod ?·1 par,:t todo 

}; e U 
4

, em particular paru X (n) -n 

T (X) (n-()n) .fJ ;f X (n) -n .j> mod H com fl '" 1, logo 

•1, I") n-() .. I" XI (n-1) /2 (n-1) /4 " , 1, J , 
.>. 11 -· J ,\.r • • <j '-" '" ) 4 C 

concluír:ms 

(n--o· ) .fl -n .fl que T(X) 11 - - X(tl) 

T(X) (n-Un) ·J3 '$ X(n)-n.)J mod N. No cnt::mL:o, pelo Corol;Ír_Lr) (3.14) 

essa. congruência ocorreria se n fosse primo, logo se (5.6) " na o 

.:1contccc n 0 compn~-~ Lo. • 

( 5 • 7) --· 2, n 

( 5. 8) , (X X) (n+l) /2 (n-3) /4 
J p .q - ) mod nZ [)

4 
J pura D.lguw ) € U 

4 

ent3o a condição (3.22) 6 satisfeita. Se {5.8) não ocorre então 

n é composto. 

PRQy;:;: Do mesmo modo cruc no tcorcm.::< ~mtcr:ior, il p;;u:tir de (3~0); 

l 2 2 -T(X).T(X-) = X(-l).q encontramos T(X) = q c atravcs de {4.11) 

obtemos 'l'(X)
2

""' j (:X,X) .'l'(X
2

) pois (1 + l) ~: O mod 4. Com '::I 

n ::-:o 3 mod 4 temo::--:; n ~= 3 + 4. x com x e ;::; ~ assLn 



Y ~ 1 
v 1 ,,; t ·.L ']I".'> Y Lc111 o·· 'c111 ·' • V · I · "" -"'- ·' , "· .-,. "'u ·~ C~LJ. tCdlll(J:; t;Jl.li.lo 

rr '1-l 'l-1 

T( ")v IT" l"';-·xl J I' )x) Txnl 1 1·s· ,.x .-,. D :::::: u \ ·--. X • ) ;::~ ·~- , X • . ·-
l1t·J. CJ A•l q 

~ -1 -o -1 _, 
to T(X) n = T(X ) c T(X) n - T(X I -, 

T(X)n-O~+ •• T(XIn.T(X-l)-l •• (T(X)n/T(X-lll.('l'(XI/'l'(Z)) 

= T(X)n11j(T(X-1 ) .T(X)I então 

(5.9) 'l'(X)n-O~- 'l'(X)n11/(X(-l) .q) 

n+l 2 (nll)/2 
Por outro lado 'r(X) ~" ('l'(X) "} 
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q U(~ 

pcrt:m 

. (X") (n+l)/2 ,1, 1 .. 2) (n+l)/2 " 'l'("2)2 = q 
c::: J • J''\ • A r rnct..:, A por tu.n to 

T(x. 1n+l ,, 1 ("X) (n+l)/2 . (n+l)/4 . .) .-..,. .(1 . SubGlituindo T(X)n~l 

vo vetlo_r· em (5.9) 

'l'(X)n-un _ (j (X, X) (n+l)/2 .q(n+l)/4)/XI-ll .q 

'''(X)n-0' X(- 1 ) _ . ('"X) (rH1)/2 . (n-J)/1 

ou equivnlentcmente 

"' " u.. ·~ J •• ,. .q c cntcio, por (S.e} 

modo que X I -1) (;! inversível e X ( -l) - X(-1)-l e uil, logo 
' 

' X(-1)-l. T('•')n-a· ) -- J e u •l c cnLZio •• n - J wod nt,[j4]. ;-; (: t.::;cc;lhor 

mos P,"" 1 e N "" nB, J3 satisf.:tz {3.15); Lt 2 JP :i: 1 c proVdlnos na Pro 

posiçêlo (5.2} que N ::;u.tisfuz {3.16). Cuato nzLJ
4

J CnD tCfWJ5 

1'(X) (n-un 1 ·J3 s X(-1).5 mod N c port3nto n l < '"' 

cona.1.Çi.lO (3.22} o 

feita. 

Seu congruênci.:_t (5.8} n~w acontece 

n-u 
T (X) n "Í-' :r mod nZ [) 

4 
J qualquer > e U 4 r em particuLar :-;r:; f3 -- 1 rJ 

, ( )-n.jl ( )(n-O~).Jl ( )-n./J ['] . ) :;;;: X n · obtemos T X n · $. X n ' mod n z .l-
4 

, 1. s to c , 

. r r- -, e nZ L; 
4 

.J d(! modü 

que T(X) (n-o;,J .f3 ~ j (X,XI (n+ll/Z.q(n- 3 )/~.X(-l) e zlS
1 

1 c isso ln-

l " '" 'l'(") (n-u).Jl- X(·)-n.jl E!· Zl' 1 p .;,. C,J. C"' .'. 11 , L .> 
4 

. ( s. 2) 
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n6L) 4 J o cJUc HOé_; fdz conclulr 

ria o. congruGncJ.a, portanto se nZio vo.le a congruência (.S. B) n ,_ 

definircrno::; Soma do Jacobi. 'l'ripla j {X,X,X) como um elemento de 

ZL)
2
kJ dü scguinle forma: 

(5.10) 
2 

j (X,X,X) c:: j (X,X). j (X,X ) 

~ ~; 2 
a + b f: O mod p ·, J:_;sirn, j {X,X) -~" 'l' (X) ~-;·r (X ) 

para k "?: 3. Substituindo esses valores cw (5.10) obteremos 

(5.11) 
., o

'l'(X) _ _;-· 3 

~ ~--J ·3 x rr 
oois T(X") ''L X' (x). () ) , o-:

3 
(T(X)) ' 'l'(X) 3. 

- 1'· ~ ' q 

( 5. 12) \; - {x € z : 1 c{ X ( 2k 
' X 1 ou 3 wod 8} 

w .. ( v .. wod ')k 
" ' X e \'il 

3C 

c 

As proposições que prov.:tremos a seguir sc:rao utilizado.s 

no Teorema (5.17). 

(S.lJ} 

- - k * PROVA: Para provar que ~>V e um subgrupo de (Z/2 Z) , notcrnor; primo~ 

rarncnte que todo elemento de 'í1 v * pertence a (Z/2 ~Z) ; assic prcci;~-1. 
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tipli.cativo. Por definição qualquer elemento de ~1 e congruo u_ 

l ou 3 módulo 8 e L~ r&cll oln-;crvuL lJUC o pr-oduto Ue elcJnenLo:J cem-

gruos a 1 ou 3 módulo 8 tuml ::-;11\ c conrynYJ ;; 1 ou 3 módulo 8, portan 

to a propriedade J.c: fechamento e s<J.tisfclta. Por outro ludo o ln-

3 módulo 8. Obtemos cnt::io W cotno sub~;rupo de (Z/2kZ) *. 'A ordem eles 

j •'j I 

se subgrupo 6 2<-- visto CJUO para k ) J cxistcn• 2K/8 cl~rncnto~ c0n 

'· gruos a 1 módulo 8 o out.cos 2h/8 elemento~:-: cungrunG 

3 -d 1 B · b · t · zk-.3 zk-J mo U O , OU SC.Ja, O SU COH]Un O pOSSUl_ + clencn to ;e;. 

l?D...ra calcular /~ x notemos 
"w 

\-J--{1+8.i 1) u 
k-3 U (3 + S.i , i e z, o< i < 2 - l} portanto 

1~-~ l. 

A I~.i 
~"o 

corrcsponde a 
1·-? 

üo~-:: 2'" -' prímcir-oc; te: r-

mos de uma Prog.rcss2io Aritmética de ro.c:2io l, logo 

c 

)-x __ 2 2. 2k-3 + 2 4. 
12

2.k-7 _ 2k-4) ~ 2k-1 + 2 2.k-3 
);,(V.' 

Como no p.J.rágrufo anterior, d<1do y e Q, [YJ scra o maior 

inteiro menor ou .iqual a y. 

(5.14) PROPOSIÇJ\0: 
=-=-'-'-"~ 

Sejctm 
-- . . k 

J.. -· L [n. x/2 J. 
""' 

PI-\0\/l\: Seja e;:::;;: Lx. (IT )-l* O mesmo procedimento utilizado 
~"'~"' X 

no 

p,.tJ:..t ul..'L<::.c ~i i•JU<-~lJ.dJu ( !J. );)) J_Jf.Kk~ ~;e; r '~ll:'l.Lv,r'l'J 



resultando em: 

(5.15) lw - O ) • O 
m 

m~lou3mod8 

tuin"lo y por: x (poL:_J ambor; pcrco:rrew V.J) n!it (5.1-S) 

(n cr l .e 
n 

k 2 • d. 
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!H í_3 /:1 

c 

/' .jJ. Utilizando as duas Glti-

rnas iqualdades encontramos (2k.j3}.(n- Vn) c--:: (3- UJ).O.(n ~ 

= 2k. (3 - 0""
3

) .d... No entanto Z[G] é livre de torção pois é um <:mel 

port;mto (n-o· ).jl c (3- a·3).d. e 
n 

( 5. lG) P POPOS I Q'i_Q: 

)- z tal que lp (a~ ) 
X 

1 po.:r;a. lodo CJ:, E! G 
~-

c 

'f { z) =:: z para z e Z. 'f e um homomorfismo de unéis pois d3dcs 

:;;: 'f(:[ .r .cr) + 'f{;['s .u) e 
xtW X X :,:(W X X 

':''(;·-- ,. ~ -;·t o ) 
_;:;, oV •L~- •' 

x?_W X X yrcW y y 

- 'l'(fsx.Cíx).'I'Cftv.cry· ). 
xcw • ycw _ 

Seja "" -l 8 ~ I. X. ((í ) • 
li.CW X 

Da P roposiçZio (5.14) 

t • -- ( 3· - o··· ) o ·· ., k 'l CLtU"> 3 . --- ~ ·;- T 

k k ~ . k - -1 k ......... k 
'1'(2 .;8) ~ '1'(2 ) . 'f( L [3. x/2 J. (0 í ) = 2 .)_ [3.x/2 ]. Consequonte 

xt;_W X XFW -

,-· 
mente 2. c x 

.:<O::W 

(5 .13) logo 



~ l + 2k-2 - 2 ~ 2k-2 - l . 

.. ~ -~ i { ( tr l ~ 1 ( -1) ) I J ~ x/2k ! 
"-Ó.W X 

I 
<jU\2 (0 ) 

X 
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_1_,,; '1i\ 

' mk 0 

' d ' d d ' 2k 0 

' J ,O ra1,Z ~ -csllllO.. · CJ. unJ. a e em r;:uz -csJ.Inct (.c mc;:;ma o ruem, cntretun 

.Losro 

Observemos 

... 3 l 2k- 2 l "" ogo - é Iwpwr o (_1uo impllcZJ. 

.,k-2 
(-1)"- -l -- -1 portanto Cr

2
)J3-:::: (-l)B c.-, -1. Como com;ccrluê·.ncia J~ 

satisfaz a condição {3.15): G 
2

)R * L 

(5.17) 'l'l~OREHA: Scju p = 2, k )- 3 c m -- 1 ou 3 mod 8. Scj<:! B U • ... 

o· u1 J 
n 

= M. ScjJ ~ € Z[G], 

' ... ,-[. j?k] (0" )-1 <X. L n.x.... • • 
><.c'W X 

Se 

(5.18) j [X,X,Xl"' ~ )' mod H para algum )'e u
2

k 

cnt3o o. c,)ndiç2io (3.22) é satisfeita. ~;c {5.18) nao ocorre cntJo 

n é composto. 

I d e z } . Com procedi-

m.::onto idêntico .:10 utllizc.tdo na Propor..ls~io (4.17) 

N n z - nZ M c v [N] 
ll 

- N, isto e 1 N .•;;; LLJfaz (3.1G) . Dr.: (5.11) 

temos i (XrX,X) - T (X) 3-()3 o que implicil em 

.,.--' k- -l 
CJUC (n - o-) .ij ~ (3 - o-3) .J. oorn 'l ~ L [J.x/2 J. (0') -, lor•o n )J J· ~w x ~ 

j(X,X,X)oé = 'r(X) ( 3-03).rL = 1'(X) (n-On).J~. Se j(X,X,X)co! -· l mod J.l 

portc:nto 

( o· , /3 
'l'(X) n- n'. e ) mod N po.r:.1 algum l e u

2
k. •P c•.l a l' 1·· r- [J t' ,-. ·r· r ;·; o 

- - ~! ' -'· ~ ' ·' (5.1(,} 



tcm'o c j3 {.~,""tl' sf,•znr,do (3.1') ·. (c2J13 ~~ l .• . r· '1 ~ ~-- ~• ~~ _, , . e Ja verl ::tc~unos r1uc ~ 
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sa-

Se (5.18) n3.o ocorre cnt.:io 'I'(X) {n-O~,) .fl, 'f' ) mod H quu.l-

temos 

(n-u) .f) -n.R (n-u J fl _,, JJ d 
'l'{:X) n ct X(n) ~- l!lod N, logo T(X) n • - X(n) '· -F H. 

No entanto j (X,X 1 >::) e Z [) 
2
k] c os coeficientes de rJ... sao númoros in 

tciros c positivos dü modo que j (X,X,X)"1 = 'l'(X) (n-O~) .;J e z[:\:"
2

Y:.J , 

portanto 'l.'(X) (n-cr;t) ·fl- X(n)-n.fl e ZD"/:_.J; corno jZi vJn:o;; r2m ( 1Ll7) 

N f'l zU"-
2

kJ = M c concluímos que T(X) (n-O~) .jj- X(n) -n.;J f/; N, entao 

'l'(X} {n-0'~) ·13 -:p X(n) -n.jl mod N. Contuclo se n fosso prlrno ocorrcr.La 

to. m 

Provaremos o. seguir algumas proposições cujo:; resultados 

scrao ut.ili:wUos no Tcorunc1 (5. 39). 

(5.19) * :_:,cj<l X : Fq -·---- ·- J>- u
2

k função caraclcr de o r-

k-1 
x

2 ('llL~·lo 'l'(X) .'.I.'(X.'Y) ;{ ( 1) -1. '1' ('V) • '1' ( ;{2) • 

,, - J 

PROVA: Por definição de Sonw de J·acobi, j{X,X) o:=o)~x(z).X(1-x). Co 

mo X é homomorfismo, j (X, X) 

2 y = (x-:X ) lUOd q C F , P (%') 
C] 

<f·l 2 
- L X (x-x ) . 

x•{) 

- w + y e F [t-l] 
q 

6. = {1 - 4.y} mod q. Scju w{y) o numero de elementos ;.:: dLstinto~-; 

2 tal que y = (x-x ) mod q. Observemos que se h. é um quadrado módulo 

q, P(t1) possui dUilS r::tízos distintilS em F(
1

, isto é, ext:.--;tcrn 

valo.n::s < . 
p05SlVClS par~ X 

t~mt:o m(y) 

CJn F 
q 

para os fJUD.ts y 
2 ---- (z-z ) mod r1, 

Únlco ;: G I' 
q 

dol.s 

po:c 
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2 
{x- x ) mod q = y portanto m (y) = l; se ú nõ.o é quadrado r:1Ódulo g 

~ 
X Clli ~· l.tl t]Ul! (x-x ) 

q 
Jll ( )o_l ' ! 

2 ~ 2 
substituirmos x - x na somatória / X(x-x ) 

X c> 

•I 
por y ~" (x-x""l 

'\,:.~ 2 'L! 
obb .. -,remos LX(x-x ) ~ /_X(y) .m{y) de modo que 

K•D y:u 

( r: ''lO) ;) ... j (X,X) 
'!-l 

,, ;·x(y) .m(y) 
X " , 

u . 

mo d q 

2k-l 
'f=X ''f: * F ------> {1' -l) 

q 
pois Y tem ordem 2 .. Dada 

Se !::.. = 1 - 4. y c um qu.::tdrwdo em I' , existe o. e i·' 
q q 

to.l que 

\f(l-4.y) 2 - 'f(él ) .. 2 (Y(a)) = 1 visto que 'V(a) = 1 uu 'V(J) - -1; a~ 

sim 'f(l-4.y) + l = 2 = m(y). D d •• * ("*)2 CS C CJUC .t = L' 
<I q 

* 2 U g. (F ) 
'l 

g gorctd.or de * F se q' ú não é um quudrudo módulo q então 

* a e F 
q 

tZll que 
2 - g . .::t * em F' 

q 

2 
't'(l-4.y) '' ~ 1 (g). o/(a ) .. -1, logo o/(l-4.y) + l = O = rn(y). 

para 

c:zlste 

Se 

)/(l-4.y) + 1 = 1 = m(y). Concluimoc: cnt3o que para qualquer y e F 
'I 

obtemos m(y) - 1 + Y(l-4.y) e substiluindo m(y) em (5.20) cncon 

tr<tmos j (X, X) ·~· l X(y) (1 + 'V(l-4.yl I 
'i('~ . • 

+ ?.x (yl. 'V(I-4.y). 
"'j# fi 

Observemos agora_ que a somo. de tOdC13 iJ.S r.:-:l.Í ZCS 2k - . -cs.·Lmas da unida-

de é iguetl CJ. zero r logo T X (y) 
Yf.'F'l 

= O visto quo X(O) '" o 0 

corresponde a v5ria.s sornatór:ins (cxutamen·tc 
i' (q-1) /2 ') rJc: toilas 

raízes 2k-ésimus da unidade. A partir 

(q' 4) 

disso 

= 1, assim r1uando y percorre F,
1 

1 z também percorre f' · "q' 

-1 
(4 mod q) e F 

q 
de modo 

LX(y). 'l'(l-4.y) = LX(z/4). '11(1-z) 
yEi,1 %CL1 

dcfiniçêio, Lx(z). 'V(l-z} = j (X,\f'), port.::mto 
~ 7.E f,l 

(5.21) j{X 1 X) '··' X(4)-
1
.j(X, 1f) 

d_isso, 

além 

que 

no r 
' 



96 

Retomando (4.11) obtemos j (X,'V) ~ 'f(X) .T('V)/T(X.o/) e 

') . J 

j(X,X) = T{X)~/T{X~), cnL~o a igualdade! (S.21) ~ C 1 IUlv~l0nle a 

T(X) 2 /'l'(X 2
) - X(4)-l.T(X) .T('i')/'l'(X.'V), 

'f(X) .T(X.o/) 
··l 2 '' 

-- X(4) .'l'('f) .'l'(X ) e a propo:Jiça.o e::;;·tfi provado.. m 

(5.22) PHOPOSICÃO: -·--·- D.J.da X : cetractcr de urdr::s 

k 2 com k > 3 c ~r 

(5.23) Tfv (T(X. '!')) ~ Jwrv (T(X)) 
Xl!W X X X 

e 

(5. 24) 'f X = o/ para tOÜO X 8 VJ 

PEOVA; De o/ ~ no entanto k > 3' assim 

8/2k-l t' 2k-l 1 l ·' fl .,1':-l 1 • )' c Qll .ao + ;:; . mou . ; corno '· + ;;... ._ qur.: 

k-1 
y = 2 + 1 e w de modo q uc 

(:). 25) para alyurn y € W 

Por outro L:J.Uo I i.bdo y e \A!' 

-para todo x e W e bijetiva pois dados x,x 1 e w, se 

t _,., .• ,. x·(x-x') .y - l 
'-" '' - r lUúS 

que implica em 2k/{x-x 1
), contudo x c x' sõ.o números intc,r' ro• · . "' ~ p03~ 

k ~ k 
tivos mcmoros que 2 , cntao 2 /(x-x 1

) ::.:;c c somente ::;;e z ~ x'. Pura 

provarmos (5. 23) 1 const~1tamos u par·tir de {S. 25) 

port.:1nto Tru {T(X.f)) = Tro- (T(X)). Paru verificar (5~24) notemos 
X(W X XCW X 

'· '1'2 2"" 
que ~ X é a função idcntid.J.dc c dcBdo que todo x e 1:,.1 c ccn-

gruo Q 1 ou 3 m6dulo 8 é Cicil ob~CJ:"'JrJ t: cru c x é 
" 

- X ,2 W 
X "" 1 + 2. W com 1!/ € Z C en ta o IJf "" ~~. n ) '"" 1!'. m 
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* (5.26) PR()POSIÇÃO; Seja X F ---> u
2

1c funçiio caracter de or-
q 

k 
dcm 2 c q; "" 

") k ""- 3 
x"· , cntiio 

(5. 27) 

PROVA: Relcmbrando que k ? J, a dcrnon:c~traç:5.o scró. fcitD. apl.Lcando 

induç~l.o sobre k. Par.:1 k ""' 3 temos ip -- X c utilizando (4.11); 

(5.28) 
32 ")2 li2 

q.j(<)>,<j>) ~ q. (T(p).T(p")) /T(•j>) 

Observemos que j).:tra k :7:': 3 ~~ ox·dcm de p :::: X e inual a 
' 

assim ~ 4 
= ~- 4 c a partir de (3.9): T(X).T(X- 1 ) = X(-1) .q temos 

do esse valor em (5. 28) o}) temo:::; 

(5.29) 
3 2 ") 2 

q.j (~,p ) ~ (T(rp) .T(VJ) 

Notemo~> (JUC ptt.rü k = .3 W -~' { 1 , J} T 

T(X)z.J::w'rx ~ (0·
1 

(T(X)).0'
3

('l'(X))
2 ~ (T(X).T(X 3 )) 2 ; cmno q; ~X obte

mos 'l'{X) 2 ·"'~~a~ = (T(,~) .rl'(4> 3 ) ) 2 c fazendo a substituiç~o em (5.29) 

t ' (; "·3) 2 cncon·ramo:3 q.J (;_),'i' 

k ~ 3. 

P.::tru k > 3, seja J·Zt provamos Clfl (5.23) 

que ~ 'iTo· (T (X)) 
xr:w X 

.-
'['(X) L.D' ~ . • :l.f.W X logo 

'I' ( x·) 2 · Jc'"':_ P-.- ~ •r ( x) ),··~w· 0.:. ;.- a· -"-..., ...._ --- ~ .-... 'r(X.'f)xCWx; proV<WlOS tnwLém em ( 5. 19) ' 

-1 2 
'l'(X}.'l'(X.~ 1 ) "~ X(4) .T(IY).T(X ); olevanJo il Í(JUa.ldade anterior a 

Ler cncontr.:unos 
:;.E;-.J X 

(5.30) ~(x)2. I:u 
J. • x( W X "" 

-Tu 
X(4) x(W x . 'T(X2) )=o-l<tW X 

X(2J
2 

c 



de modo que X ( 2 )Jw~'-{ "" 

(5.24): 1i'x ""' ~~ temo~-; T{'11)2.d1x ~ 110 ('l'('i')) •·· ií(T('V"')) 
XCV/ X :i..<:W 

k-2 
como W po;:.;sui 2 elemento:~ 

- k-2 
lT1'I'VI ,, 'J'I'VI 2 

I< I'""' 

I 5. 30 I node ser cn6lo sub:.:; li tul.J.u. TKn:·: ' '· 

15. 31) 
, . , . k-2 . ;:: . 

'l'(")2 . . LO_ , , 1., 1-2./, X ,1,('")2 ,1, 1,2 1 , 0 
;~ )((-W .--. ·- h "- :.<<.W • l • .i'. XL'd X 

No. prova de (5.1G) obtivemos: 
.,. 
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u ti li zo.ndo 

Í\'l'('f); 
JJ.w 

loqo 

(xl 2 12. c. x
1
-1 

• , xEW 
- c - 1 pois i1 ordem de X c 2·· 

;?=(3.x/2k'J E z. I\ partir de (3.9) obtcmo:3 'l'('t') .rl'(!Y-l) 
X<i'W 

-1 2 ]---? 
como 't' ='f , 'l'(\f') = Y(-l).q; assim T{'V) 2 '- ~ --

•")k-3 
1'1'1-l).q)" 

k-3 
1'1-11 2 

1----"i 

observemos contudo que ~ 1 (-1) 2 .. ~ = 1 

k-2 
= l portanto T(f)

2 ,., q 
2k-3 

'1'(-l) .q " 

pol;; 

i\ fFtr t..ir 

desse Último resultado a igualdade (5.31) pode ser substituida por 

l
'l 

1
z.Yo· 2k-'l 

1 
2

1
>o 

(5. 32) '- X xci..; x .," q .'l' X K(VJ x 

!Zelcmb.r;:mdo que W - {x : 1 

seja 
]ç-l 

IV 1 ~ { X ; 1 ~ X .:Ç 2 r X :::. l OU 3 mod 

que W c W' U {x + 2k-l , X e W'}. 
' .-- rr 

'1'("2)) .J A. '>f(W X 

, x ~ 1 ou 3 mcd 8} 

8}. f: filcil observar 

= ·n·'l'(X2 "x) .1T'l'{x2 ·Y). PC~.r'::t cado.. x e l'l' temo~~ y ,_ x + 2k-l e I·J\1-J'; 
>'.Lw' y c w\w' 

claramente x distintos em w se corxc.spondcm com y distintos em 

W\N', além 
k 

d . _ v2.y _ X2.x v2 '{2.x 
l. :;:,so .. , -~ . ü • "" , , 

2 " c ~lí(O ('l'(X ))" ~ 
X(w' X 

( 
2 

1 
2 • 1.: a· 

'1~ .X xYw' x, port:.1nL.o 

Substituindo cssu Última igualdade em (5.32) obtClLOS 

2k-3 2 ') :i() 
q .T(X )-·xEW•x, ou equivalentemente, 

I 5. 33 l 

P,l.r.::t Zlplicar a lllpótcsc de i.lH.lw;i:io .::uponhan~r)t~ que {:).27) 



6 vãlida para k-1, 

') ')(k~J.)·--3 

~· "' (X_)_ 

Notemo::; rnntudo quo ~' c:::. 

') 
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c 

por 4 e X' por x- na iguctlcladc anterior encontramos 

'!'('·'2) 2, 2-::p . ~'- J<.CW X 

., To· 
T(X)""")I,t.W x 

c rccorrcnUo a (5.33) 

-2k-3 2k-3_1 < 3 2 
'l 'q .J(p,<j>) ' 

2k- 2-l 3 2 
-~ q" . j (p,p ) de modo que a iguuldade (5.27) e va-

* ( 5' 34) I:' -~-~-·~> u
2

k uma funr.,,.3o caracte-r 
q -

de 

ordem k 
2 com k ) 3; além disso (ll "-' X 

Ir-") 2 • ... 

o - ,-[o ·/?k] (0' )-1 JJ - L_ ~. X "" • ~ 
xc~v ' X 

Se n e Z com n ~ 5 ou 7 mod 8 cnt6o + 

153 ,. 1 , 1 (n-o·).J1 (l)'(''''") . 11 ,,3 12 _. :;~ ·r,x n · ""X- ~:J :.., .. ,A .J <'r'±> 

PHOVl\: De n :c-: 5 ou 7 moU 8 obLCm0:3 -n J ou 1 rnod 8 c:. 

e 

dado 

,- -1 
9 "" L_x. (0-) podemos aplicar 

xcw X 
(5.15): {m - a· 1 . o 

l ' ' 

k ' k . -1 
~ 2 , L [m, x/2 L I G I 

Y.f.W X 
para m ~"" -n obtcüdo 

( 5. JG) 1-•1 - o· 1 . c; ?k ,. [ ;zk ·1 , a·· 1 .. 1 
_

1
.
1 

. -· ._ • L_ ·- n. x .. , 
x~w X 

- ' Observemos que n c x suo numcros lmpnrcs de modo que 

., 
n. x/2' f; Z; notemo:-:; tu.mLém que para w > O, z < w < z+ 1 t.êfllOS 

1ogo 

k T I [ -n, x/2 J + 
xcw 

[ / 
.. kl) 10 .. )-1 ,- 10 . )-1 n. x 2 • = - L ; por 

X x:Ev.l X 
outro liJ.dO 

-- k ~ -l 
e /[n,x/2 ].(O J 

xt:W X 
:.=:: d do modo 

= - (J. + L. o- ) • Se sub::.; ti tuirmos o Vü1or 
Xf.W X 

acima 

em (5.36) obtemos (-n-a~ .).O- -2k.(oL + Z::.a-). TarnJJé:m 
- J1 xf.W X 

prova-

mos que cor:tbi.n&ndo 
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esses resultados com a igualdade anterior encontramos 

(n + (n +o- ). (3- o
3
).0.2-k 

-n 

~ (3 

to (n +o- I .J3 ~ (J- cr31 .« + 2.Z:o-
-n XE.W X 

'l'(X) (n+O~) .jl ,, 'J'(X) (J-03 ) .d .'J'(X)2.z;,o:, 

j (X,X,X) = '!'(X) (J-0-3) , logo 

(C>.J7) 'l'(".')(!H0_ 11 ).)3 .... ·("X X)J. 'l'('{'2.Í.O. -'- - J A,. '" • .t 1 Xlo'd X 

Por outro Lúlo, como T(X) .'J.'{X-l) Y.(-l).q 

x0 (-1) = X(-1) pois X(-1) 1 ou -1 - < c 11 v Hnpc.tr, 

o- +o· 
T(X) n -n = X(-1) .q (X (-1) .q)/3 ; no 

portzm-

cntilo 

(_S. lJ_J: 

}C/jO 

em tanto 

parn todo x e W, (0~)-l(X(-l)) ~ X(-l) pois X(-1) é o Único ele-

mcnto de ordem 2 do grupo u2k, cnt3.o 

mns por (5.1G): c unt numero inpar portem to 

Desse modo 

(5. 38) T(X} (o +0 ) .;J n -n 

-Cl::tr::tmc:ntc Z\ exr)rcssclo ( r ~,o, .} •. >(), c U.i_fcrentc 

vidindo (5.37} por (5.38) cnco~~ tr.:.u;~os 

"'iX) (n-o;, I .fJ _ 
' 2 ' T " ')K- -

( .("X X)d. 'l'(X) 2 · .. O )/("( 1) - -I) " J _,,.,. ,. • , xcw X •'> - .q . v.O cntan-

( ) ( J) - 1 ,- (" 27) to X -1 =-~ X -., c Jü prov<Jmos em ;;. que 
1r_ ') 

2~ "-l . 3 2 
-q .J(p,<jl); 

•r('') (n-Cí
11

) .J3 • , , , d. _, :~ 1 2 .- ~ X(-1) ·J (X,X,X) ·J (p,p 

tá vOJ::ific:tda~ a 



I~--,-[- ·j?k] (O·~ )~1 o... - t.._ n.x .. . 
XCW X 

(5.40) 

cnt:J.o a condição (3.22) 

n c composto. 

.Se 

-" ,.,.,L.;·-·fc·i·L-1 "c· (' 40) '- dt, .,_._,_-'. l• ,.)" ~-

) e· u 1 2' 

, 
IliJO OCC;t r c 

PHOVA~ ScJ·" f3'"" X~LJ.x/2 1 \J.(0_)- 1 . Provawo;:; nC\ T)ror')o"·ir .. :ír) 
--- xCW X "' . L' ..• t'·-

lOl 

(S.34) 

T IX ' (n-o· ) .f3 X ( l) . ( X),( . ('· 1 3) 2 ( 1 ) • que " , n "" - • J X, X,. • J '.!', s: • Como X -.,.. ~"' ..L ou -1 

podemos multiplicar (5.40) por X(-1) 

por. tanto 

cnlanto 

X(-1) e U')k o que impllcc1 em ) 1 

" 
na 

Proposição (5.16) que (-1/3 ~ 1, ou equivo.lcn·tcmcnte, J3 satisfaz 

a condiç~io (3.15). Das ta. tomannos o .l.dco.l 

<j·'1 . d 
' l N -- ((LH_:.() )~).q :a. e .f\1 (0 ( J ( q-2) 'deZ} p;'lT'Cl () qual 
, .• ) '] J 

a condiç~o (3.16) c satisfeita c cncontrumos 

'1' '") (n-u) ·Jl ..• ' ! J·' ' L (.-. n "" J mo<. -~ c por,~.::tn o 

Suponhamos agora que (5.40) ni;o ocorre, isto & , 

isso 

f e lL}J-:; em ,, 

X( ) -n.).l e u k t · 'f(X') (n-o·n) .jJ '.,·' x,'n)-n.jJ para n 
2

. emas mod r-.-I, loqo 

cem a Z U k] 
2 

c os cocficícntcs üc J.. sã.o número~; Jntci ro;-.:; c positi-

vos 
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