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INTRODUCAD

O presente Lrabalho seri dedicado ao sstudo de molugHes
de sistemas simdlricos hiperbdlicos de eguacBes difersncizsis
parcials,. Sistemss deste Lipo representam a forma geral de muiias
srpuasBes da Fisica matemdtics, comd por exemplo as equaches  de
Marwell, as eguacfes de linhas de itransmiss¥o. as eguaciss de
elagsticidade & daz ondas acusticas.

O capitulo 1, sobre a eguacio daz ondas em uma, duas =
trés dimsnsSes espacials, serve come introdugEoe. onde npostramos
pusa situacio bem sinples, fatos validos. 2m geral, para sistenas.

Digeullirenes o problems de Chuchy para o sistems

F. 27 hi Fu
EC a0 50 + ‘g &j Fe O 42
=1 3
corn dads inicial
W, 03 = D, L85
ofcle xu = Cmi,...}xﬂﬁ e B, L a B representa © tempo, w o= ulx, td &
um vebor de k componentes = Eirx)kﬁ;i,‘ .. ,&ﬁ sfo matrizes xk com as

geguintes proprigdades:
i BECx) € real. simgbrica e definida positiva,
CiidAs matrizes A&;..«,An gic reals, mimdtricas ¢ conatantes,

Primeiro faremos a dizcussfo do problems de Cauchy para o



caso em oque BElar = 1, isto &,

i e
st LA gG: <0 CEd

=t i
2 gue champaremos de problema nfo perturbado.

Em geral., sistemaz deste Lipo =2E0 estudados azendo
hipdleses adicionalzs sobre as matrizes .a‘%j’a. Lax CLF).cap. 8, por
exenplo, sstudou ssies sistemas exiginde qQue as ralzes 5 = Aipd da

sgquagio caracteristica

PCA,pY = detfRI - Tp Ad = 0
3

fossen Lodas diferentes de zero para po# O

Para o nosso trabalho nBo faremos mais hipoteses sobre as
matrizes Aﬁ*a gue zs especificadas em (110, Iste 4 importante
porcgue existem alguns sistemas, come o da megnestogasdindmica, gue
possuen ralzes Ap) gue e anulam para certos p # 0, mas nio
jdenticamente {13, Fod provade =m {13, gue se ax raizes
caracteristicas alpd nfo s8o identicamente nulas entio o conjunto
dos p onde Alpl = 0 & de medida zero.

Mo capituls 2 fazemos a 2 apresentacHo do  sisztemas;
introduzinos o conceito de energia da soluclo o demonstranmos o
tecrems cde conservagio da energla gue nog parmite fazer  uma
demonziracioc simples da unicidade da solugBo do problems 032,
Denonstranos Lanbdédm o tecrena do dominio de depend@rncia que malis
tarde nos permitird considerar o dado inlcial em {CWC&P&:‘»:I%«

No gapitule 3, usamos 3 transformeds de Fourier para

mombtrar & existéncia da soluglo do problemas de Cauchy (83,030



ciuando o dado inicial pertence a Eﬂ?ﬁﬂiﬁ}k, Unamos © teorems 9o
dominic de dependéneia provado no capitulo 2 para remover a
restric¥o noe infinito para o dado inicial de maneira gue ests
Gltimo possa ser uma fung@o arblirdria em EC&?&ﬁ}Ek. Cearaes
consequdneia da unicidade da selugBo, provada no capitulo 2, e do
Lteorems do grifico fechadeo, provamos a depsndénoeis continuas oom
relacfo ac dado indcial.

Ho capitule 4. considerameos o dados iniciale no espago
de Hilbert ® = (¥ R™1” & usames o tecrems de Stone DAara provar
gque o sistema (32 com dads indcial em £ tem uma Unics soluglo gus

zeri chamada solucBo com energia finita,

Finalmente, no capiiule U, consideramos o problema de
Savcehy 13,020 ause chamaremss de problems perturbsdoe. Heste caso,
ceme Bl nEo & constante, n¥o pedencs usar a transformada de
Fourier para obiter ums solugHo explicita de (i3,423; o itecrema de
Stone nos  fornece  ums solucio paras este problema. Fazendo certas
restricBes sobre a matriz BEfal mostramos a esxisténoia do operador
de onda, gue aparece de maneira natural ao comparar as solugles
obtidas wusandoe o teorsma de Stone parsa o problems perturbado e o

problems nfoc periurbado.



CAPITULO 1

A EQUACAO DAS ONDAS

1.1. INTRODUCKD

A Grepirag Des difegrencials parcisis hiperhbdlicas
caraclerizam-se Como aguslas pars &3 guais o problems de Cauchy £
SempI e Derwn jrtat=y Rl 2F-1 el asse das funcSas infinitamenle

diferenci dvel s,
O prototipoe deste tipo de equagfBes £ a chamada equagBo

daw ondas.,

O,

!
b
=
#

cujas propriedades tipfifican mulito bhen Lude o gue se pasza com
equacBSes hiperbdlicas mais gerals. Dad a2 convenliéncia de

comecarnes com unma s5Umula de resultados para a edquacBo das ondam.

1.8, A EQUACED DAS ONDAD EM UMA DIMENSXO

1.2.1. SOLUCKO GERAL E PROBLEMA DE CAUCHY.

Considerenss a equaco das ondas em uma di mensio,

1w ~w =o, C1d
ce‘& it et



onde 1w & uma  Fungfo de duas variavels independsnies x & L,
geralmente identificadas com a posigio e o tempo respectlvamenie;
e & uma constanie positiva dada.

DrAlembert mostrou, em 1,747, que s equaglo (12 tem uma

soluelo geral dada por

whee, b3 = Fle + oLl + 6Cx ~ obtl, o]

crwde F oo G s8o fung@es arbitrarias, CI8l.cap. 2. fHsia dSromula
mostras cue gualguer soluclo da sguagic €12 € a superposigBos de
cndas de deds tipos: Flxe + otl, gue permanece  constante a0
longs dag retas x F ot = oste.; e 8lx - otl, Ciile  pErmanece
constante a0 longs das retas » -~ ot = ote. Fisicamente, Flx + oLl
represents ums periturbacis gue se propaga ac longs do elxo dos x
sem se deformar, ocom velocidade -2 & Glx ~ ol) uma gue ze propaga
com velocidade <.

Zw & egquagico (12 inmpomos a3 condicBes indciais

W, 00 = U2, w (2,00 = gl CE

oblenss a {&rmula de 4" Alembeart adaptada & szmgas condiciBes:

bl T
Ej’{x b et + flx - c;t,:s} + %cf gCEIGE . C4d
el es

wlz, Ly =

Ly R

Fara f & & e & o ¢ a férmula €4 representa uma solugBo uw o« ot

do problema de valores indciaiz (13,(32. Deste raciocinio segue,

em particular, gus ssia solugdo €& dnica.

€3



& solugEs w do problems de valores inicials 10,030
depende continuanentes dos dados inicials, lsto &, ze w,oo® o, a¥o
solucBes do problems de Cauchy (12,03 com dadozs ;},g& 2 fz*gz;

s restringimes L & um intervale O %2 4 £ T, temos gue dadoe o > O,

bastas tomar & < eC1 + Tﬁqpara cibrboer mos

5%(;:5,1,3 - w x| < &,
1 (3
vl Ve oules

7 e - f00] <5 & |grm - g ] < 6

Portantoe, o problems de Cauchy para a soguagio oda onda em
uma dimensic ¢ um problemns bem pozto o sentide de Hadamard:

o problema tem solucdo,

a solugcio & dnica,

a2 soluyclo depends conbinuamente dos dades inlciailis.

1.8. 2, DOMINIO DE DEPENDENCIA E INFLUENCT A

A Fohrpula 142 mostra que & solugio do problema de wvalor
inicial no ponteo x noe instante {1 depends unicamente dos dados

iniciszse §F e & o indgrvalo

o 4 3 = { £ om, —wt, =F %z + ot } .

Por ssta razio este intervalso £ chamado, de maneirs natural, o

&



dominio de dependéncia do ponte (x ,4 3. O valeores dos dados

inicials fora do dominio de dependénciz n¥o afetam o walor da

solugBo em Cx_ ,t 3.

t e

=

A formala de df Alembert tambén nos mosira gue o8 valores
de f & g, no ponto £, influenciam os valores de W Gomentes no

wor junto

IKL{D:{Q%,LB : xﬂctﬁg‘fﬁx+ﬁt}

gue, por ests razBo, € chamado o dominio de infludncia do ponto §.

t Ll

TTES

'% e

Zupondo gue oz dedes Indclads F & g se anulam fora e om



intervalo [a.D] segue-se que & seluglo (47 &, necessaeriamente,

nula foras da regifo

R o= U IcEd.
g&[&ghz

W

E £ chamada a regific de influgneia dos dadeos inlcials, Portanto,

e A% perturbagBes indclials eztdc concentradas em um intervaleo

fa.b]l, elas podem aletar wum ponlo x, 2 b apenas depols de um Lempo

L, =Llx -~ bijc

@

& um ponta xﬁ( s somente depocls de um Lempo

£, o= g - als-e
% 4

Vemos agssim  gue azs  perturbagciies indcizsis propagam-se oo

velocidedes maiores o lgualis gue < @ menores oy lguals gque oo

1.8, & BEQUACKO DAS ONDAL BM TREE DI MENSOES

1.3.1. O PROBLEMA DE CAUCHY

Consideremos o problema de Cauvchy para a eguagfo das



ondas em Lrés dipens@es espaciais, o gqual consiste gnm achar una

fung®oe wlx 3, x = ixﬂ,xz,xgi} tal gue

4 - ' .
XTI =, uu = 0, 8D
o
wloe, 03 = Flab uft{:x,ﬁiﬁ = gl LFED

U dog mdtodos usados para rescolyver o problema de valores

itdeials (B8 & o daz médlas esfdéricas, devido a Polgson., A

idéia fundamental & reduzir o problems zo caso unddimensional,
culs solwic @ dade pela fdromula de 4 Alenbert (I8, 5 1033,
e Alad = kAl 3 8 %, xﬁi? & uma Tungdo continus, definimos

wua médla esiférics pela fdrmula

1
E«iﬁix,r:’l = 2{ hiyﬁdﬁ?-y . 7o

dnr

fg-xl=r

cnde r @ uwm nlOmers resl n¥o negativo & a integracico & feita sobre
a superficie da esfera de ralec r e centro 2 A média egférica de A
poade ser definida de maneira eguivalents, como

i
471

Mﬁfm,r} = j B v rEids {82

g B
(=1

oncde agora integramos scbre a superficie da exfera unitéria.
Supondo gue o problems de valeores inlcials C855,.48) tenhs
umin soluglo wle bl de olasse ¢? & formando a média gaférica de w

copy TuncBo de



i
4

ﬁuﬁx,r,tﬁ = wlzx + rf,thﬁg N L

(=1

pode-se  mostrar (I8),p. 1082 que r%uﬁxqr,tb & ume soluglc da

equacio unidinensional dazs ondags com valores inicials

r¥ = M (Carl s & rM = rM Cwrl . L1035
i ke T g

Loge, da fdrmila de d'Alembert segue—se gue

rM Cx,r,L3 = a Cr+otiM (.ol 4 (r-otlM Cx,r—-atl i +
(A = f F
etdr
i
+ ﬁgj fMﬁim,f)dS .
Fes Rl 2
dorude obbemnos
uiha, bt = LM Cx, oLl + mngtM éxﬁct}}s o
4 &1 f
imto &,
. 1 & i
whx Ly = glidsS  + B 5 Flyprds L1880
éﬂazi # gt ¥
fy-e] =t fu~xi=at

Adusim, s¢ w € solugio do problema (53,0680 com Ff =« c? e
g e ¢?, entZc w serk de classe ¢ & sersd determinada de maneira
gnica pela férmula €125, Por outlro lado, wverifica-se direlamente

gue ssta Formula & de fato sceluglo do problema (853,080,

id



1.3. 2. DOMINIOE DE DEPEMDENCIA E INFLUENCI A

Exmaminando a fdrpula 18 vemss gue o valor de wlx, )
depende dos wvalores inicials apenas sobre & esfersa SMa il de
centro % e rajio el Assin o dominio de dependéncia para wWix, L) & 2

eniera S?

S, b = {g C iy - owl = m}.
Note qus ela ¢ a intersegio do cone em w*,

o, b = {iﬁg},t’?} S S T T R 6 PR t,’:‘.’a}

com o hiperplane L' = O,

Reciprocaments, os valores dos dados indiciais num ponto y
ne planc L =2 U somente influenciam w  no lempo L em pontlos

(2,40 pertencentes & exfera {p ~ x| = cot.

11



1.38. 3, INTERPRETACRO FISICA

Vamog nos limitar  ao estudo da propagacBo de uma
perturbacio local, isto 4, guande as condigBes irdeoiais sfo
diferentes de zero somenle nums certa regilfio limiiads ¢ fechads
T,-

Beja 2 um ponto fixado, fora da regifio T .

Fela formula (3120, wlx Ll depends somente dJdos dados
indclals smobre & 2 esfera Sa b3 de centro x e raio ob; logo
w1ty = O para itode L para o gual Sz td nZoe intersepta a

regific T . Entdo para L suficientemesnie pequenc

t{timxﬁ!c:,

a wsfera  Slx L3 n¥o intersepta a regilic T, = as inlegrais na
fermala T1i27 =28 {gusis a z=eror a periurbacio zinda nBo chegou ao
ponto 2 A partir do instantie ti = dre, alé o instante i,z = Do,
a esfera 3243 interseptard a regific T ; as integrais em (12D
serioc, @m geral,. diferentes de zero: o ponto x fol periuvrbsds,. Se

t econtinua aumsntandd, a regiifo T, ®estard contida na esfera

ig



o L, aszim as integrais em (187 serfo nulas: z perturbaclce
pazsou pelo ponto % e nio deixou marca. Este fendmene & conhecido

come  principico de Huygens na forma forte. £ pessivel mestrar gue,

em geral, o principic de Huygens na forma forte vale para todo n

impar maior ou igual gue R CI3),.cap. 85,

1.4. A EQUAGRC DAS ONDAS EM DUAS DIMENSOES

1.4.1. O PROBLEMA DE CAUCHY

FPodemoes resolver o probleme de Cauchy para a equacis das
ondas em duss dimensBes espacials usando o método da descida de
Hadamard., Com este método podemos obler a soluaglo de uma eguagio
gdiferencial parcial considerando-a como ums soluglio especial de
outra eguacEo qgue @nvolve mals vaﬂ. avels irdependenties o pode ser
resol vida.

Heste cass paritlcular uma solugdo uﬁxii.mz,t) de (8,063
para n = 2 pode ser vista como uma solugdo do mesmo  problema com
1= 3 que nic depende de %, - EntEo uﬁixﬁx’?,ti‘! & dada pels drmula

CEE3 para *, O com
gl = gy Ly 2, FOw o= fly p 0
az  integragBes sendo Felitas sobre a esferi

2 2 » ]1/2

fg - =i = {ny -~ xi} + Cg@a - fx:zl? ¥,

iz



Observando gue sobre a esfera

. éya z {8yé 2idi-z ot
s = M 4 jeeme + =
] [ 33}&} é?yg} dyﬁdyﬁ §y3§ dyﬁdyﬁ
£ oeue ol ponlosn €y£,yzgy3} -] iyiiyz,myﬁﬁ pr-ocirzen a4 mesma
contribulcBo ds integrais, esnconlranos
o 3 Y, sy 0
i xi . %2 ® Lo g;ggj‘j\ E) 2 iﬁyﬁ d’yz -+
(2% . pByir2
Lot
. 8 1 ICy, 09,7 dy, dy, C1a
& [ Bnc 2 % P
fa™e™ =~ 71
reai

2 L1472
onde r = {%xﬁ - yiﬁ + Cx& - yzﬁ } )

1.4. 2. INTERPEETACAO FISICA

Puponhamos gue a perturbaciEc irndcial seis dada na regilio
ﬁg o plarnce Tx,y2. Estudemos wix i3 no ponto =, fora de ﬁav A
partir da fdrpula (130 lemos gue wlix il ¢ deterninada pelos
valores inicizis nos pontos x que pertencem 2 bola fechada §£x,¢t}
com centro enm x @ ralo ob; logo wle 1) = O para todo L para o gual
%Cxxat;nﬁa irtersepta a2 regife & . Sejam d o I as dislincias do

ponto ® ac ponto mais prodme e mais afastede da regifc 5. EntZo

para um instante bt peguenco

L A4 ta = doe

i4



& funglo wlx, 2 = O a perturbagBe ainda ndo chegou alé o ponio
2, Be to» t&* entBo wlx i3 2 O

Yemes entio ogue para o oaso  de duég dimensties a
propagacEe de  uma  perturbagBo looal & difersnte de caso
tridimengional, Ho rcaso n = 3, a perturbacio passs pelo ponto x e
nEo delixa marca; em duas dimsnsfes a periurbacio se faz zentir num
ponto por Lode o ltempo subsegquentes 2o instante 2m gue =lz atinge
gsse ponhto. Portanto o principic de Huygens na Torme forte nls &
v&lido para n = 8. Pode-te mostrar gue., om geral, para n = 1 ou n

par o principico de Huygens na forma forte nfo & valido, DMzemos

it neste caso vale o principico de Huygens na forma fracsa.

i85



CAPITULO 2

SISTEMAS HIP‘ERB&LIG&SQQ&SEQ?A@X{} DE ENERGIA

£ UNICIDADE DE SOLU?KQ

2.1, INTRODUCEO

Considerarenss sistanas Jda formas

& o e _
BT »d 3 ,gA‘j I O, {13
it 3}
orler o om Cxi,,.,ﬁxﬁ} e B, L & B, uw= waetd & um velor coluna de
k componentes & BElxD, Ai, &23 e s én s8o malrizes k x k com as

segulntes propriedades:
i3 Bzl & real, siméirica & definida positiva,
Ciid 4As matrizes Aii &2, . Aﬁ sloe reais, simdlrices <

constantes.

O estudo deste tipo de sistenas € importants porgue sles
representam a forma geral de muilas equacBes da fisica matemélica.

Ve jamos alguns exenplos:

EXEMPLO 1. & equagdo das ondas n-dimensional

&m‘u* - fw o= Q L8
2 kL

)

18



poxle ser esoritas como um gsistems do Lipo €13, De fate,

muldanca de varibdvels

a ewguacic (2) transforme-sSe no sistems

r Bu P 5@£
F: S > =0

. -
=4 1,
b
3vi 3&9
-

gue pode ser escrito come um sistema doe Lipo (13, desde

procedamnos da seguinte manelira: poOmos

’Uﬁ.
u = . : ECxd = 1
L2
L)
s i = oo i o =
® A} Cakll, £ O.,1.....n, onde &ja aaj i1 para j i,
@ o demsls ag‘ik Lodos nulos., Assim Lemos:
[ a a7
© Bz =
i 2]
3
2 & B 395& < i G
D
=4 3 -
&
v O
¥
b E.

17
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EXEMPFLO 2. As equacles de linrhas de transmissBo.
Am soquacten

?;.};,-y?ﬁ
L o
Fe &
P -
B ©

#
3

102
40

Ol

governam a corrent® 1 & a2 tensBo ¢ numa linha de Lransmdss¥o, onde
Wl e L« representam a indullncia e a capacitlncia,

respectivanente, por unidade de compriments da lipmha., As equacBes

{42 podemn ser ssoritas na forma L1373, poncee

ol , L o ﬂ ro 1y
“”“{e} ; E{'%}MEQ g:{:x:x} : A‘”{i o}

EKEH?LQ_Q. Am eguagBes de Maxwell.

As egquagcBes de Mawwell num mels homogdnes Ldém a Iorma:

] HE

ke
$ L2} e - Lyt HY =0 = 1,83.,3
Ine0 s 0,0 Ly s
B ﬁﬁk
k§iyjk€3ﬁ} W + (ot E:}J w { " 3o o= 193*3,
mrede o= CEi,ER, -553 & H = €H%$HE;HQ§ zdo o velorses canpo

glétrice @ camps magrdlico, respectd vamenis; 3 = tgﬁﬁ @& i ow {“ﬁ}

580 05 chamados tenscores (simdlricosd de permesbilidade dielélrica

e magrdlica respeciivamente,

Famerals

18



«= (k)

podanos: esorevar as eguacBes de Maxwell na forms de sisiems com

eI 1O
ECx) = :
& . il
=
1 -2 g
£ O o o -t 2 |
k-]
3 &
o O o e o B
a a
n 2 © o © o % o
gi% o = 2 1
thl ; o 8 @ o o 0
I A E 2
] 2
a a
- e 5 O 0 o
] 3
& a
g " e o) 0 o o
z i
% o

Cutros exesplos 3o dados em ((812 como as sguaglios da

wlasticidade @ das ondas acdsticas.

Em geral, sistemas do tipe (13 s¥o estudados fazendo

hipdteses adicionals sobre as mailrizes 553. Laxw CL7],cap. B3, por

exempio, sstudou esles sistemas suponde gue as ralzses h = ALlpd da

egiacie caraclteristica

e
POA,p2 = det{m - z:p,ﬁj} B>

18



%80 todas diferentes de zero para p # Q.

Estudaremos o problema de Cauchy para sistemas do tipo

473 com ECxd = 1, isto &,

4
b
R
™y
54

sem fazer msis hipdleses sobre os éj’s cpue an  especificadss
anteriormente. Isto £ importante porgue existem sistemas tLals come
on de mnagnetogasdin8erd s, gue possuem ralizes AUR) gue se anulam
para certos p & O, mas nfo identicamente [11.

Hegie capitulo demonstraremnos alguns resul Lados
relacionands,  em difsrentes instantes do tempo, wvalores da
quantidade chamada energlia do sistema (83, em particular o {eorema

de conservacBo da energia no espago Lodo. Entre oulras coisas,

sty tLeorewma propicia uma d@mmns;tra&;ﬁo simples da unicidades da

golucEo do problems de Cauchy para o sistema {85,

#.8. PROPRIEDADEZ DOE AUTOVALORELZ E AUTOVETORES

Antes de ssizbelecer oz resuliados zobre conservagfo da
energia, estudaremnos al gumas propriedades importantes dess
aytovalores 2 autovelores de AUpD.

A equagis (50 lem k raizes, todas realis, pels a matriz

ALl L73

i
a6
U
I

o0



& real & mimdlrica, de ordem k.
An raijzes x = Apd da eguaglo 08 sBo furgles continues
de o CLI013; isto pegrmite provar gque o conjunto de pontos onde as

ralzes capracteristicas se anulam, iszstlo &,

N, = {pdﬁ@ﬁ: AP = 0 ; jml,..,,r}

tem medida zers (11
Enumeramos em orden decrescente de grandeza azs ralizes que

nFe s identicaments nulaz, digamoes um total de r, contando as

mul Ll gl i ol dades:

R&{pb oL o2 kripb s Vg
em particular

%aﬁmp) = = krﬁwp} R

Dagui segue-n@ gue

“A Copd T ... Z SR C-p) , Yo

Chmerve gue ssiss ndmeros ltambédm o ralzes da eguagio
{8, poils Pl-h.-pd = ~PCAh,pd. Portanio {RiGPD;.,.,Aprﬁ} @
{mkngpb;.«.,m%}{wp}} s¥e o mesmo conjunto de nimeros para todo p,

logo devemnos ter

A3€p3 = _%}¢ﬁaiﬂp3’ FIE s A L

Hotemos que s¢ wne ralz ndco se anula identicamentis, entio

gla pode assumir tanto valores positivos come negatives.  Se

24



@xigimos gue estas raizes nunca se anulem, entio zeo ndmero Lotal

o Serd par, as primejirass rxz delas serfio sstritamente pogsitivas e
o . .

as restantes <y estritamente negatlvas.,

Como as raizes Xfp? z8o fungBes continuas de p, existe

K]
i

rode %xtwﬁ T3
lwic

Uma wvez fixade p s R podemos escolher um sistems
orlonormal compleio {aiCpﬁb...yﬁkﬁpD} de auvtovetores de Alpd
correspondentes aocs autovalores kiCpD*-“.sl&{pﬁ; 2 esta escolhs de
sutovetores pode ser feita de manelrs gue cada @j:&“ ey wela

uma funcio mensurével [101.

Z.3. CONSERVAUZG DA ENERGIA. UNMICIDADE

A energia de wlx il en uma regifio R, no instante 4, &

definida por:

ECul,. 4D, B = j bu o, 1) dx o

r

& mrnergia ne sspago todo ¢ chamada simplesmentie a2 energia

de w, & & dencotads por ECuwl., 420

ECul. ,12) = juguzc:xgw o 10D

pry



Como s veE, ¢ conceblvel que ela seja  infinita.

Howtraremos ne pagina 88 qgue, s finita, ela & constante.

TEOREMA 2.1

A energia de uma soluglo wix, 12, de classe ¢*, no instante te=s,
contida na bols ER” = Lmosfxl € B - amg} nEs exeade 5 &m@rgia

& &
1

che . no Lemnpo zero, contide na bola ER = {w o jml { By, lzto &,

B, ,t3,B J 05 ECul. 00,8 2.
Bee #@ W

Liis

Aguld = & a conmtante definida em (83,

DemonsiraciEs

Formamoe o produto secalar de (6D com w

fu n F, ST
%,?ﬁ”?é?ﬁu.ﬁj%i“{}; 5 A

puts ewpress3e pode ser esocrita como ume soma de derivadas

1 1o _
slu w3 * oz imﬁ,u“} = 0 <18y

Irdegranss C12) sobre 2 regilo 6 do espaco b, delimitada

pela supsrficie cldnica

i N

foel

=23



M:{mwzmﬁtﬁm Ex%mkwat}

Conde ¢ & wums congtante meior ou igual oue amby &  pelom
hiperplanog =0 ¢ ivz. Aplicands o teorema da divergdncia
Lransforpamos essa integral em uma integral de superficie sobre a
fromteira 83 de G

1 ia
= ‘E fuw . uw Nt + ;:Cu “Aj‘u;)NjidS = (g

a6 J=s

onde staiﬂ s%o as compongnmies do velor normal urdidrio saelerior

& &3,

CH s..., H N3 = CH,H D,
% ™ t 8

Bxta Gltims integral também se aScreve

™
j {u,.CN&I + § AN u 1dE = 0, {13
j:ﬁ‘}‘! .

A supsriicie &5 consisie de irés partes:

&

a parte superior @ % Lo, 1 iz}l % R - osk;

it

& parte infericor @ 1 0%, 00 » J=i & Er;

& o manto M,

A dintegral schre a parte superior g a parte inferior &

j FuCos, 23 {de f [207C 2, O3 | doe, C140

jx]ERvan {mign

=4



e & & diferenca enire a ervergla contida na el &
= {x 2 jxf £ R ~ o) no Ltempo L 3 e a energia contida na bola

B = 4{x :jx} £ R no tempo =0, Subgtituindo 142 am (130 oblemoss:

1

j*lufixngfdx - j Eu?ﬁx,@ﬁldx wwf Eu,,{ﬁix + &;%}udiﬁg. {180
el

{wlER-cw fwigtn M :

& diferenca de energias em (147 szeri nsgativa =ze o
integrande do lado direito de (180 for positivo.
Paraz nosssa andlizse necessiitaremos <o wvelor normal

unitario sobre o manto. & squacio da superficis gus define » manto

&
2 z
bl = B ~ ot £33 g = lxl” ~ (B -otl%= O,

Portanto

1

= Fp = {x,clR ~ il
edaii

3 * 2 2

i§V¢§ e

Asmim, o velor normal unitério € dado por {observe gque ¥-ct = [z

O, (3

loe]Viec?

e suas componentes zdo

=
8
bl

S U S
& 3 o
2 2z
i o {xi¥ssn



Por isto

2

¥

e
u[ﬁ@l*ﬁ&ﬂ_ CR VI U S

¥ :
. ] Ea —2 .
iz i-@e:z =4 E%i i*@z

i [ g

b 4

Sapemos, da dlgebra linear, gus se km = km sHo o menor @

oomalor dog autovalores da matriz hermitians A, enliio

%« o
%mtuq R TR ST hwgui

ra. isto & wverdade para nossa matriz A{TgT} Lwaja (¥ «

€837, tomando ~e e lugar de ﬁm @ < em lugar de hm, imte &,

Ent 8o,

k]
%Enx &ﬁA,N,]uR(c—-c)gmiz
¢ N m

Come o 2 C enta Gliima sxpressio & nqo negetiva, logo o
menbro direito de (I8 & menor ou igual que zero, donde segue a

comclusBo do teorems,

Ezste resulltado pods sor sstendide, de uma mansirs
andloga, nDa direcEo negativa do Ltenpo, Este € o objetiwn do

teorema segulnte:

265



TEOKEMA 2.2

A energia de uma solugBo wlxid,. de olasse Cﬁ, ne instante =g {0,

contida na bula B w Lw il £ R O~ o is|r n¥o excede a
&wam{s} ™

gnergia de w, no tempo zere., contida na bola BR = {az t jm} & RBX,

izt &,

Elwl. 52, B Jo% ECwl, 03,8 .
aw@m!&] R

Mowvamerite, ﬁm & a constante definids om (83,

Bamonstragis

Fazendo & mudanca de varisysel L =-7v, oblernos gue

wla, b0 = s, -1l = {13

& solucio de ziztema

¥ T bl i .
a LM g TO

Spora aplicamos o Lteorema anterior com v > O

BLwl. ,72,B 305 BleU. 00,8 0.
Rec T ®

Fazendo v = -1, com 2z € O, cbtemos a concluso do teorems:

ECwl. .52 .8 & BECw, 03,8 0.
f-e  |wl »n

O proaxim tecrems relaciona ag energias em dols instantes

suald soaer



TEQEEMA 2.3

ik

Bando t& < tz g T e ti, entiEc

2
i3 B, L 3,8 0 S BECul. L 2.8 Xy
& -3 ] R@am'f

ii BECwf.,b 2,B 0 8 BCwl. .1 2,8 Za
| R 2 Betc T

213

ricie am # a constante definida em 8D,

Demonstragio

Para o caso 12, fazemos L7 = L - ti, assim

who L} = wlx, b’ + tiﬁ LI 45N A

Temos gue wiixbil’'l & solucEoe do sistema (82, portanto podenos

aplicar o teworemz 1, oblendo

E{iw(:.e,ti??ﬁa I o% EICwC,,{}Z},BﬁD para L > O,

TR R
MM
horcle

E{uﬁ.,t’ét&},ﬁﬂw X% Eiu£¢,Ls3,BR3 para L > O £18n

L
m

Bacios tﬂ & ‘Lz;} ti, majx LT = t’z - i’g s substitulndo am

183 ebitesmpos a conclusio do teorema:

E(uﬂ*,tz3,ﬁ DOR BCwl, L

Resty -1 3 i}’ﬁn}’ €173
2 %

O caseo 110 segue de meneira andlogsa,
Cheservagio

{= Lo emas antericores. srmiror 2 referidos & band mm

poas]



centradas na origem, s3o validos para bolaz csniradas num ponto %,

gual guer .
Coms uma consaguénecia destes resultados oblemos:

TEOREMA 2.4 (CONSERVAGAD D& ENERGIAD

. . % .
A srergia associada com uma solugBo w, de classe O, do sisteoma

CEY & constante, supondo-a finits para 3 o= Q.

Demonstracia

Do Leoremas anteriores obtamog.com Lo O,

Bl 40,80 % Efuf, .03, 8B I S VO 0 N - Py
)4 Beol Hogot

Fazerdo R tendsr a infiniito nesta desigualdade, obtemss

BCwl., ,400 = Efwul, 003
@ o Lesorema eslsd provado.

Daremos a segulir ums demonsiragio ds unicidade de solugio

do miztema (80 usando o Lsoresme de conservasiHo da snergia.

TECREMS 2.8

O sigtema (82 tem no smdximo uma solugfo de olasse Coal

Demonstiragda

Suponhancs gue Woow U, sejan duas solugBss Jdo sistens (00, Ent3o:

pra¥]



£ wma solugEo de (8) com dado inicial wilx 00 = O Dagul obiemos

Lul, Q) = G e pelo Leorsma anterior,
ECwl. 433 = O ¥ i

Considerande a definicio de energlia o o fato de w =« ct,

congluimes gue w = O, logo w,OR Y

@& 4. O TEOREMA DO DOMINIO LE DEPENDENCI A4

O ssguinte Leorems ¢ comuments conhecido comoe o Leorgma
do dominico de dependdncia. EBle nos diz gue para cada T > O, o
valor de wix i3 num ponto x, @ &Y & indeperndente do gue ascontscou

fora da bolas Techada Eizxo,axmm no Lempo o= O,

TEOREMA 2. 8

Berda ulx, il uma solucfo de colasss 2 do sistema (8Y com dade

i

inigial nulo na bbola Bﬁ *r(‘%*} Entdo wix, i3 = Q noe oeonsg

"

{i%,ﬁ&:ixmﬁapiﬁct,f}é%<’f}

i3

Demonsiragio

Suponhanos qgue o dado inicial wWix0) seja rnulo para = @ Eﬁ T{:x:al‘h
hiil

i "
usaremes esse nolages poarae o bole de ceniro %, & ralo o T.
iz

20



Pagui a energia inicial ECwul, ,SB,&Q fo@j:’ serd nula. Temos, pelo
Liid

teorema 2.1, com O £ 4L <€ T,

ECwl. ,L3,R 3= Eﬂuﬁ,,ﬁb,ﬁa ?Dv

[ & o 4]
i) ™
Logo,
Blal. 2,8 > o= 3,

<@ 4Tk
™

Dagui < da definicgfo (82 de energia,. concluaimos ogus

wla, Ll @ identicamentie nuls no referide cons,

Por causa dests teorema, a bola fechads B Tﬁx:} &
[+

@

aproprisdanentie designads dominic de dependénois do ponto x no

inztante L = T,

foef

DCx T

£ apropriade iambém chamar dominio de inflagdnoia de um

ponte = ne instante inicial come sendo o “cone Duturo”

Iz, > = € xtD @ jw -x | & o b 3

biad

31



*

x
e dominio §§_inf1uéﬁﬁia de um conjunto ¥ a2 unilo
ICHy = U Idad,
el
L 7
IO
M "

Dessas definicles o do tegrens anterior vemss claraments
gus s¢ o dado inicizal tem suporte M a solucEo para L 2> 0 538 pode
swr ciferents de zero noe dominio de infludncia de M, Ela sers

gertanoente zero fora desse dominio.

Ohaar vag o

Mo capitule 1 vimes gue no caso ds sguacde n-dimensional das
ondaz, o principico de Huvgens nma forma forte ¢ valide parz n impar
maior ou igual gue B para n T 1 ou par vale o principlic de

Huygens na forma fracs.



fnalogamentes, no case dos  sistesmas do tipe 280 o
prinocipio de Huygens na Torma forte vale para n impsr malor owu

igual gue B e n¥o vale para n = 1 ou par, ({V1.cap. 62,

=3



CAPITULO 3

EXISTENCIA DA SOLUCAO

3.1, INTRODUCAD

Heste capiituio neos ocuparemos de encontrar uma fdrmuala

guplicits pars a solugio do probleoma de valores inicialszs

S o &

wloe, O3 = Flod. {23

Pars isto usaremos a Lransformada de Fourier, gue € apenas un dos
métodor ytilizados para mostrar existéncia de soluglss.
Yamorz resunir alguns resultisdos bidsicos dae transformada

de Fourier de gue necessitaremos, Cl4l,.cap. 7.

Dadon o velorass o = €m$,u..,aﬁ3 W f o= iﬁiy*,kgﬁﬁ} cler

componantes inteiras o ndo negetivas, ponos

B4



O espago 'f_iﬁ Swhwartz ou dass fungBes rapidamentes decrascentss &

definide coms sendo o conjunte das  funelSess  infinitamesnte

diferencisvels §f Lals gue

ﬁupimeﬁfflx:} ] € w

=

para todo o @ 2 Denclanes ssie sspago por L,
Agsociamos com ouma funcie f o F osus transformeda de

Fourisr &F§ = £, definida por

FLED = z:an:s““’zja“w 8t e, ca
gLie rewul ta BaT Lambaem um slements de ¥ A correpondéncia
N f & biuniwvocs de P sobre . o2 vale a fdrmula ode
irvversfo

Foxd = aany““’zjaw Eeenar, €47

Aldm disto, valew as relagles
{m“fcf:a} = Canxcey, £ 553
o seis o operador diferencial 5% & transformade »  wm F, o

operador multiplicag®o por (82 * Temos também & i mportani.e

identidade de Parseval,

st

283



j}ﬂmﬂa{xﬁdm = §§c53§€§5ds, CEn

Bla nos diz gue a btransformada de Fourdier &F @ §f e }, S tR O R $3
transformacio linear do subsspagoe & de L* sobre F. preserva o
produto sscalar, portanto ¢ uma izometiria. Como &£ & denso om Lz* F
pode ser estendida a todo o L?, resultando num operador uniltario
de L® em mi mesmo. Portanto faz sentide definir a transformada de
Fourier « sus inversa para slementos §F e ; ey La, desgde que sob
interpretacio conveniente: dado Ff qualguer eam Lz, exists ums

seglidnci & ifﬁﬁ em & tal gus fﬁ e I - Zﬁ; CEING

Eah

VF - F W= f -k

i1

VRIS U Q}niﬁ & uma seqgidneis de Cauchy em L2 cujos elemsnios ?ﬁ
25ldc em F; logs swiste un slemento } em LY tal e :"n iy F
Definimos o imagem de § pelo operador & come sendo j;“ Portanto o
segnificade preciso das fdrmulas (20 ¢ (40 para ;} & §F om L? & dade

atery
EY = (Eﬂ)mﬂle.iam.jédﬁx 'ffﬁixﬁdx

FCxy = e ™R 4 m. j;@»ix *‘f?hce;’mf.

. . o oy g e z . .
onde oi.me significa "limite na norma L™ (Yidmit in Lthe mean™l.



3.2 EXISTENCIA DE SOLUGAC COM DADO INICIAL EM [XCR™3F

Yamos supor que o dade indcial {23 pesrience ac espago
[ PCR 33,
Visto gue sob transformada de Fourier diferenciacico com

relagBo a = muda  em multiplicagc®o por ipj, &  ewguagdEc (10

Lransiorma-se om

w, Alpiuw = 0, LD
i

onde  AUpl = T p}_&é~ A condigls indcial C8),  por Sus veR.
iwd
transforma-~Se omn

wlp, 8 = Fflpd. el

e e {@jC;&D} um conjunto complesto de auvtovelores oritonormasiz de
ALY com correspondentes autoval ores Z&j{ipﬁ, Fazemos o produto

escalar da squag8o (72 por ejﬁp):

ui.@j{,pﬁ 4 AC I, 55:-‘}{;33 =

Fazendo

i

u}(p,tlﬁ u{p,tj.,aflp)

i

j’jiipi) flpa. sasjiip‘}

tLamos que g souagdoe (72 transforma-se an



%E ks

= w&j( T u;:’f i, >

.
A solucEo dewts eguasBe gue satisflaz & vondigBo inicial uij,{'}) =

féﬁp:} &
—ih Cpat

uiﬂip,tﬁ & f;tp)a 3

Por isio.

fiple ° & Lpd. 10D
4 3 3

MW

;ﬁp,{,ﬁ =

]

i

Tomands ent3o & inversa da iLransTormsda de Fourier da expreossio

C103,. obhismos

s K ~ . e Cplt]
wE ) = 2 p f Cpie : @ Cpldp. 11
j=1d gn i b

Ohservenes  ques este expressdo para Wil ol obtidas
formal mentie, Dervemas provar em seguidse gqgue ela  representa

reslmente unz solugio para o problema de valores indeiais €10, 020,

TEOREMA 2.3

Se f & LPCRTIY, entZo w = wlw,t) definida por €113 pertence

k

(e% @™ 91" & & soluglo do problema (10,0283,

Pemonstragio

Obwgervemos primsiro que 3@ §f = EJ"C{PET»'M}CQ entiBo §F = [ o e

B8



v&lida a seguinte estimaliva

[fCpd| 5 C Lo+ fepfa,

mom  constantias Cm >0, mow L.,&,... . fom efeito, meja
Cpis,ﬂ.,pn}, e seja
poo= max gl
%
aniEo

Fortanto

i k)]

K x

1 o+ tppd™ = 1§ e:::?ipi' s 2""% ¢ 2
knG b s

Obhnerve gue esta dGlitins somaloria ¢ o mesmo Jgque

k] B i
i o+ .+ A . .
pj pi p‘lf

Cra, bodos esies: Lernos aparocem om

L ipt%
farlsm
portanto
Eipl s £ 1p%
k=o box{=m
Entio,

B

L1ED

P

b



i+ fppT s ™™ w pit
[onf#m
dorde
¢ o+ ipRTed ] 2 2™ 5 (e Trcen |
foeism
= 2" @ j e P pMroda
berfsm
< 2" ID%fC0 |dx £ € < w
for]Sm J "
Fica assinm provada a desigusldade (12).
Portantio, 1 wmbr ando Lo th ) (oL %fgﬁ’a = He Funglas
mensurdvelis, com }s»;:p}i = 1, = gue §j’j§p3§ L (/31 concluimos

gus o integrands em (113 & en mddulo, majorade por

i)

C Lo+ fpia ™, m= 1,8,...

Isto prove gus & integral em (110 convergs uniformemente em « & L4,

2 define wliz L) como fTungBo continua parz todo x g K,

Prowvemss agora qgus whix, 3 & infinitampentes difesrenciivel.

Orae sensio < = max (A 1, iLemos gue
Jaw f=s

Ll A (3t )
8 4 .o “ i

Lpa
e’ép}

40



aa% £ & o

= e et geo ) 5 et i e

< af(:: Ipl imgééﬂm,

W
Into mosira gue a8 derivacles em (117, sob 0 sinal de integraglo,
Lambénm resultam em integrals gue convergsm uniformemente. Fica
assim provado gue wlx, L, dade em (113, & de olasse (‘:w, = ¥

derivacies, de todas as ordens, podem ser sfstuadas sob o sinal de

integragdo,. Em particuiar, temosg:

i 3 - e
O EA F <
ey 3
e ¥ dp. A lpadtl |
= Cea gj [—dn CpDle 4 Flpie Cpidp +
j=adpn i i i
. & " g, zemkh Cp3tl
+ b Ee B vavle s Flpie Cpadp.
=4 mﬁ -1 1 3
P B n o, omd Cpltd
= L@ " 5. j [~dh Lpl+d T, pvkp3e 3 Flpde Cpodp
R KRﬂ ! FEEE ! ! 4
= 0,
T
iz Alplelpd = ACplelpd = A e L,
pois Aiplelp plelp j;;:f””ip
A condioEoe inicial wi=, 0 = FUx & também facilmente

werificada:




P k ipr. %,
wo, O3 = (B0 E = fjt‘:' o re:-?j{ pdp
i ¥

ez k i, o,
= (S k> j ) Flphelpidp = FOx.
1 8

Izto completa a demonsiracio do Leorems.

Oheer vagia

A sxpressio (112 nos mostra gues a solugo wlixtl do problema de
valores Indcials (12,082 & a supsrposicBo de k ondas: cada uma das
guais € a superpoziglo, dada pela integracio sobre o prespago, das

cndas planas

P Hp. e Sp3id
CEnd @ i fjﬁi =9 @jﬁ P,

Esta & una onda plana gue se propags ne dirscio p com velooldads

u}CpD s Ajﬁ:;ﬁf iplh.

Cada um dog k Lermos da soma o2m (110 represents um modo rnormal de
propagagice. Vemos ous cada modo 6 aszsociade a um autovalor ds
ACpD, imstoc &, com uma velooidade de propagsacio de ondas planag. Um
jesimo modo & excitado ou nio, dependendo do wvalor indcial f ser
tal qgus ?f;ﬁ & diferente de zero ou n¥o respectivamenis. S Kf;ﬁ
2 O, sni¥o o mogdo associade nEo depende do Lempor ele & estilico.

Amamim uma seoelugBo suave w € a supsrposicio de suas paries

gztbdticas ¢ n3o sstélicas.

4



whont, by = ot Lo, Ll Ox, L0,
& T

R,0B, OBOLUCRO COM DADO INICIAL EM e R X

Em virtude dos Lecremas 2.4 ¢ 2.1 ssbemos gue o problems
de Cauchy 13,023 com dado inicial em E?Cfﬁﬁﬁjk tem uma Unica
solucEe em [CCR™IY a qual & dada por €110,

O tecrema do doninico de dependéncia. provado no capitulo
Z onos permite remover & resitrigBo no infinite para os dados
iniciaiz de manelra oue estes Gllimos possam  ser Tungles
arbitrarias em I[CCR™IS. De fato, do tecrema do dominio de
dependdncia, sabesmo: que s solugEo wlx il do problema (103,020 num
ponto (x .t 3 depends somente do valor do dade inicial na bolas

B Cor 3
I %‘ﬂ @
"y

Beiam B > 0w & > O tals que

B Cae 2 <« B Cor O o B Om 3,
o 4 = |- T = ® i

1wy

Asgim, oF sonduntos

A s B TR @ B o= CB Cx 337,
B~ & = ¥ e =

a8 fechados @ disjuntos do ﬁ&n; Iogo, pelo Lems e Uryshon

CI313,p. 1080 exisgte uma fungBo continua w B er [0,1) tal gue

el = 1 , ¥ x s A g oplald = O, ¥ x e B
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Agoras, considerandoe uma funclo arbitréria o = ﬁf%@"ﬁ tal
ojiier

j@{x@dx = 1 , e 20, supp @ » 4x @ Izl £ 13,

podenos construlr a fungo

1
plad = “;Q gl

Wix

gue tom a3 seguintes propriedades:

p L0z O, Pl e CTR™,  supp p_ = {x: x| S &

fo comdn = 2o [ pcBax = 1.
&

Isto nos permils defindr & seguinte fungio:

wﬁfixl) = L g ¥ §9£3‘:f’53 w E o - y)@?g{y:ﬁdy.
ixite
£ facil verificar que v, € C? @

_ 1 se ix ~ x| SR - Zg
W Lxd = { O s@ |x - %} 2R + &g

&

Portantoe, Ro Sasce am gque o 0 dado dnicial f 9= iﬁmk§ﬁ33k§

gponei deramos a fungdo

Folmd = oy oD fo,
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como dado inicial para achar & solugBoe no ponto (= .t 2. Observe

Cylien fgﬁxﬁ 2 flx0 na bola lx - x| &2 R - Ze, de sorte gue o valor
de w no ponte (2 ,1 3, como o definimos agui, independe de R e &,

baztando gsscolber estes pardmetros de modo a satisfazer (133

F.04. DEPENDENCIA CONTINUA L4 SOLUCAD COM RELACED AQ DADG TNICT AL

Atd agors mostramos gus existe uma dnica soluglo pars o
proplema  de Cauchy C40,022, Hesta segdo mosiraremos gue e5sa
selucBo wlix, L) deperwis continuamente do dado inicial: a solugHo
zofre pequenas variacles guande o dade indoial sofre peguenss

wariascBes. Mals precisamente, mostraremss que a aplicagio lLinear

Foe 1CE™ 1 s w e (R K

& continua na topologlia usual do sspace za“&m“pz*, a gual & gerads

por exemnplo, pelas send normes

v Cgd = sup DT80,
k»§ e
bonf sy

onds K o BT & um compacto arbitrario & j um inteiro n¥o negalivo

opaal guer .

Nesta topologia, uma vizinhanga fTundamsnlal de zero &

daefinida por

3



& - B o The o &
vo = {fﬁ (CR™IF 5 b O < 4&},

2 ume vizinhanga de f = ety agqualguer & dada por

fmﬁ»vé,ﬂ{gﬁfﬁm{iﬁ“}]k:gwfﬁ*f,fﬁvﬁgj},

Face a ostas definicBes. uma sequéneia fi:& s 0 em [CCR™IT se
dada gualoauer wvizinphanga de zero ‘s’i o+ owxiste £ Lal gue para ¢ 02
£ &

£ . f < an . R leorema seguintd & de Tacll demonstragio.

&

TEOREMA 3,28

f{:g} —y O na topologia usual de C®R™ 1% se e somente se, dado
gualduer compacto K & gualguer mullil-indice a, Dafgg} e I
und formensnte em K.
Dizemos aue uma aplicaglo linear
s 1€%m™ I MR Y
& continua se. dads "J:; i vizinhangs de Zers  sm MZwiiﬁﬂ*ila}&,

o mtoam ‘fﬁ‘ am Iﬁiwfiﬁh}lk Lal gus

a

&, , &
f = ‘fxrjzmplz.c:a ¢ F W VK’,"

-

Observemos gue tanto [CYR™IY come [S™%ER™1%  eme
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supacos de Fréchet ou Frespacos, isto &, sspagos topoloagicos oulsa
topologia € induzids por métricas invariantes completas CI83,p. 80,
Deztacamos o ssguints resuliado,. conhecido come teorema

do grafico fechade CI181.p. 800

TECREMA 3.3

Seiam X o ¥ Feozpagos 8 A ¢ K s ¥ uma aplicag@o linear. e o
grafico de A, 8 = e, Axd ¢+ x & X», & ferhado em X »x ¥, snilc A &

ot g,

Como consequincia da unicidade da solugBo do problama
T12,0(8Y e do teorema Jdo grafico Techado, obiemos o ssguinle
resultado, gue nes dd & dependdncia continus da soluglo com

relagie ao dado indcial:

TEOREMA 3. 4

A sclucBo do problema de Cauchy (13,022 depende conbinuaments do

dade inicial,. isto ¢, a aplicagioc linesr

faR ! k

¢ Foa CUR™MIF s uw e (SRR

& continua.

Para a denonsiracio deste Leorems usarsmnos o ssguinte

leoma:

LEMA

Um operador diferencial linesr a coeficianiss constanies

&7



PEEY 1 CXETY s O R™

& continum,

Demonslracio

Comes PUD = % Aaﬁ v basts provar ogue

a -

) f o D%y

& continua. Para isto, consideramos uma seguéncia ifﬂz)} em CUCR™
tal gues ;’(& —— £} @ PTOVABOS U i‘:amfiﬁ e S VB

Mo f{ o — O mignifica gue ¥ K $ R compacto o
milti-indice 7 = E: . EBi?f‘c o ey 3 unifornemsnte em K:p o em
particular,. gualquer derilvada o de I’Z)ﬁfc o CONYENGgEe &  Zero

uni formemente em K.

Demonstiracio do tecrema 3.4

Hostraremos gque © graficoe de ¢,

GO gD = {s:_f,-w . f w ECTCmTy }

& fachado.

™y uma Segudncia  em S04, U s da

Seja  CF™,
convergente, Ent¥c existem f, & « tals guse f{m} ey @M
FC%CR™1% o uw™ s w oem (G R™151% provaremos gue Uf 03 &

gk, HMalw precisamenie, provaremnoes gus ¢ & solucgBo do mistsms

€13, com dado inicial olx,od = §F . Com efeito,
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WL 0D s 0, L 0D

Hia

FCD s F o0,

g sorte gue «Lx03 = § (x para todo x & R®Y,  por

Lamos, pelo lema anterior gus

Portanto ¢ & zolugds do sistemas 013

A cvonlusic do Leorsma segue do Leorems

fechado,

Lax)

wlre lado,

ol

grafico



CAPITULO 4

SOLUCOES COM ENERGIA FINITA

4.1. IMTRODUCAED

ALtd agora estudamos o problems de Cauchy para o siszteoms

P &y
N + &j F T Gy C33

K

:
i1

3

com dados inicliais

W, OY = fCxd el PCR™IIF, e

num sentide <cliassico. Provamos, noe capitule 2, gue =m  cada
instante i1 & K, uma soluglo ulx,il do zistema (123 Lem snergia

finiia em todo o B, a gual se mantdm constante:

j Pl £ ) odx = j o, 02 1% , ¥ L e R, a3
&ﬁ &n

Isto nos permite introduziec ume norma, gues € naturalments chamads

normx da energlia. Indicando-a com 0 F ii@, ela % assim definida:



Ea]
g z;z = j 500 Pdee = ¥ [ F Coed el . <40
&,?‘i 'j‘a,'i m“ j

Umea maneira natural de estender as scelugles oléssicss
cbtidas até aqul, € considersr oz dados iniciais no sspagoe de

Hilbert ¥ = EinEﬁ“DEk, com o produto escalar

< F.g > o= [ O g de Cm
.&n

Como se v, claramenis, & norma induzids por este produbto szcalar
& exatamentes a normae da ensrgia. O slementos de F serfo chamadeos

o dados iniciaiz com energia finite 2 a solugdo oblida a partir

dw cada §f @ F =zeréd chamada a solugioc com energia fintta de 10

R

com dado  inicial  f. Hsite é o Lipo de zmolugrBes gus  esiudaremos

neste capliiuvlo,

4, 2, SOLUCEER COM EHERGIA FINITA

Para watudar mos S sol ugles o SrEr gl a finita,
utilizaremss um teorema lmportants dewvido a Marshall Stons. Vamos

considers-lo a segulr,

Sela & um espage de Hilbert < WL wuma familia de
opgradores linsarss de F owm X, familiz esta dependende oo

pardmetre L s B Diz-se gue {U0LI> ¢ um grups uniparaméirico

conlinug de operadores unitéarics em X, se:
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Cil WLl f & vontinug para todo §f ¢ 3
L4103 UCh4sd = L3 s pars todo par de ndmeros reais L ¢ =

Ciiid WO = I, onde I é o operador identidade sobre &

Para ssses grupos, Stone demonsirou o seguinte Leorsma

CL73.p. BB

TEOREMA 4.1

A& todo grupe uniparamdirico continue de operadores unitiricos
LUCLDY num espags de Hilbsrt & eslid associado um Gnicoe operador
avtoadiunts A Lal gue:

3 para todo L, WALADIALY = DOALY, onde IXAY & o dominio de 4

2 Dado f & A, entBo WLLS & diferenciivel @

SUCLD £

ey = ~LAUCLD F CE3

reciprocangnte, dado um opsrador avtoadjiuntio A, existe um dGnico

grupce CUCLLYD satisflazendo azs condicles acima.

Uhservemos gus WAL & um operador linear de £ s ¥, o a

derivada W gue sstamnos conslderands & definida com a ajuda

da norms de 89

iAo F L kim WKL F - UCoD ¥
et e 1,

imteor &,

g UCLD f = UCODS  dUCtD £ H o
T =1 *

o2



gputaride L s {30

O operador -4 € chamado o gerador infinditezinal do

grupo. & & WKLY sstilio relacionados pels sguascio (B2 gus iLambém s

GrEGT &VeE

~Af _ lim UCRDF ~ F

L R ]

para cada §F e IXAY, onde o limite & tomado na topologis forte de
#, Por analogia com a fung¥o exponencial.,. @ grupos {(UCL3Y &

frequentemente indicado com a notagdo ewﬁA{

O smistema (12 pods ser escrito da seguinte maneiras:

& b S .
F O ORA G ¢ oodw
=i i
cnde
T
. i

i=3 3

Introduzimes o fator -i para fazer o operador H auwtoadjunto scobre
o sspago # o= (L%CR™ 1" considerade com sua norme usual definida em

L83, Isto serd provado no seguintes Leoroma:

TEOREMA 4.2

O operador definide por

acmm{f@ﬁf: ACED FCpD em}

B2



& um operador autoadivwnio zobre #.

Demonstragio

Lomo 2% malrizes A's sEo constantes Leomos:
3

Ty iz} . 3]
a & . e o
- LA W__,if LR Aj """"‘“{f = M.E&wf = ALPDF.

Portanto,

Hf = # S AC.OFT.

Eat
Definamos o operador H da seguinte maneira:

L

mmn{?ﬁw: &{pﬁ}(p)ﬁ%}

DHF (el = ALpd FQOpd,
Vamos oqus
H o= \?;)Wﬁg\?'»

Bt

isto &, H » H =sSc wunitariamente equivalentes; azsim para

fal

demonstrar gue H &€ autoadjunto basts demonsirar ogue HO O£

antoad junto.

Fa

“’N‘ﬁ\ e
Provemos primeiro dgue H & H @ sejam f,g ¢ KHY, entBo

N
< Hf,g > = jﬁﬁ:p}fﬁp}.g;@}dp;

onde o integrando gue al aparece & o proghuto escalar,. em {$, Porndo
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o= ifﬁ,,QQ,fk3§ g = igi,.*,,gk3 @ Alpd = iatm), 2 lembrando gue

Alpd & hermitians simdéirica. ou seja, o= R LEr emes
™

:} - — ‘mﬁ ,wwm. BT rah it v
ACpd flpd LoD tz;almfm £, Lgmfm &ngi FOpo. Al poglpsy.

Larggen

¢ ff,g > = j}apa,ﬁﬁﬁﬁgfﬁﬁdp = & f,Hg >.

Fortanto H o Hﬁ‘

el

a‘\* ey A
Provenos agora gque H £ H: sedjam / & IXHY, g = DiH*} &

B B ow. Assinm
L Hf, &g > = 4 Ff,h 2>, ¥ Ffw DXHY,

igmto &,

jgﬁp&prﬁengde w j?(pﬁﬁip)dﬁ;

Dagul segus-se gus

gkfppiészgcp} TREESTdp = O . W f & DOHD CED

e

Para podermos oconclulr gus H s §, devemos verificar primeiro gqus
Apdalpd ~ Rpd & H;, come h & H islo equivale a verificar gue
Hpiglepl) & . Para isto, primeirc vamos usar a corulig®o (81 para
alsmentos F qgue tenham suporie compacto; digamos na ssfera ipl %
B, Isto pnos permite conclulr gue Aplgipd = RIpd para guase tLodo,

ipt = B, Come B & arbitrérico, temos ogue osia igusldade se

0



verifica pars guagse todo p Ora, A & ¥, loge Alpdglipd <« &,

ey

-
" ¥
porbantos H £ H 2 a conclusBo do teorems segus-se.

Felo teorems de Stone, podemos conclalr gue existe um
oo grupo wniparandlrico continue de operadores unitérios {UCLDD
no sspagoe de Hilberi ® satisfazende as condigBes (12 e (83 do

teoremas L.

Saiam ulx,L? wma solugdo do sistema (10 com dado inicial

wlo, o) = flad & LCCR™IY,

& X o SBRpAgO IGTC%E“}}k wom o produto escal ar usual de £ Delinamos

o operador YLK s X por

VLD F o= owl. 1D,

Mostraremos no seguinte teorema (YL 0 L e B & um grupo

uniparamétrico continue de operadores isomdiricos em X,

TEOREMA 4.3

S VLD @ o operador definidoe sm (83, entEo (VLD 1 4+ = Kr & um

grupo uniparamétirico continuo de operadores lsom@lricos sm X,

Demonstiragis

Dp igualdade {37 segue-se gus VWL & uma isomeiria para cads
L ow K, isto &,

Fveed B =0 F 1, feX tel £100

Al dm disso,

=ted



VCOIf = ula,00 = f, £112

iste &, VIO & o operador ddentidade sobre ¥ e, coms Lemos

unicidades para © problema de Cauchy £153,(22, podemos concluir gue
WEL o4+ L7003 = VORDWIL®DY |, ¥ L,1° « B L1Es

Hostiraremos agora qgue

gC. .t = VO3S,

# wontinva para fodde §F & ¥, isto 4, provaremos qgue dado & > O,

existe & > O Lal que

Bogl. .00 — 0., 0.0 1 € &, desde gue v -~ v | < &,

Da definigic de VILD, lLemos gue 0. .13 & una funglo continua em =
# oem t. Comoe as funclBes f que estanos considerando psrigncem ao

aespags X, podencs supor dgue

suppf = QR = 4w {wm] < R,

Asgin, para O % 1 2 7, ¢ < 7

&

supps & Lx il SR + b, O % L % T

Portanto, dado £° > 0, existe & > O (tomamos & ¢ T-4_ e & < L D
tal que

felo, vl - glont 21 € &7,

¥ ox o« Boey (L -t 1 < & ou seja g ¢ continua no compacto

=



{%x,té :odxl AR 4+ b, Lo~ 4 4 é}

portantos & @ wundformesmenles continua. Integrandoe no espacs tLodo
Liemoes  oue

g oVERaf ~ weL 0 f 1% < 22%wes o,
# B

onde WOB » & o volume da bola B . Tomando
R4 e

ob.emon

BVERDF ~ WL DF B < e, C1ED

logo gU. 43 & uma Tungio continua para tode §F e ¥, De C103,0110,
182 = (130 obtemos a conclusBo do tecrema: <WLY @ L & B> & um
grups uniparamslrice continue de operadorss isomdtricoss no sspago

X.

Coms © espago de Hilbert ¥ 4 o completamentic de X., o
grupse VLY sstende-se por continuidades a un opsrador wupiltirio de
E osobre ¥, as propiedades C103,01123, 0180 ,0120 permanscends vAlidas
para essz extensioc de VOLD. Dagul e da unicidade do grupos WL
prevista no teorema de Blone, concluimos que UILDF = YLD F para f
& ¥: ou seja, WALD) & precizsamente a sxtens¥o, por continuidade, do
grups VOLD., Conoretomente, dads §F & &, existe ums segldnoia {f;ﬁ

em X tal gus fﬁ ey Fowm H oo assim
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UCLD S = 1imVCL3f .

Pode-se provar Jgus, guando £ e HDY, WL F = wlx L2 & ums
fungioe mensuravel ogue & zselucio de C12,.08) ne sentido das

distribuicles ULE J.cap 42.

S



CAPITULO 5

O PROBLEMA PERTURBADO E A EXISTENCIA DO OPERADOR DE ONDA

€. 1. INTRODUGED

O objelive deste capituleo serd sstudar o problems de

Cangcbyy
&u - &
ﬁixjgi—: + EA.} gg A {}, Q:l:}
p=a
com dado inicial
wh o, 02 = Fflal, ]

onde Blx) & wuma malriz ke hermitiana definida positiva @ gue

satisfar as seguintes propriedades:
£i2 Exizten constantes pogitivas ¢ @ o tals gue o % Elwd = o1,
£140C1 + 2™ Bl ~ I | = L%

Definimos © espags ode Hilberi %% gome o conjunto de Lodas

a5 Tunglies de valores wvetoriais mensurévels f{mﬁijiﬂxD,g«"skaﬁﬁﬁ

talis ogue

o ssi = jfcm,gcmﬁfcxmx < o, €43

£33



E=ta

ERPTEEEE0, oo ma vl & o guadrado de  ums norms,

precisaments a2 norma induzida pelo seguinte produto esscalar:

Y I j 7 Ea.

A condigBo (12 significs gus

cf.g % fEg Scifg

ra, favendo §f = g, isto implica qus

ct f#* s 8 f 4l s et og 0,

donds segue, antdo,

o me s,

Sl AN LA I izz < e * 5 o®,
a norma § . Hﬁ dufinida em (42 & sguivalenities & norma |

b do szpago & considerade no capitulo 3,

O problema de Cauchy (123,02) serid chamado © problsma

periurbade, Coms a matriz Elxd n¥o ¢ constants, ndo podemos

aplicsr a transflormada de Fourler para obter ums zolugBo explicita

come Fol feito e capitulo B para o problems ndo perturbado

e - fur CES
st " Ehax T

=4 i
uelo, O3 = folxd. 4>

Podemos ssorever o sistema (12 na forma de umsa sguagic de

21



sl L B

. e duw
S = ECa TR CEE T ~4H_u, L7
orcle
-t o &

iz

Mals precisamente o operador Hﬁ & definido por

Hou = B¢ 23 " Hu, DXH D = IXHD, CoD

onde H & o operador definddo ne teorsmas 4, 2.

Como H O &  autocadjuntico. podamas provar s HE &
autecadjunto. Izto nos permitie usar o Ltedvrema de SlLons pars obler
uma zmelugio do problems de Cauchy (12,080 em ltermos do operador ﬁg

~4tH
wom LD = & g,
Alidz, Foi iztoe que fizemos ne capituls 4, ao intsrpretarnos &
solugdo do problema ndo periurbade come resultiando da acfo de um
grups uniparamélricon Wellild,
Ho  Leorems seguinte provanos gus o opesrador H& &

autoad junta,

TEOREMA 8.1

0 operador Hﬁ definido em (83 £ autoadjuniao,

Pemonstrag8o

&



Dados ¢ & w am %% guial sopuier ,  teomon

< o >E = E plad BELadplixidu = ¢ o, By >, L300
&h
onde <.,.>£ e 4...r afo oz produtos ioberpDos en R% @ ¥,

respecti vaments, Em particular, se p = EKHE}, o ﬁ% obhitenos de

L8
<HEw,w >E m w,ﬁaw >E = A w,@ﬁﬂw omog oy, b o= { He,w », 0110

Provaremos primeiro gus HE & H;: sejam @.% @ ﬁiﬁgﬁmmﬁﬁﬁ,

Ert¥o wusando (112 & o falte de H ser auvtoadiunto,
L4 Hmwyw >ﬁ'm < Hp.w > o= £ p,Hw > =  Hw,p »
=< g ¥ e = ¢ e H ¥ g

g3
{ <
sz, isto &, Hm 2 HE

#

Assim, w & ﬁ(H:ﬁ =] H:y

*
Provemos agora ous H: = Hm’ Eoja w o« EKHEE @ o= H:w‘
Entdc

4 Hmy,w EE = & g, A >E€123

para todo ¢ = Eﬁﬁﬁ}. Aplicando as sguacles C100.0112 na igualdade

CLED, obiemos
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 He,w > = £ g Bu >, ¥ea ﬁfﬁﬁ) = DHA.

Come M & avicadjunto, isto implicas gue w & DCHD = QQHES @

By = Hw,
el
o
w o= B THy o= H ow,
b
isto &, H: = HE. Estsd provado entiio gue o operador Hg o
autoad junto,

8.8, EXISTENCIA DO OPERADOR DE ONDA

O operador de onda aparece naturslments Ao COMPpARTrArmnos as
solugles uw* e u dos problemas de Cauchy (12,027 e (53,080, oblidas

gm itesroos dos operadores H e HE:, Para esta comparasgio, tanto

podenos usar & norms §o ﬂg do espago &% coms poder mos usar &

norma . ., j& gue elas sBo eguivalentes., Observemos qgue a
=4 H

solugie de U112, (22 & dada por WKLY = @ Ef, enguantc gque a

gsolucBo de (BI,.L62 & dada por Us{ildfs = @gbﬁjoﬁ Asgim,

~LH ~iLH
b UCLOF - UeCkdfe B = f e f - e Py

Isto & egquivalente a

aH
fF e ZeHHeo g

B4



pois § oo o= 1
Seia
LM ,
Wty = e So o<t w C1an
Chservaemnos oue H Lem no mdxime um avbovalor gue &€ A =

£1132. Compgando com um dade £, & natural supor gque suz projesio
ortogonal noe autosspaso de H @ zero,. poiz tal projecio pode dar
lugar somente a ume solugdo estitica de (8). BEm wvistas desta
osheservasio, o operador de onds € deflinido por

LH

¥ = WH H,PX = e-lim e
-+ E
[ o rd

B, e €140

wrde P& a projecEoe oriogonal  no complemento  oriogonal do
autoespago de H @ NOHDJL,

Frovaremos a segulir a skxistdncia do opsrador de onda (142
ok as hipSleses (13 & {113 mobre a matriz BEla2., Um
dessnyvel vinento andlogoe pode ser feilo para unm segundos opsrador de

onda W gque ¢ obtido guando + 3 -~ em (140,

TEQREMA 8.2

Zok s condigBes Li7 & (112 scbre a matriz EBEl(xD, o operador de

ok W* definide em (142 existe.

Demonstragio

Provaremos primeiroe que para f num cerio conjunico denso de NCHDL a

e



rpr ess A
. n ~iL
I = CHﬁ Hig f Eg
& integravel em (T,wir, T > O, Isto & uma condiglo suficienie para
a @swistdnois dJdo operador de onda CI81,p 5383, como  veremos
adiante.
Ho gue sesgus O denots usms constante, nEle necessriamente a

mesng em cada vezr gue aparece.

Da definig#c da norma § . HE = da desigualdade de HOlder
oblenos
i = ﬁz = j g.-Bgde = < g,BEg > 5 § g 0 U} Eg §
I pr

= Ch g ﬂgﬁ Bz i,

donde § g ﬂg < C Eg §. Dagui e de (8) oblemss

1% = 4 e - pHe a2 < ar - mue™y 4?
= cj 11 - ECa0 ¥He My 2ax
&'ﬁ
& aj 1ECss ~ 1 1% e P (Pa., 18D
i

4

Com a notacBs introdurida no capitule 2,

F Cple Cpa,
PR 3

Flpd =

ﬁmj

§

e



ot emos

UH vip. e 8 -tk TPl
He Wy = j 2T raipie 7 Flple (pdap.
- jeg o j E
Introduzinos coordenadas polares p.w com 2 > O, jwl = 1, siraves

da relacEo p = pw. Notando que dp = o ‘dede & que

}uéi o = 53%}{ AW = ej{gmb = e;‘i W,

LoeTeE
an. B P o Ced R .
He “Trmg p { I P S %J‘*f W) f Cpude C Wt dplas
1=% o
IEE]

L3180

Como f e HCHDL, fé = O para aguedes | correspondentes & gualgquer

raiz que se anule identicsmesnie. Bntlo asses indices § s8o

gxclulidos nas somas em (183, Aldm disso restringismos § na seguints

forma: SUROMDSE Coiie AS ffgw& s¥c da Torma

Bl

orwde $ = ﬁf%@,mﬁ @ yw partencs ac coanjunto das fungBes soniinuas

. n-3 A
zobre a @sfera unitaria & gue se anulam eom algums vizinhangs de

i

N =< oo ", ACad = 002,

B uma raiz kfaﬁ nEo s=e anula identicamente entie o conjunta N,
3

o



correspondente & de snedida zero em g7 C111D. Usandes este fate
segue que as Funglies sob esses condig@ss formam wum conjunto denso
sm HCHDZ L, Denctaremos esis conjuntc por S,

Agora sstamos em posigio de estimar a expressio sm (383,
Em wvista desta escoolha de wj(w}, cada terze cda soma ewm (1683 pode

ger escriito da seguinie manseira:

o B fon Lol
ol j j e 4 F‘jdﬁ ds, 17y

Eed

onde F o= & xkjiw)q&j(p?wjﬂwﬁajiw)gﬁﬂ, (;’}j & {2‘:}{9&,{5’3 com O < @ <
3

34 m, e "sf‘j ¢ alguma wvizinhanga aberta de E‘ijg Integrando por

partes duss vizes enconirames gue a 2 expreossBo em (183 e

Lransiorme om

¥ g -dtpn Cred
(ol j je 3 B dotds |,
. 3 s
i=t
s""""wj “ fét}xiiw}.‘sz
a*r
onde FY o= zj* Como cada A Lwd & continua, existe a, » 0 tal gus
3 ap ] }
IR Cwd | = 2, >y 0 sobre o conjunto Sﬁ"*“ﬁf{ ABsim  vemos que A
i

expressio em (16 & dominada por

Yot e iml o+ [l ™, c1:3
Lz

£



Substituindoe (18) em {152 oblemos

1 % %f TECaY - 11701 + el + (x1%%ax
L2

L™

Finalmente usames s congdigiio €142 para conclualyr gue

mostrands assin gue I & de fato integrévelem (7, b,
Provaremos agora & 2 existbéncia doe operador de ondas

definido em L1423, Seja WY como definide em (130 & F & 5, oblemos

i H

d . .4 £ -itH
CEOWCDf = Cgode TeTT

@H .
i Feu_ - Hya Wy

i

Integrands oblesnos
‘2 it M e
w{tz}f - ¥Cti3f = %{ & (Hx ~ Hle Fat,

i
i

iLH

Come | @ Ey o= 1, bemos

%
z
§ WCH 3F ~ WOL 3f itﬁg i CH -~ He
4 1 B

i
-

”@’H;‘ fat .

Come o integrande do lado direileo & integrivel sobre (T,oo, o lado

direits tendes a zoero guando tg”ﬁ R @ el i MWL LD sl sl
L 200

Como isto & verdade para todo f € B gues & dense em NOHIL, o coms

&



WoLsy & uniformemente limitado, segue gus o mesmo limite sxists

para todo §f em M(HDL = P#. Isto & equivalente & exwisténcia do

operader de onds definido am (143, o gue completa a demonsiragfo

do Leoroema.

TO



OBSERVACOES FINAIS

A ewrxigléncia do operador de onda ’é«‘* mostra que a solugio

do problema perturbade §& apresdmada, assintoticamente com t ws oo,

pela soluge do problema n¥o perturbado, desde qus §F = W f», De
L3

modo anklogo, podemos provar a evisléncia de um operador de ondds

gue permiie aproximar a s0lugHe do problema periturbado UL 7 por
ums  soluglo do problems nlc periturbade Us0lD f* assintollcaments
mom Lo -

Estas observagles sugsrem a seguinte situacEor uvme onda
n3c perturbada UeLL3/ origina-se remolamente no passads (L -+ .axb,
interage com a2 perturbacio em tempo finiitoc «— isto &, tramsformss-se
gm LD F « & evelul para nova soluc8o ndo perturbads U»‘*{LB}“% Fel
future L =+ +@ Portante o efeito da periurbasele Bl & o de
transformar uma solugEo nlo periurbada Us(Ll7 em L = -m, noulrs
E.E"{Zt,ﬁfé‘ am L o= @ A guestio central gus se ple agul € a de saber

se, dado f <« P, sempro sxiste f

i



Ieto sauivale a dizer gque W & inversivel., O operador

¢ chamado o “opsrador de espalhamento™,

TE



.

0

BIBLIOGRAFIA

G.E. B Avila, Speciral resolulion of differential operotors
asgociated with sywmelric hyperdolic sysiems, Appl. Anal . 3
CIWTED, ZBIR - 288

$.8.5 Avila and LG Cogsta, Decsay of sclutions of swmelris
hvperbolic swsiems of garital differsniial sguniions, Roocky
Mountain J. Math, Veol. @, N= 3 {1<702, 408 - 413,

G Costa, EguaclBes Diferenciails %iﬁ@r&;5i5&$,§1“ Cold daui o
Bragsileiro de matemflicas {18773,

L. Hérmander » The dnalysis of Partial Differeniial Uperalcrs 1,
Springer ~VYerlag (19838,

F.John, Partial Differsntical Eguoitions, Ja. Bd,  Springer~Yerlag
CLEs0l .,

T. Rato, Periurbaiion Theory for linscsr Operators,. de.ed.,
Hpringer -Verlag ﬁ&@?ﬁﬁa

F.ILLax and R E Phillips, Scatiering Theory, Academic Press,
LLRETD .

W Rudin, Funciiongl Analysis, McGraw-Hill Book Company (18732,
. H Wicox, Wave operciors and asymploiic solulions of wove
propagotion problems of classicxl physics, arch, Ral, Hech. Anal.

22 CLees), IT-Ta.



10, GLH.Wilcox, Meoasuroables eigenuectiors for Hermiltan mpoelrix-
vaiued polvnomicls, J.Math, snal. Applications 40 (18722, 12-1@.
il. S Willard, General fopology, Addison-~Wesley Publishing Company

CLG7T00,

T



