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lNTRODUCÃO 
' 

O present-e trabalho será dedicado ao est.udo de soluç5es 

de sistemas simétricos hiperbólicos de equaç5es diferenciais 

parciais. Sistemas deste tipo representam a ~erma geral de muit.as 

equações da fisica matemática~ como por exemplo as equzu;:.ões de 

elasticidade e das ondas acústicas. 

O capitulo 1. sobre a equação das ondas em uma • duas a 

t.rê-s dimens5es espaciais~ serve como introduç~o. onde most-ramos 

numa situaç~o bêm simples. fatos válidos. em geral, para sistemas. 

Discutiremos o problema de Cauchy para o sistema 

ECXl E A. 
j "' .t j 

• o (1) 

com dado inicial 

(2) 

onde x = Cx •· ..• x) e rR~"~. "L E !R: represent-a o t,empo. u = uCx..t.) é 
1 n 

um vetor de k componentes e ECX).A1 , ... ~An são matrizes kxk com as 

seguint.es propriedades: 

Ci) E:Cx) é real. simét-rica e def'inida positiva. 

Cii)As matrizes A •...• A s~c reais. simétricas e constantes. 
' " 

Primeiro !'aremos a discussão do problema de Cauchy para o 

1 



caso em que ECx) - 1. ist.o é, 

E A. 
j =i J 

Ou 
T =o. 

X. 
J 

e que chamaremos de problema não perturbado. 

(3) 

Em geral. sistemas deste tipo são estudados fazendo 

hipót-eses adicionais: sobre as matrizes A<•s:. Lax Cf7J.cap.6). por 
J 

exemplo. estudou estes s.isteJr..as exigindo que as raízes >~ = J...Cp) da 

h 

Ep.A) • o 
j"' i J J 

~ossem todas diferentes de zero para p ~ O. 

Para o nosso trabalho n~o ~aremos mais hipoteses sobre as 

:matrizes A's 
j 

que as especificadas em Cii). Ist.o i mpor-"lante 

porque existem alguns sistemas. como os da magnetogasdinâmica. que 

possuem raizes Ã(p) que se anulam par-a certos p Jil!! o~ mas nlão 

identicamente [i]. Foi provado em [ 1], que se as raizes 

carac~eris~icas À(p) não são iden~icamen~e nulas então o conjunto 

dos p onde Ã(p) = O é de medida zero. 

No capitulo Z fazemos apresent-ação do sist-e-ma; 

in:Lroduzimos o concei-Lo de ener-gia da solução e demons~ramos o 

teorema de conservação da energia que nos permit-e fazer uma 

demonstração si ro.pl es da unicidade da sol uç:ão do problema C 3) _ 

Demonst-ramos também o t-eorema do dominio de dependência que mais 

t-arde nos permitirá considerar o dado inicial em cd°C!Rr.))k. 

No capit-ulo 3. usamos a t-rans:formada de Four-ier para 

mostrar a existência da soluçilro do pr-oblema de Cauchy C2).C3) 



quando o dado inicial pert-ence a EYC!:Rr.) Jk. Usamos o t..eorema do 

dorninio de dependência provado no capit-ulo 2 para remover a 

resd: .. riç:ã:o no in:finit-o para o dado inicial de maneira que est,.e 

úl-timo possa ser uma !'unção arbi t.rá.ri.a em ( d:o-([Rn)) k. Como 

consequência da unicidade da solução. provada no capit-ulo a. e do 

t-eorema do g:rái'i co f' achado~ provamos a dependência cont.i nua com 

relaç~o ao dado inicial. 

No capi t.ul o 4. consideramos os dados iniciais no espaço 

2: m;n k de Hilbert :1e = tL Cu<.. )) e usamos o t..e-or-ema de S-Lone para provar 

que o sistema (3) com dado inicial em ~ t-em uma única soluçXo que 

será chamada soluç~o com ~nergia ~i~. 

Finalment-e. no- capítulo 5, consideramos o proble-ma de 

Cauchy (1).(2) que chamaremos de problema pert-urbado. Neste caso, 

como E(:x) não é const-ante. n~o podemos usar- a t-ransf'ormada de 

Fourier para obt..er uma solução explicit-a de (1).(2); c teorema de 

Stone nos f'ornece uma soluç~o para est..e problema_ Fazendo certas 

rest.riçí::ies sobre a mat-riz EC:xD mostramos a exis-tência do operador 

de onda. que apar-ece de maneira nat-ur-al ao comparar- as soluç&s 

obt..idas usando o t-eorema de St..one par-a o problema perturbado e o 

problema n~o pert-urbado. 
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CAPITULO 1 

A EQUACÃO DAS ONDAS 
' 

1 . 1 . I NTRODUÇl:O 

equaçe5es di.:ferenciais parciais hiperbólicas 

caracterizam-se como aquelas para as quais o problema de Cauchy é 

sempre bem pos"Lo na classe das i nf'i ni Lamente 

di f'erenciávei s. 

O prot...ó'lipo dest.e t-ipo de equações é a chamada equaç~c 

das ondas .. 

1 
. u - Au = o. 

2 " c 

cujas propr-iedades t.ipif'ica.m muit.o bem t..,udo o que se passa com. 

hiperbólicas mais gerais:. Dai a conveniência de 

começarmos com uma súmula de result.ados para a equaç~o das ondas. 

1.2.1. SOLUÇXO ~~PROBLEMA DE CAUCHY. 

Consideremos a equação das ondas em uma dimensão. 

= o. CD 



onde ué uma função d$ duas variáveis independen~es x e ~. 

geralmente identificadas com a posiç~o e o tempo respectivamente; 

c é uma constante positiva dada. 

o~ Alembert. most-rou. em 1. 747. que a equação (1) tem uma 

solução geral dada por 

W:x.t) = FCx + ct.) + GCx- ct), (8) 

onde F e G s~o f'unções arbit-rárias. C[5J.cap.ê). Esta fórmula 

mostra que qualquer solução da equação (1) é a supe-r-posiçâlo de 

ondas de dois tipos: F( x + c:t-). que per-manece const-ante ao 

longo das raLas x + ct = cte.; e GCx - cl-), que pe-r m.anece 

constante ao longo das re-t.as x - ct -= el-e. Fisicament-e~ F'Cx + ct.J 

representa uma perLur-bação que se pr-opaga ao longe do eixo dos x 

se:m se def'ormar, com velocidade -c e GCx - c'L) uma que se propaga 

com velocidade c. 

Sê à equação C1) impomos as condiçôes iniciais 

(3) 

x+ct.. 

-u.Cx.t) = ~[jcx + ct..) + fCx- ct.)] + ~cJ g({)dt. C4) 

x-ct.. 

do problema de valores iniciais (1),(3). Dest..e raciocínio segue, 

em part.icular. que est.a solução é única. 



A solução u do problema de valor-es iniciais (1),(3) 

depende con~inuamen~e dos dados iniciais. ist-o é. se u e u, são 
' 2 

soluçZSes do problema de Cauchy (1).(3) com dados /
1

.#$'i e f 2 ~g 2 ; e 

se res~ringimos ~ a um in~ervalo O S t- S T. ~amos que dado c > o. 
_, 

bas'la t-omar ó < .e< 1 + n par a obt-er mos 

Partan~o. o problema da Cauchy para a equação da onda em 

uma dimens~o é um problema bem posLo no sent.ido de Hadamard: 

o problema t.em soluçãot 

a solução é \Jnica. 

a solução depende cont.inuamente dos dados iniciais. 

1.2.2. DOM!NIO DE DEPENDeNCIA E INFLU~NCIA 

A :fórmula C 4) most.ra que a sol uç:~o do problema de valor 

inicial no pont.o x, no inst.ant.e t-, depende unicamente dos dados 

inicias f e e no ir.rlervalo 

Por est-a ra:zã:o est.e int.ervalo é chamado. de maneira nat.ur.al. o 



domi r)i o da dependên_c:i a do pont..o Cx .t. ). 
• o valores dos dados 

iniciais f'ora do dominio de depend~ncia n.1ro af'et..am o valor· da 

x -ct.. o o 
X +Ct. 

o o 

A fórmula de d~Alembert.. t..ambém nos mast..ra que os valores 

de f e &~ no pont..o r:. influenciam os valores de -u somente no 

conjun~o 

IC() = { Cx,U x - ct. 5 ~ $ x + ct. } 

que. por esta raz~o. é chamado c dominio de inf'luência do pont.o Ç. 

:r cJ!5 

--------------------~~--------------------~X e 

Supondo que os dados iniciais f e :tJ se anulam :for-a de um 
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int.er-v.alo ra.b) segue-se que a soluçiito C4) é. neces;sariamen-Le. 

nula fora da região 

t T 

u rcn. 
{e[a,bl 

R 

b 

R é chamada a :regi~c de inf'luência dos dados iniciais. Portan.t..o. 

se as per-turb.açí:Ses iniciais es-tã:o concent-radas em um in:-lervalo 

(a.bJ. elas podem afeta~ um pont-o x., > b apenas depois de um tempo 

e um pont.o 

t.., :: Cx., - b)/c 

x< a somen'le depois de um tempo 
' 

t. = Cx - a)/-c . . ' 

assim que pert.urbaçe!es iniciais propagam-se-

velocidades maiores ou iguais que -c e menores ou iguais que c. 

1.3. A EQUAÇÃO~ ONDAS EM TRes DlMENSOES 

1.3.1. O PROBLEMA DE CAUCHY 

com 

Considere-mos o problema de Cauchy para a e-quação das 



ondas em três dimensaes espaciais. o qual consiste em achar uma 

f'unçllio "f.1f:. x. t.J • x = C x • x • x ) tal que 
' 2 • 

= o. C5J 

uCx,O) = fCX> (ô) 

Um dos mé'Lodos usados para resolver o problema de valores 

iniciais (5)~(6) ê o das médias esféricas. devido a Poisson. A 

idéia fundamêntal é: reduzir o problema ao caso unidimensional. 

cuja solução é dada pela fórmula de d•Alembert ((6J.p.103). 

= hCx .x .x ) e uma !'unção cont.inua. 
' 2 • 

dei" i ni. mos 

sua média esférica pela ~6rmula 

C7) 

onde r é um número real não negativo e a integraç~o é ~eita sobre 

a super:ficie da es;f"era de raio r e cen"Lr-o x. A média as:férica de h 

pode ser de~inida de maneira equivalent.e. como 

Mhcx.r) = 4 ~ J hCx + r-~)dS{ • 

I~ I =1 

onde agora in~egramos sobre a super~icie da es~era uniLária. 

(8) 

Supondo que o problema de valores iniciais (5) .C6) t.enha 

uma soluç:alo u.C:;c.t) de classe d2 e f"ormando a média esfér-ica de u 

como função de x~ 

g 



M,_.Cx,r,tJ = 4 ~ I W:x + r{,tJdS{ , 

I{ I ;1 

(9) 

pode-se mostrar ([6J.p.10ED que rMt/_x,r.t.) é uma soluç~o da 

equaç~o unidirtn:~nsional das ondas com valer-es iniciais 

Logo~ da ~6rmula de d•Alemberl segue-se que 

rMuCx.r.t.) = ~(cr+ct.)MjCx.r+ct.) + Cr-ct.)M/Cxfr-cl)] + 

donde obLé:mos 

uCx, t-) 

ist-o é. 

ct.+r 

+ ki ~M 8 cx,{)de 
ct~r 

= t.M C x. ct.) 
8 

[ 
1

, I fCy)dS] 
4nc t, Y 

{y-x!=ct 

(10) 

(11) 

(12) 

única pela r6rmula (12). Por outro lado. veririca-se diret-amente 

que esta ~6rmula é de falo soluç~o do problema (5).(6). 
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1"3"2. DOM!NIOS DE DEPENDeNCIA E INFLUENCIA 

Examinando a :fórmula C1ZD vemos que c valor de 'tJ1:.x.t.) 

depende dos valores iniciais apenas sobre a esf'era SCx~t-) de 

centro x e raio ct.. Assim o dominio de dependência para u(x.l) é a 

• No~e que ela é a int.erseção do cone em ~ • 

com o hiperplano L' = O. 
(x,i) 

Reciprocamen-te. os valores dos dados iniciais num ponto y 

no plano t. ~ O S()menLe i n:fl uenci am no t-empo t. em pon'Los 

IY - xl = ct.. 

11 



1.3.3. ~NTERPRETAÇÃO FíSICA 

Vamos nos limitar ao es~udo da propagação de uma 

perturbaç~o local, isto e~ quando as condiç!:ses iniciais são 

di ler-entes de zero somente numa cert-a região li mi t.ada e fechada 

Pe-1 a f'6rmul a C 12) • -ui:., x. t.,) depende somant...e dos dados 

iniciais sobre a esfera raio cL; logo 

w:.. x. t-) = o par a t-odo t- par a o qual scx..t-) não int-ersept-a a 

a esfera se x. t.) 

t- < t- =- d/c • 
' 

fórmula (12) são iguais a zero: a per·turbação ainda não chegou ao 

ponto x. A partir do instante t, = d/ c. at.é o i nst.ant.e 
' 

t-
2 

= D/c. 

a esfera SCx.t) int...ersept.arà a regiã:o T,; as int-egrais em C12) 

t continua aument-ando. a regiã:o T,. est-ará cont-ida na esf'era 
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SCx~ t.). assim as int-egrais em (12) serão nulas: a per-t-ur-bação 

passou pelo ponte x e n2ío deixou marca. Es'Le Ien6meno é conhecido 

como principio de Huygens ~ rorma íort-e. ~ pcssivel most-rar que, 

em geral. o principio de Huygens na Iorma lorte vale para t-odo n 

impar maior ou igual que 3 ([3J,cap.2). 

1. 4. A EQUAÇÃO DAS ONDAS EM DUAS DIMENSõES 

1.4.1. O PROBLEMA DE CAUCHY 

Podemos resolver- o problema de Cauchy para a equaç:ão das 

ondas em duas di menstses espaciais usando o método da desci da de 

dif'erencial parcial considerando-a como uma so-lução especial de 

out-ra equação que envolve mais vaf'iáveis independen-tes e pode ser 

resolvida. 

Nest,e caso part-icular uma solução 'UCx .x ~t-) 
' 2 

de (6).(6) 

par a n = 2 pode- ser vist-a como uma solução do mesmo pr· obl e:ma co:m 

C12) para X 
3 

= o com 

Ent..ão uC x + x • t.) é dada pela f: ór mula 
• 2 

as inLegraç5es sendo reit..as sobre a esfe~a 

IY- xl c 'L. 

13 



Observando que sobre a es~era 

e que os pontos (y ·li ,y) 
' 2 3 

u..Cx .x ,t,) = ~di ' 2 

r <ct 

Cy,J;.~y) ' . . 
ecy ,y) ' . 

rc2t2 - :r2Ji./2: 

+ 
{J 

Tt 
[ 1 H f C y • li ) 
Znc rc2:t2:

1

_ :ZJi./2 
:r<ct 

(ex, ~ ). Cx 
2] .t/2 

onde r = + - 11) li, • • 

1.4.2. ~NTERPRETAÇ~O F!SICA 

dy dy • • 

pr-oduzem a 

dy dy + 
' . 
' . dy dy J 

mesma 

(13) 

Suponhamos que a per'lurbaç~o inicial seja dada na r-egião 

S, do plano Cx~YJ· Est.udemos uCx,t.) no pont-o x. f'or-a de S". A 

valores iniciais nos pont-os x que per-t.encem à bola f"echada BCx.cl) 

com cent.ro em x e raio ct; lego uCx.t.) = O para 'Lodo t para o qual 

BCx,ct,} não intersepta a região S, Sejam d e D as distâncias do 

ponto x ao ponto mais próximo e mais af'astadc da regi~o S~. Ent-~o 

par a um i nst.ant.e t. pequeno 

t < t. = d/c • 
' 
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a .:função ut:.x~t-) ::: O : a pert-urbaç::lo ainda n3i:c chegou at-é o pont-o 

x. Se t- > t- • errUío u( x. t,) ;:rt O. 
' 

Vemos en~ão que para o caso de duas 

pr opagaç:ã:o de perturbação local dif"erenbs.- do caso 

tridimensional. No caso n -= 3. a pert-ur·baç"ão passa pelo ponto x e 

não deixa marca; em duas dimen:s:Bes a pert-ur.baçâ:o se :faz sent,ir num 

pont-o por t-odo o t-empo subsequent-e ao instant-e em que ela at-inge 

esse pon:lo. Port..ant-o c principio de Huygens na .forma fort.e não é 

válido para n = 2. Pode-se most-rar que. em geral. para n = 1 ou n 

par o principio de Huygens na f'orma fort-e n:ío é válido. Dizemos 

que nest-e caso vale o princípio de Huygens na forma ~raca. 
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CAPITULO 2 

-
SISTEMAS HIPERBOUCOS.CONSERVACÃO DE ENERGIA -

E UNICIDADE DE SOLUCÃO -

Conside~aremos sis~emas da forma: 

n 

+ I;A. 
j "'.i J 

iru 
h_ ::: o. 

J 

(i) 

ondE? x = C x •...• x ) E !:Rr. • t- e !R~ '!.L = -u.C x. t.) é um vetor coluna de 
< n 

k componentes e EC x) • A 
1

• 

seguint-es propriedades: 

A, 
2 

.A são mat..r i zes k x k com as 
n 

Ci) E(x) é real, simétrica e derinida posit.iva. 

Cii) As matrizes A • A 
' 2. 

A s;;rc r-eais. simét.ricas e 
n 

O est.udo dest.e t.ipo de sist.emas é import.ant.e porque eles 

representam a forma geral de muit.as equações da física mat-emática. 

Vejamos alguns exemplos: 

EXEMPLO 1 . A equ.aç~o das: ondas n-di mensi anal 

- ÀU. = o 

16 



pode ser escri~a como um sis~sma do ~ipo (1). De ra~o. ~azenda a 

muidança de variáveis 

llv n llv, • ' 
~ E ~ = o 

i."'~ ' 
(3) 

llv, âv 
' • 

at_ llx = o 
' 

que pode- ser escrito como um sistema do t-ipo C1). desde que 

p~ocedamos da se-guinte maneira: pomos 

" • 
" ' 

" " 

ECx:> = I 

~ A, = cai ) ,_ t - o 1 n = j kl ~ "'' - • • . . . • • onde aj =:: aj = -1 para J = 1 •...• n~ 
jo oj 

e os demais todos nulos. Assim temos: 

o I'J iJ 
llx llx 

' n 

I'J o o 
n 

11 
llx 

EA ' 
llx' 

= 
j= j_ J J 

I'J o -
~ 

n 

17 



EXEMPLO 2. As equaçe5es de linhas de t.ransmissão. 

As equações 

LCXJ 
iJi 

+ /Jo o iJt 8x = 
( 4) 

CCXJ 
8e + /Ji o iJt 8x = 

govet~nam a corrente i e a t.ens:?io o& numa linha de t-r-ansmissllio. onde 

LCXJ " CCXJ represent.am indut.ãncia capacit-ância. 

respect.ivament.e. por unidade de comprimento da linha. As equaç~es 

C4) podem ser- escritas na lorma (1), pondo: 

onde E 

; 

EXEMPLO 3. As equaç5es de Maxwell. 

• 
I: l!k(XJ 

k=i J 

• 
ti' é"" 

k=J. J 

CE ~E , 
1 2 

iJEk 

ãr"" 

iJHk 

iJt 

- Crot H) = o 
J 

+ Cro'L D. = o 
J 

" H 

; 

j=1.2.3; 

os vet..ores campo 

elét.rico e campo magn&t.icc. respect.ivament-e; iS: = ('$jk) e J.J = Cpjk) 

s!lo os chamados tensores Csimét.ricos) de permeabilidade dielé'Lrica 

e magnética respectivamente. 

Fazendo 
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podemos escrever as equaç5es de Maxwell na forma de sist.ema com 

o o o o lJ lJ 
ifi< rx-

• 2 

o o o lJ o 8 
ifi< ifi< • ' 

o o o lJ lJ o n iJ lJx lJx EA iJx. 
~ • ' 

j-=:t J ) iJ iJ o o o o ilx ifi< • • 
iJ o iJ o o o ifi< iJx • • 
iJ iJ o o o o ifi< iJx 

2 • 

Oulros e:xempl os são dados em C [ 9)) como as equações da 

elasticidade e das ondas acósticas. 

Em geral, sistemas do tipo Cl) são est-udados fazendo 

hipóteses. adicionais sobr-e as mat.ri::z:e-s A_•s. Lax Ct7J,cap.6)~ por 

' 
exe-mplo. est-udou est-es si s'lem.as supondo que as raizes À = Ã.( pJ da 

equaç~o característica 

PO.,p) = dei- ('-I - E p A.) 
j=.i J J 
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são Lodas di~eren~es de zero para p ~ O. 

Estudar-emos a proble-ma de Cauchy para s:is'Lernas do t..ipo 

(1) com EC:x;) =I • .ist,o é. 

::::; o. C6) 

sem fazer- mais sobt"e os A's 
i 

que espacif'icadas 

anLeriormen:te. Ist-o é import.ant.e porque exist..em sisd.,emas Lais como 

os de rnagneü:,gasdinâmica. que possuem raízes XCp) que se anulam 

para cert.os p F O. mas n~o ident.icamente til. 

capit-ulo demonstraremos alguns resultados 

relacicmando. em diferentes instantes do t--empo, valores da 

quantidade chamada energia do sistema (6), em pat"Licular o~ 

~ conservaçJ~\o da energia_ no espaço Lodo. Ent..re outras coisas. 

este teorema propicia u:m.a demons-tração simples da unicidade da 

solução do problema de Cauchy para o sisLema (6). 

a. a. PROPRIEDADES DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES 

Antes de est.abel ec:er os result-ados sobre conservaç;;to da 

ener-gia. estudaremos algumas propriedades i mpor -tan t.es; dos 

autovalores e autovetores de ACp). 

A equação (6) tem k raizes. t..odas r·eais. pois a mat-riz 

ACp) = E p A. 
j;J. J J 

C?) 
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é real e simé-trica. de ordem k. 

As raizes À = XCp) da equação (5) s~o funç~es continuas 

de p ((10])~ is"lo permite provar que o canjun:lo de pcmt.os ande as 

raizes caract.eris~icas se anulam. isto é. 

tem medida zero tlJ. 

Enumeramos em ordem decrescente de grandeza as raizes que 

não s~c i deuli c.ament.e nulas. di gamos um total de r • contando as 

mul 'ti pl i c i dades! 

em par 'Li cul af' 

Daqui segue-se que-

Ã Cp) ~ 

' 

À C-p) 2: 
' 

~ À. Cp) • Vp;. 
' 

2: À C-p) , Vp. 
' 

?: -À C -p) , Vp. 
' 

Observe que esd ... es números t-ambém s:;;to raizes da equação 

(6). pois PC-ft.,-p) -PC>..,p). Por'Lanto <X (p) •...• x Cp)) 
' ' 

.C-X C-p), ... ~-À C-p)) s~o o mesmo conjunt..o de números par·a -Lodo p, 
' ' 

logo devemos ter 

À.Cp) = ->... , C-p). j -=1 •...• r. 
J r-J+:i 

Notemos que se uma raiz n~o se anula iden~icamen~e. en~ão 

ela pode assumir Lan'lo valor·es positivos como negat-ivos. Se 



exigimos que es~as raizes nunca se anulem~ en~~o seu númêro ~o~al 

r será par. as primeiras r / delas ser~o as~ri~amen~e posi~ivas e z 

as res~an~es ~/ es~ritamen~e nega~ivas. 
z 

Como as raizes "-.Cp) são funções con~inuas de p. exis~e 
,I 

c = 
m 

À (w) 

' 
(8) 

Uma ve:z fixado p E !Rn podamos escolher um sistema 

or t.onor mal 

corr-espondent-es aos aut-ovalores À Cp) ~ ... ~À (p); e es'La escolha de 
' k 

autovet.or es pode ser f'ei t.a de manei r· a que cada e · [Rn -~ Ck seja J. 

uma runção mensurável [10). 

a. 3. CONSERVAÇ71:0 ~ ~· UNICIDADE 

A energia de ·u( x. l.) em uma regi âi:o R • no i ns-Lant.e t. • é 

definida por: 

ECtt.C .• -L).R') = J ju 2 Cx.~) !dx 

R 

(9) 

A energia no espaço 'Lodo é chamada simplesmente a energia 

(10) 
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Corno se vã. concebivel que ela seja in:finit-a. 

Mostr·.aremos na página 29 que. se f'init.a, ela é ccnst.an~e. 

TEOREMA 2.1 

A ener-gia de uma soluçZlro uC.x.t), de classe C:t. no inst.ant.,e t=s. 

cont.ida na bola B =- {x; : !x! < R 
a-c s. 

c s} não excede a energia 
m 

m 

ECuC .• tJ,B J :$ ECu.C .• O).B.,). 
R-c s .,.. 

m 

Aqui c é a cons'Lante def'inida em (8). 
m 

Formamos o produt-o escalar· de C6) com u 

u. . A. 

' 
o, 

esta express~o pode ser escrita como uma soma de derivadas 

1 
+ z .A.w 

J X. 
J 

= o 

(11) 

(12J 

Int-egramos (12) sobre a regi~o G do espaço xl. delimit-ada 

pela superf'icie cônica 
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(onde c ou igual que c ) ~ 
m 

pe-los 

hiper-planos ~=O e t.=s. Apl i c ando o 'teor ema da di ver g~nci a 

transformamos essa in~egral em uma integral de supar~icie sobre a 

fronteira aG de G: 

h 

+ j::
1
Cu . Ap.WNjJdS = O· ' 

onde Nj e Nt são as componenm~es do ve~or normal unit.ãrio ex~erior 

CN ~· ..• N .N) = CN.N J. 
1 n t t 

Est.a última int.egral também se escreve 

+ E AN)u ldS ~ O. 
j=i J J 

A superfície 00 consis:le de t-rês part.es: 

a parte superior 

a par·t.e in:ferior- I "" <Cx.O) 

C13) 

A integral sobre a part.e super-ior e a part.e inferior é: 

(14) 

34 



que a dif'e-r-emça ent.re energia contida na bola 

B = {x: : lx! :5 R - cs} no t.empo t.::::s e a energia contida na bola 
R-cs 

B = <x : !xl :S R> no t.empo t.:O. Substit-uindo (14) e-m C13) obt,emos: • 

I lu2
Cx,s:) ldx - I 

.. 
. CN I 

t 

n 

+E AN)u 
j""' :J. J J 

ldS. (15) 

A di:ferença de energias em C14) será nega'tiva se o 

in-tegrando do lado direit.o de C16) for positivo. 

Para nossa análise necessi t.ar-emos do vet.or normal 

unit.ário sobre o mant.o. A equaç~a da super:ficie que de~ine o mant.o 

lxl =R- d ou 2 2 
</> = lxl - CR -cO = O. 

?ort..ant.o 

e dai. 

1 i' 2 • 2 "'"' = I X I c 1 + c ) 

Assim. o verter normal unit.-ário á dado por (observe que R:-ct. = !xP 

ex. c !xj) 

lx!~ 

e suas component.es s~o 

c 

25 
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Por ist-o 

,. [ n )u 
u [ 

n X. 

Ju N I +E A.N. 
c 

I EA. 
J = + 

t j =i. J J 
~ j "'1 J !x!~ 

Sabemos. da álgebra linear, que se À e À são o menor e 
m " 

o maior dos au~ovalores da maLriz hermit-iana A, ent-ão 

Ora, ist.o é vérdade para nossa. mat.riz A(!:!] Cvaja (7) a-

(8)), t-omando -c em lugar de À a ç em lugar de À , ist-o 
m m m M 

é, 

Ent-ão, 

n 

+ E A.N, 
j"" 1 j J 

• c l'-'1 . 
m 

Como c ?: c ~ est.a últ-ima expressão é não nega-'t.iva. logo o 
m 

membro dirait.o de (15) é menor ou ígual que zero. donde segue a 

conclus~o do t-eorema. 

Est-e result-ado pode ser e.st.andido, de uma maneira 

análoga. na direção nsgati va do t.empo. Est.a- é o objet.i vo do 
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'TEOREMA 2. 2 

A energia de uma solução uex~L)~ de classe c*. no insLante ~=s <O. 

contida na bola B = R-c !s/ 
m 

lxl s; R c lsl> 
m 

n:ío s-:x:cede a 

energia deu. no tempo zaro~ contida na bola B = <x !x! ~R>. 
R 

ECuC. ,s),B I I) :5 ECuC. ,Q),B ). 
R-c a Q 

m 

Fazendo a mudança dG variável L :-T. obtemos que 

á soluç~o do sistema 

n 

"" üx. = o. 
J 

Agora aplicamos o ~eorema anterior com T > 0: 

ECvC. ~-r)~B .) ::5: ECuC ,O)~B .. ). 
R-e T .,.. 

m 

Fazendo T = -s. com s < O. obtemos a conclusão do teorema.! 

ECuC. ,s),B I I) R-e e. 
m 

S ECuC, .O),B ). 
R 

O próximo teorema relaciona as energias em dois instantes 

quaisquer: 



TEOREMA 2.3 

Se-ndo t. :1 < +., 
2 

i) E:Cu.C •• t. J~B) $ ECW:.. ,t. ),B )~ 
Z Jl $. :R·•H:: 'li' 

m 

íi) ECut.:. ~t. ),B) $ ECuC. ,+., ),B ), 
1 R 2 R+c'f 

m 

onde c é a constant-e derinida em (8). 
m 

Demonstração 

Para o caso i), fazemos~· = t - t. • assim 
' 

= uCx,t.~ + t.) 

' 
= <WC:x.t"). 

Temos quGl «<x~t.') é soluç\llCo do sist.ema C6). port.an'lo podemos 

aplicar o taorama 1. obtendo 

donde 

ECwC. :$ ECUIC . • O) .B ) 

" 

ECW:. .t.'+'l ),B ) .$ ECuC. ,t ),B) 
:1 R~c t' 1 R 

m 

para t.~ > o. 

para t.• > O (16) 

Dados t. e t. > t. , :seja t. • = t. - t. e subst.i -L ui ndo em 
1 :1; i z :1 

(15) obt.emos a conclus~o do t.eorema: 

ECW:. (17) 

O caso ii) segue de maneira análoga. 

Observaçâto 

t.eoremas ambora ref'eridos: a bolas 
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cemtradas na origsm~ são válidos para bolas cs-nt.radas num pont-o x 
o 

qualquer. 

Como uma consaquência destes resultados obtemos: 

~_EMA 2. 4 C CONSERVAÇÃO DA ENERGIA:J 

A ' ' d 1 ~ d- cl""'""""""" c'' do .-,;.,., ... "'"'ma anJ&rgl.a ass-ocJ.-a a com uma so uç.,..o u.. ., ""'"""""'"" ;:)) ... =..._= 

(6) é constant~. supondo-a rinit.a para t. = O. 

Demonstração 

E(uC ,t,),B) OS ECuC ,O),!J ) OS ECW:. ,t,),!J ). 
R lt+ci.. R-+Zct. 

Fazendo R tender a infinito nest.a desigualdade. obtemos 

ECW:. ,t.)) = ECW:, ,O)) 

e o teorema est.á provado. 

Daremos a seguir uma demonstração da unicidade de solução 

do :sist.ama ceo usando o t.eorama de conservaçiOCo da energia. 

'TEOREMA 2.6 

O si st.oma ( 6) i...em. no máximo uma sol uçâi:o de classe C1
. 

!)emonst.ração 

Suponhamos que --u. e u sejam duas soluç&s do si:st.sma (6J. En-t~o: 

' . 
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é uma solução da- (6) com dado inicial 'U.Cx~O) "" O. Daqui obt.emos 

(uC. ,0) =O; e pelo t.eorema an~erior~ 

ECuC.,t))=O Vt 

' Considerando a de:finiç:t'o de ensrgia e o f'at.o de u E C • 

concluimos que u = o~ logo u = u 
' 2 

2.4. O TEOREMA DO DOM1NIO DE DEPENDtNCIA 

O seguint-e -teorema é comument-e conhecido como o 'Leorema 

do dominio de de-pandência. Ele nos diz que para cada T > o~ o 

valor de u!x,~) num pont-o x~ e mn é independent-e do que acon~eceu 

TEOREMA 2. 6 

Seja uC x, 'L) uma solução de classe C1 do si st.ema C 6) com dado 

inicial nulo na bola B Cx ) '1-
< T • 

En"le:OCo u.C x. t..) = O no cone 
M 

{ Cx,D : !x - x I :$ c -t ~ O < t. < T } 
• rn 

Suponhamos que o dado inicial u.CxfO) seja nulo para x e .B Cx: ). 
< T o 

m 

' N u: s ç, r Ennos eee>o., not~ao par<;:~. a. bota d'* centro X, 
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Daqui a energia inicial ECuC. ,OJ .B Cx )) será nula. 
c T 0 

t-eorema 2.1. com O< L< T~ 

EC'-<(. ,D,B ) 5 
c {'f'-t) 

m 

Logo. 

m 

EC'-". .oJ~B ). 
e T 

m 

EC'-<(. ,t),B ) -·O. 
c tT-H 

m 

TG~mos. pelo 

Daqui a da de:finiç~o C9) de energia, concluimos que 

u<x.t) é idan~icamente nula no referido cone. 

Por causa ~eorema. bola f'€tehada 

apropriadamenLe designada dominio d& depand~ncia do ponLo x~ no 

i nst.ant.e L = T. 

Cx , D 
o 

OCx,, T) 

't:, apropriado também chamar dominio de influência de um 

pont-o -x., no inst..an~e inicial como sendo o "cone f'ut.uro" 
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---
--

~ dominio ds influ~ncia d~ um conjun~o M a unigo 

U ICx:>, 
XE>I 

X 

[)essas definiç!::Ses s do t.eorema ant-arlor vemos claramen-te 

que se o dado inicial tem suport.e M a soluç~o para t. > O só pode 

ser dif'arsnt..A& de zero no domínio de influência da M. Ela sará 

cert-ament.e zero lora desse dominio. 

No capitulo 1 vimos que no caso da equação n-dimensional das 

ondas, o principio de Huygens na forma fort.e é válido para n impar 

maior ou igual que 3; para n = 1 ou par vale o principio dG> 

Huygans na forma Iraca. 



Analogament.e. no caso dos sistemas do tipo C6) o 

principio de Huygens na forma fort.e vale para n impar maior ou 

igual que 3 e não vale para n = 1 ou par, ((7J.cap.6). 
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CAPITULO 3 

EXISTÊNCIA DA SOLUCÂO 
' 

3.1. INTRODUÇÃO 

Neste capit.ulo nos ocuparemos de encont.rar uma l6rmula 

explici~a para a soluç~o do problema de valores iniciais 

=o (i) 

u(x. 0) = fCXJ. (2) 

Para ist.o usaremos a t.rans~ormada de Fourier. que G apenas um dos 

m4t.odos utilizados para mostrar exist.~ncia de soluções. 

Vamos resumir alguns resul t.ados bàsicos da 'lrans:formada 

de Pourier de que necessitaremos~ Cf4J,cap.7). 

Dados os VE:rli:.or as 

componant..as in'l-eit~as e não negat-ivas, pomos 

"' "' ' X :::t X 

' 
X 

n 
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O ~ de Schwart.:z: ou das funçeies r api damenle 

daf'inido como sendo o 

direrenciáveis f t,.ais que 

sup 

conjunt,.o 

" X 

das funçl'59s 

I < oo 

para ~odo ~ a ~- Deno~amos est,.s espaço por Y. 

decrescen"les 

Assoei amos com uma :ft.mç~o f e Y sua 'L r an:s.:formada dG> 

A 

Fourier $f = j. derinida por 

C3) 

que result.a ser 

:JI : f ------~> f é bi uni voca de Y sobre Y. e vale a :fórmula de 

inversão 

(4) 

Além dist.o, valem as relações 

(5) 

operador mul1.,.ip1icaç~o por Temos também a important,.e 

i den'li dad-a de Par·saval • 
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(6) 

Ela .nos diz quo a 'Lrans:formada dê Fourio&r ::P 

-Lransformaç~o linear do subespaço Y da Lz sobre .?~ preserva o 

produt-o escalar~ por~an~o á uma isometria. z Como Y é denso em L • ~ 

z 
pode ser- este-ndida a t.odo o L • resul t.ando num operador uni t.ârio 

z de L em si mesmo. Por-tanto faz sent-ido d"'d'inir a t-ransformada de 

• Fourie-r et sua inversa para element-os f e f dE~> L • desde- que sob 

z 
interpret-aç~o conveniente: dado f qualquer em L , exis'Le uma 

seqüência C f ) em Y t.al que. f ----+ f oem L :t; como 
n n 

vemos que C Í ) é uma seqüência de Cauchy E>m L 
2 

n 

:J'· 
' 

~ . 
1 ogo exist-a um el ement.o f em L t.al que /n ~f. 

Definimos a imagem de f pelo opqrador ~ como sendo f. Portant-o o 

A 2 
segnificado preciso das fórmulas (3) a (4) para f e f em L é dado 

por 

;;: caro l.l,.m, e--n/Z , I -ix 

onde l.i.m. signif'ica •'limit..e na norma L2
•• ('.limi'l in t.he mean"). 



3.2. EXI STENCI A DE 

Vamos supor que o dado i n.i ci al ( 2:) per t..ence ao espaço 

Visto que sob t-ra.ns:formada de Fouri ar di :ferenciação com 

relação a X. muda "'m mult-iplicaç:ão por .tpj. a equaçâo (1) 
J 

t.rans:forma-se em 

A A 

u. + iACp)u = O, (7) 

' 
n 

onde ACp) = J::p.A. A 
j =i J J 

condição inicial C2J, por sua vez, 

t.rans:forma-sa am 
A A 

v.Cp,OJ = /(p). CSJ 

Seja {a,CpJ) um conjunto completo de aut..ovat..ores ort-onormais da 
J 

ACp) Ã.(p). 
J 

Fazemos o produt..o 

escalar da equação C 7) por e _C p): 
J 

A A 

u.. e,Cp) + iACp)u.. e_Cp) = O. 
' J J 

Fazendo 

A A 

/.Cp) - /(p).<>Cp) 
J J 

temos que a aquaç~c (7) t..rans:forma-se em 



A 

f (p) é 
J 

Por isto~ 

C 1 0). ohl.emos 

A 

-i:A>(p)-u..,Cp). 
J J 

k "" -M<Cp)t. 
E fCp)e 1 e(p). 

j=J. J J 

(9) 

A 

u.Cp,O) 
J 

(10) 

(11) 

Observemos que esta expressão para W:. x. t.) I oi obt.i da 

Do;.> v-emos provar Eim seguida que <>la rapr-esent.a 

realmant.G uma soluç'ão para o problema da valores iniciais (1),(2). 

TEOREMA 3.1 

$.é f e [.:f'([R-r.)Jk~ ent.ão u = u..Cx.t...J definida por C11) pert.ence 

(C00
([Rrd:t)Jk e é solução do problema C1)~C2). 

Demonstraç:irc 

Observemos primeiro que se f e [.J"Cl.'Rn)Jk, 10:<;-n-tão Í E (,Y'([Rn)Jk e é 

39 



válida a seguin~e es~ima~iva 

(12) 

com cons~ant.es c > o, m : 1 ~2~ ... Com a~eit.o, seja p ~ 
m 

Cp .... ~pJ. " seja 
i n 

IPI 

Port-ant-o 

pj 
: max 

k 
lpkl' 

m 
.,m m./2 <r< k 
,;::;. n t.. ?. 

k.,..o J 

Observa que es~a últ.ima somat.oria é o mesmo que 

por~ant.o 

1 + + . '. 

m k 
E IPI 5 

k:::o ·1 
E IPI"· 

!et\:Sm 
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(1 + IPPm s 2 mnm/Z E 
l«l:5m 

donde 

(1 + IPPmlfCp) I s 2 mnm/Z E 
lal:5m 

= 2 mnm/2 E 
fa:!Sm 

:5 2 mnm/Z E 
lal:5m 

Fica assim provada a desigualdade C12). 

Por·t.ant.o, lembrando que os 

C< 
IPI , 

IC<p)"JCp) I 

I "' -{.x. p 
D

01
fC :>;;.)dx 

JID"'fCXlldx , 

e.Cp) ~s 
J 

sâi:o 

c: < 
m 

00 

.1'1\El-nsuráveis. com je.(p) l :::;; 1. iiS que !f.Cp) i 5 f/Cp)!. conclui mos 
J J 

que o integrando em (11) é em módulo. majorado por 

lst.o prova que a integral em C11) converge uni~ormem&nte em x e t., 

e de~ine uCx.L) como runção cont.fnua para todo x e ~. 

Provemos agora que vJ:.. x~ t.) á i n:fini t.amEl'n't!ifif di:ferenci ável. 

Ora, sendo c = 
m 

máx ! À. I • t.emos que 
I '"' ! "'.t J 

(!_) t Do. 
8L 
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l l "' IPI c IP 11/CpJ I 
m 

:5 etC lpll«l+l-m. 
m m 

Isto mos~ra que as derivações am C11)~ sob o sinal de integração, 

Lambém result-am em integrais que convergem uni:for:mamanLe. F'ica 

assim provado que u<:x.t.), dada em C11). 
00 

4 da classe C • e as 

derivaçees. de t-odas as ordens, podem ser s~etuadas sob o sinal de 

k I n irp.x-Ã..Cp)t.J,... 
+ CBn)-n/2 E (i E p A )e J /.Cp)e-.Cp)dp. 

v v J J 
)=:l !Rr. "1.-'::::.t 

A condição inicial u(x~O) :o: fCXJ é t.ambém f'acilment.e 

verificada: 
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-v;::_ x, 0) 

fCX>. 

Is~o comple~a a damonsLração do ~aorsma. 

A axprasstão Ci1) nos most.ra qu>~& a soluç~o 'U(:x;.t.) do probll9lma de 

valores iniciais C1J.CZJ é a superposição de k ondas: cada uma das: 

quais é a superposiç~o, dada pela int.egração sobre o p-espaço, das 

ondas planas 

Est,a é 1..una onda plana que ss propaga na dirsção p com VE»locidade 

vCp) ~ ;>,.(p)/ IPI· 
J J 

Cada um dos k Lermos da soma em C11) represent.a um modo normal de 

propagaçâo. Vemos que cada modo é associado a u:m au-tovalor de 

A(p). is~o é, com uma velocidade de propagação de ondas planas. Um 

j-ésirno modo á excit.ado ou não. dependendo do valor inicial f ser 

t.al que f,Cp) é di:ferent.e de :zero ou não rli?spect,ivament.e. Sa Ã.(p) 
J J 

: o. ent,ão o modo associado não depende do t-empo: ele é es'tático. 

Assim uma solução suave ·~ e a superposição de suas part,es 
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3.3. SOLUÇÃO COM DAOO INICIAL EM [C00Cf.Rn)Jk 

Em virtude dos tqoremas 2.4 a 3.1 sabGmos qus o probl~ma 

da Cauchy (1) .CêD com dado inicial em [f([Rn))k t-em uma única 

O ~eorema do donúnio de dependência~ provado no capitulo 

2 nos pe-r-mít.G r~W"mover a rest-riç!ão no infinit.o para os dados 

iniciais úl 'Limos possam ser :funções 

ponto Cx,..-t,.) depende somente do valor do dado inicial na bola 

B (x ): 
c ' c m c 

Sejam R > O e & > O tais que 

E Cx)cB CxJcBCx). 
c t <> R-:26 " R " 

m • 

Assim, os conjunt-os 

A = B (x ) 
R-C "' 

são fechados s d.i sJ untos do 

B = CB Cx ))-c, 
R+& <> 

logo. pelo Lema 

Ct11J,p.102J existe uma função continua~ 

e VJ( ?iJ = O • V x. e B. 
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Agora~ considerando uma f'unção arbit-rária !f> E d»c[Rn) t-al 
• 

que 

f,<x:>dx = 1 lxl 5 H, 

podemo$ cons~ruir a runção 

que Lem as seguint-es propriedades~ 

p(x);';:: 

"' 
o, 

"'" 
(x) E C~C!Rn) • supp 

"'" = <x 

fpe(x)dx = 1 
f 

X 
p(-)dx = L 

n " & 

I st.-o nos parmi 'te de:fi ni r a segui n\,e :funçâo: 

= ( 'lfl ... p J(x) 
e 

~ racil verificar que 
00 

"' E C 61' T & o 

lxl5e 

lx 
!x -

x,! $ R 2:& 
x.,.! ?:: R + 2s 

Port.ant.o, no caso em que o dado inicial f 

consideramos a :função 
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como dado inicial para achar a soluç~o no ponto Cx .t. ). Observe 
o • 

que f (x;) : fC-x:J na bola jx 
& 

x., l ::5 R - Ze~ de sort.e que o valor 

bast.ando escolher estes parãmet.ros de modo a sat.israzer C13). 

3.4. DEPENDtNCIA CONT1NUA DA SOLUÇÃO COM RELAÇÃO AO DADO INICIAL 

At.S agora most.r amos que exi :st.a uma única sol uçliro par a o 

problema da Cauchy C1J.C2). Nest.a seç~o mostraremos que essa 

sol uçâ(o uC x. t-) d$pendG~ cont.i nuament.e do dado i ni ci al: a sol uç:ã:o 

sof're pequenas variaçe>ss quando o dado inicial sof're- peque-nas 

variaçees. Mais precisament-e~ most-raremos que a aplicação linear 

00 n k 
é cont-inua na topologia usual do espaço [C C~ )] • a qual é gerada 

por exempl o. pelas semi normas 

sup I D",;<""' I. 
XEK 
I" l$j 

onds- K c IR"' é- um compact-o arbit.rário e j um inteiro não nagat..ivo 

qualquer. 

Ne-st.a 'topologia. uma vizinhança f'undam~nt.al de ze-ro é 

de:finida por 
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f o + 

v c/) < ó }· k,j 

Face a est.as definiçêles. uma sequência fcD --t O em rC00C!Rn)lk se 

dada qual quer vizinhança d.e zar o v6 
. 1 

", j 

O ~eorema seguin~a @ de facil dsmons~ração. 

TEOREMA 3. 2 

f(,tJ ........__,. O na t.opologia usual de fC00C[Rn)Jk se e sol'WJ!l'nt.e se, dado 

qualqu-er compacto K s qualquer mult.i·-indice ~. Do.lCD ---+ O 

uniformement-e am K. 

Dizemos que uma aplicaç~o linear 

é con~inua se. dada ví:zinhança de zero em 

f E .p<:j) e 

Observemos que Lan~o como 
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espaços de Fr~chet ou F-espaços. is~o é. espaços topológicos cuja 

topologia é induzida por métricas invarianLas comple~as crsJ.p.8). 

!')e-stacamos o seguinte resul-Lado, conhacido como "leo:rema 

do grá:fico :fechado creJ.p.50): 

TEOREMA 3.3 

Sejam X G 'f F-espaços: a A : X ----+ 'i uma aplicaç"êi:o linear. Se o 

grá:fico de A. G-= <Cx.AxJ. : x e X}, é :fechado em X x Y~ ent.ão A êl 

cont.inua. 

Como consequãncia da unicidade da solução do problema 

ClJ ,(2) e do teorema do grá:fico f'echado. obtemos o seguint.e 

rasult.ado. qua nos dá a depend,;ji}ncia cont.inua da solução com 

relação ao dado inicial: 

TEOREMA 3. 4 

A solução do problema de Cauchy (1) .CC!) dependa cont-inuamente do 

dado inicial~ is~o é, a aplicação linear 

C"'c ~ n) l k [ c"'c 1"0 n+:l) l k 4i! /E( 11'.. ----+UE 1.1'<. 

4# cont-inua. 

Para a demonst.ração dast.e t.Eterema usaramos o sG>guint.e 

1 ema: 

LEMA 

Um operador di:feremcial linear· a coet>f'iciant.es constant-es 
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é continuo. 

Demox:sLração 

Como PC 0) = E 
!od~m 

A o" "' ' 
basta provar qu~ 

é continua. Para isto. consideramos uma saquência CfCD) em C00Cmn) 

C() 0t CD 
t.al que f -----+ O e provamos qua D f ~ O. 

Mas f(.[) __ ,... O si gni f' i c a qua V K s; [fi(' compact-o ® 

.mul t.i -i ndi ce 

parli cul ar, 

uniformemente em K. 

Demonstração do teorema 3.4 

é :fe-chado. 

Se-ja 

convergente. 

( Cro( fR;r') J k e 

Então exist.em f 

o 

• 

unif'ormementa 

em GC/D, 

/
>m> 

que 

em 

qua 

l<> ' em 

seja 

em 

Provaremos que- C/ ,,4..1) 

GC rjJ). Mais praci samente. provaremos q'kle .v é sol uçg(o do si s"Lema 
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<ml 
u C. ~0) --to vC. ~O) 

da sort.e que v(x,O) "" f 
0
(%) para t..odo x E CRn. Por ou-tro lado. 

O = u{m} + 

' 

Portanto v é soluç~o do sis~ema (1). 

'\ + 

A conlusão do t.aorama segua do tsorgma do grá~ico 

fechado. 
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CAPITULO 4 

SOLUCÕES COM ENERGIA mnr A 
' 

4. L INTRODUÇÃO 

At.~ agora est.udamos o problema d~W Cauchy para o sis-tema 

com dados iniciais 

n 

+ EA. 
j.,;.t J 

~=o, 
J 

u( x. 0) "" fC x) e[ .r< LF('J J k; 

(i) 

(2) 

num senLido clássico. Provamos, no capi~ulo 2~ que em cada 

inst.anle t. e rn:. uma soluçZ\o u.Cx.t.) do sist.ema (1) t.em e-ne-rgia 

n finit.a em "Lodo o ~ ~ a qual se man-tém const.ant.e~ 

J !-u.Cx:, 0) !'zdx • 'trf t. e LR. 

IR" 
C3) 

Ist.o nos permit.e in-troduzir uma norma, que é nat.uralment.e chamada 

norma da energia. Indicando-a com !! f !! ~ ela é assim definida: -- . 
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11 f C4) 

Uma maneira nat.ural de est.ender as soluçeies clássicas 

obtidas a~é aqui. é considerar os dados iniciais no espaço de 

2 rr:.n k Hilbart. !X=- [L Cll'< )J • com o pr-oduto escalar 

< f •!!f > = f fCx);;i(X:Ydx 
. !Rn 

(5) 

Como se vê, claramente~ a norma induzida por es~a produt.o escalar 

é exa:t.amante a norma da emergi a. Os el ement.os de fJe :serâ:o chamados 

os dados iniciais com energia ~inita e a solução obtida a partir 

de cada f e~ sará chamada a solução com energia ~inita de (1) 

com dado inicial !.: Est.e é o t.ipo de soluç~es que estudaremos 

nest.e capi Lulo. 

4.2. ~ ~ ~ERGIA FINITA 

Para com energia f'init.a, 

utilizaremos um teorema importante devido a Marshall Stone. Vamos 

considerá-lo a seguir. 

Seja 9e um espaço de Hilbert. e U('l) uma lamilia da 

operadores lineares de ~ em ~~ família esLa dependendo do 

~~de operadores uni~ários ~m ~. se: 
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(i) U(l-)f é continuo para todo f € ~; 

(ji) UC~+s) = UCt)UCs) para todo par da números reais ~ e s; 

(i i i) UC 0) = I • onde I é o opa-r ador· i denli da de- sobre :Je. 

Par a assas grupos, St.one demonst.rou o segui nt.a t-eorema 

TEOREMA 4.1 

A t.odo grupo uniparamét.rico corrLinuo de operadores uni t.ários 

-(U(t.)} num espaço de Hilbert. :Je est..á associado um único operador 

auloadjunto A t-al que: 

n para t-odo t-. UCt)lXA) = O:: A), onde D(A) é o dominio de A~ 

2} Dado f E [)(A). ent.ão UCt.)j 4 difaranciável ra 

dUCO.f ~ -<AUCOf·, 
~ 

(6) 

reciprocament.-e. dado um operador aut.oadjunt.o A. exist-e um único 

grupo {U(t.,)} sat.is~azendo as condições acima. 

Obsarvoamos que UCL) é um operador l;i.near de :/!f em %/e, a- a 

derivada 
dU<: ~)f 
~ qu~& &s.d,amos considerando é de:finida com a ajuda 

da norma de Sle: 

ist.o é, 

dUCD.f lim UCt)j - UCO)/ 
~~ , .. ., 
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O operador -iA é chamado c gerador inf'init.esirnal do 

grupo. A e U(~) estão relacionados pela equaç~o C6J que t.ambém se 

-iA/ 
" 

para cada f e DCA). onde o limit.e é Lomado na t.opologia íort.e de 

re. Por analogia com a função exponencial. o grupo {UC~)) é 

lrequent.emenle indicado com a notação 

O sist-ema (1) pod;s ser escrit.o da seguin~e: maneira: 

onde 

iJx 
J 

Introduzimos o f'at.or -i para !"azar o operador H aut.oadjunlo sobre 

o espaço JJe = (L2Cf.Rn))k considerado com sua nor-ma usual dl$!:finida em 

(6). Ist.o será provado no saguin~e t.aorema: 

TEOREMA 4. 2 

O operador def'inido por 

H f 
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é um operador au~oadjunLo sobr~ ~. 

Como as mat-rizes A.'s s~o cons"Lant..s:s t.amos: 
J 

[- r o 
n 

iJf 
n 

iJf <E A ~ -<E A. ~ 

j::::i j 
/Jx. 

j::<i J 
ifX 

J J 

n 

-"'"'! t... ~.-tp_ = 
j::: 1 J J 

ACp)f. 

Port..ant.o, 

H/ 
-< A 

""$' CAC)jJ. 

' I)e:fina:mos o operador H da seguinte maneira: 

CHj)Cp) = ACp)j(p). 

Vamos que 

A 

H e H são unit..ariament.e equivalant..es; assim para 

demonst-rar que H é aut.oadj unt.o bast.a de:monst.r ar que H é 

aut.oadj unt.o. 

A ~* A 

Provamos prim~iro que H~ H ~ S$jam f·S e DCH), en~ão 

onda o int.egl~ando que ai aparece é o produt.o escalar. em ~- Pondo 
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f =; Cf .... ,f,). 8:::: C.e ~· .. >i!J) e ACp) = Ca ). e lembrando que 
:t J. k tm 

ACp) é hermi~iana simétrica. ou saJ·a. a = a ~eremos: 
tm mt' 

Logo 

< f, He >. 

A A,)( 

Portant.o H c H . 

A" 
Provemos agora que H $; H: 

A A 

< Hf,,. > = < f,h >, v f E IXH), 

Daqui segue~se que 

- hCp)Jdp = O , V f e IXH) C8) 

Para podermos concluir dwvemos ver i ficar- primeiro qu~ 

ACp)e(p) - h(p) e .líJe; como h e íí1e ist.o sqt.iivala a veri:ficar que 

ACp:JeCp) e J.Je. Para ist.o, primeiro vamos usar a condiç~o C8) para 

elementos f que tenham suporta compacto; digamos na es:fera IPI $ 

R. Ist.o nos permit.e concluir que A(p)~p) = hCp) para quase t.odo~ 

IPI 5 IR. Como R & ar bi 'L r àr i o. t.aro.<::>s que- est.a igual da de se 
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V<&'r.if'ica para quase t-odo p. Ora, h -E tJE:, logo A(p)e'p) E &le,, 

A" A 

por~an~o H S H e a conclusão do ~eorema segue-se. 

Pelo -teorema de St.one~ podemos concluir que exist.e um 

único grupo uniparamá~rico con~inuo de operadores unit.ários {U(t.)) 

no espaço de Hilbert :;;e sat.is:fa:zendo as condiçeies Ci) e C2J do 

teorsma 1, 

Sejam u.C:x:~t.) uma scluçâo do sistema C1) com dado inicial 

e X o 'G'spaço r C~C[Rn) J k com o pFodut.o escalar usual de 9e. Definamos 

o operador VCt);X ~ X por 

Most.raremos no seguint.e t.eorema {V(t,_) t. E (R) é um grupo 

uniparamé~rico cont.inuo de operadores isomét.ricos em X. 

TEOREMA 4.3 

s;.:s, VCt) é o operador def'inido em (g). en't-E'ío <VCt.) 

grupo uniparamé~rico con~inuo da operador9S isomé~ricos em X. 

Demons~raç:ão 

Da igualdade C 3) segue-se que VC t-J é uma isomet-ria par a cada 

t. e IR. ist..o â. 

H VCU 11 ~ H f H , f e X, L « !R z 2 
(10) 

Além disso~ 
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YCO)f ~ u.Cx,m =f, (11) 

i st.o é • VC 0) é- o opera dor i demt.i dade sobre X e • como t...emos 

unicidads para o problema de- Cauchy (1),(2), podamos concluir que 

YCt. + V) ·= YCOYCV) , V i_,V e IR. (12) 

Mos~raremos agora que 

tJ(. ,t.) = VCDf, 

é cont.inua para 'lodo f e X, isto <é. provaremos que dado 6: > O, 

exis~e 6 > O t.al que 

desde que IL-t..1<6. 

Da definição de VC t.,) , -temos que $C .• t.) á uma f' unção cont.i nua em x 

e em t... Como as :funçBas f que es-tamos considerando pert.ancem ao 

espaço X. podemos supor que 

suppf "" B = {x: 
R 

lxl < lU. 

Assim, para O $ t. $ T. t.~ < T 

suppe -· {:x: jx! :f R + ct., O :$ t. $ D 

Port-anto, dado ;;' > O, exist-e 6 > O Ct.omamos 6 < T~t., e 6 < 'l,.) 

t.al que 

V x e B e- ! t. -· t. _ I < ó. ou seja 8 á cont.i nua no compac:t.o 
R+ct -
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por·tanto t5 é unif'ormemant...e cont.inua. Int.egrando no aspaço t.odo 

t.smos que 

onde VCB J é o volume da bola B . Tomando 
R+c R+e 

11 Vct)f - VU.)/ 11 < c, C13) 

logo eC. ,t.) é uma funç~o cont.inua para ~odo f E X. De (10),(11), 

C18J e C13) obt..emos a conclus~o do t..aorema: {VCt-) 

grupo uniparamét.rico continuo de operadores isométricos no espaço 

X. 

Como o e;.spaço da Hilbert. :Je 9 o co:mpl~;:;d;.-amEmt.o d~G~- X. • o 

grupo VCt.) est.ende-se por cont..inuidades a um operador uni t.ãrio de 

~sobra~. as propiedades Ci0),C11J,C12),C13) permanecendo válidas 

para essa ext.ensâo de VCt.). Daqui e da unicidade do grupo UCt.) 

previst-a no t.eorema de Stone. concluimos que UCL)/ = V(~)/ para f 

E X; ou seja. UC'L) é precisament.e a exlensâ!:o~ por cont-inuidade. do 

grupo VCt.). Concr.,h.mente, dada f .,; lle, "><i sL" uma s<>qüênci a C f ) 
n 

em X t.al que f ~ f em ~ e assim 
n 
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limVCOf , 
n 

Pode-sa provar que. quando f E DCH), UC-t.)j = v.J:.x,'t) é uma 

~unção mensurável que é soluç~o de (1),(8) no sGn~ido das 

dist.ribuiçõas ([3 J,cap 4). 
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CAPITULO 5 

A 

O PROBLEMA PERTURBADO E A EXISTENCIA DO OPERADOR DE ONDA 

6. 1 . INTRODUÇÃO 

O objst.ivo dest.e capit..ulo sará est.udar o problema de 

Cauchy 

ECxJ~ + ::::. o. (1J 

com dado i ni ci al 

(2) 

onde EC :xJ é uma ma:Lr i z kxk hsrmi Li ana dai' i ni da posi t.i va s- que 

sat.is~az as seguint.es propriedades: 

C i) E:xi st.em consd:~ant.es posi t...i vas c e c' t.ai s que c! S E( x) 5 c • I • 

z I E L . 

[).;;J.finimos o espaço da Hilbert. rte como o conjunto de 1.-odas 

" 
as -rt.mçõss de valores vet.oriais mansuráveis fCxJ=Cf

1
CXJ,< .. ~fkCx)) 

t...ais que 

n f n: ~I fCx?.ECX5j(x)dx. < oo, (4) 
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Est-a expressão. como sa vê. é o quadrado de uma norma, 

precisamente a norma induzida pelo seguinte produto escalar: 

A condição (i) significa que 

cf.$ ~ f.Eg ~c' f.$ 

Ora, f'azendo f = e. ist-o implica que 

c li f 11' ~ 11 f u• $ c~ jj f 11', 

" 
donde segue, então~ 

ci/2u f 11' ,;; 11 l !12 ~ c•:t/Z!! f uz. 
E 

ou seja. a norma !! • U de:finida em (4) $1 aqui val;;o~nLe â norma !! • 
E 

!! do espaço file considerado no capitulo 3. 

O proble-ma da Cauchy C1J,C2) será chamado o problema 

per~urbado. Como a ma~riz ECX) n~o é cons~ant.e, não podemos 

aplicar a ~rans:formada de Fourier para ob~er uma soluçgo explicit.a 

como :foi :feito no capitulo 3 para o problema não perturbado 

<>u.• = iJx. 
O, CS) 

J 

(5) 

Podamos ascr-evar o sistema C1) na :forma de uma equação de 
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avoluç~o: 

onde 

n 
= ECx)-· E A 

j"' j, j 

n 

H 
E 

= -iE(x) _,E A. 
jrzi J 

Mais precisamente o operador HE é de:finido por 

H u 
E 

DCH ) 
E 

onde H é o operador deíinido no ~eorama 4.2. 

Como H aut.oadjunto. podemos 

= DCH). 

provar que H 
E 

(7) 

(9) 

(9) 

uma soluç~o do problema de Cauchy C1J~C2) em t.ermos do operador H~ 

-i~ H 
u.- UCL)j = e Ef. 

Aliás. r-oi ist.o quG f'izsmos no capit-ulo 4~ ao int-srprst-armos a 

solução do problema n:l'!o per·t.u:rbado como result-ando da aç:ão de um 

grupo uniparamét.rico U<>Ct-). 

No t-eorema seguint-e provamos que o operador 

aut.oadj unt.o. 

TEOREMA 5.1 

O operador H de:finido em ego é aut.oadjunt.o. 
E 
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Dados p e~ em ~E quaisquer, ~amos 

< 'I'• 'I' >E = J ,C%>. EêXY;;;<XJdx = < 'I'• E'l' >, 
IR" 

CiO) 

onde <. , . >E e <. •. > são os produt-os i nt-arnos s-m ~E e ~. 

respecLivaJTWll'nt-a. Em part.icula.r. se ;p .e DCH:e?• V' E geE obt.s-mos da 

(9) 

Provaremos primeiro que H 
E 

< V'•HP > 

" s; H : 
E 

Enti[o usando (11) s o :fato ds H S!liirt" aut-oadjunt.o. 

Assim, 'I' 

< H E'P•'fl > = < Hp.'f' > = < p,H'!fl > = <~T> 
" 

= < A EVJ~'P ) = ( p.HEV' > 
E E 

DCH*) "' " e .. H 'I' = H E'/'' ist.o "'· H ,;; H . 
E E E E 

Provemos age r a que H. 
E 

Seja ·!f' E 

= < P•tA > C12) 
E 

para t.odo tp e DCHli?· Aplicando as EiquaçE'Ses (10)~(11) na igualdade 

(12), obtemos 

63 



V f' e DCH ) = DCHJ, 
E 

Como H é auLoadjunt.o. isLo implica que ~ e DCH) = IXH) e 
E 

donde 

~ "'"~O Á H*E ç H~. ""'"""' .... -- "" 

aut.oadjunt.o. 

6.8. EXI~NCIA DO OPERADOR DE ONDA 

O operador de onda aparece nat-uralmsnt.ra ao compararmos as 

soluções u."' e u. dos problemas de Cauchy C 1) , C 2) e C 5) • C 6) • obt-.i das 

em t-ermos dos operadores H e HE. Para esta comparação, t-ant-o 

podamos usar a norma \! !IE do espaço ~E como podermos usar a 

jà que elas são equivalent-es. Observemos que 
-it.H 

solução de (1). C 8) é dada por UCD/ "!· ' , enquanvo que a 

soluc$:o de (6).(6) é dada por U"'(t-)/"' = eit,.Hf"'· Assim. 

-it-H 
H Ua)f - U•C~Jfo H., = H e "! 

Isto é equivalente a 

11 f -
t.t.H .,.H 

E -{;y 

-e e /" 
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pois n a 11 
E 

:= 1. 

Seja 

(13) 

Observamos que H ~em no máximo um au~ovalor que é À ~ O 

CilJ). Começando com um dado f~. é na~ural supor que sua projeç~o 

or'Logonal no aut.-oaspaço dEt H é zero~ poi :s t.al projaçiâlo pode dar 

lugar somente a uma soluçâo esLát.ica de ceo. Em vista des'La 

observação, o operador de onda é darinido por 

w C14) 
• 

no compla-ment.o ort.ogonal do 

autoespaço de H : NCH)L. 

Provaremos a seguir a exist.ência do operador de onda C14) 

sob as hipót.eses (i) e Cii) sobre a matriz ECX). Um 

desenvolviment.o análogo poda ser ~eit.o para um segundo operador de 

onda W _que é obt.i do quando t -+ -ro em ( 14). 

TEOREMA 8. 2 

Sob as condiçeies (i) e (i i) sobra a mat.riz EC X), o operador da 

onda W de:finido em C14) exist-e . 
• 

Demonst-raçâo 

Provaremos primeiro que para f num certo conjun~o denso dG NCH)L a 



expre:ss:ão 

a exis~ância do operador da onda ((6J.p.636)~ como ver~mos 

adianLe. 

mesma em cada vez que aparece. 

ohlemos 

Da defini ç~o da no r ma !! • H e da desigual dada de H61 der· 
E 

n e n: = J .e.~dx:-= < f!.Ee> s!! 18 1111 Ee!! 
IRn 

donde u e n E :S c !I Ee !I. Daqui e da c 9J ob~emos 

"cJ lU - ECx:JJHe-<~Hfl 2 dx 
IRn 

:5 cf jE(x) - 112\He-it.H/\zdx. 

IRn 

Com a notação introduzida no capitulo 2. 

n A 

/Cp) = f Cp)e Cp), 
l J 
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(16) 



obtemos 

He --it.H f 

Int-roduzimos coord<&nadas polares p,w com p > O, I "'I ~ 1. aLravês 

da rel aç:â:o p ~ pw. Not.ando que dp ~ pn-idpdw e que 

}..(pw) = p)...(w) e e.(p<Ã) = e.Cw). 
l J J l 

-Lemos 

(:15) 

A 

Como f e NCH).l., f j = O par·a aqu-eles j correspondent-es e qualquer 

r-aiz que se> anula- :i dent.-.i came-nt..;;;.. En-t-~o ~ssss indic~s j s~o 

exc:luidos nas somas em C16). Além disso r·est.ringimos f na seguint..e 

f'orma: supomos que as fjCp<>l) são da f'orma 

n-1 
sobre a esfera unitáriaS que se anulam em alguma vizinhança de 

N. = < w 
) 
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segue que as funç~as sob essas condiç5as forn~m um conjun~o denso 

Agora es~amos em posiç~o de es~imar a expressão em C15). 

Em vist.a desta escolha de VJ_Cw), cada t.ermo da soma em C16) podre 
J 

ser escri t.o da seguint.oe.> maneira: 

" J c E 
j=i 

n-' 
[ J

(l -iLpÀ C w) ] 

e J Fjdp dSw' 

"' 
C17) 

$ w 
j 

"' if;j e c .. ca,(n com O < Ol ( 

f3 < oo, e V. é alguma vizinhança aberta de N .. 
J J 

1 n-tegr ando por 

t..r an'Sf'orma em 

onde F" 
J 

p, (W) I 
l 

a. 
J 

c 

> 

o 

J [( 
- i-1-p).. c w 

E e J p·~ 

j:;;:;i J 

-----
n- i 

( i.t.Ã. ,Cw-) 1
2 

s w. 
J J 

Como cada À .C w) 
J 

é cont.inua, 

O sobre o conjunt-o 

expressão em C16) é dominada por 
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dp]dS"', 

exist-a a. > O t.al 
l 

que 

Assd:m vemos que 

C18) 



Subs~i~uindo Cl9J em C15) ob~emos 

c 
I S J IECx:> - I 12

C1 + Jxl + 
IRn 

Final mant.e usamos a condi çJ!ío (i i) par a conclui r que 

most-rando assim que- I S de f'at.o int.egrávelam CT.o.:O. 

Provaremos agora a a:xis~ência do operador de onda 

de~inido em (14). Seja WCt.) como daf'inido em C13) e f E S, obtemos 

Integrando obt.a-mos 

WCt- )j - WCL Jf 
z ' 

it.H 
Como ~~ e .E ~ =' 1 , "Lemos 

it.H 
. ECH H)=-{,:LHf. 

""-ta - = 
E 

~ .:{ z e 4LHECHE 

l 

' 

' 
1 wc'- ) f - wn J f 11 s J 2 11 

2 ' 

' ' 

Como o integrando do lado direi-Lo é int.egrável sobre CT~aV. o lado 

di r a-i t.o tende a zero quando t. • t -----~> ro 
i z w-li mWC'l) , ... ., sxist.e. 

Como is"Lo é verdade para t.odo f E S qu$ ê denso am NCH)L, e como 



W(-L) é un.i lormG-mtant.G" 1 imi t.ado, segue qua o tl\G!Smo 1 i mi t.ilii' sxi st.e 

para -t.odo f em NCH)--L = P:Je. !st..o é aquívalsnt.e à exist.ência do 

operador da onda definido ~m C14). o que complet.a a demons-t-ração 

do t.aorema. 
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OBSERVACÕES FINAIS 
' 

A exis~ência do operador da onda W mos~ra que a soluç~o 
• 

do problema par~urbado é aproximada, assin~o~icaman~a com ~ ~ ro. 

pela solução do problema não pert-urbado. desde que f :::: W f"', ~ 
• 

medo análogo. podamos provar a axist.ência de um operador de onda 

que permit-e- aproximar a sol uç:ão do problema pert-urbado UC t.) f por 

com t. ..jo -oo-. 

Es-tas observações sugerem a seguint.e si t.uação: uma onda 

não pert-urbada U<>(t.)f origina-se remot..ament..s no passado Ct. -1' ~->XV. 

int.erage com a pert-urbação em -tempo rinit.o - is-to é. t-ransforma-se 

em lJC t.) f - e evol ui para nova solução n~o perturbada U"'Ct.)j no 
+ 

fut.uro t, -+ """oo. Port.ant.o o a:feit.o da pert.urbaç:ião ECx:> é o do& 

'Lransf'or mar· uma sol uçâío não pert.urbada U"'( i:...) f em -t "" -ro. nouLra 

U"'C't)/ a-m t. = +co. A qt.Iest.âo cent.ral que se põe aqui é a da- saber 
' 

sa. dado f E P~. sempre axi s-La f : • 

71 

"' + ---;.f. 
' 



IsLo squivale a dizer que W é inversivel. O operador 

é chamado o "operador de espalhament-o". 
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