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INTRODUCAC

Este trabalho nasceu de uma tentativa de estudar sistematica
mente aspéctos da teoria de corpos formalmente reais, relaciona -
das com a teoria das valorizagoes. A primeira prova de tal rela-
cionamento, encontra-se num trabalho de S. Lang [9] e um grande
passo no assunto deu-se com um trabalho marcante -'de A, Prestel
[17] onde, em certos casos, & dada a descrigao completa de todas

as ordens de um corpo formalmente real.

Nolcapitulo I, desenvolveremos aspéctos gerais da relacgao
existente entre corpos formalmente reais e valorizaglOes reais, is
to e, corpos valorizados com corpos residuais, formalmente reais.
Motivados por tal relacgao, no paragrafo tré@s de tal capitulo, mos
traremos que ¢ corpo R{X) possui, a menos de um R - automorfismo
de ordem sobre R(X) , uma uUnica ordem (I.3.5a). Prosseguindo, mos
traremos, também, que todas as ordens nac-arquimedianas do corpo

0 (X) sdo restrigbes de ordens de R(X), (I.3.7).

Seja (K,<) um corpo ordenado. Se f(X) € K[X] & um polindmio
tal que f(a)fi(b) < 0 para certos elementos a,bh € K, entao, f
tem uma raiz no fecho real K de (K,<). Este & um resultado funda-
mental da teoria dos corpos formalmente reais. Por outro lado,con

forme (IV.1l.2), a reciproca deste resultado nao & verdadeira.

Se para todo elerento o € XK, o polindmic minimal £ de ¢ so-
bre X for tal que £(a)f(b) < 0, para certos elementos a,b & K ,

entao, dizemos que (K,<) tem a proprdledade de mudanga de sinal
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Se (K,<) nao admitir extensao ordenada de grau par ou, se (X,<)

for denso em K, no sentido de que entre dois elementos distintos
de K existe um elemento de K, entdo, (K,<} tem tal propriedade ;
isto nac & dificil de se vér. Os corpos ordenados com a proprie-
dade de nao possuirem externsac ordenadas de grau par, sao caracte
rizados como corpos hereditariamente euclideanos, [18]. Interessa
mo-nos, pela recliproca deste fato; a saber, dado um corpo formal-
mente real K com a propriedade de mudanca de sinal, serda que K
é denso en seu fecho real, ou & hereditariamente euclideanc? 0
Teorema (IV.2.4), devido a'Viswanathan,responde afirmativamente a

essa pergunta e trata de uma bela aplicacao da técnica de valori-

zagoes reais, devido a Lang e Prestel.

Para o estudo de questoes de densidade, dedicames o Capitulo
II. AT, tal assunto, @ vistc sobre dois pontos de vista diferen -
tes: No primeiro, usamos a topologia de Hahn definida por uma va-
lorizagao e, no segundo, usamos a topologia intervalo aberto, de
finida por uma ordem <. No segundo caso, a técnica do Caplitulo T
& bastante usada.Ressaltamos gue og resultados principais do Capl
tulo II sao os teoremas (II.1.3) devido a Engler e (II.2.5) devi-~

do a Viswanathan.

O principal resultade do Capitulo III, & o Teorema (IIL4.1),
devido a Geyer e Prestel-Ziegler, que sera imprescindivel para o
Capituleo V. Tal Capitulo trata de uma familia de corpos mais am-
plo gque a de corpos hereditariamente euclideancs, a saber, a
classe de corpos hereditariamente pitagdricos. Procedemos assim ,

porque a melhor maneira de¢ estudar a primeira familia de corpos é



o estudo da segunda. O Capitulo IIT & baseado em trabalhos de
Becker (3] e & desenvolvido com 0 conceito de extensdes quadrati
camente fechadas, ao invés de extensoes algebricamente fechadas ,

como & usual.

Finalmente, no Capitulo V, motivados pelos estudos realiza —
dos nos Capitulos I e II, encerramos nosso trabalho, com um estu-
do sobre a estrutura de completamento de um corpo valorizado real
fechado. O principal resultado deste capitulo é o Teorema (V.4) ,
devido a Kaplansky. Tal tecrema tem uma deronstracao bastante sim

plificada usando os resultados dos Capitulos T e II.

Assim, esta tese une alguns resultados de Lang, Prestel, Vis

wanathan, Engler, Geyer , Prestel-Ziegler e Becker.



CAPITULO I
VALORIZACAO E ORDENS

Neste capitulo introduziremos uma técnica importante, devido
a Lang [15] e prestel [171, da teoria de valorizacoes em estudos
de corpos formalmente reais. A nogao de compatibilidade dJde or-
dens, com certas valorizagoes de um corpo formalmente real K, le-
va a uma dependéncia,do conjunto de ordens de K,com grupos de va-
lores e corpos de restos associados a estas valorizacoes. Estes
resultados, (1.8) e (1.17). As ordens de K, chtidas desta maneira,
sao todas nao-arquimedianas (Corclario (1.2a). Reciprocamente, to
da ordem nao~arquimediana de um corpo formalmente real provém de

uma valorizagao compativel (Teorema (1.13a)).

HA dois casos importantes neste estudo: o caso em que K & um
corpo real-fechado com uma ordem naco-arquimediana e o caso em qgue
K & um corpc valorizado Henseliano. Estes casos sac tratades no
Paragrafo 2. Finalmente no Paragrafo 3,abordaremos exemplos suge-

ridos pelas técnicas deste capltulo.
1. ORDENS COMPATIVEIS COM VALORIZACOES

1.1. DEFINICﬁO. Seja (K,i) um corpo ordenado e v uma valorizacao
de K. Dizemos que v & compativel com < (ou que < & compativel com
v) se qualsquer que forem os elementos a,b € K, com 0 < a < b ,

ocorrer wvi{b} < v{a).



Iniciamos com algumas observacoes simples sobre grupos orde-
nados abelianos. Estes fatos podem ser encontrados em Ribemboim

[20],Bigard [ 4 ] ou em Engler [17].

Sejam (G,<) um grupo abeliano ordenado e H C G. Dizemos que
H e convexe em G com relagao a < se H satisfaz a seguinte condi-

cao:
0 <x <y com YE&H = X € H.

Se H for um subgrupo do grupo abeliano (G,<), e queremos mu-
nir ¢ grupo quociente G/H com uma estrutura de grupo ordenado, &
natural proceder da seguinte maneira,em G/H, g+ H > 0 se existe
a > 0 em G tal que g+H = a+H. Para que esta relacao defina uma
estrutura de grupo ordenado, & necessario e suficiente gque H seja
um subgrupo convexo de G. Note que, se g¢g+H > 0, nesta ordem, en
tao g >0 e dal g > h para todo h € H. A ordem & chamada de
ordem guocdenite de G por H e o grupc quociente G/H munido desta

ordem & chamado de grupo quociente ordenado (G,<) por H.

1.2. PROPOSICAO. Sefam (K,<) umconpo cidenado ¢ v uma valordzagao
de K. Enfac sde equivafenites.
(1) A ondem < ¢ compativel com a valordizagao v.
(2) 0 anel de valorizacao A, ¢ convexo em {(K,<)
(3} 0 ideal de valordlzacao M, ¢ convexo em (A, <)

(4) 0 coxpo nesidual K, ¢ um corpo ordenado com a ondem Guocden

fe de A por M,
Y v




DEMONSTRACAO. (1) == (2). Sejam a,b € K tais que b € 2, e

0 < a < b. Entac pela compatibilidade segue que v(b) < vi(a), e

como 0 < v(b) temos entdc gue a € A -

(2) == (3}. Sejam a & A, e mE& M tais que 0 < a < m
-1 -1 -1 -
Se a € MV = a = Av. Mas 0 < m < a , e como Av & conve-

®x0 em K, temos,entao,que m = AV, urn absurdo.
{3) = (4). Segue das observacoes feitas anteriores a pro-
posicao.

(3) = (1l}. Sejam a,b € K tais gue v(a) < v(b}) e a > 0.
| 1 1

Entao viba "} >0 e dal ba ~ € Mv' Como Mv & Convexo segue
que baHl < 1, isto &, b < a. Agsim v & compativel com <.
1.2a. COROLARIO. Se < ¢ compativel com v, ¢ v & ndo faivial, oen-

tao o ondem < e nao-arquimedianda,

DEMONSTRACAQ. Basta observar que, ¥ x € MV Yn € W, nx < 1 e gue

Mv 7 0.

A proposigdo (1.2) afirma que se < & uma ordem compatlivel
com uma valorizagdo nao trivial de K, entao o corpo residual K

& ordenado com cone positivo Ev ::{a-+Mv | a > 0} em Av}.

Entao, surge logo a seguinte pergunta. Como construir a ordem
P de K partindo da ordem 5; de KV? E natural esperar que nesta
construgao, o grupo de valores G, de v desempenhe um papel rele-

vante.



Assim a volta de E& para P € feita via G, e para isto preci

samos do conceito de g-secao de v.

Observemos que se v & compativel com <, entdo Q, o corpo pri

mo de K, esta contido em Av.

1.3. DET'INICAO. Uma g-segdo de uma valorizac8c v : K —> G & uma

aplicagdo s:G —+ K satisfazendo:

gl) s(0) =1
g2) vis(g)) = g , para todo g € G

. 2
q3) s{g+h) = s(g)+*sth) mod K , para todo ¢g,h € G.

Como consequéncia imediata da definicao temos:

1.4. PROPOSICAO. Se s ¢ uma g-se¢ao da valordizacdo v : K G,
entao
« 2
a) s{2g) € K
b) Se¢ g = h mod 2G, entac, sig) = s(h) mod Rz .

- _ 2 . 2 ~ -1 =2
DEMONSTRACAO. (a) s{2g) = s{g)” mod X~ , entao s(2g9)s(g) EK”,
comno s(g)2 € R”, que & grupo multiplicativo, concluimos que

. 2
s(2g) € K~ .
~ -1
{b} Notemos gue se g € G, entao por d5 s{—~g) = s{gl} (mod
Rz } . Suponhamos gque g £ h mod 2G, entao g-h € 2G logo, por
. .2 -
(a), s{g-h) & K2, Por g5 s{g~-h}) = s{gls{-h) (mod K" }, entao
1 2 2

sig-h) = s(g) s(h) s(h} (mod K* ).

(mod K° ) e assim s{g)



1.5. PROPOSICAO. Para toda valorizacao v iK' — G exdiste = uma

g-se¢ao de v.

DEMONSTRACAC. Se g € G, definimos s(2g) = a2, onde a & esco-
lhido em Xg = {a € K; v{(a) = g}; em particular definimos s (0})=1.
Consideremos agora © grupo quociente G/2C como um espago veto-
rial sobre o corpo Z/3%. Seja B um subconjunto de G tal gue {g +
+ ZG; g € B} seja uma base do espago vetorial G/2G. Se g € G, de
finimos s(g) = a, onde a & escolhido em Xg. Vamos agora defi-~
nir s globalmente. Para todo g € G existem elementos gl,gz,;n,
1g, ¢ en B, tais que g#gl+... g, 2g' para algum g' € G. Dai de
finimos s(g) = s(gl)s(gz)... S(gn) s(2g')., s & bem definida,pois

todo g € G/2G se escreve de maneira Gnica como combinagdo linear

dos elementos da base.

(qy) s(0) = 1 por definigao

1

(qz) vi(s{g)) V(S(ql)) + ... v(s(qn)) + vi{s{2g9'})) =

=N + ... F 9, + 2g' = g, para todo g G.

{g3) Sejam g,h € G. g = gy * GyTeet g+ 2g e

= ! = ' 1t = - el
h hl + ...+ hr + 2h' para certos gi'hj B e g',h G. Su

ponhamos que g, =h, , 0 <1 < 2, onde & < minin,r} ¢ 9,=h,=0.

Entao, g+h = Tgpr T oo tog, h£+1 to... F b+ 2(g' + h'+g, +

+ ...+ gg), donde s{g+h} = S(g£+l}... S(gn)S(h2+l)"‘ s(hr).
s(2(g'+h' + g, + ... + g,). Portanto, s(g+h).(s(q) s(hy) L =

= [s(g£+l)... s(g,) s(h2+l)... s(hr).s(Z(g!+h'+gl+... g,/

JUsgy) e s(g,0) %0 slay, ) --slg,) sthy ) ... s(h)s(2g').

.s(2h")] =[s(2(g'+h‘+g1+...+g£))]/{{s(gl)...s(gg)}zs(Z'g'}.s(Zh‘HE

= K'2.



dai, s(g+h} = s{g)s(h) (mod Rz) e assim q & uma g-secao de V.

Na prOxima proposigao relacionaremos uma ordem P, compativel
com uma valorizagao v de K, com o grupo de valores e o corpo de

restos de v.

1.6. PROPOSICAC. Sejam v : K — G uma valondzacac de K,

s: G —> K uma g-secdc de v ¢ P uma ordem de X compativel com v.

Entado P induz:

i) Um homomorf§ismo o5 : G/26 — {-1,1} de G/2G no¢ grupo mul

tiplicativo {1,-1} dado por oplgli=1 se, e somente se s(g) € P
ii) Uma ondem Ev do corpe nesidual K, dada da seguintfe maned -

rat h+M € §V se, o somente se exisde pEP fal que b+M =p+M .

DEMONSTRACAQ, Vamos mostrar inicialmente que 95 & bem definida.

Se g = h, isto & g = h mod 2G, entao, por (l.4b), slg) =
= s(h) mod ﬁz; dai, S(q)s(h)_l e ﬁ2 C P, Logo sl(g) e
s(h) possuem o mesmo sinal, portanto UP(E) = GP{E).

O e um homomorfismo de grupos: Sejam g,h € G, entao ,
oP(E + h) =1 < s{g+th) € p

<« 5{g), s{h) € P ou s({yg), sth) € P



< s{g) € P e sh) € P ou s{g) &P e si(h) € p

Logo (g+h) = 05 (9) .GP(E} Yg,h & G, e assim o, & de fato unm

g
B
homomorfismoe de grupos.

Mostremos agora gue Pv € uma ordem de K, -

a) Sejam a—#Mv, b%—Mv = ﬁv e suponhamcs que a,b € Uv P, En-

tao,pela compatibilidade de v, v{atb}) = 0, donde atb € UV np

Assim {(a+M ) + (b+M ) € P, portanto P 4+ P C P ..
v v Y v v - v

b) P, . P, C P, pois a,b €U NP => abe&Uu NE.

v v v
¢) PO - P_ =0 pois, se a,b & PN A e atM = -b+ M et
v v v v v
= a+b € M_. Como 0 < a <a+th , 0 <b <ath e M e convexo,

temog entaoc que a,b € Mv'

d) P U ~-p = K {(claramente).
v . v v

Dizemos que Ev & a ordem canonica so0bre K, Anduzida pon P.

Queremos tracar o caminho de volta para P, partindo de EVE:UP.
1.7. PROPOSICAO. Sejam v 1R — G uma valordzacaos de K,
s: G — K uma g-se¢ao de v, Q uma ordem de K, @ g: G/2G —~
— {=1,1} um homomorgisme de grupoes. Entao (5)& = {a € K|

olva) + Mv € 0} ¢ uma ordem de K, compativel com v.



DEMONSTRAGAO. (a) (D)5 + (@) € (Q);: Sejam a,b &€ (Q)  elementos
quaisguer. Entao 2?&?2;) + M € g e g%%%%%T v € 3 aai
ag (va) bo (vh) e _ _
( S(va) + MV) +(§-(V—(B")—T + MV) € Q . Temos dois casos:

g{va) (a+b)
s {va)

CASO 1: Se vi{a) = v(b), entio + M€ Q, donde

(a+b) o (va) Lo = datblolviatb)) o o é

g (va) v s{v(a+bh)) v

v{atb) = vi{a). Assim

donde a+b € (6);

CASO 2. Se v(a}) # v(b), podemos supor que v{a) < v(b), neste ca-

a0 vi{azh) =vi(a) e V(E%%ég%L) = v(th} - va) > 0. Entao
ao(va) _{a % b)o(va) _ {a £ b}o(vla+b)) .
s({via)) + Mv B s (va) N Mv B s{vi{a = b}} M MV € Q

L} (6);(6); C(afg: Sejam a,b € (5}; elementos quaisquer.

Il

Temos que s{v(a) + v(b}) s{va).s{vb) = a2 para algum o € K ;

assim obrigatoriamente o € Uv' Como ¢ & homomorfismo de grupos ,

a.ba{via.b)} a.blc({va). (vb)) _ ac(va)
tem-gei + M = + M = (e + M )
s(v(a.b)) v S(va}s(vb)az v sva v
(E%é%?L + Mv). ((%)2 + Mv}. Come ©Q & ordem de Kv e - a,bh €

e (Q); concluimos que a.b € (5)0.



c) (Qﬂ_U—(ﬁf =X : Decorre do fato de O ser ordem e vi{a) = v(-b)

¥ a € K.

d) (Q); & compativel com v: Decorre de a), 29 caso, ao notar  que
via) < v(b), a,b€ (D = abec (D).
0 seguinte resultado & importante, uma vez que ele descreve

o conjunto de ordens de um corpo K,compativel com uma valorizagao

dada.

1.8, TEOREMA (Prestel). Seja v :K —+ G uma valorlzagao de X
tal que Kv sefa formalmente real ¢ s uma g-se¢ao de v. Entao ab
construcoes de (1.6) e (1.7) produzem uma correspondénceda Lnvernsd —
vel entre [P; P ¢ ondem de K compativeld com v} e {0; Q@ € ¢r-

dem de Kv} x {0g; o ¢ homomongismo de G/2G em {-1,111.

DEMONSTRACAC. Seja P uma ordem de K compativel com v e T Fv

- —

definidos em (1.6). Entac a &€ (PV)GP — m}“)— O’P(V(a}) + MV S

E_ sy — - = T 'a] EE= = 1 a1 Ly
PV $\Naﬂ OP(va) € Lv P a P, pois,pela definicao

*

& P, Logo (Pv)0 C P donde (PV)O =P,

P P

— 1
de  Op, Op(Va) . SrGTETT

pois ambos sdo cones positivos.

Seja agora O um homomorfismo de G/2G em {-1,1}, ¢ uma or-

dem de K _, e consideremos (Q)G como foi construldo em (1.7). Mos-
v

’

tremos inicialmente que Gt6Y = g. Seja g € G. Pela definicao de
o

6,=.°, temos gque O (g) sig) € (6); e isto acontece, se, 2 somente

@'



10

se — +M_ =0, 2{(g)o(g) + M€ Q.

(o)) assumem seus valores em {-1,1} , temos entao que
o
5 — (g :o'_ [ et = (J.
L(Q%;g) (g}, donde o5
o
Resta mostrar qgue {5,0)=¥ Gﬁ):) ;O ) Seja a € R, 5C
, o' {Q)
J— - . —_ = " _ » a —_—
1+ il & e 17 i —— o8 ] _ [
a Mv ((Q)G)v —a v '\Q)G = a {Q}U s (va) clva) +
+ M€ §°. como a € U, temos va) =0, siva) = 1 e olval=1l,

donde a + M_€ . Logo, ((Q) ) < G;:donde § = ((T) )

0 resultado que seque, fornece um crite€rio para gue um  COrpo

formalmente real, possua uma ordem compativel com uma valorizagiao v.

1.9. COROLARIO. Seja v iR —> G uma valorizagio de K. Entdo a4

segudlnfes aflrmagoes sao equivalentes:

1} Exdiste uma ondem P de K, compativel com v,

2) 0 corpo nesdiduat K 2 formalmente neal.

DEMONSTRAGCAO. (1) = (2): Segundo (1.6),P fornece uma orden P

de Kv“ (2) = (1l): Seja ¢ o homemorfismo constante de G/2G am

{~1,1} cujo valeor & 1. Se Q & uma ordem de Kv, a Proposicac (1.7}

proporciona uma ordem (Q}. de K, compativel com v.
[a] ¥

Observemos que, se © numero de ordens do c¢orpo ¥, compativels
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com uma valorizagac v de K for um inteiro finito r, entdoc fixada
uma g-segaoc de v,teremos r = m.n , onde m = o nimerc de ordens
de K e n=o0 namero de homomorfisme de G/2G no grupc multipli-

cative {-1,1}.

1.10. DEFINICAO. Uma valorizacio v, ndc trivial, de K satisfazen-
do as condigdes equivalentes do Coroladrio (1.9), serd denominada

de valorizagao real de X.

Reparamos que na literatura sobre valorizagldes, as vezes uma
valorizagao & dita real,se ela for de posto 1 e a funcao valoriza
cac assume valores reais, usando-se uma notagao multiplicativa
Achamos melhor, no caso, usar a frase ”valorizagéo real exponenci
al". De qualquer modd, no progresso desta tese, nao ha possibili

dade de confusao.

Vamos agora verificar a forma dos an€is de valorizacao, asso-

ciados a valorizacdes reais de um corpo K.

1.11, DEFINICAO. Sejam {K,< ) um corpo ordenado e A C B subcon-
junto de K; entac A & dito sexa coginal em B,com respeito a ordem
< , se para todo b € B, existir a & A tal que [b|i a. Se F for
um subconjunto de K, denotaremos o subconjunto {a € K ; fa| < a
para algum a € F} de K, por A% ou A, guando ndo houver chance

de interpretacgoes difusas. Lembremo-nos, de que [a| denota o se

0 <o e -0 se o < 0.
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[

1.12. LEMA. Sefa (K,<) um coxrpo ordenado e F um subcorpo de XK. En

- < = . - . -
tac Ap e um anel de valordizagao de K, convexo com respetdo a  0n-

dem dada <.

DEMONSTRACAO. Sejam o,B € A e a,b € F tais que |a] < a .

IB] < b ; entdo [o+B8] < fal + |B] <a+b €F e |a*B] < a'b € F.

Assim A & fechado por adigBo e multiplicacdo.

Se o €X e a ¢ Ao, entio a < |o| para todo a € F donde

< [a‘ para tedo a € F. Portanto a_l € A_. As outras pro-

—l[
F

i

priedades sao obvias. Assim Ag & um anel de valorizagadao de K,

convexo em (K, <).

Observemos que © ideal maximal 'MF de AF é o conjunto

lvi{eea | oty Ag) = (0} U {o € A o] < |a]l ¥ a € F}

| Pl
Segundc Lang,[{15] os elementos ndac nulos de MF' sao ditos dnfind
tamenie peqguencs sobre F, e esta propriedade & representada por

o << F,

Se « €K e of .- entac o & dito ser Angindtamente grande

sobre F, e escreve-se o >> F,

Assim A = {a € K | @ »> Fl} e seu ideal maximal & M. =

= {ag € K [ ) <<.F} U {01,

~ < -
por (1.12) e (1.2), se F nao for cofinal em (K,<), AE sera
um anel de valorizacao nao trivial, e teremos uma valorizacao v

compativel com a ordem de K. A valorizagao v & real. Neste caso

-

. > - ' e
diremos apenas gue AF & um anel de valorizacgao real.
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Mostraremos que todo anel de valorizagéo real de um corpo K
2 do tipo A; para algum subcorpo F de K, e alguma ordem <

de K.

1.13. PROPOSIGAO. Seja (K,<) um corpe oxrdenado, entdo:

(a) 0 confunto dos aneds de valorizagao convexcs com resped-

- < - -,
to a < e totalmente ondenado ¢ Aa e efemento mindimo de tal can-
junto.
(b) se v, v, 4do valonizagies de K tais que vy e compati-
vel com < e Avl C.sz, entdo v, e compativel com <.

DEMONSTRACAC. (a) Sejam Ay, A, anéis de valorizacdo de K, conve-
xos com relagao a <. Se Ay Z By, entao 3y € A, tal quey & A,

Assim, da convexidade de A2, x| <]yl v¥x € a_; dai & C A

2 2 1-

Seja agora A um anel de valorizacao convexo com relagac a
. < . o .
<. @ © A; consideremos AQ como fol definido em (1.11); entag

< -
para todo o € Aa existe r € Q € A tal que a < r; como A e
<

convexo concluimos gue Aa C A.

{(b) Sejam a,b € K com 0 <a e vz(a) < vszJ , entac
-_— —— — —
vo{ab?) <0 = ab l @A = ab "¢ A =viab T) < 0 =>
2 Vo vy I3
= vl(a) < vl(b), dai b < a pois vy & compativel cem <. Por-

tanto v, ¢ de fato compativel com <.

0 seguinte resultado, fornece uma reciproca  do corolario

{1.2a).
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1.13a. TEOREMA. Sefa (K,<) um coapo ordenado. Entao < ¢ uma ordem

nac arquimediana <= exdiste uma valordlzagdo nac Inivial v de K

compativel com <,

DEMONSTRACAO. <== ) Corolarioc (l.2a). = ) Supcnhamos «que < &
B L : N ' _ - < .
nao-arquimediana. Entac ¢ anel de valorizacao Aa & canvexo em
P , _ ~ < . .
(K,<) e e nao-trivial. Logo a valorizacao de Aa e compativel

com <, isto por {1.2}.
1.13b. OBSERVAGAOQ. No exemplo  {3.1) consta a construgaoc expli-

: . ~ <
cita da valorizagac dada por AjR.

Q

1.14, PROPOSICEQ. Sefam v ;K » G uma valondzacdo de K, FCA

v
wum subcorpe de K ¢ 7w :A_ ~— K 0 place canonico de K asdoeda-
de a v . Entao ﬁ|F: F — Kv e infetor; mais ainda, se F fon um
subconpo maximal de A, entao KvlnF sera uma extensdo algebhica

de aonp05;

DEMONSTRACAO. Temos que F N M= {0}, j&a que F & um corpo, don

de segue que ﬂlF & injetor e assim 7F & um subcorpo de Kv'

Suponhamcs agora, gque F seja um subcorpc maximal de Av. Seija

o« €A, e suponhamos gque o € F. Entao Fla) ¢ AV e assim
: . 'n n—1
= — frot C
Fla) N Mv # {0}. Sejam f(x) X+ agXx +...F a, & F [x] AV{K]
m m—~1

e g(x}) = x + b, x + ...+ bm € ¥ix] < AV [ %] tais que



£ () g(a)"l # 0 e fluo) g(u)_l € M entao , 0 < v(f(a)g(a}_l} =
= v(f(a)) - v(gla)), donde v{f(a)) > vigla)) > 0; assim
fla) € M, isto &, f(x) = x4 T;azxn_2 + ... + ma_ € TF [x] ,
& tal que f(o) =0 (0 = o + M ). Portanto, de fato, Kv|wF 2

extensac algébrica.

1.15. LEMA. Sefa (K,<) um coipo ordenade e K|F uma exdensdo alge-
brica de corpos. Entac ¥ e cofinal em K com hespedifo a F.

DEMONSTRACAQ. Seja o € X, o > 0, e f(x)==xn+alxn_l+...+anEEF[x]
tal gque f(a) = 0. Se u = max{l,]al| + |al[ + L.+ ]an|}, en-

tao u € P, e mais ainda, todas as ralzes de £, num fecho real

R, de (K,<), estac no intervalo (-u,u) de R. Assim, lal < u€F.

1.16. OBSERVACAO. Lembremo-nos da teoria de valorizacoes, que se
K|F & uma extensaoc algébrica de corpos e se Ay. By Sao anéis
de valorizagao de XK tais que Al CA, e A NF =4, 0nTr, entao
Al = A2.

Os proximos dois teoremas tratam de uma versao mais forte que

Prestel deu,a dois resultados devido a Lang.

1.17. TEOREMA. Sefam (K,<) um corpo ondenade ¢ A um anef de vale-

ndzagao de K,convexo com refacao a <. Indicamos porn M,v,n ¢ K,

o Ldeal maximal de A, a valcrdizagao de K, o place de K asrociados
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a b e ¢ coapo residual K\r de v, respectivamente. Entac existe um
_ < . ,

subcorpo F de K fal que A=nBg ; mads ainda, pode se escolhen F de

manedira que F sefja algebricamente gechado em K e KV[NF deja Wina

extensao algebrica de corpos.

DEMONSTRAGCAO. Seja P o cone positivo de K associado a <. Como A &

convexo com respeito a P, temos que Pv = {a + MA ; oa €& UA " pl Y
U {0} & um cone positivo de K,€ que Q € A, sendo Q o corpo pri
mo de K. Entao, pelo lema de Zorn,concluimos que existem; subcor-

pos maximais contidos em A. Seja F um deles. Por (1.14) KVlWF e

uma extensao algebrica, entac,por (1.15), 7F & cofinal em K, com

respeito a 5&. Dai, F & cofinal em A, pois,se a € A, entdo
x =o +ME Kv donde existiria um elemente a € F tal que
(a + M) - {a+ M = (a-a) +ME ﬁv. Dai a-a €U, NP e

- < <
a ~a € P, ouseja o < a. Portanto, A C AE' Agora, se o € AE

. < ,
entdo existe a € F C A tal que |a| < a donde Ag C A, pois A

- <
e convexo. Portanto, A = AE'
Seja F um subcorno maximal de A, vamos mostrar gue F e

algebricamente fechado em K., Para isto, seja o & X um elemen-

to qualquer algébrico sobre F, Entac F & cofinal em Fla} =
<

= Flal , na ordem induzida de K. Assim, F(a) C A; = A, mas como

F & um subcorno maximal contido em A, temos a € F.
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1.18. COROLARIO. Seja v :K —> G uma valorizactio neal de K. Fu-

it

tao existe uma cadem < de K e um subconpe F de K tal que A
v

<
= AF.

i

DEMONSTRACAC. Seja < ordem de K compativel com v. Por (1.2) A/

convexo com respeito a <. Entao,por (1.17), existe um subcorpo F
| <

de K tal que AL = Bg.
O proximo teorema responde a uma pergunta importante: Se v

& uma valorizagdo real de um corpc K e L|K & uma extensao de

corpos, como estender v & uma valorizagﬁo real de L7

1.19. TEOREMA. Seja v :¥ —s G uma valorizagdo neal do X o <

uma ondem de K. Seja K um fecho neal de (K,<}, Entao v s¢ esten-

de a uma valonizacio neal v de K se, e somente se a ordem < & com

pativel com v.

Caso v s¢ estenda a K, esta extensdo & andcd, a menos de
equivalineia e Ky ¢ ¢ fecho neal de (Kv,ﬁv), sendo 5V a ordem ca-

nonica dnduzida sobre K pox P, a ondem de K.

DEMONSTRACAO. => } Suponhamos que v se estenda a uma valoriza -

cao real v de XK. Entdo,por {1.18}), Ay = Af , onde F & um subcor-
F

po de K e P & uma ordem de K. Agora K tem uma unica ordem, logo

P 0K = P. Repare que Ax N K = A_. Dai A, € convexo Com  res-

peito a P e < & compativel com v.
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Para mostrar a unicidade de v, quando existe; suponhamos que

! seja uma outra extensac de v a uma valorizacao real de K. En-
tao vy & compativel com P, a Unica ordem de K. Dail, por (1.13)
A CA~ ou A_CA_ , como A~ NK=A NK e KK & ex-
v v v v v Y
i 1 1
tensao algébrica,por {1.16}, Ay = A_ - Portanto v & equiva -
1

lente a vy

P
Eﬂ

para algum subcorpo F de K, onde podemos supor ¢ue F & subCcorpo

<=) Suponhamos gue P seja compativel com v. Por (1.17) Av.z A

maximal contido em A, € que KvlﬂF & uma extensao algébrica.

Seja K o fecho real de (K,P) e P sua Unica ordem. Entao AP

(o

F

~ -~

. - ~ P ) .
anel de valorizagao de K estendendo Av = A & assim, se v e

F
: ~ i . P ~ , ~
uma valorizacgao de K, associada a Ly teremos que v e valorizacao

de K extendendo v e compativel com P; isto &, v & uma valori-

zagdo real de X extendendo v.

~

Para concluir a demonstragao, resta mostrar que Ky & o fe-

cho real de (KV,ﬁQ. Para isto, seja F, o fecho real de (F,P O F)

1
contido em K. Entio 2 & real fechado e desde gque F & cofinal
- ) —~ - + . fJ

em Fl (Fl]F € extensao algebrical concluimos que Fy - B = Ay .
Se T & o place candnico de K, associado a v, entlo, por ﬁl.ld),%Fl = Fy
& um subcorpo real fechado do corpo ordenado (3G,§G) ’ onde
~r—: + !,Emﬁ}‘;.
P {o + M| o€ U }

Agora, R%|WF & extensao algébrica,nois ﬁ%iKv e KV|WF sS40

extensoes algébricas. Como F C F e 1 estende T,concluimos que

1

KGIHFl & extensao algébrica. Dai, (Ky Po) & real fechado e
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portanto é o fecho real de {Kv,ﬁv).

=]

1.20. COROLARIO. Se¢ (K,v) & um conpo real fechado e v compati —
vel com a andica ordem de K, entdo o cohpo nesidual K, ¢ neal fe-

chade.

Podemos reunir os resultados (1.2), (1.9}, (1.12} e (1.18)
da seguinte maneira. Repare que ele ja sugere uma maneira de des-
crever todas as ordens de um corpo formalmente real come veremos

no paragrafo seguinte.

1.21. TEOREMA. Secja (K,v)  um corpo valorizado. Entac as seguin
tes afdlnmacoes sao equivalentes.
1) Exdsie uma ondem P de K compaiived com v,

2) v e uma valokizacao heal,

3) Existe uma ondem B ode X na qual A 2 convexo.

=1

4) Exdsie uma ordem P de K na qual M convexa.

2. CORPOS HENSELIANOS FORMALMENTE REATIS.

Como mencionamos no fim dp paragrafo anterior, os métodos de
senvolvidosg no mesmo,sao suficientes para dar uma descrigao com-
pleta de todas as ordens,em alguns casos. Um caso importante & o
caso de corpos henselianos.

Vamos primeiramente;fazer um breve resumo dos fatos que se-
rac mais usados neste paragrafo, a respeito de corpos valorizados

henselianos.



Assumiremos como definigao de corpo henseliano, a propriedade

que geralmente_é conhecida como Lema de Hensel.

2.1. DEFINIGAO. Um corpo valorizado (K,v) & dito henselianc, se
para qualquer polin®Gmio monico f(x) € Av{x] e para todo a € A,
tal que ffla) € MV e f'la) & Mv’ existe b € Av tal que

fib} =0 e b-a&€ M.
! v

Se, além de ser henszeliano, o corpo valorizado (K,v) for for
malmente real, diremos que (K,v) &€ um corpo henseliano formalmen-

te feal.

Lembremo-nos de que uma extensao de corpos valorizados (Kl,
,vl) de (K,v) & imediata se os monomorfismos naturais de Gv em

G e de K_em K forem sobrejetores. Aqui, K e G indicam 0
vy v vy v v

corpo residual de v e o grupo de valores de v,respectivamente.

A seguinte proposicaoc contéem os fatos sobre corpos henselia-
nos, que usaremos neste paragrafo. Sua demonstrag¢dao pode ser en-—

contrada em Endler [¢ ] ou Ribemboim [15].

2.2. PROPOSICEO. Seja (R,v) um corpo valordzade. Entdo sdo vali-
das as seguintes afirmagoes:

1) (K,v) ¢ henseliano se, ¢ somente se a valoadlzagde v de K
se estende, de manelra unica, para quafquer extensao algebrica de
K.

2) Se a caracterlstica do conpo residual K e zeno, entac
(K,v) € hensefianv se, ¢ somente se ndo exdste extensdo algebrd-

ca {mediata propria de (K,v).
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3} Para todo corpo valordizado (K,v) existe, a mencs de um

Laomoiflsmo sobre (K,v), wna unica extensac algebrica imediata de

{K,v) que 2 henseliano.

H - ' — - . —_
Se K |K for a {inica extensao da Alinea 3), da Proposicao
~ H . . ~ .
(2.2), entao K & chamado de Henseldizagao ou fecho Henseldiano de

{K,v).

O proximo resultado mostra a simplicidade de um corpo hense-

liano formalmente real.

2.3. PROPOSICAO. Seja (K,v) um coapo valondzado henseliano. Entfac
K ¢ formalmente rneal se, e somente se K, € gormatmente real. Mais

ainda, toda orndem de K ¢ compatived com v,

DEMONSTRACAOQ. <=) Se K, & formalmente real, entdo, por (1.9}, ¥
& formalmente real.

=) Seja < uma ordem de K. Usando {1.9), basta wmostrar gue
< & compativel com v. Fagamos isto: Sejam a,b € K elementos tais

que 0 <a e v{a) < vib). Entao 'J;::a“l = MV. Ora; f(x)==x2—+x +

+ baml = Av{x] & um polindmio e f(x) = x2—kx mod M_ - f(O)::OEEMV,
£1(0) =1 & Mv‘ Neste caso, do fato de (K,v) ser henseliano, exis

2
tem elementos ¢,d € K tais que £f{x) = (x+c){x+d} =x" +{c+d)x+

+ do. Dai ct+d=1 e ba“l=:cd, assim (C-cz)af=c(l-c)£% =

(c # 1, pois d # 0 e b # 0). Assim

il
-
|
)

|
]
-
1
9]
o
Il
o

0 <ad -’ =alF-c-c’) -Fa-ale-c)

it

% a - b, donde

b < % a < a. Portanto < & compativel com v.
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O significado do resultado anterior & gue, se (K,v) & hen-
seliano e v & uma valorizagao real de K, entao o cenjunto das or-
dens de K, compativeis com v, coincide com o conjunto de todas as
ordens de K.

Este resultado juntamente com (1.8), (1.9), (1.18), {(1.19) e
(1.21) sd3o os que proporcionam a teoria de valorizagdes um papel

significativo em estudos de corpos formalmente reais.

2.4. COROLARIO. Se (X,v) 2 um conpo henseldlano formalmente heal e
v e uma valorizacao nae fLrivial, entac toda ondem de K e nac an-

quimediana.

DEMONSTRACAC. Se < & uma ordem de K, entao, por (2.3), < & compa-

tivel com v. Dal, por (2.3), < & nao arquimediana.

2.5. PROPOSICAO. Seja (K,v) um conpo valorndzado ¢ (Kl,vl) Al

henselizacao. Se v ¢ uma valorizagao real, entac, a mencs de equdl

valencia, v, ¢ a unica valforizacdc aeal de K., estendendo v.

1 1’

DEMONSTRAGAO. (Ky,V,) & extensdo imediata de (X,v),entdoc(K;) &

lVl

isocmorfo a Kv. Assim v, & valorizagéo real de X Para mostrar a

1 1°

unicidade de Vo seja v, uma outra valorizagao real de Kl, esten-

dendo v. S5e fixarmos uma ordem Pl de Kl,conchﬂnos,por (2.3}, que Pl

bl ] C C
1 @V, Dai, por (1.13}, Av- Av ou Av AV_.Como
1 2z 2 1
e K1|K & uma extensio algébrica,concluimos, por

2

& compativel com v

KnA = KI"\IA
vy v
(1.16), gue v

2

é equivalente a v.. Portanto, a menos de equivalén

2 1’
cia, v, & a OGnica valorizacgao real de K, estendendo v.
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2.6. TEOREMA (Prestel).Seja v:K — G wia vaforizacdo heal de X
con corpo hesddual K . Entdo, K & realmente fechado se, e somente
se:

1) 0 ghupo G e divisivel

2) 0 corpo K ¢ real fechado

3) {K,v) ¢ henseliano.

DEMONSTRAGAO. == ) Suponhamos que K & real fechado e denoteros por
P sua unica ordem. Como v & valorizagdc real, temos entfo que P &

compativel com v. Vamos demonstrar 1), 2) e 3).

1) Dado g € G, seja a € P tal gque v{a) =(g). Como X &
real fechado, dado n € %, existe b € K tal gue &= 7 Dal,
g = vi{a) = nv(b).

2) K, & real fechado pelo Corolario (1.20).

3) Vamos usar ((2.2), {(2)): K, & formalmente real, em parti-
cular, a caracteristica de Kv & zero, Como K & real fechado,a uni
ca extensdo algébrica de K & K(i) (i = vY=1). se (K(i),vl), for
exﬁenséo imediata de (K,v),para alguma valorizacgao vy entao vy é
valorizagao real de K(i), o que ndo pode acontecer, pois K(i) nao
& formalmente real. Entac a tGnica extensao algébrica imediata que
(K,v) admite, € a trivial. Como a caracteristica de Kv & zero, te

mos entao que (K,v) & de fato henseliano. -

<=} Suponhamos agora 1), Z) e 3). Seja P uma ordem de K com-
pativel com v. Entdo, por (1.19), v estende-se a uma Unica valori
zacao real v de ﬁ, onde K & um fecho real de (K,P) e, mais ainda,

o corpo residual K§ & isomorfo ao fecho real do corpo ordenado
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(Kv,ﬁv), sendo ﬁv a ordem canonica de Kv’ induzida Dpor P. Agord,

por (2}, K, e real fechado; entao ﬁ% = K . Se G & o grupo de va-
lores de v, podemos supor G < G. Assim, do fato de ﬁ]K ser uma
extensao algébrica, o grupo quociente G/G & de torgio. Logo, dado
a G é, existe m € %+ tal que ma € G; isto &, ma = g para algum
g € G6; por (1) existe g!' € G tal que g = mg', entao ma = g =
= mg' = m(a-g') = 0. Como a~-gq' € G, gque & um grapo totalmente
ordenadao, fportanto sem torcao), concluimos gque a=g' € G. Assim
G = G. Portanto (K,V¥) & uma extensao imediata de (K,v). Agora,
ﬁIK & uma extensao algébrica; (K,v) & henseliano e a caracteris-

tica de Kv e zero. Entao, por (2.2, (2}),concluimos que K = K;

isto @€, K & de fato real fechado.

3. EXEMPLOS E APLICACOES

Usando a técnica dos Paragrafos 1 e 2 vamos dar explicitamen
te todas as ordens do corpo de fragoes racionais IR(X) e descre-
ver as ordens de ((X). Vamos, também, dar explicitamente, todas

as ordens dos corpos de séries formais R{(X) e Q(X).

No primeiro exemplo (ver Wisvanathan [22}) descreveremos a
, o . ., ~ P
valorizacgao assccilada @ao anel de valorizagao AQ’ de um corpo or-

denado nao-arquimediano {(K,P), definido em (1.12).

3.1. EXEMPLO,

Sejam (K,<) um corpo ordenado, Q o corpo prime de K e 4 o0

conjunto dos inteiros de K. Denotemos por S o conjunto das classes



arguimedianas de KX'; istc €, $ & o conjunto guociente de XK' pela
relagﬁo de equivaléncia ~ , definida da seguinte forma: x v vy se
se existem inteiros m,n € Z, tais que |x| < |my| e |y! < inx|

(ver [22], pag. 90). Note que ¥ v 0 < x =0 e assim 0 ¢ g .
Definindo em $ a operagiaoc x.y = x.y = a classe arquimediana con-

tende xy, S torna-se um grupce abeliano, onde temos: © elemento

identidade de S @ a classe arquimediana 1, onde 1L & o elcmento

: , . . —, -1 — - . :
identidade de K; ¢ inverso (x) de x & § @& a classe arquimedia
na x € 5.

Sejam X,y € 5, dizemos que % <y se existe n € % tal

que |v| < Inx|. Essa relagao define uma estrutura de grupo total-

mente ordenado em S; pois:

a) 8e X <y e ¥y < x,entac existem inteiros m,n € Z tais
que |y| < Inx| e |x| < |my] e assim x =y

b) Se x <y e y < z , entdo existem inteiros nao nulos
m,n € % tais gque jy| < inx| e [z} <|myj. Dal Jz| < |lmyj =
= Im| |y} < |m}] |nx] = |m.nx| e como m.n € Z segue que x < z.

c) Se x <y e z € 5 , entao existe n € 2 tal que |y]| <
< ‘nx| donde |z| |y| < iz| |nxi,ou seja |zy! < |nxz!. Logo
Z.X <.Z.¥.

d) Se X,y €S e xfy , entdo |nx| < |y| gqualquer que

im oy < x.

i

seja n € Z. Logo (x| < ly| e as
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Desse modo, S @ de fato um gupo abeliano totalmente ordenado.
Daqui pra frente, trataremos S como grupo aditivo em vez de grupo

multiplicativo.

Definimos agora uma aplicagao v de K' em 8, por v(x) =x = a

classe arguimediana de x; v assim definido € uma valorizacgdo de

K'; pois:

a) vix.y) =xy = x +y = vix) + v(y)

b) Sejam x,y € K° e suponhamos que min{x,y} = x , isto
&, que x < y. Entdo existe n € Z tal gue |y| < jnx]. Logo
|x + v < Ix] + |y} < |x] + |nx| = [(n+1l)x] , donde x < x + y e,
assim, v(xty) = xty > x = min{v(x), v(y)}.

Portanto, v & uma valorizagdo de K e tem como anel de valori

zagao A = {x & K'|vix) > 0} v {0} = {x € X[ || < [n] para algum

11

. < _ ~ -
n € 2}v{o} = AE 0 anel de valorizagao de K definido em (1.12).

Vamos agora, mencionar certos fatos, bem conhecidos da teo-
ria das valorizag¢des, gue nos permitirdo descrever todas as valo-

rizacoes reais dos corpos Q(X} e R(X)

3.2, Sejam, K um corpo, X uma indeterminada sobre K e v uma valori
zagao do corpo K(X) das fragOes racionais sobre K. Se v e tri-
vial sobre K, entdao v & uma valorizacao p{X)-adica, onde p(x) €
€ KX} & um polindmic irredutivel, ou v & a valorizagao ~-adica da

da pelo grau.
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Se v & uma valorizacao p(X)-adica, entdo seu corpo residual

& isomorfo ao corpo KiX]/p(X)), onde p(X)) & o ideal maximal de
K[X], gerado por p(X). Se v & a valorizacao =-adica, entao, seu

corpe residual e isomorfo ao corpo K.

Se v & uma valorizacgao real do corpo R(X) , onde R & o cor-
po dos numeros reais, entao, por (1.18), v R & a valorizacao tri

vial de R . Assim, v deve ser uma das valorizagOes p(X) - adicas

de R{X) , ou a valorizagao w-3dica denotada por v - Agora, se

p(X}) € R (X! & um polindmio irredutivel, entao pi{X} = X -a, onde
2 .

¢ € R ou p{(X) = (X-0)" 4+ B, onde a,8 € R com B # 0. Por (3.2),

. . ~ 2 .o - .
o corpo residual da valorizacgaoc ((X-a) +f)-adica e isomorfa a ¢,
o corpo dos nmeros complexos, e o corpo da valorizagao {X-a)-adica ,

denotada por Vo e isomorfo a .

~Notemos que, se o # B sa¢ nlmeros reais, entao vu{x—a)=l,

va(X—BJ =0, v, (X-a) = 0 e VS(X_B) = 1 e assim as valorizagoes

§

v e v, de R(X) nao sao comparadveis. Note também gue as valori

o B

zagbes v_ e Vv, , onde o € R nde sac comparaveis.

Resumidamente temos.

3.3. PROPOSICAO. As unicas valfonizagoes heads de R(X), sd0 as va-

Lonizagoes (X-a)-adicas, onde o € R, denciadas por v, ¢ a

valonizagao =-adica, v_ , dada pefo grau. Madis ainda, se a,p & RV

U {w} e o # B, entdo o0s anedis de valonrizacgao A, & By corres-
nao

pondentes as valorizagoes Ve & Vg nespectivamente, sao com

paraveds .
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Vamos agora descrever as valorizacoes reais do corpo ((X).

Seja v uma valorizagao real de Q(X), entdo, como em R{X), v
é uma das valorizagoes p(X)-adicas de Q{X) ou a valorizacgao oo=
~adica denotada por v dada pelo grau. Por (3.2) v & valoriza-
cao real de Q(X) e o corpo residual da valorizagao p{X)-adica, de

notada por v X é isomorfo aoc corpo Q([X] /(p(x)). Logo v e

p (X p(X)
uma valorizacao real de ((X) se, e somente se Q(X]/i{p(x})) & um
corpo formalmente real, ou seja, se, e somente se p{X) tem raizes
em IR . No caso em que isto acontege, o© nimero de ordens de

QiXl /(p(X)) & exatamente igual ao nlmero ralzes reais do poli-

nomic p({x) € QI[X].

Resumidamente temos:

3.4. PROPOSICRO. As undicas valordizagoes reais de Q(X) sac as valo

hizagoed p{X)~adicas, denofadas por v X onde p(X) € QIXl 2 um

' p (X
polinimio innedutivel Tendo railzes reads, e a valoaizacac v_ dada
pelo grau. Fstas valordzacoes 3do duas a duas incompardveds e o
namero de ondens do cornpe nesddual Q (X} /(p(X)) asscedade a valord

zagao v ¢ 0 numero de raizes reais de p(X).

p(X)

3.5. ORDENS DE R(X) .

Em (3.3) temos dado todas as valorizacgoes reais de R(X).Tais
valorizagoes tem IR como corpo residual e Z como grupo de valores.
Entao, fixada uma valorizacgao real v de R(X) , por (1.8), existem

exatamente duas ordens de R(X) compativeis com v.
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Para analisar a natureza destas ordens, vamos estudar trés

Casosg:

CASO I. o = 0 ou seja valorizacdo x~adica de R(X)

Neste caso cabe a WR(X) duas ordens; provenientes da seguin-

te maneira:
i) Ondem aniti-fexdicografica: Um polindmic fix) = a X +

- m

m-1 n -
+ a X + ... + X < o < it i
-1 a, R [X] com am # 0 m < n & positivo,

se © coeficiente do termo de menor grau a, & positivo, isto &, se

a_ € ]Rz. Um quociente f(X)/g(X) € R(X) & positiveo se o polind-

mio f£(X).g(X}) & positivo.

‘Se indicarmos por P esta ordem, entao (IR (X},P.)) & um cor

1’ 1

po ordenade e P. & denominado de ordem anfi-Lexdcogragica de R(X).

1

ii) Ondem ant.i-£exdicografica via o automorfismo X —> -X. Co-
mo a fungao X — -X define um R -automorfismo T do corpoc R{X);

T define uma ordem P2 de R(X} da seguinte manelra: f(x)/g(x)€EP2,

onde f{x)/g{x) € R(X) se, e somente se T (f(x)/g(x})) € P, -

Assim, (IR{X) ,P2) € um corpe ordenado e P2 & denominado a oh

dem anti-Lexicogragica de R(X) via ¢ automoafisme X —— —-X. Repa

P - m -
re gue um polindmic £{(¥X) = amxm + am—lX 1 + ... + anX £ R [X]°,
. 2
com n < m, pertence a P2 se, e somente se (—l)nan € TR” . Repare
também, que Pl # P2 e que estas duas ordens sac compativeis com

a valorizacao x-adica de R(X)

As orcens P, eP, sao, entao, as duas ordens de IR(X)} compati-

vels com a valorizagao X-adica, dadas pelo teorema (1.8) . Py
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£

S

corresponde ao homomorfismoc constante o de Z/9Z em {-1,1} e P

1 2
corresponde ao homomor £ismo g, de Z2/3%Z — 1-1,11 tal que Gz(I}=
= 1.

0 Teorema (1.8) descreve Pl e P, da seguinte maneira: £ (X} =
a x™ + a Xm_l + ...+ ax"e WX " com mW>n estdi em P se,
m m—1 n — L
e somente se £(%) 0, (VE(X)) + M€ (A /M) ou seja
_ %3(Vo(f(X)) 1 o o o'+ ! g
se, e somente se an = ]Rz, e fix) & P2 se, e somente se
£(x) o (vE(X)) + M € (A /M.) . ou seja se, & so-
SO{ Of(X)) 2 o o' o ! !
rente se (—l)nan e R?. Agqui s é uma g-secao da valorizagao
dada por so(n) = %"
CASO II. Vadorizacdo (X~o)-adica de RI(X) (0 € R).

Neste caso, o TR-automorfismo Ty de R(X} , gque leva X em X-o

da origem a duas ordens Pl(a) e P2{a} de R(X) , provenientes de

P, e P

1 5 respectivamente, da seqguinte maneira:

: ~1 -
= = [ =
P, () t, (P) {E£(X}) /g (X) R(X) | T, (£(X)/g9(x)) P}
e
..l )
= = % - €
P, (o) T, (Py) {£(X) /g(X) € R(X) | X0 /g(X)) PE}.
Observemos gue Pl(a) corresponde a ordem anti-lexicografica
. . . . - m m-1
Pl de TR{X}) , no seguinte sentido: f(X) = amX —bam_lx + ...+
+ aan € R[X]” {(n < m} pertence a PliaJ se, e somente Se

f{X+a) = a (¥+tn) + a (X+u)“fl + ... + a (X+gy € P,. Uma outra
m m—-1 n
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maneira de escrever Pi(&} , 1 =1,2 & a seguinte: Escrevemos f(X)
T

como; f£({X) = (X-g) fl(X), onde fl(a) # 0. Entao, f(X) € Pl(a}Se
fla) >0 em R e £(X) €P,(e) se (-1)° £ (a) >0 en R.
Desde gque X-o € Plfa)\ Pz(q), a ordem Pl(a) & diferente da
ordem P2(a)? ) i Geralmente, se o # B , entao {Pl(q),Pz(aJ} N
N {Pl(B), P2(BJ} = ¢. Para a confirmagdo da Gltima afirmagaoc, se
supormos B < ¢ (em R), note gque X-a = (X—B)~+(B~u}EPl(aM]%(m

(i = 1,2), e que 2(X-a) + (a-B) = 2(X-B) + (B~a) € Pz(a)\ Pi(BJ

(l - 1;2).

Observemos que as ordens Pl(a) e Pz(a) sao compativeis com a

- P, (o) p, (o)
valorizacdao {X-wu)-adica de WR(X) . Assim, A, = AQ = AQ :
Como os anéis de valorizacao A, e AB nac sao comparaveis, se

a # B, entao, da ultima igualdade, tamb&m vemos gue {Pl(u},

P, (@)} N (P (), Po(B)} = ¢.

CASO TITIT. Vafonrdizacao =-adica de R{X)

Considerando o R —automorfismo t_ de R({X) , que leva X em

1 - cE{X) =1

<, entdo Pl{w) T (P) tg(x) RX) |1 " {(£(X)/g(X) Pl} e

PZ(W) = Tm(Pz) sao ordens de IR(X) . Claramente um polindmio f (X)

= a x4+ a Xm_l + ... + a X" e R[X]", com n < m pertence a
m m—1 n >

Pl(m) se, e scmente se a € ]R2 e da mesma maneira, f(X}EEPQ(W)

se, e somente se (-1;™ a_ € I?z. p,{») & geralmente citada como &z

ordem Lexicografica de W(X)

Notemos que Pl(W) e Pz(w) sdo ordens de WR{X) , compativeis

com a valorizacao »-adica de R(X) e também, usando um argumento
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de valorizacao ou algum outro raciocinio, pocdemog mostrar que

{Pl(w), P (=)} n {Pl(u), P,(B)} = ¢ VYo € R.

2 2

Como conseguimos descrever toda valorizagao real de R(X) e

as cuas ordens compat%veis com cada uma delas, ja descrevemos to-

das as ordens nac arquimedianas de R{X} . Por ocutro lado, R (X}

~ _ . ] g -
nac tem ordem arquimediana; portanto {Pl(a)} {Pz(aﬂaezﬂlu{m} é
o conjunto de ordens de R(X) e P (o) = Pj(B) se, ¢ somente ge

i=3 e a=f8.

Nossa analise mostra que todas as ordens de R(X} provém da

ordem anti-lexicografica via R -automorfismos de R{X) . Assim,

podemos melhorar um resultado devido a Banaseheuski [ 1 ].

3.5.a. TEOREMA. Definida em R(X) wma estruiura de corpo crdenado
(R(X) ,<)} , entdo (R(X) ,<) ¢ R-Lsomorfo come coape ¢rdenado

a (R(X) ,P), onde P & a chadem anti-Lexicografica de R(X)

Portanto, gquadsquer duas estrutunas de corpes cadenados de

R(X) sac Lsomonfas.

3.5.b. OBSERVACAO. Cabe observar que todo R -automorfismo de IR(X)

- . o + b .
provem de uma aplicagao X -— %%:73 com ad - bec #0 e a,b,c,d
€ R. No entantc, nem todo IR -automorfismo de R{X) conduz a no-
vas ordens. Comc entdo descrever a relacao entre os automosfismos
e as ordens de R(¥) ?

yamos analisar a situacao. Sejam ¢ um automorfismo do corpo

aX+b
cX+a !

R(¥) dado por X —

com A = ad~-bc #0 , e 2 a
o] o
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ordem ¢(P) onde P & a ordem anti-lexicografica de R(X) . Entao,
P, = Pi(a) para algum o € RV {=} e para algum i = 1,2. Quere-

mos identificar o« e i. Ha dois casos a considerar:

19 CASO. a # 0. Seja f£f{X}) € R[X] um polindmic qualquer. f(X} €

€ Po . se, e somente se ¢ ~(f{X) € P. Seja fl 0 unico polind —
mioc em R[X] tal que £(X) = (X—fE)t f.(X) e £.(- E) # 0. Se
_ a 1 1 a
F(X) =c XY+ ¢ X1 + o cbservando que Uhl(X) =
1 n n-1 T o’ © d -
_b-dax . -1 _ . (bc-ad),t
= =>_ temos, entac que o (£(X)) [(cx-—aja}
n n-1 n
- + - hon -
[cn(b dx) Cn—l(b dx) {(cX~-a) + + co(cx a)]
(CX--a)n
=1 -
Assim, o “{f(X)) € P se, e saomente gse {ad Zéglt fl(—b/a} =
2 .

e IIR+ ;, ou seja, f(¥; € P(j se, e somente se (ad—bc)t fl("lj/a)>
"1

>0 em TR. Portanto, p, = Py(-b/a) se A_ = ad-bc > 0 e
P0 = P2(—b/a) se AO = ad - bc < 0.
29 CAS80. a = 0. Seja f£{¥X) = a '+ oa Xn_l + ... +a € mi{Xx]
n n-1 o}

1 a_(b-ax)” + a__ (b-ax)"ex 4.+ a_tex)"

Entac, o T(f(X)} =
(cx)™
Logo, f£(X) € P se, e somente se a (bc)n € R e assim, P =
g n + g

= P2(m) se &0 = -bc > 0 e PG = Pl(m) se Ao = ~hc < (.

Analisando, mais ainda, a relagao entre os automorfismos de
R(X) e as ordens de R(X) , apresentamos uma relagéo interessanie

a qual ndo encontramos na literatura.
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Seja G 0 grupo de R -auntomorfismos de R(X) . Entao G  pode

ser identificado com o grupo de matrizes {(i 2) | ad ~bc # 0}. Se

. 0 -
ja H = {(i a4 l ad > 0}. Podemos mostrar que H & um grupo de G,

embora ndao seja um subgrupo normal de G.

3.6. PROPOSICAO. Exdsite uma cornespondincdia bijetora entre ¢ con-
junto Y das ordens de R(X) e ¢ conjunto das classes Laterads a di

redlta Hg de H em G.

DEMONSTRACAC. Definimos uma aplicacac 6 de G em Y por: B(0) = P
onde P0 @ a ordem de R(X) , definida anteriormente. & & uma apli

cacao bem definida. Vamos mostrar, que a imagem inversa, por &,de

um elemento dea Y & uma classe lateral & direita de H em G.

-1 — — a b _}P..— o - =
8 (Pl(O)) = {g € G|o = (c d) com a # O, a——O 2 ad-bc>0}=
a @0
= {(c d)% ad > 0} = H
Se o # 0, B_l(P (a)) = {o€Gglo = (¢ b) com a # 0 ,
1 c d
- 2 =a e ad-bc > 0}, por exemplo, T = (l e
' o 1
=1
€ 8 (Pl(a)).
. -1
Afirmamos que © (Pl(a)) = HT.
De fato: se (& ) € H, entio (> %) .1 = (3 T2, ossus
- c d ! a - c ~-coatd

-1
determinante =-aco + ad + gca = ad > 0. Logo HT C © (Pl(a}).
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Por outro lado, se ¢ € Bﬂl(Pl(a}); entao o= { 2 —ga }
com ad+aca > 0 e a # 0. Ora oT;l= {a Cac )y | * @y =
' C d ¢ 1
a 0 . , . -]
= | ) possul determinante af{ca+d) > 0. Logo, oT € H,

C co+d

ou seja ¢ € HT. Portanto 6-1(Pl(a)) C HT, donde HT = 6 ~(P (o).

Do mesmo modo, mostramos gue Bwl(Pé(a)) = HT2, onde T2==( é :T
Resta analisar os elementos P, (x) e PZ(W) de Y. Temnos,
od
_l(P (2)) = {0 € G0 = [U )} com ~bc < 0} e  assim
1 cC d ' !
0 1 -1 . -1 B
A= 1 0 ) € 9 (Pl(m))' Afirmamos neste casco que 0 {me))—
a 0 ~ a 0 0 1
= . = =
Hi. De fdto: Se ( o a ) H, entao ( c a ) { 1 0 )
0 a . , -1
= | g “ ) possul determinante -ad < 0. Logo Hax c 0 (Pl@ﬂ).
-1 . -~ 0 b
Por outro lado, se ¢ & 8§ (Pl(w)J, entao o = “ a ) com
. -1 0 b o 1. _ ,b 0. .
~bec < 0. Dal, oA = (L g 1 g ) = ¢ 3 e possul
un determinante bhc > 0. Logo Bul(Pl(w)) C HA e, portanto ,
-1 -1 .
5 (Pl(m)) = HX. Analogamente, 6 {Pz(M)) = sz , onde
~ 0 1
Definimos agora a aplicagido B de Y em G={ Ho | o € G por
_ -1 — . . ~ ) ~
B{P) = ¢ "(P). 8 & uma bijegao pois: Se g € G, entdo, 0{g) ¢ Y e
5(6(g)) = 8 T(0(g)) = Hg. Agora, se o,y € G e Hy = 0" (6(p)) =
= 0_1(0(¢J) = Hg, entao v = ho para algum h € H. Logo ¢ (P, (0)) =
d.
= ho (P, (0)) = o(P,(0)). Istc mostra que 8 & uma bijecdo.
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Do mesmo modo que demos todas as ordens de R{X) , vamos ago-
ra, dar todas as ordens nao arquimedianas de Q(X}. Veremos que

tais ordens sao restrigoes de ordens de R(X)

Para 0 que segue, se o € RV {»} e & = 1,2, vamos denotar
a ordem Pg(a) O Q(X) de 0(X), por Pi(a). Agqui, %ﬂ(u)é a ordem de
R(X) , dada pelc R -automorfismo T, 9 R{X) definido por T (X)=

= X-a se o€ R e 1_(X) = % .

Em (3.4) temos dado todas as valorizagdes reais de Q(X). Va-
mos primeiro dar as ordens de Q{X) compativeis com a valorizacao
w-j3dica e posteriormente ds valorizagoes p(X)-adicas, onde p(X)

tem raiz real.

E Obvio que a valorizagao »-adica w_de R(X) estende a valo
rizagao real «-adica v de Q(X). Como Pi(m] (i=1,2) sao ordens
de TR(X) , compativeis con w_ temos, entao, que Pi(m) (i=1,2) sao
ordens de ({X) compativeis com a valorizagao v_. Agora, Pi(m) #
Pé(m) pois % S Pi(W) Pé(w), portanto estas sao exatamente as
duas ordens de ((X) compativeis com v_.

Seja agora, a um nimeroc algébrico real e p(X) € Q{X] seu
polindmio mininal. Sobre TR |X], 0 polindmio p(¥) se fatora como,

p(X) = (X—al)(X—a )...(X—at)gl(xj...gk(X) onde gi(x}_(l < i < k)

2

sac polindmics mdnicos irredutiveis de grau 2, se k > 1, e
gl(X) =1, se k = 1. Se considerarmos a valorizacao p(X) - adica
Vo (X) de (Q(X) e a wvalorizacgao (X—ai)—édica v (1 < i < t) de

1

R(X) , entao, claramente, v, é uma extensac de v Dai as

p{X)’

I
ordens Pé(ai) (g =1,2; L <1< t) de Q{X) SE0 todas
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compativeis com a valorizagao v Vamos mostrar agora, gue es-

p(x) -

tas sdac as unicas ordens compativeis com vp Para isto, usan-

(X} 7

do (1.8), basta mostrar, gue elas sido duas a duas distintas.
Vamos primeiro mostrar, gue para i fixo entre 1 e t, Pi(ai)#

# Pyla;). Se considerarmos opolindmio p(X%ai), entdo seu  termo

de menor grau € X, isto porque p(X+ai) = X hi(X+ai) onde hi(X) =

= _(X—al] .- (X—ai_l) (X—ai+lJ'... (X-":at)gl(X) . s gk(X),(Note que

hi(ai) # 0). Dail, p(X+ri) € r se, e somehte se h.(ai) > 0 em

1 i

se, e somente se h.{a.) < 0 em IR. Isto

E e p(X+ai) € P2 iay

mostra que p{X} & Pi(ai) M Pé(ai), mas que pi{X) € Pi(ai) para
L =1 ou ¢ = 2. Assim, Pi(ai) # Pé(ai).

Sejam agora a e b nimeros reais distintos. Suponhamos
que a < b. Entao, do fato de () ser denso em R, existe r € Q
tal que a <r < b, istoc &, b-r > 0 e a-r < 0. Logo o polindmio
X+ (a-x) ¢ PR(Q = 1,2) e'0 polindmio X+ {b-r) € P, (2 = 1,2).Por
= 1,2} e nao perten

o

5]

o
E

tanto, © polinémio X-r pertence a
ce a .Pg(a) (& = 1,2}. Logo, Pi(a) # Pé(b) (g = 1,2 : k =.1,2) .
Como- ja mostramos que Pl(ai) # Pz(ai) (1L < i < t), segue-se,

que P'(ai) = Pi(aj) se, e somente se 4 =k e a, = a, (2,k =

£ L 3
=1,2; 1 < i, 3 < t). Portanto,estas sao as 2.t ordens distintas

de Q(X) compativels com a valorizagao Vv { {ver {1.8})).

pl(X)’

Conforme, j& mencionamos, nossa intencae & mostrar que, toda
ordem nac-arquimediana de ((X) & uma restrigao de uma ordem de
R{X) . Ora; por (1.12) uma tal ordem de Q(X) & compativel com al-
guma valorizacdo real de ((X). Como ja temos dado toda ordem de

J(X) compativel com essas valorizagoes, ja conseguimos nosso
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obijetivo.

Observemos,ainda,gque: se a € R e s &€ (§ & tal que s—-al> {
em IR, entao X2—s € P (=) (& = 1,2) e Xz—s & Pg(a} (8 =1,2).
Portanto, também occorre P (x} Pk(a) (£ =1,2; k = 1,2). Resumi

damente temos:

3.7. PROPOSICAD. As ordens ndo arqudimedianas de Q(X) sac as ondens

pi(a) =P, (a) n Q(X) (& = 1,2) onde a ¢ um numero real algebrico
sobre § ou a = % e Pﬁ(a) (2 = 1,2) e a oxdem de R{X) dada em
(3.5), Mais ainda, Pi{a) = Pi{b) se, e somente se £ =k e a = b,

e essas crdens sac fodas Lsomorfas.
Passamos agora a descrever as ordens ardquimedianas de ((X).

E conhecido, que um corpo K com uma ordem arquimediana isomor
fa a um subcorpe de R com ordem induzida. Dai, se P e uma orden
arquimediana, de (Q(X), existe um Q~monocmorfismo de corpos

: -1, 2
g : Q(X) — IR tal que P =g (R)
Assim, existe um numeno nac enumeravel de ordens arquimedia-

nas de Q(X); De ddio:

Como existe urnumero nao enumeravel de numeros reais, transce —

dentes sobre (, basta mostrar gque, se 0 e ¢' sao dois (-monomor —
-1

fismos de (Q(X) em R, entao as ordens induzidas Pg =0 (Hﬂ) e
Py = G'_l(ﬂg) sao distintas,

Sejam g¢(X) = o e 0{X) = a' e suponhamos que « < a' . En
tao, existe r € § tal que g < r < a' . Dal, X-r € P enquanto

que X~r € Pd ;o assim, PG 7 Poie
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Prosseguindo com os exemplos, vamos agora,dar as valoriza -

¢oes reais e as ordens dos corpos das séries formais QX)) e R(X)).

Seja K um corpe e X uma indeterminada sobre XK. O conjunto

K{{X)) dos elementos a da forma a = b a.Xl , onde a. € K
iex 1
e a; = 0 para quase todo 1 < 0, munido da adigao { L a_Xl)+
ieg *
+ (¥ b.Xx) = 3 (ai+b.)Xl e da multiplicagdo { L a.x) °
iez * €% L ien 1
B i k : )
- { ¥ Db.X7) = I ckX onde ¢, = z ab, , & um corpo,
iez * iez i+tj=k
{note gue ¢ = 0 para quase todo k < 0}, K(({X)) com esta es-

trutura & usualmente denominado de coipo das seidies formals sobre

K. Para simplificar a notagao, um elemento a € K({X)) sempre se-

[xo]

i

. ra considerado como a = a;x
i=—w
A aplicagac v :K((X)) —+ Z U {»} definida de maneira natu-
ral, isto &, v{(a) = min{i € Z | a; Z 0} se a#0 e v(0) =« ¢

& uma valorizagao de K{(X}). Por [ 9} (5.8) e (16.7)) o corpo va-

lorizado (K((X)),v) & henseliano.

Vamos agora supor, que K & um corpo formalrente real com uma
tnica ordem, denotada por K+ (por exemplo; K pode ser o corpo (,
o corpo R ou gqualquer corpo real fechado). Com esta suposicac e
do fato do corpo residual K((X))v ser isomorfo a K, segue que ,
v & uma valorizacaco real do corpo K((¥X)). Dai, por (2.3), se P
& uma ordem de K((X)), P & compativel com v, isto porqgue, confor
me mencionamos, o corpo valorizado (K((X)),v) & henseliano. Ago-

ra, estamos supondo K com unica ordem, e o grupo de valores
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da valorizagao v & Z, entao, por (1.8), existem exatamente cduas
ordens de K{ (X)) compativeis com v. Portanto, K{{X}) tem exatamen
te duas ordens, estas ordens sao nac arguimedianas e mostraremos
logo abaixe, que elas sao isomorfas. Observemos também, que a va-

lorizagao v, em questao, & a Unica valorizag¢doc real de K((X)).

Podemos munir K{{X))} de uma estrutura de corpo ordenado de

maneira natural, isto €, o subconjunto P, de K({({X)) consistindo

1

dos elementos a € K{((X)) tais que 35 (a) €K, se a#0 e de

0 & uma ordem de K((X)). {(Observe que pela definicao da valoriza

gao v, a; = 0, V¥i < via)). Py & denominada de ohdem anti-Lexd

coghafica de K((X)}). Se considerarmos o K-automorfismo T de K((X))
-1

dado por 1 : X —+ -X entao P, = 1(P.) fa e x(()) 11

2 L

& também uma ordem de K((X)), Claramente P, # Pl (X € Pl\ P2)

e assim Pl e P2 sao as unicas ordens de X{({X)}. Observe que

— (-1 V@l

(a}EPl}

a €p

2 via) +

Resumidamente temos:

3.8. PROPOSIGAO. Sejam K um coapo formalmente com wuma undca chdem

K, ¢ K{(X)) o0 coipo das sendies foamais sobre K. Entac, K( (X))

possud uma wnica valordizacdo real. A saber, a valornizagae w dada

+-o0 , :
por w( T  a.X’) = min{i | a, # 0} sea#0 w0 == K(X)

i:-—-m

possul tambem, exatamente duas ordens que saoc K-isomoifas; a ba-

€ K} e

fa e ®OXNT] a, N

e P onde P

bern, P >

1 1

_q1y lvia) ] -
{a € R((X)) ] (-1) 8y (a) © K+}.

!
i



As ondens Py e P, sa0 compativeds com a valerdizacdo w e

ambas nao arquimedianas.
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CAPITULC .IT

QUESTOES DE DENSIDADE EM CORPOS VALORIZADOS

Se (K,¥) & um corpo valorizado, entac v define em K uma
topologia compativel com sua estrutura de corpo. Por outro lado,
se K & um corpo formalmente real com uma ordem K , entao K,
também define uma topologia em K compativel com a sua estrutura
de corpo. A topologia definida por X, & chamada de Topologia
intervalo aberto.

Se supormos que a ordem K_ & compativel com a valorizagao
v, entdo a topologia definida por V coincide com a topologia

intervalc abertoc definida por K+.

Nossa meta & dar uma aplicacdo, bem bonita, devido a Viswa-
nathan de conceitos desenvolvidos no Capitulo ., Para isto pre-
cisamos de caracterizar corpos valorizados K e L tals que K
seja denso em I, , na topologia definida por valorizacgoes (Teorema
(2.5)). Este teorema, por sua vez, depende de resultados devidos
a Engler (Teorema (1.3)). Finalmente, no paragrafo 3, daremos 2
exemplos usando anéis de grupo. Um deles & a construgao explici-

L] - *
ta de um corpo ordenado nao arquimediano, denso em seu fecho real.

1. TOPOLOGIA DE UM CORPO VALORIZADO E SUBCORPOS DENSOS

‘Se  (K,A) & um corpo valorizado, entdc A define uma topo
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logia em K, compativel com a estrutura de corpo, de tal maneira
gque os conjuntos vilx,y) = {y €K | v, (x-y) > vy} (y € G} for-
mam um sistema fundamental de vizinhangas de x € K., Denofaremos
esta topologia por T, ou por TVA, onde v, e a valorizagao

assoclada ao anel A.

1.1. PROPOSICAO. Sefam K um coapo e duas valorizagoes v e W de K,

Se v e w sa0 tais que A, A, entao v e w definem uma mesma fo

pofogia em K; Lsto o, TA = TAw .

v
DEMONSTRACAG. Como A, CAa, , existe um homomorfismo de orden
& Gv S Gw tal que w = gov,

?

Sejam a €K e y € GV elementos quaisquer € consideremos
§ = 8(y) & GW. Entao, se x € Vw(a,é) => wi{a-x) = Ovia~x)}) > § =>
=> v(a-x) > vy => x € V_{a,y). BAssim V_(a,d) E'Vv(a,Y) e isto

o C
mostra que Tv - Tw'

Resta mostrar agora que Tw C Tv' Para 1isto consideremos

a &K e y &G, elementos guaisquer. Escolhamos agora § € g™t
() e vy € G, tal que Yy < Y- Entao, se x €V (a,8) =>
=> v(a-x) > 6 => f({v{a-x)) = wla-x) > 6{(8) =y > Yy - Logo

Vv(a,ﬁ) Cw

w(a,y) e assim Tw < Dv.

1.2. LEMA. Sefam (L,C) um coapo valorizado phoprio ¢ B = [B|B ¢
subanel proprio de L confendo C}. Suponhamos ainda, gque para tode

B € B, posto B # 1. Entdo valem as seguintes afirmagoes:
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1) M = {0}
BEB i

2) U U, = L v\ {0}
BEDB

3) Dados x €L ¢ vy € G 4 existem Aubaneis B, B' € B tais

que x € Up e X + My, C VC(X;Y).

DEMONSTRAGAO (1). B & uma familia totalmente ordenada por - inclu-

$20, entao D = U B & um anel de valorizagdao de L, contendo
BEGEB

c. Agora, D & B, pois D & um elemento maximal de B, portan-

to D =L. Seja agora x € U MB; se x # 0, entio x—l ¢ B,
B&EB

¥ B €8, ou seja, x"l £ D = L., Isto nao acontece, pois L € um

corpo, entac x = 0 e BEQBMB = {0},

(2) se x €L\ {0}, por (1}, x & My, para algum B' € B. Por
outrc lado, x € B" para algum B" € B e temos 2 casos:

19) B' C B", Neste caso My, > M w  © que acarreta x € Ugn -

29) B" C B'. Neste caso x € B' \ Mg = U

B*

{3) Para cada B € B, seja A o homomorfismo de ordem, de G

B c

< = 3 c '
sobre Gy » tal gue vp ABCJVC. Sejam 2 €L\ {0} e
y € G, elementos gquaisquer e consideremcs y € v;l(Y) . Es-

colhamos agora B' € B tal gque y & Mge - Entao, VB,(y) < 0,

donde Vg

¥ m € Mgy . Como A

(m) > Vg (y} ¥ m€ Mg+ isto &, ;\B' (vc(m)) > Ags (vc(y))
gt conserva ordem, segue entao, que
vc(m) > vc(y) = v ¥YmeE My, , ou seja, X+ My, C Vc(X'Y)‘
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1.3. TEOREMA (Engler). Sejam, (L,C) um corpe valforizado prophio,
B = {B[B ¢ subanel propric de L contendo C} e K um subcoaps  de
L. Suponhamos que K se¢ja denso no espago topologice (L,TC). En-
tio, ¥ B € B o0 conpo valornizade (L,B) ¢ extensdo dLmediata  de
(K, B N K},

Se suponmos, mais ainda, que posto B #1, ¥ B EB, entao

vale a reciproca,

DEMONSTRAGAQ., =*) Suponhamos que K seja denso em (L,TC) . Seja
B EB e cologuemos D = B N B. Queremos mostrar (ue OS MONOMOr-—

fismos candnicos de D / MD (resp GD) em B / M, (resp GB) Sac

sobrejetores.

Seja x € B\ M. O conjunto X+ My & aberto de Ty (xi-MB=

= VB(X,O)), pela Preoposigac (l.1), Ty = Te s dai, pela densida-

de de XK em (L, T.), (x4%MB) NK#PG., Seja y & (X*'MB) N K ;

C
entao y-x & My, donde y €D e y+My = x+My. Isto mostra

que 0s corpos residuais de B e B N K sao canonicamente isomoyr

fos,

Seja agora X € L V\ {0} . Desde que Uy & aberto em
TB {(u € Ug = v (u,0) C UB) a TB = TC, pela densidade de K em
(L,T) » xUy NK#AF. Seja y €xU0; NK. Entdo vy = x.u pa-
ra algum u € U, e vy & K; e déi VB(y) = vB(x. u) = VB(x) . Lo

go os grupos de valores G, e Gy sao tambem canonicamente iso-

morfos.

Reciprocamente, suponhamos que nao exista anel de valoriza-
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cao de posto 1 em B e que YV BE€B., (L,B)Y | (K, BNEK) seja

extensac imediata. Vamos mostrar que K & densc em (L,TC).

Sejam x € L, Y € G elementos guaisquer e consideremos a

C
vizinhanga-basica VC(X,Y) de x. Come, ¥ B € B, posto B #1 ,
pelo Lema (1.2), existem B,B' € B tais que x & U, e x+My, C
C vo(x,y) . Desde que B & totalmente ordenado por inclusdc te-

mos dols casos: 19) B CB' ou 29) B' CB.

19 Caso) Se B CB', entio x € U Por hipdtese

BI 3
(L,B') | (K, K N B') & extensio imediata. Assim existe y € B' NK

tal que y4—MB, = x4~MB,, donde y € K N vc(x,y)

29 Caso) Se B' C B, Neste caso Mg > My e daf *HL E.xmb,;
assim x € Up e x+Mp C Vc(x,y) . Novamente pela hipbtese de
(L,B) | (K, K N B) ser extensdoc imediata, existe y € K N B, tal

= 3 - € C
que y%—MB x4-MB . Entao y-x MB’ donde y €& x4-MB Vc(xr).
Portanto, em ambos 0s casos,  provamos gue K &  denso em

(L, 1)

0 proximo resultadc & Util nos estudos de corpos valorizados

densos.

1.4, PROPOSIGAO. Sejam, (L,B) um corpe valorizade ¢ XK C L um sub-
conpo. Entdo, K & denso ne espago topalogico (L,TB} se, ¢ somen~
fe se (K, 2 =K NB) e (L,B) possulrem o mesmo completamenio,

DEMONSTRAGCAO. <)} Suponhamos que ¢ completamento . (I,,B) de (L,B)

-~ ~

coincida com o completamento (K,A) de (K,A) . Como K & den-
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so em seu completamento, temos gue K & dense no espago topoldgi

o (L,Tﬁ) . Como (L,T.} & um subespa¢o topoldgico de (i,Té),

B

concluimos, entaoc, que K & densoc em (L,TB).

=), Suponhamos agora gque K seja denso no espago topoldgico

- -

(L,TB). Seja (L,B) o completamento de (L,B) . Como (L, T}

B
€ um subespag¢o topoldgico denso de (i,Tﬁ) , Ssegue que L & den-
50 em (i,Té). Agora, (K,A) C (i,ﬁ) e {ﬂ,ﬁ) € um corpo valori

zado completo, entao, o fecho toroldogico K de K ; com respeito

a topologia TS -

& um completamento de (K,A) . Mas K =L, entaoc B NK =

& o uUnico subcorpo de L, tal que (K, B N K)

[uu i)

e

dal, (X, B NE) = (ﬁ,B). Assim (L,B) e (K,A) possuem o mes-

mo completamento,

2. SUBCORPOS DENSQOS DE CORPOCS REAILS FECHADOS

Neste paragrafo, faremos um estudo sobre corpos ordenados den
sos em seus respectivos fechos reals, isto &, estudaremcs os cor-
pos ordenados (K,<) , onde para cada dois elementos a,85 € K ocom

B < o existir um elemento a € K, tal que B <a < o. Agui, K

denota o fecho real de (K,<) .

Inicialmente mostreremos que, para nosso propdsito, somente

& necessario considerar ordens nao arquimedianas.

2.1, PROPOSICRO. Se (K,<) ¢ um corpo ondenado arquimediano, entdo

Q e denso em K.
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DEMONSTRACAC. Sejam a,b € K com a <b, Entao 0 < (b—a)wl .

Seja n € Z um inteiro tal que (b—a)_’l <n. Dal conseguimos
0 < % < b=a . Seja m €% o primeiro inteiro positivo tal que
m>na. Entac m <mb, pois, caso contrario n(b-a) = nb-na <

<m-na <1 e assim (b-a) < % . Logo na <m < nb e portanto
a4 = =
m o '

a<_<bo
n

se  (K,K,) & um corpo ordenado nac arquimediano, entao K

admite uma valorizagao nao trivial compativel com K . Por outro

lado ‘AQf ={a €EK| @ r €0 com r-a € K+} € o menor anel de
valorizagdo de K, convexo em relagao a K _; isto &, se A &

- - 3 Ky
anel de valorizagao de K, convexo em relagao a K , entao A&ZDb )

Neste caso, por (1.1), as topologias TA e T K, de K coinci-
A

Q

dem. A topologia T g de K, & usualmente dencminada de topo-
a +
Q

Logia de Hahn (ver [22]). Desse modo, todas as valorizagdes de

K compativeis com K, definem em K, a topologia de Hahn,

Se (K,K+) & um corpo ordenado, podemos considerar em K ,
a topologia intervalo aberto, na qual, uma base de vizinhangas aber
ta da origem, & dada pela familia de intervalos abertos (-a,a) ,

onde a € K+.

O proximo resultado mostra, que nao existe diferenca entre

trabalhar com essas duas topologias comentadas.

2.2. PROPOSICAO. Para um coapo ordenado ndo arquimediano (K,K,)

as topologias Hahn e {nfervalo abento 4ac as mesmas.
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DEMONSTRACAO. Seja w uma valorizagao maec, trivial de K, compa
tivel con K+ e com. grupo de valores Gw' Seja V(0,h) = {y € K|
w{y) > h} um aberto basgico qualquer, do sistema fundamental de
vizinhangas da origem, na topologia Hahn. Se y & v(0,h) NK, ,
entao {~y,y) € v{0,h). De fato: Se x € (-y,y) N K;, entao pe-
la compatibilidade de w, h < wly) < wix), donde x € V(0,h)
Como wix) = wi(-x), ¥ x € K, o fatc esta concluido. Por outro
lade, dade um aberto basico qualquer, ({(-a,a) do sistema funda-
mental de vizinhangas da origem, na topelogia intervalo aberto ,
seja h = w(a) . Entac vi{0,h) C (~a,a), pois, se vy E‘Vﬁhh)rWK+
seque que w(y) >h = w(a) donde, pela compatibilidade y < a. Co
mo (=a,a) & simétrico e y €& K+ -implica em -y € K, conclui-
mos que v{(0,h}) € (-a,a).

Observemos gue dizer; o corpo ordenado  nao arquimediano
(K,K+) & denso em seu fecho real ﬁ, no sentido de que entre

dois elementos de K existe um elemento de K, €& eguivalente a
dizer; K & denso em K com a topologia intervalo aberto. As-—
sim, em virtude da proposigao acima, isto &, equivalente a dizer;

K & denso em K, com a topologia Hahn.

A seguir mencionaremos dolis resultados sobre Corpos densos

em seu fecho real.

2.3. PROPOSICAO. Sejam (K,K,) um corpo ordenado nao-arguimedianc
¢ w uma valorizagdo ndo tfrivial de K. Se w ¢ compativel com X_ e
K ¢ denso em seu feche neal XK, entdo o grupo de valones G e divi

sqveld ¢ ¢ cohpo hesidual K e heal fechado.
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DEMONSTRACAO. Seja w a (nica extensdo de w  a uma valorizacgio

real de X, (1.19). Por (2.6}, KQ & real fechado e Ge & di
visivel. Agora, das observagoes feitasg acima, do Teorema (1.3) e
da hipOtese de K ser denso em K, concluimos, que (K,Ww) & ex

tensac imediata de (K,w) . Assim a demonstragac estad concluida.

A reciproca da Proposicac {2.3) ocorre em um importante ca-
$0. Em (3.2) daremos um exemplo para mostrar que tal reciproca nao

€& valida no casoc geral.

2.4. PROPOSICAO. Sejam (K,K, ) um conrpo ordenado e w uma valoriza-
cdo nao trnivial de K. Suponhamos que w sefa, de posto 1 e compatl
vel com K . Se G fox divisived e K, dor neal fechado, entidc K ¢

denso em sew gecho real.

Observe gue nestas condigoes, K+ € obrigatoriamente uma or

dem nao arquimediana.

DEMONSTRAGCAC. Seja (ﬁ,ﬁ) a henselizagao de (K,v) . Como hense-
lizagao & extensao imediata, concluimos, que RG & real fechado
e que Gy & divisivel. Nestas condigbes, por (2.6), K & real
fechado. Dai podemos supor que (K,w) & (K,w) , onde K @ o

fecho real de K e w & a Unica extensao de w a uma valoriza-

cio real de K.

O completamentoc (X,¥) de (X,v) & henseliano, pois posto

de v & 1. Desse modo, podemos supor que (K,v) & extensao de

- -

(K,v) . Comc X & denso em K, concluimos, entaoc, gue K &
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denso em K .

2.5. TEOREMA. Scja (K, R ) um corpo ondenado nac arquimediano. En-
tac sao equivalentes as seguintes afirmagoes:

1} X e denso em seu fecho real.

7} Para toda valorizagldo ndo fnivial w de K, compativel com

K,, o grupo de valores G,, e divisivel e o conpo nesddual K ¢
real fechado.

3) Exdsie uma valonizagao w de X, compativel com K, satisfa-
zendo a segudnie propriedade: para toda valornizacas v de K tal
que v éefa nao Zrivial e seu anel de Qaﬁonizagﬁo A contenha o

anel B, o grupo de valores G ¢ divisivet e o corpu nesidual K

¢ neak 4echado.

DEMONSTRAGAO. 1) = 2) Proposigao (2.3). 2) = 3) Considere o anel

- K
de valorizacgao AQ+ = {a € K | r €Q com r-g € K+} e w a va
lorizagac Hahn de K associada ao anel AQ+ . Se v & valoriza-
cao de K tal que A, 2 A, ., por (1.13), v & também compativel

com K, . Dal, por (2), G, é divisivel e KV & real fechado.

3) = 1) Seja K o fecho real de K e @ a Unica extensao

de w a uma valorizagao real de K. Seja B a familia de todos
os anéis de valorizagao naeo triviais de K que contém A . B &

uma familia totalmente ordenada por inclus@o e K|K & extensao

B sao anels de valorizagao de K ,

algébrica. Entac, se él' 5

tais gque K N El = K N Ez o Aw' teremos que By = B, - Assim; se

BE B, B & o tinico anel de valorizacao de

5

estendendo



B=BNKD A, tal que B é anel de valorizagao real. Como, por

(3), B,/MB & real fechado e GB & divisivel, concluimos que

jus ]

(K,B) & extensao imediata de (X, N Ky .

-~

Se todo B € 8 tiver posto # 1, o Teorema (1.3) garante que
K & denso em K. Se, por outro lado, existir D € B com posta
1, entaoc A =D NK D A é anel de valorizacao de K de posto 1,

compativel com K+, com grupo de valor GA divisivel e corpo re

D

sidual K, real fechado. Entao, pela Proposicao (2.4), K

denso em K.

3. EXEMPLOS

Daremos agora dois exemplos: No primeiro serd construlido ex-—
plicitamente um corpo ordenado nac arquimediano denso em seu fe-
cho real e propriamente contido nele. No segundo serd construido
um corpce F com uma ordem nac arquimediana F+ tal que o grupo
de valores e o corpo residual associados ao anel de valorizagao
real Ag+ de F sao respectivamente divisivel e real fechado mas

(F,F,) nao & denso em seu fecho real. O segundo exemplo servira

para mostrar que a reciproca da Proposicgao (2.3) nao e valida.

Vamos primeiramente, introduzir uma notagac a ser usada m

tais exemplos.

Sejam k um corpo gualguer € G um grupo abelianc totalmen

te ordenado com ordem G, . O conjunto k [G] consistindo dos ele

mentos a da forma a = I a_x° ; onde a_ €k e a_=0 gua
_1.,
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se sempre; isto &, ag # 0 a menos de um numero finito de indi-

ces g € K, munido da adigao { £ b Xg}i-( L b Xg)3= by (a_Ho)Xg

gec, 7 g&6,.7 gEG,,
e da multiplicacao ( I agxg) ) ngg) = 7 chg ; onde
gEG+ gEG+ g&<G,.
= r a,. b e um anel (Repare que, ze a =0 e h =0 ua
“g htg=g * 4 Her dHe g g a8

se sempre, entio cg = 0 guase sempre). Tal anel & dencminado

de Anel do grupo G sobre ¢ corpo K e é um dominio de integridade.

A aplicagao v de kiG] em G que associa a cada elemente
a = I agXIC-J # 0 o min supp (a) = min {g | ag # 0} e Y(O) =
€ bem definida; além do mais v & uma valorizagadac do dominio de
integridade k|[G]l. Logo podemos da maneira natural estender v a
uma valorizagdao v do corpo quociente k(G) do dominio de inte-
gridade kI[G] (esta valorizacac é denominada de valfonrizagao de
ondem de k(G)). £ 18gico que o grupo de valores de v €& G. Tam
bém podemos, sem muito trabalho, verificar que o corpo residual

(k(G))v & isomorfo a k.

3.1. EXEMELO.

Il

Seja k =0 NR o feche real do corpo cos nimeros ra-

it

R
cionais e G ) o grupo aditivo dos numeros racionais. Entac
a valorizagao v do corpo K = R(G), definida como acima, & uma
valorizagdo real. Logo existe uma ordem XK _de K tal que K, &

compativel com v.

Como R & real fechado e 0 & um grupo divisivel de posto
1, por (2.4), X & densc em seu fecho real. Vamos mostrar agora

que KX nap & real fechado.



Desde que 1 & KL e 0 = v(l) <1 =v(x}), segue da compati
bilidade de K+ com v ogque 1-X € K; . Agora 1-X & K2 pois,
segundo a ordem lexicografica de K, 1-X & negativo; entao K

nac & real fechado.

3.2. EXEMPLO.

Continuando com a mesma notacac de (3.1) seja F = K(G) e
w a valorizagao de ordem do corpo I . Temos Fw - X e assim w
& valorizacao real de ¥ . Logo, como em (3.1), existe uma ordem
F, de F compativel com w. Além do mais, se colocarmos em F
a ordem (FW) ; proveniente do isomorfismo de FW com K, entao

+
F, pode ser escolhida de maneira tal, que (F ) = {w + M |
+ 1

a € U N F+} U {0} . Com tal escolha a aplicacgao residual
w :t A — Fw Z K é& um homomerfismo de ordem e também a valoriza
¢do v de K da origem a aplicagao residual b, : A, —> K/ - R.

Se T e W Sac 0OS places associados a © e B__, res-

W v W v
pectivamente, entaoc T = T, © Ty € um place de F, com anel de va
; ~ -1

lorizagao BW (Av) C Aw’ (8.3; [9 1).

Seja v & uma valorizacao de F tal gque A, = B_i v satis
faz:
a) FW & real fechado.
b) ¢ & compativel com F_.
c) Gw, o grupo de valores de g, & divisivel.
De fato:

UNICAMP

UELIOTECA CENTRAL
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a) Do fato de w_, = e portanto m serem places sobrejeto

res implica Fp =R, (8.1; [91).

b) Segue do fato de Aw (resp Av) ser convexc com relacao

a F+ (resp K+) e de Bw conservar ordem.

c} A fim de facilitar a notagac vamos supor que Aw,/Mw = K.
Neste caso Gw :Aw — K @ um homomorfismo sobregetor tal que seu

niclec € M _ .
W

Seja x € F" e n um inteiro positivo. w(x) € G, entao
existe y € F' tal que wi{x) = w(yn) , isto &, }{y*n = u, - As-
sim Bw(xijw £ K° . Do fato do ew ser sobregetor e G ser
divisivel, existe =z € Aw‘ tal gue v(ew(xy_n)) = nv(@w(z)) =
= v(ew(zn)) (observamos que 2z € UW), isto &,

-n n,, -l -n -n, _ -N_~N, _
b, (xy }(Bw(z ) = 0 (xy )Sw(z yo=8 xy Tz ) =
=6 (x.(y.2) ") €U, = Tt (R)
-n -n, _ -1
Como x(y.z) S Uy temos ew(x(yz) ;= ﬂw(x(yz) )

-n

))

It

Logo wv(ww(x(yz) ﬁ(x(yz}_n) S R, donde x(yzfﬂle'fd%RW =

ny (yz) , mostrandc assim que G@ & divi

= Uw , isto &, v(x)

sivel.

Portanto, w e ¢ sac valorizagoes de F compativeis com

F, e Fw = K nao & real fechado. Assim F nao & denso em seu

fecho real, pois, se fosse, pela Pr0posig§o {2.3), o corpe resi-

dual de qualquer valorizacaoc compativel com F,_ seria real fecha

do.



Observemos que no exemplo anterior a valorizagac w tem pos

to 1 enquanto que y tem posto 2.



CAPITULO IIT

CORPOS HEREDITARIAMENTE PITAGORICOS E GRUPC DE GALOIS.

Neste capitulo abordames um aspecto diferente da teoria dos
corpos formalmente reais. Ao invés de trabalharmcs com o conceito
de fecho algébrico, como €& comum, vamos trabalhar com uma exten —
sao Galosiana 2]k , onde k & um corpo formalmente real e R & um
corpo quadraticamente fechado, isto &, © nao admite 2-extensao Ga
losiana finita. No primeiro paradgrafo desenvolveremos certos as-
pectos da teoria de Artin-Schreier para tais extensoces, onde des-
tacamos © Teorema {l1.4) que, generaliza o bem conhecido teorema

de Artin-Schreier, para corpos ordenados maximais.

Se um corpo k e toda extensac formalmente real de K for pita
gbrico, k & dito ser um corpo hereditariamente pitagdrico. No Pa-
ragrafo 3, daremos uma caracterizagao em diversas maneiras, dos
corpos intermedidrios, de uma extensao de corpos £ |k quadratica-

mente fechada, que sao hereditariamente pitagoricos.

No ‘paragrafo 4, abordaremé¢s uma familia, bem especial ,de cor
pos h.p gque sao corpes h.e (hereditariamente Euclideanos) e fi

nalmente no paragrafo 5, daremcs exemplos de corpos h.e e h.p.

1. GENERALIZACAO DO TEOREMA DE ARTIM-SCHREIER.

Sejam K um corpo, p um nimero primo e K um fecho algébrico
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fixo de K. Consideremos a familia F dos corpos intermediarios L
de K|K tais gque L|K seja uma p-extensao Galosiana finita e de-
notemos o corpo gerado pelos elementos de F por Kp. C grupo .de
Galois de Kp K € um pro-p-grupo, pois,sendo um subgrupo do grupo

proedute 7 G{L|K), sua ordem & uma poténcia de p (ordem no senti-
1er

do de numero super natural). Agora, se N for um corpe intermedia-
rio de §|Kp, tal que N|K @& extensdc Galoisiana de G(N}K) & um
pro-p~grupe, entac, N C Kp ; de fato: se a € N, seja LK uma
extensao Galoisiana finita com K(e) € L € N. Como N|K & uma p-
-extensdo, L|K & uma p-extensao Galoisiana finita. Dal, L € F e
o € K(a) C L C Kp. Consequentemente, KpiK & a maior extensao Ga-

losiana de K, com um pro-p-grupo de Galois.

K, & denominado de p-extensac Galosdana maximal de K e,quan

do Kp = K, diz-se que XK & p-fechado.

1.1. DEFIﬁIgﬁO. Dado um nimero primoc p, uma  extensaoc Galoisiana
Q{K & dita ser p~fechada se O = Qp , isto e, se 0 for pb-fecha
do.

Se 2 divide o grau [ : K] e §i for p-fechado para todo p que

divide R.: Kl , Q|K & dita ser uma extensao prima-fechada.

Seja o € Kp um elemento qualquer e &]K uma extensdao p-
-fechada.. Consideremos um corpo intermedilrio L da extensao KDJK
tal que o € L. e L|K seja Galoigiana finita. Entao, [L : K} = pr
para algum r € W, o corpo composto L{ & extensao Galoisiana fini

ta de 2 e o grupo de Galois G(RL|N) & isomorfo ao grupo G(L|R NL),

K} . Intao,

que, por sua vez, & um subgrupo do p-grupc finito G{L
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|
G({QL|Q) & também um p-grupo finito. Como estamos supondo {i[K uma
extensao p-fechada, concluimes que QL = . Portanto, o € e

dal resulta a seguinte proposicao.

1.2. PROPOSIGAO. Seja Q|K uma extensdac p-fechada. Entdo, a p-ex-

tensao Galosiana maximal Kp de K & wm subcoape de Q.

Menciconaremos agora, sem provar, um Teorema, devido a Becker,
que generaliza o Teorema de Artim-Schreier para corpos ordenados

maximais, da seguinte forma.

1.3. TEOREMA (Becker). Se pana algum padimo p, a p-extensac Galod
s.Lana maximal Kp de um conpo K, ¢ tal que [KP: Kl < =, entac segue:

-

K = Kp ou K ¢ formalmente real, p = 2 ¢ K_ = K(i).

Observemos qgue, no ultimo caso, isto &, gquando X & formal-
mente real é K2 = K{i), entdo K & um corpo Euclideano. Isto por-
que, se « € K & positivo, em alguma ordem de K, entdo K{(/u) &
formalmente real. Reciprocamente, se K for um corpo Euclideano

entdo, K(i) nao admite extensdc quadratica e, assim, K{i) = K.

Afim de facilitar a linguagem a ser usada, assumiremos, sal
vo mengao contriria, que |k 2 wna extfensdo Galolsiana 2-fechada

¢ que k ¢ um coapo foamalmente reaf. Observemos que, se K e

um corpo intermediario de Q]k , entac €[K & da mesma forma uma

extensao 2-fechada.

Pelo Lema de Zorn, a familia dos corpos intermediarios for-

malmente reais de Qjk , possul elemento maximais. Um tal elemento
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sera chamado de Q(-fecho real de k. No proximo resultado gque € gua
se um corolario de (1.3}, veremos que um {-fecho real de 'k & um

corpo Euclideano.

1.4. TEOREMA. Seja k um coapo Aintermediaric de 9|k . Entdc, as 52
guintes agfirmagoes saoc equivalentes:

1) kX ¢ um Q-fechoe neal de k
2) k(i) = Q ¢ QO #k (i = /-1)

3) [2:k} = 2" pana algum te m° .

DEMONSTRAGCAOD. 1) = 2). Seja F um 2-Sylow corpo de uw|k, isto
&, F & o corpo fixo de um 2-Sylow subgrupos do grupo G(fjk). En
tdo Flk & uma extensdo de grau impar e consequentemente F & for '
malmente real. Logo, F = k e, portanto, ik & uma 2-extensdo.

se o € k & tal gque k(/o) & formalmente real, entdoc k(Yu) C §,
pols, Q = Qz , e dai, k(va) = k, istoc &, o € k2. Entao, k &

Euclideano e, consequentemente, k(i) & 2-fechado. bai, Q = k{i),

pois conforme ja mostramos, Q|k & uma 2-extensio.

2y == 3)., Obvio.

3) => 1). Desde que Q|k & uma 2-extensac ndc trivial, e
conforme estamos supondc § = Q? ; temos que § = k?. Entao, pelo
Teorema (1.3), concluimos que, k(i) = Q0 e k & um corpo formal-

mente real. Dai, k &€ um §-fecho real de k.

1.5. OBSERVACARQ. Se assumiamos que 2]k e uma exfensdo paima gechada,
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podemos, em (1.4) , substitudrn a condicao (3) pela condicdo (3")

I <[ k] <

De fato: A implicacac (2) =% (3') continua &bvia. Para mos-
trar (3') => (1), seja p um primo divisor de [R : k] e considere
mos um p - Sylow corpo P da extensao Q|k. Entdao, do fato de {i}k
ser R—fechado, 0 = Fp. Assim, 1 < [Fp : F] < » e dail, por (1.3)
p = 2, F & Euclideano e Fp = F(i). Portanto, o Qnico primo divi-
sor de [:k}] & p = 2, e assim, F = k. Logo k & um {-fecho
reallde k.

1.6. COROLARIO. Sefa k um Q-fecho real de k. Entac, k ¢ um coapo

euclideano e, combequentemente, ¢ ghupo de k-automonfismo de k @

o grupo trhivial.

1.7. COROLARIO. Seja o € G(R]|k) um elemento {inito nac Lrivial

de ondem 2t(tEJNJ. Entao, o ¢ uma involucdo ¢ of(i) = -i.

DEMONSTRACAQO. Seja 2° o corpo fixo do grupo finito gerado por o .
Entao, [0 :Qa]z 2t e dai, 0 = Qo(i) onde 1 ¥ 0Y. portanto ,

o(i) = -1 e ¢ & uma involugao.

1.8. COROLARTIO. Se G(Q|k) ¢ gerado por involugtes, entdo K 2 um

cohpo pitagorico.

DEMONSTRACAO. Seja (o,), ¢ uma familia de involugbes geradoras
o]

de G{f2|k). Os corpos k, =8 T (i € 1) sBo Q-fechos reais de k.
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Sabemos da teoria de Galois que g(2] 0 ki} & 0 grupo gerado por
i€T

-

U o, que, por hipdtese, & G(fik}). Portanto, k = N k., & uma
i€l i1eI

intersec¢dao de corpos euclideanos. Dal, k & de fato um corpe pi-

tagbrico.

2. CORPOS HEREDITARIAMENTE PITAGORICOS L ESTRITAMENTE PITAGORICOS

Neste paragrafo k sera suposto como sendo um corpo formalmen

te real.

i

Se P & um cone positivo de k, entdo, (K° : 7} 2 e -1 p°,

pPor outro lado, se V & um subgrupc de k° tal gque P’ ¢ V, entao,

P

-l € VvV e, assim, P° & um subgrupo maximal de k' sem conter -1l.

Cabe observar que podem existir subgrupogs maximais V d&de Kk’
L2 . -~ o
sem conter -1 com k C Vv tais que VvV v {0} nao & um cone posi

tivo de k: Para ver issc¢, considere k com sendo um corpo formal -

mente real tal gue Eiiwl = 4 e escreva k' = k'2 U k'2 U ak'2U
=
.2 ~ .2 L2 . .
U -ak . BEntao H =k U -ak e um subgrupo de k° sem conter

-1. Se a & a soma de quadrados, entao, H n3o pode ser um cone
positivo de k7 . Para um exemplo mais concreto, tomemos kK CR

como sendo maximal em relacdo & exclusido de /2, dentro de R , is

to e, VY2 ¢k e qualguer subcorpo de R contendo k, contém V2

117; = 4, No caso tomamcs a = 2.

Naoc & dificil mostrar que |-=
k

2.1. Por um subghupoe maximat de k™, entfendemos um subgrupe U de

k*  fal que -1 & U, K2 CU e coma propriedade de ser maxamal

sdem confer -—1.



63

Observemos cue; se U & um subgrupo de k' tal que -1 U e
(k" : U) = 2, entao, U & um subgrupo maximal de k° . Por outro la-
do, se U & um subgrupc maximal de k*, entao (k' :U) = 2. De fato:
seja x € k' , entao x2 € U. Se x& U, entan U + xU e um sub-
grupo de k° contendo propriamente U. Logo U+xU = k° , donde
-1 = uw+ xv para certos yu,v em U. Portanto, x = —(l-+u)v_l =

€ -U e, assim, k> = U WU - U.

Lembremo-nos de gue um subconjuntc T de k & um pre-cone posL

. 2
tivo de k , se : k- C T, T+TC T, T.TCT e Tn -T = {0}.

2.2. DEFINICAOQ. Um pré-cone positivo T de um corpo formalmente
real k & dito ser um "dam” (leque), se para todo subgrupo maximal

U de k" contendo T° , o conjunto U U {0} for um cone positivo de

k.

2.3. PROPOSICAC. Seja k um coapo formalmente real e T um phe-cone

positive de k. Entdo as segudintes afinmacoes sac equivafentes.
1) T ¢ um fam

2) T+aT ¢ T v aT gqualguer que seja a € k\ -T .

DEMONSTRACAQ. 1) = 2) Seja V = T° U aT" . Entac, -1 & V, pois
T' & um subgrupo multiplicativo de k™ (¢t € T° = t“l = (t_l}2 .
t €T)., V& um subgrupc de kK° e, além do mais k'2 C V. Nestas

condigoes, podemos demonstrar de maneira analoga a demonstragao de

que um pré-cone € a intersecgac de todos os cones que o contém
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que V & a intersegao de todos 0s subgrupos maximais de k° que o
contém. Desde que T & um fam, V VY {0} torna-se um pré-cone de
k e assim T+aT C VU {0} =T U aT
2y = 1), Seja U um subgrupo maximal de k' contendo T

a € U. Entac, a & -T " pois, se a=-t com t €T = —-l=:at_l
€ U. Assim, por hipdtese, l1+a € T U aT, donde "'1l+a € U. Logo,
U & aditivelmente fechado e baseando-se em comentidrios Jja feitos,
a respeito de subgrupos maximais, podemos concluir que U VU {8} &

um cone de k. Portanteo, T & um fam.

Como exemplos simples de fam, temos os cones positives de k.
Para um exemplo menocs trivial, tomemos P e @ dois cones positivos
de k. Entao, T = P N Q & um fam. Para ver isso seja o € k\ -7

Entao, o € P ou & & Q. Suponhamos gque o € P. Seja agora a€T

um elemento qualquer. Temos de mostrar gque l+ag € T WU aT,. Se
l+aa € Q, entao, o € Q e é & Q , donde, %(l—kaa) = é + a € 0.
Assim, 1l + apg = u(é + a) € oT

Relembremos, que um corpo formalmente real k, & pdltagorico
2 2 2 . - -
se Kk + k7 € k7 , isto €, se a soma de quadrados de k e novamen-

te um guadrado em k.

Um resultado simples, que nos sera Util futuramente o o ge-

guinte:

2.4. PROPOSICAO. Um corpo [ormalmente real k ¢ piltagordce se, ¢

somerfe se k(V-1) e a anica extensdo quadratica nac real de k.
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DEMONSTRACAQ. = ). Seja L uma extensao guadratica nao real de k.

Podemos supor L = k{va ), onde a ndo & positivo em toda ordenm

de k. Dai, a & um guadrado ou seja, k(Va) = k(/-1), como
querlamos.

«<=) Suponhamos que k nac seja pitagdrico. Existe, entao,
b € k° tal que 14-b2 4 k'z. Por outro lado, —(l+b2) € —Zk2 .
donde k(/C?1+b2 ))& uma extensao quadratica nao real de k
Assim, k(¥Y-(1+b") ) = k(/=1 ), donde, /i(l+b27 = a+ci com
a,be kx e i = /-1 . bai, —l—b2 = a2 + 2aci - 02 . donde
—l—b2 = a2~c2 e 2ac = 0. Assim, “(l+b2) = a2 ou —(l+b2}==~C2

o que, em ambos Os casos, €& uma contradigao.

Vamos agora fortalecer, ainda mais, © conceito de corpos pi-

tagoricos.

2.5. DEFINICAO. Seja L|k uma extensao algébrica de corpos. Diz-se
que k & hereditariamente piftagorico {notagdo h.p) relativamente
a L, se k e todo corpo formalmente real entre k e L for pitagd-

rico.

Se L =k for o fecho algébrico de k, & comum dizer que k

-

& h.p, ao invés de h.p relativamente a k.
. 2 - - )
Se em um corpo k, o conjuntec kK~ & um fam, entao, k e dito
ser esthifamente pifagohice ou superpitagorico.
Se k for estritamente pitagbrico, entac k @ h.p relativamen-

te a seu fecho quadratico k.. Este € o resultado (2.7) gue demons

traremos usando o seguinte resultado, devido a Lam.
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2.6. LEMA. Seja k um coapo foamalmente neal e L = k(Yo ) uma ex-

tensao quadraiica de k, entfdo a seguinte sequéncia e exata:

1 {k.quk.Z} k'/k'z £ L'/L'z N k'/k'2

onde € ¢ a aplicagde 4induzida pela inclusdc k —> L e N & o ho-

momonpismo induzido pefa funcac norma N = NL|k .

DEMONSTRAGAO. A exatidao em k'/k'2 & consequéncia de céalculos sim

~ e 2 . . .
ples. Para mostrar a exatidao em L'/L” , seja x = (a+byd) € L7,

e suponhamos que N(x) = a2 - b2a € k'2 , isto &, Nix) = c2 para

algum c € k° . Seja y =c¢ - X onde x = a-byg . Temocs x .

= x(N{x) -~ 2cx + X %} = xN(x) - 2¢ xXx = N{x){x+x) ~ 2cN{x) € k.

Se Y=0 = x=c€ k’” = x& k" . Se Y #0, entdo pelos cal

)2 para d € k2 , e assim, xL'2 =

2

culos ja efetuados, x = 4d{v

.2 . - . g .
= dL € K /L 2 , donde segue a exatidao em L°/L

2.7. CORCLARIO. Com a mesma noiacdao de (2.6} , se k foh estnlta-

mente pitfagorico e L for uma extensdo formalmente rheal de k, en-
.2

tae, L° = k'L U V3 KL e a unido & disfunta.

DEMONSTRACAO. A inclusao KL % U V& KL% ¢ L & ohvia. Seja
agcra Y € L° , Do fato de k'2 ser um fam e o & k'2 U —k'2 ,
temos que N(L') C k'2 U ~ak'2 . Entao, N(Y) = x" € k'z ou
N{y) = - ax® e _ak? .
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-1, .2 = -1,..2 . .
(Yx 7}L"" € Ker(N) =Imge = (¥Yx )L~ = zL 2 para algum z € k
= Yxml = zt2 (t € L) = y = xzt2 € k'L'2.

Se N(y) = —ax2 com x € k' . Como N(Yo) = -u ., entao N(y} =
N(/afxz = N(y/a\_l) = x° , donde, pelo primeiro caso, y/a\ﬁle
€ kL2 ou vy € /E\k'L’z .

Portanto, mostramos a inclusdo L° C k'L’2 U o kLl e,
dali, L~ = k'L'2 U vo-k'L°. A demonstracido de que k'L°2F1/E k'L'2

= ¢ '@ feita através de calculos diretos.

2.8. TEOREMA. (Becker). Um corpo formalmente neal X ¢ h.p nela-
tlvamente av seu fecho guadratico k, se, e somente se k e esitrita

mente pitagonico.

DEMONSTRACAO. = ) Suponhamos gue k seja h.p relativamente a k2

Entao, toda extensao quadratica formalmente real de k & pitagorea

.~ 2
na. Devido a Proposigao (2.3), devemos mostrar que K —%ak2 C k2

2 : -
U ak qualquer que seja o € k\ —k2. E isto e equivalente a mos
2 2 2 . 2
trar que l+aa € k U gk , onde a € k e o e kv -k
i . 2 — 2 2
Consideremos a < k e o e k\ -k . Entao, a ¢-k = -Ik= ,
e assim, existe uma ordem < de k tal gque 0 < 0 donde

0 <3 1+ aa2 . Assim, k{/a ) e k(/iyiua ) sao extensdes qua

draticas formalmente reais de k, portanto, sao corpos pitagbricos.

i

Afirmo;: k{/i+aa”™ ) k{/o ). De fato: o & guadrado em k{Yu), en-
tao, 14—a2a61<(ﬂ§')2 = Yl+a e k(va } = kx(Y1+aa™ ) C k{y¥u }

A outra inclusao € obvia.
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‘/r~ffﬂ

Logo, existem elementos X,y € k  tais gue 1=a“n = x+yv/o
2 2 2

= l+a“o = x +2xy/a + vy = x =0 ou y = 0. Assim, l+aza €

k2 U akz e, isto & suficiente para concluirmos gue k2 é um fam .

«=) Seja L = k(Ya) uma extensdo quadratica formamente real
do corpoc k. Vamos mostrar que L € da mesma forma, estritamente

pitagbrico.

Seja U um subgrupo maximal de L~ e cologuemos P° = k™ N U .,
Entao, -1 & P, k'2 CP e (k":P) =2, Dai, P’ & um subgrupo ma
ximal de k° e, como k € estritamente pitagoreanc, concluimos gue
P U {0} =P & um cone positivo de k. L' cy = ace€ P, entao
existem deois cones, digamos ﬁl e ?2 , de L estendendo P. Por
(2.7), (L~ :k'L'2) = 2, donde (L° :P'L'2) =4 e, como P'L'2 C
C Ei (i=1,2), obtemos PL'2 = El N §2' Desse modo, temos o se-

guinte diagrama:

L
/‘/
e / .
Py 2
g - ,..1 - -
P17 Py
2 I 2
P'L'z
. D2 . . .2 - . ,
Assim, PL e um fan de L e, como U 2 PL e maximal,conclui
mos que U U {0} & um cone de L. Portanto, L =k e L = k{(/a) &

estritamente pitagdrico.

Seja agora L um corpo intermediario formalmente real de k_ k.

5|
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Se a,b € L entdo, k(a,b)|k €& uma extensdo finita e assim, po-

demos supor, sem perda de generalidade, que LI K & uma extensao fini

r - -
ta. Logo iL:k] = 2 para algum r € 1IN e dai, existe uma se-
Arei . =L CL, C ... C = L - ERE RS
guencia de corpos k LO 1 Lr I. com [Ll+l Ll] 2,
i=20,1,...,r-1. Conforme mostramos Ll & estritamente pltagorea
nc. Portanto L2 e, assim, sucessivamente. Desde que corpos es-

tritamente pitagdéricos sao claramente pitagdricos, a demonstracao

esta concluida.

3. CARACTERIZACAO DE CORPOS HEREDITARIAMENTE PITAGORICOS

Assim como no paragrafo anterior k serd considerado, implici
tamente, um coape foamalmente neal. Qlk  serd uma extensdo Galoi
siana 2-fechada e, entenderemos como sendo um 2-fecho reaf de um
corpo formalmente real L C §, como sendo uma extensac crdenada

maximal de L, contida no corpo .

Vamos, neste paragrafo, dar uma Caracterizagao, devida a Bec
ker, dos corpos intermedidrios de 9|k que sdao h.p relativamente

a ©. Tal caracterizac¢ao & o Teorema (3.11).

Antes de dar esta caracterizagao, vamos demonstrar alguns re
sultados preliminares. O primeiro resultado e a respeito da teo-

ria geral de grupos profinitos.

3.1. LEMA. Seja L|K uma extensdo Galoisdana arbitraria e V um sub
grupo abelfiano do grupo de Galodis G = G(L|K). Enftac, o fecho topo

Logico de V em G &, tambem, um ghupo abelianc.
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DEMONSTRACAC. Seja a € L, um elemento gqualguer, e M uma extensao

de K(a) em L tal que M|K & Galoisiana e finita. Sejamn o ¢ o,
elementos arbitrariocs de G(L{F} onde F = fix(V) & o corpo fixo de
V e consideremos as vizinhancas basicas VM(qi) = {1 & G(L|KJ[T[ME

=g, ¥ (1=1,2) de o, na topologia de Krull de G. Do fato  de
1M
V ser denso em G(fIM), existem elementos ¢y e VN(Jj} Vo{i=1, 25,
tais que ¢ =g PR =0 . bai, (v,o0,)(a)={o,u,) (a)
2
1y 1y 2|y 21y 172 1

e G(L|F) & abeliano.
3.2. LEMA. Seja V wn subgrupe abeliano do ghupe de Galods G(&]k)
¢ F =9 seu conpo fixe. Entdo, V & §indto com 2 elementos ou F

ndo ¢ formalmente real.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que F seja formalmente real. Neste caso,
escolhemos k como sendo um R-fecho real de F. Sende G{O|F) o fe-
cho do grupo abeliane V, por (3.1), o mesmo & abeliano e, por-
tanto, k!F & uma extensdao normal. Por k ser Euclideano Aut(k|F)=
= 1, entfo, F = k e assim, por (1.4), © = k(i) = F(i). Portan-

ta, V tem dois e¢lementos.

3.3. LEMA. Sefa U = G(Q ' k(i)) abeliano ¢ o uma invofucdo em

G(R|k). Entao, ouoc =u ~, gualquer que seja u € U,

DEMONSTRACAC. Coloquemos W = {oucu |{u € U}. O Lema estara demons

trado se mostrarmos gue #W = 1



Primeiramente, mostraremos que W € um subgrupo de U. Temos
que o(i) = -1 e que u{i) =i , ¥Yu € U, entao, W C U. ‘Sejam
agora u e v elementos quaisquer de U. Os elementos ougu e gvg
também estao em U, entao, do fato de U ser abeliano, (cuocu) {gvav)
= {gugluf{ovolv = (oug) (gcvgluv = ouvouv estad em W. Como
(GUOHj(OU_lGU_lJ =1, VYu € U, segue-se que W & um subgrupo de

U.

Seja F' = "o corpo fixo de W e cologquemos F = F' N 2%, En

tiao, G(Q|F) = (o) . W & o grupo gerado por ¢ e W, onde W & o fe-
cho topoldgico de W em G(2]k) , (W = G(R]F")). Desde que W & abe-
liano e of{ouou) = o{ouo}u = cgulous) = (cucujo, ¥Yu € U , conclul
mes que (g) . W & abeliano. bDal, por (3.1), G(R[F) &€ também abe-

lianoc. Agora, F & formalmente real, isto porgue, I[Q : 0% = 2 e

a

{n

i & 0° (0{i) = -1} & equivalente a afirmacao de gue um

i
=

Q-fecho (1.4). Entdo, por (3.2), #{(o) . W =2 ou seja #W

0 seguinte resultado aponta a diferenca existente, entre um

corpo pitagdrico e um corpo hereditariamente pitagdrico.

3.4. LEMA. Seja k, 0 fecho quadratice do corpo formalmente real k.

Entdo, as seguintes afirmacoes &ao equivalentes,

1) k é_h.p nefativamente a k2;

2} Teda extenstdo nde formalmente recl de k em k, contem
i=v-1.

3) 0 grupo de Galois, Gik,lk(1)) ¢ abeliano.

y
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DEMONSTRACAO. 1) = 2). Seja L uma extensdoc nao formalmente real

de k enm Kz. Podemos assumir que L|k & uma extensaoc finita e, des

. r . \ C L
sa forma, [L:k] = 2 para algum inteiro nositivo r. Portanto,
existe uma sequéncia de corpos K = L,C Ly € ... L =1L com
[Lj ;Lj_l] =2 para J =1,2,...,xr. Pela suposicgao sobre L, exis

te um inteiro n, tal gue Ln & formalmente real, portanto, Pitagd-

rico, mas Ln+l nao & formalmente real. Como Ln+liLn & uma ex-
tensac quadratica, por (2.4), Ln+l = Ln(i) e, assim, 1 € Ln+l<IL.
2) - 3). Seja U = G(k2|k(i)) e ¢ ula involugaoc de G{R]k). Como
gf{i) = -i, segue que kg k(i) = k e, portanto, G(k2|k):: {ay.U
e o fecho do grupo gerado pelos subgrupos (o) e U.

Dade, u € U, colocamos F = kgu Desde que u{i) = i, temos
que (gu){i) = ~i. Assim, F & formalmente real e dai, por (3.2} ,;
com v = (gu) , concluimos que #{ou) = 2, isto &, Jug = u"l
Essa Ultima relacac & valida Yu € U. Logo, se u,v $ao ele~
mentos de U, segue que uﬁlv_l = {oug) (ovo)] = ocuvg = (uv}_lmv"lu_l
ou sedja, uv =vwva ¢ , U & um grupo abeliano.

3} — 1) Seja G = G(k2jk) e U = Glk,lk(i)). Se g & uma invelucan
de G, entdo, k; N k(i) = k (pois ¢{i) = ~i), donde G = (o) . U.
Como U & abeliano, pelo Lema (3.3}, (Gu)2 =1, ¥u &€ U e assim

-

G & gerado pelas incolucfes ou com u € U. Dal, por (1.8) k € pi

tagoreano. Se L for um corpo formalmente real, intermediario de
k2§k, entao G(k2|L(i)) & também um grupo abeliano pcr ser subgru-
po de G(kzjk(i)). Dessa forma, © mesio argumento ja usado mostra

que L & pitagtrico Portante, 3) — 1) e o lema esta demonstrado.



Para o Lema (3.96) necessitamos do seguinte resultadco, sobre

teoria dos grupos.

3.5. PROPOSICAC. Seja G um grupe findito de ordem 2t o quat fodo
elemento digernente da Ldentidade fem ondem dois. Entac, se g € G
e g # 1, o numere de subghrupos de Andice dois de G ndo contendo

g ¢ exatamente 2tﬁl,

DEMONSTRAGCACO. Consideremos G como um espaco vetorial sobre o cor-

po Zze G como sendo o dual de G. Os subespagos de dimensac t -1
estdo em correspondéncia bijetora com os nicleos ~ dos elementos
nao triviais 6 € &. Entao, o nimero de subgrupos de G possuindo
ordem .'Zt_l & 2%-1. Agora, se g € G e diferente da identidade
existe uma correspondéncia bijetora entre o conjunto dos subgrupos
de Indice dois de G contendo g, e o conjunto dos subgrupos de In-
dice 2 do grupo quociente G/(g). A cardinalidade do ultimo conjun

to & 2t Logo, o nimero de subgrupos de indice dois de G nao

contendo g & 2t -1 ~(2t“l - 1) = 2t_l .

3.6. LEMA. Seja L|K wuma exfensac {inita arbifrania com L sendo e
tritamente pitagorico. Entldo, exdste t€ IN satisgazendo as segudn
fes condigoes:

1) (L : K'L°%) = 2°

2) Se P ¢ um cone positive de k que admite extensao a L, en

- - . ~ - t
itao, o numerno de Ladls extensoes e exatamente 2.
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DEMONSTRACRO. Seja P um cone positivo de k gque admite extensao a
L. Entao PL2 & um pré-cone positive de L pois, se «,3 € L' e

. . 2 . L2
a& P, entac a € LV L e dai, do fato de L= ser um fam, seqgue

5 ) -
gue o + aBZ € L 2 U al 2 - P.Lz.

o . L2 - :
0Os cones positivos de L contendo PL sao, precisamente, as
extensoes de P a L e sdo em ndmero finito, pois L]k & uma exten
~ D . 2 o
sac finita. Dai e, do fato de I~ ser um fam, os cones positivos
- S S , ) .
de L gue contem P'L sac, precisamente os subgrupos maximais de
. - a2 2 . - .
L° que contem P'L°". Como PL e um pre-cone de L, concluimos que

ep a2

P°L & a intersecao de todos subgrupos maximais de L', contendo

ey 2 - . PP
P'L°". Agora, o numero de tais subgrupes e finito e cada um con-

tém L°° . Entdao, o grupo L'/P'I;'2 € finito e possui todo ele-

mento com oxrdem 1 ou 2. Dal, (L™ : P'L‘z) = 2t+l para algum t ¢ N
. .20 Lt -

e, portanto, (L° : K'L°7) = 2~ © que prova a condicao 1.

Para concluirmos a COndigéo 2, usando {3.5}, basta observar-

. o . e 02
mos gue O numero de subgrupos maximais de L7 contendo P'L exa

- C e s 2 ~ - .2
tamente © numerc de subgrupog de L /P L que nao contem -P LT,

3.7. COROLARIO. Seja L|k uma extensdo de ghau impar, onde L & es-

Thitamerte pitagoiico. Entdo, um cone de k, que admite extensao

» 2
a L tem exatamente uma extensao, a saben, P.L

DEMONSTRACAQ. Do fato de L]k scr extensac de grau impar, P admite

um nimero impar de extensao a L. Por (3.6}, existe t € W tal gue
2

- - -t -
o nuimerc de extensces de P a L & 2 . Entao, £t = 0 e, sendo PL

- 2 .
um pré-cone de L, temos gue PL” & o cone de L estendendo P.
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Antes de enunciar o proximo resultado, observemos gue: se
L{k for uma extensao Galoisiana finita e P for um cone de L tal

+ {cones de L

que P = P N K, entao, a aplicacao ¢ :G(L k)

estendendo P} onde {g) =o(P) & uma bijecao.

para a confirmacaoc deste fato, note que; se g(P) = 5, entao,
g = identidade e que a cardinalidade do contra dominio de ¥ & me-

nor ou igual que o grau da extensao Lik.

3.8. COROLARIO. Sejfa Llk uma extentao Galodlsiana finita com L Sen-

do esthitamente pifagorico. Entdo, exisie t€ W fal gque [L :k]zzt.

DEMONSTRACAO. Pelo lema 4, se P & um cone de L, entdo, o namero

de extensCes de kNP =P a I & 2t para algum t € I, Em

virtude da observacao feita acima segue-se o resultado.

por um 2-Syfow coiapo de uma extensio Galoisiana L|K , possi-
velmente finita, entenderemos © corpo fixo de um 2-Sylow subgrupo

de G(L|K) , ([211, pag. 47).

Seja L]k uma extensdo de corpos tal gue k & toda, extensao
algébrica formalmente real de k contida em L sao corpos Euclidea-
nos. Entdo, k & dito ser hereditariamente Euclddeanc (h.e) com re
lagao a L, ou simplesmente hereditariamente euclideano, se L for
o fecho algébricc de k. Tais corpos sdo um tipo bem especial de
corpos hereditariamente pitagOricos e serao estudados no paragra-

fo 4.
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3.9. LEMA. Se k ¢ EBucldideans e h.p aefativamente a 9, entdo, Kk &
heneditaniamente Luclideano nefativamente « 9 ¢ G{Rik{i)) ¢ abe-

Liano de ordem Lmpai.

DEMONSTRAGCAO. Seja L um 2-Sylow corpo de |k, entao, L & uma ex-
tensdao de grau lmpar de k {(impar no sentido de nimero supernatu —
ral), e logo & formalmente real. Claramente, L & h.p relativamen
te a & e, em particular, do fato de LZCIQ, por (2.8} , L & estri
tamente pitagdrico. Agora, k & um corpo Euclideano, entao, por
(3.7), L tem uma (nica ordem. Assim, L & Euclideano e, sendo

0]L  uma 2-extensd3o temos, entdo, que { = L{i). Consequentemcnte,

o urau [R:k(1})] & Impar (ver diagrama abaixo}.

2 = L(i)

/ 2

ki) L

N
2 \\\ impar

4
e [:k] = 2n, onde n & um supernatural Impar.

Assim, 3 mostramos que U = G(NRlk(i)) tem grau impar. vamos
agora, mostrar que U & abeliano. Seja ¢ uma involucao gualguer em
G(Q|k} e u & U. Colocando, ' = Q<GU>, por (3.2), temos que (cu);Z
=1 ou F naco € formalmente real. No segundo caso o grau [T : k]
& par e, dai, 1 € I , pois caso contrario obtemos que

4 | [F(i) : k] contradizendo [2:k] = 2n , onde n & impar. Ago-

ra, i € F & tambem uma contradigao, pois (ou) (i) = -1. Entao,



77

2 . - 1 " - \
(ou)” =1, ou seja, oJucd = u ocorre ¥Yu € U, Dai, U & abelia-
= -1 ~1
no, pois, u,v € U == guve = {(uv) Lo v Tu = (ovo) (oug) = dgvug
= (Vu)_l , donde uv = wvu.
Resta agora, mostrar que, k € h.e relativamente a 0. Seia

E um corpo intermedidrio formalmente real de Qlk e consideremos
um f2-fecho real k de E. Entac, come 2 = k(i) e [2 :k] = 2n con

n impar, concluimos gue E & uma extensao de grau impar de k. Por

(1;2), E2 c e, lcgo E &€ h.p relativamente a E2 e dai, por

(2,8, E & estritamente pitagdrica. Assim, por (3.7}, E tem uma
tnica ordem e E & euclideano. Portantc, k & de fato. h.e

relativamente a .

3.10. LEMA. Se k ¢ h.p relativamente a | e o grupo de Galodls

(2,
G@lk,) & abefiano, entdo, G(f|k{i)) ¢ abeliano.

DEMONSTRACAO. Observemos primeiramente que [ :kZJ & Impar, pois

se 20:k entao existe um corpo intermedidrio L de Q§k2 tal

2]!’
que 2 |[L :kz} < w, Como GI(fl :kz) € abeliano, L]k2 & extensao

normal. G(L :k,) & também abeliano, entdo, por recorréncia fini-

2
ta, conseguimos uma extensidc gquadratica de k, o que naoc & possl -
vel.

Seja L um 2-Sylow corpo de Q|k. Desde que I[L :k] & impar, L
é formalmente real, e como Q|L & uma 2-extensao, L, = Q. Obser-
vemos, também, que L(i)}) & um 2-Sylow corpo de §1|k{i). Do fato de
Lk, Ser um corpo intermedidrio de @ = L2|L , Q]Lk2 & uma 2-ex-

tensao, sendo [Q :kz] impar, concluimes, entao, que [Q :kz] e
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[ :Lkz] sao relativamente primos. Portanta, 0

tamos presente a seguinte situacao.

It
g
~
T
jah
jat]
‘_J
o
mn

|

L{i)
L»ff’”#’ffﬂ#

Sendo uma extensao de grau impar de K, L deve ser formalmen-
te real. Além disso, observando gue, [L{i) :k{i)] & Impar, e que

toda extensao Galoisiana finita de k, contida em k tem por grau

2 r
uma poténcia de 2, concluimos gue L{i) N k2 = k(i). Assim,

G(R|L({i)) = G (k. i k(i)) @ um grupo abeliano e G(Q{k(i)) =

= G(n | L(1)).G({H

kz) € o grupo gerado pelos grupos abelianos W
= G(Q{k?) e V = G(R|L(i)). Portantc, para mostrarmos gue
G(Q|k(1)) & abeliano, & suficiente mostrarmos gque, Vvw = wv, ¥Yv €

€EV e Ywe W,

Seja ¢ uma involugac arbitraria de G(f|L) e cologuemos E =

5 T

= k na’ : g'=yl & também uma involucgao em G(k,|k) e k., =E.
2. 'k2 ¥ 2 2

Entdo, [k2 t B = 2 e dai, k, = E{i). Por hipdtese, W=CG(Q|E(i))

& abeliano e como ¢ & também uma involucao de G(Q|E), pelo Lema

(3.3), concluimos que wow = w_l gualguer gue seja w € W. Se-
jam agora, vE V, we&€W e ¢ € G(Q!L} uma involugzo qgualquer.Pe
lo Lema (3.4), toda extensdoc nao formalmente real de L em § = L2

contém i. Cormo o subgrupo (ov) de G(R|L) e abeliano e
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(ogv) (i) = -i, por (3.2), segue gque #{ov) = 2, ou seja, ov & uma

0
g

involucao em G(R[L). Dal, conforme j& mostramos, (ov)w(ov)
ou (ov)w(av)ml = w_l. Por outro lado, vale também,(Jw“lO'z w, is-
to &, o({ov)w(ov)_l)o = vwv_l = w. Logo, vw = wv €, . portanto,

G(R|k(i})) & abeliano.

Estamos agora, em condigoes de demonstrar o teorema princi -
pal deste parlgrafo, teorema este, que & devido a Becker e gue ca
racteriza de diversas formas os corpos intermedidrios de k qgue

sao h.p relativamente a Q.

3.11. TECREMA. (Becker). Se K ¢ um corpo Lintermediarioc foamalmen-
te real, da extensdo Galoisdiara 2-fechada |k, entdc as segudinites
afinmagoes sav equivalentes

1) X & um corpe h.p relativamente a §.

2) G(Q|R(1)) e abeldlianc.

3) Toda extensdc nido formalmente reaf de ¥ em Q contem i=v/-1.
4y Toda extensdc f{ormalmente real de K em &, ¢ a inferseqdo

de seus Q-gfechos nreadls.

DEMONSTRAGAC. 1) => 2). Em consequéncia do lema (3.10) basta mos
trar que os grupos de Galois, G(Q|K,) e G(K,|K(i) sao abelianos
Fagamos isto, Como K & h.p relativamente a Q, K & também h.p rela

tivamente a K2 <. Dai,pekjLami(3.4),G(K2[K(in & abeliano. Consi

deremos agora, um K2~fecho real E de K. E, & Euclideano ¢ h.p xe-

Lativamente a . Entdoc, pelo Lema (3.4), G(Q|{E({i)) = G(Q]Kz) e
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abeliano, e, assim, concluimos & implicagao.

2) — 3). Seja U =.G{0]K(i)) e ¢ uma involugdo em G(Q]|K)
Entdo, G(R|K) ={(c) . U & o grupo gerado por ¢ e U, isto porgue
o & U, e como U & abeliano, pelo Lema (3.2), (0u)2 =1, Yu€Ee U
Se L & uma extensao ndo formalmente real de K em L, G(R|L) & 1li-
vre de 2~torgaoc. Por outro lado, (o} . U= {ou|lue€ U} VU e,
come G(R|L) @ subgrupo de (o) . U , concluimos que G(Q|L) € U ,

e dai, K{i) ¢ L , mostrando assim, gque i € L.

3) — 2). De acordo com ¢ Lema (3.10), & suficiente mostrar
QuUE OS grupos G(QIKz) e G(K2|K{i)) sdo abelianos. Pelo Lema(3.4),

G(KZIK(i)) j& & abeliano, isto porque K, € Q. Para mostrarmos gue

2
G(RIKz) & abelianc, vamos usar o Lema (3.9). Seja E um Kz-"fecho
real de K., Por (1.4} E & euclideano e K, = E(l). Se L @ um corpo
formalmenEe real tal que E C L C { e I & uma extensac guadra
tica nao formalmente real de L, entac, i € F e, assim, F = Li{i}.

Dai, por (2.4}, L & pitagdrico, e idesse modo, E & h.p relativa-

mente a . Entdo, pelo Lema (3.9), G(RIE(1)) = G(Q‘Kz) & abeliano.

2) => 4). Seja L uma extensaoc forralmente real de K em @ .
Por ser subgrupo de G(Q|K(1)), G(R|L(1)) & também abeliano. En-

{agy .U

1

tao, se g € uma involucao em G{Q[L), temos que G{Q|L)

onde U = G(Q;L(i)) e, pelo Lema (2.3 ), {Gu}2 =1, ¥Yue U, En-

-

tao, G(R|L) & gerado pelas involugoes cu com u € U e dal L =

= n "% & uma intersecdo de Q-fechos reais de L. Por outro la-
usll

-

do, se k & um fi-fecho real de L, seja ¢ o gerador de G(R|k) 7§ e
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uma involugdo de G(R|L) e G(R|L) = (Y} . U, Entdo, ¥ = ou para
algum u € U e, dai, todos os (-fechos reais de L s3oc da forma
gu

9 . Portanto, L & de fato a intersegao de todos seus & - fechos

reais.

4) =+ 1}. Seja L um corpo intermediario formalmente real de
Q|K. Por hipdtese L & a intersecd@o de seus {~fechos reais gue sdao
Euclideanos. Entao, L & pitagdrico. Portanto, K & h.p relativamen

te a . Assim, a demonstracgac estd concluida.

4, CARACTERIZACAO DE CORPOS HEREDITARIAMENTE EUCLIDEANQS.

Vamos, heste paragrafo, enunciar e demonstrar 0 resultado

principal sobre corpos h.e gue necessitammos no Capitulo IV. Da
dos os resultados sobre corpes h.p, anteriormente desenvolvidos ,

este teorema nac passa de uma simples formalidade.

4.1. TEOREMA. {(Geyer e Prestel-Ziegler). Se XK ¢ um cohpo Linterme-
diarnio formalmente neal, da extensdo Galoisiana 2-fechada 0|k, en
tdo as seguintes afinmacies sdo equivalentes:

1) K 2 h.e #relativamenie a 0.

2) G(R]K,) & abeldlano e Ky = K(1).
3)[2 K = 2.n onde ne um numero supernatural Impar.
4) Se E ¢ um corpo inteamediario formafmente heal K, eon-

tdo [F: Kl ¢ impax.
5) Se E ¢ um corpo intermediandio de Q) K(1), entdo, E(i) & qua-

draticamente {echado.
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6) Se F e um coapo inteamediardico formalmente real de oK,
entao F fem unica chdem,

7) Se £(X) € KI[X] e inredutivel e R 2 um fi-feche real de K,
entao £ Zem no maximo uma Gnica raiz em R,

DEMONSTRACAO. 1) = 2). Segue de {(3.l1l) ao se notar gue K, =K(i).

2

2) = 3). K & Euclideano e, por (3.11), & também h.p relati

vamente a 0. Entao, por (3.9), [Q:K @& impar.

3) = 4), = ). Claro <=). Basta pegar um fi-fecho  real
R de K e observar que { = K(i) ((l1.4))e que [R:K] & inpar.

3} = 5). =% ). Seja E um corpo intermediirio de Q|K(i).

Se E(i) nac for quadraticamente fechado, entao 4 divide [Q : K| -

uma contradicao.

<=} . Seja R um Q-fecho real de K. Vamos moestrar gue [R: K]
& Impar. Se isto ndo ocorre, entdoc existe um corpo intermediidrio
F de R|K tal que [F:K] & finito e par. Seja E a menor extensao

Galolsiana de K{i) contendo F(i} e contida em i e ccnsideremos ¢

como sendo um elemento de ordem 2 de G{E|K(i)). Entao, I[E g% =2
o _ 0,. . L.
e, como E =Lk {1), isto contraria 5).
3) = 6). Seja F um corpo intermediario - formzlmente real

de Q]K. Se F tiver mais de uma ordem, entao existe a & F tal que
Jya € F e F(/a ) & formalmente real. Dal, 4 divide [R : Kl - uma

contradicao.

6) => 7). Seja (X} € K[x] 1irredutivel e suponhamos que £

possua duas raizes ¢ e § em um 92-fecho real R de K. Entao, existe
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um K-isomorfismo ¢ : K(a) — X(8) tal que og{a) = B. Como Kla)
e K{u)} possuem unicas ordens, ¢ & um K-isomorfismo de ordem. As
sim, o estende-se a um K-isomorfismo de ordem ¢ dos fechos reais de
K(u) e K(B}, respectivamente. Agora, K{a} e K(f) possuem um mesmo fecho
real ﬁfb R em um fecho algébrico de R. Logo, ¢ & o (nico K-automorfis
mo de ordem de ﬁ, ou seja, o = identidade. Assim, ¢{w) = o(a) = o

= B.

7) = 1). Seja F um corpc intermediario formalmente real de
Q|K. Se F ndaoc for um corpo euclideano, entao existe o € F posi-
tivo em alguma ordem < de F tal que o € 72 Entaoc, F{va) & um
corpo formalmente real e x*-o & um polinfmio irredutivel so-
bre K. Seja.R um {I-fecho real de (F,<). Entaoc va e =/o € R - uma

contradicao.

5. EXEMPLOS

Neste paragrafo vamos dar alguns exemplos de corpos heredita
riamente pitagoreanos e de corpos h.e. Iniciamos a discussao com

alguns exemplos classicos.

5.1. EXEMPLO. Sejam R um corpo real gechado ¢ R{{X}) ¢ corpo das
senies formais a uma indeteaminada. Entdo, R((X)) & um coapo hene

ditariamente pitagorico helativamente a sew fecho algebrico 0.

DEMONSTRACAO. R & de caracteristica 0 e, se k = R{(X}), entao

k{v-1) = C(({X)), onde C & um fecho algébrico de R. E um fato bem
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conhecido que Gal (R |C{(X))) & prbé-ciclico isomorfo a Z = lim j%
- 1
{(Ver Serre, Local Fields, Swvringer-Varlag, New York etc., 1979,

p. 69). Assim, decorre pelc Teorema (3.1) que R((X)) & h.p relati
vo a {i. Note-se, gque R{{X)) ndo & h.e, j4 que ele possul duas

crdens {I.3.8}.

5.2, EXEMPLO. Se k ¢ um conpo h.p, relafivo a R, entdc exisie wma
extensac K|k em © faf que K ¢ h.e nelativo a f. (K pode sern  real

fechado] .

DEMONSTRAGCAO. Seja G = Gal{Q|k(/-1 }. Entao, G & abeliano e dai

existe uma decomposicao de G na forma G = H, * H onde H, g o

2-8ylow subgrupo de G e H € de ordem Impar (Ver Gever {11}, Satz
1.13, p. 351). Ora, seja F o corpo fixe por H. Se CGal(Q]k}) & gera
do por G e uma involu¢ao o, entao, pelo Lema (3.3), otg = ¢ . pa-

ra todo <t € G. Assim, UTU.Z T 1 para todo T &€ H e, se indi-

camos Fix ¢ por R, entao, X F N R & gerado por H e o com oto =

=T para todo T € H. Portanto, H & um subgrupc normal do gru-
po Gal(Q[K). Logo, Gal(R|K) = H U oH, donde [F:K] = 2. Como
/-1 € F e [K(/“L ) :Kl = 2 decorre que F = K(/-1 }. Portanto,

Gal{Q|R{(/-1 )} = H & um grupo abeliano de ordem impar e dai B &
h.e,
L L
. 2n 2n -
5.3. EXEMPLO. Seja k = R{(X)) ¢ K = U k(X7) = U k(X )). tn
n> G n>0

tdo k ¢ um corpo h.e relativamente ao seu fecho algebrice Q.
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DEMONSTRACAO. Se ¢ = k(/-1 ), entao k{(/-1) = C{(X})). Observe
que no Exemplo (5.2), 0 corpo F & o fecho quadratico de k{(/-1 } em §.

Ora, sabe-se gue para todo numero natural n, existe uma Unica ex

1 1
tensdo de C{(X)) de grau n dada por ci(x™) = crxy xy, onde
1 1
C[(Xn}) denota o corpo de séries formals em %™ com coeficien-
tes sobre C. Portanto, o fecho guadrdtico de k(/-1) = F =
L 1
= U c((x*™) e aal, kK = U x((x°%)) & h.e.
n>0 n> 0

Vamos agora procurar dar alguns exemplos de corpos (infini -
tos) de niumeros algébricos. Para tal, precisamos dos seguintes re

sultados.

5.4. TEOREMA. (Becker-Brocker). Sefa k um corpo h.p rnefative a Q
e suponhames gque k Lenha um numero findito de ordens. Entac, o nu-

meno de crdens de k ¢ Lgual a 2% onde |ji§| = 2t

DEMONSTRACEO. Referimo-nos ao Teorema 18, p. 122 e a observagac que

segue na p. 124 de Becker [3].

5.5. TEOREMA. (Geyer). Sefa k um coape formalmente neal. Entac,

as segudntes condigies sao equivalentes.

1) k ¢ 4intersecdo de dois fechos reais de k no sew fecho al-
gebrico.

2) k 2 h.op e Gal{(f|kx(/Y=1))} & ciclico.
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3) Gal(9|k) ¢ um grupo diddrico; isto ¢, Galld

k) & genado
(topologicamente] pon dols elementos o e 1 onde o & uma Lavolugde,

, S -1
v e de ordem infinifa ¢ ogro =T .

DEMONSTRACAC. 1) = 3). Seja k = R, N R_ e sejam o, e 0, as in-

1 2 1
volugoes que definem R, e R,. Seja T = G0, Entdo, T fixa V-1.
= o = ] : - 2 g 118
k Rl R2 2 o corpo fixo por g, € 0, ouseja, por T e Ul.Mal
. , B - S | . _
ainda, 0,104 01{0102)01 = 0,04 (0102} =T "~ . Portanto, <

grupo Gal(Q|k) & diédrico.

3) => 2). Observe que se H & o fecho do grupo gerado por T,

entao, Gal(a

k} = H U gH, e todo elementc de H & uma involu-
¢ao. Logo, Gal(Q]k(/~1)) ¢ H, onde @ & um fecho algébrico de k.

Mas, Gal{R|k{(v¥~1)) @ de indice 2 em Gal(Q|k). Logo, Gal(Rikt-1)

-

= H & ciclico. Dai, resulta 2.

2) =» 1). Se Gal(R|k(v-1)) & gerado por 71, € 0 & uma invo-

-

lugcao de Gal(R|k), entdoc o e ot sdao duas involugdes e dai, k =

= Fix(o,r) = Fix(o,ot) = Fix(og) N Fix{or} = Rl n R, , onde R1 e

R, sao dois fechos reais de k.
Daremos agora um exemplo bem concreto de um COorpo de nume-

ros reais que & h.e

5.6. EXEMPLO. Sejam R 0 fecno algebhico do coape Q dos npumencs Ad

.- 3
cionais e k um subghupo de R maximal em nelagaoc a exelusio de V2

(denfro de R). Enfdo, k ¢ h.e.

- . - : k”
DEMONSTRACAO. Por causa de maximalidade k & Buclideano e |- = 2

b k :

I . . . . -
Seja u« =V7 , w uma raiz terceira primitiva da unidade € B = wo.
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Entao, k{a) e k(B) sao corpcs ordenados. Seja R, um fecho algébri

1
co de k(B). Entao, R N Ry contém k, ndo pode conter u e & um cor
po formalmente real, pois w € Rl' Logo, k = Rl NR, ek é h.p,
(Teorema (3.11))ou (5.5). Ora, j:—_—2-| = 2 implica gue k({/-1) &
k

quadraticamente fechado. Come Q|k{(vY~1) & abeliano, isto implica

que 0 :k(vy-1} & Impar. Logo, k & h.e.

Os resultados de Geyer e Becker-Brocker sao citados na  se-

guinte proposicaoc.

5.7. PROPOSIGAO. Se k @ um corpo de numenos alfgebricos h.p relati
vamenie ao fecho algebrico de Q, eptdo k ¢ internsecao de dois fe-
chos neals de k. k fem wno maximo duas ondens e, k ¢ h.e. se, @

somente se k possud uma unica oxadem.

DEMONSTRAGAO. Um resultado de Geyer que usa a teoria local de cor
pos de classes (Satz 2.3, p. 357 de [11]}, afirma que gualquer sub
grupo abeliano de Gal(2|Q) & ciclico (prd). Assim, em nosso caso

Gal{n|k(/-1I)}) & ciclico. Pelo Teorema 5.5, k & intersecio de

dois fechos reais de k. Para concluir, observamos gue k{/-1) pos-
sul no maximo uma unica extensao quadratica, pois o fecho quadra-

tico de k(¥~1) & uma extensao (prd)-ciclica de k({(/-1). Assim, se
F = k{(y~1), entao {F} 2) < 2 e dai, ji§| < 4. Pelc Teorema 5.4,
F’ - J* N

o numeroc de ordens de k 2 no maximo 2. A ultima afirmativa & cla-

rda.



CAPITULO IV
CORPOS COM A PROPRIEDADE DE MUDANCA DE SINAL

Neste capitulo vamos dar uma bela aplicagdo da teoria de
valorizacoes compativeis com ordens desenvolvidos no Capitulo I
Um dos resultados bisicos da teoria de corpos formalmente reais |,
afirma que, um polinémioc irredutivel, sobre um corpo ordenado
(K,K+), gque muda de sinal em K, possui raizes no fecho real de
(K,K+). Por outro lado, conforme o exemplo (1.2) a reciproca des-
te resultado nao & verdadeira: mais precisamente, se o & um ele-
mento e um fecho real de K, entd3o nao & necessdrio que ¢ polind

mio minimo de o sobre XK mude de sinal sobre K.

leste capitulo, estudaremos tal reciproca, e para isto intro
duziremos a definicdo de corpes com a propriedade de mudanga de
sinal. O ponto culminante do capitulo € o Teorema (2.4}, devido a
Viswanathan, que caracteriza tais corpos como cendo hereditariamente

Euclideanos ou densos em seus respectivos fechos reais.

Fixados um corpo ordenado nao arquimediano (K,K ) e uma valo
rizagac w de K compatlivel com K+,.vamos estudar no primeiro para-
grafo, condigoes necessarias do grupc de valores de w e, no segun
do condicOes necessarias sobre o corpc residual de w, para que K

tenha a propriedade de mudanga de sinal.
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1. GRUPO DE VALORES E POLINOMIOS DEFINIDOS.

A proposigao abaixo, & um dos resultados fundamentais da teo

ria de corpos formalmente reais.

1.1. PROPOSICAQO. Sejam (K,K+) um coapo ordenado, ¢ £(X) € KIX] um

polinomio innedutived. Se existem elementos a,b € K tais que

f(a).f(b) & K, entao f possui ralzes no fecho real K de (K, K, ).
Por outro lado, como mostra o exemplo abaixo, a reciproca des-

te resultado nac & verdadeira.

1.2. EXEMPLO. (Bourbaki [ 6], pag.6l, ex. 26)}. No corpo K = Q(X),

. . _— . 2
consideremos a ordem lexicografica. Seja f£(y) = (Yzmx).(Y -4¥X)-1

= Y4 - SXYQ + 4x2 -1 € Q(X) [Y]. Entao:

a) £ & irredutivel sobre K
bY £ admite raiz no fecho real K de K

c) £la) > 0, Yo € K.

De fato: a) As raizes de £{Y} em um fecho algébrico X de K sao

2
+
i(SX - /9§ + 4 )1/2 . 9X2 + 4 nao & quadrado em K e, desde que,

2, b® € K' concluimos que f{¥) nac tem raizes em K. Logo, £(Y)

& um polindmio irredutivel sobre X.

b) X & positivo em K. Entdo VX € X, isto &, X & quadrado em

K. Como f(/X)= -1 & negativo e £(0) = ix*-1 & sositivo, £

muda de sinal em K. Assim, por {(1.1), f tem raizes em K.
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c) Sejam h{X), g{X} € Q[X] , elementos guaisquer com g(X) #

#0, grauh = n >0 , grau g = m > 0 e colocamos B =f£(h{X)/g{X})

4 2 4 2
(hix)) -5X{h{X)g(X)) 4+ (g(x) (4X - l). 0 inico elemento que
g (X))}
pode tornar B negativo em XK & —5X(h(X)g(X))2 gue - tem grau

2{n+m}+1. Temos dois casos:

1¢) Se n < m, entao, 2(n+m) + 1 < 4m+ 1 < 4m + 2 = o grau

4

do polindomioc {g(X)) (4X2—1) que tem coefilclente lider positivo.

29) Se 0 < m < n, entao, 2{n+m) + 1 = 2n + 2m + 1 < 4n = 0

grau de (h(X))4 que tem coeficiente lider positivo.

Dai, concluimos que B > 0, ou seja, f{o) » 0 para todo a€ K.

1.3. A parntin de agora, salve mengao contraria, assumiremes que
(K,K+) 2 um corpo ondenado nde arguimedianc e fixaremes um fecho
real K de K. Neste caso, por (II.1.13a) exdste uma valonizagdo ndo
trivial o de K compativel com K, . Denotaremos o grupo de valoxes
de tal valonizacde w poi H ¢ o conpo resddual pon K - (K, de-
nofana a ohdem em K induzdda por K, . (X)), = {b+ M ;

+

beyu NEKTIJ}uiim}:.
£ + w

1.4. DEFINICAO. Diz—se gue um polindmio £(X) € KiX] & definidu so
bre K, se £f(a) € K+ para todo a € K. Quando f(¥) muda de s.inal
sobre K, lsto e, existem a,b € K tais que f{a).f(b) & K, diz-

se que f£(X) & 4ndedinido sobre K.

vamos agora, estudar a reciproca da Proposigao (1.1). Para

isto, daremos a seguinte definicao:
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1.5. DEFIRICAO. Diz-se gue o corpo ordenado (K,K ) tem a proprdle-
dade de mudanga de sinal se, para todo elemento o do fecho real
K de K, o polindmio minimal de o sobre K & (ndefindido sobre XK.

A proposicao abaixo estabelece uma condicao suficiente, so-
bre o grupo de valores H, para a cxisténcia de polindmios definidos e irre

dutiveis cobre K tende raizes no fecho real K de K.

1.6. PROPOSIGAO. Se [H/2H| > 2, entdo exiafe um polinimio defind-

do ¢ dnnedutivel sobre X, tendo naizes em K.

DEMONSTRACAO. Seja h € H tal que h < 0 e h nao 2-divisivel.

Escolhamos s € K+, tal que w(s) = h e geja o ¢ wnico elemento
positivo de K tal que 8 = uq. Colocando f( = uz, temnos que s :82

Vamos verificar que |[K(g) : K] = 4. Para isto, sela f{X)=X4—s
€ K[X] . As raizes de f em K(i) sdoc tua e toi e todas estac fora
de K, pois, se « € K, entiac h = wn{s) = w(a4} = Zm(az} donde, h
& 2-divisivel - uma contradicgao. Como 1o & K também, -ia € K o

. . = . 2 :
ig € K. Asgim £ nao tem raiz em K. Como o & K pois, caso con-

trario, m(az) € H e h = Zw{az), concluimos, entao, que £ e
irredutivel sobre K. Portanto, de fato, [Kfu) t K] = 4.

Seja 61 = B + a. Desde gue os K-conjugados de o em K{i) sao
a, -2, ix e -~ io , concluimos gque os K-conjugados de 61 em K(i)
=t-16) 61, 62 =3 - o, B + ig e =-R-ic. Estes sao todos distintos,
portanto 61 & também um elemento primitive de K{a) sobre K, isto
e, K(n) = K(@l). O polindmio minimal hi{X) de Gl sobre K, tem so-

mente duas ralzes em K, a saber 61 e 62. Seja w a unica extensao



de w a K compativel com R+. Desde que h = w{&4) =" 4 wla) < 0,
temos que wla) < 0, assim §(B) = 2w(a) < &{a). Logo, wi(p ) =
w{R) = 20(a) = % ¢ H., Como B € ﬁ+ e w(R) < wi*ta), pela compati-
bilidade de w com ﬁ+, concluimos que, 61, 62 € ﬁ+

-

Mostraremos agora, que h(X) € o polindmio requerido. Confor

me ja mostramos h(X) & irredutivel sobre K e tem raiz em K. Resta

mostrar que h & definido sobre K. Se b € K& tal que 0 < §,<b
< 61, entao, pela compatibilidade de W, % = ﬁ(él) < wib) = wib) =
= wib) < 3{62) = % , donde, h = 2w(b) - uma contradicao. Portanto,
[6,,6,1 N K = ¢. Sobre &, h(X) = (x° + cx + ) (x-8,) (x~6,), onde
hl(X) = X2 + X + d tem coeficiente licer positivo e ndo tem
raiz em K. Assim, hl(X) e definido sobre K. Como ja mostramos que,
se b £ K, entao b > 62 e b > Gl ou b < 62 e b < 51, con-

cluimos que, h(X) & definido scbre XK.

O proximo resultado,sobre divisibilidade, serd usado na de-

monstragao da Proposigao (1.8).

1.7. LEMA. Sefam p um numeic paimo, h € H um elementc nao p-divi-

sivel e, L

K uma exlensday findta de conpos. Se Wy Couma  extensio
de w,d uma valorizacdo de L,e G 2 H ¢ ¢ grupo de valores de o
-~ . . . . . ~ - r . P
entao, exdste um Ainfedlno positive ¥ fal gue h nao ¢ p -diviscveld

em G.

DEMONSTRACAO. Desde que O & p-divisivel, temos que h # 0. Supo-

nhamos gque h seja pl—divisivel em G, para todo r > 1. Neste ca-

s0, para cada i =1,2,... seja 9 € G tal gue h = plgi . Se



93

g, = gj com i > j , entdo, pigi = pjgj = pjgi, donde pj{gi -
- pi_jgi) = 0. Como G & livre de torcdo, segue que, g, = pi“jgi,
donde i = j. Assim, oS gis sao dois a deois distintos.

Desde gue L|K & uma extensZo finita, G/H & um grupo finito
@ assgim existem inteiros A,p com 1 < X < u tais que gu-gh =
€ H. Logo, se colocarmes h' = g“ -9, obtemos p“h' = p“gu -
- p'g, , donde, h =p'g =p'n’ + pg, = P phg, - p'h) =
=p* 2+ p'ry = pe* M T+ PRy = pubt, onde Y =
= p”ukm1(h4~pkh') € H. Dessa forma, h & pndivisivel ~ uma contra-
dicao.

0 proximo resultado estabelece uma primeira conexao entre

corpos hereditariamente Euclideanos e corpos com a propriedade de

mudanga de sinal.

1.8. PROPOSICAO. Se H ndo for p-divisivel para algum phimo Impan
P e (K,K) ndo for hereditaniamente Euclideano, entdo, existe um

polinomio innedutivel definido sobre K, tendo nalzes em K.

DEMONSTRACAC. Desde que (K,K,) nao & hereditariamente Euclideano,
existe uma extensac ordenada finita (L,L+) de (K,K+} nao Fucli-

deana. Podemos supor, L = K(s) onde s € L_, Vs § L e L C K.

Seja B o fecho integral de Am em K{s). Desde gque o coxrpo de
fracdes de B & o fecho alglbrico de XK em K(s) e K(s)|K & extensao
algébrica, segue gue K(s) & o corpo de fragoes de B. Dal, se todo
elemento positivo de B for quadrade em K{(s), © propric K{s) se-

ria Buclideano. Dessa forma, existe t & B, tal que /t € Kis)
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Consdidenemos, entac, L = K(t) como aubcoapo ordenado de ¥ onde

t €L, =LA R+, B F L e t & dntegral sobre A .

Desde gue H nao & p-divisivel, seja h € H, h < 0 e h nao
p-divisivel e seja vy € K, tal que w(y) = h. Pelo Lema {1.7) e-
xiste um inteiro r > 1 tal gue h nao & pr—divisivel em G = w(L),

onde w & a (nica valorizacdo de Kw , compativel com K, que esten
r
de w. O polindonio ¥P y € K[X] tem tnica raiz em K, isto por-

que p. @ impar e ainda deste fatc, se @& tal raiz, entdo o » O
T
em K. Desde que h = w(y) = tta¥ ) = p 6(a) e h ndo & p'~divisi —

vel em V(L'), temos que o & L . Assim, L {a)|L & uma extensao
r
propria. Do fato de ¥ -y ter somente u como raiz em X, con-

cluimos que também o pclindrmio minimal de o sobre L tem somente

~

n como raiz em K, assim, © grau n de o sobre L & também Impar.

Lembrando que, vt & L = XK(t), temos [L{(/T) :1] = 2 e con-
siderando F = Li{g, vt ) = K} {(/E ,a) = K/t ,a), teros
[F : L] = 2n, isto porque, 2 e n sao primos entre ¢i. A& agora,

temos o seguinte diagrama de extensoes de corpos.

= Lig, /YE ) = Rla, /T ).

T
L(OC) L(l/E
\/
L = K{t)

K

)



Podemos observar claramente que, pela construgao do corpo L,
L|K & uma extensdao finita. Entado, F|K também o &, e assim, se con
siderarmos a familia {K(a +n/t )}n>l de corpos intermediarios en

tre K e F, devem existir inteiros ¢,d com ¢ > d > 1 tais que

K{a + ¢vt) = K{a + a/t) = E (digamos). Desde que {c - d) vt =
= (a0 + ¢/t } - (o + &/t) € E, tiramos que, /t, e logo o, estdao em
E. Portanto, E = K{a,vt) = F, isto &, § = a + ¢/t & um elemento

priritive de F sobre XK.

Vamog agora, analisar os K-monomorfismos o de F em ﬁ.'Um tal
g deve levar w em a« ¢ t em um elementc ot} tal que oflt) =
2 2 . . s ~ e ..

= g(Vt 7} = (o(vt)) & raiz positiva,em K,do polindmic  minimal

de t sobre K. Desde que ¢|, = id, segue que w o o @& uma valori

K

zagcdo de F que estende . Pela escolha de t, t & integral sobre
A , entac, t € I_(A ) C A. , onde I_(A )} & o fecho integral
u Fow W O g F'low

de A em F, gque & a intersecgao de todos os anis de valorizagao
41}

de F que estendem A . Entao, {(w o o)(t) > 0 e dal wlol(t}} =

= G (/E)) = (0 () = S0 = Lo ILE 5 o, por outro
lado, (o) = j% < 0, entdo (& o0 0)(8) = & o o) (e+ c/E) =
p
=i(e + co (VD)) = G(a) = L pois B(co(VE)) = i(e) + Blo(/E)) =
D
=0 + @W(o(/L)) > 0

Se f(X) & o polindmioc minimal de & scbre K, entao f£(X) & de

grau par {ver diagrama) e dal, £(X) possui somente um nameéro par

de ralzes en i, digamos, 61 < 62 < L. < 62p . Desde que o > 0 e
& (a) < G(* co(Yt)) para qualquer K-monormorfismo o de F em K, con-
cluimos, pela compatibilidade de © com K _, que o > t ¢ (V&) =

= g(c/t) donde, olo & (Yt} = ¢(8) > 0. Assim, os conjugados &, de
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$ de K s3o todos positivos em K. O intervalo {51’621] de K & dis-
|

junto de X pois, se z € K & tal gue 0 < § z < 6§ entao,

1 hd 2u’
L= a8, ) 1 dte) < B(sy) = ., donde, h & p'-divisivel em © -

P P
- uma contradigao.

Sobre K, f(X) = (X=8,) (X=8,) ... (X8 U)fl(x), onde £ (X)

2 1
nao tem raiz em K e tem coeficiente lider positivo. Entao,
f.(a) » 0 para todo a € K e, para todo a € K temos que

a>d, , i=1,...,2p ou a < Gi ;s 1= 1,.0..,2u. Portanto,

f(a) » 0, ¥Ya € K e assim, £(X) & um polindmio procurado.

1.9. OBSERVACAO. Lembremo-nos de que, se um grupc H for p-divisi-
vel para todo primo p, entac, H & divisivel. Isto pode ser visto
da segulnte maneira. Se h € H e r & um inteiro positivo, seja
r = PPy --- Py @ decomposigao de r em fatores primos, onde os
pis nao precisam ser distintos. Existe hl € H tal que
h = plhl' Existe h2 € H tal gue hl = p2h2 e assim, por recor-
existe h. € H tal que

i+2
i =1,...,8-1., Entao, h = (plp2 e psjhs::rhl'

rencia finita, se hi = pi+lhi+1
Biv1 T Pigoalign v
0 resultado seguinte estabelece uma condigao, sobre o grupo

de valores, para gue um corpo com a propriedade de mudanga de si-

nal seja hereditariamente Euclideano.

1.10. TEOREMA. Sejam (K,K ) um coapo ordenado ndo arquimediano, w
uma valorizagdo ndo trivial de X, compativel com K, e H o ghupo

de valores de w. Se H ndo o divisivel ¢ K tem a propaiedade de
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mucdarga de sinal, entac K e hereditaniamenie Euclideanc.

DEMONSTRACAO. Desde que K possui a propriedade de mudanca de si-
nal, pela Proposigao (lL.6), H & 2-divisivel. Agora, H nao & divi-
sivel, entdo, por (1.9}, existe um primo Impar p tal gue H ndo £
p-divisivel. Entao, pela Proposicaoc (1.8), (K,K+) e hereditaria —

mente FKuclideano.

2. CORPOS RESIDUAIS E POLINOMICS DEFINIDOS.

No pardgrafo 1 foram construidos polindmios definidos irredu
tiveis sobre K, usando-se propriedades do grupo de valores. Neste
paragrafo, continuando com tal estudo, serdeo obtidas condigoes su
ficientes para a existéncia de tais polindmios, usando-se proprie
dades do corpo residual. Como consequeéncia desse estudo, seguira

uma caracterizagao de corpos com a propriedade de mudancade sinal.

Neste paragrafo, continuaremos com as hipdteses e notacgoes

fixadas em (1.3}.

Para a Proposigao (2.2), necessitamos do seguinte resultado

basico, a respeito de corpos formalmente reais.

2

2.1. Seja s € K, fal que s & K'. Se a € K € tal que o = s;
entde [K(w) : K] = 4. Madis ainda, se x € R; ; enfao  Kla) =
= K(az + xa) ¢ 04 K-conjugados de u2 + ax em K sdc  §, = 62+ux

1

— r\2 .
e 62 = 0X .
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- 2 , -
DEMONSTRACAO. oo e o & K pols, caso contrario, s = (0.2)2 S Kz.

Como ia & K , segue também que 1o ¢ K. Assim, o polinémio Xq—u
. . | | . 4 4 2 2 2
nao tem ralzes em K. Por outro lado, X -o = (X -a”) (Xt+ta" )} & KI[X],

entao, X4-s & irredutivel scbre K e assim [K{a) : K] = 4,

Para & segunda afirmacao, notemocs que existem guatro K-mono-
morfismos de K{a) em K(i), a saber, o — o, o — -u, o — i e

. i . 2 = - 2
@ — —ig, Assim, os K-conjugados de o +ox em K(i}) sao o +ox ,

32-—ax, —a2-+ iex e —u2-iux. Tais conjugados sao dois a dois
~ 2 .
distintos, entac, [K(a24—ax) : K] = 4. Como Ko +ax) ¢ Kia) se-
~ 2
gue, entao, que K{a) = K(a + ax).

2.2. PROPOSICAQ. Sejam (K,K+) um conpo oadenado ndo arqudimedians ¢

w, H, H (K ), como enm (1.3). Se ¢ coapo resdidual K nao ok Eu-
r » » W

clideans, com respedio a ondem (K ), entdo exdste um pofilnomio

de finido innedutivel sobre ¥ tendo raizes em K.

DEMONSTRACAQ. Seja s = s + Mw & (Kw)+ umt elemento positiveo gue

-~ ~ 2
nao e guadrado em K . Entao, s € U N K+ g claramente s &€ K . Se
t w -

. - . L o 4
jam, o © unico elemento positivo de K tal que & = s e = um ele

mento positivo de K tal que w{x) > 0. Com tals escolhas, por (2.1}

[K{a) : K] = 4 , K(&24-Gx) = K{®) e og K-conjugados de &2-+ X 530
61 = azi-ax e 62 = az-ax. Assim, se f(X}) & o polinSmioc minimal
de 51 sobre K, entao, 51 e 52 s30 suas uUnicas raizes em K.

Seja u a unica valorizacao de K compativel com K estendendo

w. Entdo, 0(dx) = ©(@) + d(x) = W(x) > 0 e,dessa forma, w(6

= G(az-bax) = 5{&2} = (0, Similarmente, w({d_ ) = 0. Pela

)T
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compatibilidade de W com R+ , 0 < ax < uz, donde uz + ax = 61 >
-;12 - Gx = 62 > 0, {em X).

Se a € Kn [6,,8;] , isto &, §, < a < 6§, entdo, 0=0(s,) =
< wla) < &(62) = 0, donde a € U, € K . Passando para © COYpo re-
sidual R& (via a) com a ordem (i$}+ induzida por ﬁ+, obtenos
;? == 35 ;IE < 31'2 ;j , donde a = ;5 (mod M@}. Assim, 52 = ;j =
= s, contrariando o fato de s nido ser gquadradco em Kw. Portanto ,
K n [52,51] = $.

Sobre K. £(X) = fl(X)fX~§2)(X—Gl), onde f(X) & mbnico e ir-
redutivel sobre X de grau 2, entdo, fl(aJ > 0, ¥a € K e  Comnc
K i [62,61] ¢ , concluimos, entac, que fila) » 0 , aIE K, As-

sim, £ & um polindmio procurado.

2.3. LEMA. Sejam w uma valordizagdce ndo frivial de K, X ¢ fecho
afgebrico de K e o € K°. Considenemos uma extensdo w de w a K e

L = K(a). Enfao, existe B € L tal que Kla) = K(B), onde B & Ain-

]

tegral sobre A e wio(3)) > 0 para Xodoe K-confugado o(B) de B

em K.

DEMONSTRACAO. Desde que L]K & extensao finita, existem, somente,
um namero finito de extensoes de w a L, digamos, vl;fvz,...,vr
Para cada i, © grupo gquociente vi(L')/m(K') & finitc, donde, para

cada 1, 1 < 1 < r, existe um inteiro positivo ni e um elemento

a, € X', tal que wia,) = v,{a,) = n, v, {a). Desse mcdo, se v (a)
e ! 1 1 1 I 1 s

> 0, para algum i, entao m(ai) > vi{a) , se Vifu) < G, para al-

gum i, entao, w(ai) < vi(u), donde w{ai y o> vi(a).
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Logo, existe b € K° tal gue w(b) > vi(a), ¥i=1,2,..., 71
e assim, se colocarmos RB' = bd_% teremos gue B' € Avi , para
1l <1 < x. Desse modo, #' & integral sobre Am’ e claramente,
K{a) = K(B').

Seja agora o um K-isomorfismo qualquer de K{(g') em K. Entao,
{O(AV.)}1<1<I & a familia de todos os anéis de valorizacao de
K(O(B%}) ;u; estendem Aw e como B' & Av‘ , 1 < i < r, concluimos

i

gue o(R') & integral sobre Am' Assim, o(B') estda no fecho inte-

gral de A em K, e portanto, ®(o(B')) > 0 para K-conjugado

de o(B') de B' em K. Para concluir, seja x € K° tal que w(x} > 0.

Entao, w(oc{xB'})) » 0 e XK(R') = K{xBR'); e assim, £ = xf' & um

elemento requerido.

2.4. PROPOSICAO. Sejam (R,K ) um cornpo ondenado nao anquimedianc

.

e w, H, Kw,K,(Kw)+, comg em (1.3). Se fK,K+) nao fon hernedifania-
mente Luclideanc e se ¢ corpo residual K, tiver uma extensao nao
trnivial de grau Ampar, entdo, exdiste um polinomio definido innedu

tived sobre R, fendo raizes no §echo heal K de (K,K,) .

DEMONSTRACAC. Sejam, K = K(i) o fecho algébrico de K, & a {Qnica
valorizacdo de K compativel com K estendendo w e w a uUnica exten
sao de @ a K, (I1.2.6}. Seja G(X) um polindmioc ménico e irreduti-
vel de Kw{X] com grau Ampar, n > 1 e g(X} € AM{X] de gran n e

ménico tal que g(X) = G(X). Seja g(X) = (X=oy) (Xmoy) - (X~a )

a fatorjzacdo de g(X) em K[X]. Desde que ¢(X) € AM{X]CZAmixl e

oS ais estac em K, concluimos que o € AE ;, L < 4 < n. Passando



para ¢ corpo residual RE’ obtemos G({X} = (K—EE}(X"&z) - (X—hn},
(H; = a, + Ma). Agora, G(X) nao tem raizes repetidas, pols Kw
tem caracteristica 0, entao a, € Ua , 1L <i<n, e oy # ¥ se
L <1 # 3 < n.

Assumamos que Kw C Rg C Ea da manelira natural. Sejam
Gy gy aae i, A8 raizes de g(X) em K (note que s & obrigatoriamen

te impar e que s > l).

Vamos agora, usar a hipdtese de (K,K+} nao ser hereditaria -
mente Euclideano. Com tal hipdtese, pelo Tecrema(IIX.4.l) existe
uma extensao ordenada L, de (K,K+), de grau par. Temcs gue L =
= K{v) para certo v € L. e podemos supocr L € X. Dal, pelo Lema
(2.3), existe B & L tal que L = K{(B), onde 8 & intégral sobre

A, © w{o (B}, > 0 para todo K-conjugado o(B) de B em K. E 1dgico

que pogcmos supor 3 € K

+
Seja u wma raiz, gualguer, de g(X) em K, e consideremocs e}
corpe F = K{a,B}). F & uma extensaoc formalmente real finita de K.

Assim, por um argumento similar ao usado na demonstracgac de (1.8)

concluimos gue existe um inteiro ¢ > 1 tal que F = K(§}, onde
¢ = o + cB. Dessa forma, os K-conjugados de § em ﬁ, £ao obtidos
a partir dos o e f. Sejam Bl""’Bt 0os K-conjugados de B =2m K ¢

consideremos dois Indices fixos 1,7 tais que 1 < i # J < s

L

conforme observamos anteriormente oy ¥ uj. Além disso, se ST

J
entéo\ai + cB, <Gj + CBU para todes inteiros A,u com 1 <A, 1<t
Para ver 1530, observemos que 0 < wy T oay e desde que EI # HE,
n. — o, & U~-. Pela escolbha de B, (R ) > 0 , y =1,...,t. Entao,

| 1 u - H



0 = w(uj \

com K. , c{B. — B ) < o, - a., isto &, o,
+ A 1 ] i i

(1< i

- oa) < wic(p, - BU)}, donde pela

particular, a familia [ui + CBA} ,
tém s.t

& = o + ¢f em K.

Se

zes de (X} em R, podem ser agrupadas em s-

elementos distintos e & a familia

f({X}) & o polindmio minimal de & sobre K, entac, as

compatibilidade de

N ; ’ £m

X < t) con—

de K-conjugadeos de

rai-

intervalos da seguinte

maneira: Primelro, arranjamos 0S a{s e Os Bés de tal maneira
U G, > G, » «+. > 0 e > > . > Entao ara certo
4 1 2 S Bl B2 t r P
r fixo entre 1 e 5 teremos, o + cB, < o + ¢ < < o +coB..
T Bt r Bt—l r Bl
Se I_ & o intervalo | + + cg. ] de K, entao, I_n K =y
v [ar Bt ' ar Bl! ' [ZA8 ) T iy
para 1 < ¥ <« 5, de fato: se a € Xn Ir para certo r, entao,
pela convexidade de A., concluimos que a e A e assim, podenos
l ol
passar para o corpoc residual K., onde obteremos E; + ¢ £ < a <
X = =
% + CTB.. Assim, & = g_ ois GifcR.) > 0 , 1 <« i < t i
< oy By r * P o { Bl) < < e dai,
A4 € a raiz de G(X) em K - uma contradicao. Portanto, I 0 K=4,
W
1 < r < s.
Relembrandoc que K(B)}|K & extensac com grau par, e que

o CBA , 1L <1 <s e 1 <) <t sao os K-conjugados de § em K,
temos que t € par. Logo, em cada intervalo Ir, £(xX) tem um nime-
ro par raizes. Se colocarmos dik = oy * CBA , L < i < s, T<rct,
] N 8 t-1
entao; sobre K[¥X], f(X) = 'g ? (X"di(t~k) fl(X), onde
i=1 A=0
fl(X) & definido sobxre K e,portanto, sobre . Como'Ir==[cr’t,cr’ﬂ
— 1 < < < 8 e ada
n K ¢ , 1 <r <s , dr,l < du,t se <r Ho< c

I, contém um numero par de ralzes de f£(X),

concluimos, entao, gue
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£f{¥) & um polinomic requerido.

O proximo resultado & uma caracterizacao de corpos gue tem a

propriedade de mudanca de sinal.

2.4. TBOREMA. 0 coxpo oidenado (K,K ) fLem a propriedade de mudan
ca de sinaf se, ¢ somente s¢ K ¢ hereditariamente Euclideano ocw K

¢ densc em seu fecho neal,

DEMONSTRACAC. <) Se (K,K+) for hereditariamente Euclideano, cen-
tao, (lif.4.1) garante que (K,K+) nao admite extensao algébri-
ca ordenada de grau par. Dai, se « € K , o polindmio minimal de

a, sobre K, tem grau Impar. Portento, ele muda de sinal em K.

Suponhamos agora, que K & denso em K- Seja o € K ! (X}
seu polindomio minimal sobre K., Se f(X) tem grau impar, tudo bem
Entdo, suponhamos que f£(X) tenha grau par. Neste caso, f(X) tem

um nimerco par de raizes em K e estas sao duas a duas distintas.

Suponhamos que Gy <oy < e < gy {(r > 1) sejam tais raizes
Cai, sobre KI[X|

£{¥X) = (X—al) .. (Xﬂazr) fl(X) P
onde fl(X) & ménico e irredutivel de grau par sobre K. Entao,
£ (a) » 0 , Ya € K. Usando agora o fato de K ser denso em K ,

concluimos que existe a € K tal gque < a < Gy - Portanteo,

%1

claramente, f{a) < 0 e assim, f{X) muda de sinal sobre K.
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= )} ASsumamos que [K,K+) tem a propriedade de mudanca de sinal

e suponhamos que K nae € hereditariamente FEuclideano. Vamos mos-

trar que K & denso em K.

Se K, for uma ordem arquinediana, a conclusao segue por
(IT.2.1). Suponhamos, entao, que K, nao & arquimediana. Neste
caso, pela Proposicao (2.2} Kw & Fuclideano para toda valoriza-
cao w de K compativel com K, e pela Proposigac (2.4) K nac admi
te extensdo, nao trivial, de grau impar. Assim, K, & real fecha-
do para toda valorizagac w compativel com K+. Agora, pelo Teorema
{(1.10), o grupo de valores de qualquer valorizacao de K compati —
vel com K_ & divisivel, entdo, pelo Teorema (II.2.5) K & denso

em K. Isto mostra © Teorema.



CAPITULO V
UM TEOREMA DE KAPLANSKY SOBRE CORPOS REAIS FECHADOS

Neste capitulo, trataremos de um aspecto diferente da teoria
de valorizacoes. Veremos, como uma estrutura de corpo ordenado,se
reflete na situacgaoc de corpos completos e completamentos de cor-

pos valorizadcs.

Regtringimo~nos a um corpo valorizado (K,v) de posto 1 e per

guntamos:

1) Se K pogsui uma estrutura de corpo ordenado, € " possivel
munir o completamento K de (K,v) com uma estrutura de corpo orde-

nado?

2) Se (K,<) & um corpo real fechado, o que se pode dizer so-

bre o completamento (ﬁ,%) de (K,v)?

A segunda pergunta & respondida por um teorema devido a Ka-
plansky (1947). Nossa prova deste teorema (Teorema (4)) & bem sim
plificada, via um resultado de Prestel (1976) e de um resultado
sobre complementamento de um corpo valorizado algebricamente fe-

chado. A segunda pergunta &€ o resultado (5).

1. PROPOSICAC. (Continuidade de raizes). Sejam (E,v) wn Conpo

valordizado com ghupe de valohes Gv ¢ £(X) = Xn+alxn_l+”.+%‘€ K| X}
1

um polinomio fendo n rnalzes distintas: XqsXoyr e, x em K. Sejam
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y € GV sugiclentemente ghande e g(X}==Xn%+b Xn"l-+_..-kbn € KIiX]

]

um pelinomeo fendo suas radlzes em K, fal que

Vv(f(X) ~g(X)} = min {v{a.-b.)J) > v
. i i
1<i<n
Entac, todas as rnalzes de g(X) sao distintas e mals ainda; pata
cada radiz y de g, exisle exatamentfe uma hadz x5 de £ fal que
vy -x.) > max {v{x,-x_.)}.
i g i
i#3
DEMONSTRACAO. Sejam o = max ivi{x.-x.) # 0} , B = min {v(x,)} e
. g i 7 . i
173 1<i<n
fixemos v G com Yy > na - min {{n-i)YB} e vy >max {0,B,nk}
v . .
1<i<n-1
(note gue B < a).
Primeiramente, vamos mostrar, que se 2z € K & tal que g <
< v(z—xi) < a, ¥i=1,2,...,n, entao gflz) # 0.
De fato; se z satisfaz tal condicgido, entao, v{f{z})) =
n n
= v { I (z-x.}) = L wv(z-x.,) < no. Do mesmo modo, se h{X) = f£(X)-
i=1 * i=1 +
- b n-i
- g(X) e v(£(X) - g(X)) > vy, entao vi(h{z)) = v{( I (a,~-b )z ) >
i=1 :

> min  {v(a,~b,) + (n=-1)v{(z}} > v + min {{n-i)} v(z)} > v +
l<i<n o l<i<n

+ min {(n-i)R! > no, isto porque, se R = v(xj), entao vz} =
liiin

i
w

= z-x.+x.) > min{v({x.), v{z—-x.)]}
v ( = xj) > (x]) { XJ)J

Logo, se B < vi{z-x) <o, Vi =1,2,...,n e g(z) = 0, en-

taoc hiz}) = £(z). Dai, usando as desigualdades v{f(z)) < no e
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v{h{z)) » n{a), obtidas acima temos: na < v{(f{z)) < no o que &
um absurdo. Assim, se 2z € K & tal que B < v(z~xi) <o, ¥i=1,
2,...,n, entao glz) # 0.

Vamos agora mostrar gue, se existir um indice i tal que

viz-x,) < 8
1.

[

v(xi), entao da mesma forma, g{z} # 0.

De fato; se =z € K satisfaz tal condigao, entao v(z—xi) <

B < v(xj), Y3 = 1,2,...,n, donde vi{z) = v(z-xi) < 8 < v(xj) .
¥y = 1,2,...,n e assim vz} = v(z—xj} Vi = 1,2,....n. Logo,
n n
vifi{z}) = v( I (z-x.)) = ¢ wvi{z-x.} = nvi{z).
. i , i
i=} i=1

Da escolha de vy temos dois casos:

19 CASO. Se v{z) > 0, entac vy + min {(n-ijv(z)} = v > n3 >
1<i<n

> nv{z), poils B > v(z}).

29 CASO. Se vi{z) < 0 , entdoc vy + min {{n-i)v({z)]} =
' 1<i<n

= v + (n-1)vi(z) > B + nv(z} - vi{z) > B + nviz) - £ = nv(z).
portanto, v(h{(z)) > v + mnin {{n-1)viz)} > nviz) = v{f{z)};

1<i<n

isto mostra que g(z) # 0.

Logo, segue das duas afirmagoes que mostramos que: se vy € K
& tal que gly) = 0 deve existir um iIndice i tal que viy=x.) >o.

Para mostrar a unicidade de tal Xi’ basta observar que, se i#7,

entao v(y—xj) = min{v(y~xi), V(xi—xjj} < a.
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Para terminar, resta mostrar gue g nao possui ralzes repe-
tidas.

Se, por exemplo, tivermos V(y—xl) < o para toda raiz y de

g, entao g{X) = I (X-y) implicando em v(g(x,) = viy-x,) < no.

Y Y
Por outro lado, temcs gue v(xl—xj) > min{v{xl), v(xi)} >
min {v(x.}} =B , ¥1i=1,2,...,n. Dal, pelo mesmo argumento u-
1<j<n

sade na prova da primeira afirmac¢ao, segue que v(g(xl}} =
= vilg(x ) - flx) = vinix;)) > no - uma contradicac. Ysto mos-

tra que g nao possul ralzes repetidas, pois £ e g possuem grau

n e f 80 possui ralzes simples.

Para o resultado (3} necessitamos de um importante resulta-
fo, conhecido como Lema de Krasner. Vamos cita-~-lo sem fazer sua
respectiva demonstragao; a mesma pode ser encentrada em Artim

[24 ] ou Endler [ 9.

2. LEMA. (Lema de Krasner). Sefam (K,v) um coapo valerdizado hen

seldianc ¢ v um prolongamento de v ao fecho algebrico K de K.ALew

disso, sefam =x,y € K Ztais que Viy-x)> max {v(xiwx)} , cnde
t<i<n

SRE VYRR sa0 0b conjugades de x em K distintor de x. Ewtdo

K(x,v) | K{y) ¢ uma extensio de coapos puramente Anseparaved, e

se x & separavel sobre K, entac Kix) € K(y).

3. TEOREMA. (Kurschak). Seja (X,v) um corpo valorsizado e alge-

bricamente fechado. Entdo, se v ¢ de peste 1, o completfamento
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(K,v) -de (K,v) @& afgebricamente fechado.

DEMONSTRAGAO. Seja f(X) = x" o+ alxn_l ... ta € R [x] um po-

lindémio separavel e ménico. Sejam XysXgseew X~ aS raizes distin
tas de;f em um fecho algébrico ﬁ-de K. O corpo valcorizado {ﬁ,@) e
henseliano, pois v & de posto 1; logo v admite um tnico prolonga-
mernto E. Denotemos tal prolongamento, por ¥ . Observemos que, sen

do prolongamentos de v, v e v sao ambas de posto 1.

Com referéncia a (X,v), escolhemos agora vy, a e B da ma-

neira indicada na Proposigac ( 1 ).

Do fato de K ser densc em ﬁ( para cada i, existe bi € K tal

que G(bi—ai) > vy . Consideremos o polindmio g(X) = X7+ len~l+
+ ... + b € KI[X].
n
Dessa feorma, se vy € K C K & uma raiz de g, por | | ), exis

~

te exatamente uma taiz 2. de £ tal que v(y—xi) > o >

> max {V(x,-x%.),0}. Conforme 34 mencionamos, (K,v) & henseliano.
177
Entao, pelo Lema de Krasner, R(xi) C R(y] = ﬁ, pois, conforme es-

tamos supondo, K & algebricamente fechado. Dai, necessariamente
' g

f & de grau 1.

suponhamos agora, gue £ seja ménico, irredutivel e insepara-
vel sobre K. Entao, por um resultado bem conhecido existe um poli

r
nomio fo e R[X] tal que f(X) = £ (xP ), onde p & a caracteristi

Q

ca de K, r > 1 €& um inteiro e f_ & um polindmio irredutivel e

separavel sobre K.
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Dal, usando o caso anterior, concluimos que grau fo = 1.
I
Portanto, f(¥X) = xF - a, onde a € K,

Existe uma segquéncia de Cauchy, {an) de elementos de K tal

gue a = lim a. ey do fato de K ser algebricamente fechado, para

r .
todo n > 1, existe b_€ K tal que pP = a . Temos prv(b -b )=
n n n n m
P P P
= V((bn"bm) ) = v(bn - bm ) = v(an - am), ¥m,n . Assim, (bn)

também & uma sequéncia de Cauchy em K. Seja b = lim brl € K. En-
r r r x
tio bY = lim bﬁ = lim a = 2, donde f(X) = P - a=xP -

r r
- pP = (x-b)P , com r > 1 ; mas pegamos inicialmente f irreduti

— - . — . ~ - N . -~ .
vel; entao igsto e uma contradicao. Assim K s& admite polinomios

irredutiveis de grau 1 ¢, portanto, XK & algebricamente fechado.

4, TEOREMA (Kaplansky). Sejam K um coipo heal {echado com cone

positive K, v uma valonizagao de posifo 1 de K e (K,v) o comple

tamenfto de (K,v). Entdao:

r

1) Se K compatived com v; K ¢ neal fechado.

4

™\

2y Se K

) ndo compatived com v; K ¢ algebricamente fechadc.

DEMONSTRAGRO. (1) Se K, & compatlvel com v, entao, por (I.2.6) G,
o grupo de valores de v, e divisivel e Kv’ o corpo residual de
v, & real fechado. Do fato de v ter posto 1, (ﬁ,%) & henseliano.

(K,¥) & também extensao imediata de (K,v}, entao, novamente, por

(I.2.6),R & real fechado.
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(2) Suponhamos agora, que K, ndo seja compativel com v. Nes-
te Caéo, consideramos a henselizagao (i,;) de (K,v). Podemos su-
por que (ﬁ,%) esta contido em (ﬁ,%), isto porgue, conforme ja men
cionamos (R,¥) & henseliano. Se K = K, por (I.2.3) K, & compativel
com v. Assim, K = K{i) & algebricamente fechado. K & denso no es
pagco topoldgico (ﬁ,T%), pois (R'TG) & subespacgo topoldgico de

o

(K'TG)' Logo, por(II.1.4),(K,v) e (K,v) possuem O mesmo completamen

to. Pelo Teorema ( 3 ) o completamento de (R,v) & algebricamente

fechado; entdo, K & algebricamente fechado.

5. COROLARIO. Seja (K,v) um corpo valorizado formalmente  neak
de posto 1. Enfao, o completamento (K,v) Zem uma estrutura de con
po ondenado se, e somente se existe wna ordem de K compativel com

V.

DEMONSTRACAO. ==>) Desde que v tem posto 1 (K,v) & henseliano. As
sim, se ﬁ+ & uma ordem de %, por (I.2.4), ﬁ+ & compativel com v.
Logo, ﬁ+f“ K & uma ordem de K, compativel com v. <= ) Se K,
& umarordem de K compativel com v, entdc, por {(I.1.19), v esten-
de~se a uma Gnica valorizacao real do fecho real K de K. Dai, pe-

lo Teorema (4) , o completamento K de (ﬁ,%) & real fechado. As—

sim, o completamento de (K,v) & formalmente real.

6. PROPOSICAO. Sejam X um corpo aeal fechade com cone posdtfivo

K, e v uma valorizagao ndo trivial de K. Entdo, o corpo nesddual

K

V,

associado a v, ¢ real fechado ou algebricamente fechados e ¢

gaupo de valones e divisivel.
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DEMONSTRACAD. Se K, for compativel com v, por (I.1.20}, K, e real
fechado.Dessa forma, suponhamos gue K, nao & compativel com v e

vanos mostrar que K é algebricamente fechado.

Seja v uma extensdo de v a K{(i), onde i = /1. ©Neste caso,
v{i}) = 0 e assim, se a,b € X , %(a+bi) > min{v{a), vi(b)}. Tenos

dois casos:

l¢ CASO. Existenm elementos a,b ¢ K tals que %(a+bi) > min{ v(a},

vi{b)}.Neste caso, v{(a) = v(b) ¢ a,b sac nao nulos. Temos

1

viath ) = V(b(ab +i)) = v(b) + viab t4i) > 0 pOis

vii) = G(ab—l) = 0; no entanto, se v(ab_l+i) = 0, entao v(a+bi}=

= v(b) o gue contraria a propriedade de a e b. Logo, v{ab l+i) b

-1 . . . -
> 0, donde ab -+ Mv = -1 + Mv‘ Assim, © menomorfismo canonico

de K, em K(i))% € sobrejetor e portanto, K, € canonicamente 1iso-
morf051(K(i)Jv. X{i) & algebricamente fechado, pois K & real fe-

chado, logo, (K(i)) e portanto K $30 também algebricamente fe-

v
chado.
22 CASO. %(a+bi) = min{v(a), v{b)} , va,b € K. Neste caso, os
corpos residuais K, e K(i)ﬁ nao saoc isomorfes, pois V(i) =0 e,

se existir o € A tal que o + M~ = 1 + M-, entao o-i € M~ ;
v v v v

donde 0 = min{v(g),v(i)} = v{a-1) > 0 -— um absurdo. 1ogo,
K(i)ﬁ & lsomorfo a ao corpo Kv(l), onde 1 =1+ M e 15ZKV.
Como K(i) & algebricamente fechado, K(i)% também o &; assim,

pelo teorema de Artim-Scherier, para corpos reais fechados, con-
cluimos que o corpo residual Kv & real fechado. Dal, por (I[.1.18),

existe uma ordem de K compativel com v, © gue & um absurdo, pois,
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conforme estamos supondo K, a unica ordem de K, nao & compativel

COom Ve

Pl

Portanto, o 29 caso nao se verifica e assim, K, & algebrica-

mente fechnado.

7. COROLARIO.Sejam K um corpo aeal fechado com ondem arquimedia
na e v e una valordiza¢do nae thivial de K. Enfac o corpe nresidual

K, ¢ afgebricamente fechado.

Daremos agora alguns exemplos para a Proposigao (6) e para

0 Teorema (4}.

8. EXEMPLO. Seja Q o corpo dos numeros racionais e vp uma valori-
zagdc p-adica de (. Entdo, as extensoes de v, 30 Corpo R dos na-
meros reals e ao fecho real (, de (, possuem corpos residuais al-

gebricamente fechados.

9. EXEMPLO. Seijam R{{X)) o corpo das séries formais. Por . {(I.3.8)
R((X)) possui uma Gnica valorizagao real w e Unicas ordens P1 e

P. que sao compativels com w, f(em ({(I.3.8) w, P, e P, sac dados

2
explicitamente). w & uma extensao da valorizagao «-adica w_  de

R(X) e Pl e P2 sao, respectivamente, extensoes das ordens
P (=) e Pz(w) de (X} compativeis com w, . Seja a € I e
consideremos a valorizacao (X-a)-adica v de R(X) . v nao & com
pativel com as ordens Pl(W} e P2(WJ. Daji, se W representi uma @x-

tensao de v, a RI{X}) P, nao ¢ camativel com Pi,;L=l,2. Denotenos por R o
. & -

fecho real de WR{{X)) com respeito a ordcm Py . Denotemos por



114

(resp. w) uma extensao de W, {(resp. w) a R. Entdo R & real fe-

chado e R- & algebricamente fechado. Também, por (4}, o comple-
a

tamento de (R,d) & real fechado, enquanto gque o de (R,@a) & alge

bricamente fechado.
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