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INTRODUÇÃO 

Este trabalho nasceu de uma tentativa de estudar sistematica 

mente aspéctos da teoria de corpos formalmente reais, relaciona -

das com a teoria das valorizações. A primeira prova de tal rela-

cionarr:ento, encontra-se nl~m trabalho de S. Lang [9] e um grande 

passo no assunto deu-se com um trabalho marcante de A. Prestei 

[17] onde, em certos casos, é dada a descrição completa de todas 

as ordens de um corpo formalmente real. 

No capitulo I, desenvolveremos aspéctos g·erai s da :relação 

existente entre corpos formalmente :reaj_s e valorizações reais, is 

to é, corpos valorizados com corpos residuais, formalmente reais. 

Motivados por tal relação,. no parágrafo três de tal capítulo, mo..§_ 

traremos que o corpo JR(X) possui, a menos de um lR -automorfismo 

de ordem sobre lR (X) , uma Única ordem (I. 3. Sa) . Prosseguindo, mo~ 

traremos, também, que todas as ordens não-arquimedianas do corpo 

Q(X) sao restrições de ordens de lli(X) (1.3.7). 

Seja (K,~) um corpo ordenado. Se f(X) E K[X] é um polinÔmio 

tal que f(a)f(b) <O para certos elementos a,b E K, ent.ão, f 

-
tem uma raiz no fecho real I\ de (K,~). Este é um resultado funda-

mental da teoria dos corpos formalmente reais. Por outro lado,con 

forme (IV.l.2), a reciproca deste resultado não é verdadeira. 

Se para todo eler-:ento a E I'\, o polinômio minimal f de a so-

bre K for tal que f(a)f(b) <O, para certos elementos a,b E K 

então, dizemos que (K,..:':_) tem a p!t.opnie_dade. de. mudança de f:>inaf 
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Se (K,<) não admitir extensão ordenada de grau par ou, se I K, <I 

for denso em K, no sentido de que entre dois element.os distintos 

de K existe um elemento de K, então, (K,<) tem tal propriedade 

isto não é difícil de se vêr. Os corpos ordenados com a proprie-

dade de não possuírem e~:ter:são ordenadas de grau par f são caracte 

rizados como corpos hereditariamente euclideanos, [18] . Interessa 

mo-nos, pela recíproca deste fato; a saber, dado um corpo formal

mente real K com a Propriedade de mudança de sinal, sera que K 

é denso e:n seu fecho real, ou é hereditariamente euclideano? O 

Teorema (IV.2.4), devido a Viswanathanrresponde afirmativamente a 

essa pergunt.a e trata de uma bela aplicação da técnica de valori

zações reais, devido a Lang e Preste!. 

Para o estudo de questões C,e densidade f dedicanos o Capítulo 

II. AI, tal assunto, é visto sobre dois pontos de \~j_sta diferen -

tes: No primeiro, usamos a topologia de Hahn definida por uma va

lorização e, no segundo, usamos a topologia intervalo aberto, de 

finida por uma ordem.:::_. No segundo caso, a técnica do Capi·tulo I 

é bastante usada. Ressaltamos que os resultados principais do Capi 

tulo II são os teoremas (II.l.3) devido a Er:gler e (!!.2.5) devi~ 

do a Viswanathan. 

O principal resultado do caPitulo III, é o TeoJ::-ema (III.4 .1), 

devido a Geyer e Prestel-Ziegler, que será imprescindível para o 

Capítulo V. Tal Capítulo trata de uma família de corpos mais am

plo que a de corpos hereditariamente euclideanos, a saber, a 

classe de corpos hereditariamente pitagóricos. Procedemos assim 

porque a melhor maneira de estudar a primeira família de corpos e 
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o estudo da segunda. O Capitulo III é baseado em trabalhos de 

Becker [31 e é desenvolvido com o conceito de extensões quadrat~ 

camente fechadas, ao invés de extensões algebricamente fechadas , 

como é usual. 

Finalmfmte, no Capitulo V, motivados pelos estudos realiza -

dos nos Capítulos I e II, encerramos nosso trabalho, com um estu

do sobre a estrutura de completamento de um corpo valorizado real 

fechado. O principal resultado deste capitulo é o Teorema {V.4) 

devido a Kaplansky. Tal teorema tem uma der::ons tração bastante sim 

plificada usando os resultados dos Capítulos I e II. 

Assim, esta tese une alguns resultados de Lang, Preste!, Vis 

wanathan, Engler, Geyer , Prestel-Ziegler e Becker. 



CAP!TULO I 

VALORIZACÃO E ORDENS 

Neste capitulo introduziremos uma técnica importan-te, devido 

a Lang [ 15] e Preste! r 17] I da teoria de valor.izacões em estudos 

de coroes formalmente reais. A noção de comnatibilidade de or-

dens, com certas valorizações de um corpo formalmente real K, le

va a uma dependência,do conjunto de ordens de K,com grupos de va

lores e cornos de restos associados a estas valorizações. Estes 

resultados, (1.8) e (1.17). As ordens de K, obtidas desta :r1ane.i.ra, 

são todas não-arquimedianas (Corolário {1.2a). Reciprocamente, to 

da ordem não-arquimediana de um corpo formalmente real nrovém de 

uma valorização compatível (Teorema ( l.l3a)). 

Há dois casos imoortantes neste estudo: o caso em que K e um 

corpo real-fechado com uma ordem não-arquimediana e o caso em que 

K é um corpo valorizado Henseliano. Estes casos são tratados no 

Parágrafo 2. Finalmente no Parágrafo 3,abordaremos exemplos suge

ridos pelas técnicas deste capítulo. 

l. ORDENS COMPATÍVEIS COM VALORIZAÇÕES 

1.1. DEFINIÇÃO. Seja (K,<) um corpo ordenado e v uma valorizacão 

de K. Dizemos que v é compatível com < (ou que < é compatível com 

v) se quaisquer que forem os elementos a,b E K, com O < a < b , 

ocorrer v(b) < v(a). 
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Iniciamos com algumas observações simples sobre grupos orde-

nados abelianos. Estes fatos podem ser encontrados em Ribemboirn 

[20}, Bigard [ 4 1 ou em Engler [17 J. 

Sejam (G,,2) um grupo abeliano ordenado e H ~ G. Dizemos que 

H e convexo em G com relaç~o a < se H satisfaz a seguinte condi--

çao: 

O < x < y com Y e H ~ X E I-J. 

Se H for um subgrupo do grupo abeliano (G,2), e queremos mu-

nir o grupo quociente G/H com uma estrutura de grupo ordenado, e 

natural proceder da seguinte maneira, em G/H, g +H 2_. O se existe 

a _:::. O em G tal que g +H = a+ H. Para que esta relao;~io defina uma 

estrutura de grupo ordenado, é necessário e suficiente que H seJa 

um subgrupo convexo de G. Note que, se g+H > o' ne:3ta ordem, en 

tão g > o e dai g > h para todo h E H. A ordem e chamada de 

o!!_de_m quoc.ie.n.te. de G por H e o grupo quociente G/H munido desta 

ordem e chamado de grupo quociente ordenado (G,"'_) DOJ::." H. 

1.2. PROPOSICÃO. Sejam {K,<) wn cohpo ohde11ado e. v w11tt vaioJtizaç.ão 

de. K. E11.tão ~ão e.quivaie.nle.~. 

(l) A o!tclem < é c.ompaLZ.vei con1 a valoJL{_zaçCi.o v. 

(2) O anel de vaiu!!_ização A 
v 

-e convexo em 

(3) O ideal de. vafor~ização M é COI'lVexo em (A ,<) v v -

K ê_ um co!Lpo oJtdC.11ado com a oJtdem qu.uc.L~1 
v 
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DEMONSTRAÇÃO. I li = I 21 . Sejam a,b E K tais que b E A e v 

o < a < b. Então pela compatibilidade segue gue v(b) < v(a) e 

como o < vlb) temos então que a E A . 
v 

121 = (3). Sejam a E A e m E M tais que o < a < m . v v 
-1 -1 -1 

Se a E A . 
v 

Mas o < m < a ' e como A é conve-
v 

xo em K, temos,então,que m- 1 E ' b d ~ , um a sur o. 
v 

(3) ,:=:::- (4). Segue das obse.rva~ões feitas anteriores a pro-

posição. 

I 3 I = lll. Sejam a,b E K tais aue via) < v lb) e a 

Então 
-1 o dai ba 

-1 
v(ba I > e E M . Corno M e convexo 

v v 

que ba 
-1 

< 1, isto e, b < a. Assim v e compativel com <. 

1.2a. COROLÂRIO. Se. _::;?. c.ompat2ve.t c..om v, 

t~o a ohdem < ~ n~o-ahqulmediana. 

-C. V (C YWO -é!L-Í..V-i_a.f, 

) o. 

segue 

c.u -

DEMONS'l'RA.ÇÃO. Basta observar que, V x E M V n E ]:\1 , nx 
v 

1 e que 

A proposição (1. 2) afirma que se < e uma ox.·dem compatível 

com uma valorização não trivial de K, então o corpo residual K 
v 

e ordenado com cone positivo P -· {a+M 
v v 

a > O} em A J. 
v 

Então, surge logo a seguinte pergunta: Como construir a ordem 

P de K partindo da ordem P de K ? f: natural esperar que nesta 
v v 

construção, o grupo de valores G, de v desempenhe um papel r.ele-

v ante. 
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Assim a volta de Pv para ·p e feita via G, e para isto prec~ 

sarnas do conceito de q-seção de v. 

Observemos que se v é compativel com :5_, então Q, o corpo pri 

mo de K, está contido em A . 
v 

1. 3. DEFINIÇÃO. Uma q-seção de uma valorização v K --+ G e urna 

. 
aplicação s:G---+K satisfazendo: 

q1 I s I o I = 1 

q2) v(s(g)) g , para todo 

q3 I slg+h) _ slg)•slh) mod 

g E G 

• 2 
K , para todo 

Como consequência imediata da definição temos: 

g,h E G. 

. 
l. 4. PROPOSIÇÃO. Se_ s c_ L! ma q--6 c..ç.ao da uafoJtizaç.ã.o v 

e.ntão 

K ~" G 

• 2 
a I s I 2g I E K 

b) Se. g = h mod 2G, e.ntão, s (g) - s (h) mod :K 2 
• 

DEMONSTRAÇÃO. 
2 • 2 

(a) s(2g) :: s(g) mod K , então 
-1 . 2 

sI 2g I sI g I E K ' 

como 

s 12g) 

Slg)
2 E K" 2 , - 1t. 1· t. que e grupo mu lp lca lvo, 

• 2 
E K 

concluimos que 

(b} Notemos que se g E G, então por q 3 
-1 

sl-gl = slgl lmod 

• 2 
K ). Suponhamos que g :: h mod 2G, então g - h E 2G logo, 

• 2 

por 

• 2 
(a), s (g- h) E K • Por q

3 
s lg- h) = slglsl-hl lmod K I, então 

s(g-h) c slgl slhí- 1 lmod 
• 2 
K ) e assim slg) = slhl lmod K2 

I . 
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1.5. PROPOSIÇÃO. Pa!t.a toda vai!.oJL~zaç.ão v K" ------+ G ex-t.o:te uma 

q-.oeç_ão de. v. 

2 DEMONSTRAÇÃO. Se g E G, definimos s(2gl = a ' onde a e esco-

lhido em X ={a E K"; v(a) = g}; em particular definimos s(O)=l. 
g 

Consideremos agora o grupo quociente G/2G como um espaço veto-

rial sobre o corpo Z/dE. Seja B um subconjunto de G tal que {g + 

+ 2G; g E B} seja uma base do espaço vetorial G/2G. Se g E G 1 d~ 

finimos s(g) =a, onde a e escolhido em X . Vamos agora 
g 

de fi-

nir s globalmente. Para todo g E G existem elementos g
1

,g2 , .. -., 

,g
0

, em B 1 tais que g=g
1 

+ ... + g
0 

+ 2g' para algum g' E G. Daí de 

finimos s (g) = s (g
1

) s (g
2

) ..• s (g
0

) s (2g'}. s e bem definida,pois 

todo g E G/2G se escreve de maneira Única como combinação linear 

dos elementos da base. 

(q
1

) s(O) = 1 por definição 

+ v(s(g li+ v(s(2g'll = 
n 

g
1 

+ ... + gn + 2g' = g, para todo g G. 

(q3) Sejam g,h E G. g = g
1 

+ g
2

+ ... + gn + 2g' e 

h = hl + + h + 2h' para certos g. ,h. E B e g' ,h' E G. 
r l J 

ponhamos que gi = h. ' o < i < Z, onde ~ < min{n,r} c go =h 
l o 

su-

=0. 

Então, g+h = 9 Hl 
+ ... + gn + ht+l + + h + 2(g' + h' + gl + 

r 

+ ... + gt), donde s{g+h) = s{g~.+l) ... s{gn)s(hQ.+l) ... s(hr). 

-1 
s(2(g'+h 1 + 91 + ... + gQ..). Portanto, s(g+h).{s{g) s(h)) = 

= [slgl+ll ... s(g
11

1 s(hl+ll ... s(hrl s(2(g'+h'+g1 + ... + g 1 lll/ 

/[(s(g
1

1 sig
1

11
2

. slgH
1

1 ... s(g
11

l s(hHJ) ... s(hr)s(2g'l . 

. s(2h'll = [s(2(g'+h'+g
1

+ ... +g
2
lll/llsig

1
1 ... s(g

1
ii 2

s(2g'l .s(2h')jc 

E K" 
2

• 
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dai, s(g+h) - s(g)s(h) 
. 2 

(mod K ) e assim q e uma q-seçao de v. 

Na próxima proposição relacionaremos uma ordem P, compatível 

com uma valorização v de K, com o grupo de valores e o corpo de 

restos de v. 

1.6. PROPOSIÇÃO. Sejam v:K---+ G uma vaf..oJLi .. zaç.ão de K, 

. 
s: G --->- K u.ma q-he.ç_ao de v e P uma u!Ldem de. K c_ompcLt-Zve.t c.om v. 

En-tão P -Lnduz: 

i) Um homomolt-6_.éhmO ap: G/2G --+ {-1,1} de. G/2G no ghupo mut 

t..-Lp.f'.--tc.atJ..vo {1,-1} dado poJt ap(g): = l .6fl, e home.nt.e. f:. e s(g) E P. 

ii) Uma oJLde.m ~ do c_o!Lpo JLehidual K dada da htquinte mane.i-v v . 

b + M E P 
v v 

p E P tal. qu_e._ b + M = p + M • 
v v 

DEMONSTRAÇÃO. Vamos mostrar inicialmente que op é bem definida. 

Se g = h, isto e, g = h mod 2G, então, por (1.4b), s (g) -

• 2 
c s(h) mod K ; daÍ, 

-1 . 2 
s(g)s(h) E K c P. Logo s(g) e 

op e um homomorfismo de grupos: Sejam g,h E 1:;, então 

op(g + h) = l <> s(g+h) E p 

* s (g) .s (h) E p 

* s ( g) ' s (h) E p ou s(g),s(h)>fP 

* op(g) . ap(h) = l. 
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aP(g + ii) = -1 * s (g). s (h) 'l p 

* s (g) E p e s (h) 'l p ou s (g) 'l p e s(h) E p 

•• ap (g) op (h) . 

Logo 

homomorfismo de grupos. 

Mostremos agora que p e 
v 

= -1 

V g,h E G, e assim o e de fato p 

uma ordem de K . 
v 

um 

a) Sejam a+M 
v' 

b+M E p e suponhamos que a,b E u n P. En-v v 

tão,pela compatibilidade de v, v (a+b) 

a,b E Uv n P 

= o ' donde a+b 

==!> a.b E U n F. 
v 

v 

E u () p 
v 

c) P n 
v 

p = o 
v 

pois, se a,b E P n A 
v 

e a+M = -b + M = v v 
-

~ a+b E M . Como O < a < a+b 
v 

O < b < a+b e Mv e convexo/ 

temos então que a,b E Mv. 

d) P U -P = K (claramente) . 
v v v 

Dizemos que P e a okdem eanon~ca éobhe. K ~nduzida poh P. 
v v 

Queremos traçar o caminho de volta para F, _[k.Titindo de Pv e op . 

1.7. PROPOSIÇÃO. Sejam 
. 

v : K --------r G 

s : G -------+ K uma g-~eçao de v, Q uma ohde.m de K e 
v 

o:G/2G-+ 

(Q) • = [a E 
a 

. o (va) + M E Q'} ê wna onde.m de__ K, c.ompa:t:Zve.i c.om v. 
v 

. , a 
K ' c:-c2-TCT 1 s (v (a) 
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DEMONSTRAÇÃO. (a) (Q)~ + (Q)~ c @~, Sejam a,b E (Q); elementos 

quaisquer. Então 
ao (\Ta) 

+ M E Q e 
boívb) 

+ M E Q, daí 
s(vlill s(v(b)) v 

(ao(va) 
s(va) 

+ M ) 
v 

+lbcrlvb) 
s(v(b)) + M ) E 

v 

CASO 1: Se v(a) = v(b), então 

v(a+b) = v(a). Assim la+bl o I vai 
s(va) 

donde a+b E (Õ)~ 

Q Temos 

a (vai (a+b) 
s(va) 

v 

dois casos: 

+ M E Q, donde 
v 

+ M v 
= 

(a+b) a (v (a+b) I + M E Q 
v s(v(a+b) I 

CASO 2. Se v(a} I v(b), podemos supor que v(a) < v(b), neste ca-

so v(a±b)=v(a)e v(±bo(va)) = v(:tb) - va) >O. 
s(va) 

Então 

ao (\Ta) 
s (v (a) I + M 

v 
(a ± b)o(Va) 

s(va) 

Portanto a ± b E (Õl~ 

+ M 
v 

(a± b)o(v(a+b) I 
s(v(a ± b)) 

+ M E Q 
v 

b) (Õ)~(ÕJ~ C(Õi 0: Sejam a,b E (ÕJ~ elementos quaisquer. 

Temos que s(v(a) + v(b)) = s(va) .s(vb) = a 2 para algum a E K 

assim obrigatoriamente ex E U . Como o é homomorfismo de grupos , 
v 

t , a.bo(v(a.b)) 
em-se. s(v(a.b)) 

1
bo (Vb) 
s(vb) 

+ M v 
a.b(o(va). (vb)) 

= + M = 
s(va)s(vb)a 2 v 

(ao (va) + M ) 
s (va) v 

Como Q e ordem de K 
v 

e a,b 

E (Q)~ concluimos que a.b E (Q)
0

• 

E 
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Decorre do fato de Q ser ordem e v(a) ~ v(-b) 

1J a E K. 

d) (QJ; é compatl\'el com v: Decorre de a), 29 caso, ao notar que 

v(a) < v{b), a,b E (Q)"
0 
~ a-b E (Q)~. 

O seguinte resultado é importante, uma vez que ele descreve 

o conjunto de ordens de um corpo K,compativel com uma valorização 

dada. 

. 
1.8. TEOREMA (Preste!). Seja v: K --+- G ltma vafoh;.zação de K 

tal que K ~eja áohmalme.nte heal e s uma q-~eç~o de v. Então a.ó 
v 

c.onhtJtuç_Õe.-5 de (1.6) e. (1. 7) p!Loduzem uma c..otUteJ.Jpondê.nc_-i_a -enveJLDZ -

vel enthe {P; P ~ ohdem de K c_ompatlvel c.om v} e {Õ; Q e Oh-

dem de K} x {o; a e. hornomoJt6l.ómo dr_ G/2G em {-1,1}}. 
v 

. 
DEMONSTRAÇÃO. Seja P uma ordem de I\ compat1vel com v e op, p 

v . a 
ap(v(a)) definidos em (1.6). Então a E (P ) = s (v (a)) 

+M E 
v op v 

-'- a 
op (V a) definição E p ·= s(v(o)) 

E u n p = a E P, pois,pela 
v v 

de 
- 1 

op{va). s(v(a)) E P. Logo donde p 

-pois ambos sao cones positivos. 

Seja agora a um homomorfismo de G/2G em {-1,1}, Q urna or

dem de K , e consideremos (Qf como foi construído em {1. 7). Mos-
v cr 

tremes inicialmente que a .-) · 
l Q C) 

o. Seja g E G. Pela definição de 

o 
1
-) • , temos que 
Q o 

s(g) E (ÕJ~ e isto acontece,se,e somente 



lO 

u
101

• (g)s(g) o(v(o
101

• (g)s(g))) 

se _o"_ _____ _____ a~--- + 
H 

v 
+ M E Q 

v 
s(v(o(Q)~(g)s(g))) 

Como o e o (Õl·
0 

assumem :3eus valores em { -1, 1} , temos então 

= o (g) , donde o --- ' 
(Q)o 

-- a. 

Resta mostrar que {Q,o)- ((Q).G)v , o(())·). 
" o 

. 
Seja a c K, 

que 

se 

a + M 
v 

a c G(va) + 

+ M E Q 
v 

Como a EU temos v(u) v' o' s (va) = 1 e o (va)=l, 

donde a + M E Q. Logo, 
v 

O resultado que segue, fornece L~m critério para que um corpo 

formalmente real, possua uma ordem compatível com uma valorizaç,iio v . 

1.9. COROLÂRIO. Sejct 
. v : K ___ ,. G uma vcd:oft~<:aç.ão de IZ. E11.-tão 

1) ExL.ste uma o'Ldc.m P de K, c_ompa-t2ve..-t eom v. 

2) O eohpo hehidual K E cioJtmalmente.. Jteal. 
v 

DEMONSTRAÇÃO. (l) ===> (2): SGgundo (l.G), P fornece uma areJem p 
v 

de K . ( 2) ==;;. ( l) : Seja o o homomorfismo constante de G/ 2G em 
v 

{-1,1} cujo valor é L Se Q é uma ordem de K , u ProposjçÉio {1. 7} 
v 

proporciona uma ordem (Q}
0 

de K, compatível com v. 

Observemos que, se o número de ordens do corpo I<,compat1vcis 
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com uma valorização v de K for um inteiro finito r, então fixada 

uma q-seçao de v,t.eremos r = m.n , onde m =o numero de ordens 

de Kv e n = o número de homomorfismo de G/2G no grupo multipli

cativo {-1,1}. 

-1.10. DEFINIÇÃO. Uma valorização v, nao trivial, de K satisfazen-

do as condições equivalentes do Corolário (1.9), será denominada 

de valorização real de K. 

Reparamos que na literatura sobre valorizaçÕes, as vezes uma 

valorização é dita real,se ela for de posto l e a função valoriza 

çao assume valores reais, usando-se uma notação multiplicativa 

Achamos melhor, no caso, usar a frase "valorização real exponenci 

al". De qua~quer modo, no proqresso Gesta tese, não há possibili 

dade de confusão. 

Vamos agora verificar a forma dos anéis de valorização, asso-

ciados a valorizações reaiS de um corpo K. 

1.11. DEFINIÇÃO. Sejam {K,.:_ ) unt corpo ordenado e A c B subcon-

junto de K; então A é dito ..se.Jt c.o6inal em B,com respeito a ordem 

~ 1 se para todo b E B, existir a E A tal que lbl~ a. Se F for 

um subconjunto de K, denotaremos o subconjunto {a E K < a 

para algum a E F} < 
de K, por Ap ou AF quando não houver chance 

de int.erpretações difusas. Lembremo-nos, de que I a I denota o; se 

O < a e -a se a < O. 
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. "~. 

1.12. LEMA. Seja (K,_:_) um c.o!Lpo oJtde.nado r_ F um .óubc.oJtpo de K. E!!:_ 

-tão um anel de valoJtização de K, convexo com Jte-6peito ~ 

de.m dada <. 

DEMONSTRAÇÃO., Sejam a,S E AF e a,b E F tais que jaj <a 

I S I < b ; então I a+B I < I a j + I SI < a + b E F e I a • S I < a· b E F. 

Assim AF e fechado por adição e multiplicz·.ção. 

Se o~ E K e a f/- AF' então a < ]a I para todo a E F donde 
. 

< la] para todo a c F. Portanto 
-1 

a E AF. As outras pro~ 

priedad.es são Óbvias. Assim AF é um anel de valorização de I<, 

convexo em (K,_2). 

Observemos que o ideal maximal M F de AF e o conjunto 

ÀFI 
-1 {O) 

. 
la I I a I p) {o) v {a E a íl AF) = u {a E AF < v a E 

Segundo Lang, [ 15] os elementos na o nulos -de ~ sao ditos Á..YI6-<__nJ:. 

.tamente. pe.quenofl sobre F, e esta propriedade e representada por 

a « F. 

Se a E ]( e a " AF então a e dito ser ;_n 6in--U:am e n~te g!Lavtde. 

sobre F, e escreve-se a » F. 

Assim A "" {o: E K 
F 

a >> F} e seu ideal maximal e 

{a E K I a«F)U{O). 

Por (1.12) e (1.2), se F não for cofin~l em {K,~), 
< A- sera 
F 

um anel de valorização não trivial, e teremos uma valorização v 

compatível com a ordem de K. A valorização v e real. Neste caso 

diremos apenas que A~ e um anel de valorização real. 
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Mostraremos que todo anel de valorização real de um corpo K 

e do tipo 

de K. 

A:!,_ 
F 

para algum subcorpo F de K, e alguma 

1.13. PROPOSIÇÃO. Seja (K,.::_) um c.o!Lpo or~denado, então: 

ordem < 

(a) o c.onjnn:to doh ané.~-6 de va.toJu:.zação com~e.xcl/.l com Jte.ópe_{_~ 

-:to a < e -to-talmente. mZ11imo de. ta.i C(iVl~ 

junto. 

(b) Ae. v
1

, v
2 

-6ao ualoJtizaçÕe.-6 de K tai-6 que v
1 

~ compatZ

ve.t com < e. Av c Av , e.ntão v
2 

ê compaLZ.vr.t com .::_. 
1 2 

DEMONSTRAÇÃO. (a) Sejam A1' A2 anéis de valortzação de K, conve-

xos com relação a < Se Al )Z A2' então 3y E Al tal que y )Z A2. 

Ass.im, da convexidade de A2, i X I < IY I V X E A2; d<Ü A2 :::: Al. 

Seja agora A um anel de valorização convexo com relação a 

< Q c A; consideremos A~ como foi definido em (l.ll); então 

para todo 
< 

a E A- existe 
Q 

r E Q C A tal que a < r; como e 

convexo concluimos que 
< AQ c A . 

• (b) Sejam a,b E K com o < a e v
2 

(a) < v
2

(b) então 

-1 -1 _, -1 
v 2 (ab ) < o = ab )i' A = ab " )i' A =õ;;>-v (ab ) < o = 

v2 v 1 1 

= v
1 

(a) < v
1 

(b), dai b < a pois vl e compativel com <. Por-

tanto vz e de fato compatível com < • 

O seguinte resultado,, fornece uma reciproca do corolário 

(l.2a). 
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l.l3a. TEOREMA. Seja {1<,.-::_) um C-O!tpo OJtdc..nado. Erdão ..::._é uma oJtdem 

não aJtqu.-Lme..d.<..avw ~ e.x-Í...óÚ! .. uma valoJt.--i.zaç.ão não :tJtiv_{_af v de" K 

compa:t1vel com <, 

DEMONSTRAÇÃO.~) Corolário (l.2n). =) Suponhamos ~ue < e 

< A- e 
Q 

convexo em não-arquimediana. Então o anel de valorização 

(K,<) e é não-trivial. Logo a valorização de < A- e Q 
comp<:ltÍ vel 

com ~, isto por [1.2). 

l.l3b. OBSERVAÇÃO. No exemplo I 3- l) consta a construção explí-

cita da valorização dada por 

1.14, PROPOSIÇÃO. Sejam v K --r G uma va.toJLização de K, FCA 
v 

~m ~ubco!tpo de K 

do a v . Evt.tão 

e -rr :A -""* K o place.. c_anôni.c.o de K a-6.õoc) __ a-
v v 

F-+ K 
v 

.õubco!tpo maximal de A , en:tão 
v 

de. C.OJtp0-6. 

DEMONSTRAÇÃO. Temos que F n M = {O}, já que 
v 

F e um corpo, don 

de segue que TI]F é injetor e assim TIF é um subcorpo de K . 
v 

Suponhamos agora, que F seja um subcorpo maximal de A . Seja 
v 

a € Av e suponhamos que a~ F. Então 

n f(x) ~ x + 

F(a) 'Í- A 
- v 

+ ... + a 
n 

Fia) n Mv f {O)_ Sejam 

e g (x) = xm + b
1 

xm-l + ..• + bm E :f lx ] c A [ x] 
v 

e assim 

'" F [x} c A [x] v 

tais que 



15 

-l -1 - -1 
f(a) g(a) 1f. O e f(a) g{a) E Mv' entao O< v(f(a)g(o:) ) 

= v(f(al I - v(g(al I, donde v(f(all > v(g(all > O; 

f(a) EM , isto e, 
v 

f(xl + . . . + Tl a E TI F [x] 
n 

assj_m 

é tal que f (0:) o (a a+ M). Portanto, de fato, K ITTF 
v v 

e 

extensão algébrica. 

1.15. LEMA. S(_)_ja (K,2_) um c..oJtpo oJLden.ado e KIF uma e_x:tenJão algé

bnica de coJtpo-6. Ent~o F~ c..o6inal em K com Jte~peito ~F. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja 0. E K, o. > 0, e f(xl 
n n-1 _ 

=== x +a
1

x + ... +an E:: F lxl 

tal que f(al =O. Se u = maxll, ia
1

1 + la
1

1 + ... +ia I}, 
n 

en-

tão u E F, e mais ainda, todas as raízes de f, ,num fecho reaJ 

R, de (K,2}, estão no intervalo (-u,u) de R. Assim, la!<uEF. 

1.16. OBSERVAÇÃO. Lembremo-nos da teoria de valorizações, que se 

KIF e uma extensão algébrica de corpos e se Al' A2 sao anéis 

de valorização de K tais que Al c A2 e Al n F = A2 n F então ' 

Os próximos dois teoremas tratam de uma versão mais forte guc 

Preste! deu,a dois resultados devido a Lang. 

1.17. 'rEORE.HA. Sejam (K,~) u111 coh..po ohdenado e A um an~.f de. va.to-

e K 
v 

o ~deal maximal de A, a ualoh~zaçao de K, o p.ta~e de K ah~ociado~ 
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a A e_ o c.ohpo Ju?_~:,.Cduai K de. v,, he.-Ape.c.tivanre.nte.. 
v 

K ta.e qu(l_ A= A:;_ ; IJJCL-.é-6 a.tnda, 
F 

pode. -612- e-Acolhe/c F de 

mane.i~'La que_ F fle.ja cLEge.Gfl_~Lcanrc.nte. 6e.c.hado em K e_ K [T1F -6C.Ja cww 
v 

D8MONSTRAÇÃO. Seja p o cone positivo de K associado a < • Como A e 

convexo com respei·to a P, temos que p {a + MA ; a E ui\ (1 p} u 
v 

u {o } e um cone positivo de K 
v' 

e que Q c A, - sendo Q o corpo pr1:_ 

mo de K. Então, pelo lema de Zorn, concluimos que existem) subcor-

pos maximais contidos em A. Seja F um deles. Por {1.14) 1 Kv!1rF e 

extensão algébrica, então,por (1.15}' "IT E' - co final uma e em 

respeito a 

a ~ a + M 

(a + M) 

• 
a - a E P, 

p . Daí, F e cofinal em A, pois,se a E A, 
v 

E K donde existiria um e1emento a E F 
v 

(a + M) 

ou seja 

(a - a) + M c; Pv. Daí a- a c; uA n P 

u < a. 
< 

Portanto, A c Ap. Agora, se 

< 

tal 

K com 
v 

então 

A~ 
F 

que 

c 

~:-mtão existe a E F c A tal que I e:: I < a donde A-- c A, pois 
F 

A 

é convexo. Portanto, A = 

Seja F um subcorno maximal de A, vamos mostrar ouc F -e 

alqebricamente fechado em K. Para isto, seja a F: K um elemen-

to qualquer algébrico sobre F. Então P é cofinal em F (a) 

= F [a] , na ordem induzida de K. Assim, 
< 

P (ct) c Ap = A, mas como 

F e um subcorno maximal contido em A, temos a E :>:' 
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1.18. COROLÁRIO. Seja v: K- G uma va.toJLizaç.ão ne.af d(!_ K. En-

:tão e..xi.0.te. uma oJLde.m < de K e ttm .ou.bcoJtpo F de K :tcd. qu.c. 
<_ "" Ap. 

A 
v 

DEMONSTRAÇÃO. Seja~ ordem de K compatível com v. Por (1.2) A é 
v 

convexo com respeito a <. Então, por (1.17), existe um subcorpo F 

de K tal que 

O próximo teorema responde a uma pergunta importante: Se v 

e uma valorização real de um corpo K e L]K e uma extensão de 

corpos, como estender v a uma valorização real de L? 

. 
1.19. TEOREMA. Seja v Y-----+ G uma vafohizaç.ão Jte.af de. K e < 

uma oJLde.m de K. Seja K um 6echo Jte.al de (K,<), 

de a uma ualoJtizaç~o ne.al ~ de. R .oe, e .oomen~e .oe a andem < e com 

pa:tZvef com v. 

~ 

Ca~.s o v ,::, f!_ e_.o:te.nda a K, e .o ta e.x-te.vL6ão ' Ún-ica, a mc.n.o-6 de 

equivalência e K~ e o necho ne.al de (K r p ) r -:, endo p a O!Ldem CCl-
v v v v 

J10I1_.{_c_a_ ivrduzida -éObJt('_ K pon P, a oJtde.m de K. 
v 

DEMONSTRACÃO. ~ ) Suponhamos que v se estenda a uma valoriza -

ção real V de K. Então,por (1.18), A; 
p 

= A~ I 

F 
onde F e um subcor-

po de K e P é uma ordem de K. Agora K tem uma Única ordem, logo 

p í1 IZ = P. Repare que A~ í1 K = A • 
v v 

peito a P e < é comoativel com v. 

Dai A 
v 

é convexo com rcs-
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Para mostrar a unicidade de v, quando existe; suponh&tDs que 

v
1 

seja uma outra extensão de v a uma valorização real de K. En-

tão v 1 e compatível com P, a Única ordem de K. 

c A
v 

ou A 
v 

como A~ n K 
v 

n K 

Dai, por (1.13) 

e é ex-

tensão algébrica,por (1.16), A- = 
v 

Portanto v e equiva 

lente a v1 . 

Ç=) Suponhamos que p seja compatível com v. Por (1.17) 

para algum subcorpo F de K, onde oodemos supor que :r é subcorpo 

maximal contido em Av e que é uma extensão algébrica. 

Seja K o fecho real de (K,P) e P sua Gnica ordem. Ent~o 

anel de valorização de K estendendo 

-

p 
A = A 

v F 
e assim, se v e 

uma valorização de K, associada 
p 

a A 1 teremos 
F 

que v e valorização 

- -de K extendendo v e compatível com P: isto é, v e uma valori-

zação real de K extendendo v. 

Para concluir a demonstração, resta mostrar que K- é o fe
v 

cho real de (K n l v' v Para isto, seja F1 o fecho real de (F,P n F) 

contido em K. Então F
1 

é real fechado e desde que F e co final 

em F -1 (F
1

jF é extensão algébrica) concluimos que F 1 
c 

p 
~F 

R, associado - -
Se ~e o place canônico de a v, então,JJOr (1.14), 1rF l 

e um subcorpo real fechado do corpo ordenado (K-,P-l I v v 
-
P~ 

v 
{a + M 

v 
! ,.,, E I u u- n P}. 

v 

A- . 
v 

o Fl 

onde 

Agora, K- llTF é extensão algébrica, nois iZ- I K e I< I nF sao 
v v v v 

extensões algébricas. Como F c F1 e * estende lT,concluimos que 

e extensão algébrica. Daí, é real fechado e 
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v v 
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1.20. COROLÂRIO. Se (K,v) - -e um co~po ~eal 6echado e v e compatZ -

chado. 

Podemos reunir os resultados (1.2), (1.9), (1.12} e (1.18 I 

da seguinte maneira. Repare que ele já sugere uma maneira de des--

crever todas as ordens de um corpo formalmente real como veremos 

no parágrafo seguinte. 

l. 21. TEOREMA. S c.J a (K, v) um c.o!Lpo valoJLizado. En-tão a6 6 e.gu-i!..!:_ 

l) Exi~te uma oJLdem P de K compatZvel com v. 

2} v ~ uma valohiza~~o !Leal. 

3) Ex,Cs;te uma andem P de. K na qual A e convexo. 
v 

4) Exihte. uma oJLde.m P de K na qual Mv e convexo. 

2. CORPOS HENSELIANOS FO~~LMENTE REAIS. 

Como mencionamos no fim do parágrafo anterior 1 os métodos de 

senvolvidos no mcsmo,são suficientes para dar uma descrição com-

pleta de todas as ordens, em alguns casos. Um caso importante e o 

caso de corpos henselianos. 

Vainos primeiramen-te, fazer um breve resumo dos fatos que se-

rao mais usados neste parágrafo, a respeito de corpos valorizados 

henselianos. 
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Assumiremos como definição de corpo henseliano,a propriedade 

que geralmente e conhecida como Lema de Hensel. 

2.1. DEFINIÇÃO. Um corpo valorizado (K,v) é dito hen..oei-Larto, se 

para qualquer polinômio mônico f (x) E A [x] 
v 

e para todo a E A , 
v 

tal que f (a) E M 
v 

e f' (a) 51 M existe b E A tal v' v 
que 

f(b) = o e b-a E M 
v 

Se, além de ser henseliano, o corpo valorizado (K,v) for for 

malrnente real, diremos que (K,v) é um corpo henseliano forrnalmen-

te real. 

Lembremo-nos de que uma extensão de corpos valorizados 

,v
1

l de (K,v) é ime.dÁ.-a.ta se os monomorfismos naturais de G 
v 

e de K 
v 

forem sobrej etores. Aqui, K e G v v 
indicam 

corpo residual de v e o grupo de valores de v,respectivamente. 

em 

o 

A seguinte proposição contém os fatos sobre corpos henselia-

nos, que usaremos neste parágrafo. Sua demonstração pode ser en-

contrada em Endler [ :; ] ou Ribemboim [ J 9] • 

2.2. PROPOSIÇÃO. Seja (K,v) um c.o!Lpo vatoJtizado. Então Dao 

da~ a-0 ~eguinte~ aóihma~õe~: 

K. 

(K, V) 

1) (K,v) é hen~ei{avto -óe, e. -óome.ntr. -óe. a vatoJti.za~ão v de. K 

de manei.Jta 

-2) Se a c.aJtaete.nl~tic.a do c.o!Lpo Jte.~idual K e ze.Jto, v 

c.a imediata p!tÕp!tia de (K,v). 
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3) Pa~a todo co~po valo~izado (K,v) exl6te, a me.no6 de um 

-(K,v) que e. hr_n,sc.liaHO. 

Se KHIK for a Única extensão da Alínea 3), da Proposição 

(2.2), então KH §chamado de Hen6elizaç~o ou 6echo Henóeliano de 

(K, v). 

O próximo resultado mostra a simplicidade de um corpo hense-

liano formalmente real. 

2.3. PROPOSIÇÃO. Se.Ja (K,v) um C-O!tpo valoJtizado he.rU:d:l;_ano. Erttão 

ainda, toda o!tdem de K e compatlvel com v. 

DEMONSTRAÇÃO. Ç=) Se Kv é formalmente real, então, por (1.9), l\ 

e formalmente real. 

~) Seja < uma ordem de K. Usando (1.9), basta mostrur que 

. 
< é compatível com v. Façamos isto: Sejam a,b E K elementos tais 

que O < a e v(a) < v(b). Então ·ba- 1 EM . Ora; f( I 2 
X =X +X + v 

+ ba-l E A [x] 1· - . e um po lnomJ..o e 
v 

f (x) 
2 

__ x + x mod M . f (O) = O E I'-1 , 
v v 

f' (0) = 1 fJ 1\1 • Neste caso, do fa·to de {K,v) ser henseliano, exi~ 
v 

tem elementos c,d E K tais que f(x) = (x +c) (x + d) = x 2 
+ {c+d)x+ 

+ de. Dai c+ d = l e 

~ (l-ele_~ (l-c) b 
d I l-c) 

-l 
ba =cd, assim 

2 b (c-e )a~c(l-c)
cd 

b. (c ~ l, pois d ~ O e b ~ O I 

O . (l "- a 2 
2 l 

c) ~ al4- c-
l =-a - a(c -
4 

l 
4 a - b, 

l b < 4 a <a. Portanto< e compativel com v. 

Assim 

donde 
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O significado do resultado anterior é que, se (I\,v) é hen-

seliano e v é uma valorização real de K, então o conjunto das or-

dcns de K, compatíveis com v, coincide com o conjunto de todas as 

ordens de K. 

Este resultado juntamente com (1.8), (1.9) r (1.18), {1.19) e 

(1.21) são os que proporcionam à teoria de valorizações um papel 

significativo em estudos de corpos formalmente reais. 

2.4. COROLÂRIO. Se_ (K,v) ê um coltpo he.1Beiiano &o!tmafrnc_ntr" fU!_at e 

quime.dlana. 

DEMONSTRAÇÃO. Se~ é urna ordem de K, então, por (2.3) < é compa-

• l • t1ve com v. Da1, por (2. 3), < e nao arguimediana. 

2.5. PROPOSIÇÃO. Seja (K,v) 

he_n-é>e..lj_zação. Se. v e_ urna vaio!Lizaçeio Ju:ai, !Lntão, a me.V!ol> de e_qu~ 

val~ncla, v
1 

~ a ~nica valo~tização lte.al de K
1

, e.6te.nde.ndo v. 

DEMONSTRAÇÃO. imediata de (K,v) ,então(K1 1 
vl 

e 

isomorfo a Kv. Assim v 1 é valorização real de K
1

. Para mostrar a 

unicidade de v
1

, seja v
2 

uma outra valorização real de K
1

, esten~ 

dendo v. Se fixarmos uma ordem P
1 

àe K
1

, concluirros, ror (2.3), que P1 

e compativel com v 1 e v 2 . Dai, por (1.13), ou 

K n A 
vl 

I 1.16 I , 

= K nA e K
1

1K é uma extensão algêbrica,concluimos, por 
v2 

que v 2 é equivalente a v
1

. Portanto, a menos de equivalê~ 

cia, v
1 

e a Única valorização real de K
1 

estendendo v. 



23 

2. 6. TEOREMA (Prestel) .Se.ja v: K .---------.-+ G uma va.foh-ézaç.ão 11.ea.t de. K 

c..om c_ofl.po fl.e.-Oidual Kv. En.:tão, K ~ JLC.atme.ntc. 6e.dwdo -6C., e -6ome.nte 

-6 e.: 

2) O c.o!Lpo K é !Le.a.t be.c.hado 
v 

3) (K,v) C: he.n./5e..f,{..avw. 

DEMONSTRAÇÃO. ~ ) Suponhamos que K é real fechado e denoterws por 

P sua Única ordem. Como v é valorização real, temos então que p é 

compativel com v. Vamos demonstrar 1), 2) e 3). 

l) Dado g E G, seja a E p" tal que v(a) = (g). Como K e 

real fechado, dado n E Z+, existe b E K tal que {";."" bn. 

g ~ v(a) ~ nv(b). 

2) K é real fechado pelo Corolário (1.20). 
v 

Dai, 

3) Vamos usar ( (2.2), (2)): K e formalmente real, em parti
v 

cular, a caracteristica de K e zero. Como K é real fechado,a úni 
v 

ca extensão algébrica de K é K(i) {i= ~f). Se (K(i) ,v
1

), for 

extensão imediata de (K,v},para alguma valorização v
1

, então v
1 

e 

valorização real de K(i), o que não pode acontecer, pois K(i) -na o 

é formalmente real. Então a única extensão algébrica imediata que 

(K,V) admite, é a trivial. Como a característica de K e zero, te 
v 

mos então que (K,v) é de fato henseliano. 

-{=.) Suponhamos agora l), 2) e 3). Seja P uma ordem de K com-

patível com v. Então, por (1.19), v estende-se a uma única valori 

zação real V de K, onde K e um fecho real de (K,P) e, mais ainda, 

o corpo residual K~ é isomorfo ao fecho real do corpo 
v 

ordenado 
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{K ,P ), sendo P a ordem canônica de K, induzida Jor P. 
v v v v Agora, 

~ 

por (2), K é real fechado; então 
v K- ~ K . Se G e o grupo de va

v v 

lores de v, podemos supo1~ G c G. Assim, do fato de KjK ser uma 

extensão algébrica, o grupo quociente G/G é de torç:~o. Logo, dado 
~ 

a G: G, existe mE %',+ tal que ma E G; isto e, ma = g para algum 

g E G; por (1) existe g' E G tal que g = mg', en-tão ma = g ""' 
~ 

mg' ==> m(a-g') O. Como a - g 1 E G, que e um gr..1po totalmente 

ordenado, (portanto sem torção), concluímos que a"" g' E G. Assim 

-G = G. Portanto (Í<,V) é uma extensão imediata de (K,v) Agora, 

K]K e urna extensão algébrica; (K, v) e henseliano e a caracterís-

ti c a de K e zero. Então, por I 2. 2, (2) ),concluímos que K o K; 
v 

isto e, K e de fato real fechado. 

3. EXEMPLOS E APLICAÇÕES 

Usando a técnica dos Parágrafos 1 e 2 vamos dar explicitame_12 

te todas as ordens do corpo de fra·ções racionais JR (X) e de sere-

ver as ordens de Q{X). Vamos, também, dar explicitamente, todas 

as ordens dos corpos de séries formais lR(X) e Q(X). 

No primeiro exemplo (ver Wisvanathan [271) descreveremos a 

valorização assc·ciada ao anel de valorização 
p 

AQ, de um corpo or-

denado não-arquimediano {K,P), definido em (1.12). 

3.1. EXEMPLO. 

Sejam (K,~) um corpo ordenado, Q o corpo primo de K e Z o 

conjunto dos inteiros de K. Denotemos por S o conjunto das clctsses 
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arquimedianas de K'; isto é, ~é o conjunto quociente de K' oela 

relação de equivalência '\_. , definida da seguinte forma: x 'v y se 

se existem inteiros m,n c z, tais que I x I < ! my I e I Y I < I nx I 

(ver [221, pag. 90). Note que x rv O ~ x o e assim õ r s 

Definindo em S a operação x.y x.y = a classe arquimediana con-

tendo xy, S torna-se um gr.upo abeliano, onde temos: o elemento 

identidade de S é a classe arquimediana 1, onde 1 é o elemento 

ident.idade de K; o inverso 

-=-r 
- -1 

lx) de X E S é a classe arquimedi~ 

na x E S. 

Sejam x,y E S, dizemos que x < y se existe n E Z tal 

que IYI < lnxl. Essa relação define uma estrc~tura de grupo t.otal-

mente ordenado em S; pois: 

a) Se x < y e y < x ,cnt~o existem inteiros m,n E Z tais 

que jy I < jnxl e lxl < lmy J e assim x y 

b) Se X < y e y < z 

m,n E ~ tais que iY I < inxl -

~ 
I I jy i < 1m1 -

'mi I 1 inxj ~ !m.nxl 

c) Se X < y e z E S 

< 'nxi I I donde 

z.x < z.y. 

i z I IY I < i z I 

d) Se x,y E S e x I y 

seja n E z. Logo i X I < jy I 

então existem inteiros 
~ 

na o 

e i z i _:_ I rny i · Daí I z 1 
< !my i 

e como m.n E z segue que 

então existe n E Z tal que 

I nx j, ou seja I zy! < j nxz]. 

então I nx i < IY I qualquer 

e assim y < x. 

nulos 

X < z. 

IY I 
Logo 

que 
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DessG modo, S é de fato um gupo abeliano totalmente ordenado. 

Daqui pra frente, trataremos S como grupo aditivo em vez de grupo 

multiplicativo. 

Definimos agora uma aplicação v de K · em S, por v ( x) "" x = a 

classe arquimediana de x; v assim definido é uma valorizaçâo de 

K"; Fois: 

a) v(x.y) - xy X + y v(xl + v(y) 

b) Sejam x,y E K o suponhamos que min{X,YJ X isto 

e, que X < y. Então existe n -
E z tal que ]y I < inxj. Logo 

lx + Yl < I xl + jy] < !x I + lnx1 I In+ li x I dondE~ X < X + y e, 

assim 1 v(x+y) x+y > X - min[v(x), v (y)}. 

Portanto, v é uma valorização de K e tem como anel de valori 

-zaçao A 
v 

{x C K"jv(x) >O} U {O} ~ {x E K"l lxl < In] para algum 

nEZ}U{ü} o anel de valorização de K defj_nido e:rrl (1.12). 

Vamos e gora, mencionar certos fatos, bem conhecidos da b::'!o-

ria das valorizações, que nos permiti.rão descrever todas as valo-

rizações reais dos corpos Q (X} e lR (X) . 

3.2. Sejam, K um CO-LJ::0 1 X uma indeterminada sobre K e v uma valori 

zaçâo do corpo K(X) das frações racionais sobre K. Se v é tri-

vial sobre K, ent.iio v é uma valorização p(X)-ádica, onde p(X) E 

E K[X] e wn polinômio irredutível, ou v é a valorização m-ádica da 

du pelo grau. 
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Se v é uma valorização p{X)-ádica, então seu corpo residual 

é isomorfo ao corpo K[X]/p(X)), onde p(X)) é o ideal maximal de 

K[XI, gerado por p(X). Se v e a valorização oo-ádica, então, seu 

corpc residual e isomorfo ao corpo K. 

Se v é uma valorização reaJ. do corpo IR(X) , onde JR e o cor-

po dos números reais, então, por (1.18), vi é a valorização tri lR ~ -

vial de JR • Assim, v deve ser uma das valorizações p (X) - ádicas 

de lR(X) ou a valorização oo-ádica denotada por vw. Agora, se 

p(X) E lR [XJ e t!m polinômio irredutivel, então p{X) = X- a, onde 

a E JR ou p (X) 
2 

(X-a) + (5, onde o:,B E lR com B tO. Por (3.2), 

o corpo residual da valorização ((X-a) 2+B)-ádica e isomorfa a a:, 

o GOr}_X) dos núueros conplexo.s, e o corpo da vu_lorização (X-o:) -ádl.ca , 

Q_enotada por v , e isomorfo a 
a 

lR~ 

Notemos que, se sao números reais, então v (X-n}o=J., 
l1 

v (X-BI 
a 

v e 
a 

zaçoes v 
w 

o, VB(X-a) o e vs(x-0) ;= 1 e assim as valorizações 

de JR(X) nao são comparáveis. Note também que as valor i 

e v
13 

, onde a E lR não são comparáveis. 

Resumidamente temos. 

toJtizaçOc.h (X-a)-ádJ..c.ah, ortde a E JR, d~n.otada.-s po!t v 
a 

a 

va..toJt-<-za.çã.o oo-âd;__c_a, v co, dada peto gJtau.. Ma_j_,s aivtda, h r_ l.t,B E JRU 

U {m} A c A, 
(~ f.-' 

pondc.n.te-.:. à~J va-CoJÜzaç.Õe.h va c. v
6

, !LC.-<'>pec.Li.vame.vlfc., nao haO com 

paJtâ v e.i.6 . 
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Vamos agora descrever as valorizações reais do corpo Q (X) . 

Seja v urna valorização real de Q(X), então, como em JR(X) v 

e uma das valorizaçéies p(X)-ádicas de Q{X) ou a va~_orizaçao oo-

-ádica denotada por v dada pelo grau. Por (3.2) v é valoriza-
w ÜJ 

çâo real de Q(X) e o corpo residual da valorizaç3.o p{X)-ádica, de 

notada por vp(X), e isomorfo ao corpo Q [X]/(p(x)). Logo vp(X) e 

uma valorização real de Q(X) se, e somente se Q·[Xl /(p(X) l e um 

corpo formalmente real, nu seja, se, e somente se p(X) tem raízes 

em JR. No caso em que isto aconteça, o numero de ordens de 

Q !X] /(p(X)) e exatamente igl!al ao número ra1zes reais do poli-

nômio p (X) E Q IX] • 

Resumidamente temos: 

3.4. PROPOSIÇÃO. A-6 Ún-Lçaf., vaf..oJc-i_z:aç.Õe.ó Jtea--L.ó de Q (X) MUI a-5 ua.to 

ILizaçÕc_-6 p(X)-âd-Zca-~. dc_notada-6 poh. vp(X), onde_ p(Xl E Q IX] c_ um 

e a ualo~LJzaç~o v dada 
~ 

e o 

n~m~no de onden6 do cu~Lpu 1Le6~dual Q [~/(p(X)J a66ociado a vafo~Li 

zaçao vp(X) ~ o n~meho de ILalze-6 heai6 de p(X) 

3.5. ORDENS DE JR(X) • 

Em (3.3) temos dado todas as valorizaçÕes reais de JR(X).1'ais 

valorizaçõe:o. tem JR como corpo residual e Z como grupo de valores. 

Então, fixada uma valorização real v de lli(X) , por (1.8), existem 

exatamente duas ordens de JR(X) compativeis com v. 
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Para analisar a natureza destas ordens, vamos estudar três 

casos: 

CASO I. a - O 

Neste caso cabe a 1R(X) duas ordens; provenientes da seguin-

te maneira: 

i) Ondc_m an-ti-1c.xi.c_ogJtâ6Jc.a: Um polinômio f (x) 
m 

= a X + 
m 

rn-1 n + a 
1

x + . . . + a X E JR [X] com m- n a 
m " o 

e m < n é positivo, 

se o coeficiente do termo de menor grau a e positivo, isto é, se 
n 

a E JR
2 

• Um quociente f (X) /g (X) E JR(X) é positivo se o polinô
n 

mio f(X) .g(X} é positivo. 

Se :i_ndicarmos por P
1

, esta ordem, então (IR (X) ,P
1

J) e um cor 

po ordenado e P
1 

é denominado de ordem an;ti-i.e__x_{_c_ogtLêí.6-Lc.a de JR(X). 

mo a função X -------+ -X define um JR -automorfismo T do corpo JR (X); 

T define uma ordem P
2 

de lR(X) da seguinte maneira: f(x)/g(x) E P
2

, 

onde f(x)/g(x) E JR(X) se, e somente se t(f(x)/g(x)) E P
1

. 

Assim, ( JR (X) , P 
2

) é um corpo ordenado e P 
2 

é denominado a o !L 

de_m ant-l-!e_xic.ogJtã6ic_a de. JR(X) via o au-tomoiL6ú,mo X ---~ -X. Rep~ 

polinômio f I XI xm m-l xm E lR [Xj 
. 

r e que um ~ a + a 
1

x + ... + a 
m m- n ' 

com n < m, pertence a p2 se, e 
n lR2 somente se (-1) a E . Repare 

n 

também, que P1 'f P 2 e que estas duas ordens são compativeis com 

a valorização x-ádica de JR (X) . 

As orC.ens P
1 

eP
2 

são, então, as duas ordens de JR(X) compati-

veis com u valorização X-ádica, dadas pelo teorema (1.8) 
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corresponde ao homomorfismo constante o
1 

de Z/dZ em {-1,1} e P
2 

corresponde ao homomorfismo cr
2 

de Z/dZ -->- {-1,1] tal que a
2 

(1)=

- -1. 

o Teorema (1.8) descreve P
1 

e P
2 

da seguinte maneira: f(X) = 

a Xm m-1 n [ 
1 

• 
rn + am_

1
x + ... + a

11
X E IRX com 

e somente se 
f (X) 

s (v (f(X) I o1 (vfiXI I +Mo E 
o o 

se, e somente se a 
n 

e flxl E P 2 

IA /M I o o 

m ~ n estâ em P1 se, 

(A /M I o o + 
ou seja 

se, e somente se 

ou seja, se, e so-

n!ente se n I -11 a 
n 

E JR2 Aqui s 
o 

e uma q-seção da valorização 

dada por s (n) 
o 

CASO I I. Va.toJti .. za.ç.ã.o (X-o:) -íidJ .. c.a de. JR(X) la E JR I . 

Neste caso, o JR -automorfismo T de JR (X) 
a 

que leva X em X-o: 

dá origem a duas ordens P
1 

(o:) e P
2 

(o:) de JR(X) , provenientes de 

P1 e P2 , respectivamente, da seguinte maneira: 

e 

t (P I 
a 1 

~ (f(XI/g(XI E JR(XI I 

{f(X}/g(X) E JR(XI I 

T-l(f(XI/g(XI I 
u 

E p } 
l 

Observemos que P
1

(o:) corresponde a ordem anti-lexicográfica 

P
1 

de JR(X) , no seguinte sentido: f (X) 
m m-1 

"" a X +a 
1
x + m m-

n + a X E 1R [X]" 
n 

(n < m) pertence a P1 (a) se, e somente 

f(X+al = a (X+a) + 
lTI 

n-1 a 
1

(x+a) + 
m-

... + un(X+a)n E P
1

. Uma 

+ 

se 

outra 
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maneira de escrever P. in) i = 1,2 e a seguinte: Escrevemos f(X) 
l ' 

f (X) 
t 

f 
1 

(X) , como; ~ (X-a) onde f
1 

(a) t o . Então, f(X) E P
1 

(a) se 

f
1 

(a) > o em lR e f (X) E P
2

(a) se (-1)t t
1 

(a) > o em lR. 

Desde que x-a E P
1
ia)\ P

2 
ia) , a ordem P1 (a) e diferente da 

ordem P
2 

(a) .. · 
'' Geralmente, se o. 7- B , então {P

1 
(o:) ,P

2 
(o.)] n 

n {P
1

(SI, P
2

1SI} = <jl. Para a confirmação da ÚlU.ma afirmação, se 

supormos S < a 

(i 1,2), e que 

(i~ 1,2). 

(em lR), note que X-a ~ (X-6) + I S-a)EP
1 

(a)\ P
1 

Wl 

2(X-a) +(a-SI~ 2(X-S) + (S-a) E P
2
ia)\ Pi(SI 

Observemos que as ordens P
1 

(o:) e P2 (a) sao 

valorização (X-a) -aaica de JR (X) . Assim, A a = 

compativeis com a 
P1 (a) p2(a) 

AQ - AQ 

Como os anéis de valorização A 
a 

náo são comparáveis, se 

a t5- S, então, da Ultima igualdade, também vemos que 

CASO III. Vafo~;zação w-ádi~a de lli(X) 

Considerando o lR -Cl_utomorfismo T de lR {X) , que leva 
~ 

X em 

1 
então x' 

P 1 (~) = T (P ) = (cf'(X) E JR(X) J T
00
-

1 (f(X)/g(X) E PJ.} 
~ 1 g (XI 

e 

P
2

(w) = T
00

(P
2

) sao ordens de JR(X). Claramente um polinômio f(X) 

m 
= a X. 

m 

p (~) 
l 

se, e 

m-1 
+ a 

1
x + 

m-
n + a X E 

n 

se, e somente se a E JR
2 

m 
- m 2 

somente se t-1) a E JR 
m 

-

m [X ] · , com n ~ m, pertence a 

e da mesma maneira, f (X) E P
2 

(w) 

P, (oo) é qeralrnente citada como a 
~. 

sao ordens de lR {X) , compat1veis 

com n valorização w-ádica de JR(X) e também, usando um arguwento 
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de valorização ou algum outro rac:i_ocinio, podemos mostrar que 

VaEJR,_ 

Como conseguimos descrever toda valorização real de JR (X) e 

as duas ordens compatíveis com cada uma delas, já descrevemos to~ 
' 

das as ordens não arquimedianas de JR(X) . Por outro lado, ffi I X) 

nao tem ordem arquimediana; portanto {P
1 

(á)} U {p 2 (al}aE JRU{oo} e 

o conjunto de ordens de JR {X) e P.(a) ~ P.ISI se, e somente se 
l J 

i=jeo:=IL 

Nossa análise mostra que todas as ordens de JR (X) provém da 

ordem anti-lexicográfica via JR -automorfismos de JR(X) Assim, 

podemos melhorar t::m resultado devido a Banaseheuski l l ] 

3.5.a. TEOREMA. Ve.6in.ida e.m JR(X) uma e..&tJtu.tuJta de co!l..po O!tde_n.ado 

(JR(X) ,_S_) , então (JR(X) ,:'_) é lR: -il.lomoJL6o como coJtpo ohdenado 

a (JR(X) ,P), on.de. P é: a OJtde.m an_,.t;_-le_x.ic.ogJtCióic.a de. JR(X) 

3.5.b. OBSERVAÇÃO. Cabe observar que todo JR -automorfismo de :ffi(X) 

provém de uma aplicação 
ax + b 

X --7 cX+d com ad- bc I O e a,b,c,d 

E JR • No entantc:, nem todo JR -automorfismo de JR (X) conduz a no-

vas ordens. Come então descrever a relação entre os automosfismos 

e as ordens de JR(X) ? 

Vamos analisar a 

JR{X) dado por X ~ 

situação. Sejam o um automorfismo do 

aX + b 
eX+ d , com 6 

a 
~ ad- bc I O , e 

corpo 

a 



33 

ordem o(P) onde P e a ordem anti-lexicográfica de IR(X) . F~ntao, 

P "" P. (a) para algum o E JR u { =} e para algum i = 1, 2. Quere-
o ' 

mos identificar CL e i. Há dois casos a considerar: 

19 CASO. a f O. Seja f(X) E JR[X] um polinômio qualquer. f(X) E 

E p 
o 

se, e somente se 
-1 

a (f(X) E P. Seja f
1 

o Único polj.nÔ 

mio em lR I X] tal que f (X) e f 1 (- ~) ~O. Se 

f (X) = 
l 

b- dX 
= eX a temos, ent.ão que 

observando que 

-1 
a (f (X) ) ~ 

I (bc - ad)] t 
(eX a)a 

I c (b-dX) n 
~ n 

n-1 +c 
1

Cb-dX) (eX-a) 
n- + ... + n 

c (eX - a) J 
o 

n 
(eX - a) 

a - 1 (X) = 

-1 
Assim, o - (f (X)) E p se, e somente se I ad -bel t f (-b/a) ~ 

2 l -
a 

t 
(ad-bc) f 1 (-b/a)> 

• 
E JR+, ou seja, f(X) E P

0 
se, e somente se 

> o em JR • Portanto, p
0 

= P
1

(-b/a) se 

ad- bc < O. 

!J. = ad- bc > o 
a 

29 CASO. a= O. Seja 
n f{X) =a X + 

n 
n-1 

an-lx + 

a (b-dX)n + 
Então, u-1 (f(X)) = -~n~-----:-

n-1 
a 

1 
(b-dX) eX n-

... + a
0 

E m 1 X J 

+ ... +a (cX)
0 

o 

f (X) Logo, E p se, e somente 
o 

= p
2

(oo) se 6 -~ -bc > o e p 
a 

(cX)n 

n se a (bc) E 
n 

= p ("•) se 
o l 

lR 
+ 

" a 

e assim, 

-bc < O. 

p ~ 

u 

Analisando, mais ainda, a relação entre os automorfismos de 

JR(X) e as ordens de JR(X) , apresentamos uma L·elaç2to interessante 

c, qual não encontramos na litera·tura. 
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Seja G o grupo de JR ··automcrfismos de JR(X) Então G pode 

ser identificado com o grupo de matrizes { (~ ~) I ad- bc i- O}. Se 

ja ad > 0}. Podemos mostrar que H é um grupo de G, 

embora não seja um subgrupo normal de G. 

ne-i.ta Hg de H em G. 

DEMONSTRAÇÃO. Definimos uma aplicação 8 de G em Y por: 8 (o)= P
0 

onde P
0 

é a ordem de lli(X) , definida anteriormente. 8 é uma apll 

caçao bem definida. Vamos mostrar, que a imagem inve:r:-sa, por 8 ,de 

um elemento de Y é uma classe lateral a direita de H em G. 

Se a t O, 

{a E G I a b) com 
d 

~{(a o) d O) 
d 

a > = H . 
c 

-1 
8 (P

1
ia)) {a E G I a 

a ;j. O, -
b 
-~o 
a e ad-bc > O}= 

com a f O , 

b ad- bc o} 1 ~ a e > 
a 

11 -a E por exemplo, T ~ ) 
o 1 

E 
-1 e (P

1
ia)). 

Afirmamos 
-1 

que e (P
1

ia)) ~ HT. 

la o) então la o) la -a a possui De fato: Se E H, . T ~ 

-co:+d) c d c d c 

determinante -a co: + ad + eca ~ ad > o. Logo HT c -1 
8 IP

1
io)) 
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então a Por outro lado, se a E 8 (P

1
iall, a~ 

c 

ad + aco: o " o . Ora, 
-1 a -ao 1 com > e a oT = c d o 

( a o 
possui determinante a { ca+d) o . ~ > Logo, 

c ca+d 

ou seja a E HT. Portanto 
-1 

8 (P
1

(all c HT, donde HT = 

D d t e-1(p2·(-ll -o mesmo mo o, mos ramos que "" = HT
2

, onde T ~ 

2 

-a a 
d 

a 
1 

-1 
aT E 

1 
o 
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~ 

H, 

-a 
-1 

Resta analisar os elementos p, ( 00) e p ( 00) 
2 

de Y. Temos, 
' 

e-1 (P
1 

(oo) I = {a E G( a ~ I o b 
I -bc < com 

c d 

À 
o 1 

I 
-1 

Afirmamos E e (P
1 

H I. neste 
1 o 

=H~. oe fáto: se a 
c 

o 
) E H, então 

d 
a 
c 

o 
d 

a 
c 

possui determinante -ad < O. 

Por outro lado, se a E 
-l 

8 (P
1

(ool), então 

-bc o . Dai, 
-1 o b 

( 
o 1 I < OÀ 

c d 1 o 

um determinante bc > o. Logo e-1 (P (ool I 
1 

c 

a 

~ 

O) 

caso 

o 
d 

Logo 

~ 

( 
b 
d 

e 

que 

o 
1 

HÀ C 

o 
c 

o 
c 

HÀ e, 

HÀ. Analogamente, 
-1 

8 iP
2

ioo)) -· rn
2 

, onde 

o 
-1 

1 
o 

b 
d 

assj.m 

8- 1 (P (ooll~ 
1 

1 
o = 

com 

possui 

portanto ' 

Definimos agora a aplicação e de Y em G={ Ho j o E cJ por 

-1 
8(P) == 0 (P). e é uma bijeção pois: Se g E G, então, o (q) C' y c 

8 ( l) (g)) 
-1 

()-l(tl(<P)) ~ 8 18 lgl I = Hg. Agora, se a,~ E G e H.p .. = 

~ o-1 (o(e)) Ho, ent.ão e - h o para algum h c I-I. Logo ~~ ( p, 
' 

I OI I = 

= ho (P
1 

(0)) = o (P
1 

(0)). Istc, mostra que e e uma bijeção. 
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Do mesmo modo que demos todas as ordens de ID.{X) , vamos ago-

r a, dar todas as ordens não arquimedianas de Q (X). Veremos que 

tais ordens sao restrições de orCens de lli(X) 

Para o que segue, se a E JRU {oo} e 9., = 1,2, vamos denotar 

a ordem P~(a) n Q(X) de Q(X), por p~ (a). Aqui, P (a) é a ordem de 
~ " ' 

JR(X) , dada pelo 1R -automorfismo 1et de JR{X) definido por 'a {X)= 

= X-a se a E JR l 
e 'tro (X) = X . 

Em (3.4) temos dado todas as val'orizações reais de Q(X). Va-

' mos prirreiro dar as ordens de Q(X) compatíveis com a valorização 

00 -ádica e posteriormente às valorizações p(X)-ádicas, onde p(X) 

tem raiz real. 

E: Óbvio que a valorização oo-ádica W
00 

de JR(X) estende a valo 

rizaç:ão real oo-âdica V
00 

de Q(X). Como P" (oo) (i=l,2) 
l 

-sao ordens 

de JR (X) compatíveis com w temos, então, que P~ (oo) (i=l,2) 
00 l 

sao 

ordens de Q(X) compativeis com a valorização V
00

• Agm~a, P}_ (00
) o/ 

P;(oo) pois ~E Pi(ro) P~(oo), portanto estas sao exatamente as 

duas ordens de Q(X) compativej_s com V
00

• 

Seja 2gora, a um número algébr.i.co real e p(X) E Q[X] seu 

polinômio rnininal. Sobre JR [X], o polinômio p(X) se fatora como, 

g. (X) (l < i < k) 
l 

são polinômios mônicos irredutiveis de grau 2, se k > 1, e 

g
1 

(X) = 1, se k = l. Se considerarmos a valorização p(X) - ádica 

vp(X) de Q(X) e a valorização (X-ai)-ádica v (1 < i < t) de 
ai 

JR (X) , então, claramente, é uma extensao de 

ordens p 1 (a . ) ( 9, = 1, 2; 1 < i < t) de 
~ l 

QIX) 

v oaí p (X) " 
as 

sao todas 



37 

compativeis com a valorizaçao vp(X). Vamos mostrar agora, que es-

tas são as Únicas ordens compatíveis com Para isto, usan-

do ( 1. 8), basta mostrar, que elas sao duas a duas distintas. 

Vamos primeiro mostrar, que para i fixo entre 1 e t, Pi (a
1
Jt 

"F P.2 (a
1
). Se consideranros o polinômio p{X+a.), então seu 

l 
termo 

de menor grau é X, isto porque p(X+a.) =X h. (X+a.) onde h. (X) = 
l l l l 

que 

hi(ai) ~ o I . Dai, p(X+r.) E pl se, e somente se hi(ai) > o r 
l 

em 

JR. e p IX+a. I E p2 se, e somente se h. (a. I < o em lR 
l l l 

Isto 

mostra que p (X) 'i' Pl_(a
1

) n P:2 (a1), mas que p (X) E P~ (ai) para 

Sejam agora a e b números reais distintos. Suponhamos 

que a < b. Então, do fato de Q ser denso em JR, existe r E Q 

tal que a < r < b, isto é, b-r > O e a-r < O. Logo o polinômio 

X+ (a-'r) f! PQ,(Q, = 1,2) e ·o polinômio X+ (b-r) E PQ, (1 = 1,2) .Po!:_ 

tanto, o polinômio X-r pertence a PR, (b) (l ~ 1, 2 I e 
-na o perte_!?. 

c e a Pt(a) ( t ~ l, 2 I . Logo, P9_(a) " Pk(b) (t ~ l,L ; k ~ 1, 2) 

Como· já JTlostramos que Pl (ai) " P2 (ai) ( l < i < tI , segue-se, 

que P.Q_ (ai) ~ Pk (aj I se, e somente se t ~ k e a. ~ a. (l,k ~ 
l J 

= 1,2; l ~i, j ~ t). Portanto, estas sao as 2.t ordens distintas 

de Q(X) compat1veis com a ·Falorização vp(X) 1 (ver (1.8)). 

Conforme, já mencionamos, nossa intenção é mostrar que, toda 

ordem não-arquimediana de Q(X) e uma restrição de uma ordem de 

JR(X). Ora; por (1.12) urna tal ordem de Q(X) e compatível com al

guma 1ralorizaçâo real de Q (X). Como já t.emos dado toda ordem de 

Q(X) compativel com essas valorizações, já conseguimos nosso 
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objetivo. 

Observernos,ainda,que: se a E JR e sE Q é tal que s-a2> O 

em JR , então 2 X -s E 

Portanto, também ocorre 

P
9

loo) (~ ~ 1,2) 

p 9 (oo) f' pk (a) 

2 
e X -s f! 

(9 ~ 1,2; 

P~(a) (9 ~1,2). 

k = 1,2). Resumi 

damente temos: 

3. 7. PROPOSIÇÃO. A-6 oJtde.n.h não aJtqu.J.me.d-<.an.ah de_ Q(X) MW M oJtde.nh 

P~ (a) = Pt (a) n Q(X) (Q, = 1,2) onde. a ê um nU.me.Jto Jr.e.a-1:'. aigC.bJtic.o 

ou a=ooeP(a) 
9 

(~ ~ l,2J ê. a oJtde..m de lR (X) dada em 

(3.5). Mai-:<o a-énda, Pt(a) = Pk_(b) se, e somente se Q, = k e. a= b, 

e e.Ahah oJtde.nh hão ~odah lhomoJt6ah. 

Passamos agora a descrever as ordens arquimedianas de Q(X). 

:t:: conhecido, que um corpo K com uma ordem arquimediana isomor 

f a a um subcorpo de JR com ordem induzida. Dai, se P é uma ordem 

arquimediana, de Q(X), existe um Q-monomorfismo de corpos 

a : Q (X) ~ JR tal que 
-1 2 P ~ a (JR I . 

r. a-> de Q (XI • Ve óato: 

Como existe unrnurrero nao enumerável de numeras reais, transce 

dentes sobre Q, basta mostrar que, se o e o' são dois Q-monomor 

fismos de Q (X) em JR , então as ordens induzidas 

-1 
= Or (JR ) 

+ 
sao distintas. 

Sejam a (XI a e o (XJ ~ a' e suponhamos 

p 
a 

que G < a" . 

e 

En 

tão, existe r E Q t_al que a < r < a' . Dai, X-r 'í' p enquanto 

que X-r E p ; assim, p ~ 

P o' T a a 
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Prosseguindo com os exemplos, vamos agoraJdar as valoriza-

çoes reais e as ordens dos corpos das séries formais Q((X)) e JR((X)). 

Seja K um corpo e X uma indeterminada sobre K. O 

K ((X)) dos elementos a da forma , onde 

e 

+ 

~ o 

l: 
iEZ 

l: 
iE:g; 

para quase todo i < 

L 
iEZ 

L 
iEZ 

i 
(a.+b.)X 

l l 

onde 

O, munido da adição 

e da multiplicação 

L 
i+j=k 

e um 

conjunto 

K 

i 
a. X ) + 

l 

i 
a.X ) 

l 

corpo, 

(note que c = o 
k 

para quase todo k < 0), K((X)) com esta 

trutura e usualmente der,ominado de c_o!!.po da~:, JJ~!L-i.t-6 6oJLma-to ooblle. 

K. Para simplificar a notação, urn elemento a E K{(X)) sempre se-

ra considerado como a = 2: 
i=-"" 

A aplicaçào v: K((X)) --~ Z u {oo} definida de maneira natu-

ral, isto é, v(a) = min{i E Z j a. :j. O} se a :j. O e v(O) ·-co e 
l 

éumavalorizaçãodeK((X)). Por[ 9J (5.8) e (16.7)) ocorpova-

lorizado (K((X)),v) é henseliano. 

Vamos agora supor, que K é um corpo formalrrente real com uma 

única ordem, denotada por K+ (por exemploi K pode ser o corpo Q, 

o corpo JR ou q1;:alquer corpo real fechado). Com esta suposição e 

do fato do corpo residual K((X))v ser isomorfo a K1 segue que 

v é uma valorização real do corpo K( {X)). Dai, por {2.3), se P 

e uma ordem de K((X)), Pé co~pativel com v, isto porque, confor 

me mencionamos, o corpo valorizado (K((X)) ,v) é henseliano. Ago-

ra, estamos supondo K com Única orê_em, e o grupo de valores 
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da valorizaÇào vez, então, por (1.8), existem exatamente duas 

ordens de K( (X)) corr.pativeis com v. Portanto, K{ (X)) tem exatamen 

~ ~ 

te duas ordens, estas ordens sao nao arquimedianas e mostraremos 

logo abaixo, que elas são isomorfas. Observemos também, que a va-

lorização v, em questão, é a única valorização real de K ({X)). 

Podemos munir K((X)) de uma estrutura de corpo ordenado de 

maneira natural, isto é, o subconjunto P
1 

de K((X)) consistindo 

dos elementos a E K( (X) I tais que a 
via) a ~ O e de 

O é uma ordem de K((X)). {Observe que pela definição da valoriza 

-çao v, a. = O 
l' 

Vi< v(a)). P
1 

& denominada de ohd[m a~ti-fexi 

c.og1Lá6ic.a de K((X)). se considerarmos o R-automorfismo T de K((X)) 

então (a E 
-1 

dado por T ' x~ -X p2 ~ T (Pl) ~ K( IX) I T (a)EP
1

) 

e também uma ordem de I<( (X) I . Claramente p2 f pl (X E pl \ P2) 

e assim P
1 

e P
2 

são as únicas ordens 

= 1_11 lvlaJ la 

de K I (X) I . Observe que 

v(a)EK+. 

Resumidamente temos: 

-3.8. PROPOSIÇÃO. Se.jam K um c_o!tpo 6o!Lmalme.nte. c.om uma un_.{__c_a ohde.m 

K+ e. K( (X)) o co!Lpo da-6 .6éfL-te.o 6oJLmai.6 J.Job!te. K. Então, K( (X) I 

po.t..óui uma Unic.a valoJtização Jte.al. A .óabe.IL, a va.foJLizaç.éio w dada 

+oo 
i 

w( z min{i I ~ O} pO!L a.X ) ~ a, H 
' 1 i=-= 

po.o.óu-L tambem,. e.xatame.n.te. CÚW-6 Oftde.n!:J 

~{a E K((X)) I 

~ o w (0) K( (X) I a T e ~ 00 . 

que. "ao K-ihomoJ-cQa,.'J; a 

(-lJ I via) 
I 
'a v (a) 

co K }. 
+ 

""~ 
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Aó ondenh P1 e P2 6ao compatlvei6 com a vato~~zaç~o w e 6ao 

amba~ n~o ahquimedianah. 



CAPÍTULO II 

QUESTÔES DE DENSIDADE EM CORPOS VALORIZADOS 

Se (K,\f} e um corpo valorizado, então v· define em K uma 

topologia compatível com sua estrutura de corpo. Por outro lado, 

se K -e um corpo formalmente real com uma ordem K ' + 
então 

também define uma topologia em K compatível com a sua estrutura 

de corpo. A topologia definida por K+ é chamada de Topologia 

intervalo aberto. 

Se supormos que a ordem K+ é compatível com a valorização 

'' , ~ntão a topologia definida por v coincide com a topologia 

intervalo aberto definida por K+ . 

Nossa meta é dar uma aplicação, bem bonita, devido a Viswa-

nathan de conceitos desenvolvidos no Capítulo • Para isto pre-

cisamos de caracterizar corpos valorizados K e L tais que K 

seja denso em L , na topologia definida por valorizaçÕes (Teorema 

(2.5)). Este teorema, por sua vez, depende de resultados devidos 

a Ehgler (Teorema (1.3)). Finalmente, no parágrafo 3, daremos 2 

exemplos usando anéis de grupo. Um deles é a construção explici

ta de um corpo ordenado não arquimediano, denso em seu fecho real. 

l. TOPOLOGIA DE UM CORPO VALORIZADO E SUBCORPOS DENSOS 

Se (K,A) e um corpo valorizado, então A define uma tOPQ 
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logia em K _, compatível com a estrutura de corpo, dE~ tal maneira 

que os conjuntos vA(x,y) = {y E K I vA(x-y) > y} for-

mam um sistema fundamental de vizinhanças de x E K . Denotaremos 

esta topologia por ou por T , onde 
VA 

e a valorização 

associada ao anel A . 

1.1. PROPOSIÇÃO. Sejam K um c..o!Lpo e dua..t. vatoJtizaçÕe..ó v e w de. K. 

Se. v e. w -6â.o .ta.-<...6 que. Av C Aw, e.n.tão v e. w de.6ine.m uma me.<.ma to 

pologia e.m K; lh.to ~. 

DEMONSTRAÇÃO. Como Av c ~ , existe um homomorfismo de 

O : Gv --+ Gw tal que w == 8 o v , 

' 

ordem 

Sejam a E I<. e y E Gv elementos quaisquer e consideremos 

ó=S(y)EGW. Então 1 se x E V (a,ó) => w(a-x) = (-)(v(a-x)) >O ::> 
w 

=> v(a-x) > y => x E Vv{a,y). 

mostra que 'I'v C Tw. 

Assim v (a, 6) c V (a,y) 
w - v e isto 

Resta mostrar agora que Tw C Tv. Para isto consideremos 

a E K e y E Gw elementos quaisquer. Escolhamos agora O E 8-
1 

(y) e y 1 E Gw tal que y 1 < y. EntÃo, se x E:': V (a,O) 
v 

=> v(a-x) > 8 => B(v(a-x)) = w(a-x) ~ 0(8) = y > y 1 . Logo 

V (a, 0) c vw(a,y) 
v -

e assim T C 'f w v· 

1.2. LEMA. Sejam (L,C) um c_o!tpo valoh-i.zado plt.ÕpJt-i.o e. B =: [B I B e 

~5u.bane..t p!tÓph),o de. L contrzndo C}. Suponhamoh a-i.nda, que. pahct :todo 

B E B, po.o:t:o B I l. Então valem a-5 ,.'.egu.-LYlte.o a.6.ütma.çõe.o: 
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1) n '1l = {O) 
BEB 

2) u UB = L I {O} 
BEB 

3) Vado-5 X E L" ' y E Gc, e_x,{.f,_.te_m -6 ubané.L5 B, B' E B .ta-ü 

que X. E UB e X + '1l• c VC (x,y). -

DEMONSTRAÇÃO (1). B é uma famÍlia totalmente ordenada por inclu-

sao, então o = u B e um anel de valorização de L contendo 
BEB 

c. Agora, o jC B ' pois o - um elemento maximal e de B ' portan-

to o L. Seja E u '1l . X f o ' então 
-1 

i' B, = agora X 
B E B I 

se X 

v B E B , ou seja, 
-1 

jC D X = L. Isto na o acontece, pois L e um 

corpo 1 então X = o e 
B~B'1J 

= {o} • 

( 2) Se X E L I {o} ' por I 1) , X jC Ms' para algum B' E B. Por 

outro lado, X E B" para algum B" E B e temos 2 casos: 

19) B' C B". Neste caso ~· :J ~~~ o que acarreta x E u8 , . 

29) B" C B'o Neste caso x E B' \ ~· = u8 ,. 

(3) Para cada B E B 1 seja ÀB o homomorfismo de ordem, 

sobre GB tal que v 8 = ÀB o v c. Sejam 

y E G elementos quaisquer e consideremos 
c 

X E L I {O} 

-1 y E v
0 

(y) 

de G 
c 

e 

Es-

colhamos agora B' E B tal que y ~ MB• • Então, vB' (y) ~O, 

donde v
8

, (m) > v
8

, (y} 

VmE'1J•· Como ÀB' conserva ordem, segue entAo, que 
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1,3, TEOREMA (Engler). Se.Jar1, (L,C) um c..oltpo vatol!.-l~zado p!t'óprcio, 

B = { B I B e 6u.bane.f. p!tÕplLio de. L c..on;te.ndo C} e. K um .oubc.oflpo de. 

L. Su.ponhamo-6 que. K .t:Je.ja de.n.-6o no e.,:,paç.o topo.tÕg.Lc.o (L,TC). En-

tão, V B E B o c.oJLpo vai.oJtizado (L,B) ê e.xte.n..6ão imediata de. 

(K, B n K). 

Se. .6upo!tmo,:,P ma.t-6 a-én.da, que. po.6to B :1- l, \1 B E B, e.n..tão 

vaie. a Jte.c.Zpnoc.a, 

DEMONSTRAÇÃO. 9 ) Suponhamos que K seja denso em (L,TC) . Seja 

B E B e coloquemos D - B n B • Queremos mostrar que os monomor-

fismos canônicos de D I Mb 
sobrejetores. 

Seja X E B\ 
~· o conjunto 

v
8

(x,O)) pela Proposição (l.l), 

de de K em (L' Te i ' (x +~I n K 

então y-x E 
~· 

donde y E D e 

x+~ e aberto de TB (x+MB~ 

TB ~ Te ; daí, pela densida-

" 0 
Seja y E: (x +~I n K ; 

y+~ ~ x+ ~. Isto mostra 

que os corpos residuais de B e B n K são canoni.camente isomor 

fos. 

Seja agora x E L \ {O} DeSde que e aberto em 

e pela densidade de K em 

Seja y E x UB n K • Então y :::: X u pa-

ra algum u E UB e y E K; e daÍ vB(y) = vB(x. u) = vB(x) . Lo 

go os grupos de valores GB e GD são também canonicamente iso

morfos. 

Reciprocamente, suponhamos. que nao exista anel de valoriza-
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-çao de posto 1 em B e que V B E B • (L,B} (K,BnK) seja 

extensão imediata. Vamos mostrar que K é denso em (L,TC) 

Sejam x E L y E Gc elementos quaisquer e consideremos a 

vizinhança básica vc(x,y) de X. Como, \j BEBI posto B fl I 

pelo Lema (1,2), existem B,B' E B tais que x E u
8 

e x+ M
8

, C 

c vc(x,y) Desde que B é totalmente ordenado por inclusão te-

mos dois casos: 19) B c B' ou 29) B' c B. 

19 Caso) Se BC B', então x E u
8

, Por hipótese 

(L,B') I (K, K n B') é extensão imediata. Assim existe y E B' n K 

tal que y + ~, == x + ~, , donde y E K n v c ( x, y) . 

29 Caso) Se B' C B. Neste caso 
~· :J~ e daí x+~ <:: x*J3, ; 

assim X E UB e x+~ c Vc(x,y) . Novamente pela hipótese de 

(L,B) I (K, K n Bl ser extensão imediata, existe y E K n B ' tal 

que y+~ ~ x+~ Então y-xE~, donde y E x+~ C vc(x, ). 

Portanto, em ambos os casos, provamos que K :é denso em 

O próximo resultado é Útil nos estudos de corpos valorizados 

densos. 

1.4. PROPOSIÇÃO. Se.jam, (L,B) um c.OJtpo va.toJtizado e. K C L um .6ub-

(K, A ~ K n B) e (L,B) po.6.6u11Le.m o me..6mo c.ompfe.t:ame.n.t:o, 

DEMONSTRAÇÃO. ~) Suponhamos que o completamente (L,B) de (L, B) 

coincida com o completamento (K,A) de (K,A) • Como K é den-
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so em seu completamento, temos que K e denso no espaço topolÓg~ 

co Como (L,'l'B) ê um subespaço topológico de (L,TÊ), 

concluÍmos, então, que K é denso em (L,TB) . 

=>). Suponhamos agora que K seja denso no espaço topológico 

Seja (L,B) o cornpletamento de (L' B I . Como 
. 

é um subespaço topolÓgico denso de (L,TÊ) segue que L é d?n-
. 

so em (L,TB) • Agora, (K,A) c (I,,B) e (:f.,Ê) é um corpo valori 

zado <?Ompleto, então, o fecho toT?ológico K de K com respeito 

. 
a topologia TÊ ; é o único subcorpo de L tal que (K- B n K-) 

' . 
e um completamente de (K,A) , Mas K = L 1 então B n K = B e 

daí, cK, Ê n K) = ci.,Ê) . Assim (L,B) e (K,A) possuem o mes-

mo completamento. 

2, SUBCORPOS DENSOS DE CORPOS REAIS FECHADOS 

Neste parágrafo 1 faremos um estudo sobre corpos ordenados de~ 

sos em seus respectivos fechos reais, isto e, estudaremos os cor-

pos ordenados (K, ..::;) , onde para cada dois elementos a, B_ E K oom 

B <a existir um elemento a E K, tal que B <a <a. Aqui, K 

denota o fecho real de (K,~) 

Inicialmente mostreremos que,para nosso propôsito, somente 

é necessário considerar ordens não arquimedianas. 

2.1. PROPOSIÇÃO. Se (K,_::) e. um c.oJtpo ondenado afLqu.{_me__dJ.ano 1 então 

_Q ê devL6o em K. 
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DEMONSTRAÇÃO. Sejam a,b E K com a < b • Então O < (b-a) -l , 

Seja n E ~ um inteiro tal que 
-1 

(b-a) < n . Daí conseguimos 

o < n 
1 

< b-a Seja m E 1l\ o primeiro inteiro positivo tal que 

m > na Então m < m b , pois, caso contrário n (b-a) = nb-na < 

< m-na < 1 e assim (b-a) 
1 < •• 
n 

Logo na < m < nb e portanto 

rn a < < b • 
n 

se (K,K+) é um corpo ordenado nao arquimediano, então K 

admite uma valorização não trivial compatível com K+. Por outro 

lado 
K+ 

AQ = {a E K r E Q com é o menor anel de 

valorização de K, convexo em relação a K+ i isto e, se 

anel de valorização de K, convexo em relação a K+, então 

A 

Kt 
ACD 

Q 

-e 

Neste caso, por (1.1), as topologias TA e T K 
A+ 

de K coinci-

Q 

dem. A topologia T K 
A + 

de K, é usualmente denominada de topo-

Q 

logia de Hahn (ver [22]). Desse modo, todas as valorizações de 

K compatíveis com K+ definem em K , a topologia de Hahn. 

Se (K,K+) é um corpo ordenado, podemos considerar em I< , 

a ;topologia inie.!tvalo abe.ttto, na qual, uma base de Vizinhanças aber 

ta da origem, é dada pela família de intervalos abertos 

onde a E K+ . 

O próximo resultado mostra, que nao existe diferença entre 

trabalhar com essas duas topologias comentadas. 

2. 2. PROPOSIÇÃO. Pana um c.o!tpo o!tde.nado não all.qu~Lme.diano (K,K+) , 

aó topolog,ia,s Hahn e ,ivttvr.va.to abe.Jtto <São aó me.tma-6. 



49 

DEMONSTRAÇÃO. Seja w uma valorização mao, trivial de K, comp~ 

tive! com K+ e com grupo de valores G • Seja V I O , h) = { y E K I 
w 

w{y) > h} um aberto básico qualquer, do sistema fundamental de 

vizinhanças da origem, na topologia Hahn. Se y E V(O,h) n K~ , 

então {-y,y) C v{O,h). De fato: Se x E (-y,y) n K~, então pe-

la compatibilidade de w h < w(y) ~ w(x) , donde x E V(O,h) 

Como w(x) = w(-x) \1 x E K , o fato está concluído. Por outro 

lado, dado um aberto básico qualquer, (-a,a) do sistema funda-

mental de vizinhanças da origem, na topologia intervalo aberto , 

seja h = w(a) . Então v (O,h) c (-a, a) , pois, se y E V(O,h) n K+ 

segue que w(y) >h= w(a) donde, pela compatibilidade y <a. CQ_ 

mo (-a, a) é simétrico e y ~ K+ implica em conclui-

mos que v(O,h) ::= (-a,a). 

-Observemos que dizeri o corpo ordenado na o arquimediano 

-
{K, K+) é denso em seu fecho real K , no sentido de que entre 

dois elementos de K existe um elemento de K, e equivalente a 

dizer; K é denso em K com a topologia intervalo aberto. As-

sim, em virtude da proposição acima, isto é, equivalente a dizer; 

K e denso em K, com a topologia Hahn. 

A seguir mencionaremos dois resultados sobre corpos densos 

em seu fecho real. 

2.3. PROPOSIÇÃO. Se.jam (K,K+) u.m c.o!t.po oJt.de.vtado vtéio-al!.qu-i..me.di_avro 

e. w uma valonizac~o vr~o ~l!.ivial de. K. Se. w ~ c.ompatlue.l c.om K e 
+ 

K ê. de.vtDo e.m .6e.u 6e.c.ho lte.al K, então o ghupo de ua-tol!.e.h Gw ê: d)_u)_ 
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DEMONSTRAÇÃO. Seja -w a única extensão de w a uma valorização 

rea 1 de K , ( 1. 19 ) . Por ( 2 . 6) , K- e real fechado e 
w 

G- é di 
w 

visível. Agora, das observações feitas acima, do Teorema (1.3) e 

da hipótese de K ser denso em K , concluímos, que (K,W) e ex 

tensã~ imediata de (K,w) . Assim a demonstração está concluída. 

A recíproca da Proposição (2.3) ocorre em um importante ca-

so. Em (3.2) daremos um exemplo para mostrar que tal recíproca não 

é válida no caso geral. 

2.4. PROPOSIÇÃO. Se_jam (K,K+) um c..oJtpo oJtde.nado e w uma vaio!L{.za

ç~o nao tJtivlal de K. Suponhamoh que w heja, de pohto 1 e c..ompa~; 

vel com K . Se G 6oft diviélvel e K 6oft Jteal 6ec..hado, então K + w w 

denho em éeu 6ec..ho Jteal. 

Observe que nestas condições, K+ e obrigatoriamente uma or 

dem não arquimediana. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja (K,w) a henselização de 

lização é extensão imediata, concluímos, que 

(K,v) Como hense-

K- e real w fechado 

e que G- é divisível. 
w 

Nestas condiçÕes, por (2.6), K e real 

-
fechado. Daí podemos supor que onde K e o 

fecho real de K e w e a única extensão de w a uma valoriza-

-çao real de K 

O completamente (:í<,V) de (K,v) é henseliano, pois posto 

de v e 1 . Desse modo, podemos supor que e extensão de 

(K, vi Como K é denso em K , concluimos, então, que K e 
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denso em K 

2.5. TEOREMA. Sc.ja (K,K+) u.111 c.aJtpo oJtde-n.ado n.ao a.Jtqu.ime.di.avw. En

tão õao e.qtú.valentc.,s a.ó ,se_gu.ÜltC.-6 a&i.JLmaç.Õe.-6: 

1) K ~ de.n,so em ,seu áe.c.ho Jtc.ai. 

2) ~afta toda valonizaç.ão n~o tJtiuial w de. K, eompatZvc.l c.om 

o gJtupo de. valone..ó G ~ divi-t.lue.l e o c.o!tpo Jte.-t.idual 
w 

K 
w 

!te. a f 6 e.c.hado. 

3) ExL':.:te. uma vatoJtiza~~ão w de K, c.ompa.tlve.l 2-om K+ .!Ja:tL~;6a

ze.ndo a -6e.guirLt:e. p!topnie.dade.: pana toda valoJLizaç_ão v de K tal 

que v -Seja não tJtivial e .óeu anel de valoJtiza~ão A c.on:te.nha o 
y v 

anel A , o g!tupo de. valoJte..ó G ~ diui,s1ve.l e o c.oJtpu Jte.6idu.al K w v v 

é Jte.at tÍ ec.hado. 

DEMONSTRAÇÃO. l) ~ 2) Proposição I 2. 3) . 2) ~ 3) Considere o anel 

de valorização K+ 
AQ = (a E K I r E Q com r-a E K+) e w a v a 

lorizaçãq Hahn de K associada ao anel 
K+ 

AQ Se v e valoriza-

- de tal :J 11.13). também compatível çao K que A A por v e 
v w 

com K+ Dai, por I 2 l , G é divisível e K e real fechado. 
v v 

3) ~ l) Seja K o fecho real de K 
- única extensao e w a 

de w a uma valorização real de K. Seja B a família de todos 

-. de valorização - triviais de os anels na o K contém A- B que . e 
w 

uma família totalmen·te ordenada por inclusão e e extensao 

algébrica. Então, B2 
-se Bl sao aneis de valorização de K 

-
tais que K n Bl = K n Bz :J A teremos que w Bl = B2 Assim; se 

- -
B E B , B e o único anel de valorização de K estendendo 
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B ~ B n K :J A tal que B e anel de valorização real. Como, por w 

13 I ' B I MB e real fechado e GB e divisível, concluímos que 

IK, B) e extensão imediata de I K, B (1 K) . 
-Se todo B E B tiver posto t l' o Teorema I l. 3 l gatwn-te. que 

K e denso em K • se, por outro lado, existir D E B com posto 

l, então A ~ D (1 K :J A 
w e anel de valorização de K de posto 1, 

compatível com K+ ' com grupo de valor GA divisível e corpo r e 

sidual KA real fechado. 

denso em K 

Então, pela Proposição (2.4), K -e 

3. EXEMPLOS 

Daremos agora dois exemplos: No primeiro será construído ex-

plicitamente um corpo ordenado não arquimediano denso em seu fe-

cho real e propriamente contido nele. No segundo será construído 

um corpo F com uma ordem não arqUimediana F+ tal que o grupo 

de valores e o corpo residual associados ao anel de valorização 

real de F são respectivamente divisível e real fechado mas 

nao e denso em seu fecho real. O segundo exemplo servirá 

para mostrar que a reciproca da Proposição (2.3) não e válida. 

Vamos primeiramente, introduzir uma notaçao a ser usada em 

tais exemplos. 

Sejam k um corpo qualquer e G um grupo abeliano totalme~ 

te ordenado com ordem G+ . O conjunto k [G] consistindo dos ele 

mentes a da forma a = L: a x 9 
gEG g 

+ 

onde a E k 
g 

e a = O 
g qu~ 
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se sempre; isto e, a
9 

i O a menos de um numero finito de Índi-

ces g E K munido da adição 

e da multiplicação 

( z b xg l + 
gEG+ g 

( " b Xg) ~ 
gEG+g 

c ~ Z ,ahbQ. g 
e um anel (Repare que, se 

hH~g 

( L b xg l 
gEG g 

+ 
z c x9 

gEG+g 

a = O e 
g 

se sempre, então c
9 

=O quase sempre). -Tal anel e 

L (a +b )Xg 
gEG+ g g 

onde 

b
9 

= O qu~ 

denominado 

de Avu~.! da gJtupo G ~abJte o QOJtpa K e é um domínio de integridade. 

A aplicação v de k [G] em G que associa a cada elemento 

a ~ L a xg , o o min supp (a) min {g I a , O} e v(O) ~ w 
g g 

e bem definida; além do mais v é uma valorização do domínio de 

integridade k [G]. Logo podemos da maneira natural este,nder v a 

uma valorização v do corpo quociente k(G) do domínio de inte-

gridade k [G] (esta valorização é denominada de va.ton-Lzaç.ão de 

OJLde.m de. k (G)). .f': lÓgico que o grupo de valores de v e G. Tam 

bém podemos, sem muito trabalho, verificar que o corpo residual 

(k (G)) é isomorfo a k . 
v 

3.1. EXEMPLO. 

Seja k ~R~ Q np o fecho real do corpo dos numeras ra-

cionais e G = Q o grupo aditivo dos números racionais. Então 

a valorização v do corpo K = R(G) , definida como acima, é uma 

valorização real. Logo existe uma ordem K+ de K tal que K+ e 

campa ti v e l com v • 

Como R é real fechado e O_ é um grupo divi::::Ível de posto 

1, por ( 2. 4) , I< é denso em seu fecho real. Vamos mostrar agora 

que K não é re~l fechado. 
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Desde que l E K" + e O = v(l) < l - v(x) , segue da compat~ 

bilidade de K+ com v que 1-X E K~ . Agora 1-X )C K2 
pois, 

segundo a ordem lexicográfica de K, 1-X é negativo; então K 

não é real fechado. 

3 • 2 • EXEMPLO. 

Continuando com a mesma notação de (.3.1) seja F = K(G) e 

w a valorização de ordem do corpo F . Ternos F - K e assim w 
w 

é valorização real de F. I.ogo, como em (3.1), existe uma ordem 

de F compatível com w • Além do mais, se colocarmos em F 
w 

a ordem (F ) 
w + 

proveniente do isomorfismo de F com K , enti.io 
w 

F+ pode ser escolhida de maneira tal, que (F ) 
w + 

a E r; n F J u {o J w + Com tal escolha a aplicação residual 

A --+ F :: K e um homomorfismo de ordem e tamb<?m a valoriza w w 

çao v de K dá origem a aplicação residual ev Av --+ Kv :: R . 

-Se e ., 
v 

sao os places associados a e 

pectivamente, então rr ~ TI o rr 
v w 

lorização 8-l(A) c Aw, ( 8 . 3' w v -

Seja <P e uma valorização 

faz: 

a) F<P e real fechado. 

b) <P e compatível com F+ 

c) G o grupo de valores de <P, 
<P 

De fato: 

e 

I 9 

de 

e 

um place de F ' com anel 

) ) . 

F tal que A<P ~ A 
TI 

dj_visível. 

UN!CAMP 

RiC:IInFrA (['1--,!T 0
1,Al 

··~ ; lJ L~ U ' I,.\.. 

<P 

res-

de v a 
-

satis 
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w 
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e portanto 1T serem pla.ces sobrej et~ 

res implica F'P = R, (8.1; [ 9]). 

b) Segue do fato de A 
w 

(resp A ) 
v 

ser convexo com relação 

e de 8 conservar ordem. 
w 

c} A fim de facilitar a notação vamos supor que A IM ~ K. 
w w 

Neste caso é um homomorfismo sobregetor tal que seu 

núcleo é Mw 

Seja x E F' e n um inteiro positivo. w(x) E G, então 

existe y E F' tal que 
n 

w(x) ~ w(y ) isto é, As-

Do fato do Sw ser sobregetor e G ser 

divisível, existe z E A tal que 
w 

nv(G (z)) 
w 

Logo 

= u 
~ 

Como 

(observamos que z E Uw) 1 isto é, 

-n 
x(y.z) E 

-n -n 
8 (xy ) 8 ( z ) 
w w 

-·n -n 
~ e (xy z ) = 

w 

Uw temos 
-n -n 8 (x(yz) ) ~TI (x(yz) ) 

w w 
-n 

= n(x(yz) ) 
-n -1 

E R' , donde x(yz.) E TI (R') 

isto é, \fJ (x) ;;:; n 'P (yz) , mostrando assim que G'P e di vi 

sível. 

Portanto, w e '{) são valorizações de F compatíveis com 

e nao e real fechado. Assim não é denso ern seu 

fecho real, pois, se fosse, pela Proposição (2.3), o corpo resi~ 

dual de qualquer valorização compatível com 

do. 

F + se:cia real fecha 
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Observemos que no exemplo anterior a valorização v.J tem po.§._ 

to l enquanto que cp tem posto 2. 



CAP:Í:TULO III 

CORPOS HEREDITARIAMENTE PITAG0RICOS E GRUPO DE GALOIS. 

Neste capitulo abordamos um aspecto diferente da teoria dos 

corpos formalmente reais. Ao invés de trabalharmos com o conceito 

de fecho algébrico, como é comum, vamos trabalhar com uma exten -

são Galosiana Djk , onde k é um corpo formalmente real e D é um 

corpo quadraticamente fechado, isto é, n não admite 2-extensão Ga 

losiana finita. No primeiro parágrafo desenvolveremos certos as

pectos da teoria de Artin-Schreier para tais extensões, onde des-

tacamos o Teorema (1.4) que, generaliza o bem conhecido 

de Artin-Schreier, para corpos ordenados maximais. 

teorema 

Se um corpo k e toda e:::tensão formalmente real de K for pi t~ 

górico, k é dito ser um corpo hereditariamente pitagórico. No Pa

rágrafo 3, daremos uma caracterização em diversas maneiras, dos 

corpos intermediários, de uma extensão de corpos njk quadratica

mente fechada, que são hereditariamente pitagóricos. 

No parágrafo 4, abordaremós uma famí.lia, bem especial,de cor 

pos h.p que sao corpos h.e (hereditariamente Euclideunos) c fi 

nalmente no oarágrctfo 5, daremos exempios de corpos h.c e h.p. 

1. GENERALIZAÇÃO DO TEOREMA DE AR'l'IM-SCHREIER. 

Sejam K um corpo, p um número primo e K um fecho algébrico 
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fixo de K. Consideremos a família F dos corpos intermed~Lários L 

de K[K tais que LIK seja uma p-extensão Galosiana finita c de-

notemos o corpo gerado pelos elementos de F por K . O grupo de 
p 

Galois de Kp K é um pró-p-grupo, pois 1sendo um subgrupo do grupo 

produto TI G(LIK), sua ordem é uma potência de p (ordem no senti
LEF 

do de número super natural). Agora, se N for um cor·po intermediá

rio de K I K , tal que "N I K e extensão Galoisiana de G (N I K) e um 
p 

pró-p-grupo, então, N c K 
p 

de fato: se a E N, seja L[K uma 

extensão Galoisiana finita com K (a) C L c N. Como N I K e uma p-

-extensão, J_,[ K é uma p-ex·tensão Galoisiana finita. Dai, L E F e 

a E K(a} c L c K . Consequentemente, K [K é a maior extensão Ga-
p p 

losiana de K, com um prÓ-p-grupo de Galois. 

K é denominado de p-e.xte.n-são Gafo-sJ,ana maxJ,mcU'. de. K e,qua!!_ 
p 

do K = K, diz-se que K é p-6echado. 
p 

1.1. DEFINIÇÃO. Dado um numero primo p, uma extensão Galoisiana 

~IK é dita ser p-6eehada se n = n . isto ê, se n for o-fecha 
p 

do. 

Se 2 divide o grau [~ : K] e 0 for p-fechado para todo p que 

divide [ri K] rGIK e dita ser uma extensão p!t-i.ma..-fJe.c.hada. 

seja o: E K um elemento qualquer 
p 

e DIK uma extensão p-

-fechada. Consideremos um corpo intermediário L da ext.ensão 

tal que a E L e seja GaloiSiana f irü·ta. Então, [L ' Kj 

K IK 
P·· 

r 
= p 

para c.lgum r E JN, o corpo composto UI é extensão Galoisiana fini 

ta de Q e o grupo de Galois G(DLI!tl é isomorfo ao grupo G(qnnL), 

que, por sua vez, é ura subgrupo do p-grupo finito G(LIKl. Então, 
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G(~LI~I é também um p-grupo finito. Como estamos supondo ~l[ K uma 

extensão p-fechada, concluimos que nL = Q. Portanto, e 

dai resulta a seguinte proposição. 

1.2. PROPOSIÇÃO. Se.ja D[K u.ma e.xte.n.-6ão p-6echada. E~ttão, a p-e.x-

te.nAão GaloAiana maximal K de. K ~ um Aubcanpo de. n. 
p 

Mencionaremos agora, sem provar, um Teorema, devido a Becker, 

que generaliza o Teorema de Artim-Schreier para corpos ordenados 

maximais,da seguinte forma. 

1.3. ,TEOREMA (Becker). Se pana algum p!timo p, a p-e.x.te_n~:.ão Galo i 

n.larta maximal K de. um c.oJtpo K, é: tal que. [K Kj < oo, e.ntéi.o .6e.gue.: 
p p 

K = K ou K ~ 6oJtmalme.nte ne.al, p = 2 e K = K(i). 
p p 

Observemos que, no Último caso, isto é, quando K e formal-

mente real e K2 = K(i), então K é um corpo Euclideano. Isto por~ 

que, se a E K e positivo, em alguma ordem de K, então K{/ã) e 

formalmente real. Reciprocamente, se K for um corpo Euclideano 

então, K{i) não admite extensão quadrática erassim,K(i) ""K 2 . 

Afim de facilitar a linguagem a ser usada, assumiremos, sal 

vo menção contrária, que n I k e_ wna e_:cte-nh ão Ga.toLsJ.ana 2-b r_c.lrada 

e que k é um c.o~po 6o~ma.tmente ~ea.t. Observemos que, se K c 

um corpo intermediário de r21k , então !JjK é da mesma forma uma 

extensão 2-fechada. 

Pelo Lema de Zorn, a familia dos corpos intermediários for-

malmente reais de ntk , possui elemento maximais. Um tal elemento 
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será chamado de Q-fecho real de k. No próximo resultado que e qu~ 

se um corolário de (1.3}, veremos que um D-fecho real de k e um 

corpo Euclideano. 

1.4. TEOREMA. Se_Ja k um c.oltpo in.-te.Jtme.diâJtio de. Dlk. Evttão, ai.! -5e. 

ll k ~ um n-6e.c.ho Jte.al de. k 

2) k(i) ~ D e D f' k (i~!=T) 

3) [D : k] 

DEMONSTRAÇÃO. l) ====? 2). Seja F um 2-Sylow corpo de w]k, isto 

é, F e o corpo fixo de um 2-Sylow subgrupos do grupo G(0.ikl. E:=!_ 

tão F]k é uma extensão de grau impar e consequentemente F é foE, 

malmen·te real. Logo, F = k e, portar: to, S1 i k é uma 2-ex tensão. 

se a E k é tal que k (/(i) é formalmente real, então k ( /Cí) c (I, 

pois, n = D
2 

, e dai, k(/CI:) = k, isto é, 2 -a E k . Entao, k e 

LllClideano e, consequentemente, k(i) é 2-fechado. Dal, D = k(i), 

pois conforme já mostramos, njk é uma 2-extensão. 

2) ~ 3). 6bvio. 

3) ~ l). Desde que rllk e uma 2-extensão nao trivial, e 

conforme estamos supondo r2 "" n2 , temos que O = k 2 . Então, pelo 

Teorema (1.3), concluimos que, k{i) = Q e k e um corpo formal-

mente real. Du.i, k é um Q-fecho real de k. 
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podemo.õ, em (1.4) , !.lu.b,5t-Ltu{)t a cond-<-ção (3) pela c.und.iç.iio (3') 

l < [~ ' k] < 00 

De fato: A implicação {2) ~ (3') continua óbvia. Para mos-

trar (3 1
) ==!> (1), seja p um primo divisor de [0: k] e considere 

mos um p - Sylow corpo F da extensão Q I k. Então, do fato de DI k 

ser ~-fechado, n =: F . Assim, 1 < [F : F] < 00 e dai I por 
p p 

ll. 3 I 

p = 2, F é Euclideano e F = F(i). Portanto, o único primo divi
p 

sor de [n: k] e p = 2, e assim, F = k. Logo k é um D-fecho 

real de k. 

1.6. COROLÁRIO. Seja k um Q-6ec.ho Jte.a.t de k. En:tão, k é um c.o!Lpo 

e_uc.l..Lde.ano e, c.onhe.que.n:te.me.n:te., o g!tupo de. k-au:tomoJt6iDmo de k e. 

1.7. COROLÃRIO. Seja o E Gl0ikl um e.fe.me.n:to 6-Ln-L.to nao :tiLivJ.al 

de. oJtde.m 2t(tEJN.). E11:tão, cr ~uma invoiuç.ão e o(i) =-i. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja Qa o corpo fixo do grupo finito gerado por a 

Então, [~ ~QJ~ 2t e dal, n ~ n°1il onde i li' na. Portanto 

a (i) ~ -i e o e uma involução. 

1.8. COROLÁRIO. Se. G(.Oik) ê. ge.Jtado po!L --tnvo.tuç.Õe.-6, e.n;tã.o 

QO!Lpo pitagÓJLiQo. 

-K c_ um 

DEMONSTRAÇÃO. Seja {oi) i E 1 uma família de involuções geradoras 
a. 

de G{Qjk). Os corpos k. = Q 1 
(i E I) são Q-fechos reais de k. 

l 
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Sabemos da teoria de Galois q1le G (Q I n k. I 
l 

e o gru.po gerado por 

u ol. 
i E I 

iEI 

que, por hip6tese, ê G(Qjk). Portanto, k = n k. e uma 
l 

intersecção de corpos euclideanos. Daí, k e de fato um corpo pi-

tagórico. 

2. CORPOS HEREDI1'ARIAMENTE PI'IAG6RICOS E ESTRITAHENTE PI'l'AGORICOS 

Neste parágrafo k será supos-to como sendo um cDrpo forrnalmen 

te real. 

Se p e um cone positivo de k, então, (K. : P) ~ 2 e -1 cj p'. 

Por outro lado, se v e um subgrupo de k' tal que p· 
~ 

v, então, 

-1 E v e, assim, p' e um subgrupo maximal de k' sem conter -1. 

Cabe observar que podem existir subgrupos maxi.mais V de k' 

sem conter -1 com k' 2 c V tais que V u {O} não e um cone pos~ 

t:ivo de k: Para ver .:l.sso, considere k com sendo um corpo formal -

t l l I k- I men· e rea ta que ~--
k.2 

u -ak' 2 Então H = k' 2 u 

4 e escreva 

k
.z 

-a é um sr:bgrupo de k · sem conter 

-1. Se a é a soma de quadrados, então, H não pode ser um cone 

positivo de k" . Para um exemplo mais concreto, tomemos k c '" 

como sendo maximal crr~ relação à exclusão de /2, dentro de m_ is 

to é, /2 ~ k e qualquer 

Não é diflcil mostrar que 

subcorpo de 1R contendo k, 

k' 1---1 == 4. No caso ·tomamos 
k.2· 

contém 

a "~ 2. 

2.1. Poh um ~ubghupu maximal d[ k·, entendemo~ um tubghupo 

/2. 

u de. 

k. tal que -l )i' U, k" 2 c u e com a phophie.dade de heh 1naximaf 

tem c.onte.:t -1. 
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Observemos que; se U é um subgrupo de k · tal que -1 7' U e 

(k" U) = 2, então, U é um subgrupo maximal de k" Por outro la-

do, seU é um subgrupo maximal de k", então (k": U) = 2. De fato: 

seja xE k", então 
2 

x E U. Se x ~ u, então u + xu e um sub-

grupo de k · contendo propr iarrtente U. Logo U+xU k" donde 

-1 = u + xv para certos u,v em U. Portanto, 
-1 

x=-{l+v)v E 

E -u e, assim, k" = U u - u. 

Lembremo-nos de que um subconjunto T de k é um pJte.~c_one poh:i:_ 

2 
-ti V o de k 1 se : k C T, T + T C T , T • T C T e T n -T = { 0} • 

2.2. DEFINIÇÃO. Um pre-cone positivo T de um corpo formalmente 

real k é dito ser um "6am'r (leque), se para todo subgrupo maximal 

U de k" contendo T" , o conjunto U u {O} for um cone positivo de 

2.3. PROPOSIÇÃO. Seja k um co!tpo {joJt.malme.n.te. Jte.a.t e. T um pJte_-c.one. 

po-6-Lt.i.vo de_ k. E11tão a~5 -5e.gui11te..o a&i!Lmaç.Õe.-5 f>ão e_quiva-fe.nte_.t.. 

1) T e um 6a.m 

2) T + aT c Tu aT quatque!L q_ue. -5eja a E k \ -T. 

DEMONSTRAÇÃO. l) ~ 2) Seja V = T" U aT· Então, -1 '1- V, 

T" é um subgrupo multiplicativo de k" (tE T" 
-1 = t 

pois 

tE T"). V é um subgrupo de k" e, além do mais k" 2 
c V. Nestas 

condições, podemos demonstrar de maneira análoga à dernonstraçZio de 

que um pré-cone é a intersecção dE todos os cones que o contém 
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que V e a interseção de todos os subgrupos maximais. de k · que o 

contém. Desde que T" e um fam, V u {O} torna-se um pré-cone de 

k e assim T + aT c V u {O} = T u aT 

2) = l) Seja U um subgrupo maximal de k" contendo e 

a E U. Então, a '7- -T· pois, se a -t com t E T" 

E U. Assim, por hipótese, 1 +a E Tu aT, donde 1 +a E u. Logo, 

U é aditivelmente fechado e baseando-se em comentári.os já feitos, 

a respeito de subgrupos maximais, podemos concluir que U u {O] e 

um cone de k. Portanto, T e um fam. 

Como exemplos simples de faro, temos os cones posi·tivos de k. 

Para um exemplo menos trivial, tomemos P e Q dois cones posi tj_vos 

de k. Então, T "" P Íl Q e um fam. Para ver isso seja o: E k \ -T . 

Então, a E P ou a E Q. Suponhamos que 

um elemento qualquer. Temos de mostrar que 

l + aa tj Q, então, 

Assim, 1 + aa = 

a fl Q e 1 
ljl Q , donde , a 

l a(-+ a) E aT . a 

a E P. SE;ja 

1 + aa E T u 

l 
-(1 + aa) 
a 

Relembremos, que um corpo forn",almente real k, 

agora aET 

a'r. Se 

l + a E Q. 
a 

se k
2 + k 2 

c k 2 , isto é, se a soma de quadrados de k e novamcn-

te um quadrado em k. 

Um resultado simples, que nos sera Útil futuramente o o se-

guinte: 

2.4. PROPOSIÇÃO. Um c.ohpo {ohmainJC.nú~- !U?.al k é_ pitagÓILico -:.e_, t! 

-:.ome.Y'te. -:.e k(!=l) ê a Un;.ca exten-:.ao quadtLâ:t/,c_a não !Leal de_ k. 
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DEMONSTRAÇÃO. ~). Seja L uma extensão quadrática nao real de k. 

Podemos supor L= k(ia), onde a não é positivo em toda ordem 

de k. Dai, a e um quadrado ou seja, k(/a) = k(~) , como 

queriamos. 

Ç=j Suponhamos que k nao seja pitagórico. Existe, então, 

b E k' tal que l+b 2 1 k' 2 . Por outro lado, -(l+b
2

) E -Lk
2 

donde k ( /-(l+b
2 

) ) é urna extensão quadrática não real de k 

' 2 
/-il+b I = k I r-1 I , donde, = a+ c i com Assim, 

a,b E k i= R 2 2 
Daí, -1-b = a e 

2 
-1-b 

2 2 
= a -c e 2ac = O. F,ssim, 

2 + 2aci - c 

2 
a ou 

o que, em ambos os casos, é uma contradição. 

donde 

2 2 
-(l+b) =-c 

vamos agora fortalecer, ainda mais, o conceito de corpos pi-

tagóricos. 

2.5. DEFINIÇÃO. Seja Llk uma extensão algébrica de corpos. Diz-se 

que k é he..JtedÃ.A:aiLiamen:te p.{:tagÓILic.o (notação h. p) relativamente 

a L, se k e todo corpo formalmente real entre k e L for pitagõ-

rico. 

Se L k for o fecho algébrico de k, e comum dizer que k 

é h.p, ao invés de h.p relativamente a k. 

k . k 2 - f Se em um corpo , o conJunto e um am, então, k dito 

Se k for estritamente pitagórico, então k é h.p relativamen-

te a seu fecho quadrático k 2 . Este é o resultado (2.7) que demons 

traremos usando o seguinte resultado, devido a Lam. 
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2.6. LEMA. Seja k Lcm c.o!Lpo 6oJtmaime.nt:e. !Leal e. L= k(/Ct) uma e.x-

te.n.6ão quadJtátÃ.c..a de. k, e.ntão a .6 e.guin:te. .6 e.qué:nc.-La ê. e.xata: 

N 
~ 

on.de. E e. a aplic.aç.ão J.nduz-éda pe.la i.nc.lu..t.ão k --+ L e. N ê. o ho-

DEMONSTRAÇÃO. A exatidão em k · /k · 
2 

e consequência de cálculos sim 

ples. Para mostrar a e;~atidão em L"/L
2 

, seja x = (a+bffi) E L", 

e suponhamos que N(x) = a 2 - b 2a E k"
2 

, isto é, N(x) = c
2 

para 

algum c E k · . Seja y = c x onde X = a-bia , Temos 
2 

X ~ 

= x(N(x) - 2cX + X X) xN(x) - 2c xX:X = N(x) (x+x)- 2cN(x) E k. 

Se Y = O => x = c E k · =*' x E k • • Se Y i- O, então pelos cá_!. 

culos já efetuados, x para e asslm, 

= dL"
2 

E K"/L" 2 , donde segue a exatidão em L"/L" 2 . 

. 2 
XL = 

2.7. COROLÁRIO. Com a me.6ma no.taç_ão de. (2.6) , J.~e. ].; SoiL e..6.tJt,{..ta-

mente. p.-LtagOJt.ic.o e L 6ott uma e.d:e.n.õão 6ohmalme.nte. tu~a-C. de. k, º-11-

.tão, L" :::: k"L"
2 u /ilk"L"

2 e. a un--tao ê: cU.../~jun.ta. 

DEMONSTRAÇÃO. A inclusão K"L" 2 u IUK"L" 2 c L e óbvia. Seja 

c.gcra y E L" Do fato de k"2 ser um fam e a 

"' 
k"2 u -k-2 

temos que N (L.) c k"2 u -a k"2 . Então, N(Y) 
2 

k 
.2 

X E ou 

N (y) ~ - ax 2 
E -a k"2 

2 
N (x) Se N(Y) ~ X ~ = -l 

N(Yx ) ~ l = 
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-l 2( L") Yx ""' zt t E 

2 = -ax com X E k' . Como então N(y) = 

"-l 2 N(yra ) = x , donde, pelo primeiro caso, r---1 y>a · E 

ou y E /â'k"L"
2 

. 

Portanto, mostramos a inclusão L' c k'L' 2 u la k"L' 2 
e, 

= 4J 'é feita através de cálculos diretos. 

-2.8. TEOREMA. (Becker). Um c.o!Lpo t)o!t.malme.n-te. ne.a.t k e. h.p ll.e.la-

t..évame.nte. ao .óe.u {e.c.ho quadJtáti_c.o k
2 

.óe, e .óomerd:e. .óC. k ~ e_;.,;fju.~~ta 

mente. pitagÕILJc.o. 

DEMONSTRAÇÃO. ~) Suponhamos que k seja h.p relativamente a k
2 

. 

Então, toda extensão quadrática formalmente real de k é pitagorc:::_ 

na. Devido a Proposição {2.3), devemos mostrar que 
2 2 

k + ak c 

U -k2 l . k\ -k 2 . u qua quer que seJa a E E isto é equivalente a mos 

2 2 2 
trar que l + aa E k u ak onde a E k · e 

2 a E k \ ~k 

Consideremos a E k' 2 -
e a E k\ -k . Entao, 

2 
a (i-k 

2 
-Ik 

e assim, existe uma ordem <
1 

de 

o 2 
<1 1 + aa . Assim, k(/a) e 

k tal que O 
~----:;: 

k I ll +a a ) 

donde 

são extensões qu~ 

dráticas formalmente reais de k, portanto, sao corpos pitagóricos. 

Afirmo: k(li+a.a
2 

) = k(;;y:-). De fato: a e quadrado em k(/U), en-

tão, 1 + a 2 a E k ( ffl ) 2 
:::::::::> ~ E k ( ffl ) ==;:. k ( /Í +a a 2 

) c_ k {/ri 

A outra inclusão é óbvia. 



Logo, existem elementos x,y E k 

2 2 2 
l+a·a"" x + 2xyk + y ex~ x =O = 

tais que 
/--z-' 

11---a r1 

ou y =O. Assim, 
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"" X+ y/Ci 
2 

l+a a E 

e, isto é suficiente para concluirmos 2 -que k e um fam 

<:==) Seja L "" k (/a) uma extensão quadrática formaLmente real 

do corpo k. Vamos mostrar que L é da mesma forma, estritamente 

pitagÓrico. 

Seja u um subgrupo maximal de L" e coloquemos p· = k" n u . 
Então, -1 c;t P, k. 2 c p e (k. 'P) = 2 • Daí, p· e um subgrupo ma -

ximal de k" e, como k e estritamente pitagoreano, concluimos que 

p· u {ll} = p e um cone positivo de k. L.2 c u = a E P, então 

existem dois cones, digamos 

(L": k"L"
2

) = 2, donde I 2. 71 

- -P
1 

e P
2 

, de L 

(L"' P"L"
2

) 

estendendo P. Por 

= 4 e, como 
. • 2 

P L c 

c P. 
l 

(i=l,2), obtemos PL·
2 

=== í\ n P
2

. Desse modo, temos o se-

guinte diagrama: 

L 

Assim, PL' 2 é um fan de L' e, como U :J PL' 2 e maximal,conclu.:i::_ 

mos que U u {O} é um cone de L. Portanto, L = k e L = k (IJ:) e 

estritamente pitagÓrico. 

Seja agora L um corpo intermediário formalmente real de k
2
ik. 
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Se a,b c L então, k(a,b) lk e uma extensão finita e assim, po

demos supor, sem perda de generalidade, que LIK é uma extensão fini 

ta. Logo [L : k] 2r para algum r E JN e daí, existe uma se

quência de corpos k = L
0 

c L
1 

c ... c Lr = L com [Li+l : Li] = 2, 

i= 0,1, ... ,r-1. Conforme mostramos L1 é estritamente pitagore~ 

no. Portanto L
2 

e, assim, sucessivamente. Desde que corpos es-

tritamente pitagóricos são claramente pitagóricos, a demonstração 

está concluida. 

3. CARACTERIZAÇÃO DE CORPOS HEREDITARIAMENTE PITAGORICOS 

Assim como no parágrafo anterior k será considerado, implic~ 

tamente, um c.oJtpo tío![_malme..nte. Jle.a.t. 

~~ana 2-6echada e, entenderemos como sendo um D-6echo neal de um 

corpo formalmente real L c n, como sendo uma ex:ten-5 ão oJLdenada 

max1mai de L, contida no corpo O. 

'i?amos, neste parágrafo, dar uma caracterização, devida a Bec 

ker, dos corpos intermediários de n[k que sao h.p relativamente 

a n. Tal caracterização e o Teorema (3.11) 

Antes de dar esta caracterização, vamos demonstrar alguns r~ 

sultados preliminares. O primeiro resultado e a respeito da teo~ 

ria geral de grupos profinitos. 

3.1. LEMA. Seja LjK uma c_x._;te_n.-bão Galoit.ian.a aJtbi.tJtâJtia r_ V um t.ub 

g.ll.upo abeliano do gtwpo de GaloLo G = G(L[K). En-tão, o frecho :topE_ 

lÕgieo de V em G ~. tamb~m, um g!tupo abeliano. 
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DEMONSTRAÇÃO. Seja a c L, um elemento qualquer, e I'-1 uma cxtensao 

de K(a) em L tal que MIK ~ Galoisiana e finita. Sc!jam •Jl C! cl 2 

elementos arbitrârios de G(LIFl onde F ; fix(V) ã o corpo fixo de 

V e consideremos as vizinhanças básicas V, (cr.) ,,, l 

a
1

1 } (i= 1,2) de a 1 na topologia de Krull de G. Do fato de 
M 

V ser denso em G(rtjNJ, existem elementos ~ l. E Vu (G. ) 
1'1 ]_ 

tais que ~liM c aliM 

e G(LIPl é abeliano. 

~ 21 = o 21 , Daí' 
M M 

v {i==l, 2), 

3.2. LEMA. Se.ja V um hubgnupo abe . .tiano do g!tupo de. Ga.to;__-6 G(njk) 

v ' 1' e F = r1 -:.eu c.onpu 0 .{.X.O. F 

nao e 6onmalmente ne.al. 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que F seja formalmente real. Neste c<1so, 

escolhemos k como sendo um .11-fecho real de F. Sendo G (n I F) o f e-

cho do grupo abeliano V, por (3.1), o mesmo é abeliano e, por-

tanto, k l F é uma e;-:tensão normal. Por k ser Euclideano Aut ( k i F)"""' 

~ 1, ent~o, F= k e assirr, por (1.4), n = k(i) = F(i). Portan-

to, V tem dois elementos. 

3.3. LEMA. Sc_Ja U ~ G(D k(i)) abc..t;._avto e o uma 

G(í1[kl. En:tão, -1 
ouo = u , qualqueh que heja u E U. 

DEMONSTRl\ÇÃO. Coloquemos {ou ou ' iU EU}. O Lema estará de!Clons 

trado se mostrarmos que :;',f IV -· l 
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Primeiramente, mostraremos que W é um subgrupo de u. Ternos 

que a (i) = -i e que u {i) = i , V u E U, então, W c U. Sejam 

agora u e v elementos quaisquer de U. Os elementos ou o e avo 

também estão em U, Gntão, do fato de U ser abeliano, (ouou) (ovov) 

= (ouo)u(ovo)v = (ouo) (ovo)uv = ouvouv está em W. Como 

(ouou) (ou-
1
ou-l) = 1 , Vu EU, segue-se que V.l e um subgrupo de 

u. 
o 

o corpo fixo de í-1 e coloquemos F = F • n O . E~ 

tio, GIDIFJ =Cal w é o grupo gerado por o e W, onde W é o fe-

cho topológico de \V em G W I k) (W = GIDIF')). Desde que W i abe-

liano e o(ouou) = o(ouo)u = ou(ouo) = (ouou)o, Vu EU , conclui 

mos que (o). W é abeliano. Dai, por (3.1), GWIFJ é também abe-

liano. Agora, F e formalmente real, isto porque, rn 'D 0
] = 2 e 

i c,t no lo (i) = -i) é. equivalente a afirmação de que n" e um 

!l-fecho I l. 4 I . Então, por I 3 . 2 I , #c a I . H = 2 ou seja #W = l. 

O seguinte res~ltado aponta a diferença existente, entre um 

corpo pitagórico e um corpo hereditariamente pitagórico. 

3.4. LEMA. Seja k
2 

o 6e.c_ho qu.ad~~_ã:tA...c_o do c_oll_po 6oJr.mcctme.nte. 11_e_ai k. 

-. uw e.quA...va.te.n:te..:~. . 

l) k é. h.p Jtd'.at.i.vame.n,te. a k
2

; 

2) Toda ex:te.n.:~.ão não 6o!Lmafme.n:te. JLe.c:.f de. k em k
2 

c.on:tê.m 

i = ;=r 

3) O g!i.upo de Galaü, Glk
2

1kli)) é abeUana. 
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DEMONSTRAÇÃO. l) ~ 2). Seja L uma extensão nao formalmente real 

de k e~ K
2

. Podemos assumir que L I k e uma extensão finita e, de:~ 

sa forma, [L' kl 2r para alqum inteiro positivo r. Portanto, 

existe uma sequência de corpos Y = L
0 

c L
1 

c ... c Lr =L com 

= 2 para J = 1,2, ... ,r. Pela suposicão sobre L, exis 

te c:m inteiro n, tal que L é formclmente real, portanto, 
n 

Pitagó-

-rico, mas Ln+l nao e formalmente real. Como · i T 
L li"-' n+. n 

e uma ex-

tensão quadrática, por (2.4), Ln+l = L (i) 
n 

e, assim, i E L C L. 
· n+l 

2) -::. 3). Seja U = G(k
2

1k(i)) eu r:.ma j_nvolução de COilkl. Como 

o(i) =-i, segue que nk(i) =k e 1 portanto, G (k
2

1 k) -· ( o>. u 

é o fecho do grupo gerado pelos subgrupos (a) e U . 

Dado, u E U !' colocamos 
ou F ~ k
2 

. Desde que u {i) - i r temos 

que (ou) (i) -i. Assim, F é formalmente real e daí, por (3.2) 

com v "" (ou) , concluimos que ;'t <ou) "" 2, isto é, 
-1 

::ruo := u 

Essa última relação é válida 

mentos de U, segue que 

Vu EU. Logo, se u,v sao ele·-

-1 -1 -l 
~ ouvo := {uv) ~v u 

ou seja, uv vu e , U e um grupo abeliano. 

3) -> li Seja G G(k 2 Jk) e u = Gik
2

jk(i) I. Se a e uma involuç5o 

de G, então, kc n k (i) - k 
2 

(pois a li) -i) , donde G = ( o ) o. 

Como u e abeliano, pelo Lema I 3. 31 (ou) 2 
l assim 

' Vu E u e 

G é gerado pelas incoluqões ou com u EU. Daí, por {1.8) k e P.:i:. 

tagoreano. Se L Íor um corpo Íormalmente real, intermediário de 

k 2 jk, então C(k
2

1L(i)) é também um grupo abeliano per ser subgru-

po de G{k
2

jk(l)). Dessa Íorma, o mesmo urgumento já usado mostra 

que L é pitagÕrlco Portanto, 3) -;;. l) e o lema está dcrronstrudo. 
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Para o Lema (3.6) necessitamos do seguinte resultado, sobre 

teoria dos grupos. 

3.5. PROPOSIÇÃO. Seja G um ghu.po ú..én{._.to de. t ohdem 2 no qual .todo 

e.J'_emen:to di6e.f1(U1.te. da identidade_ .tem ohde.m doi-6. EnJ:ão, h e g E G 

e g ~ 1, o n~me.no de Jubghupoh de lndice doih de G n~o contendo 
- t-1 

g e exatamente 2 . 

DEMONSTRAÇÃO. Consideremos G como um espaço vetorial sobre o cor

po Z..., e G como sendo o dual de G. Os subespaços de dimensão t- l 
L 

estão em correspondência bijetora com os núcleos dos elementos 

não triviais 8 E G. Então, o EÚmero de subgrupos de G possuindo 

ordem 2t-l e 2t-1. Agora, se g E G é diferente da identidade 

e~:iste uma correspondência bijetora entre o conjunto dos subgrupos 

de indice dois de G contendo g, e o conjunto dos subgrupos de Ín-

dice 2 do grupo quociente G/(g). A cardinalidade do último conJU~ 

to é 2t-l_l. Logo, o número de subgrupos de Índice dois de G não 

contendo g e 2t- l -(2t-l- l) = 2t-l . 

3.6. LEMA. Seja LIK uma ex.:ten.óã.o {;..i.ni:ta ahbi:tJtãJtia com L óendo c.ó 

t:JLit:ament:e pi-tagÕhic.o. Então, exúde. tE IN ha:tih6aze.ndo aó he_gui.!2_ 

te-6 condiç.Õe-6: 

l) (L" ' K"L"
2 J ~ 2t 

2) Se p e um cone po.6.i.tivo de k que. admi:te. e.x:te_n-:'oéto a L' UI 

:tão, - t o núme!Lo de -taJ..-6 e_x;ten-6Õeil e. e.xa:tamen:te. 2 . 
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DEMONS'l'RAÇÃO. Seja P lúTl cone positivo de k que admite extensão a 

- 2 - -L. Entao PL e um pre-cone pos.-:_tivo de L pois, se a,3 E L" c 

il E p"' então a E L\ L 
2 

e dai, do fato de L2 ser um fam, segue 

2 2 L. 2 aL · 2 L2 que a + as E u c p. . 

Os cones positivos de L contendo PL
2 

sao, precisamente, as 

c;:xtensões de P a L e sao em numero finito, pois Ljk e uma ext.en 

são finita. Dai 
2 

e, do fato de L ser um fam, os cones posi-tivos 

de L que contém r·L· 2 
sao, precisamente os subgrupos maxi.mai.s de 

L" que contém P"L"
2

. Como PL
2 é um pré-cone de L, concluirnos que 

r·L·
2 é a interseção de todos subgrupos maximais de L" 1 contendo 

P"L"
2

. Agora, o número de tais subgrupos é finito e cada um 

têm L"
2 

• Então, o grupo L"/P"r.· 2 é finito e possui todo 

con-

ele-

rr..en·to com ordem l ou 2. Dai, (L· 2 t+l p·L· ) = 2 para algum t(: JN 

e, portanto, (L" · 1 • I • 2 I • _ç: ' ~ 2t o que prova a condição 1. 

Para concluirmos a condição 2, usando (3.5), basta observar~ 

mos que o nwneL-o de subgrupos maximais de L· contendo P ·L· 
2 

- exa 

tarr.ente o numero de subgrupos de L"/P·L·
2 

que não contém ~P·L· 2 

3.7. COROLÁRIO. SeJa L]k uma eY_:ten.,~ão de gJtau -LmpaJt, ond12 Lê_ Q_,J-

Entiio, um c. o n.e. de k , que. 

2 
P.L 

adm-éte. 

DEHONSTRAÇÃO. Do fato de L]k ser extGnsão de grau ímpar, P admite 

um número impar de extensão a L. Por (3.6) existe t E lli tal que 

t 
o número de extensões de P a L é 2 . Então, t = O e, sendo 

- 2 - d um pre-cone àe L, temos que PL e o cone e L estendendo P. 

2 
PL 
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Antes de enunciar o próximo resultado, observemos que: se 
~ 

L[k for uma extensão Galoisiana finita e P for um cone de L tal 

que p = p n K, então, a aplicação l/J G(L k) ---+ {cones de L 

estendendo P} onde l/J(a) = u{:P) é uma bijeção. 

-Para a confirmação deste fa·to, note que; se G (P) P, então, 

o :::: identidade e que a cardinalidélde do contr·u domínio de l/J é me-

nor ou igual que o grau da extensão Ljk. 

3.8. COROLÁRIO. Seja Ljk uma e.x-ten~.ão Galo-l-éi.ana 6i.n-Lta. com L .óen-

~ 

DEMONSTRAÇÃO. Pelo lema 4, se P e um cone de L, então, o 

t 
[L ' k] =2 . 

numero 

de extensões de k n P = P a L é 2t para algum t E JN Em 

virtude da observação feita acima segue-se o resultado. 

For um 2-Sylow eohpo de uma extensão Galoisiana LjK , possi-

velmente finita, entenderemos o corpo fixo de um 2~Sylow subgrupo 

de GILIKI 11211, pág. 471. 

Seja L]k uma extensão de corpos tal que k é toUa, extensão 

algébrica formalmente real de k contida em L são corpos Euclidea~ 

nos. Então, k é di to ser helledLtaJt.-i.am r!.V!:t(!_ t:ucfj__d e ano (h. e) com r e 

lação a L, ou simplesmente hereditariamente euclideano, se L for 

o fecho algébrico de k. Tais corpos são um tipo bem especial de 

corpos hereditariamente pitagóricos e serão estudados no parágra-

fo 4. 
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-
3.9. LEMA. Se. k e. Euc.)'..ideano e_ h.p !Le..ta;t{.vamudc. a O, cntã:o 

. ' 
-k r~ 

lia110 de andem Zmpa!L. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja L um 2-Sylow corpo de Dlk, então, L c uma ex-

tensão de grau ímpar dE-:> k (ímpar no sentido de número supernatu-

ral), e logo é formalmente real. Claramente, L é h .. p re1ativamen 

te a Q e, em particular, do fato de L
2 

c rl, por (2.!3) , L é estri 

tamente pitagórico. Agora, k e um corpo Euclideano, então, por 

(3.7), L tem uma Gnica ordem. Assim, L e Euclideano e, sendo 

DIL uma 2-extensão temos, então, que Cl ""L(i). Consequentcmcnte, 

o grau [D:k(i}] é ímpar (ver diagrama abaixo). 

L(i) 

/ "'Z 
k (i) L 

'i-"- ~par 
k 

e [!1 : k] = 2n, onde n é um supernatural Ímpar. 

Assim, já mostramos que U = G(r?.[k(il) tem grau Ímpar. vamos 

agora, mostrar que Ué abeliano. Seja 0 uma involuçiio qualquer em 

<ou> 2 
u E U. Colocando, F =ri , por (3.2), temos que (cu) 

1 ou F nao e formalmen"tc') real. No segundo caso o grau !F : kJ 

e par e, daí, i E F , pois caso coni.~rário obtemos que 

4 [F I i I ' k] contradizendo [ri : kj = 2n , onde n é Ímpar. 1\go-

ra, i E: F e também uma contradição, poj_s (ou) {i) '"' -i. Então, 
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2 -1 
(ou) = 1, ou seja, ouo = u ocorre Vu E U. Daí, U é abelia~ 

no, pois, u,v EU~ -l -1 -1 
ouvo = {uv) · = v u = (ovo) (ouo) = ovuo 

-1 
= (vu) , donde uv ~ vu. 

Resta agora, mostrar que, k é h.e relativamente a .\1. Seja 

E um corpo intermediário formalmente real de !Jjk e consideremos 

um Q-fecho real k de E. Então, como Q = k(i) e [!J k] = 2n com 

n ímpar, concluimos que E e uma extensão de grau ímpar de k. Por 

( 1. 2) , E
2 

C !J e, logo E e h.p relativamente a E
2 

e daí, por 

(2,8), E é estritamente pitagórica. Assim, por (3.7), E tem uma 

única ordem e E é euclideano. Portanto, k é de fa·to h.e 

relativamente a~-

-3.10. LEMA. Se k e h.p Jte..ta;t-<-vamevl.-t.e. a k
2

, e o ghupo de. Gato;_,s , 

~ abeliano, e.n~ao, G(!Jjk(i)) -e abe..tiarco. 

DEMONSTRAÇÃO. Observemos primeiramente que [rl : k 2 J é Ímpar, pois 

se 2 ![ n k 2], então existe um corpo .:!.ntermediário L de ll !k
2 

tal 

que 2j [L k
2

] < w. Corno G(n: k
2

) é abeliano, Ljk
2 

e extensão 

normal. G(L: k 2 ) é também abeliano, então, por recorrência fini

ta, conseguimos uma extensão quadrática de k
2 

o que não é possí -

vel. 

Seja L um 2-Sylow corpo de Djk. Desde que [L : kl é impar, L 

e formalmente real, e como n[L é uma 2-extensão, L
2 

0': n. Obser-

vemos, também, que L(i) é um 2-Sylow corpo de Djk(i). Do fato de 

Lk 2 ser um corpo intermediário de n = L2 [L , D]Lk
2 

é uma 2-ex-

tensão, sendo [D : k 2J impar, concluimos, então, que e 
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sao relativamente primos. Portanto, e daí, es-

tamos presente à seguinte situação. k 
:___.-------- L 2 

-------L I i I L--- I 

Sendo uma extensão de grau Ímpar de K, L deve ser formalmen-

te real. Além disso, observando que, [L (i) : k (i) ] é ímpar, e que 

toda eX"tensão Galoisiana finita de k, contida em k
2

, tem por grau 

uma potência de 2, concluimos que L(i) n k 2 "" k(i). 1\ssim, 

G(DjL(i)) = G(k
2 

: k(i)) e um grupo abeliano e G(njk(i)) = 

- G(n I L(i)) .G(njk
2

) é o grupo gerado pelos grupos abelianos W 

G(Dik 2 ) e V= G(i:'I]L(i)). Portanto, para mostrarmos qu0 

G(Qjk(i)) é &beliano, é suficiente mostrarmos que, vw"" wv, T!v E 

EV e VwEW. 

Seja o uma invo:_ução arbitrária de G W] L) e coloquemos E "" 

= k n n° 
2 ; o' =·o i k 

. 2 
é também uma involução em 

Então, [k
2 

E] .-= 2 e daí, k
2 

~ E(i). Por hipótese, WoGUliEii)) 

é abeliano e como o- é também uma involução de G (0, I E), pelo Lema 

(3.3), concluimos que qualquer que sej c_ VI E \<J .. Se-

j am agora, v E V, Vi E N e u E G (rJ ! L) urna invol uç2:o qualquer. P~ 

lo Lema ( 3. 4) , toda e:;:tensão nao formalrr.ente real de L em ri = L 2 

contém i. COillO o subgrupo ( ov > de G CG I L) e abeliano c 



(ov) (i) =-i, por (3.2), segue que #( ov> = 2, ou seja, ov 

involução em GWILJ. Dal, conforme já mostramos, 

-1 -1 
ou (ov)w (av) = w • 

(a v) w (o v) 

-1 
Por outro lado, vale também, a w a = 
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e uma 

-1 
= w 

w, is-

to é, o((ovhdov)-l)o = vwv-l = w. Logo, vw = wv e, portanto, 

G(Dik(i)) é abeliano. 

Estamos agora, em condições de demonstrar o teorema princi -

pal deste parág1:afo, teorema este, que é devido a Becker e que c~ 

racteriza de diversas formas os corpos intermediários de k que 

são h.p relativamente a n. 

3.11. TEOREMA. (Becker). Se. K ê um c.o!Lpo 1nteJtmed)_Ô..n1o 6oJtma.tme.n-

te. r~e.af., da e.xte.nl.ão Gatoi~.;iaYia 2-óe.c.hada r.llk, e.n.tão aD .se.g(ú.n:te~.; 

a61Jtn;aç.Õe.l. ;.,ã.o e.qu-tvaie.n..te.<'> 

ll K E um c.o!Lpo h.p ne.la:tivamcnte. a n. 

2) G(n!Kii) I é ab e.L{.ano. 

3) Toda e.x.te.nJ>iio não 6onmalme.rLte. !(_f'.al de. K e.m l1 c.ont~m i=r-T. 

4) Toda extenJ.Jão 6o!(_malme.n.te. Jte.al de. K em n, e a {.nte.hhe.ç.ão 

DEMONSTRAÇÃO. 1) =!> 2). Em consequência do lema (3.10) basta mos 

trar que os grupos de Galois, G(l1jK2 ) e G(K2 ]K(i) são abelianos . 

Façamos isto, Como K é h. p relati varr:ent.e a f2, K e também h. p rel~ 

tivamente a K
2 

c ,\2. Dai,pelo l.errB. (3.4)., G(K
2

]K(i)) e abeliano. Cons.i 

deremos agora, um K
2
-fecho real E de; I<. E, é Euclideano e h.p :cc.

lativame.n.te. a !1. Então, pelo Lema (3.4), G(DjE(i)) = G(l1jK 2 ) e 



80 

abeliano, e, assim, concluj_·mos 2. irr.plicação. 

2) -? 3). Seja U == G(íi.IK(i)) e a uma involução em G(i;l:jK) 

Então, G (C~ I K) = < a) . U é o grupo gerado por a e U, isto porqc;;e 

a f/- u, e como u é abeliano.- pelo Lema ( 3. 2) , 2 
{ou) = 1, ldu Eu • 

Se L é uma extensão não formalmente real de K em L, G(DjL) é li-

vre de 2-torção. Por outro lado, <o> . u = {ou u E U} u U 

como G(DjL) é subgrupo de (o) . U 1 concluímos que G(DjLl cU 

e ' 

e daí, K{i) c L , mostrando assim, que i E L. 

3) -? 2). De acordo com o Lema (3.10), é suficiente mostrar 

c~ue os grupos G(QjK
2

) e G(K
2

jK(i)) são abelianos. Pelo Lema(3.4), 

G(K
2

1K(i)) já é abeliano, isto porque K
2 

c D. Para mostrarrros que 

GCI1jK
2

) é abeliano, vamos usar o Lema (3.9). Seja E um K
2

- fecho 

real de K. Por (l. 4) E e f',uclideano e K2 = E (i) . Se L e um corpo 

formalmente reul tal que E c L c n e F é urna extensão quadr_§_ 

ti c a na o formalmente real de L, então, i E F e, assim, F "" L (i). 

Dai, por (2.4), L é pitagórico, e :desse modo, E é h.p relativa-

mente a n. Então, pelo Lema (3.9), G(C:ljE(i)) = GW[I<
2

J é abeliano. 

2) ::=? 4). Seja L uma extensão forrr.almente real de K em n . 

Por ser subgrupo de G(OjK(i)), G(!J[L(j_)) é t.:~mbém abeliano. En

tão, se a é uma involução em G(!:I[L), temos qne G(rl[L) - <o I. U 

onde U = G(QjL(i)) e,. pelo Lema (3.3 ) , 
2 

(au) = 1 V U E U. En-

tão, G(n[L) é gerado pelas involuções ou com u EU e dai L = 

= n n°u é urna interseção de O-fechos reaj_s de L. Por outro la
uEO 

do, se k e um n-fecho real de L, seja 1/J o gerador de G(r:l[kl 1~' e 
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uma i:rwolução de G(OjL) e G(rljL) ""' < ljJ > • U. Então, I} = au para 

algum u E U e, daí, todos os D.-fechos reais de L são da forma 

0°u . Portanto 1 L é de fato a interseção de todos seus n - fechos 

reais. 

4) =* 1}. Seja L um corpo intermediário formalmente real de 

DjK. Por hipótese L e a interseção de seus O-fechos reais que são 

Euclideanos. Então, L e pitagórico. Portanto, K é h.p relativamen 

te a O. Assim, a demonstração está concluída. 

4. CARACTERIZACÃO DE CORPOS HEREDITARIAMENTE EUCLIDEANOS. 

Vamos, neste parágrafo, enunciar e demonstrar o resultado 

principal sobre corpos h.e que necessitammos no Capítulo IV. O~ 

dos os resultados sobre ,corpos h .p, anteriormente desenvolvidos 

este teorema não passa de uma simples formalidade. 

-4 .l. TEOREMA. (Geyer e Prestel-Ziegler). Se. K e um c.onpo J.n.-te.nme.-

dJ.~nJ.o 6onmalmente. he.al, da e.x-te.n~~o GaloJ.~J.ana 2-6ec.hada Olk, en 

tão a-6 De.gu.in.-te.-6 aúihmaç.Õe.-6 hão e.quivale.nte.h: 

l) K ~ h.e nc.lat-{,vame.nte a li. 

2) GID[K
2

) ii abciiarto c K
2 

= K(i) 

3) [st: I<] = 2.n onde n ê. um nUmelto .oupe!tna-tu.!tal lmpctlt. 

K, e.n-

t~o [F : I<] ê. Zmpah. 

5) Se E e cw1 c.ohpo in-tehme.d-úih/.o de .\li K(il, (Ln.tão, E(i) ê. qua-
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e.ntão F .tem Ú11-i.c.a oJtde.tn. 

71 Se f(X) E KIXI - -e iJtJtedu.tJuel e R e um n-6e.c.ho ~eal de K, 

e.n..tão f tem n.o mã:u:.tno uma única Jtaiz em R. 

DEMONSTRAÇÃO. 1) ==!> 2). Segue de ( 3 .11) ao se notar que K
2 

= K (i). 

2) ~ 3). K é Euclideano e, por (3.11), é também h.p rclati 

vamente a n. Então, por (3.9) [.íl: K] é .l:mpar. 

3) ~ 4). ==';> ) • Claro ~) . Basta pegar um !J-fecho real 

R de K e observar que il = R (i) ( (1. 4)) e que I R ' K] e I.mpar. 

3) ~ 5). ~ ) . Seja E um corpo intermediário de O i]( C i I 

Se E(i) nao for quadraticamente fechado, então 4 divide [f/.: I\J 

uma contradição. 

<:;::=). Seja R um !J-fecho reál de K. Vamos mostrar que ll< : K] 

e Ímpar. Se isto não ocorre, então existe um corpo intermediário 

F de RIK tal que [F : K] é finito e par. Seja E a menor extensão 

Galoisiana de K(i) contendo F(i) e contida em n e consideremos c 

corno sendo um elemento de ordem 2 de G{EjK(i)) Entâ_o, i E ; E 0 ] == 2 

e, como E 0 (i), isto contraria 5). 

3) ==> 6). Seja F um corpo intermediário forma.lmente real 

de rljK. Se F tiver mais de urna ordem, então existe a E F tal que 

;a- tf- F e F (/a) é formalmente real. Dai, 4 di viCie [li. : Kl- uma 

contradição. 

6) =='> 7). Seja f(X) E K[X] irredutível e suponhamos que f. 

possua duas raizes o: e 0 em um )~-fecho real R de K. Então, existe 
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um R-isomorfismo a: K(a) ------+ K(:3) tal que o(a) =S. Como K(a) 

e K(a) possuem Únicas ordens, a e um R-isomorfismo de ordem. l\s 

sim, a estende-se a um K-isomorfi smo de ordem ã dos fechos r~ais de 

K (o:) e K(G), respectivarrente. Agora, K(a) e K(G) possuem um mesmo fecho 

real ~de R ern urn fecho alqébrico de R. Logo, a é o único K-automorfis 

mo de ordem de R, ou seja, o= identidade. Assim, Õ(a) = o(a) =a 

~ B. 

7) ~ l). Seja F um corpo intermediário formalmente real de 

QIK. Se F não for um corpo euclideano, então existe a E F posi-

tivo em alguma ordem < de 

corpo formalmente real e 

r tal que 

2 
X -a 

a E F 2 . Então, F{/a) é um 

e um polinômio irredutível so-

bre K. Seja R um rl-fecho real de (F,<) Então ;'(i e -/0. E R - uma 

contradição. 

5. EXEMPLOS 

Neste parágrafo vamos dar alguns exemplos de corpos heredit~ 

riamente pitagoreanos e de corpos h.e. Iniciamos a discussão com 

alguns exemplos clãssicos. 

5.1. EXEMPLO. SeJam R um c_oJtpo fleat t)e.c.hado e R( (X)) o c.oJtpo da1. 

1.êfLA.-e,.6 6oJtma-é.6 a uma -énde.te.nm,.(_vwda. Então, R( (X)) ê wn c_o!Lpo he.11..e. 

d-é.taJtiame.11te. pi.tagÔILico Jte..ta.tivame.n:te. a i,e_u 6ec.ho algêbJtic_o !1. 

DEMONSTRAÇÃO. R e de característica O e, se k "" R( {X}) r então 

k(~) ""C((X)) r onde C é um fecho algébrico de R. É um fato bem 
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conhecido que Gal (íll C( (X))) é pró-cíclico isomorfo a i = lim z 
~---- nZ: 

(Ver Serre, Local Fields, Springer-Varlag, New York etc., 19 79' 

p. 69). Assim, decorre pelo Teorema (3.1) que R((X)) é h.p relati 

vo a n. Note-se, que R( (X)) nao e h.e,. já que ele possui duas 

ordens (I.3.8). 

5.2. EXEMPLO. Se. k e um C-o1Lpo h.p, JLe.-ta;t_{_vo a n, e.vdão c__xL!>;te_ uma 

n e oh a do I . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja G = Gal (S1 I k ( 1=1) . Então, G e abeliano e daí 

existe uma decomposição de G na forma G = H2 x H onde H2 e o 

2-Sylow subgrupo de G e H é de ordem ímpar (Ver Geyer [11] Satz 

1.13, p. 351). Ora, seja F o corpo fixo por H. Se Gal(Qjk) e ger~ 

do por G e uma 5.nvolução o, então, 

ra todo E G. Assim, OTO 
-l 

= T 

pelo Lema 

para todo 

(J,J) 1 OTO = 
-l 

T pa-

T E H e, se indi-

camas Fix a por R, então, K = F n R e gerado por I-l e o com oT o = 

-l 
= T para todo T E H. Portanto, H e um subgrupo normal do gru-

po Gal (rJ j K) . Logo, Ga_l (rJ I K) = H u oH, donde [F ' K] = 2. Como 

r-T E F e [K(/=I ) : K] = 2 decorre que F = K(!=T). Portanto, 

Gal (rJ I K ( !=1 ) ) = H e um grupo abeliano de ordem impar e daí H é 

h.e. 

5 • 3. EXEMPLO. Seja k = R I I X I I e K = u 
n>O 

u 
n>O 

EYl 
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DEMONSTRAÇÃO. Se C ~ k ( !=1 ) , então k (H) ~ C ( (X) ) • Observe 

que no Exemplo (S. L), o corpo F é o fecho quadrático de k ( !=T-) em 11. 

Ora, sabe-se que para todo numero natura]_ 
l 

n, existe uma Única 
l 

ex 

tensão de C((X)) de grau n dada por C((Xn)) 
l 

onde 

o corpo de séries formais em Xn com coeficien-

tes sobre c. Portanto, o fecho·quadrático de k ( /-1) ~ F ~ 

l l 

~ u C( (X 2ni I e dai, K ~ u k((X2n)) é h .e. 
n>O n>O 

Vamos agora procurar dar alguns exemplos de corpos (infini -

tos) de números algébricos. Para tal, precisamos dos seguintes re 

sultados. 

5.4. TEOREMA. (Becker-Brocker). Seja k um c_o!Lpo h.p ILe.fa-t-<.vo a ri. 

e 6uponhamoh qt~e k tenha um n~meAo 6;nito de ohdenh. Ent~o, o n~-

DEMONSTRAÇÃO. Referimo--nos ao 'I'eorerna 18, p. 12 2 e a observação que 

segue na p. 124 de Becker [3] • 

5.5. TEOREMA. (Geyer). Seja k um c..o!Lpo boJtma.C.me.nA:e !Le.a.C.. Então, 

1) k e Lnte!Lheçao de dol6 6echoé !Leaih de k no éeu 6eeho a.C.

gê.bnJ..co. 

2) k ii h.p c Gal(~ik(!=T)) ii c.cc!~co. 
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3) GalCOikl ~ ~m g~upo di~dnico; ihto ~. Gal(Dikl e. geJLado 

(topologicamente) pcn doi~ eleme11toh a e T onde o i uma invuluç~~ 

-1 
OTO = T 

DEMONS'rRAÇÃO. l) = 3 I . Seja k ~ Rl n R2 e seJam 01 e 02 as _i.n-

voluções que definem Rl e R2. Seja T - 0102. Então, T fixu /=1. 

e o corpo fixo por o
1 

e a 2 ou 

. -l 
ol(olo2)ol = o2ol = (olo2) 

grupo Gal(Oikl ó diédrico. 

seja, porTe a
1

.Mais 

-l 
= T Portanto, c 

3) ~ 2) . Observe que se H e o fecho do grupo gerado por ,~, 

então, Gal(Dikl =H U OH, c todo elemento de B é uma involu-

ção. Logo, Gal W j k ( !=T) ) c H, onde Q é um fecho aloébrico de 
' 

k. 

I'-1as, GalC\llk{/-=1)) é de lndice 2 em Galtrllkl. Logo, CalWik(/-:-i)) 

= H ~ clclico. Dal, resulta 2. 

2) -~ 1) . Se Gal (:;{. I k ( 1~1) ) é ser a do por T, e G e uma invo-

lução de Gal (r;: I k), então o- e OT são duaó'. involuçõc,; e dai, k = 

= Fix(cr,·r) = Fix(a,cr·r) = Fix(o) n Fix(cr-r) = R
1 

n R2 
e 

são dois fechos reais de k. 

Daremos agora um exemplo bem concreto de um corpo de núrne~ 

ros reais que e h.e . 

' 11 -b ' d !7 · Q do-6 VlWilC-IL0-6 !Ul 5.6. EXEHPLO. Se.jam R O 6e.C.r1.U a-~..-ge h-<.C.O O C.O ~pu 

c.ionai~ e k um -6ubghupo de R maximal em !Le_laç~o a ~xc.lu-6~o de ~2 

idvtDta ele. R). En:tão, k ê h.e. 

DEMONSTRAÇÃO. Por causa de maximalidade k 8 Euclid·~ano e 

Seja 
,3, .. 

o: = v2 , 0J uma ra~~z terceira nriPüt.iva da unidade' 

I . 
1--'--- I = 2 
k"2 
e i3 . .., ~10.. 
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Então, Jc(a) e k(S) sao corpcs ordenados. Seja Rl um fecho algébrJ.:_ 

co de k (Gl. Então, R n R
1 

cont.ém k, não pode conter u e é um cor 

po formalmente real, pois w ~ Rl. Logo, k ~ Rl n R2 e k e h .p, 

(?eorema (3.11)) ou (5.5). Ora, 1~1 ~ 2 impLica gue k (/=I) e 
k. 2 

quadraticamente fechado. Como Dlki/=I) e abeliano, isto implica 

que íl : k (/=I) é impar. Logo, k é h. e. 

Os resultados de Geyer e Becker-BrÜcker são citados na se-

guj_nte proposição. 

-5.7. PROPOSIÇÃO. Se. k e_ um C.OlLpO de. rwme.Jt.ot. a.tgC:b)LiC.O.ó h.p !U!_iati:_ 

vame.nte. ao fie.c.ho aigC:bJL-tc.o de. Q, e..r.:tão k ê -tnte}L.:.'l('.ção de do.L6 rie.-

c.hoJ.J Jtea--L-6 de. k. k te.m no máximo dua.ó ('lLde.rr.6 e__
1 

k C: h.e. ~.;,e_, e. 

.óomente ~e k po.õ.óui uma ~nira olLde.m. 

DEMONS'TRAÇÃO. Um resultado de Geyer que usa a teoria local de cor 

pos de classes (Satz 2. 3f p. 357 de [ll]) f afirma que qualquer Sl.Jb 

grupo abeliano de Cal W I Q) é cíclico (pró) . Assim, em nosso caso 

Gal (fi I k (;=I)) é cicJ.ico _ Pelo 'l'eorema 5. 5 f k é interseção de 

dois fechos reais de k. Para concluir, observamos que k ( ;=T) pos--

sui no máximo uma Única extensão quadrática, pois o fecho quadrá-

tico de k(;=T) é uma extensão (pró)-cíclica de k(i=T). Assim, se 

F~ k!FTI, < 2 e dai f < 4. Pelo 'J.'eorcma 5.4, 

o número de ordens de k é no máximo 2. A Última afirmativa é ela-

r a. 



CAP1TULO IV 

CORPOS COM A PROPRIEDADE DE MUDANÇA DE SINAL 

Neste capitulo vamos dar uma bela aplicação da teoria de 

valoriza.ções compatíveis com ordens C.esenvolvidos no Capítulo I 

Um dos' resultados básicos da teoria de corpos formalmente reais 

afirma que, um polinômio irredutível, sobre um corpo ordenado 

qt!e muda de sinal em K, possui raízes no fecho real de 

Por outro lado, conforme o exemplo (1.2) a recíproca des-

te resultado não é verdadeira: mais precisamente, se a e um ele

mento de um fecho real de K, então não é necessário que o polin§_ 

mio mínimo de CL sobre K mude de sinal sobre K. 

Neste capitulo, estudaremos tal reciproca, e para isto intr:::_ 

duziremos a definição de corpos com a propriedade de mudança de 

sinal. O ponto culminante do capitulo é o Teorema (2.4), devido a 

Viswanathan, que caracteriza tais corp:Js corro sendo heredit_ariamente 

Euclideanos ou densos em seus respectivos fechos reais. 

Fixados um corpo ordenado não arquimediano (K,K+) e uma valo 

rização w de K compatível com K+, vamos es-tudar no primeiro para

grafo, condições necessárias do grupo de valores de w e, no segu~ 

do condições necessárias sobre o corpo residual de w, para que K 

tenha a propriedade de mudança dG sinal. 
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l. GRUPO DE VALOHES E POLIN6MIOS DEFINIDOS. 

A proposição abaixo, é um dos resultados fundamentais da teo 

ria de corpos formalmente reais. 

1.1. PROPOSIÇÃO. Sejam (K,K+) um c_o!tpo oJLde.vtado, e f(X) E K[X-1 um 

polin&mio i~JLedu~Zvel. Se exi6tem elemento6 a,b E K que 

Por outro lado, como mostra o exemplo abaixo,-a rccir-'roca dcs-

te resultado não é verdadeira. 

1.2. EXEMPLO. (Bourbaki l 6], pag.61, ex. 26). No corpo K::: Q(X), 

consideremos a ordem lexicográfica. Seja f(Y) ::: (Y
2
--x). (Y

2
-4x)-l 

-· y
4 - 5Xy

2 + 4X
2 

-1 E Q (X) [Y]. Então, 

a) f é irredutível sobre K 

b) f admite raiz no fecho real K de K 

c)f(a)>O Vo. E K. 

De fato: a) As raízes de f (Y) em um fecho algébrico K de K sao 

+ 1sx ± 19?~ 
1
112 

- 2 9x
2 

+ 4 nao e quadrado em K e, desde que, 

2, SX E K' concluímos que f(Y) não tem raizes em K. Logo, f(Yl 

e um polinômio irredutível sobre K. 

-
b) X é positivo em K. Então IX E K, isto é, X é quadrado em 

K. Como f(ff) = -1 é negativo e f(Ol = 4x2-l é :?ositivo, f 

muda de sinal em I\. Assim, por (1.1), f tem raízes em K. 
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c) Sejam h(X), g(X) E Q[X] elementos quaisquer com g(X) f 

i O, grau h = n ~O , grau g = m > O 

~ (h(X))
4 

-5X(h(X)g(X))
2 + (g(X)

4
(4X

2 

e colocamos B = f(h(X)/g(X)) 

g (XI I 4 - l). O Único elemento que 

pode tornar B negativo em K é -5X(h(X)g(X))
2 que tem grau 

2(n+m)+l. Temos dois casos: 

19) Se n _2. m, então, 2 (n+m) + l _:::. 4m + 1 < 4 m + 2 = o grau 

4 2 
do polinômio (g(X)) (4X -1) que tem coeficient.e lider positivo. 

29) Se O .2. m < n, então, 2{n+m) + 1 = 2n +2m+ l < 4n =o 

4 grau de (h(X)) que tem coeficiente lider positivo. 

Daí, concluímos que B >O, ou seja, f{a) >O para todo o: E K. 

1.3. A patL-tÁ..fL de_ ago!La, ca.tvo me_nç_ao c.onDLâJu:.a, ai.:.I.:.WIIi.!Le.mo.6 que 

(K,K+) e: um c.oJLpo oJtdenado não Ufi_quime.d-Lano e. {txaJLe.mo-6 um be.c.lw 

!Le.a.t K de. K. Nc.~.:.te. caco, po!L (II.l.l3a) e.x)_J.J.te uma vato11..-<..wção não 

de. .ta.t vatonizaç.ão w po!t H e. o c.o!Lpo Jte.-õ.i.dua.l po!L K • (I< I 
{Jj (;) -t-

nota.JLâ a o!Lde.m e~m Kw .i.nduzida. po!t K + 

b EU n K} U {M }. 
w + w 

( (K I I ~ {b + M w + (~ 

de-

1.4. DEFINIÇÃO. Diz-se que um polinÔmio f(X) E KIX] é dc.{JirH:.do 59_ 

bre K, se f(a) E K 
+ 

para todo a E K. Quando f(X) muda de. ~inal 

sobre K, isto &, existem a,b E K tais que f(a) .f(b) ~ K+' diz

se que f(X) ~ indeáinido sobre K. 

Vamos agora, estudar a recíproca da Proposição (1.1). Puru 

isto, daremos a seguinte definição: 



1.5. DEFINIÇÃO. Diz-se que o corpo ordenado (K,K } 
+ 
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dad~ de n1udança d~ ~inal se, para todo elemento o. do fecho real 

IZ de K, o polinômio minimal de a sobre K é irtdt6-ú1ido sobre K. 

A proposição a.baixo estabelece t<ma condição sufic1ente, so-

bre o grupo de valores H, p:-:ra a cxistê..'lciu_ de 1::olinôrníos definiàos e irrc 

dutiveis ;;~obre K tendo raízes no fecho real K de K. 

1.6. PROPOSIÇÃO. S1:. jH/21-Ij > 2, ilvttão e.x-i.o-te.. um pulinômJ..o de.()J..n{-

do e i~hedutZvel .6obhe K, tendo halze.o em ~-

DEMONS'rRAÇÃO. Seja h E H tal que h< O e h não 2-divisível. 

Escolhamos sE K+' tal que w(s) =h e seJa a o único elemento 

positivo de K tal que s = o. 4 . Colocando 13 = a 2 , temos que s = s2 

Vamos verificar que !K(a): K] = 4. Para isto, seja f{X)=X
4
-s 

E K [X] • As • ra1zes de f em :K(i) -sao ±a e ' . .. al e toda~; estão foru. 

de K, pois, se a E K, então h= w(s) = w(a
4

J = 2w(a
2

l donde, h 

é 2-divisível - urna contradição. Corno ia f/ K também, 

2 

-io:,. '7 K c 

ia 9!- K. 

trário, 

-Assim f nao tem raiz em K. Como a 9! K pois, caso con-

2 
iJ (a } E I-l 

2 
h=2w(o:), concluimos, então, que f e 

irredutível sobre K. Portant.o, de fato, [K(a) : Kl = 4. 

-
6 + a. Desde que os K-conjugados de a em K(i} 

-
sao 

a, -a, ia e - ia 1 concluimos que os K-conjugados de 61 em :K(i) 

S - ex, -6 + ia c -13- ia. Estes são todos distintos, 

portanto ó
1 

e também um elemento primitivo de K(a) ::;obre K, isto 

é, K(u.) = K(ó
1
). O polinômio minimal h(X) de 6

1 
sobre 1\, tem so-

mente duas raízes em K, a saber 6
1 

e 6
2

. Seja ~~i a única extensão 
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de w a K compatível com K . Desde que 
+ 

4 
h -· w (a ) 4 tG(o.) < o 

temos que W(o:) < O, assim i:lí(Sl = 2Ú:Í(o:) < Ú:Í(a). Logo, t=.((3 J: et) = 

- - h wiSI = 2wlo) =}~H. Como i3 E K 
+ 

e w ISI < W(±a), pela compati-

bilidade de w com K+' concluimos gue, 6
1

, 6
2 

E K+. 

Mostraremos agora, que h(X) é o polinômio requerido. Confor 

me já mostramos h(X) é irredutível sobre K e tem raíz em K. Resta 

mostrar qcle h é definido sobre K. Se b E K é tal que 
+ 

< 0
1

, então, pela compatibilidade de w, ~ == W(ó
1

) __:_ W(b) ""w(b) = 

h 
== w(b) .:5_ iD(6

2
J -· 2. , donde, h= 2w(b) - uma contradição. Portanto, 

- 2 
16· 2

, •
1

1 n K = ·'. Sobre K, h(X) = (X + ex+ cl) (X-o I (X-o I onde u 'I' " . l 2 r 

hl (X) = x2 + eX + d tem coeficiente liC.er positivo e na o tem 

raiz em K. Assim, hl (X) e definido sobre K. Como já mostramos que, 

se b " K, então b > 02 e b > 01 ou b < 02 e b < 61 f 
con-

cluimos que, h (X) e definido scbre K. 

O próximo resultado,sobre divisibilidade, sera usado na de-

monstração da Proposição (1.8). 

1.7. LEMA. Sejam p um numeho pJtimo, h E H um e.temenúj nao p-d~i.ui-

~1ve.t e, LjK uma ex~en~~o 6ini~a de QOJtpo~. Se w
1 
~uma ex~en~~o 

de w,a uma valoJtizaç~o de L,e G ~H e o gJtupo de valoJte6 de w 

ent~o, exihte um in~eiJto poAitivo r tal que h nao e pr-diviõlvel 

em G. 

DE.f\10NSTRP ... ÇÃO. Desde que O é p-divisivel, temos que h -1- O. Supo-

nhamos h 
r 
-divisivel G, todo ' 1. Neste que seJa p em para r ca-

cu. da i l' 2 , ... seja E G tal h 
l Se so, para = gi que p gi . 



donde i 

com i > i então, pJg., donde 
l 

= O. Como G c livre de torção, segue que, g
1 

J. Assim, os g~s são dois a dois distintos. 
l 
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Desde ytle L I K e \~ma extensão finita, G/H é um grupo finito 

e assim existem inteiros \,~ com 1 < X < u tais crue 

E H. Logo, se colocarmos h' ~ g
0 

- g\ obtemos 

rYg donde, h = pjJ 9 = pwh • + pl-1 9 = pw-.\ (pÀg ~- pAh • l 
À ~I À . À 

=pl-l-À(h+pÀh') -p(pJJ-\-l(h+pÀh')) =p.h", onde h"= 

plJ-.\-l{h + p;.h') E H. Dessa forma, h é p-divisível ·- uma contra-

dição. 

O próximo resultado estabelece uma primeira conexao en-tre 

corpos hereditariamente Euclideanos e corpos com a p:::-op.riedade de 

mudança de sinal. 

1.8. PROPOSIÇÃO. S• H -na o im pafL 

p e. (K,K+) não 6o/t he.Jte.d-i;taJtiamr_nú!. Euc.fide.arw, e.n:tã.o, e.xi.J.d:e um 

pol!._-i..nôm;_o ifL.ttedutlvef r:eó_{nido .t.obJte K, ,tendo Jta"Lze.t. e_m K. 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que (IZ,K+) nao e hereditariamente Euclideano, 

existe uma extensao ordenada fl.nita (L,L+) de (K,K+) nao 

deana. Podemos supor, L= K(s) onde sE L+' v'S <!-L e L c f<. 

Seja B o ~echo integral de A em IZ ( s) . Desde que o co.rpo ele 
w 

frações de B é o fecho alqébrico de I< em K(s) e K(s) IK é cxtensao 

algébrica, segue que K(s) e o corpo de frações de B. Daí, se lodo 

elemento positivo de B for quadrado em K(s), o próprio K(s) se-

ria Euclideano. Dessa forma, existe t E B+, tal que /t \Z K(s) 
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onde_ 

t E L =- L n I< , /[ f/1 L 8 t é A..nte.giLaf !)obhc. A • + + w 

Desde que H não ê p-divisível, seja h E H, h < U e ll nao 

p-divisível e seja y E K 
+ 

tal que 01 (y) h . Pelo Lema ( 1 . 7) e-

xis te um inteiro r > l tal que h nao e pr-divisíve]. em G "" W (Llr 

-onde (:Ü é a Únl.ca valorização 
r 

de K 
w 

, compatível com K+, que esten 

de 01. O polinôrüo xP - y ~ K [X] tem Únicu raiz em K, isto por-

r - -que p e lmpar e ainda deste fatc., se ê tal raiz, então a :-. O 
r 

em K. Desde· que h = uJ (y) ~(ap) = pr~(a) e h n~o & pr-divisi 

velem V(L"), temos que a ti L . Assim, L (o:) jL e uma extensão 

própriu. Do fato de - y ter somente a como raiz em K, con-

cluimos que também o pclir.Ôrüo minimal de a sobre L tem somente 

:J. como raiz em K, assim, o grau n deu. sobre L é também ímpar. 

Lembrando que, /f ri L :::: K ( t), temos [LI/E I :Lj - 2 e con-

siderando F= L{a, /f) = J\{t) {/E ,a) := K(/t ,r_d, temos 

[F : L] ~- 2n, isto porque, 2 e n são primos entre si. Até agora, 

temos o seguinte diagrai'·ia de extensÕes de corpos. 

r ~ L la, /E I K la, /E I . 

/~ 
L(a) L(/t 

L o Kltl 

K 
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Podemos observar claramente que, pela construç·ão do corpo L, 

LjK é uma exten::.ão finita. Então, Fji<: também o é, e assim, ,;e CO.!!_ 

siderarmos a familia {K(a + nlt ) }n>l de corpos int_ermediários e.!!_ 

tre K e F, devem existir inteiros c,d com c > d > l tais que 

K(a + e/E) 

= (a + elE 

K(a + d/t) =E (digamos). Desde que (c d) /E 

(a + d/t) E E, tiramos que, /E, e logo a, estão em 

E. Portanto, E= K(a,/t) =F, isto é, 6 =a+ c/t e um elemento 

prirritivo de F sobre K. 

Vamos agora, analisar os K-monomorfismos a de F em I\. Um tal 

a deve levar a em cc e t er:c um elementc. o (t) tal que o (t) -= 

= o(/t 
2

) = (o(/E) )
2 

e raiz positiva,em K,do polinômio minimal 

de t sobre K. Desde que ojK = id, segue que w o o é uma valori 

zação de F que estende w. Pela escolha de t, t é integral sobre 

onde A 1 então, tE IF(A ) c A_ 
w w w o a 

I (A ) ~ o fecho integral 
F w 

dC:o A em F, que é a intersecção de todos os anéis de valorizu.ção 
w 

de F que estendem A . Então, 
w 

= w(o(/t) 2
) ~ 2w(o(/E)) ~ 

{W o o) (t) >O e dai W(o(t)) = 

w ( U (/E) ) = ~(CCw--"oo'-O-'-)-'(-"t"-) 
2 

> O. Por outro 

lado, Cí(a) = _b_ <O, então (iZ1 o o) (8) = (iDo o) (a+ c/t) = 
r 

p 

=W (a + ccr (/t)) = W (a) 

=o+ w(o(/t)) > o. 

h 
r 

p 

Se f(X) é o polinômio minimal de O scbre K, então f(X) é de 

grau par (ver diagrama) e dai, f(X) possui somente um número par 

de raizes f",m K, dig~mos, 0
1 

~ O 
2 

< < 0 2 ~ . Desde que o: > O e 

W (a) < W (± co (/t)) para qualquer K-monor-,orfisrr,o o de F em K, con

cluimos, pela compatibilidade de W com K+' que a > ± c (/t) 

= u(c/t) donde, o(a i (/E) = o(o) > O. Assim, os conjugados 8 de 
i 
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- - -6 de K sao todos positivos em K. O intervalo [0
1

,6
2

p] de K é dis-

junto de K pois, se z E K e tal que O < o1 ~ z _.:s_ 02"w' então, 

hr = W(6 2vl < W(z) < W(0
1

l 
p 

h 
r 

p 
donde, h é pr-divisível em ll -

- uma contradição. 

-
Sobre K, f(X) ~ (X-6

1
) (X-6

2
) 

nao tem raiz em K e tem coeficiente lider positivo. 

f
1

(a) > O para todo a E K e, para todo a E K 

a> 6. 
l 

i ::::: 1, ..• ,2]J 011 a < O. 
l 

i= 1, ... ,2)-1. 

Então, 

temos que 

Portanto, 

f (a) > O Va E K e assim, f(X) e um polinômio procurado. 

1.9. OBSERVAÇÃO. Lembremo-nos de que, se um grupo H for p-divisí-

vel para todo primo p, então, H e divisível. Isto pode ser visto 

da seguinte maneira. Se h E H e r e um inteiro positivo, seja 

a decomposição de r em fatores primos, onde os 

Pj_ s não precisam ser distint.os. Existe h
1 

E H tal que 

rência finita, se h - p h i - i+l i+l existe hi+ 2 E H tal que 

O resultado seguinte estabelece urna condição, sobre o grupo 

de valores, para que um c:orpo com a propried21de de mudança de si-

nal seja hereditariamente Euclideano. 

1.10. TEOREMA. Sejam (K,K+) um c.oflpo o!Ldr.!.nado nao aJtquirrJ(!.diano, IJ 

uma valoh-tzaç.ão não ;t)LJ._viaf de K, c.ompa.tlve..t c.om K+ c H o 9hu .. po 

de vafofLe_.ó de w. Se. If nao ê. d-tv.ül\}e.t r K tem a ]Vrop'~-.r:.e.dade_ de_ 
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mu~a~ça de ~inal, -K e he~edita~iamen~e Ett~l.[deano. 

DEMONSTRAÇÃO. D0sde que 1{ possui a propriedade de mudança de si-

nal, pela Proposiçâo (J .• 6), H & 2-divisivel. Agora, H n5o ê divi-

sivel, então, por (1.9), existe um primo ímpar p tal que H não e 

p-divisiveJ .. Então, pela Proposiç~o (1.8), (K,K+) ê hereditaria 

mente Euclideano. 

2. CORPOS RESIDUAIS E POLINÓMIOS DEFINIDOS. 

No parágrafo 1 foram construidos poU.nômios definidos irred~ 

tíve:ó.s sobre K, usando-se propriedades do grupo de valores. Neste 

parágrafo, continuando com tal estudo, serão obtidas condições s~ 

ficientes para a e):istência de tais polinômios, usando-se propri_§_ 

dades do corpo residual. Corno c:onsequência desse estudo, seguirá 

uma c:aracterizo.çZio de corpos com a propriedade de mudança de sinaL 

Neste parágrafo, continuaremos com as hipóteses e no-tações 

fixadas em (1.3). 

Para a Proposição (2.2), necessitamos do seguint.e resultado 

básico, a respeito de corpos formalmente reais. 

2 .L Sº-j a s E K+ i ai que. s " K2. Se o ~ K e ;tal 
4 

QUI!. a s; 

e.n.tão [K (a) ; K] 4 • McLÁj) o.,énda, H X E IZ" 
+ 

en,teio K (o) 

2 K-c.oHjccgadoó de_ 2 
Ria + Xct) c o~ o + ax l?.m K ó a c 2 

ól - ó +a.x 

02 
2 

e ~ r:c - nx. 



DEMONSTRAÇÃO. a e 
2 

a '7 K pois, caso contrário, 
2 2 

s ~ (a I 
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E 2 ]( . 
Como ia tJ K , segue também que 4 4 

in: '1- K. Ass .i.m, o polinômio X -(t 

. 4 4 2 2 2 
não tem raizes em K. Por outro lado, X -a "" (X -a ) (X+a ) '7- K [X], 

então, x 4-s ê irredutível sabre K e assim [K(a) K] 4 . 

Para 2. segunda afirmação, notemos que existem quatro K-mono-

morfismos de K(a) em K(i), a saber, a-!- a, a---+ -n, a-~ ia e 

2 - 2 
a --+ -ia. Assim, os R-conjugados de a +a.x em K (i) sao a + ax 

2 
a - ax, 

2 2 
-a + io:x e -a - iax. Tais conjugados são dois a dois 

distintos, então, IK(u
2 + ux) : K] 4. Como K(a

2
+Gx) C K(o:) se-

gue, então, que K(a) 
2 

=K(a +ax). 

2.2. PROPOSIÇÃO. Se_jam (K,K+) um c.onpo OILde_nado não aJLquúnrd{.ano e. 

W, H, f! ' w 
{K ) c.omo e.rn 

w+ 
Eu-

pot-ln.Ôm;_o 

DEMONSTRAÇÃO. Seja s ~ s + M E (K w)+ um elemento positivo que 
w 

quadrado Então, claramente '7 
2 

na o e em K s E u n K+ e s I< Se 
w "' ~ 4 

J<lm, a o único elemento positivo do K tal ql::e a ~ s 0 X um ele 

menta positivo de K tal que w(x) > O. Com tais escolhas, por (2.1) 

[K(a) : K] 
2 

4 1 K(a +Ccx) = K(a) e os K~conjugo.dos de a
2 + -

X SélO 

2 2 o: +ax e 0
2 

=o: o:x. Assim, se f(X) e o polinômio minimal 

de 6
1 

sobre K, então, o o l e 2 
- - ' "' sao suas unlcas ralzes em K. 

- -Seja w a única valorização de K compatível com K estendendo " + 

ru. Então, W(clx) = iJ(a) + W(x) = W(x) >O e,dessa forma, W(6
1

) 

~ 2 - 2 
= UJ (a + o:x) = w (a ) = O. Similarmente, Pela 
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compatibilidade de lD com K+ , O < 

2 

2 ax < a , 2 
dando a + ax - ~l > 

·"- - {\X = 6 
2 

> O, (em Rl 

Se a E ]( n I ó 2 , 6
1

1 ist.o e, 62 < a < 61, então, o =(~I ( Ó l) < 
- - --

w (a) < ,~,I 6 2 I ·- o' donde à E u E K+. Pélssando para o corpo r e-
w 

sidual 

L" 
a -·- 62 

-
K~ (via ã:J com a ordem 

w 
2 

~ a~ 61 = a , donde 

{K~l induzida por K , 
w + + 

-2 
a = a 

-

-2 
(mod M--) . Assim, a 

(l) 

obtemos 
22 

== C/. -· 

s, contrariando o fato de s nao ser quadrado em K . 
w 

Portanto 

K n 

-Sobre K. f(X) = f
1 

(X) (X-6
2

) (X-6
1
), onde f(X) c mônico e ir-

-
redutivel sobre K de grau 2, então, f

1 
(a) > O, Ida E K e como 

K '' [6
2

,6
1

] ""~~ 1 concluimo.s 1 então, que f(a) 

sim, f é um polinômio procu.rado. 

o ' a c K. As-

2. 3. LEJ'.1A. Sc_jam w uma va.toJt_{zaç_ão não ;tJLlvJ._ai de. K, K o (Íc..c.lw 

algêb!Lú'_o de. R c. a c K". ConDlde_JU:'.Inol.l uma ex.te.nóão u> de. w a K c. 

L= K(o:). E11_tão, exÁ_i;tc_ 8 E L ,taJ!_ que_ K(a) = K(G), onde ,8 c_ -Lrt-

teg~al ~ob4e A e ~lo(G)) >O pa~a todo K-~onjugado a(6) 
w 

e.m R. 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que LjK é extensão finita, existem, 

um numero finito de extensoes de w a L, digamos, 

de 

somente, 

Para cada i, o grupo quociente v. (L")/w(K") é finitc, donde, para 
l 

cada i, l < i < r, exj.stc um inteiro positivo n. e um elemento 
. .1 

a. E K", tal que w(u.) 
l l 

v.{a.) -·n, v.(a). Desse medo, sev
1
.(o.) 

l l l l 

> O r para algum i, en·tão w (a.) > v. (a) 
1 - l 

, se v. (a) 
l 

gum i, ent~o, w(a.) <v. (u), donde 
-1 w(a. ) >v. (a) 
l l l l 

< G, para al-



Logo, existe b E K tal que w(b) >v. (a), 
- l 

-l 
e assim, se colocarmos 6' = ba , teremos que B' 

l <i< r. Desse modo, 3' 

K(a) = KIS' I. 

e integral sobre A , 
w 

E Av. 1 
l 
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1 • • • f r 

para 

e claramente, 

Seja agora a um K-isomorfismo qualquer de K(B'l em K. E'ntâo, 

{o(Av )}l<'< i ..... l r 
é a familia de todos os anéis de valorização de 

K{o(6')) que estendem A e 
w 

que o(S') é integral sobre 

como B' E A , 1 
v. 

l 

A . Assim, o(B') 
w 

gral de A em K, e portanto, W(a(S')) >O 
w 

< i < r, concluimos 

está no fecho in te-

para K-conjugado 

-de o(B') àe S' em K. Para concluir, seja x E K" tal que w(x} >O. 

Então, w(o(xS'/) >O e K(S'l = K(xS'); e assim, 0 = xS' e um 

~ elemento requerido. 

\::C\ 
2.4. PROPOSIÇÃO. SeJam 

e w, H, K ,K, (K) , c_omo em (1.3). Se. (K,K ) não ÓOIL hou:_d;_taJt.ta-w w + + 

men~e Euc_lideano e he o eohpo he.hidual K ~iveh uma ex~en~~o nao 
w 

~IL-ivial de g!Lau impa!L, e.nA:ão, ex-ih ;te um polinômio de6lnJ.do ,i_/[_!u?du 

~2vel ~obne K, ~endo nalze~ no 6eeho !Leal ~ de. (K,K+). 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam, K = K(i) o fecho algébrico de K, w a única 

valorização de K compativel com K estendendo w e ül a ún.i.ca exten 

são de W a K, (II.2.6). Seja G(X) um polinômio mônico e irredutí~ 

ve.l de K LX] com grau impah, n > 1 e g(X) E: A [X] de grau n c 
w w 

mônico tal que g(XT = G(X). Seja g(X) = (X~o: 1 l (X~o: 2 l (X-o: ) 
n 

a fatorização de g (X) em K [X] . Desde que g(X) E A [X] C A .. (X] 
(JJ w 

e 

os a! s estão em K 1 conclui mos que o:. E A-- , l < i < n. 
l l w 

Passando 



para o corpo residual KW, obtemos G(X) - (X-C.%
1

) (X--O;) 

(eil. = a. + .[1-I--). Agora, G (X) não tem raizes repetidas, 
l w 

ter-, característica o' então a. E U- ' l < i < n, e a. 
J. w l 

l < i -< J < n. T -

-i\ssumarnos que " c L c K- da maneira natural. 
0J w w 
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pois K 
i)) 

~ u. 
J 

se 

Sejam 

a
1

,íL;r·--•Có as raizes de g(X) em K (note que sé obrigatorj_ame:::: 
- s 

te impar e que s > 1) . 

Vamos agora, usar a hipótese de (IZfK+) nao ser heredi·tar.ia -

mente Euclideano. Com tal hipót.ese, pelo Teorema (III .4 .1) existe 

uma extensão ordenada L, de (K,K+)' de grau par. Teme-s que L= 

-= K{v) para certo v E L e podemos supor L E K. Dai, pelo Lema 

(2.3), existe j3 E L tal que L= K($) 1 onde S e integral sobre 

A e hl (o {f~))__> O para todo K-conjugado a (G) de ( ... ; em K. f<: lóçrico 
w 

(lUe poocmos supor i3 E K • 
+ 

Seja 1.1 turta raiz f qualquer, de g (X) 
-em K, e consideremos o 

corpo F o= IZ(a,i3). F é uma extensão formalmente real finita Uc K. 

Assim, por um argumento similar ao usado na demonstração de ( l. 8) 

concluimos que existe um inteiro c > 1 tal que F '""' K(O), onde 

-6 = a + cB. Dessa forma, os K-conjugados de 6 em K, sao obtidos 

a partir dos u. e S. Sejam s
1

, ... ,St os R-conjugados de B sm K c 

consideremos dois Índices fixos i, j tais que 1 < i ~ j < s 

conforme observamo::; anteriormente a. 'f a .. Além disso, se a. < u., 
l J l J 

então c::. + ci3. < (J. -:- cB para todos inteiros À f Jl com 1 <À, l) < t. 
.1. ). J ll 

Para ver .isso, observemos que 

Pela escolha de 

Ü < IX • - U. . 
J l 

il , Zi I S I 
~ 

' o 

e desde que 

lJ = 1, ... ,t. Então, 
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-o w (o; . o .. ) wlciB! s p) ) ' donde pela compatibilidade de ~ - < - w 
J l 

-
com K+ c I B ), - B I < a. - ai, isto e, a. + cBÀ < a. + Cp Em 

]I J l J iJ 

particular, a família I". 
l 

+ cs)l (l < i < s ' l < ) < t) con-

têm s.t elementos distintos e é a família de K-conjugados de 

6 ~ a + cS em K. 

Se f(X) é o polinômio minimal de ó sobre K, então, as raí-

' 
zes de f(X) em K, podem ser agrupadas em s-intervalos da seguinte 

maneira: Primeiro, arranjamos os a~s e os 
l 

R'. s de tal maneira 
J 

> a 
s 

e Então, par0 certo 

r fixo entre l e s teremos, ar + cSt. < o:r + c8t-l < . 

para l < r < s, de fato: se a E R n I 
r 

para certo r, 

I n K = r), 
r 

então, 

pela convexidade de A_, concluímos que a E A e assim, podemos 
w w 

passar para o corpo residual K- 1 onde obteremos 
w 

< "r + csl· Assim, a ~ 

"r pois Ci (cS i l > o -

-
l < i < 

a e a raiz de G (X) em K uma contradição. Portanto, 
w 

l < r < s. 

Relembrando que K(J3) IK e extensão com grau par, 

< a < 

t e daí, 

I n K =r;, 
r 

e que 

e sao os K-conjugados de O em K, 

temos que t é par. Logo, em cada intervalo 

ro par raízes. Se colocarmos 

então i sobre K [X] f(X) ~ 

=a. 
l 

t-1 
TI 

À=Ü 

+ cs 
À 

I 1 f(X) tem um núme
r 

1 < i < s, 1 < À < t, 

onde 

f
1

(X) e definido sobre K e,portanto, sobre K. Como Ir [c t'c 11 r, r, 

n K ~ ~ 1 < r < s d < d se 1 < r < ~ < s 
r,l J-l,t 

e cada 

I contérn um numero par de raízes de f(X), concluimos, então, que 
r 
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f(X) e um polinômio rcquer·ido. 

O próximo resultado é uma caracterização de corpos que tem a 

propriedade de mudança de sinal. 

2.4. TEOREMA. 0 c.ohpo ohdcnado {K,K+) tem a phophiedade de muda~ 

ça de ~inal 6e, e homente 6e K ~ heheditahiamente Euclideano ou K 

DEMONS'l'RAÇÃO. Ç=) Se (I<, I\ ) 
+ 

for hereditariamente Euclideano, cn~ 

tão, (1II.4.l) garante que (K, K+) não admite extensão algébri·-
~ 

c a ordenada de grau par. Dai, se a E I< o polinômio minimal de 

sobre K, tem < Portc_nto, ele muda de sinal K. a, grau lmpar. em 

~ 

St~ponhamos agoro., que K e denso em K' Seja a E K e f (X) 

seu polinômio minimal sobre K. Se f(X) tem grau impar, tudo bem 

Então, suponhamos que f{X) tcmha grau par. Neste caso, f(X) tem 

um número par de raizes em K e estas são duas a duas distintas. 

Suponhamos que a
1 

< o, 2 < ••• < a
2

r , (r > l) sejam tais raizes 

Dai, sobre K [XJ 

f (X) 

onde f
1 

(X) e mônico e irredutível de grau par sobre K. Então, 

f
1 

(a) > o , va E K. Usando agora o fato de K ser denso em K , 

concluimos que existe a E K tal que a
1 

< a < a 2 
Portanto, 

claramente, f {a) < O e assim, f{X) muda de sinal sobre K. 
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=>) Assumamos que (K,K-t) tem a propriedade de mudança de sinal 

c suponhamos que K nao e hereditariamente Euclideano. Vamos mos-

trar que K e denso em K. 

Se K+ for uma ordem arquimediana, a conclusão segue por 

Suponhamos, então, .que K+ não é arquimediana. Neste 

caso, pela Proposição (2.2) K 
w 

é Euclideano para toda 

ção w c1e K compatível com K+ e pela Proposição (2.4) K 
w 

não admi 

te extensão, nao trivial, de grau impar. Assim, K 
w 

é real fçcha-

do para toda \'alorizução w compatível com K . Agora, pelo Tcoremu 
+ 

(1.10), o grupo de valores de qualquer valorização de K compati-

vel com K+ é divisível, então, pelo Teorema (II.2.5) K e denso 

-
em K. Isto mostra o Teorema. 



CAPÍTULO V 

UM TEOREMA DE KAPLANSKY SOBRE CORPOS REAIS FECHADOS 

Neste capítulo, trataremos de um aspecto diferente da teoria 

de valorizações. Veremos, como uma estrutura de corpo ordenado,se 

reflete na situação de corpos completos e completamentos de cor-

pos valorizados. 

Restringimo-nos a um corpo valorizado (K,v) de posto 1 e pe~ 

guntarnos: 

l) Se K possui uma estrutura de corpo ordenado, e possivel 

munir o completamento K de (K,v) com uma estrutura de corpo orde-

r..ado? 

2) Se (K,::_) é um corpo real fechado, o que se pode dizer so

bre o completamento cK,~l de (K,v)? 

A segunda pergunta é respondida por um teorema devido a Ka-

plansky (1947). Nossa prova deste teorema (Teorema (4)) é bem sim 

plificada, via um resultado de Prestel {1976) e de um resultado 

sobre complementamento de um corpo valorizado algebricamente fe-

chado. A segunda pergunta é o resultado (S). 

l. PROPOSIÇÃO. (Continuidade de raizes). Sejam (l<",v) cu1r COhpD 

vaiofL~zado c.om gJtupo de. va-toJte.-S G e. f(X) 
v 

n n-1 
"" X +a

1
x + .•. +a E I<[ x·l 

n 

Scj{(m 



f E G 
v 

v(f(X)- g(X)) ""' min 
l<i<n 

CJn I\, taf que. 

{v(a.-b.) J > ·y 
l l 

+b 
n 

lOG 

E K [Xj 

pa.ha. 

cada haiz y de g, exiéte exatamente uma haiz x. de f tat que. 
l 

v(y-x.) > max {v{xl.-xl_)}. 
l i~j 

DEI'10NSTRAÇÃO. Sejam 

fixemos y G com 
v 

(note que 6 ~ a). 

u. = max 
i~j 

{v(x.-x.) f 0} , S = 
l J 

y >na- min {(n-i)P} 
l<i<n-1 

min l v ( x. ) } 
l l<i<n 

e "{ > max {O, 6, nS} 

Primeiramente, vamos mostrar, que se z c:: K e tal que (3 < 

< v(z-x.) <a, Vi= 1 1 2, ... ,n, então g(z) rf O. 
l -

De fato; se z satisfaz tal condição, então, v(f(z)) = 

n 
= v ( h 

i=l 
(z-x.)) = 

l 

n 
I 

i=l 
v (z-x.) 

l 
< na. Do m0smo modo, se h (X) =f (X)-

g(X) e ;(f(X) - g(X)) > y, ent~o v(h(z)) 
11 n-i 

v( L: (a.-b.)z )> 
i=l l l 

'> min {v (ai -bi) + (n-i)v(z)} > y + min [ {n-i) v ( z) } > y + 
l<i<n l<i<n 

+ min {In-i) S} > na, isto porque, se B = v (x j) , entáo v(z) = 
l<i<n 

Logo, se f3 .::_ v{z-x) .:::_a, lli =- 1 1 2 1 ••• ,n e g { z) :=o: O, en-

tão h{z):::: f(z). Dai, usando as desigualdades v{f(z)) <na e 
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v(h(z)) > n(a), obtidas acima temos: na< v{f(z)) <na o gue e 

um absurdo. Assim, se z E K é t<::.l que S < v ( z-x.) < n, V i = l, 
~ l 

2, ... ,n, então g(z) f O. 

Vamos agora mostrar que, se existir um indice i tal que 

v(z-x
1

J < 0 :::_ v(x
1

J, então da mesma forma, g(z) f O. 

De fato; se z E K satisfaz tal condição, então v(z-x.) < 
l 

< v (x.} 
J 

S < v ( xj ) , V j = 1, 2, ... , n, donde v ( z) = v ( z- x
1

) < 6 

llj = 1,2, ... ,n e assim v(z) = v(z-x.) 
J 

Vj = 1,2, ... ,n. Logo, 

n n 
vlf(z)) =v( H (z-x.)) = Z 

i=l l Í""l 
v{z-x.) 

l 
= nv (z). 

Da escolha de y temos dois casos: 

19 CASO. Se v(z) > O, então y + mln { (n-i)v(z)} = '{ > nG > 
l<i<n 

:> nv(z), pois S > v(z). 

2? CASO. Se v(z) < O , então y+ min {(n-i)v(z)} 
l<i<n 

= y + (n-l)v(z) > s + nv(z) - v(z) > ·~ + nv(z) - e= nv(z). 

Portanto, v(h(z)) _.:::_ y + min {(n-i)v(z)} > nv(z) ·- v{f(z)}; 
l<i<n 

isto mostra que g(z} 'I O. 

Logo, segue das duas afirmações que mos·trarnos que: se y E I\ 

e tal que g(y) = O deve existir um indice i tal que v(y-x.) > u. 
l 

Para mostrar a unicidade de tal x1 , basta observar que, se i:j.j, 

entâo v(y-x.) = niin{v(y-x.), v(x.-x.)} <a. 
J l l J -

·' ' 
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Para termin2r, resta mostrar que g nao possui raizes repe~ 

tidas. 

set por exemplo, tivermos v(y-x
1

J < a para toda raiz y de 

g, então g(X) =TI (X-y) implicando em 
y 

v(g(x
1

) - [ v(y-x
1

) < na. 
y 

min 
l<j<n 

8 ' V i = l, 2, ... , n. Daí, pelo mesmo argumento u-

sado na prova da primeira afirmação, segue que v(g(x
1

JJ 

= v(g(x
1

J - f(x
1

J = v(h(x
1
l) > net- uma contradição. Isto mos-

tra que g não possui raizes repetidas, pois f e g possuem grau 

n e f só possui raizes simples. 

Para o resultado (3) necessitamos de um importante resulta-

fo, conhecido como Lema de Krasner. Vamos citá-lo sem fazer sua 

re:speC'tiva demonstração; a mesma pode ser cncontraCa em Artim 

124 I ou Endler I 9 I . 

2. LEMA. (Lema de Krasner) . .Sr_jam (K,v) um c_onpo vaioh-tzaJu f1r._!2 

dL!J-6o, -6 c_jam x,y c K 

K(x,y) j K(y) 

tai-6 que ~(y-x)> max 
l<i<n 

K(x) C K(y). 

{v{x.-x)) 
l 

ondr 

3. 'l'EORE!-1A. (:i.:;urschák). Se.ja (K,v) Ulll cohpo \}CtiOIL--i.zado c_ nf!JL~-

l o c. om pf c.t atll c_ 1'1 :to 



A A 

(K, v) de (K, V) [ alg~bnicamente 6echado. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja f(X) n n-1 
= x + a

1
x + ... + 

A 

a E K [X] 
n 

109 

um po-

linôrnio separável e mônico. Sejam x 1 ,x2 , ... ,xn as raízes distin 

tas de f em um f~cho algébrico K de K. O corpo valorizado (K,~l e 

henseliano, pois v e de posto l; logo V admite um único prolonga

meEto K. Denotemos tal prolongamento, por V . Observemos que, sen 

do prolongamentos de 
. 

v, v e • v 
. 

sao ambas de posto 1. 

Com referência a (K,~) escolhemos agora y, a e 

neira indicada na Proposição l I . 

. 
Do fato de K ser denso em K, para cada i, existe 

que V(b.-a.) > y 
l l 

+ ... + b E K [X] 
n 

Consideremos o polinômio 

A 

Dessa forma, se y E K c K e uma raiz de g, por 

B da ma-

b. E K tal 
l 

) , exis 

te exatamente uma taiz x
1 

de f tal que ~(y-x 1 ) > a > 

> max {vCx.-x.l ,o}. 
l J 

Conforme já mencionamos, e henseliano. 
i,'j 

Então, pelo Lema de Krasner, í<cx 1 c KCyl 
l 

' K, pois, conforme es-

tamos supondo, K é algebricamente fechado. Dai, necessariamente 

f é de grau 1. 

~uponhamos agora, que f seja mônico, irredutivel e insepará-

vel sobre K. Então, por um resultado bem conheciGo existe um pol~ 

nômio tal que 
A 

f (X) 
r 

= f (xP ) , onde p ~ a caracteristi 
o 

ca de K, r > l e um inteiro e .f
0 

e um polinômio irredutível e 
A 

separável sobre K. 



Dal, 

Portanto, 

usando o caso anterior, concluimos que 
r 

f(X) ~ xP ' a, onde a E K. 

Existe uma sequência de Cauchy, (a ) de elementos de 
n 

110 

l. 

K tal 

que a = lim a 
n 

e, do fato de K ser algebricamente fechado, para 

todo n > 1, existe b E K 
n 

tal que = a . 

r r r 
~vllb -b 1P I ~vlbp 

n m n - bp ) = v (a m n - a I rn , 

também é uma sequência de Cauchy em K. Seja 
r 

tão bp ~ lim 

r 

bp 
m 

r 

r 
lima =a, donde f(X) 

n 

n 

\lm, n 

b ~ 

~ xP 

. Assim, lb I 
n 

lim b E K. En-
n 

r r 
- a ~ xP 

- bp ~ (X-blp com ' 
r > l ; mas pegamos inicialmen-te f irredutí 

vel; então isto e uma contradição. Assim K só admitE polinômios 

irredutíveis de grau l c, portanto, :K é algebricament:e fechado. 

4. TEOREMA (Kaplansky). Sejam K um c_oJtpo !Leal {te.c.fwdo c.om cone. 

po-6-Lt.-[vo I<+' v u.ma. vafonizaç.ão de_ pol..to l de_ K e (Í(,;;,.) o COiHpt~ 

tamen.to de (K,v). En.tao: 

l) ' v; K e neal &e.c.hado. 

21 Se K ~ n~o c.ompatlve.l c_om v; ~ ~ alg~bftieam~nte 6~chado. 
+ 

DENONSTRAÇÃO. I li Se K+ e compativel com v, então, por (1.2.61 G v' 

o grupo de valores de v, e divisivel e ]( 
v' o corpo residual de 

v, e real fechado~ Do fato de v ter posto l, (ÍZ,~) e henseliano. 

cK,V) é também extensão imediata de (K,v), então, novamente, por 

(I.2.6),ÍZ e rea..:... fechado. 
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I 2) Suponhamos agora, que K+ 
- compatível na o seJa com v. Nes-

te caso, consideramos a henselização {K,v) de (K, v) . Podemos su-

(K,v) está ' A 

por que contido em (K,v), isto porque, conforme já men 

cionamos (K,V) e henseliano. Se K = K, por (I.2.3), K+ é compat:ivel 

-com v. Assim, K = K(i) é algebricamente fechado. K é denso no es 

paço topolÓgico {K,T~), pois (K,T-) é subespaço topológico de 
v v 

(K,TV). Logo, por(II.l.~l,(K,VJ e (K,v) possuem o mesmo completame!:_ 

to. Pelo 'reorema ( 3 ) o completamente de (K,v) e algebricamente 

fechado; então, K e algebricamente fechado. 

5. COROLÁRIO. Seja (K,v) um c.o!Lpo va-toJt.izado óo)I_ma_f.me_nt:e 

de. po-6to 1. Então, o c.omple..tame.nto (Í{,.;.) .tem uma e.-6.tJwtuiLa de. c.OIL 

po oJLde.nado .óe, e Domente .óe e.xi.ó.:te. uma oiLde.m de. K c.ompatZve.i c.om 

v. 

DEMONSTRAÇÃO. ===!>) Desde que v tem posto 1 {Í(, ~) e henseliano. As 

A A A 

sim, se K+ e urna ordem de K, por (I.2.4), K+ é compat1vel com v. 

Logo, K+ n K é uma ordem de K, compativel com v. <= ) Se 

é uma• ordem de K compatível com v, então, por (1.1.19), v esten-
,, 

de-se a uma Única valorização real do fecho real K de K. Daí, pe-
A 

lo Teorema (4) o cornpletamento K de (K,;) é real fechado. As-

sim, o completa~ento de (K,v) é formalmente real. 

6. PROPOSIÇÃO. Sejam K um c.o!Lpo !Le.af óe.c.hado c.om cone. po,sLtivo 

K+ e. v uma valoiLiza~~o n~o tnivial de. K. Entao, o co!LpO ILe.~idual 

Kv, a.oboc_iado a v, ê !Leaf 6e.c.hado ou. aigebnic.ame.nte. 6e.chado 

g!Lupo de. vaione.~ ê divi~Zve.l. 

e o 



DEMONSTRAÇÃO. Se K+ for compativel com v, por (I.l.20), Kv é 

fechado.Dessa forma, suponhamos que K não é compatlvel com 
+ 

'camas mostrar que K é algebricamente fechado. 
v 
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real 

v 

Seja v urna extensão de v a K(i), onde i ~ /.:..1. Neste caso, 

v I i I = o e assim, se a,b E K, V(a+b.) > min{v(a), v(b)}. Temos 
l 

dois casos: 

19 CASO. Existem elementos a,b c K tais que 

-

-\J{a+b.) > min{v(a), 
l 

v(b)}.Neste caso, v(a) = v(b) e a,b sao nao nulos. Temos 

v(a+b.) 
l 

- -1 -1 
= v(b(ab +i)) = v(b) + v(ab +i) 

- -1 
- v(ab ) =O; no cnt:anto, se 

-1 
v(ab +i) 

o poi.s 

=O, então v(a+b.}= 
l 

v(b) o que contraria a propriedade de a 
- -1 

e b. Logo, v(ab ~-i) > 

> O, donde ab-l + M ""-i+ M. Assim o monomorfismo 
v v ' 

canônico 

de K em K(i) )~ e sobrejetor e portanto, K e canonicamentc :i..so-
v v v 

morfo a (K(i)) K(i) c algebricamente íechudo, pois K é real fe-
v 

chado, 

chado. 

logo, IKiill
v 

e portanto K 
v 

29 CASO. ~(a+b.) = min(v(a), v(b) I 
l 

são também algebricamente fe-

va,b E K. Neste caso, os 

ccrpos residuais K e K(i) _ nao são isomorfos, pois V(i) =O c, 
v v 

se existir n c A tal que a + N- = i + M-, enüio 1:x-i E 01~~ 
v v v v 

donde o min{v (r;.) , v li I l = v{o:-i) > o um absurdo. Logo, 

K I i), e isomorfo a ao corpo K (i) r onde i = i + M e I ;1 K • 
v v v v 

Como K(i) e algebricamente fechado, K(i)· 
v 

também o e; assün, 

pelo teorema de Artlm-Scher.ier, para corpos reais fechados, con-

cluimos que o corpo residuo.l Kv é real fechado. Dai, por {1.1.18), 

existe uma ordem de K compatlvel com v, o que é um ubsurdo, pois, 



ll3 

conforme estamos supondo I< , a única ordem de K, nao é compatível 
+ 

com v .. 

Portanto, o 29 caso nao se verifica e assim, K e algcbrica~ 
v 

mente fechado. 

7. COROLÁRIO.Se_jam K um C..OJLpo iu!a.t (Jechado c.om o!tdf!_m a,tqu-i.tntd-Z~ 

-K e afgebJtic.amen~e 6ec.hado. 
v 

Daremos agora alguns exemplos para a Proposição (6) e para 

o Teorema (4). 

8. EXEMPLO. Seja Q o corpo dos números racionais e v uma valori
p 

zaçao p-ádica de Q. Então 1 as extensões de v ao corpo lli 
p -

dos nu-

meros reais e ao fecho real Q, de Q, possuem corpos residuais al-

gebricamente fechados. 

9. EXEMPLO. Sejam JR( {X)) o corpo das séries formais. Por i I. 3. 8 I 

JR( (X)) possui uma única valorização real uJ e Únicas ordens P e 
1 

P
2 

que são compat1veis com w, (em I r. 3. 81 w, dados 

explicitamente). (JJ é uma extensão da valorização m-ádica CJ 
w 

de 

sao, respectivamente, extensoes das ordens 

e P
2 

(ro) de JC (X) compativ0is com ul • 
w 

Seja a E JH. 

consideremos a valorização (X-a) -ádica v de IR(X) • v nao c com 
a a 

putível com as ordens u re,~Jre.t-;0n!-_,_t 1mn c;•xa . 

tensão de v u lR((X}}, w_ tlâ:o é co:rpatível com P.,l=l,2. !Rnol_cnos tf_)r R o 
u_ d l 

fecho :r-eo.l de 1R( {X)) com respe_i. to a ordem P
1

. Denoterr,os por l;i 

a 



(resp. w) uma extensão de w (resp. w) a R. Então 
a 
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:;{~ é real fc
~ 

cha.do e R~ e algebricamente fechado. 
w 

Também, po:r· (4), o comple-
a 

tamento de (R,G.í) é real fechado, enquanto que o de 

bricamente fechado. 
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