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Resumo

Neste trabalho abordamos questoes associadas a minimizagao da probabilidade de erro
para a transmissao de sinais em canais gaussianos e em canais com desvanecimento do
tipo Rayleigh. Usando a teoria de reticulado ideal, construimos rotagoes do reticulado n-
dimensional dos inteiros via corpos ciclotomicos. Reticulados construidos deste modo per-
mitem estimativas da distancia produto minima, parametro que controla a probabilidade de
erro no envio de informagoes em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh. Apresentamos
uma nova construgao de tais reticulados no caso em que n é uma poténcia de 2 e no caso em
que n = 3. Estudamos os codigos esféricos que sao associados a reticulados com o intuito de
obter a maior distancia euclidiana minima, parametro que controla a probabilidade de erro
em canais gaussianos. Cédigos esféricos gerados por grupos comutativos de matrizes ortogo-
nais em dimensao par, 2m, podem ser determinados, via mergulhos de toros planares, pelo
quociente de dois reticulados em R™, onde o sub-reticulado possui uma base cujos vetores
sao mutuamente ortogonais. Pesquisamos a existéncia de sub-reticulados nestas condicoes,
nos reticulados com maior densidade de empacotamento em dimensoes 2, 3, 4 e 8. Pudemos
assim construir familias de cédigos de grupo comutativo que se aproximam do limitante para

a distancia minima nas dimensoes 4, 6, 8 e 16.
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Abstract

We approach here some problems related to minimizing the error probability in signals
transmission over Gaussian and Rayleigh channels. Algebraic ideal lattice theory is used
to construct rotations of the n-dimensional integer lattice via cyclotomic fields. This cons-
truction allows to evaluate the minimum product distance of the lattice, parameter which
controls the signal transmission probability through Rayleigh fading channels. We present
here such constructions in the cases n = 3 and n a power of 2. Spherical codes generated
by commutative group codes of orthogonal matrices in even dimensions, 2m, can be deter-
mined by a quotient of n-dimensional lattices, where the sublattice has an orthogonal basis.
We characterize families of such sublattices in the lattices with best packing densities in
dimensions 2, 3, 4, 6 e 8 and construct the associated spherical codes which approach the

commutative group code upper bound for the minimum distance.
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INTRODUCAO

Nos tltimos anos tem-se observado uma enorme expansao na area de telecomunicagoes. A
esta expansao esta associada a necessidade cada vez maior de desenvolver sistemas de comu-
nicagao que possibilitem fornecer servigos de excelente qualidade, a altas taxas de transmissao
e de capacidade de armazenamento.

Uma andlise de um sistema de comunicagao foi brilhantemente formulada por Shannon
[37], em 1948, a qual inclui o Teorema da Codificagdo de Canais. Em linhas gerais, este
resultado diz que para transmissao de dados abaixo de uma taxa C (simbolos por segundo),
chamada de capacidade do canal, é possivel obter probabilidade de erro tao pequena quanto
se deseja através de cédigos corretores de erros eficientes.

Uma maneira de se projetar um conjunto de sinais que se aproxime dos padroes pro-
metidos na teoria de Shannon é representar cada sinal como um ponto em um espago n-
dimensional. O processo de projetar um conjunto de palavras-codigo pode ser reduzido a
um problema geométrico de alocagao de pontos em uma regiao de um espaco.

Os cédigos construidos a partir de reticulados constituem numa das técnicas de alocagao
de pontos. Eles constituem uma ferramenta importante na codificacao de canal [14].

A confirmacao da existéncia de empacotamentos densos de esferas em espacos de alta
dimensao desencadeou vinculos entre o estudo de empacotamentos e a teoria de codificacao.
Em [32] J. Leech e N.J.A. Sloane estabeleceram as primeiras relagoes entre empacotamento
de esferas e os cédigos corretores de erro; e desenvolveram a “construcao cédigo” de muitos

reticulados conhecidos. A busca de empacotamentos densos como métodos de modulacao

XXix
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codificada teve sucesso com o trabalho de Forney et al. [26] em 1984, no qual sistemas de mo-
dulacao codificada em bloco foram construidos usando-se reticulados densos nas dimensoes
4, 8, 16 e 24- com ganhos de codificacao em torno de 1.5, 3.0, 4.5, 6.0 dB, respectivamente.

A teoria dos numeros algébricos tem sido bastante til no desenvolvimento de codigos
corretores de erros e reticulados. Corpos finitos foram a ferramenta chave para o desenvol-
vimento dos codigos binarios, estruturas que despertaram gradativamente o interesse dos
pesquisadores em teoria das comunicagoes.

Constelacoes de sinais tendo estrutura de reticulados sao consideradas boas para trans-
missao de sinais, pois a estrutura linear e altamente simétrica dos reticulados usualmente
simplifica a tarefa de decodificacao.

O problema de encontrar boas constelacgoes de sinais para a transmissao em um canal com
desvanecimento Rayleigh, que modela algumas formas de comunicacao sem fio, é construir
constelacoes de sinais com energia média minima para uma desejada taxa de erro, dada a
eficiéncia espectral (nimero de bits por duas dimensdes). Uma interessante abordagem tem
sido recentemente proposta, na qual faz-se uso de alguns resultados de teoria dos niimeros
algébricos. Usando corpos de nimeros totalmente reais, algumas boas constelacoes de re-
ticulados apropriadas para canais com desvanecimento Rayleigh sao encontradas. Nestas
constelagdes é possivel obter diversidade méxima (as componentes entre dois pontos do re-
ticulado sao todas distintas). Quanto maior a diversidade e a distancia produto minima,
menor serd a probabilidade de erro nestes canais.

Constelacoes de sinais sobre reticulados com estas propriedades e que sejam rotagoes
do reticulado Z" sao especiais para este tipo de transmissao por terem também “ganho de
forma” (relacionado a energia média).

Com esta motivacao, abordamos neste trabalho a construcao, como reticulado ideal, de
reticulados Z"-rotacionados, usando corpos ciclotomicos. Apresentamos uma nova cons-
trugao de tais reticulados, no caso em que n é uma poténcia de 2, através do subcorpo
maximal real do n-ésimo corpo ciclotomico e também no caso em que n = 3.

O problema de encontrar boas constelagoes de sinais para um canal de transmissao gaus-
siano (com distribuigao normal de probabilidade de erro) pode ser relacionado ao estudo
de empacotamento esférico de reticulados. Constelacoes esféricas geradas por grupos co-

mutativos com boa performance podem ser obtidas de reticulados com alta densidade de
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empacotamento.

Um dos principais fatores para que a transmissao de um sinal ocorra com baixa proba-
bilidade de erro é que a distancia euclidiana minima entre os pontos seja grande. Por isso
a analise de desempenho de uma constelacao de sinais passa, em boa parte dos casos, pelo
calculo de sua distancia minima.

Um cédigo esférico n-dimensional é um subconjunto discreto de uma esfera neste espaco.

Observamos que os elementos de conjuntos quaisquer de sinais {pi,--- ,p,} nao nulos em

R™ podem ser codificados e decodificados como pares (u;, ||p;||), w; = IIgH’ i=1,---,n onde
T

C =A{uy, - ,u,} é um cédigo esférico.

Para cédigos esféricos, caracteristicas como boa distancia minima, regioes de decisao
isométricas e perfil de distancias homogéneo da constelacao de sinais sao determinantes para
uma baixa probabilidade de erro na transmissao de sinais através de um canal gaussiano.

Em [39], Slepian estabeleceu de maneira geral os conceitos sobre cédigos esféricos para
o canal gaussiano. Neste trabalho, Slepian apresentou a construgao dos cédigos gerados por
grupos de matrizes ortogonais que geram pontos sobre a superficie de uma hiperesfera, de
modo uniforme.

De maneira geral, dada uma dimensao n e um niimero de pontos M, queremos saber qual
o cédigo esférico [M,n| com a maior distancia minima. Tal cédigo é chamado étimo.

Na busca por codigos de grupo 6timos, os principais esfor¢os sao a construcao de limitan-
tes para o numero de pontos M = (n,d) de tais c6édigos, a construgao de codigos que tenham
distancias minimas préximas da distancia limite, a determinacao do melhor vetor inicial da
esfera unitaria do R™ que, para um determinado grupo gerador, maximiza a distancia minima
entre dois pontos quaisquer do cédigo.

Para grupos que geram um grande numero de pontos, a busca pelo vetor inicial 6timo
usando técnicas de programagao por busca exaustiva, torna-se um problema computacional
de custo muito alto.

Uma importante contribui¢ao neste sentido ocorreu em 1976, quando Biglieri e Elia [11]
propuseram um algoritmo para resolver o problema do vetor inicial para coédigos de grupo
ciclico. Nele, os autores convertem o problema original num problema de programacao
linear. Porém, uma dificuldade desse método reside no fato de que, fixada a dimensao n e

um nuimero de pontos M, podem existir um ntimero grande de grupos ciclicos de matrizes
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com M elementos n X n. Isso implica que o custo computacional da procura por cédigos de

grupo ciclico étimos pode tornar-se exaustivamente alto.

Dados M e n, ainda em [11], Biglieri e Elia mostram que o ntiimero de casos que devemos
M/2

verificar para encontrar o codigo de grupo ciclico 6timo é <
n/2

) . Neste sentido, pesquisa-

. . , . . M2\

dores vem tentando cada vez mais reduzir o nimero de casos, mas ainda assim < // ) é
n/2

aproximadamente um limitante inferior para o nimero total de casos a serem testados, para

grupos comutativos em geral.

Em trabalho recente [42], os autores apresentaram um método de procura de c6digos de
grupo comutativo que, assim como em [11], também traduz o problema do vetor inicial em
um problema de programacao linear. Neste trabalho, os autores apresentam um algoritmo
computacional para a busca de cédigos de grupo comutativo 6timos em R* e R®. Descartando
codigos isométricos eles reduzem o nimero de casos a serem analisados na procura do cédigo
6timo, porém a medida que o niimero de pontos aumenta, o nimero de operagoes envolvidas
inviabiliza o calculo. Assim, ainda nao se sabe qual é o cédigo étimo para um nimero muito

grande de pontos ou em dimensoes mais altas.

Isto motivou-nos a utilizar ferramentas que gerassem um procedimento possivel para em
casos especiais gerar codigos de grupos comutativos em que a distancia minima se aproxime

do limitante superior.

Cédigos esféricos em dimensao par gerados por grupos comutativos de matrizes ortogo-

nais podem ser determinados pelo quociente de dois reticulados na metade da dimensao,
3 £ 29 : 4 ~

quando o sub-reticulado é “retangular” (isto é, quando os vetores que o geram sdo mutua-

mente ortogonais), [17]. Deste modo, pesquisamos a existéncia de sub-reticulados, a partir

de reticulados que possuam boa densidade de empacotamento, mais especificamente neste

trabalho, Ay, D3, Dy, e Eg que sao os que tem maior densidade de empacotamento em suas

respectivas dimensoes.

Com este método, construimos cédigos esféricos em R*, R®, R®, R'6 gerados por grupos
comutativos, sem a necessidade de analisar casos e comparamos a distancia minima obtida
com o limitante especifico para cédigos de grupo comutativos estabelecido em [18] e, quando

possivel, comparamos com a distancia minima do cédigo étimo obtido em [42].

Através de familias especificas de sub-reticulados, sobre certas condicoes, obtemos cédigos
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esféricos de grupo comutativo muito bons e em alguns casos obtemos o cédigo 6timo.
Em sintese, motivados pela minimizacao da probabilidade de erro para transmissao tanto
em canais com desvanecimento como em gaussianos, dividimos nosso trabalho em duas

vertentes:

1. No caso do canal com desvanecimento do tipo Rayleigh, abordamos a teoria de reti-
culados ideais com o objetivo de construir reticulados Z"-rotacionados que possuam

diversidade maxima e maior distancia produto minima.

2. No caso do canal gaussiano, abordamos a teoria necessaria para construir cédigos
esféricos gerados por grupos comutativos com distancia euclidiana minima que se mos-
traram muito proximas das étimas, as quais sao conhecidas para dimensoes baixas e
nimero nao muito grande de pontos e se aproximam do limitante superior para um
grande numero de pontos. Esta construcao parte da pesquisa da existéncia de sub-
reticulados “retangulares”, nos reticulados com maior densidade de empacotamento

em dimensoes 2, 3, 4 e 8.

Mais especificamente, organizamos nosso trabalho conforme delineamos na sequéncia.

No Capitulo 1, apresentamos alguns topicos referentes a teoria da informacao e codi-
ficacao e abordamos aspectos do problema de se lidar com a probabilidade e erro em canais
gaussianos e em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh, com o objetivo de situar o
objeto da pesquisa no contexto dessa teoria. Discorremos também sobre conceitos e resulta-
dos basicos de teoria dos niimeros algébricos, corpos ciclotomicos e decomposicao de ideais
primos, essenciais ao nosso trabalho de pesquisa, com o objetivo de tornar este trabalho
mais auto-contido e fixar notagoes. Incluimos as referéncias necessarias para demonstragoes
e aprofundamento destes topicos.

No Capitulo 2, apresentamos o conceito de reticulados e alguns dos problemas que en-
volvem reticulados como por exemplo, densidade de empacotamento, nimero de “vizinhos”e
norma minima. Apresentamos entao a construgao de reticulados via o mergulho canonico
de um corpo de nimeros algébricos e em seguida, detalhamos de uma forma especial os
reticulados algébricos munidos com uma forma trago. Abordamos ainda a diversidade e a

distancia produto minima de um tal reticulado, que é denominado reticulado ideal.
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O conteudo destes capitulos proporciona ferramentas necessarias para os resultados que
sao apresentados no Capitulo 3, relacionados ao problema de minimizar a probabilidade de
erro em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh. Motivados por este problema, procu-
ramos por reticulados Z"-rotacionados com diversidade maxima e maior distancia produto
minima. Apresentamos a construcao de tais reticulados no caso em que n é uma poténcia
de 2 e no caso em que n = 2 e r = 3, através do subcorpo maximal real do n-ésimo corpo
ciclotomico, respectivamente. Estas construgoes sao temas dos artigos em conjunto [1] e [2],
respectivamente. Na parte final deste capitulo abordamos os isomorfismos existentes entre
o reticulado ideal sobre Z[(,r + Cp_rl] e os reticulados ja conhecidos, incluindo uma anélise
comparativa da distancia produto minima.

No Capitulo 4, damos inicio a segunda vertente de nosso trabalho, com o estudo de
cédigos esféricos gerados por grupos comutativos e o problema de alocar pontos sobre a
superficie de uma hiperesfera com a maior distancia euclidiana minima. Com o intuito
de estabelecer uma conexao entre codigos esféricos e reticulados, apresentamos conceitos
e resultados sobre codigos de grupo comutativo, forma normal de Smith, toros planares e
limitantes para codigos de grupo comutativo.

No Capitulo 5, apresentamos a construcao de codigos esféricos a partir do quociente de
reticulados. Pesquisamos a existéncia de sub-reticulados retangulares em reticulados que
possuem boa densidade de empacotamento, mais especificamente neste trabalho, A, Ds,
Dy, e Eg que sao os que tem maior densidade de empacotamento em dimensoes 2, 3, 4 e 8,
respectivamente. Através de familias especificas de sub-reticulados e sob certas condicoes,
obtemos cddigos esféricos associados a grupos comutativos muito bons (sub-6timos). Os
valores obtidos sao compativeis com algumas das distancias minimas 6timas conhecidas
(dimensoes 4 e 6, e nimero pequeno de pontos) aproximando-se do limitante superior [18]

nestas dimensoes e quando o ntimero de pontos cresce.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, expomos de modo conciso, alguns tépicos sobre Teoria da Informacao e
Codificacao relacionados ao trabalho. Apresentamos uma coletanea de resultados basicos de
teoria dos nimeros algébricos, corpos ciclotomicos e decomposicao de ideais primos.

O objetivo é fornecer a base tedrica para o desenvolvimento do trabalho. Admitindo pré-
requisitos mais gerais, omitimos as demonstragoes e optamos por apenas citar as fontes onde
se encontram as mesmas. Desta maneira tentamos tornar este trabalho enxuto, conciso, de
facil entendimento, e o mais auto-suficiente possivel.

Textos que contém de forma complementar os topicos aqui apresentados sao, por exemplo:
3], [40], [35], [22] e [30]. Para um estudo detalhado destes tépicos, hé as referéncias [14],
36], [33] e [44].

1.1 Teoria da Informacao e Codificacao

Podemos considerar um sistema de comunica¢cao como sendo um conjunto de equipa-
mentos e meios fisicos, que tem por objetivo o transporte da informagao de uma fonte a um
destinatario via um canal de comunicagao. De um modo geral, podemos trabalhar com dois

tipos de sistemas de comunicacao:
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Codificador| () |Codificador| (vs)
de Fonte de Canal Modulador

Rado | Canal]

- Decodificador | (4) | Decodificador | (73)
de Fonte de Canal | Demodulador |

Figura 1.1: Modelo do sistema

e Sistema analdgico onde a informagao (ex. voz) é transmitida por meio de sinais
elétricos, magnéticos ou eletromagnéticos que variam continuamente em amplitude

e/ou frequéncia e/ou fase e tempo.

e Sistema digital onde a informacao é transmitida em uma sequéncia de mensagens
discretas por meio de sinais elétricos, magnéticos, eletromagnéticos ou luminosos (fibras
Gticas) que variam em amplitude e/ou fase e/ou frequéncia em intervalos fixos de

tempo.

1.1.1 Modelo do sistema de transmissao e terminologia

Um sistema de comunicacao digital pode ser esquematizado na Figura (1.1),

sendo:

e Fonte (de informagao): pode ser uma pessoa ou uma maquina que gera uma onda

sonora continua ou uma sequéncia de simbolos discretos.

e Codificador de fonte: associa as saidas da fonte as sequéncias (u;) = (uq, -+ ,ux) de
digitos (geralmente binarios) chamadas de sequéncias de informagao ou palavras cédigo
fonte. Tendo em vista a eliminacao de redundancias, nesta etapa deve-se utilizar o
menor numero possivel de digitos por unidade de tempo para representar a saida da
fonte. Além disso, a saida da fonte deve ser reconstruida a partir da sequéncia de

informacao associada sem ambiguidades.

e Codificador de canal: transforma a palavra cédigo fonte (u;) em uma outra sequéncia

(vj) = (v1,- -+, v,) chamada de palavra cddigo de canal. Este estdagio tem por objetivo
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inserir redundéancia na sequéncia (u;) com vistas a minimizar a interferéncia de ruidos

no canal.

e Modulador: gera formas de ondas que sao apropriadas para a transmissao através do
canal. O modulador digital transforma simbolos discretos da saida do codificador de
canal em um sinal continuo com duracao de 7" segundos, de tal forma que a amplitude
e/ou frequéncia e/ou fase seja(m) alterada(s) de acordo com a necessidade. Algumas

destas técnicas sao conhecidas como:

- PAM (pulse amplitude modulation) ou ASK (amplitude shift-keying): alteragao de

amplitude.
- FSK (frequency shift-keying): alteragao de frequéncia.
- PSK (phase shift-keying): alteragao de fase.

- QAM (quadrature amplitude modulation): alteracao de amplitude e fase.
e Canal: ¢ o meio fisico por onde a informagao ¢ transmitida/armazenada.

e Demodulador, decodificador de canal e decodificador de fonte: fazem o inverso

do modulador, codificador de canal e codificador de fonte, respectivamente.

1.1.2 Constelacoes de sinais

Os principais objetivos a serem alcancados quando da proposta de novos sistemas de
comunicag¢ao € que estes sistemas apresentem um melhor desempenho sob o critério da pro-
babilidade de erro.

Por outro lado, a informacgao a ser transmitida através de um sistema de comunicacao
estard sempre sujeita a um conjunto de interferéncias que no processo de modelagem serao
alocadas ao canal de transmissao. Essa coletanea de interferéncias é denominada ruido. De-
vido a natureza do ruido, sua modelagem é probabilistica. Dessa forma, a caracterizacao
estatistica do mesmo se realiza através do estabelecimento da fungao densidade de probabi-
lidade. Essa modelagem ¢ relevante, pois através dela é que o receptor podera ser projetado

de maneira 6tima.
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Uma vez realizada essa modelagem, o passo seguinte esta relacionado com o processa-
mento do sinal, propriamente dito, a ser utilizado na transmissao da informacao de tal forma
que a acao do ruido possa ser melhor controlada. Existem varias formas de realizar esse pro-
cessamento. Uma delas é através do uso de um esquema de modulacao apropriado. Uma
outra, é através do uso de um esquema de codificacao especifico. Ainda uma outra, através
da combinacao dos dois procedimentos anteriores, etc.

Palavras-cédigo e sinais podem ser representados por meio de esquemas compostos por
pontos e vértices de grafos em espacos de curvatura constante. Ao conjunto de tais pontos

chamamos indistintamente de constelacoes de sinais.

Exemplo 1.1.1. A Figura (1.2) ilustra uma constela¢io do tipo 4-PAM com d,m = 2 em

R, onde d,.;, € a distancia euclidiana minima entre os sinais.

4-PAM

r——70—>»

Figura 1.2: Representacao geométrica do esquema de modulacao 4-PAM.

Exemplo 1.1.2. A Figura (1.3) ilustra uma constelacio do tipo 2-PSK em R?.

T
C

Figura 1.3: Representacao geométrica do esquema de modulacao 2-PSK

1

A modulacdo PSK estd intimamente ligada as rotagoes do espaco euclidiano. Suponhamos
que uma informagao possa ser representada binariamente, por exemplo, ligar e desligar a luz

de um quarto, ou, abrir e fechar uma porta. Ligar é “07 e desligar é “17. Vamos associar

cada uma destas operagoes a uma fase de um sinal continuo. Ao “zero” associamos a fase
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zero e ao “um” associamos a fase w. Tais fases, por consequinte, estao associadas a dois
sinais continuos

z;(t) = cos[rt + (1 — 7], t € (0,2), i =1, 2.

Mas, z1(t) = cos[nt] e x5(t) = — cos[nt]. Escritas como combinagdo das fungoes
{—sin[nt], cos[nt]},

temos que x1(t) = 0.(—sin[nt]) 4+ 1.(cos[nt]) e xo(t) = 0.(—sin[nt]) — 1.(cos[nt]). Assim,
representamos “zero” pelo ponto (0,1) e “um” pelo ponto (0,—1), conforme a Figura (1.3).

Esta construcao se generaliza para o conjunto de M sinais
z;(t) = cos[rt +2(i — L)w/M], t € (0,2), i =1,2--- , M.

conhecido por M — PSK, cuja representacao geométrica é um poligono regqular de M vértices.
De fato,
x;(t) = cos(mt). cos(2(i — 1)m /M) — sin(nt).sin(2(i — 1)7 /M)

e, portanto, ao sinal i associamos o vetor (cos(2(i — 1)7/M),sin(2(i — 1)w/M)).

O que se busca entao, é determinar caracteristicas geométricas e algébricas de tal forma
que se consiga determinar o desempenho do sistema de comunicagao sob a menor probabi-
lidade de erro, maior taxa e menor poténcia de transmissao, etc. Em geral, no processo de
modulagao projetamos as constelacoes de sinais com uma estrutura geométrica euclidiana
de tal forma que possamos minimizar, na demodulagao, a acao do ruido.

Sinais continuos podem ser representados de forma discreta, ou seja, por um conjunto
de pontos em esferas euclidianas ([9], p.62). Isto simplifica muito a andlise dos esquemas de
modulagao digital.

Um tipo fundamental de representagao discreta é baseada em conjuntos de sinais chama-
dos ortonormais.

Como o espaco vetorial gerado por uma constelacao de sinais S é um espago vetorial
com produto interno de dimensao finita [19], podemos construir um conjunto de fungoes

N

ortonormais {¢;(t)};L, através do processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, de tal

maneira que

sj(t) = Z sij¢i(t)-
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Assim, para cada sinal continuo s;(t) € S associamos um vetor {(sy;, -, sn;) € RY; i =
1,---, M)

O modelo vetorial simplifica muito a andlise dos sistemas. Portanto, determinar um
conjunto de sinais consiste basicamente em escolher um conjunto de vetores no espago vetorial
euclidiano, levando-se em conta critérios de projeto, como probabilidade de erro e taxa de

transmissao.

1.1.3 Canal gaussiano e canal com desvanecimento do tipo
Rayleigh

Os sistemas de comunicacao movel, em particular os sistemas de telefonia celular, tém se
destacado nessa nova era. Novas tecnologias surgem a cada instante e com elas, a possibili-
dade de implementacao de novos servigos. A principal razao para tanto esforco tecnolégico
se deve a uma busca por sistemas que possibilitem fornecer servicos de excelente qualidade,
a altas taxas de transmissao, em meio a um ambiente de comunicagao altamente hostil que
é o canal de comunicacao movel.

Os canais de comunicacao mével sao agrupados em dois tipos: canal via satélite e canal

terrestre.

e Canal gaussiano

O canal de comunicagao via satélite é um canal do tipo AWGN (Additive White Gaussian
Noise) onde predominam fortes atenuagbes e muitas vezes grandes atrasos de propagagao do
sinal.

O termo AWGN ¢ utilizado em modulamentos matematicos para caracterizar aqueles
canais onde o tipo de ruido responsavel por degradar a comunicacao ¢ um ruido branco
adicionado ao sinal. Este ruido recebe este nome por alusao ao fato da cor branca ser
formada da soma de todas as outras cores. A teoria acerca do desenvolvimento de receptores
6timos para a utilizagao em canais AWGN ja se tornou classica.

A escolha de um conjunto de sinais para a transmissao através de um canal gaussiano
constitui um dos principais problemas na concepc¢ao de sistemas de comunicagao.

A constelacao de sinais é denominada de cédigo (M, N) para o canal gaussiano, onde M

denota o nimero de sinais e N a dimensao do espaco euclidiano gerado.
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A razao para um codigo esférico ser também chamado de constelacao de sinais é que todo
conjunto de sinais continuos pode ser representado por um conjunto de pontos na esfera
euclidiana. Esta maneira geométrica de ver os sinais possibilitou um avanco importante no
manuseio desses conjuntos.

Um tipo especial de codigo esférico é o gerado por um grupo finito de matrizes ortogonais.
Como as matrizes ortogonais determinam isometrias do espago euclidiano, estes codigos
possuem regioes de decisao isométricas e uma distribuicao de pontos homogénea, o que

facilita na hora das andlises de desempenho e decodificacao.

e Canal com desvanecimento do tipo Rayleigh

O canal de comunicacao terrestre tem como caracteristica principal a propagagao por
multiplos percursos. Estes multiplos percursos sao formados pela reflexdo e/ou difracao do
sinal transmitido em estruturas préoximas ao receptor, tais como edificios, arvores, etc. A
soma vetorial dos varios sinais dos muiltiplos percursos pode resultar em uma interferéncia
construtiva ou destrutiva do sinal recebido. Com o movimento, as estruturas em torno do
receptor vao se modificando e, por consequéncia, as interferéncias passam constantemente
da situagao construtiva para a destrutiva, fazendo com que a intensidade do sinal recebido
varie ao longo do tempo. Esse fenomeno de alteracao na intensidade do sinal recebido é
denominado desvanecimento por maultiplos percursos.

Quando o desvanecimento é caracterizado por um numero grande de raios refletidos,
e as componentes do sinal possuem obstaculos, ele é modelado por uma distribuicao de
probabilidades de Rayleigh. Para melhorar o desempenho sobre canais com desvanecimento,
é realizado um processo de otimizacao que consiste em rotacionar a constelacao, preservando
a distancia euclidiana entre seus pontos.

O objetivo é propor métodos de codificacao e diversidade que possibilitem a redugao da
taxa de erro de transmissao nos sistemas de comunicacao mével via terrestre. Decorre dai
a necessidade de se estudar cédigos que sejam “bons corretores de erros” e que possibilitem
resgatar o sinal original mesmo depois de distorgoes (ruidos).

E neste contexto que constelagoes de sinais de reticulados rotacionados tém sido pro-
postas para transmissao sobre o canal com desvanecimento do tipo Rayleigh. Reticulados

construidos via o mergulho candnico de um corpo de numeros algébricos sao providos de
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uma ferramenta eficiente para construcao de tais cédigos reticulados. A razao é que os dois
principais parametros para a construcao destes codigos, a diversidade e a distancia pro-
duto minima do reticulado, estao diretamente relacionadas com as propriedades do corpo de

nimeros em questao.

1.1.4 Probabilidade de erro

O desempenho de uma constelagao é medido pela probabilidade de erro na transmissao
dos sinais P(e). Uma das principais preocupagoes no estudo de modulagao de sinais é en-
contrar meios para determinar ou estimar a probabilidade de erro associada a sinais.

Quando consideramos transmissoes codificadas, palavras-codigo sao vetores reais
n-dimensionais x = (z1, ..., z,), tomados de alguma constelagao de sinal S C R".

Quando usamos codigos reticulados, x pertence a uma constelagao de sinais n-dimensional
S (de cardinalidade 2™) obtida de um conjunto de pontos do reticulado A = {x = uM, },
onde u é um vetor com coordenadas inteiras e M, é a matriz geradora do reticulado, como
veremos nos proximos capitulos.

Sejam r = (ry,---,r,) o vetor recebido e @ = (a,- -+, ) coeficientes de desvaneci-
mento. Assumindo CSI (Channel State Information) perfeito, isto é, o receptor tem perfeito
conhecimento de todos os coeficientes do canal, a deteccao por Mdazrima Verossimilhanca

(ML) requer a minimizac¢ao da seguinte métrica

m(x[r) =Y [ — @il (1.1)
i=1
para o canal gaussiano, e
m(x[r,a) =3 [|r — cizq (1.2)
i=1
para o canal Rayleigh com desvanecimento.

e Se o sinal x = x(t) é transmitido através de um canal gaussiano, o sinal recebido no

intervalo de tempo 0 <t < T é dado por
r(t) =x(t) + n(t),

onden = (ny,--- ,n,) é uma amostra de um processo aleatério gaussiano com variancia

Ny e média nula.
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e Se o sinal x = x(t) é transmitido através de um canal com desvanecimento do tipo

Rayleigh, o sinal recebido no intervalo de tempo 0 < ¢ <T' é dado por
r(t) = axx(t) +n(t),

onde n = (ny,---,n,) é o ruido gaussiano e a = (o, - ,q,) s@o coeficientes de

desvanecimento com segundo momento unitario e x representa o produto interno.

Consideramos a transmissao de dados sobre um canal com desvanecimento com uma
Unica antena e com desvanecimento plano, ou seja, a alteracao de amplitude das varias
componentes do sinal transmitido ocorre de maneira uniforme em toda faixa de frequéncias
do sinal.

Observamos que o sucesso na decodificagao do sinal depende também da distancia entre
os sinais, que, por sua vez, depende da quantidade de energia que se disponibiliza para o
envio do sinal.

Denotamos por P.(S) a probabilidade de erro quando enviamos um ponto da constelagao
de sinais S, e por P(x — X) a probabilidade de erro par a par, a probabilidade que, quando
x ¢ transmitido, o ponto recebido estd mais proximo de X do que de x de acordo com as
métricas definidas em (1.1) e (1.2).

Para uma constelacao de sinais arbitraria S, temos

1

Pe(S) = E

Z P.(S | x transmitido).

x€S

Isto pode ser bastante simplificado no caso de cédigos reticulados. Como um reticulado
infinito é geometricamente uniforme, a probabilidade de erro quando enviamos um ponto
do reticulado é a mesma, P.(A) = P.(A | x), para qualquer ponto transmitido x € A.
Assumiremos entao que S é uma constelacao finita obtida de A.

Agora aplicamos o limitante da uniao, o qual nos da um limite superior para a probabi-

lidade de erro do ponto:
P.(S)< PN =JPx—% <) Px—%) (1.3)
X#X X#X
A primeira desigualdade leva em conta os efeitos de bordo da constelagao finita S com-

parada ao reticulado infinito A.
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e Limitante superior para a probabilidade de erro no canal gaussiano

Shannon (1948) em sua teoria matemdtica da comunicacdo mostra que, dado um
canal com largura de faixa w seria possivel, através de alguma técnica, alcancar um limite
maximo de erro arbitrariamente pequeno.

Segundo Shannon

C =wlog, (1+ SNR),

onde C ¢ a capacidade do canal em bits/segundo e a razao sinal-ruido (SNR) por bit é dada

por
E
SNR =2,
No
onde Ej = *_ ¢ a energia média por bit, F, ¢ a energia média da constelacao e Ny ¢é a

log, M

Variancia gaussiana.

A teoria de Shannon pode ser considerada como uma teoria da “existéncia,” ou seja,
afirma ser possivel alcancar a taxa C, mas nao estabelece a maneira ou técnica de fazé-lo.

Hoje, elaboradas técnicas de codificagdo e/ou modulacao estao permitindo cada vez mais
a aproximagcao do limite estabelecido por Shannon a probabilidades de erro cada vez menores.

Para canais afetados por ruido do tipo AWGN, o calculo aproximado da probabilidade
de erro pode ser feito por estimadores como, por exemplo, o limitante de Bhattacharyya ([8],
pp. 190-192), que estabelecemos a seguir.

Consideremos uma constelacao {z; }Jj\il de M sinais equiprovaveis que esteja representada
no R”.

Para obtermos um limite superior para a probabilidade de erro observamos que um erro
ocorre quando, usando a decodificacdo com a regra ML (1.1), o ponto recebido r; esta mais
préximo de @; do que de x;, isto é, m(z; | ) < m(x; | ).

A densidade gaussiana associada a x; em R" para canais AWGN ¢é dada por

9z, @ R" =Ry
e ey ()
(27TNO)” 2JVO

sendo ||.|| a norma euclidiana em R", Nj a variancia gaussiana.
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Com isso, a probabilidade de acerto na transmissao do sinal z; é igual ao volume (n-
dimensional) acima da regiao de Voronoi V; de z; e abaixo do gréifico de g,,, que ¢ dada

por

_ 2
Pa(x_j> ||y J|| > dVRn

exr
\/ 27TNO / p( NO

sendo dVi» elemento de volume cartesiano em R".
Como

Pe(zj) =1 — Pu(x;)

e os sinais sao equiprovaveis, a probabilidade de erro P, associada a constelacao de sinais é

dada por

_ 1 iw: ;/ exp <_M) dVin. (1.4)
M =1 \/(27TN())” nfvj 2]\[0

Vamos estabelecer um limitante superior para (1.4), antes porém, é ttil introduzir a
notagao usual para duas funcoes muito utilizadas em Teoria da Informacao e Codificacao.

Uma delas ¢é a funcao erro, definida por

erf R+—>01

S

A outra é a funcao erro complementar, definida por er fc(z) =1 — erf(zx), ou seja,

erfc : R+—>01

S

Ap6s alguns cédlculos, é demonstrado em [3] que:

1 |lz; — @,
_M;Pe(xj ZZ erfc( SNoan )

] 1 =1
onde zj,, ¢ = 1,--- ,v; sao os sinais que determinam a regiao de Voronoi de z; e v; ¢ a

quantidade de sinais vizinhos a z; que influenciam (determinam um lado) em V.
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Como
M
|z — 2, 1 1 [l — 2]
_ d < Z i
zz erge (125l < 2y (a
e
erfe(z) < exp(—a?),

temos que

1%%1 po(lmi=ally 1%%1 [y — &1
— —erjc| ———— — —erp | —————
M & 222 20N, ) = M L2l 8N
M
1 ||z; — 25l
< e (I

Portanto, para um canal AWGN, a expressao (1.3) torna-se

ZZ“})( || —%H >

que é conhecido como o limitante de Bhattacharyya.

Deste modo, uma das condicoes para que a probabilidade de erro seja baixa, é aumentar a
distancia entre as palavras da constelagao. Assim, um dos primeiros objetivos na construgao
de uma constelacao de sinais S é maximizar d,;,,(S) = min{||z; — 2;||; z;,%; € S}, para um

nimero fixo de pontos e energia média fixada.

e Limitante superior para a probabilidade de erro no canal Rayleigh

Para obtermos um limite superior para a probabilidade de erro P(x — X), observamos
que um erro ocorre quando, usando a decodificagdo com a regra ML (1.2), o ponto recebido
r estd mais préximo de X do que de x, isto é, m(X|r,a) < m(x|r, a).

A probabilidade de erro condicional é dada por

Px— x| a) Z s — audq| > < Z ||r; — | |* | x transmitido)

ZHO‘Z Ti +nl‘|2<ZHan
:P(Za? i — I4) —i—QZaz x; — &;)n; < 0).
i=1
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Seja y = E a;(x; ;)n; uma combinagao linear de varidveis aleatérias gaussianas n;,

isto é, y é gauss1ana com média nula e variancia
n
2 _ 2
o, =No g a;(x
i=1

Seja A = Z o?(z; — &;)* uma constante. Podemos escrever a probabilidade de erro

condicional em termos de ye A:
Px—x|a)=P(-x=A)=Q(A/o)

onde Q(z) = (2m)~ [° exp(—t?/2)dt é a funcdo gaussiana enfraquecida. Como Q(z) pode
1
ser limitado superiormente por uma exponencial Q(x) < §exp(—x2 /2), a probabilidade de

erro condicional é

1 AP 1
< —exp -2 ) = E . ,
Px=%la)=3 p( 20§<> ( &N, 2 i (@i = ) )

A probabilidade de erro P(x — X) é calculada pela média P(x — X | ) sobre o coeficiente

com desvanecimento « :

P(x — X) = /P(x — X | a)p(a)da < %/ea:p ( 8N, - Za ) p(a)da.

a2

A probabilidade diferencial é p(a)da = p(ay) - - - p(ay,)day - - - do,, onde p(ay) = 206

é a distribuicao de Rayleigh normalizada. Substituindo na ultima desigualdade, obtemos

Lyr [ IR
Px—x%x) < §H/o exrp (—8—%2(1?(@ —ii)2> p(a;)day

=1

—H/ 20exp(—Cia?)doy

onde C; = 1+ (z; — #;)%/(8Ny). Calculando a integral, obtemos

H 7 (1.5)

8N0

l\DI»—t

Para razao sinal-ruido grande
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1 1 1 (8Ny)"
P < — = — 1.
=025 o7 s nr o

onde

dP(x,%) = [ llzi — il (1.7)

T FE;
é a distancia distancia £-produto de x a X quando estes dois pontos diferem em ¢ componentes.

Rearranjando a equacao (1.3), obtemos

(1.8)

onde L é o nimero minimo de componentes distintas entre quaisquer dois pontos da cons-
telagao, e é chamado diversidade de modulagao ou ordem de diversidade da constelacao de
sinal, mas diremos simplesmente diversidade.

Observe que os termos dominantes na soma (1.8) sdo encontrados para L = min(¢).
Entre os termos em (1.8) satisfazendo L = min(f), o termo dominante é encontrado para
dp min = min d]E,L). Assim para obtermos uma baixa probabilidade de erro assintoticamente,

em ordem de relevancia temos que:

1- Maximizar a diversidade L = min(/).

2- Maximizar d, i, = min(dz(,L) (x,%)).

Observacao 1.1.1. A diversidade ¢ obviamente limitada pela dimensdo n da constelagao,
e a diversidade maxima ¢ L = n. Consequentemente, alta diversidade € obtida em alta

dimensao.

Neste trabalho o problema de transmissao de informagao em canais de comunicagoes
moveis é enfrentado com a utilizacao de técnicas que minimizem a probabilidade de erro.
O objetivo principal é analisar técnicas para os dois canais citados, a fim de minimizar a
probabilidade de erro. Nos Capitulos 2 e 3 estudamos reticulados que sao associados a
cédigos para transmissao em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh. Nos Capitulos 4

e b estudamos cddigos esféricos de grupo associados a canais AWGN.
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1.2 Teoria dos nuimeros algébricos

Esta secao apresenta, de forma concisa, conceitos e resultados basicos em teoria dos
niumeros algébricos, necessarios para as técnicas aqui abordadas, tal como a definicao de

inteiro algébrico, diferente, norma e trago relativos e polinomio caracteristico.

Sejam K e L subcorpos dos nimeros complexos C. Dizemos que L é uma extensao de K
ou que L/K é uma extensao de corpos, sempre que K for um subcorpo de L.

A dimensao do K-espago L é denotada por [L : K| e é chamada de grau de L/ K. Dizemos
que L/K é uma extensdo finita quando [L : K] < oo.

Seja L/ K uma extensao de corpos, e « € L. Se existe um polinémio ménico irredutivel
f(X) € K[X]\{0} tal que f(a) = 0, dizemos que o é um nimero algébrico sobre K. Tal
polinomio é chamado de polinomio minimal de o sobre K.

Dizemos que a extensao L de K é extensao algébrica se todo elemento o € L for raiz de
algum polinémio nao-nulo f em K[X].

O conjunto dos nimeros algébricos de K sobre Q é um anel, chamado o anel dos inteiros
algébricos de K, e denotado por O.

Seja K uma extensao finita de Q e Ok o anel dos inteiros algébricos de K, temos que
Ok é um Z-médulo livre de posto [K : Q], cuja base é chamada de base integral.

Um corpo de nimeros é uma extensao finita de Q. Se a dimensao de K como Q-espaco
vetorial é n, dizemos que K é um corpo de nimeros de grau n.

Todo corpo de numeros K é da forma K = Q(f) para algum numero algébrico 6 €
K. Assim K é um Q-espaco vetorial gerado por poténcias de . Se K tem grau n entao
{1,0,...,0" '} é uma base de K e o grau do polinomio minimal de 6 sobre Q é n, isto é,
O(f(X)) =n.

Se o polinomio minimal de 6 sobre Q tem todas as suas raizes em K, dizemos que K
é uma extensdo de Galois de Q. O conjunto dos automorfismos do corpo Gal(K/Q) =

{0 : K — K|o(z) = z,Y2 € Q} é um grupo, chamado o grupo de Galois de K sobre Q.

Definicao 1.2.1. Sejam K e L duas extensoes de um corpo E. Um homomorfismo de corpos
p: K — L é dito ser um E-homomorfismo se para todo a € E tem-se que ¢(a) = a (isto

¢, o|lg € a identidade de E).
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Observagao 1.2.1. Todo homomorfismo ¢ : K — L de subcorpos de C é um Q-homomorfismo

e se p € injetivo podemos chamd-lo de mergulho.
O préximo teorema diz respeito a um homomorfismo entre tais corpos.

Teorema 1.2.1. [36] Sejam K, L, subcorpos de C onde L é uma extensao de K e [L : K] =
n < oo. Entdo, existe 0 € L tal que L = K(0) e existem exatamente n K-homomorfismos
de Lem C,0;: L —C, i=1,...,n, tal que 0;,(0) = 0;, onde 0; sdo as raizes distintas em

C do polinomio minimal de 6 sobre K.

Tomando 6 = 6, notamos que 0,(f) = 0; = 0 e assim o7 é a aplicagdo identidade,

01(f) = ¢, para todo ¢ € L. Quando aplicamos o mergulho o; a um elemento arbitrério
n

re Ll x= Z a,0”, a;, € K, usando as propriedades de K-homomorfismo temos
k=1

oi(z) =0y (Z ak9k> = Zai(ak)ai((‘))k = Z apff € C

k=1 k=1 k=1

e temos que a imagem de x sobre ¢; é univocamente identificada por 6;.
Os elementos oy (z), 02(x), ..., 0,(x) sdo chamados os K -conjugados de x e

n

Nik(x) = Hai(x), Trik(x) = Zai(x)

i=1
sao chamados respectivamente a norma e o trago de x da extensao L/K.

Sejam K C L corpos, [L: K| =n, z,y € L e a € K. Valem as seguintes propriedades:
L Tripk(x+y) =Trix(x) + Trox(y);

2. Trpr(ax) = al'rpk(x);

3. Try/k(a) = na;

4. Np/k(ry) = Nk (2) Nk (y);

5. Npjk(a) = a™

No caso K C L C M, dado x € M, temos:
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[ ] TTM/K((L’) = T’T’L/K(TTM/L(J,’)),
Em particular, se x € L, entao

o Tryyx(z) = [M: LJTrpx(x);

[} NM/K(I') = NL/K(.I)[ML]

Lema 1.2.1. [2}] Para qualquer x € K, temos N(z) e Tr(x) € Q. Se x € Ok, temos N(x)
e Tr(z) € Z.

Definigao 1.2.2. Seja {wr,...,w,} uma base integral de Ok. O discriminante de K é

definido como dy = det[oj(w;)]? .
Observacao 1.2.2. O discriminante independe da escolha da base.

Sejam m e n os graus das extensoes K e L, respectivamente, sobre Q e seja d =

mdc(dg,dr), onde di e dy, sdo o discriminante de K e L, respectivamente.

1
Teorema 1.2.2. [33] Se [KL : Q] = mn, entio Ok, C EZOKOL.

Corolario 1.2.1. [33] Se [KL : Q] = mn e d =1 entio Ok = OOy

1.2.1 Corpos ciclotéomicos

Uma classe importante dos corpos de niimeros ¢ a classe dos corpos ciclotomicos. Nosso
objetivo nesta secao é determinar o anel dos inteiros algébricos, base integral e discriminante

dos corpos ciclotomicos.

Um elemento ¢ € C é chamado uma raiz n-ésima da unidade se (" = 1, n inteiro, n > 1,
e é dito raiz primitiva n-ésima da unidade se (" = 1 mas (¢ # 1 para qualquer 1 < d < n.

As raizes n-ésimas da unidade sao raizes do polinomio x™ — 1.

O ntumero complexo (™ é uma raiz primitiva n-ésima da unidade se, e somente se,

mdc(m,n) = 1, isto é, o nimero de raizes primitivas n-ésimas da unidade é dado por

e(n) =#{0 <m < n: mde(m,n) =1, m € Z},
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onde ¢ ¢é a fungao de Euler.

Definicao 1.2.3. Dizemos que L é o n-ésimo corpo ciclotomico se L ¢ resultante da

adjuncgdo de Q e uma raiz primitiva n-ésima da unidade, L = Q((,).

Sendo L = Q((,) onde, ¢, é uma raiz primitiva n-ésima da unidade, temos que [L : Q] =

p(n).

Teorema 1.2.3. [33] O anel dos inteiros de L = Q((,) € O = Z[(¢,] e {1, - - NeARNS'

¢ uma base integral de Of,.

Teorema 1.2.4. [22] Seja ¢, € C uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Entao L = Q((,)
¢ uma extensao galoisiana de Q, cujo grupo de Galois Aut(L/Q) é canonicamente isomorfo

a (Z,)*, e portanto abeliano de ordem p(n).

Assim, temos o isomorfismo Aut(L/Q) ~ (Z,)*. Obviamente (Z,)* é abeliano, mas nem

*

sempre é ciclico. Prova-se que (Z,)* é ciclico se, e somente se, n = 2, 4, p" ou 2p", para p
primo fmpar e r > 1 [35].

O grupo de Galois Aut(L/Q) consiste dos ¢(n) automorfismos ¢; onde mdc(j,n) =
1,j=1,---,¢(n), sendo o; univocamente determinado por 0;(¢,) = ¢J; em particular, oy
¢ a identidade de L.

Dado um corpo L, o subcorpo de L fixado ponto a ponto pela conjugagao complexa é

chamado o subcorpo maximal real de L.

Proposigao 1.2.1. [31] Seja L = Q((,), com (, uma raiz primitiva n-ésima da unidade,
temos que

i) K =Q(a), a=¢(,+¢, ", €o subcorpo mazimal real de L;

ii) o anel dos inteiros algébricos de K € Z[a/;

p(n) .
i) 1, -+ a2 ' formam uma base integral de K.

Um resultado envolvendo corpos ciclotomicos e o conceito de corpos de niimeros abelianos,

devido a Kronecker e Weber, é o seguinte:

Teorema 1.2.5. [31] Seja K uma extensao finita e abeliana dos racionais (isto €, galoisiana

com grupo de Galois abeliano). Entio K estd contido em algum corpo ciclotomico.
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O principal invariante dos corpos de nimeros algébricos é caracterizado nos corpos ci-
clotomicos pelo seguinte teorema:

Teorema 1.2.6. [44] O discriminante de L = Q((,) sobre Q € dado por

w(n)
A = dae,y /o1 G+ G ) =
L =do/al, G G ) [/

pln
Como consequéncia segue que

e sen =p, entao dp = (—1)@1717_2’

I

— T_l T — . . . .
e sen =p" entdo d; = (—1)(p =3 pP =)= inteiro positivo.

Teorema 1.2.7. [31] O discriminante de K = Q((, + (') sobre Q é dado por
i)dx =p"7, sen=p>5;
i) de = 20012771 ge p = 97

(r+1)(p—1)p" "1 —p"—1
iii) dx = p : csen=p,p#2,r>1

Proposigao 1.2.2. [25] Se L = Q((,) entdo

0 se

mde(k, p") < p"1;
TTL/@(C;CT) =4q —p !

se mde(k, p") =p" Y

I

pPip—1) se mde(k, p) >p
Coroldrio 1.2.2. [25] Se K = Q((yr + (') entdo

0 se mde(k, p) <p
Trip(Gy + G5 =q —p~ se mde(k, p) =p'";

Pip—1) se mde(k, p") >p

Demonstracao: Pela transitividade do traco temos

Tro(Ch) +Tr(G") = Trije(C+ %) = Trijo(Tr (G + (") = 2Tr ko (Cr +G5).

Como Tryq(Ch) = Tryo(G"), segue que Tryo(Ch + (%) = Tro(Ch) e, pela Pro-
posicao (1.2.2), o resultado segue.
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1.2.2 Decomposicao de ideais primos

Nesta secao veremos que todo ideal no anel dos inteiros de um corpo de nimeros pode

ser fatorado unicamente como produto de ideais primos.

Definicao 1.2.4. Um ideal Z de um anel comutativo R é um subgrupo aditivo de R o qual
é estavel sob a multiplicagao por R, isto é, aZ C T para todo a € R. Um ideal I é principal

se ele € da forma T = (x) = xR ={xy,y € R}, x € T.

Definicao 1.2.5. Dizemos que um ideal Z € primo se ele satisfaz a sequinte propriedade:

sexy €l entaoxr €L ouy € L.
A nocao de ideal pode ser estendida como a seguir.

Definicao 1.2.6. Um ideal fracionario Z ¢é um Og-submddulo de K tal que existe d €

Ox \ {0} com I C d~'0k.

Teorema 1.2.8. [40] Todo ideal T # 0 de Ok tem uma Z-base livre, {vy,--- ,v,} onden é
o grau de K.

Defini¢ao 1.2.7. Seja T um ideal de Ok. Sua norma € definida por N(I) = |Ok/T]|.

Observacao 1.2.3. Segue diretamente que se T = aOf € principal, entao N(Z) = |Ngg(a)|.

Sabemos que para todo n € Z, existe uma unica fatoragao em numeros primos. Esta

nocao de fatoracao é substituida de modo analogo para ideais.

Teorema 1.2.9. [36] Todo ideal T de Ok pode ser escrito de forma inica como um produto

de poténcias de ideais primos:
m
z=]]8"
i=1

Exemplo 1.2.1. Se p € um numero primo e Ok € o anel dos inteiros algébricos de K =
Q(¢p), entao o ideal pOk € da forma pOx = (1 — (,)P'Ok. De fato: Se 1 < k,j <p—1,

entao existe um inteiro t, onde 1 <t < p—1 tal que j = kt(modp). Assim,
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e portanto, (1 — ¢F)|(1 — ¢J). Analogamente (1 — ¢2)[(1 — ¢F). Assim, 1 — ¢ e 1 —CF sao

associados em Q. Como o polinémio minimal de Q(¢,), XP~' + -+ X + 1, € igual ao

p—1
p-€simo polinomio ciclotomico: ¢p(X) = H(X — (") seque que, avaliando o polinémio em
k=1
p—1
X =1, obtemos que p = H(l - Ck). Logo, existe um elemento invertivel § em Ok tal que
k=1

p=(1-()P "B, Assim, pOx = (1 — ()P Ok.

Definigao 1.2.8. O conjunto D[}}Q ={z € K |Va € Ok, Trgg(za) € Z} € um ideal

fraciondrio de Ok chamado o codiferente. O seu ideal inverso D, € um ideal inteiro de

Dy chamado o diferente.



CAPITULO 2

Reticulados

Os reticulados tém se mostrado bastante titeis em aplicagoes na teoria das comunicagoes.
Intuitivamente, um reticulado no R™ é um conjunto infinito de pontos dispostos de forma

regular.

Devido ao fato de os codigos geometricamente uniformes serem caracterizados pela exis-
téncia de isometrias (simetrias) internas, estes possuem vérias propriedades interessantes e,
neste caso, ha mais ferramentas para o estudo da geometria do codigo. Isso da mais uma
boa razao para estudar o problema de empacotamento via reticulados, pois todo reticulado

é geometricamente uniforme.

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes de reticulado, empacotamento esférico, densi-
dade de empacotamento, densidade de centro e mergulho canonico. Através do mergulho
canonico obtemos um método de gerar reticulados no R”. Os reticulados obtidos desta ma-
neira dependem diretamente do anel dos inteiros de um corpo de niimeros. O grande desafio
¢é encontrar o anel dos inteiros de qualquer corpo de nimeros, uma vez que sao conhecidos
apenas o anel dos inteiros dos corpos quadraticos e dos corpos ciclotomicos. Deste modo,
no presente capitulo apresentamos um estudo sobre reticulados no R™. Lembramos que os

reticulados de maior interesse sao aqueles com maior densidade de empacotamento.

23
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2.1 Reticulados

Nesta secao apresentamos o conceito de reticulados enfocando suas principais proprieda-

des. Para maiores detalhes ver [14].

Definicao 2.1.1. Seja vy,..., Vv, um conjunto de vetores linearmente independentes em R™

(tal que m < n). O conjunto de pontos
A={x= i)\ivi, N € Z}
i=1
¢ chamado um reticulado de posto m, e {vy,..., v} é chamado uma base do reticulado.
Definicao 2.1.2. O paralelepipedo formado pelos pontos
Ovi+--4+0,v,,, 0<60,<1
¢ chamado um paralelepipedo fundamental ou regiao fundamental do reticulado.

Exemplo 2.1.1. A = Z? é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e ey = (0,1) com

regiao fundamental descrita na figura abaizo.

Z2

Figura 2.1: Reticulado A = 7?2
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Definigao 2.1.3. Seja {vy,..., v, } uma base de A. Se v; = (vi1,...,V), parai=1,--- m,

a matriz
V11 V12 e Uin
V21 V22 ... Ugp
M =
Um1i Um2 .. Umn

¢ chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = MM é chamada uma

matriz de Gram para o reticulado, onde t denota a transposicao.

Como M contém os vetores da base do reticulado {v;},, a (4, j)-ésima entrada da matriz

7 . _ t
G ¢é o produto interno (v;, v;) = v; - V5.

Os pontos do reticulado sao formados por
A={x= M|\ ez™}.

Definigao 2.1.4. O determinante do reticulado A € definido como sendo o determinante

da matriz G

det(A) = det(QG).

Um reticulado é dito ter posto mdximo se m = n, e neste caso M é uma matriz quadrada.
Assim,

det(N) = (det(M))?.

Definicao 2.1.5. Para reticulados de posto mdzximo, a raiz quadrada do determinante do
reticulado € o volume do paralelepipedo fundamental, também chamado volume do reticu-

lado, e denotado por vol(A).

O volume do reticulado independe da base escolhida pois as bases de um mesmo reticulado
diferem pelo produto de uma matriz invertivel com entradas inteiras. Dessa forma, faz

sentido definir o volume de A como sendo o volume de uma regiao fundamental.

Definicao 2.1.6. Seja B uma matriz n X n com entradas inteiras. Um sub-reticulado de
A € dado por
N ={x=ABM|\ € Z"}.
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Num reticulado A de dimensao n em R™, temos naturalmente uma estrutura de anel
induzida por Z" e portanto, um grupo aditivo abeliano a ele associado. Assim, um sub-
reticulado A’ é entdo um subgrupo de A, e podemos considerar o grupo quociente A/A’.

O indice do sub-reticulado A’ é a cardinalidade do grupo quociente A/A’ e

A/ = Z(;lz(&)) _ Z‘jt((//\\)) _ |det(B)).

’

E sempre possivel encontrar um sub-reticulado de um dado reticulado considerando sua
versao escalonada por um fator inteiro.

Dado um reticulado A, um reticulado escolonado A’ pode ser obtido multiplicando os
vetores do reticulado por uma constante, isto é, A’ = cA onde ¢ € R. Assim, A’ é um
sub-reticulado de A quando ¢ € Z.

Mais geralmente, temos a seguinte definicao.

Definicao 2.1.7. Se um reticulado pode ser obtido de outro por uma rotacdao, reflexdio ou

mudanca de escalar, dizemos que eles sao equivalentes.

Consequentemente, duas matrizes geradoras M e M’ definem reticulados equivalentes se,
e somente se, eles sao descritos por M’ = cUM B, onde ¢ é uma constante nao nula, U é uma
matriz com entradas inteiras e determinante +1 e B é uma matriz real ortogonal. As cor-
respondentes matrizes de Gram sao relacionadas por G’ = 2UGU!. Se U tem determinante
+1ec=1entdo M e M’ sao reticulados congruentes.

Assim, temos que ter em mente que o mesmo reticulado pode ser representado em algu-
mas diferentes maneiras. Como uma consequéncia, dado uma matriz de Gram (ou geradora),
nao ¢ facil determinar qual é o reticulado correspondente. Invariantes tais como a dimensao e
o determinante poderao ajudar, mas um dos cuidados que temos que ter é que tendo o mesmo
determinante nao é suficiente para garantir que dois reticulados sao equivalentes. Essas con-
sideracoes serao importantes mais tarde, quando construiremos constelacoes de reticulados

algébricos onde a orientagao do reticulado no espaco euclidiano se torna importante.

Definigao 2.1.8. a) Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento

no R™, é uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R"™ de forma que a interseccao de
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quaisquer duas esferas tenha no mdximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento
indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.
b) Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros

das esferas formam um reticulado A de R™.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado A em que as esferas
tenham raio maximo. Para a determinagao deste raio, observe que fixado k£ > 0, a interseccao
do conjunto compacto {z € R"; |z| < k} com o reticulado A é um conjunto finito, de onde
segue que o numero dp,;, = min{|A|; A € A, X # 0} estd bem definido e (dyin)? é chamado
de norma minima. Observamos que p = d;,/2 é 0 maior raio para o qual é possivel
distribuir esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento, este raio é entao
chamado de raio de empacotamento.

Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado A com base {vy, -, v,},
definimos a sua densidade de empacotamento de esferas de raio r como sendo a propor¢ao
do espago R™ coberta pela uniao das esferas.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que a densidade de
empacotamento de A é igual a

A(A) = Volume da parte da regidao fundamental coberta pelas esferas  Vol(B(p))

Volume da regiao fundamental ~ Vol(A)
_ Vol(B(L))e" _ Vol(B(L)e"

( _n/2

Vol(A) /det(MM?)

——, sené par

Gl

[\)

onde Vol(B(1)) =

2nr(n=1/2((n —1)/2)!
\ n!
Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade

, S€I1l € 1umnpar

de centro, que é dado por

pn
A_ pu—
o) Vol(A)
Exemplo 2.1.2. Se A = 7?2 com base (1,0) e (0,2), temos que p = 1/2, Vol(B(1)) = 7.1 =,

o volume do reticulado € Vol(A) = 1.2 = 2, a densidade de empacotamento é

P> 11
=T =

Vol(A)  "4°2

A(A) = Vol(B(1)). g
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e a densidade de centro é 6(A) =1/8.

A seguir reunimos alguns dos conceitos importantes em reticulados.

e Se o raio das esferas em um empacotamento em R™ associado a um reticulado A
¢ aumentado além do raio de empacotamento, entao as esferas no empacotamento
sobrepoem-se. Se o novo raio é suficientemente grande, todo ponto do espaco gerado
por A estard dentro no minimo de uma esfera. O menor raio que resulta em uma

cobertura do espaco gerado por A é o raio de cobertura do empacotamento.

e Sejam A um reticulado, § uma base de A e V' o espaco vetorial gerado por esta base.
Definimos a regiao de Voronoi de v € A (V(v)) como sendo a regido que contém
todos os pontos de V' que estao mais proximos de v do que qualquer outro ponto u do

reticulado, isto é, V(v) = {x € Vi||z — || < |z — u||, Vu € A}.

e O “nuimero de vizinhos” ou “kissing number” ¢é o niimero maximo de vezes que
uma esfera no espago n-dimensional pode tocar uma esfera central (todas as esferas sao
de mesmo tamanho e ndo podem interceptar outra esfera). Denotaremos o “nimero

de vizinhos” pela letra grega 7.
e Se A é um reticulado em R"”, entao o reticulado dual de A é
AN ={X eR": X .U € ZparatodoU € A},
O asterisco sera usado para indicar o dual.

e Um reticulado é chamado de reticulado isodual se ele é isométrico ou geometrica-
mente congruente ao seu dual, isto é, se ele difere do seu dual somente por (possivel-

mente) uma rotacao e reflexao.

e A conceito de um quantizador n-dimensional é dado a seguir. Sejam dados M pontos
Py, Py em R". A entrada x é um ponto arbitrario de R™; a saida é o ponto P; mais
proximo de x. Se o ponto mais proximo P; nao é tnico, entao a saida é escolhida

aleatoriamente dentre os pontos P, mais proximos de x.

A acao de um quantizador também pode ser descrita dizendo que o espago R" é parti-

cionado nas células de Voronoi V(P;), V(P,) - -+ ao redor de P;; se a entrada x pertence
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a V(P;), a saida é P,. Se todas as células de Voronoi V(P;) sao congruentes (como no
caso quando os P; formam um reticulado) a um politopo II, e colocarmos a origem de
coordenadas no centroéide de I, definimos a quantizacao do erro de I, que é o segundo

momento normalizado por

ﬁ Sy xde
V(L)

onde V(II) é o volume n-dimensional de II. Se os pontos P; formam um reticulado A,

G(II) = , (2.1)

com células de Voronoi congruentes a um politopo II, escrevemos G(A) = G(II). O
problema de quantizadores em reticulados € encontrar um reticulado n-dimensional A

para o qual G(A) é um minimo.

Nao ¢ dificil mostrar que a solugao do problema de quantizador um-dimensional é
colocar pontos P; uniformemente ao londo da reta real e assim formar o reticulado
inteiro Z. As células de Voronoi sao intervalos de comprimento 1, e tomamos II sendo

o intervalo [—1/2,1/2]. De (2.1) temos

/2 2
L rhdr 1

Gy = f11//22_ = - = 0.083333...
f—1/2 dx

Para o problema bidimensional, foi mostrado em [43] que os pontos deveriam formar

um reticulado hexagonal; correspondentemente

5
(G5 = G(hexdgono regular) = —— = 0.0801875...
2 ( g g ) 36\/§

Enquanto o problema geral estd sem solucao em dimensoes maiores, a solugao para o
problema de quantizador em reticulados é conhecida em trés dimensoes [4]: o melhor

quantizador é o reticulado body centered cubic (bce), e

19
G(bee) = G(octaedro truncado) = 193913 = 0.078543...

Foi mostrado em [4] que o reticulado bec é o tnico reticulado no qual G(II) é sempre

um minimo local. Para fins de comparacao,
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G(fecc) = G(dodecaedro rombico) = 271/% = 0.078745...

Em dimensoes maiores os melhores reticulados quantizadores nao sao conhecidos.

Os melhores quantizadores n-dimensionais conhecidos até agora sao sempre os reticulados
duais dos reticulados de melhores densidades de empacotamento. Entretanto, nao se espera

que isto sempre acontecera.

Dimensio Melhores quantizadores Reticulados com maior densidade
conhecidos de empacotamento conhecidos
2 A A,
3 A3 Ay
4 D} D,
0 D; Ds
0 Eg By
7 E; B
8 Ey E
24 A3, Aoy

Tabela 2.1: Melhores quantizadores conhecidos e reticulados com maior densidade de

empacotamento

2.1.1 Os reticulados raizes

As definicoes e algumas propriedades basicas de alguns reticulados conhecidos sao dadas
aqui. Os reticulados A,, D, E, e Z" sao chamados de reticulados raizes por causa de

uma associacao com o sistema de raizes de certas algebras de Lie. Um modo de definir estes
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reticulados é

7" ={(x1,...,x,): x; €L}

Ay ={(z1,... Zns1) €Z": m 4+ 2pyy =0}

Dy =A{(z1,...,2,) €Z" : 21 + -+ + 1,6 par}

(x1,...,28) : todos x; € Z ou todos x; € Z + 1/2, > x; é par}
Eg={(21,...,75) € By : 11+ a5 = 23 + -+ + 27 = 0}
(x1,...,28) € Eg: x1 4+ -+ + x5 =0}

O reticulado A,, é chamado de reticulado hexagonal para n = 2. Para n = 3 é chamado
de reticulado face-centered cubic (fcc) e tem a maior densidade de empacotamento entre
todos os reticulados 3-dimensionais. O reticulado D,, é chamado de reticulado checkerboard.
Quando n = 3 este reticulado equivale ao reticulado fcc. O reticulado Eg é chamado de

reticulado Gosset.

2.1.2 O reticulado mcc

Em [15] foi mostrado que entre todos os reticulados isoduais 3-dimensionais, o reticulado
mean-centered cubic ou (mcc) tem, para uma distancia minima fixada, (raio de empacota-
mento) o menor raio de cobertura e em [16] que este reticulado é um étimo quantizador.

Sua base geradora é {(\/;, \/;, ) (\/; \/7> ( , \/; \/g)} O reticulado mcc tem

matriz de Gram

1+v2 -1 -1
= —1  1+v2 1-V2 (2.2)
—1 1-v2 1+v2

N —

com determinante 1.
As propriedades de alguns dos reticulados mencionados acima e seus duais estao na

Tabela (2.2).



Volume da Segundo
. Distancia Norma Raio de Densidade Kissing
Reticulado regido momento
Minima Minima cobertura de centro number
fundamental normalizado

n Vvn — 1

Z 1 1 1 v 2 n 2n =
|2 [(nr2-] 2 ]) —n/2 !
2 2 2 " 1 1/n |2 1

An Vit 1 V2 2 \/ i win/? nn+1) w5+ s
A* 1 Py n \/ n(n+2) nn/2 2, sen =1 "

n oEs nt n+l 12(n+1) AN | oo gen >
Dy, 2 V2 2 1, sen =3 9—(n+2)/2 2n(n — 1) 1 <L n ;)

Vvn, sen >4 22/n \12 T 2n(n+1)
3 3 é,sen:ﬁ% 8, sen=3

. 1 5, sen =3 1,sen =3 1 - i

D} 5 2 _"\/n/Z, sen é par 1 24, sen =4 *
1, sen >4 1, sen >4 vIn=1
5—,sen > 5en é impar 2n, sen >5
1 929

Es 1 V2 2 1 i 240 o285
mee 1 G+ Dt \/%Jr\/% 30-5p-1.25 0.1657 - 8 1TH4Y3 _ ,0786696 - - -

x O segundo momento normalizado é descrito por uma relagao de recorréncia, e omitimos aqui.

Tabela 2.2: * Propriedades de alguns reticulados.

(4%
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2.2 Reticulados via corpos de niimeros

A definicao de mergulho candnico estabelece uma correspondéncia um a um entre os
elementos do corpo de niimeros algébrico de grau n e os vetores do espaco euclidiano n-
dimensional. Nesta se¢ao apresentamos a geracao de reticulados via ideais do anel de inteiros

de um corpos de nimeros através do mergulho candnico.

Sejam K um corpo de nimeros e n seu grau. Temos que existem n monomorfismos
distintos o; : K — C, uma vez que o polinomio minimal de um elemento primitivo de K
sobre Q tem somente n raizes em C. Se 0;(K) C R diz-se que o, é real, caso contrario, o;
¢ dito imaginario. Quando todos os monomorfismos sao reais diz-se que K é um corpo
totalmente real e quando os monomorfismos sao todos imaginarios diz-se que K ¢é um
corpo totalmente complexo. Se o : C — C é a conjugagao complexa, entao para todo
Jj=1,...,n, temos que o o 0; = 0y, para algum 1 < k < n, e que 0; = 0}, se, e somente se,
0;(K) C R. Assim, usando r; para denotar o nimero de indices, tal que 0;(K) C R, podemos
ordenar os monomorfismos oy, ..., 0, de tal modo que oy, ...,0,, sejam os monomorfismos
reais e que Oy, 4,4+ = Oy 45, Paraj = 1,..., 7. Entao n—r; ¢ um nimero par, assim podemos
escrever r1+2ry = n. Dai, para cada z € K, temos que o homomorfismo o : K — R xR?"2
definido por

ox (1) = (01(7),. .., 00 4y (7)) € R™ x R¥2

¢ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de mergulho canénico de K em R" x R?"2,
O par (rq, r9) é chamado a assinatura de K. Se ry = 0 dizemos que o corpo de nimeros

é totalmente real e se 1y = 0 dizemos que o corpo de nimeros é totalmente complexo.
Geralmente identificamos R™ x R?*"2 com R, e este homomorfismo pode também ser visto

como

UK(‘CE) = (Jl(x)> <oy Opyg (il?), éRUTH-l('CE)’ S0—7“1-|-1(x)7 R %O—Tﬁ-m (.’I?), %07”14-7“2 (Z’)),

onde as notagoes R(z) e I(x) representam as partes real e imaginaria do niimero complexo

T, respectivamente.

Observacao 2.2.1. Podemos definir um mergulho similar se considerarmos ao invés da

extensio K/Q a extensao relativa L] K.
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Exemplo 2.2.1. Considere o corpo ciclotomico K = Q((3), onde (5 = €5 e {01, 09, 03, 04}
o grupo dos Q-monomorfismos de K em C. Como K é um corpo totalmente complezxo, temos
que ry =0 e ry = 2. Os 4 monomorfismos sio dados por o1((5) = (s, 02(C5) = (2, 03((5) =
G,04(G) = Sex =a+ b+ 2+ dE + et € K, coma, b, ¢, d, e € Q, temos que

ok (x) = (Roy(z), Soy(x), Roe(z), Soa(x)).

Uma das aplicacoes deste mergulho é a geracao de reticulados no R", onde os principais
parametros podem ser obtidos via teoria dos numeros algébricos, através de propriedades

herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal no resultado que segue.

Teorema 2.2.1. [36] Sejam {w1,--- ,w,} uma base integral de K e o : K — C o mergulho
candnico. Os n vetores vi = o(w;) € R", i = 1,--+ ,n sao linearmente independentes e

definem um reticulado em R™, demominado reticulado algébrico de posto mdzrimo, A =

O'(OK).

Proposicao 2.2.1. [36] Seja K um corpo de nimeros de grau n e M um Z-submddulo livre

de K de posto n. Se (x;)1<i<n € uma Z-base de M, entio o(M) é um reticulado em R™.

Concluimos assim, que o ingrediente chave para a construcao de reticulados algébricos
tem sido a existéncia de uma Z-base livre em K. Como O e seus ideais sao Z-mobdulos livres
de posto n, podemos mergulha-los em R™ para obter um reticulado algébrico.

A matriz geradora M de um reticulado algébrico é dada por

or(wy) oo o (wr) Roppa(wr) oo [0 g (wr)
M = , (2.3)
01 (wn) Tt Oy (wn) Ko 41 (wn) SERIN (o, (wn)
onde {wy, -+ ,w,} é aqui uma base de Ok.

Um reticulado algébrico A" construido a partir de um ideal Z C Ok fornece um sub-
reticulado ([14], [7]) do reticulado algébrico A construido a partir de Ok. Se T = aOf, entdo

a matriz geradora M ¢ dada por

al(awl) e Opy (awl) §RO’T1+1(C1'U}1> s %Jrl+r2(aw1)

o(aw,) - op(aw,) Roppi(aw,) - S0y 4, (aw,)
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onde {wy, -+ ,w,} é uma base de Ok. Equivalentemente, a matriz (2.4) é a matriz (2.3)

multiplicada pela matriz diagonal

Dada a matriz geradora acima, é facil calcular o determinante do reticulado. Por de-

finicao, temos

det(A) = |det(M)]?
= |det[o; (o)
= [N (a)[?|det[o;(w;)]?
= [N (a)]?dk.

A Tabela (2.3) informa sobre com qual corpo de nuimeros ¢ possivel construir algebri-
camente os reticulados com maior densidade de empacotamento (Dy, Eg, Eg, Asy) € maior

densidade de empacotamento conhecida (K2, A1) em suas respectivas dimensoes.

A Q(0) Ideais

Dy | 0=(3 (2,0 +1)

Es | 0=20 (3,(0+1)%)

Es | 0= (5 (5,60 — 2)

Ko | 0=C(n (7,0 + 3)

A | 0= Cyo (2,00 +603+60>+0+1) e (560%+2)

Nog | 0=2Ca9 | (3,03 +62—1),(3,3+6>+0+1)e (13,0 —3)

Tabela 2.3: Reticulados construidos a partir dos corpos ciclotémicos.

Viterbo propos o problema de encontrar uma construgao algébrica para o reticulado mean
centered cubic (mcc). Baseado em sua matriz geradora (2.2), Viterbo propos extensoes de

corpos do tipo
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K =Q(Cn+ ¢t vV2)

3=n=p(m)/2

6=p(m)| Q2 (2.5)
12

Q

onde os possiveis valores de m sao 7, 32, 14 e 18.

De modo anélogo as construcgoes existentes tomamos todos os possiveis ideais principais
na extensao relativa O 5 € a partir dai, fazendo o uso da Proposigao (2.2.1), aplicamos
o mergulho candnico para entao obtermos a matriz geradora do reticulado obtido. Para
trabalhar com extensdes relativas usamos o programa algébrico Kash [21]. Calculando a
densidade de centro de todos os reticulados obtidos via este processo, para todos os possiveis
valores de m, vimos que todas diferem da densidade de centro do reticulado mcc, lembrando
que esta é uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente para que tais reticulados sejam uma
construcao algébrica do reticulado mcc. Assim concluimos que via a extensao de corpos
(2.5) nao é possivel obter uma construcao algébrica do reticulado mce, o que nao descarta
a possibilidade de existir construcoes algébricas para o reticulado mcc considerando outras

extensoes de corpos.

2.3 Reticulado ideal

Esta secao é dedicada aos reticulados ideais, isto é, reticulados algébricos dotados com
uma forma trago.

Seja K um corpo de nimeros, isto é, uma extensao finita de Q, de grau n = [K : Q).

Definicao 2.3.1. Um corpo de numeros K ¢ chamado um corpo CM se existe um corpo

de numeros totalmente real F tal que K é uma extensao quadrdtica totalmente imagindria

de T,

Defini¢ao 2.3.2. Seja L uma extensao de K. O fecho de Galois de L/K €é um corpo
M D L que é uma extensao de Galois de K e é minimal neste sentido, isto €, nenhum

subcorpo proprio de M contendo L é o corpo de decomposi¢dao de algum polinémio p € L[X].
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Observacao 2.3.1. Denotamos por K o fecho de Galois de K sobre Q. Note que se K é

um corpo C' M, entdo a conjugacdo compleza comuta com todos os elementos de Gal (K% /Q).

Definicao 2.3.3. 1. Uma involugao Q- linear ~: K — K € uma aplicagao aditiva e

multiplicativa tal que T = x, para Vx € K.
2. O conjunto F = {x € K|z =x} € um corpo, chamado corpo fixo da involugao.

Proposicao 2.3.1. /5] Com as notagoes da Definicio (2.3.3) temos que [K : F] < 2.

Demonstracao: Seja K um corpo de niimeros de grau n e seja G o grupo de Galois de K,

ou seja, o grupo dos automorfismos de K em C.

K — {id}
| |

F — H={id,"}, pois ~=1id

— G

Pelo Teorema da Correspondéncia de Galois, segue que [K : F| = (H : {id}) = o(H). Temos
que H = {id,”}, logo o(H) = 1, se ~ = id, ou o(H) = 2, se ~ # id. Portanto, o(H) < 2 e
consequentemente, [K : F] < 2. d

Definigao 2.3.4. Um reticulado inteiro é um par (L,b), onde L é um Z- mddulo livre de

poston eb: L x L — Z é uma forma Z- bilinear simétrica.

Defini¢ao 2.3.5. Seja {vq, ve, -+ ,v,} uma base de L. A malriz que representa a forma
bilinear b € dada por (b(v;,v;))i;—,. O determinante de b ¢ o determinante da matriz de b

em alguma base de L.

-1

K)o Um reticulado

Definicao 2.3.6. Seja T um ideal de Ok, e seja o € F tal que oZZ C D
ideal ¢ um reticulado inteiro (Z,b,), onde

bo : I XL — 7, bo(x,y) = Triplaxy), Vo, y e T.
-1

K/Q
garante que a forma traco seja simétrica:

Note que a condicdo aZZ C Dy, garante que o reticulado seja inteiro e a escolha o € F
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ba(ZL’, y) - TT‘K/Q(O&E@) - TTK/Q(@jy) - ba<y7 x)?

onde a tltima igualdade vale pois Trx/q(2) € Q, para todo z € K e ~ é Q-linear.
O determinante de um reticulado dado é o quadrado do volume da regiao fundamental
[20]. No caso de reticulados ideais, ele esta relacionado a dg, o discriminante do corpo de

nimeros K. Denotamos por det(A) ou det(b) se A = (L, b).

Proposigao 2.3.2. [5] Seja (Z,b,) um ideal reticulado, entdo |det(b)| = |dx| N (Z)’N («).

Demonstracao: Como Z é um Z-moédulo livre de posto n sobre Ok existe uma base
{uy,...,u,} de Ok e inteiros positivos qi, ..., q, tais que {u1qi,...,u,q,} é uma base para
7 [36]. Expressando-se a matriz geradora de (Z,b) nesta base, mostra-se, de forma direta,

que

|det(b)| = |dk|N(Z)*N(a).

2.4 Reticulados via a perturbacao do mergulho

canonico

Nesta secao apresentamos uma pertubacao do mergulho canonico e a geracao de reticu-

lados a partir dela.

Definicao 2.4.1. Seja o um elemento totalmente real e totalmente positivo de K, isto ¢,
oi(a) € real e totalmente positivo para todo i.

O homomorfismo o,(x) : K — R" definido por

Ua(x) = (\/C)é_lffl(I), R \/a_hah ($), V 2ar1+1§R(0’r1+1($))’ V 2O‘r1+1%(0r1+1<x))7 SR
V20, R (00, (), /200,5(04, (7)),

onde a; = oy(a) > 0, para i = 1,--- ,n € chamado uma perturbagao do mergulho

canonico ou mergulho canénico torcido.

Corolario 2.4.1. [34] Seja G um Z-mddulo livre de posto n de Ok com Z-base {wy, ..., wy,}.

Entao a imagem de 0,(G) de G em R"™ é um reticulado com geradores {oo(w1), ..., 0q(wy)}.
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Note que o principal fator que define o mergulho canonico e a perturbacao do mergulho
de K em R" é uma Z-base de n elementos. Como todo ideal Z de Ok possui uma Z-base de
n elementos, podemos construir reticulados a partir de Z C Ok (ou Z = Ok).

Lembre que um reticulado A pode ser definido por meio de sua matriz geradora M, isto

A={x=AM|\eZ"},

e que sua correspondente matriz de Gram ¢ definida por G = M M?, onde t denota a matriz

transposta. Desse modo temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.4.2. Seja {wy,--- ,w,} uma Z-base de Z. O reticulado o,(Z) tem matriz gera-
dora M dada por

\/algl(wl) \/O‘mgm(wl) \/2047"1-1-1%0'7’1-1-1(1”1) \/2047“1-1-7‘2907‘1-1-7’2(@”1)
Voo (wa) - \/@marl(wz) V20 i Rop i (wa) o V200 40, S0, (W2)

V101 (wn) -+ VO Oy (wn) V20 1 R0 1 (Wn) V200 4, SOy (W)

onde a; = o;(a), Vj.

Proposicao 2.4.1. [34] Seja K um corpo de nimeros totalmente real ou C'M. Entdo o

reticulado 0,(Z) € um reticulado ideal.

Demonstracao: Para mostrar que 0,(Z) é um reticulado ideal mostramos que a forma

bilinear associada é uma forma traco.

Sabemos a que matriz de Gram G'= MM" = (g;;)7,-,, com

g5 = Y Varor(w)aor(w;) +
k=1
> 200, kR0, 44 (W) R(0r, 11 (w5)) + (07, 10(w:)) S (00, 11 ()]

= Z QRoy (wiwj) + Z 20‘T1+k§R<07’1+k(wi> (UT1+k)(w_j))

k=1 k=1

1 71 T1
= Y opo(wiw;) + > kO k(W) + Y Oy 40k (wi5)
k=1 k=1 k=1
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= Tr(aww;).

A segunda igualdade vale pois a conjugacao complexa comuta com todos os o;, i =
1,---,n, (ver Observacao (2.3.1)). Provamos assim que as entradas da matriz G sdo da

forma trago. Agora, como {wy, - ,w,} é uma Z-base de Z, para Vx,y € Z temos

ba(I,y) = ba (Z a;Ww;, ijﬂ)j) = ZZaibjba(wi, U)j)
i=1 j=1

i=1 j=1
= Z Z a;ib;Trg jo(cw;w;) = Tri g (a Z a;w; Z bjw_j>
=1 j=1 i=1 j=1
= Trrjolazy), (2.6)

onde a;, b; € Z. Portanto a forma bilinear é uma forma trago, assim, concluimos que o,(Z)
¢ um reticulado ideal.
Note a hipétese sobre «, comparada a Defini¢ao (2.3.6). Aqui a nao é mais tomado sa-

1

tisfazendo aZZ C Dy 10"
substituida exigindo « totalmente real e totalmente positivo, assim o;(c) = «; é totalmente

Entao o reticulado nao é necessariamente inteiro. Esta condicao foi

real e totalmente positivo e desse modo ,/a; esta bem definido para todo j.

A concepcao de ideais reticulados tem duas vantagens. Uma delas é poder ver um reti-
culado em R"™ dado por uma matriz geradora, e a outra é que os pontos do reticulado sao
imagens de inteiros algébricos através do mergulho canonico aplicado em Q. Deste modo,
este processo enfatiza a correspondéncia entre os pontos x € A C R" e os inteiros algébricos.

Usando a matriz geradora dada na Defini¢ao (2.4.2), um ponto do reticulado pode ser

exXpresso como

X = (xlw‘ leale—i-lJ"‘?le—i-Tg)

= Z/\ Vagor(w;),. Z)\ V20, 1R (0 11 (wy)), ..,Z)\m/20(,,1+T2%(0T1+T2(wi))),
i=1

)\iEZ, Z:L,TL
n

= (\/04_101(2 Aiw; ), -+ vV 2Oér1+1§R(Ur1+1(Z AiW;)s - -5/ 20‘r1+r2%<0_r1+r2(z Aiw;))
i=1 i=1

=1

Portanto,

(\/_01 sV 2057“1+1§R UT1+1 'V 2a1“1+7“2 (07‘1+T‘2 ('T)) = Ua(x)
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n
para algum inteiro algébrico z = Z Aw; € 1.
i=1

Esta correspondéncia entre um vetor x € R" e um inteiro algébrico x de Ok facilita o

calculo de alguns elementos de reticulados que em geral sao dificeis de se calcular.

2.4.1 Diversidade

Motivados pela minimizacao da probabilidade de erro em canais com desvanecimento
do tipo Rayleigh, procuramos por reticulados com diversidade méxima e maior distancia
produto minima.

Lembramos que dados dois vetores x e y no R", a diversidade entre eles (ou distancia
minima de Hamming) é o niimero de componentes em que eles diferem.

Dado um subconjunto S C R", a diversidade ou a distancia minima de Hamming de S

min #{i | x; # vy, i=1,...,n}.
xy €S
Todo reticulado A é um subconjunto do R", entao podemos estender essa definicao a
reticulados. Como reticulados tem estrutura de grupo, isto é, a soma de quaisquer dois
pontos de A estd em A, a distancia de Hamming entre dois vetores pode ser reformulada

como o nimero de componentes nao nulas de qualquer vetor em A.

Definicao 2.4.3. Seja A C R™ um reticulado e x = (x1,...,x,) € A. A diversidade de A
€ definida como

div(A) = O;I;l(lélA#{Z |z; #0, i =1,...,n}.
Teorema 2.4.1. [3/] Os reticulados ideais A = (Z,b,) exibem uma diversidade div(A\) =

r1 4 19, onde (r1,72) € a assinatura de K.

Demonstracao: Seja x # 0 um ponto arbitrario de A,

x = (Voro1(2), ...,/ 200 11RO 11(2), oo A 200 41, SOy 4, (2)) = 00 (),

com x € T C O. Como x # 0, segue que x # 0 e os primeiros r; coeficientes de x sao nao
nulos. O nimero minimo de coeficientes nao nulos dos 2r, que restaram € ro, pois as partes
real e imaginaria de um homomorfismo complexo nao podem se anular simultaneamente.
Assim, a div(A) > r; + ry. Agora, se x = 1, entéo 0j(1) = 1, paraVj = 1,--- ,r; + 19, €

portanto o,(1) fornece ry + ro coeficientes nao nulos, o que conclui a demonstragao.
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2.4.2 Distancia produto minima

Estudamos o problema de calcular a distancia produto minima de reticulados ideais.
Seja A um reticulado em R™. Se A tem diversidade [ < n, definimos sua distancia [-produto

minima por

d' = min H X
b, mm x#y € A | 7 yz
ou equivalentemente, podemos considerar a distancia de x = (xy,--- ,x,) & origem, por
d' = min H ]
P, min 0#£x € A 2

onde ambos os produtos sao tomados sobre as [ componentes nao nulas dos vetores.
Pelo Teorema (2.4.1) os reticulados ideais construidos sobre um corpo de nimeros total-
mente real (isto é, de assinatura (n,0)) tem diversidade maxima. Em seguida, focaremos

neste caso, e entao assumimos que a diversidade é sempre maximal.

Definigao 2.4.4. Seja A C R™ um reticulado com diversidade n e x = (x1,-+- ,x,) € A. A

distancia produto minima de A ¢

dpmin(A) = min H|$Z

07£XEA

Seja K um corpo de numeros totalmente real de grau n com discriminante dg. A distancia
produto minima de um reticulado ideal esta relacionada com propriedades algébricas do

corpo de numeros.

Teorema 2.4.2. [34] Seja T um ideal de Ok. A distancia produto minima de um reticulado

ideal A = (Z,b,) de determinante det(A) é

W)
o£zez N(Z) "

Demonstracao: Seja x = 0,(z) um ponto do reticulado em R", com = € T C Ok seu

onde min(Z) =

correspondente inteiro algébrico. Temos:

dp,min(A) = min H|517j| =gl€igH| oj(@)oj(z)| = VN (e) min |N(z)|

x#0€L
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det(A

Como, pela Proposicao (2.3.2), det(A) = N ()N (Z)?dk segue que /N \/_N( )

Logo concluimos que

det
dpmin(A) = %21 N ()| = J;%?I N ()]
B det(A N (x) det A) min(Z
- dK x;ﬁOGI N I dr

d

Coroléario 2.4.2. [34] Se T é um ideal principal de Ok entao a distancia produto minima

de A €

det(A)

dp,min (A) = dK

Demonstragao: De acordo com o Teorema (2.4.2), precisamos provar que Or;unj/\/’ (x) =
TE

N(Z). Como Z é um ideal principal, segue que Z = (a), para a € Z, e N(Z) = |[N(a)|. S

x €Z, x#0, entao r = az para algum z € Ok. Assim,
IN(@)] = IN(@)[|IN(2)] > [N (a)] = N(Z)

e a igualdade é verdadeira se, e somente se, N(z) = +1, isto é, se, e somente se, z é uma

unidade. Portanto, o minimo ¢é atingido para x = az, onde z ¢ uma unidade.

Agora, como min(Z) = min V(@) = N(T) = 1 segue que d;, ;min(A) =

det(A)
o£zez N(Z)  N(I) '

d
di

Note que no caso em que Z C Ok é principal, a dp ., depende somente de dg, o
discriminante de K. No caso de ideais nao principais a dj, i, depende também de min(Z),
que é dificil de avaliar. Como min(Z) aumenta quando o ideal ndo é principal, a questao é
se o discriminante aumenta proporcionalmente.

Um modo de argumentar que min(Z) aumenta tanto quanto o discriminante é que existem
limitantes conhecidos sobre min(Z) que dependem do discriminante, por exemplo, o limitante

de Minkowski:

min(Z) < = (é) Vi,

nt\m

onde K é um corpo de nimeros de grau n e assinatura (rq,rs).
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Apesar de ser possivel determinar d, ,,;, no caso de ideais nao principais, esta ainda é
uma questao em aberto. Em [34] é possivel ver alguns exemplos em que ideais nao principais

apresentam valores piores para a dj, min-



CAPITULO 3

Construcao Algébrica de Reticulados

Neste capitulo apresentamos alguns métodos para construir reticulados que sejam efici-
entes para o canal com desvanecimento.

Na construcao de constelacoes de sinais, dois aspectos fundamentais devem ser conside-
rados: rotulamento de bit e a forma da constelacao.

Estas questoes sao criticas para detectar a complexidade das implementagoes praticas e
sao estreitamente relacionadas uma com a outra. O rotulamento de bit consiste em aplicar
os bits da entrada a pontos na constelacao de sinais. Se queremos evitar o uso de uma
grande tabela de procura, para performance do rotulamento de bit, precisamos de um algo-
ritmo simples que aplica bits a sinais. Quando consideramos uma constelacao obtida de um

reticulado com a forma
C={x=uM: :u=(uy,...,u,) € Sy} CA,

o mais simples algoritmo de rotulamento que podemos usar é obtido executando o rotula-
mento de bit sobre as componentes inteiras u; do vetor u. Estes sao usualmente restritos a
chamada constelagao 27/2-PAM, Sy = {£1,+3,...,4+(2"/2—1)}, onde n é o nimero de bits
por duas dimensoes. O rotulamento de Gray de cada 2" /2-PAM componente unidimensional
¢ uma eficiente estratégia para reduzir a probabilidade de erro [46]. Se nos restringirmos

ao algoritmo simples de rotulamento acima, observamos que isto induz a uma forma da

45
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constelacao similar ao paralelepipedo fundamental do reticulado base.

Por outro lado, sabemos que tais constelagoes limitadas por uma esfera tém o melhor
“ganho de forma” (em termos de energia média). Infelizmente, rotular uma constela¢do de
forma esférica nao é sempre uma tarefa facil, sem usar uma tabela de busca. Assim, uma
boa alternativa é escolher um reticulado no qual a forma do paralelepipedo fundamental nao
induza muita perda de energia.

Constelacoes de reticulados com forma ciibica sao boas candidatas: elas sao ligeiramente
piores em termos do ganho de forma, pois estes reticulados nao sao os mais densos em suas
dimensoes mas sao usualmente mais faceis de rotular e decodificar.

Desta forma, cédigos reticulados isomorfos a Z" oferecem um bom equilibrio entre boa
forma e facilidade de rotulamento.

Portanto, nosso objetivo agora é a construgao de tais Z" reticulados com diversidade
maxima e 6tima distancia produto minima.

Em termos de reticulado ideal, isto significa que dado n, procuramos um corpo de ntiimeros
K de grau n e um ideal Z C Ok tal que A = (Z,b,) seja equivalente a Z", n > 2. Isto é,
este reticulado admite uma matriz ortogonal como geradora e, em relacao a esta base, a
matriz de Gram ¢ a identidade. Do ponto de vista geométrico, um reticulado A" = (Z,b,)
sobre Z C Ok é um sub-reticulado de A = (O, b,). A idéia é que dado um reticulado A,
procurar-se um sub-reticulado que seja Z™ escalonado.

O determinante do reticulado sera um critério util para nos ajudar a encontrar o Z"-
reticulado. Uma versao escalonada de Z" é da forma (1/cZ)" para algum inteiro ¢, tal que
seu determinante ¢ det(G) = det(M)* = ¢", pois o determinante de Z" é 1. Usando a

Proposicao (2.3.2), deduzimos a seguinte condigao necessdria (mas nao suficiente):
N(Z)>N(a)|dk| = c" (3.1)

onde ¢ é um inteiro. Podemos supor ¢ o menor inteiro tal que N(a) € Z. Se assumirmos que

7 = Ok, essa expressao ¢ simplificada para
N(a)|dg| = " (3.2)

Esta condig¢ao necessaria sera 1til para a escolha de um « para a construgao de codigos

Z"-reticulados. Uma vez que « é encontrado, um modo de verificar que de fato encontramos
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um reticulado Z"-rotacionado é calcular a matriz de Gram M M?, e certificar-se que obtemos
a matriz identidade.

Deste modo, apresentamos 6 métodos para construir reticulados ideais Z", e faremos a
construgao detalhada dos métodos 3 e 4, os quais encontram-se nos artigos em conjunto [1]

e [2], respectivamente. Os outros métodos podem ser encontrados em [34].

1. Construgao quadratica: usando o anel de inteiros do corpo quadrético construimos

Z2-reticulados rotacionados.

2. Construcao ciclotémica via Q((,) : usando o anel de inteiros do subcorpo maximal
real de Q((,), construimos Z"-reticulados rotacionados em dimensao n = ’%1, p>5

um nimero primo.

3. Construgao ciclotémica via Q((s-) : usando o anel dos inteiros do subcorpo maximal

real de Q((yr), construimos Z"-reticulados rotacionados em dimensao n = 2772, r > 1.

4. Construgao ciclotéomica via Q((32) : usando o anel dos inteiros do subcorpo maximal

real de Q((32), construimos o Z"-reticulado rotacionado em dimensao 3.

5. Construcao ciclica: usando o inverso do codiferente de um corpo ciclico de grau

primo impar construimos Z" reticulados rotacionados de dimensao prima impar.

6. Construcgao mista: combina as construcoes ciclotomica via Q((,) e ciclica, resultando

em reticulados de outras dimensoes.

3.1 Construgao ciclotomica via o((or)

Nesta secao faremos a construcao de reticulados ideais Z"-rotacionados via o anel de
inteiros do subcorpo maximal real do corpo ciclotémico Q({ar). Os resultados obtidos aqui
foram publicados em artigo conjunto [1].

Sejam L = Q((yr) um corpo ciclotomico e K = Q(Car + (") 0 subcorpo real maximal de
Q((er), onde r é um inteiro positivo e (yr é uma raiz primitiva 2"-ésima da unidade. Temos
que o grau de Q((yr) sobre Q é 2”71 e 0 grau de Q((yr) sobre K é 2, cujo polinémio minimal

de (o sobre K ¢ dado por 22 — ((or + (') + 1.
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Q(¢er)
2
271 QG + G
2172 =n
Q

Seja A = (O, b,) um reticulado ideal. Como vimos em (3.1), uma condi¢ao necessaria

(mas nao suficiente) para A ser isomorfo a (1/cZ)", uma versao escalonada de Z", é que
N(a)dg = c".

Assim temos que N(a)20~D27% = 277 =z N(a) =2.
O elemento a = (1 — (»r)(1 — ¢') é um elemento de O no qual a norma é 2. De fato,

temos que
2Z[(] = (1 — o) **VZ(]

em Q((or) tal que Ny, y/(l — (or) = 2. Usando a transitividade da norma, obtemos

No(eory /ol = Gr) = Nijo(Nor)/x (1= Cr))
= Ngspo((1—Gr)(1—¢)

Consequentemente, o = (1 — (o) (1 — (') é um elemento de K = Z[(yr + ('] cuja norma é
2.
Como j4a foi mencionado, isto nao garante a existéncia de uma versao escalonada de Z™.

Para mostrar sua existéncia temos que construir explicitamente.
Proposigao 3.1.1. Considere eg =1 ee; = (4 + (', para i =1,2,--+ n—1.

, ~ 2n se 1=20
1. Sei=0,1,--- ,n—1 entdo b,(e;,e;) =
dn se 1 # 0.
—2n se 1 =1

2. Se i # 0 entdo by, (e;, €0) =
0 se i#1.
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: 4 o —2n se |i—j|=1
3. 8ei#0,j#0 ei#j entdo by(e;, ej) =
0 caso contrdrio.

Demonstragao: Pelo Coroldrio (1.2.2) temos que Trgjg(aey) = Tr(a) = 271, pois

mdc(1,27) < 2771, e portanto by(eg, e9) = Trio(e) = 2n. Agora, como mdc(i,27) < 271,

para todo ¢ = 1,2,--- ., n, segue que

ba(eie0) = Trrsglae) =Trre((2 = (C+H)(C +C7))
= 2Triejo(C + 1) = Trija(C + C0#D) = Trye (¢ + (=671
= Trie(Ct 4+ ¢07Y)
—2n se 1=1

0 caso contrario.
Também, como mdc(2i,2"), mdc(2i +1,27) < 2"~ para todo i =1,2,--- ,n — 1, segue que

baleiser) = Trjolaed) = Trip((2 = (C+THC + (T +2)
= 2T rkja(CH + () + Trigald) — Trigrol¢H+ + (-2540)
TG+ ) 2T o(C +C7Y)

= 4n.

Finalmente para ¢ # 0, j # 0 and ¢ # j, pois mdc(i & 7,27), mdc(i + j £+ 1,27) < 27! segue

que
baleirej) = Trrjolaeie;) = Trie((2 = (C+ 7))+ TN +¢7))
= 2Tk o(CHH + ¢+ 4 2T )o(C77 + ¢0=9))
—~Trgo(CHH + ¢+ Trie(¢+t + ¢~ l=at)
~Trscig(¢H 4+ () = T¢I 4 (6971)
) —2n ose |i—j[=1
0 caso contrario,
o que conclui a demonstragao. d

Corolério 3.1.1. Se Q(z,y) = 5751k /o(azy) entdo a matriz de Q na base {eg, €1, ,€n_1},
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ondeeg =1, ;= + (' i=1,---,n—1, é dada por

1 -1 0
-1 2 -1 0
0 -1 2
G =
2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2

A matriz G do Coroldrio (3.1.1) é a matriz de Gram do reticulado Z" relativa a base
{wg, wy, -+ ,w,_1} definida por: wy = Ey, w; = —E; 1+ E;,;i = 1,2,--- ,n — 1 onde
{E; }‘:—& ¢ a base canonica de R", que é a base do reticulado Z".

Isto implica que

po: AN->7"

€ — w;

é um isomorfismo isométrico sobre o reticulado Z".

Observando que

temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.2. Seja {fo, f1, -, fu_1}, onde f; = Zej, para todo i = 0,1,--- |
§=0
n — 1, uma outra base de Og. Entao

1

g1 Lrrsalafifs) = 0y,

isto €, o reticulado (Ok, 2TL,lboé) ¢ isomorfo a Z", onde d;; € o delta de Kronecker.
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Seja Gal(K,Q) = {01, -+ ,0,} o grupo de Galois de K sobre Q. Entao o reticulado

gerado pelo anel dos inteiros algébricos tem a n X n matriz geradora dada por

oi1(eg) -+ on(eg)

01 (en—l) te Un(en—l)

O elemento rotacionado pode ser representado pela matriz diagonal
A = diag(\/or(a))r_,

A matriz mudanca de base de {e;} para {f;} ¢ dada por

1 0 0 0

1 1 00
T —

11 --- 11

Finalmente, a matriz geradora do Z"-reticulado é dada por

1

TMA.

R:

Exemplo 3.1.1. Seja Q(¢) um corpo ciclotomico e K = Q(¢ + (') seu subcorpo mazimal
real, onde ( = (. Considerando a base {ey = l,e; = ( + (7'} de Ok e by(z,y) =

%TTK/Q(axy), onde a =2 — (C+ (1Y), temos que a matriz de b, é dada por

1 -1
G =
-1 2
Por outro lado, temos que
0 11 22 0

1 1
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(—1-v2)(V2-v2) (-1+Vv2)vV2++v2 | [ —092388 —0.382683
—V/2 -2 —V24+2 0.382683 —0.92388

E portanto R.R' = I,.

Figura 3.1: Representacao geométrica do reticulado ideal A e do reticulado Z".

« Reticulado ideal A = (O, b,)

e Reticulado Z"

Figura 3.2: O reticulado ideal A é um Z" rotacionado.
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3.2 Construgao ciclotomica via o((52)

Nesta secao faremos uma construcao explicita da construcao do Z3-reticulado rotacionado
sobre o anel dos inteiros do subcorpo real maximal K = Q((32 + CS_QI) de L = Q((32). Os
resultados obtidos aqui foram publicados em artigo conjunto [2].

Temos que [K : Q] =3, {eg = 1,e1 = (2 + (3", ea = (% + (5;°} 6 uma base integral de K

e, pelo Teorema (1.2.7), temos que dx = 3*.

(B=1)3""=6] QG+

Seja A = (Ok,b,) um reticulado ideal. Andlogo a construgao anterior, precisamos en-

contrar um elemento « tal que

N(a)dg = ".

c= 2 e e e
Assim, temos que N(a)3! = @ =5 N(a) = 32 Pelo uso da transitividade da norma,
temos que v = ((1—(32)(1—(5"))? é um elemento de Oy cuja norma é 32 e consequentemente

a=35((1 = ¢2)(1 = ¢3'))? ¢ um elemento de Ok tal que N(a)dg = 1 = det(Z").

Proposigao 3.2.1. Se Q(z,y) = 3Tryo(azy) entio a matriz de Q na base {eo,e1, e}
onde eg =1, e; = (32 + C3_21, i =1,2, € dada por

2 -3 2
G=| -3 6 -5
2 -5 5

Observe que a matriz G é a matriz de Gram do Z3-reticulado rotacionado com base
{wo, w1y, wg} com woy = —E[) — E17 w1 = 2E0 + E1 + E27 Wy = —2E0 — E2 onde {E(), El, EQ}
¢ a base canonica de Z3. Isto implica que p(e;) = w;, para i = 0,1,2, é um isomorfismo

isométrico sobre o Z3-reticulado. A base que corresponde a base canonica de Z?3 através deste
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isomorfismo ¢ dada por f; = o~ }(E;), parai = 0,1,2, isto é, fo = —eg — €1 — €a, f1 = €1+ €3
e fo = 2ey+ 2e; + es.

Portanto temos como um resultado direto:

Proposicao 3.2.2. Se {fy, f1, fo}, onde fo = —eg—e1—ea, f1 = e1+ex e fo = 2eq+2e;+e9,

¢ uma outra base de Ok, entao

1

?TTK/Q(O‘fifﬂ = 0ij,

i.e., o reticulado (O, 35ba) € isomorfo a Z3.

Equivalentemente, poderfamos ter tomado o = 35((1 — G32)(1 — ('))? e terfamos o

isomorfismo entre (O, b,) e Z3.

Observagao 3.2.1. Ezigindo as condi¢oes acima no caso em que K = Q((r + CI}I) e

L = Q(¢yr), p um primo mpar e r um inteiro positivo, chegamos que ¢ = p" e Ngjg(a) =

p2® ) onde oo = —((1 — Gr)(1 — Cp_Tl))%(pPlH). Porém, ao contrdrio da construc¢ao via
p?"

Q(Car), mao € possivel obter o isomorfismo entre (Ok,by) € Z", para todo p e r.

O teorema a seguir estabelece uma condicao necessaria e suficiente para que um reti-

culado obtido algebricamente seja um reticulado Z"-rotacionado.

Teorema 3.2.1. [10] Seja A um reticulado que admite uma base ortogonal ordenada 7 =
{b1,...,bn}, isto & ||bil] < ||bisa]| paral < i < n—1, ea = {ey,...,e,} uma base de
Minkowski de A. Entdo e; = +b;, Vi = 1,...,n a menos de uma possivel reordenacdo entre

0s vetores de mesma norma em (3.

Corolario 3.2.1. [10] Um reticulado é um Z"-rotacionado se, e somente se, sua base redu-

zida de Minkowski tem por matriz de Gram a identidade.

Todo reticulado A pode ser descrito por diferentes bases, porém, algumas sao melhores do
que outras. Aquelas cujos elementos sdo os menores (para a correspondente norma associada
a forma quadratica) sdo chamadas reduzidas.

Os algoritmos que encontramos (por exemplo, o contido no programa Mathematica) para
a reducao de Minkowsk: sao aplicados a matriz geradora que tenha coordenadas inteiras,

0 que nao ocorre em grande parte dos reticulados obtidos algebricamente. O algoritmo
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computacional [41] que utilizamos foi desenvovido por J. Strapasson durante a nossa pesquisa
e aplica-se diretamente a matriz de Gram, informando também qual a transformacao linear

correspodente a mudanca de base envolvida.

A redugao de base LLL ( Lenstra-Lenstra-Lovdsz) vem sendo muito utilizada pois, embora

nao seja tao eficiente quanto a de Minkowski, tem complexidade computacional bem menor.

Os conceitos envolvendo redugao de Minkowski e reducao de base LLL podem ser encon-

tradas em [13].

1
Exemplo 3.2.1. Seja o = ﬁ(l — () (1 = ¢5")°. De modo andlogo as duas contrugoes

anteriores, obtemos a sequinte matriz de Gram

248 170 87 =34 22 44 8 —124 140
-170 175 -—-144 9% =70 77 -8 8 =80
87 —144 183 —180 150 —-114 77 —44 30
=34 9 180 238 —224 150 -—-70 22 -7

G = 22 =70 150 -—224 238 —180 95 33 4
—44 77 —-114 150 180 183 143 77 15
8 =88 77 =70 95 143 165 —125 40
—-124 & 44 22 =33 77 =125 128 70
140  —-80 30 -7 4 —-15 40 70 &4

Fazendo a redugdo da base pelo método de redugdao de Minkowski [41], e fazendo algumas

operacoes com matrizes de determinante £1, obtemos a sequinte matriz reduzida:
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116 o0 o o0 0 0 0 O
62 -1 0 0 0 -1 0 1
o, -1r 2 0 -1 0 1 -1 -1
o,o0 o0 2 0 -1 0 0 -1
G=10/0 -1 0 2 0 -1 1 0
oo 0 -1 0 2 0 0 O
0o,-r 1 0 -1 0 2 -1 -1
o0 -1 0 1 0 -1 2 O
0,1 -1 -1 0 0 -1 0 2

Permutando linhas e colunas na sequnda submatriz, isto é, reordenando os vetores da

base, temos:

110 o0 o0 O O O 0 O
0,2 -1 0 0 O O 0 O
o(-1 2 -1.0 0 0 0 O
oo -1.2 -1 0 0 0 O
G=]l0/0 0 -1 2 -1 0 0 0
o,0o 0 0 -1 2 -1 0 -1
oo o0 O 0 -1 2 0 O
o,o0 o0 o0 o0 o0 0 2 -1
oo o0 o0 0 -1 0 -1 2

Embora det(A) = 1, pelo Coroldrio (3.2.1) concluimos que A % 7°.
A primeira parte do somando € Z e a sequnda, por [14], € a matriz de Gram do reticulado
Es, na base de Minkowiskz.

Assim, A = (O, b,) ~ Z & FEg.

1
Exemplo 3.2.2. Seja a = %(1 — (C52)(1 — C5_21)3. De modo andlogo ao exemplo anterior

obtemos a sequinte matriz de Gram
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-14 19 -16 8 -3 2 -1 -1 2 =2

Novamente, fazendo a reducao da base pelo método de Minkowski, e fazendo algumas

operacoes com matrizes de determinante £1, obtemos a sequinte matriz reduzida:

10,0 0 O O O 0 0 0
o1,0 o0 O O O O 0 O
coo0,2 0 -1 -1 0 0 0 1
coo0jo 2 o0 0 0 -1 -1 0
G oo0/-1. 0 2 0 0 0 0 -1
oo0/-1. 0 0 2 0 0 -1 -1
ocoo0o,0 o0 O O 2 0 -1 -1
coo0j0 -1 0 0 O 2 0 O
o600 -1 0 -1 -1 0 2 1
c6o0oj1 0 -1 -1 -1 0 1 2

Permutando linhas e colunas na sequnda submatriz, isto é, reordenando os vetores da

base, temos:
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160,00 o0 o0 O O O O O
o1,0 o0 O O O O O O
oo0,2 -1 0 0 O O 0 O
0o0f-1 2 -1 0 0 0 0 O
G oo0{0 -1.2 -1 0 0 0 O
oo0o,0 o0 -1 2 -1 0 0 O
oo0o,0 o0 0 -1 2 -1 -1 0
oo0o,0 o0 O O -1 2 0 O
ocoo0f06 o o o0 -1 0 2 -1
oo0o,0 o0 O O O 0 -1 2

Embora det(A) = 1, pelo Coroldrio (3.2.1) concluimos que A % Z°.
A primeira parte do somando é um Z* e a sequnda, por [14], é a matriz de Gram do

reticulado Fyg.

Assim, (Ok,by) ~ 7> & E.

Como os reticulados construidos possuem diversidade maxima, segue que o desempenho
do reticulado é avaliado pela distancia produto minima.

A Tabela (3.1) compara alguns valores da {/d, ., para as construcoes que resultam em
reticulados Z" rotacionados, citadas anteriormente.

Nas construcoes, ciclotomica via Q((,), ciclica e mista, para uma dada dimensao nao
¢ possivel fazer estas trés construgoes, ou seja, para cada dimensao existe uma (ou duas)
apropriada. Além disso, quando é possivel realizar duas construgoes nao é possivel comparar
qual construcao é melhor pois o valor da distancia produto minima do reticulado é o mesmo.
Este fato nao acontece com a construgao ciclotomica via Q((ar) e via Q((32).

Observando a Tabela (3.1) concluimos que as duas novas construgdes possuem d, i
menor do que as construgdes ja existentes [7], mas a construgao ciclotomica via Q((yr) facilita
o calculo da dp i, em dimensoes altas 2"=2 o0 que nao é uma tarefa facil de calcular para
as outras construcoes, principalmente em determinadas dimensoes 22 onde é necessério

combinar a construgao ciclotomica via Q((,) e ciclica.
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n | Ciclot. Q(¢p) Ciclica Mista Ciclot. Q(¢a2r) | Ciclot. Q((32)
2 0.66874030 - - 0.594604 -
3 0.52275795 | 0.52275795 - - 0.48075
4 - - 0.39763 0.385553 -
5 0.38321537 | 0.38321537 - - -
6 0.34344479 - 0.34958931 - -
7 - 0.23618809 - - -
8 0.28952001 - - 0.261068 -
9 0.27018738 - - - -
10 - - 0.25627156 - -
11 | 0.24045444 | 0.24045444 - - -
12 - - 0.22967537 - -
13 - 0.16002224 - - -
14 | 0.20942547 - - - -
15 | 0.20138689 - 0.20032888 - -
16 - - 0.19361370 0.180648 -
17 - 0.11292301 - - -
18 | 0.18174408 - 0.18174408 - -
19 - 0.08308268 - - -
20 | 0.17136718 - - - -
21 | 0.16678534 - - - -
22 - - 0.16080 - -
23 | 0.15859921 | 0.15859921 - - -
24 - - 0.15134889 - -
25 - - 0.10574672 - -
26 | 0.14825905 - - - -
27 - - 0.14124260 - -
28 - - 0.14005125 - -
29 | 0.13967089 | 0.13967089 - - -
30 | 0.13711677 - 0.13711677 - -

Tabela 3.1: Distancia produto minima.



CAPITULO 4

Cdédigos de Grupo Comutativo e

Reticulados

Neste Capitulo estudamos os codigos esféricos que sao associados a reticulados. Iniciamos
com uma motivacao ao estudo de cédigos esféricos para lidar com o problema de alocar
pontos sobre a superficie de uma esfera no espaco R*™ com a maior distancia euclidiana
minima. Introduzimos cédigos de grupo comutativo, toros planares, representacao de grupos,
limitantes para codigos de grupo comutativos e aplicagoes da forma normal de Smith na

caracterizacao do grupo. As principais referéncias utilizadas foram [18], [17] e [13].

4.1 Cébdigos esféricos

Constelagoes de sinais com mesma norma constituem-se nos codigos esféricos, introduzi-
dos a seguir.
Um cddigo esférico é um subconjunto finito da esfera unitaria euclidiana S™, contida

em R"™. A distancia minima de um cédigo esférico n-dimensional C C S™ é definida como

61



62 Cddigos de Grupo Comutativo e Reticulados

d=min |z -yl
x,y €C

TF#y

onde ||z — y|| é a distancia euclidiana em R"™! entre os pontos do cédigo = e y. A distancia
minima de um codigo esférico esta diretamente relacionada a “qualidade” do codigo em
muitas aplicagoes de codificacao do canal.

Um dos principais fatores para que a transmissao de um sinal ocorra com baixa proba-
bilidade de erro é que a distancia euclidiana minima entre os pontos seja grande. Por isso
a analise de desempenho de uma constelacao de sinais passa, em boa parte dos casos, pelo
calculo de sua distancia minima.

A separagdo angular entre dois pontos (que sao vetores em R") x, y € S"~ ! é arccos 2, .

A separacao angular minima do cédigo esférico C (Fig. 4.1) é definida como

d
0 = 2 arcsen (5) : (4.1)

O conjunto dos pontos sobre S"~! cuja separacao angular de um ponto fixo z € S*~! é

menor do que ¢ é chamado de chapéu esférico centrado em x com angulo ¢ e é denotado por

Co(n,¢) ={y € S" ' : 2y > cosp}.

Figura 4.1: Separacao angular minima 6.

Em [39], Slepian estabeleceu de maneira geral os conceitos sobre cédigos de grupo e

codigos esféricos para o canal gaussiano. Neste trabalho, Slepian apresentou a construcao
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dos cédigos de grupo para a alocacao de pontos sobre a superficie de uma hiperesfera e
os problemas da escolha do grupo e do vetor inicial. Desde entao, varios pesquisadores
veém buscando aplicar esta teoria, de modo a conseguir alcancar o objetivo de alocacao dos
pontos sobre uma hiperesfera com a maior distancia euclidiana minima através da obtencao
do grupo que é admitido no processo.

De maneira geral, dada a dimensao n e um ntmero de pontos M queremos saber qual o
c6digo esférico [M, n| com a maior distancia minima. Este cddigo é chamado timo. Achar
um cédigo 6timo é um problema muito dificil. Na esfera euclidiana S? C R?, este problema é
conhecido como o problema de Tammes. Configuracoes 6timas de pontos na esfera S? C R?
sao conhecidas apenas para M < 12 e M = 24, segundo [23]. Todas as outras sao as
“melhores conhecidas”, sem um prova formal de que sao 6timas.

Dentre os esforcos para resolver este problema estao:

e A construcao de limitantes para o numero de pontos M = M(n,d) de um cédigo

esférico que envolva a dimensao n e a distancia minima d.

e A construcao de coédigos que tenham distancias minimas melhores que as conhecidas

para uma determinada dimensao e quantidade de pontos.

e A determinacao do vetor inicial, da esfera unitaria do R™ que, para um determinado

grupo gerador, maximiza a distancia minima entre dois pontos quaisquer do cédigo.

Para codigos de grupo comutativo e grande niimero de pontos a busca pelo vetor inicial
otimo usando programacao linear, torna-se um problema computacional de alta comple-
xidade, e isto motivou-nos a utilizar ferramentas que viabilizassem um procedimento da
procura de cédigos muito bons em casos especiais.

Os cédigos de grupo comutativo em dimensao par, 2m, podem ser vistos sobre toros
de curvatura gaussiana nula, os toros planares ([18], [17]). Tal caracterizagao permitiu a
construcao de limitantes para a cardinalidade de um cédigo de grupo comutativo em termos
de sua distancia minima, de seu vetor inicial e da maxima densidade de empacotamento de
esferas em R™, onde m é a dimensao do toro [18].

A partir de agora, todas as constelagoes estudadas serao esféricas, ou seja, todos os pontos

terao energia igual e constante. Na comparacao de constelagoes de sinais, vamos supor que
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todos os pontos tém energia igual a um, ou seja, as constelagoes estao sobre a esfera unitaria.

4.2 (Coddigos de grupo comutativo

Nesta segao definimos cédigos de grupo com foco nos codigos de grupo comutativo,
pois codigos esféricos gerados por grupos comutativos de matrizes ortogonais podem ser
determinados pelo quociente de dois reticulados, quando o sub-reticulado é “retangular”
([17], [18]). Além disso, apresentamos aplicagoes da forma normal de Smith na caracterizagao
do grupo gerador.

Como as matrizes ortogonais determinam isometrias do espago euclidiano, estes codigos
sao geometricamente uniformes, como definido no Capitulo 2. Assim, possuem as regioes
de decisao isométricas e uma distribuicao de pontos homogénea, o que facilita na hora das
analises de desempenho e decodificacao.

Vamos analisar uma classe de cédigos de grupo para o canal gaussiano, gerada a partir
de grupos comutativos de matrizes ortogonais. Tais cddigos, podem ser descritos de maneira
muito parecida com a dos codigos algébricos lineares. Nosso estudo pressupoe o modelo

vetorial do canal gaussiano branco (AWGN), conforme descrito no Capitulo 1.

Definicao 4.2.1. Seja x¢o € R” e G um grupo de matrizes n x n. Chamamos de orbita de

xg por G ao conjunto

G(xo) = {g(w0); g € G}.

Definicao 4.2.2. Um cédigo de grupo C ¢ a érbita de um vetor v na esfera unitdria S™ 1
por um subgrupo G = {O;}M, do grupo das matrizes ortogonais n xn, O(n), tal que o cédigo
C = {0}, € substancial em R™ (ndo estd contido em um hiperespaco, isto €, subespago
vetorial de codimensao 1).

Quando o subgrupo de O(n) for comutativo, teremos um cédigo de grupo comutativo.

Uma consequéncia imediata desta definicao é que um cédigo de grupo é geometricamente
uniforme, isto ¢, existe sempre uma isometria que leva uma palavra em uma outra da cons-

telagdo. Portanto, todas as regioes de decisao sao isométricas, o conjunto das distancias de
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uma palavra a todas as outras e o nimero de seus vizinhos ¢ invariante em toda a constelagao.
Assim, a probabilidade de erro de todas as palavras é a mesma.

Uma forma canodnica para o grupo G pode ser obtida do seguinte teorema:

Teorema 4.2.1. [27] Um grupo comutativo G = {O;}M, de n X n matrizes ortogonais reais
pode ser levado por uma transformacao ortogonal ) em matrizes de blocos diagonais da

forma

~ 2rk; 27k, . . t
0; = [R( 7;\41> 7R< 7;\4 )’M2m+1(l)="'l‘n(l) =Q0Q, (42

nxn

onde k;; sdo inteiros, os blocos R(a) sao rotagoes em dimensdo 2,

cos (a) —sen(a)
R(a) = ,
@) sen (a) cos(a)

em(@)==xL,1=2m+1,--- n.

Estamos interessados em estabelecer uma conexao entre codigos de grupo e reticulados.
Para caracterizar um cédigo de grupo comutativo como o quociente de reticulados é ne-
cessario determinar o conjunto de geradores e a classificacao do grupo correspondente. Estes
serao importantes para determinarmos as configuracoes dos pontos no codigo esférico. Os
grupos ciclicos tem uma estrutura algébrica mais simples, pois possuem uma unica matriz
geradora.

No que segue, mostraremos como resolver este problema.

Definigao 4.2.3. Um conjunto gerador de um grupo G € um subconjunto S de G tal que

todos os elementos de G se escrevem como produto de elementos de S e dos seus inversos.

Como todo reticulado é um Z-mddulo livre, o teorema dos divisores elementares sera til

no que se segue para determinar a estrutura do grupo G.

Teorema 4.2.2. (Teorema dos Divisores Elementares, [15]). Seja L um Z-submddulo de um
mddulo livre L' e de mesmo posto. Entdo existem inteiros positivos dy, - - - ,d, (chamados de

.. ’ . . -~
divisores elementares de L em L') satisfazendo as sequintes condigoes:

1. Para todo i tal que 1 < i < n temos d; divide d; 11, isto €, d;|d; 1.
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2. Como Z-mddulos, temos o isomorfismo

L'/L~ P %Z,

1<i<n

e em particular [L' : L] =dy---d, ed, ¢ o expoente de L' /L.
3. Existe uma Z-base (wy,--- ,w,) de L' tal que (dywy,--- ,dyw,) é uma Z-base de L.
Além disso, os d; sio unicamente determinados por L e L.

Podemos determinar a estrutura do grupo G de modo matricial e para isto usamos a

seguinte defini¢ao:

Definicao 4.2.4. Dizemos que uma matriz B de ordem n X n estd na forma normal de
Smith se B ¢ uma matriz diagonal com coeficientes inteiros ndo negativos tal que b; ;|biy1 ;41

para todo i < n.
O teorema a seguir explica o uso desta defini¢ao.

Teorema 4.2.3. [13] Se A é uma matriz n x n, com coeficientes em um dominio de ideais
principais R e determinante nao nulo, entao existe uma unica matriz D na forma normal

de Smith tal que D = PAQ, com P e (Q matrizes unimodulares em R.

Neste trabalho consideraremos R = Z.

Como ilustracao encontramos D para matrizes 2 x 2. Considere

a c
A= , detA #£0.
b d

Seja d = mdc(a,b), entdo pela identidade de Bezout, Iz, y € Z tal que d = ax + by.

Temos que

dlao=3da€Z|a=ad
db—= 3B €Z|b=0d
~ . r Yy .
Logo, d = adx + fdy = 1 = ax + PBy. Entao, a matriz tem determinante

—ﬁ(l/

igual a 1. Isto garante que ela é invertivel.
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Além disso,

x oy a c d cr + dy
-3 « b d —af +ba —cf+ ad

Como d divide —af3 + ba, uma operagao por linha reduz esta matriz a uma da forma

d u
0 v

Um argumento similar, aplicado a primeira linha ao invés da primeira coluna, permite-nos

multiplicar a direita por uma matriz invertivel e obter uma matriz da forma

onde dy = mde(d, u).
Continuando este processo, alternando entre a primeira linha e primeira coluna, produ-
ziremos uma sequéncia de elementos d, dy,--- tal que dy|d, ds|dy, -+ ,diq|d;, -

Considerando (a) o ideal gerado por a, onde a € Z, temos que
(d) € (d1) € (dy) C -

Como qualquer sequéncia crescente de ideais principais é estacionaria [36], devemos ter

em um numero finito de passos, a redugao a uma matriz da forma

[0 f g
ou
g h 0 h

onde f divide g.

Com mais uma operacao de linha ou coluna, chegaremos em uma matriz da forma

0
0 k

Para obter a forma normal de Smith, seja e = mdc(f, k). Pela identidade de Bezout,

dx,y € Z tal que e = fx + ky. Temos
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elf = dacZ|f=uae
elk = 3P €Z|k=pe

Fazendo as seguintes operagoes de linha e coluna,

f o f 0 f 0 f o ae 0
— _— = =
0 k fx k fr+ky k e k e k
0 —ka 0 —ka 0 —ka e 0
— = — — ,
e k e fe e 0 0 —ka
obtemos uma matriz diagonal na forma normal de Smith pois e|(—ka). d

No caso geral, se d; = b;; indicar o i-ésimo elemento da diagonal na forma normal de

Smith, o Teorema (4.2.3) pode ser escrito

d 0 - 0
A=pPL 0 dp oo 0 .Q‘l
0O 0 0 d,

com d;|d;11 para 1 <i < n.

A forma normal de Smith pode ser reinterpretada no contexto de reticulados, que é o
que utilizaremos no préximo capitulo.

Considere a e 3 duas bases de R™, A, um sub-reticulado de Ag, A, e Ag gerados por o e
B, respectivamente, e A = (a;5), a;; € Z a matriz da base « escrita em relacao a base 3 por

colunas. Assim, de acordo com a Defini¢ao (2.1.6), escrevendo na forma coluna temos que
Ao = {xt = MGAN'|X € 2},

onde Mg é a matriz geradora de Ag.
Estamos interessados em determinar o niimero de pontos M e o grupo obtido pelo quo-

A
ciente A_ﬁ Do Capitulo 2,

(67 Aﬁ

Ao

_ wol(Ay)
~ wol(Ap)

= |det(A)|.
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Logo, o numero de pontos M é dado pelo médulo do determinante da matriz A. Deter-

: : . Ag . ,
minamos o grupo e o conjunto de geradores do quociente — através do seguinte teorema:
«

Teorema 4.2.4. Sejam a = {vy, -+ v} e B = {wy, - ,wy} duas bases de R™, A, e Ag
os reticulados gerados por o e (3, respectivamente, e A, C Ag. Se A = (a;;), aij € Z € a
matriz da base o escrita em relacao a base (3, entao a classificacao e o conjunto de geradores

do grupo Ag/A, sdo obtidos da forma normal de Smith de A.

Demonstracao: Como todo reticulado é um Z-modulo livre, as condicoes do Teorema

(4.2.2) sao validas para reticulados. Para garantir a existéncia de inteiros positivos dy, - -+ , dp,
que satisfacam tais condigoes, basta aplicarmos o Teorema (4.2.3) na matriz A. Deste modo,
D = PAQ esta na forma normal de Smith, isto é, D é uma matriz diagonal com coeficientes

inteiros nao nulos tal que d;|d; 1.
m

Seja ¢ : Z™ — Ag/A, o homomorfismo sobrejetivo que envia (21, , 2p,) a Z Ziw; +
i=1
A, entao Aﬁ/A ~ 7™ [kery (isomorfismo de grupos).

Seja = = {Wy,- - , Wy} uma base de Az dada pela Proposi¢ao (4.2.2) item 3, tal que

{d101, -+, dy0y,} é base de A,. Considere o homomorfismo sobrejetivo ’y 7" — Z/d1Z D

- ®7Z/dnZ dado por y(z1, -+ ,2m) = (21 + d1Z,- -+, Zp + dnZ), onde szjZ ZzzwZ
Temos que, kery é também o nticleo do homomorfismo sobrejetivo 7 e entao Z/dIZ &)

- @ Z/d,Z é também isomorfo a Z™/Kery. Portanto, Ag/Ay ~ Z/d\/Z & --- ® L/ d L ~
L, ® B Ly,

Sendo () unimodular, quando operada a direita da matriz A, ela define uma mudancga
de base no reticulado A,. Deste modo, AQ = P~!D é também geradora de A,. Como
Ag/Ny ~ Zg, & -+ ® Zy,,, as colunas de P~ determinam um conjunto de vetores {p;},
i=1,---,m que representam as coordenadas dos geradores de Ag/A, de ordem d;, na base
(. Isto pode ser detalhado da seguinte forma:

Como A é a matriz da base « escrita em relacao a base (3 por colunas, isto é,

V1 Uy - 'Umi| = |:w1 Wy - Wy, A

Segue entao que
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[Ul CREEEEE Um]-Q = [wl wy - wm].AQ

[Ul Vg - Umi|Q = [wl wy v wm].P_lD
Pu1 P12t Pim
. - P21 D22t Pom
[vl Vg +-- vm} = [wl Wy -+~ wm]. _ ) .D
L ﬁml ﬁm? Tt ﬁmm |
= [ﬁllwl—i_—i_ﬁmlwm ﬁlmw1++ﬁmmwm ]D
_ [ hy - h, } .D
Assim, d;h; = 9; € A, e entdo, d;h; = 0, ou seja, h; é elemento de ordem d; e os geradores
A — :
do grupo A—B sao os h;s, 1 =1,---  m tais que d; # 1. d

«
Outro resultado que permite calcular a ordem de um elemento no grupo gerado pelo

quociente de reticulados ¢ dado a seguir.

Proposigao 4.2.1. [17] Sejam « e 3 duas bases de R™, A, e Ag os reticulados gerados por «
e 3, respectivamente, e suponha que A, C Ag. Seja A a matriz da base o escrita em relagao a
base [ por colunas, v um vetor de Ag, e A; a matriz obtida de A substituindo v* pela i-ésima
coluna de A. Entao a ordem de v =v+ A, em Ag/A, € dada por |A|/mdc{|A1|,--- ,|Anl|},
onde |A| = |detA]|.

4.3 Toros planares

Nesta secao introduzimos os toros planares e descrevemos como estes “intermediam” a
construcao de cédigos esféricos. As referéncias para esta segao sao: [17] e [18].

O toro planar Tis, ... 5,,) pode ser identificado como o seguinte subconjunto da esfera
S2m71 .

m
Ts = Tis,, 6m) = {(z1, 22, 22) € Rzm; 512 = x%i—l + $§l € 2512 - RZ}'
=1

A cada 6 = (61, -+ ,0,) € S™ 1 6 > 0,i = 1,---,m, associamos um toro ou sua
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degeneracao de maneira que U Ts = S*™ 1 ou seja, a esfera em R*™ é “folheada”
se5m=1,5,>0
por toros.
Seja

Y @ R™ — R
yr— (y) = ((51 cos(%), 01 sen(g), cor L 0m cos(g—m), Om sen(g—m)> , (4.3)

1 61 m m
onde y = (Y1, ,Ym) sdo coordenadas em relacao a uma base ortogonal.

A aplicagao ¢ é claramente diferenciavel, tem imagem igual ao toro Ty e

g;/z = di,(e;) = —sin (g—:) €2;_1 + cos <g—j) €9;
1 sei— i
satisfaz < di,(e;), dip,(e;) >= aw, % =< e, e; >= T Portanto Y é uma
Y Yy\J Oy ay J 0. sei 7& ]
i 7 ,

isometria local entre R™ e a imagem T; = ¥(R™) C R*™. Como a curvatura gaussiana em
R™ ¢ nula, segue que os toros 75 tem curvatura gaussiana nula, neste sentido, ele pode ser
localmente “planificado” em R™. Assim em uma regiao local onde 1 é injetiva, angulos,

comprimentos, areas e qualquer volume k- dimensional £ < m, serao entao preservados e o
m

volume m-dimensional de T é o volume da hipercaixa: (27)™ H 0;.
i=1
Geometricamente, o toro planar Ts pode ser caracterizado como o quociente de R™ pelo

grupo de translagoes gerados por m vetores mutuamente ortogonais. Conjuntos de sinais
que sao imagens no toro planar n-dimensional gerados, por exemplo, por algum reticulado
m-~dimensional definirao codigos esféricos 2m-dimensionais.

A parametrizacao ¢ induz uma relacao de equivaléncia em R™ cujas classes formam um

conjunto chamado toro planar abstrato.
m

Um conjunto de representantes para essa relacao é o paralelepipedo H[O,Qﬂéi). Este
i=1
conjunto de representantes pode ser visto como um espago quociente onde os lados paralelos
do paralelepipedo sao identificados.

O espaco quociente é definido do seguinte modo: seja A o reticulado gerado pelos vetores

v; = 2md;e;, onde {e;} é a base candnica do R™, a = {vy, -+ ,v,}. Dizemos que x =
(1, ,Tm) ey = (y1, -+ ,Ym) S0 equivalentes se x; = y; mod 27d;, ou seja, x —y € A.
m

Neste caso, escrevemos = y mod A e denotamos o espago quociente por —.

A
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B T U

|

Figura 4.2: A construcao do toro planar

Dada uma base ortogonal qualquer o = {vy, -+ ,v,}, um toro planar T, = Tj, 6 =

(01, ,0m), 0 = ||§—ZH pode ser também definido pela aplicacao
T

s - R™— R™
rr+— ps(r) =z mod A==z — Z |z | v (4.4)
i=1

m
onde z = E z;v; e |x;] denota a parte inteira de z;, isto é, o maior inteiro que é menor do
i=1

V4

que ou igual a z;. Se e¢; = a relacao de equivaléncia de ps e 1 é a mesma.

T
m
Como a imagem de 1) é Ty e 1 estd bem definida no quociente v ou seja, ¥(x) = P(y)
m
se, e somente se, v =y mod A, o quociente N é identificado com o dominio da aplicacao
m
1 e, por conseguinte, e com Tjy.
U.
O toro também pode ser visto como um produto de circulos de raio §; = ||21|| e um
T

ponto sobre ele pode ser obtido a partir de qualquer outro através de um produto direto de
rotagoes.

Como a area do toro é proporcional ao produto dos raios dos circulos, dentre todos
os toros contidos em S?*™7! o de 4rea méxima é dado por & = (81,01, - ,01), ou seja,

Ts = S5, x ---x S5 (produto de m circulos de igual raio) [38].
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4.3.1 Expressoes para as distancias na imagem por .

Ao considerarmos a construcao de cédigos esféricos em R?™ partindo de sinais em R™
e usando a aplica¢do ¥, um ponto crucial é saber como a distancia d(p,q) em R™ serd
deformada para a distancia d(v(p), ¥ (q)) em R?™. Assim, considerando um toro Tj na esfera
[|vil|
2T

unitdria contida em R*" e a aplicagao (4.3) com ¢; = temos

¢(y>_(|lvlllcos<2ﬂy1> Hlesen(%yl) va|ICOS<2ﬂym> ||vmllsen(27rym))
2m ol )7 2w ol )77 2w lomll )7 27 [[0m]|

(4.5)

onde Z (;—2) =1l ex = (21, ,Tm) €y = (Y1, -+ ,Ym) sdo palavras de um cédigo.
T

Assim definimos a distancia euclidiana ao quadrado entre 1 (z) e 1 (y) na esfera de R*™ por

m

FW@, W) = v = vWIF = Z(muﬂw o) s (M) -

= 42528611 ( > (4.6)

Um caso particular que utilizaremos no caso de grupos comutativos é y = 0 = (0,--- ,0),

pois sendo estes geometricamente uniformes, o perfil de distancias a um ponto é igual para

todos os pontos e podemos escolher 1(0) para estes calculos.

m

P 00) = [[vl) - v(O0)] = ;(HUIHﬂ”‘fﬁ",vaH)Qsenz ()
- 42528611 ( ) L) 4252sen ( ) (4.7)

4.3.2 Deformacao das distancias por .

O desenvolvimento a seguir visa deduzir como as distancias de pontos em R sao afetadas
pelo mergulho v do toro.

Dado y € R™, tal que ||ly|| = r, ou seja, d(y,0) = r, que estimativa temos para

d(¢(y), 1(0))?
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A proposicao a seguir estabelece limitantes para a deformagao de distancias feitas pela
transformacao 1 que descreve o toro planar. Este resultado serd muito importante na
deducao de que poderemos reduzir a um conjunto pequeno de pontos a busca pela distancia
minima de um cédigo de grupo. A demonstragao que apresentamos é inspirada em desen-

volvimentos feitos em [18] e [38].

Proposicao 4.3.1. Seja ¢ definida em (4.3), y € R™, tal que ||y|| = r < 270 onde

Omin = min{d;; ¢ =1,--- ;m} entao
462 . sen ( ><d2 0(0)) < 4(62 + - 462 ) sen? i < r?
Demonstragio: Seja D(y) = d(4(y), ¥(0)) = |[é(y) — Y(0)]* = 4252 sent (1)

S, = {y € R™;d*(y,0) = r*}, onde d*(y,0) = ny Como S, ¢ um conjunto compacto a
=1
funcao D restrita a ele assume méaximo e minimo.

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange vé-se que estes pontos y de méaximo

e minimo absolutos devem satisfazer o sistema de equacoes

VD(y) = 2\y
Pty =

oD _ Yi Yi o Y; .
8%(1/)—45 sen (25) <25) 20, sen (5i>,031stemaﬁca

Ay; —(5sen( ) Zyz—r

Assim, se I é o conjunto de indices 7 tais que y; 7é 0, segue que os quocientes

%n(g) )
_ NN/ P
=5

2

Como

Ui , <miel
i
sen T COST — Sen
sao todos iguais. Seja h(z) = . Entdo, h'(z) = 5 .
x

Afirmacao: p(x) = zcosx — senz é decrescente em [0, 7.

De fato, p'(z) = —zsenz <0, Yz € [0, 7].
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Assim, se x > 0 entdo p(x) < p(0) = 0. Portanto, h'(z) < 0, Vo € (0,7]. Logo, h(x)

é decrescente em (0,7]. Assim, como h(z) é fungao par e decrescente em (0, 7], portanto

injetora em (0, 7|, entao % = % para todo i e [ em 1.
i !
Sendo I o conjunto dos indices i tais que y; # 0, temos os seguintes casos a considerar,

restritos a y? 4 -+ + 2 =12

1-) Sey; #0ey; =0,Vj #i,ed,j =1,---,m entao y? = r? implica y; = +r. Logo,
y:(oa 707:tT70a"' 70)

2-) Sey,y; #0ey, =0,Vk #4,j e, jk=1,---,m entdo yf—l—y]? = 72, Como para

i ; 0; 2.3
Vi, j = 1,---,m temos g— = %, segue que y; = yj;. . Logo, 32 —|—y]2. = 2 =
' ’ 252 ! (Sj
52 52 r°0* 78
2 [ 9% 2 2/ 52 2 2 ¢2 2 J Jj :
T\ TR TR g 7o
7’(5j

,/5?4—621 5 5 d;
—]:iL.Logo,y: ()’...70’iL,0’...707ir—3707...7
0; \/07 + 62 \J02 + 82 NOERT

m-) Seguindo desta forma, para y; # 0, Vi =1,--- ,m temos que

0

7’51 7”52 T(Sm
v\t s T T T e |
Vo482, oi+-+ 02 Vo448,

Concluimos entao que os pontos criticos serao da forma:

Cl  pontos y=(0,---,0, r0,---,0)

0; 0
C2 pontos y= [0, ,0,£——2 0, 0,42 0....0
\/0F + 0% \/ 07 + 07
+6y, 0y, - -+, 0.,
C™  pontos y:T< L2 4 )

VOi+ 402
Agora, vamos analisar o0 maximo e o minimo da fungiao D restrita a y? + - - - + 32, = r2.

Sem perda de generalidade, assumimos d; de forma ordenada: 61 > 09 > « -+ > 0yy.

e Para os pontos criticos da forma (1) temos



76 Cddigos de Grupo Comutativo e Reticulados

D(y) = d*(¢(y), ¥(0)) = 457 sen” (%) =’ ﬁ .
25,

Seja f(x) = r° (@) e g(z) = <senz)2' Observamos que f(z) = r?g <L> _

z 2z
2z
Assim, ,
/ :2’L>__27’:_"”_’<L> 4
Jx)=rg (295 (4;52) 2229 \2z /) (48)
Seja h(z) = N2 Como h(z) é decrescente e positiva em (0, 7] segue que (h(z2))? = g(z)

é decrescente em (0, 7], ou seja, g'(z) < 0em (0,7].
Se % € (0, 7] entdo ¢ (%) < 0. Logo, de (4.8), temos que f'(z) > 0 se % € (0, 7], ou

seja, f(z) é crescente se QL € (0,7].
T

Como 6; > 0,,, Vi =1,--- ,m, segue que
2.2 " 2 2 (T r
f(0;) = 40; sen (25i) > 447 sen (25m) f(6m), %, € (0, 7]
e Para os pontos criticos da forma (2), temos
7"(51‘ T6j
07 + 03 \/ 07 + 07
D(y) = d*(Y(y),¥(0)) =4 [ 67 sen” | | + 87 sen’® |

25, 25,

2
se !
n —_—
, 24/07 + 0%
— 4((522 +5j2) sen2 \/: = 7'2 T .
2,/0% + 62 _—
’ 2,/0% + 02
Como f(x) é crescente e \/512 + 532 > \/5i2+1 + 532-“ > > \/m > §,, segue que
f(4/07 +02) > f(Om), Vi, j=1,--- ,m. Portanto,

A(67 + 67) sen” (

N >45286n2<r) . € (0, 7]
o /52 +02) " 2m) " 9 fszysz
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Continuando deste modo, para os pontos criticos da forma (m) temos,

2
Sen 5 5
, 20/02 + -+ 52,

D(y) = d*(¥(y),(0)) = r 7
2\/0F + -+ 02,

Mais uma vez, usando o fato de que f(x) é crescente e

,/6%+~~+53nz\/5%+-~+53+~~+53n2\/5%+-~+5§+~-+5J2+-~+62n2~~
N ET .

onde d; denota a auséncia de §; na soma acima, segue que

4(5% 4. _|_53n) Sen2 ( " ) > 45%88112 (2; ) , 5 : € (Oaﬂ—]'

207 + -+ 02, VOi+ -+ 062

Como em cada um dos casos temos as seguintes restrigoes:

r<2md;, t=1,---,m

r<2my /07 +067, i, j=1,---,m

r<2my\/07 + -+ 02,
e 2m\/0F + -+ 02, > > 2y [0 + (5]2- > 218; > 270, tomando r < 276, temos que

452seH2<L)<d2 0(0)) < 4(62 + - -+ 52 ) sen? L )
m 2%, ) = (¥(y),¥(0)) < 4(5 m) ) 5%++572n

Vy tal que ||y|| = 7.
Portanto o valor minimo sera obtido para,

y:(O, 707:|:Ta0a"' 70)

na posigao onde d; = 6,3, (valor minimo de §) e o valor maximo serd para

r

. VT + - 402

(£01,- -+, E0m)
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(sobre a diagonal da “caixa”’ que define o toro).

Ainda, como senz < z, Vr > 0, segue que

24/0F 4+ -+ + 02, sen L <r
2y/01 + -+ + 02,

o que conclui a demonstracao. d

De acordo com a Proposi¢ao (4.3.1) a pior deformacao ocorre na diregdo do vetor de

norma minima do sub-reticulado.

Observacao 4.3.1. Quando a esfera de R?*" € unitdria isto ¢, (Z 67 = 1), vale a sequinte
i=1

desigualdade

462 . sen’ ( ) < d*(¥(y),(0)) < 4sen? (g) <7’

min

4.3.3 Cbdigos de grupo comutativo e toros planares

Os cédigos de grupo comutativo em dimensao par, 2m, podem ser vistos sobre os toros
planares descritos na secao anterior. Tal caracterizacao permitiu a construcao de limitantes
para a cardinalidade de um cédigo de grupo comutativo em termos de sua distancia minima,
de seu vetor inicial e da méaxima densidade de empacotamento de esferas em R™, onde m
¢ a dimensao do toro [18]. Embora c6digos de grupo comutativo nao sejam geralmente os
melhores dentre os cédigos de grupo no que diz respeito a distancia minima, eles oferecem
menor complexidade no processo de codificagao/decodificagao como é apresentado em [45].

Como, pelo Teorema (4.2.1), qualquer grupo comutativo pode ser considerado como

gerado por um grupo de matrizes dadas por (4.2), podemos derivar a seguinte proposigao:

Proposicao 4.3.2. (Lugar geométrico dos cédigos de grupo comutativo, [18]) Todo cddigo

de grupo comutativo é equivalente a um codigo de grupo comutativo x cujo vetor inicial é

u= (U, ,u,) e seus pontos tem a forma
(R(an)(u1,u2), -+ R(@im) (Uam—1, Uam); f2m+1 (D) Uams1, 5 (1)), (4.9)
27Tkij , - . . i

onde a;; = e R(a;j) € a rotagcdo no plano de angulo a;j. Mais do que isto, sen = 2m, x

M
estd contido no toro planar Ts, onde § = (81, -+ ,0m) satisfaz 62 = u3, | + u3;.
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Demonstracao: A demonstragao é direta considerando matrizes divididas em blocos 2 x 2.

Cada um destes blocos na diagonal atua preservando o circulo contido no plano dado pelos
pares de coordenadas subsequentes. Comegando com o vetor inicial u = (ug, -+ ,u,), onde
07 = uj; , +uj;, com 1 < j < {gJ , um j-bloco na diagonal de qualquer matriz do grupo G
é uma matriz ortogonal 2 x 2 que leva o par (ugj_1,u2;) em outro par no mesmo circulo de
raio 9;. d

Se no Teorema (4.2.1) tivermos 2m = [, entao o c6digo comutativo G(u) é gerado por

matrizes de rotacao 2 X 2 nos pares (ug;_1,us;), ¢ = 1,--+ ,m, isto é,

(R(air)(ur,ug), - R(@im) (U2m—1, Uzm)),

onde u = (uy, -+ ,ugm), G(u) CTs CR*, 6= (61, ,0m), 02 = ud_; + u,.
Neste caso, dizemos que o grupo comutativo G é livre de blocos de reflexdo. Por blocos

de reflexdo nos referimos a blocos 2-dimensionais

-1 0
0 1

+

que aparecem na forma candnica quando 2m < n.

Para cédigos de grupo comutativo livres de blocos de reflexao, é sempre possivel consi-
derar o vetor inicial como u = (01,0, ,d,,,0). De fato, podemos considerar (ugx_1, uog) #
(0,0), k=1,--- ,m, pois se (ug_1,us) = (0,0) o cédigo de grupo gerado nao é substancial

pois, uma vez que, estard contido num espago de dimensao 2n — 2. Seja O, = /u3,_| + ud,,

temos entao (ugk_1, usr) = Ox(cos by, sen by ), onde (cos by, senby) = a(u%_l,u%). A isome-
tria R?™ — R™ dada por (R(—0,), -+, R(—0,,)) leva o vetor inicial u = (uy, -+ , Usy,) em
(01,0, -+, d,,0).

Assim o vetor inicial determina o toro planar Ts no qual o cédigo estara contido. Além
disto, como veremos a seguir, codigos de grupo comutativo em dimensao par, n = 2m, cujas
matrizes do grupo gerador sao livres de reflexao, estao diretamente relacionados a reticulados.

O vetor inicial u = (§1,0,82,0,--- ,9,,,0) é a imagem através do toro da fungao v (4.5)
de 0 € R™. Podemos associar a rotagao dada pelo j-bloco 2 x 2 de O; a um deslocamento

. ~ n__ . . . .
na direcao e; em R27", gerando um reticulado. Mais especificamente; existe uma corres-
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pondeéncia, através da funcao ¢, entre O;u, onde

o 271']@'1 277—]{;1%
o= () 2 Gt

27’(‘]{32‘1(51 277[{%%5%
M M

276, A
no reticulado H ( m ) 7 C R™, restrito a hipercaixa B = H[O, 279;). De fato,

i=1 i=1

€ 0 ponto

M T M

271'/%151 277']{71% 5%

i R Vi
2mki10 2k;n 5n
& (1, ,x;)z(wﬂ/[l Lo 22 M mod 27
2mk;10 kind
< (xla 75[%) = ( 7"-]\41 1, ) ]\42 ) +27T 51t1, ,5%t%)7
. k10 2mk;ndn
ti € Z,’L = 1’ 7%. Assim, @/Jfl(OZ(U)) = ({E17..- 71‘%) = ( i 7#) +

27(51t1, ce ,(5%t%>

Isto nos leva a seguinte proposicao:

Proposigao 4.3.3. [18] Seja G(u) = {O(u), O € G}, w € S™' um cddigo de grupo co-
mutativo de ordem M em dimensao par, onde u = (91,0, - - ,(5%,0). Se os elementos de G

sdo blocos livres de reflexdo entdo a imagem inversa ¥~ (G(u)) € o reticulado A gerado pelo

271']{@1(51 27Tk’g%(5%
Vp; Vg = M I M

m

2mo;

que contém o reticulado H ( MZ) 7. como um sub-reticulado “retangular”.
i=1

conjunto

O quociente dos reticulados ——————— induz um grafo sobre o toro planar cujos vértices

H(QW@Z)

i=1
sdo precisamente G(u). Este quociente de reticulados pode ser visto como o cédigo de bloco
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linear sobre Zy; gerado pelo conjunto {k; k¢ = (ke1, -+, ken )} deformado pela aplicagao

).

Uma referéncia para cédigos de bloco lineares sobre Zy, é [11].

¢(x1, - ,xn) =2m(6121,++ ,0n

|3

Como temos representantes de todas as classes do quociente na “caixa” que define o toro
planar, o c6digo de grupo dado na Proposigao (4.3.3), é a imagem do reticulado acima na
“caixa” B que define o toro planar Tj.

Do ponto de vista de cddigos, o importante é ter distancias minimas maiores possiveis.
Para um ntmero fixo M o cédigo esférico sera a imagem de M pontos do sub-reticulado que
estao dentro da “caixa” que define o toro. E de se esperar que um maior espacamento entre
os pontos no R™ ocorra para toros com maior volume m-dimensional. Como comentamos,

uma esfera em R?*™ ¢ folheada por toros, dentre estes o de drea méxima é o que é definido
1 1

fato, dado que 1, tal como em (4.3), é uma isometria local entre o paralelepipedo H[O, 270;)
i=1

por uma “caixa quadrada”’: Ty com 0 = ( ) para uma esfera de raio 1. De

e Ty, segue que a area desses objetos é a mesma. Ou seja, A(J) = (2m)™ H 0;.
=1

Para maximizar A(J) restrita a G(§) = [§]*> — 1 = 0, usaremos o método dos multiplica-

dores de Lagrange. Notamos que

m

VA= (2™ (6

=1

)

Nl

*+Om)ei,

onde 5/; denota a auséncia de ¢; no produto 6; - - - 0., €
VG =2(61,  ,0m)-
Assim, o problema se resume a encontrar as solugoes do sistema

27) (805 0m) = A20; 1<j<m
6] =1

Multiplicando a primeira equacao por d;, obtemos que todos os pesos devem ser iguais.

Usando este fato na segunda equagao, segue que

mi? =3 5= 8 =1
=1 1=1
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Logo, ¢; = . Portanto a maior drea que um toro plano Ts pode ter é A(\/Lm, e 7\/_1%) =

3=

(Z)m

4.4 Limitantes para cédigos de grupo comutativo

No que segue introduzimos o limitante dado em [18] para cédigos de grupo comutativo.

Consideremos um cédigo em Ts com M pontos e distancia minima d. Isto equivale a um
empacotamento de M chapéus esféricos sobre Ts de maneira que seus centros distem entre si
no minimo d. Como a érea g-dimensional ocupada por estes chapéus ¢ no maximo a area do
proprio toro Ty, o nimero de chapéus também é limitado. Vamos dar uma estimativa para
a area destes chapéus e depois apresentar um limitante para M, supondo que a distancia
minima d é fixa.

d
Um chapéu esférico sobre o toro Ts centrado em xy e de raio p = 3 ¢ definido por
B (x4, p) = {x € Ts; (xog — v, 20 — x>1/2 < p}.

Para cada parametro 0 = (d1,---,dy), 0 volume f-dimensional V'(0) do toro Ts é o

n

2
produto das medidas dos lados da “caixa” que o gera: H(27T5,~). Como todo cédigo de grupo
i=1
comutativo de dimensao par com vetor de raio 6 mora em Ty, V' (§) certamente traz restrigoes

sobre a distancia minima deste c6digo. Observamos que o volume de B”%(zg, p) é o mesmo
que o de S, = 1B (g, p), pois ¥ é uma isometria local e procuramos uma estimativa
para este ultimo.

Como os toros planares sao homogeéneos [12], o volume de S, independe do ponto central
xq escolhido, depende apenas de p e da proporgao da “caixa” (dada pelos d;) que define o

toro planar. Assim, o problema se restringe a obter uma estimativa do volume do conjunto
m & Yi
5, = (v € B D(5) %), onde D) = [[6(0) — w(O)|P =43 s (25
i=1 '

Observamos que o bordo do conjunto S,, ou seja, {y € R™; D(y) = p*} é um compacto,

portanto a funcao G(yy, -+ ,Ym) = Z y? restrita a ele assume maximo e minimo. Usando
i=1
o método dos multiplicadores de Lagrange, em [18] é obtido o resultado a seguir, o qual

adaptamos para obter o resultado dual na Proposicao (4.3.1).
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Proposicao 4.4.1. [18] O mdzimo e o minimo de G(y1,+ -+ ,Ym) = ny restrita ao bordo

=1
m

de S,, ou seja, ao conjunto {y € R™; D(y) = p*}, onde D(y) = 4251-2 sen” <2%f) , $G0
i=1 ‘

412 arcsen?(£) e 4 arcsen?(2), respectivamente, onde 1 € o menor dos raios d;.
2% 2/ ) i

Coroldrio 4.4.1. [38] O volume (m-dimensional) do conjunto S, € no mdzimo Vi, (2 arcsen(£;))™
e no minimo V(2 arcsen(£))™, onde V;, é o volume da esfera S™ ' C R™ de raio 1 e ju € o

menor dos raios 0;.

Ainda, devido a homogeneidade do toro temos a seguinte proposi¢ao, que sera usada para

estabelecer um limitante superior para cédigos de grupo comutativo em dimensao par:

Proposigao 4.4.2. [18] Seja Ts o toro planar em R*™, x € Ts e ¢ sua parametrizacao.
Entao B(yp~'(x),2arcsen(5)) € v~ '(B"(x,p)) C B(@D*l(a:),Q,uarcsen(ﬁ)), onde B(y,r)

denota a bola em R™ centrada na origem em y e raio r, jt € 0 menor raio o;.

Todo c6digo {z;}, com distancia minima d em T ¢ um empacotamento de M chapéus

B"s(z;,d/2), implicando na unido disjunta de conjuntos UL, ¢~ (B (z;,d/2)) em H[O, 274;),
i=1
pois 1 é uma bijecio. Portanto a unido UL, B(y " (x;, 2 arcsen(d/4))) é disjunta. Conse-

quentemente, reduzimos o problema de empacotamento em 75 para um problema de empa-
m

cotamento de M bolas no paralelepipedo H[O, 2md;). Como no paralelepipedo ¥~ ({z;})
¢ um subconjunto de um subgrupo discre;::olde R™, ou seja, esta contido em um reticulado
de R™, este empacotamento deve satisfazer A,,, a densidade maxima de empacotamento de
um reticulado em R™. Mais ainda, nos limitantes aparece o quociente A,, = %, onde V,, é
o volume da esfera de raio 1 em R™. Este quociente é conhecido como a mzixigla densidade
de centro de um reticulado em R™.

Consideramos um cédigo de grupo comutativo livre de reflexées, G(u), de ordem M em
R?™ e um empacotamento por chapéu esférico de raio p centrado na palavra cédigo. A
imagem inversa da uniao dos M chapéus tem um volume m = g-dimensional menor do que

o volume total da “caixa” em R™, entao

M volume(p (B™ (u, p))) < [](24:).

i=1
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Além disso, usando a Proposigao (4.4.2), para x = u (vetor inicial) e ¥ ~1(z) = 0 € R™

podemos afirmar que

M~volume (B(O 2arcsen — ) ﬁ 270;) AGu) ﬁ 216;) A
=1 =1

onde Ag,) ¢ a densidade do reticulado associado ao cédigo (Proposigao 4.3.3) e A, é a

melhor densidade do reticulado em dimensao m. Portanto, temos

MV, (2 arcsen > ﬁ 270;) A (4.10)
i=1

onde V,,, é o volume da esfera unitaria em R™.
Denotando A, = V_m a melhor densidade de centro para reticulados em R™, enunci-
m

aremos um limitante de codigo de grupo comutativo envolvendo algumas propriedades de

reticulados.
Proposigao 4.4.3. [18] Todo cédigo de grupo comutativo G(u) de ordem M em R*™ ljvre
de blocos 2 x 2 de reflexao com distancia minima d e vetor inicial (uy,- -+ ,Uoy,) satisfaz

m

" H(ugi—l + ugi)lmAm m
i m
M < 7,71 < Am ,
- (arcsen 4)m - ((arcsen %).mlﬂ)

onde A,, € a densidade de centro mdzima de um reticulado em R™.

- . , . d
Demonstragao: Basta observar que o raio de empacotamento é definido por p = 5 Subs-
tituindo p em (4.10) e isolando M segue a primeira desigualdade. A segunda desigualdade
segue do fato de que, como mostramos na Se¢ao (4.3), o toro de drea maxima em uma esfera

unitdria tem todos os raios iguais a ——. Assim,

vm

m ™ m
7 | [(u3io +13,)'? < (W) -

i=1
d

Podemos enunciar a proposicao acima como limitacao para a distancia minima, da se-

guinte forma:
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Proposigao 4.4.4. (Limitante do toro) [18] Todo cddigo de grupo comutativo G(u) de ordem

M em R*™ livre de blocos 2 x 2 com distancia minima d e vetor inicial (uy, -+ , Usy) satisfaz

M Ml/m

\/H(u§z1 + ) A RN
d<4sen | m =1 < 4sen <7r (m—m>)7

onde A,, € a densidade de centro mdxima de um reticulado em R™.

Para M grande, d serd pequeno e pela Proposi¢ao (4.4.2), a imagem inversa do chapéu
esférico estard arbitrariamente mais préxima do empacotamento reticulado em R™ e portanto

estarao préximos do limitante estabelecido aqui. Esta propriedade segue do fato que o raio

2 arcsen (g)

21 arcsen < ﬁ)

Isto significa que a imagem inversa de um chapéu esférico de raio p no toro plano em R*™

= 1.

méximo e o raio minimo na Proposigao (4.4.2) tende a 1, limp 0

sera aproximado, para p pequeno, a uma bola em R™.
Para fins comparativos, este resultado sera de grande importancia no préximo capitulo, no
qual construimos cédigos esféricos com o objetivo de obter distancias minimas mais préximas

do limitante da Proposigao (4.4.4).

4.4.1 Procedimentos para gerar cédigos de grupo comutativo

com boa distancia minima.

De acordo com o exposto até aqui, para o calculo da distancia minima de cédigos esféricos

construidos através do quociente de reticulados, faremos as seguintes consideragoes:

1. Seja A, um sub-reticulado de Ag, A, e Ag com bases a = {vy,-+ ,v,} ortogonal e

m

B = {wy, -, Wy}, respectivamente. Se A = (a;;)i%_;, a;; € Z ¢ a matriz da base «

escrita em relacao a base (3 por colunas, isto é,
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a1

Q12
/Ul /U2 .. /Um = wl w2 ... wm

Q1m

entao para cada 9; =

il
27

(61,0,02,0++ ,0,,0) com grupo comutativo G = {O;}M, e M = |detA| pontos.

2. De (4.11) segue que

air Qo Am1
12 Qg (m2
[wl w2 P wm]: [Ul U2 P vm
L CNle CNL2m CNme i
onde (a;;)"_, = A7l = ! (Cof(A))".
I70= detA
Logo,
ki ko Fm1
1 k1o koo k2
wy wg - wm:|: [01 Vg - Um]'detA . .
L klm k?m kmm
Portanto,
1 1 1
v detA 1oL+ detA 2v2 + detA v
Tomando v; = 27de;, i = 1,--- ,m temos que,
1k26+1k2(5++1k2(5
W; = T Ki14T01€ 4 Ri24T02€ T T T Rim 4T OmEm
detA™ ™ 1 iletA 2anvate det A
= | ——kiu2m01, ——kiomdo, - - -, Kimmom, | .

det A det A det A

a2

22

Q2am

amm

(4.11)

, 0 codigo esférico associado tem por vetor inicial v =

(4.12)
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Aplicando a funcao 1 definida em (4.3), temos que

b(w;) = ||U1||COS 27kix HUleen 27kix va”COS 27kim ||Um||sen 27kim
' 27 detA )’ 2w detA )’ 7 2rm detA )’ 2m detA
[ ol ]
2m
ﬂ'ki

R(2dctAl) 0

R (2zkum) [[vml]

¢ 2

0

Ou seja, o cddigo esférico gerado pelo quociente 72, tem por um vetor inicial o vetor
{3

da direita e por matrizes ortogonais geradoras O; dadas acima a esquerda.

3. A forma normal de Smith fornece um conjunto minimo de geradores no toro e estes
determinarao matrizes de rotacao geradoras em R?™. As matrizes de rotacao geradoras

determinarao a disposicao de cada palavra-cédigo O;u, i = 1,--- ,m em S?™~1 C R?™.

No Teorema (4.2.4) mostramos que hi = Priwr + - - - + PrmiWim ¢ de ordem d;, e portanto,
um gerador do grupo quociente. Vamos ver agora como determinar as matrizes de

rotacao a partir dos geradores do grupo.

Temos,
Pii r Dim
D21t Dom
[ h1 hm ] - [ W W, ]
L ﬁml T ﬁmm |
De (4.12) segue que,
ki oo ko Pii * Dim
1 ko -k D2t '+ Dom
[hl hm} - [Ul Um]detA .
_klm kmm_ _ﬁml ﬁmm_

Portanto,
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1

hi = —— ki Dq: Ce k 5. .
7 detA ( 1mP1i + + mmpmz)vm

1
k111 + - - + K1 Dmi e
(11171 + + mlpm)v1+ +det1

Assim, o grupo comutativo G' = {O;}M, ¢ levado em matrizes de blocos diagonais da

forma

ONz' _|r 27 (kipri + -+ - + KmiDPmi) - R 27 (kympPri + -+ + KmmPmi)
detA detA 2mx2m

e neste caso, o cédigo de grupo G(u) serd gerado por rotacoes 2 X 2 nos pares

(512 ||UZ||,O),7/: 17 7m'
s

4. De (4.7), a distancia euclidiana minima ao quadrado de ¥(w;) a ¥(0), w; =
(wj1, wjo, -+ ,Wjm) € Ag, j = 1,--- ,m, onde w; é um dos vetores que geram Ag

é

7191 k-
2 . =4S 2sen? | ) =4S §2sen? [ ) —
d*(1(w;),¥(0)) ;(5@ Sen ( 2, ) p 0; sen <‘detA|)

m
=4 Z 67 sen’ (maj;) .

i=1
5. Estamos interessados em encontrar a maior distancia euclidiana minima no cédigo
esférico. Mostraremos no Capitulo 5, em cada uma das construgoes de sub-reticulados
14 desenvolvidas, que a menor distancia é atingida, sob certas restrigoes, pela imagem
de um dos vetores de norma minima da base que gera o reticulado e para isto fazemos
o uso da Proposicao (4.3.1). E este fato que viabiliza o caleulo da distancia minima do
codigo esférico, de forma quase imediata, mesmo para cdédigos com um enorme nimero

de pontos.

Observacao 4.4.1. Um dos fatores importantes a considerar na construcao de sub-reticulados

SN

a deformagdao. Onde existe maior deformacgao a distancia minima € pior. A deformacao
¢ maior na direcao de colagem do toro, e esta coincide com os vetores do sub-reticulado.
Como a distancia minima € atingida pela imagem de um dos vetores de norma minima da
base que gera o reticulado, o ideal é que os vetores do sub-reticulado se afastem o mdximo

possivel dos vetores de norma minima do reticulado original.



CAPITULO 5

Construcao de Cédigos Esféricos

Através do Quociente de Reticulados

Nosso objetivo neste capitulo é a construgao de codigos esféricos através do quociente
de reticulados, de forma a obter as melhores distancias minimas. Assim, pesquisamos a
existéncia de sub-reticulados A, Z™- rotacionados ou “retangulares” (os vetores da base
a sdo mutuamente ortogonais) a partir de reticulados Ag que possuam boa densidade de
empacotamento, mais especificamente neste trabalho, As, D3, D,e Eg que sao os que tem
maior densidade de empacotamento em suas respectivas dimensoes.

Num reticulado Az de dimensao m em R™, temos naturalmente uma estrutura de anel in-

duzida por Z" e portanto, um grupo aditivo abeliano a ele associado. Dado um sub-reticulado
Ag
Ao

um grafo num toro planar m-dimensional, ou seja, as classes laterais de A, em Az podem

A, C Ag, o quociente terd portanto, estrutura de grupo e podera ser identificado com
ser vistas como vértices de um grafo sobre o toro planar gerado por A, e induzem um cédigo
esférico em R?™. A estrutura de grupo do quociente de reticulados B Jeterminard o grupo
Ao
gerador do codigo e a sua representacao nas matrizes ortogonais 2m x 2m.
Para obtermos as melhores distancias minimas procuramos por condi¢oes que tornem os

vetores da base a com normas aproximadamente iguais, isto é, com a base de forma a deixar

a “caixa” que define o toro mais proxima de um “cubo”, o qual determina o toro de maior

89



90 Construcao de Cédigos Esféricos Através do Quociente de Reticulados

“4rea” na esfera do R*™.

Destacamos também as proposigoes (5.1.1), (5.3.1), (5.4.1), (5.5.1), que mostram-se par-
ticularmente importantes quando os valores sao grandes para o nimero de pontos M. Nestes
casos, por exemplo, a busca por exaustao é inviavel computacionalmente e baseados nestes
resultados, temos que basta calcular as distancias para um nimero pequeno de pontos (as
imagens dos vetores de norma minima) para determinarmos a distancia minima do c6digo

independente de quao grande seja M.

5.1 Sub-reticulados “retangulares” do reticulado

hexagonal A,

Considere o reticulado Ag = Ay, com = {(1,0), ( ﬁ)

%, 5 }, uma base de A,. Nosso inte-
resse ¢ encontrar um sub-reticulado A, de Ag, tal que o = {vy, v} seja uma base ortogonal
de Ag, isto é, < vy,v9 >= 0.

Se

v; = aw; + bw,

vy = cwy + dwo,

e[S

ondea, b, ¢, d € Zew, = (1,0), wy = (%, ), ent@o podemos escrever < vy, v9 > da seguinte

forma:

<wp,w; > <w,w > c
< V1,V > = |:a bi| .
< Wo, w1 > < Wy, Wy > d
L 3
- [a b}' 1
EREREK

Observamos que a matriz acima dada pelo produto interno entre os vetores da base (3 é
a matriz de Gram do reticulado A,.

Sem perda de generalidade, podemos considerar w; = (v/2,0) e wy = \/5(%,\/75), de
modo a tornar a matriz de Gram com coeficientes inteiros.

Logo,
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: 2 1
<V, V2 > = a b
- 1 2 d
N T 10 1
= | a b V2 V2 V2 V2
J D S O 0 3 4L d
[ V2 V2 V2 V2
11 1 1 1 1 1 -1
= |a b|—F5= — .
Ive | -1 1 03] VvV2]|11 d
- 1 0 ¢
== a b ~ 9
0 3 d
Onde[di)]zx%[a—b a+b}e_dl~)]=\%[c—d c+d |.
. e - . &= —Mb
Assim, < vy,v9 >=0<=<(a,b),(¢,3d) >=0=>(¢,3d) = A\(=b,a) = ¢ . R
d=2a
3

Wl > DO | > o > %|>, §||H S|H
I " L} 1 [\3 [\3 [\D
—_

e \=3k, k€Zou

o 3|(—(a+2b)) e 3|(2a +b)
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Mas como, vy é solugao, miltiplos dele com coordenadas inteiras na base {w;} também

sao solugoes, obtemos o teorema a seguir:

Teorema 5.1.1. Os sub-reticulados de Ay que admitem uma base o = {vy,v9} ortogonal

sao da forma A, =< vi,vy >, com
v = llvi“ € Uy = lQU;, ll, Iy € Z*,
k *
onde vy e vy podem ser das formas

i) v} = aw, + bw,y, com mdc(a,b) =1 e

vy = —(a+ 2b)wy + (2a + b)w,,

ou
2b 2a+0b
v = _(a—; )wl + ( a;— )U)g, caso 3|(—(a+2b)) e 3|(2a +b).
il)v] = wy e vy = —wy + 2w,
iii) v = wy e v3 = —2w; + wy

Chamaremos de geradores primitivos os vetores v e vy do teorema acima.
Sobre o ntmero de pontos do quociente de reticulados e do codigo esférico associado
temos:

Para geradores do tipo i)

A —(a+2b
4 <_ﬂ) — Iyl |det | @ (a+20) = Ll5(2a* + ab + ab + 2b?)
Aq b 2a+b

= L15(2a* + 2ab + 20%) = 2, 1(||[v}]]?).

ou
—(a+2b)
Ag\ _ a 3 _ bl 2
# (A—a) = lllg det b 2atb = ?(2(1, —I— Clb + Clb + 2b )

20115
3

Ll
= 172(263 + 2ab + 2b*) =

(Iv7]%).

Para geradores do tipo ii)

A 1 -1
# (_ﬁ) = l1l2 det = 2[1[2.
Ao 0 2



5.1 Sub-reticulados “retangulares” do reticulado hexagonal A, 93

Para geradores do tipo iii)

A 0 —2
# (A—ﬁ) = Uyl |det — 2l
o 11

Observacao 5.1.1. Observamos, portanto que este numero € sempre par, e que para qualquer
numero par 2k, k € Z existe um sub-reticulado “retangular” de Ay de cada um dos tipos

A
definidos acima tal que # (A_ﬁ) = 2k.

«

Analisaremos os reticulados provindos de geradores primitivos do tipo i), e mais adiante

nos restringiremos aos do tipo i) onde, vy = —(a + 2b)w; + (2a + b)ws.

Teorema 5.1.2. Nas condigoes do Teorema (5.1.1), assumimos sub-reticulados do tipo (i)

e mdc(ly,ly) = 1. O grupo associado ao quociente de reticulados <—2> serd ciclico se,
V1, V2

e somente se, na forma normal de Smith de A = (a;;) correspondente ao sub-reticulado

“retangular” eziste ag; tal que 3 fay.

Demonstracao: Afirmagao: A forma normal de Smith de uma matriz 2 x 2,

a;; a
A= T G do tipo

a21 A22

10
D= (5.1)
0 det(A)
se, e somente se, mdc(ay, a1z, Az, asn) = 1.

De fato, suponhamos que mdc(ayy, 12, as, ) =k > 1, entdao A = k.A. A forma normal

de Smith de A ¢é

PAQ =D
kPAQ = kD
PkAQ = kD
PAQ = kD

e portanto a forma normal de Smith de A nao é do tipo (5.1).
Reciprocamente, se a forma normal de Smith de uma matriz nao tem o nimero 1 na

posicao di1, temos que D = dy; D. Analisando a forma normal de Smith de A, temos PAQ =
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D. Logo,
PAQ - dllb
A=d P 'DQ!
e portanto mdc(ayy, @12, as, ag2) # 1.

Agora, procuramos inicialmente pela forma normal de Smith da matriz A do tipo i),

B —l2(a+2b)
ou A=A, 3

Lb 1(2a +D) Lh 2

~ lla —lg(a+26)

I
A=A 1

com mdc(a,b) = 1Lemdc(ly,ly) = 1.
Analisamos, primeiramente, o caso A = A;.
Suponhamos p primo, (p # 1) e p dividindo todos os elementos da matriz.

Temos que,

o p’ll

De fato, p|lia e p|l1b, como mdc(a,b) =1 = p|l;.

°pll
De fato, mdc(ly,1l3) = 1.

a+2b= k‘)k €7 2% -+ 4b — 2pk
Logo, p|(a+2b) e p|(2a+b) = pk1, k1 . ok,
20 +b=pky, ky € Z 20 — b= —phy

p(2ky — ky)

3b=p(2ky — ko) = b= "

De a + 2b = pk; temos

3pki = 3a +2(3b) = 3a + 2p(2k1 — ko) = 3a = p(2kz — k1).

Se p # 3 entao pla e p|b, contradi¢ao pois mdc(a,b) = 1. Logo, p = 3.
Agora, analisamos o caso A = A,.
Novamente, suponhamos p primo, (p # 1) e p dividindo todos os elementos da matriz.

Temos que,

o p’ll

De fato, p|lia e p|l1b, como mdc(a,b) = 1 = p|l;.
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°p [l
De fato, mde(ly,ls) = 1.

a+2b=p3ky, k1 € Z 2a + 4b = 6pk
Logo, p|%t2 ¢ p| 240 —, ot — P
2a 4+ b = p3ky, ks € Z —2a — b = —3pksy

Substituindo,

a+ 2p(2k, — ko) = 3pk; = a = p(ky — 2pks).

O que ¢ absurdo, pois mdc(a,b) = 1. Logo, 31, j tal que p fa;j, i,j = 1,2, e portanto,

med(ay1, aie, arz, a14) = 1, o que implica que o grupo correspondente é ciclico. ol
Neste trabalho, consideramos os sub-reticulados do tipo (i) do Teorema (5.1.1), com
vy = awy + bwy e vy = —(a + 2b)w; + (2a + b)ws.

Estes sub-reticulados apresentam melhor desempenho quando mergulhados nos toros

planares de esferas no R* quando satisfazem:

L. ||vf|| = ||v;]|, ou seja, a “caixa” que define o toro estd mais préxima de ser

“quadrada”.

ol = a2+ ab + 12

[v3]> = 2(2a + b)* + (—a — 2b + 3(2a + b))2 = 3a? + 3b> + 3ab.

Portanto, ||v3]|? = 3||v;||*. Logo, os bons tamanhos ocorrerao quando tomarmos v; =
1

livy e v9 = lyv; com m ~ V3~ 1,73205. Ou seja, o sub-reticulado estard mais
2

proximo de ser “quadrado” se satisfizer esta condicao.

2. Maior angulo minimo entre os vetores de A, e os vetores v; e vs.

Considerando que a “caixa” seja “quadrada”, temos que devido a simetria no eixo x
)

basta considerar a > b > 0 e assim o angulo entre v; e w; é menor do que 30°. A

situacao 6tima ocorre quando # = 15° (maior angulo minimo - angulos iguais entre v,

e wy e entre vy € wy).
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Figura 5.1: Angulo

™

Vamos estabelecer a condigao algébrica para que este angulo seja 15°, ou seja, 5.

) = L3 2a 4+ b

Sabemos que cos(12 = Syp ¢ que cosf = o8 Ly = V2v/2a2 + 2ab + 2b2

2a + b

2aZ + b2+ ab

O angulo minimo ¢ maior possivel <= cos = cos({;).

2+ b 143 (2a + b)2 _<1+\/§

Logo,

2
- - <~ (2a +
V2v/2a2 + 2ab + 22 2v/2 4(a? + ab + b?) 2v/2 > (2

2v/2

Supondo b # 0, seja k = %. Dividindo a tltima igualdade por b* dos dois lados, temos:

1++/3 Z:k
2/2

Como estamos considerando a > b > 0, a solucao valida é k = 1 + /3 ~ 2, 73205.

b)? = 4(a* + b* + ab) <1+\/§> .

(2k+1)2:4(k-2+1+k).< =-2-+V3ouk=1+3.

a
Portanto, o angulo minimo é o maior possivel para ;= 1+ /3.
No que segue, analisamos o codigo esférico gerado pela aplicacao 1 definida no retangulo

gerado pela base vy, vy como é descrita no Capitulo 4.

Mostraremos uma condigao suficiente para que a distancia minima nos codigos esféricos

gerados por grupos comutativos construidos em R?* seja atingida pela imagem de um dos
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vetores de norma minima, obtidos a partir da base que gera o reticulado A,. Antes, porém,

fazemos as seguintes observagoes:

3
1. seanx—y,V:cEO.

2. O reticulado Az = A, possui 6 vetores de norma minima, 1, obtidos a partir da base

que o gera: wi, Wy, W3 = —w; + Wy € seus simétricos.

Denotaremos o conjunto destes vetores por w,,;,. Notamos que se w € A, W € Wyip,

entao
||| > V3 (segunda maior norma neste reticulado). (5.2)
- . V31 o
Proposigao 5.1.1. Se vy, = min{||v1]], [|v2]|} > —————= =~ 3,417 entdo a distincia

2(v/3 - 1)
minima no cédigo esférico em R, definida por 1 (4.5), € atingida por algum (w), onde

|lw|| =1, w € Ag, tem norma minima.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que vy, = 270, > 1. Da Proposicao (4.3.1),

temos que d(¢(w),(0)) < d(w,0) = 1 para w € Wpp.
Seja agora W € Ag tal que ||@|] > 1 = ||@|| > /3 (5.2). Pela Proposicio (4.3.1),

d(p (), ¥(0)) = 20min sin( r ) = 22”: sin( V3 ) = Umin gin <\/§7T>

2Vmin

26»,,“” o T Umin
3
> Urniin \/§7T_ V3r l :\/3_\/327#‘
7T Umin Umin 3' 2Umin

/372

5— > 1. Seja & = Vi, Temos entéo 2(v/3 — 1)2? —

Queremos saber quando /3 —

Umin
- . o V3T
V312 > 0; z > 0, e entdo a inequagdo é satisfeita para r > ———— ~ 3,417, donde
2(v/3 1)
concluimos a proposicao. d

Observagao 5.1.2. Quando v,,;, < 3,417, temos que para caixas aproximadamente quadra-

das, isto €, ||v1]| = ||va]|, onde v e vy sao ortogonais entre si,

_VolAd)] _ [l _ 203,417
TV T T B

= 13,4822 < 14.
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Ou seja, neste caso a Proposicao (5.3.1) s6 nao serd vdlida para um nimero de pontos
menor do que 14. Como procuramos por codigos esféricos que sejam mais prorimos do
limitante da Proposicao (4.4.4), temos que de acordo com as consideragées finais do Capitulo

4, isto acontecerd para valores grandes de M.

Exemplo 5.1.1. Considere a = 273, b = 100. Logo, ¢ = —(a + 2b) = —473 ed =2a+ b =
646. Observe que mdc(a,b) = 1 = mdc(c,d). Portanto estes sao geradores primitivos do
reticulado A,. Assim temos,

vl = 273w, + 100wy

vy = —473w; + 646w,

e para cada 6; = ||UZ||, i = 1,2, o cddigo esférico tem por vetor inicial u = (d1,0,02,0) e
273 —473
M = |det(A)| = |det = 223658 pontos.
100 646
_ o 10
Calculando a forma normal de Smith, chegamos na matriz diagonal e
0 223658
‘ 273 101
na matriz P~' = . Logo, pelo Teorema (4.2.4), G =~ Zgssess € 0 elemento
100 37

101wy + 37wy € um elemento de ordem 223658.

Agora, para este sub-reticulado de Ay ter um melhor desempenho, procuramos:

1 k= % ~ 2,73205.
[
2. vy = livy, vy = vy com % = /3 ~ 1,73205.
2
e LS entiafer 273
Vemos que a primeira condigao € satisfeita, pois 155 ~ 2,73205. Agora, para a sequnda

condicao tomando, por exemplo, Iy =7 e ly = 4, temos que 1= 1,75 = V3.

Assim, para que o desempenho do sub-reticulado seja bom, vamos considerar

v = T}

Vg = 4’0;

Agora, a = 1911, b =700, ¢ = —1892 e d = 2584.
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1911 —1892
Assim, M = |det(A)| = |det = 6262424. Pelo Teorema (4.2.4),

700 2584

G = Zgogoans € 0 elemento 81wy + 299w, € um elemento de ordem 626242). Portanto
81wy + 299wy gera o grupo G.

Escrevendo os vetores de norma minima em relagao a base de A, temos que

( — 646.U1 - ].75.’02
L 1565606
1892.0; + 1911.vy
Wo =
6262424
 —692.0; + 2611.05
S 6262424

Logo, por (4.7),

1 — wZ] ) — DR
b = 0. 000) = e 3 i (1) =1, )

7=1

= I&%ﬂ{o.00190773, 0.00190773,0.00190773} = 0.00190773.

Calculando o limitante da Proposi¢ao (4.4.4), obtemos que a dp;, < 0.00190778, uma
diferenca de apenas 0.00000005. Logo, este codigo estd prorimo do limitante, para 6262424
pontos.

Observamos que se tivéssemos calculado a distancia minima sem a exigéncia do angulo e
da norma obteriamos d,,;, = 0.00939436 e o limitante < 0.010095 para 223658 pontos, uma
diferenca de 0.000700655.

Dados M e n, em [11], Biglieri e Elia mostram que o ntmero de casos que devemos
. PETEN ‘1 . M2
verificar para encontrar o codigo 6timo para grupos ciclicos é da ordem de /). Para
n/2
grupos abelianos gerais este nimero é ainda muito maior. Processos de busca, a partir de
isometrias como de [42] reduzem bastante este nimero, no entanto, um limitante inferior
para o numero total de casos a serem analisados para os comutativos gerais ¢ ainda da

ordem dada acima.
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A medida que o nimero de pontos aumenta, o nimero de operagoes envolvidas inviabiliza
o calculo, assim, para um nimero muito grande de pontos ou em dimensoes mais altas, ainda
nao se sabe qual é o cédigo 6timo.

O método que propomos neste trabalho, permite calcular diretamente um vetor inicial,
distancia minima, geradores e grupo para codigos que sao 6timos ou estao muito préximos
destes sem a necessidade de analisar casos.

No exemplo acima, para 6262424 pontos, devem ser analisados aproximadamente

4.902.242.728.866 casos em uma busca exaustiva.

Exemplo 5.1.2. Considere a = 3, b = —1. Logo, c = —(a+2b) = =1 ed = 2a + b = 5.
Observe que mdce(a,b) = 1 = mdc(c, d). Portanto estes sao geradores primitivos do reticulado
A,. Assim temos

v] = 3wy — lwe

vy = —lw; + dws.
O nuimero de pontos é M = |det(A)| = |det - = 14. Usando a forma normal
-1 5
, o 10 , -1 0
de Smith, chegamos na matriz diagonal e na matriz P~ = . Logo,
0 14 ) 1

pelo Teorema (4.2.4) G ~ Zy4 € o elemento Wy é um elemento de ordem 14. Portanto, Wy

~ A
gera o grupo G =~ 3=

S5 1
Temos que A=t = 114 134 e portanto wy = ﬁvl—i-ﬁvg, que € associado a matriz ge-
4 14
radora do grupo comutativo de matrizes ortogonais 4 x 4, Oy = [Ry,Ry] =
1 3
R(2r— ), R|2r— |]|.
U.
Para cada 6; = ||2—Z||,i = 1,2 o cddigo esférico associado tem por vetor inicial u =
T

(01,0,02,0). O cédigo de grupo G(u) serd gerado por rotagéoes 2 X 2, R;, nos pares (6;,0), i =
1,2.

Observamos que ||vf]| = 2,64575 e ||[vj|| ~ 4,58258, logo, ||vmin|| =~ 2,64575 < 3,417.
Nao podemos portanto utilizar a Proposi¢ao (5.1.1) para garantir que a distancia minima

serd obtida pela imagem de algum vetor de norma minima através da funcgao v (4.3). Deste
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modo, calculamos a distancia minima comparando todas as distancias dos 14 pontos da
magem.

A
Fazendo o quociente de A—B temos o grafo no toro planar T,, Figura (5.2).

Figura 5.2: Grafo no toro planar

Agora, para sabermos os pontos do codigo esférico, basta calcularmos a imagem dos
vértices do grafo no toro planar. Aplicando a fun¢do p, definida em (4.4) no gerador wy

encontramos que o grafo no toro planar T, tem 14 vértices, a saber

po = (0,0) = (2,2\/5) ps=(3.22)  pi=(3,V3)
n = (3 \/Tg) = W = (1,0) = po=(3,2V3)  pis=(%,2%3)
p2 = (1,V/3) = (3, \/Tg) P10 = (2,0)

ps= (3, %) :<w§> = (%)

Observamos que wy também gera G.

Por (4.7),

dpmin = min{d(¥(po), ¥ (p:)), 1 <7 < 13} =0,979945 = d(¥(po), ¥(p1)) = d(¥(po), ¥ (p10))-
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Observacao 5.1.3. Por (4.7), calculamos aqui a distancia minima na esfera unitdria, ja

2 2
. . , HU’LH .
normalizando os vetores, isto €, 5 = 1.
s
i=1

Geometricamente podemos visualizar, por exemplo, a distancia minima na imagem, entre
lvy + 3v,

14
quadrados das cordas em dois circulos, Figura(5.3).

as imagens do vetor wy = e do vetor (0,0), como a raiz quadrada da soma dos

1/14

3 21(1/14) v, A

211(3/14)

d? (1) (w2),1(0))=di+d3

Figura 5.3: Visualizacao da distdncia minima

Calculando o limitante da Proposi¢ao (4.4.4), obtemos que a dpy, < 1,25443, uma dife-
renca de 0,274481. Logo, este codigo esta longe do limitante para 14 pontos.

Uma das razoes disto é o fato de que as condigdes (1) e (2) ndo sao satisfeitas:

3
V|| = 2,64575 2 |[uZ]| = 4,58258 ¢ |L| = || = 3% 2 73205.
1 2 b 1

Alguns valores de l; e [y que satisfazem a condigdo (1) e alguns valores de a e b que

satisfazem a condi¢do (2) sao listados na Tabela (5.1).
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A Tabela (5.2) apresenta alguns cddigos esféricos gerados por grupos comutativos em
R* e sua respectiva distancia minima comparada com o limitante da Proposi¢ao (4.4.4). A

tabela apresenta também, de acordo com [11], o niimero total de casos que deveriam ser

Tabela 5.1:

aproximadamente analisados.

(ult] [a]b]
2% | 15 11| 4
15 | 26 19 | 7
52 | 30 30 | 11
57 | 33 41| 15
59 | 34 52 | 19
64 | 37 60 | 22
7|4 71 | 2
78 | 45 82 | 30
90 | 52 90 | 33

Alguns valores de [y, [; e a, b.

M Amin 01 09 Limitante Grupo Casos [11]
141180 0.012706 | 0.707368 | 0.706845 | 0.0127061 7141180 2.491.438.755
423540 | 0.00733585 | 0.707368 | 0.706845 | 0.00733588 7423540 22.423.160.565
1053780 | 0.00465076 | 0.707368 | 0.706845 | 0.00465077 71053780 138.806.272.605
1270620 | 0.00423537 | 0.706845 | 0.707368 | 0.00423537 | Z3 @ 7423540 | 201.809.080.395

Tabela 5.2: Comparacao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo em

R? e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

Observamos que a distancia minima esta muito proxima do limitante.
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5.2 Construcao dos reticulados D, e Ejy

Existem vérias relagoes entre cédigos e reticulados. Nesta secao, apresentamos apenas
umas delas, chamada “construcdo A”, dada em [14] e [19]. Essa construgao sera importante
para construirmos familias de sub-reticulados dos reticulados D,, e Es.

A aplicacao

QL — LY
(a17"' 7an)'_)(a_17"' 7@)

é sobrejetora e satisfaz a condigao
d(u+v) = o(u) + ¢(v), Yu, v eZ",

isto é, ¢ um homomorfismo de grupos.
Isto faz com que a cada cédigo bindrio linear C seja associado um reticulado, o reticulado
A(C) = ap~'(C), onde a > 0 ¢ uma constante escolhida de modo conveniente.

Se C), é o codigo
Cn = {(z1, 79, -+ ,0) € L3; Z% = 0}, (5.3)
i=1

de parametros [n,n — 1,2], entao o reticulado D,, é igual a A(C,) = ¢~ *(C,). (aqui, toma-
remos o escalar a = 1), [19].

Como exemplo, se considerarmos a seguinte versao do cédigo de Hamming H3 com
parametros [7,4,3] : o cédigo definido como o nicleo da transformacao linear dada pela

matriz,

1011100
1110010
0011001

Estendemos agora Hs a um cédigo Hy de comprimento 8, por
(I‘laxQ?"' ,CL’7,($1+"'+I7)), (54)

onde (zq,xg, - ,x7) estd em Hs.
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Como pode ser visto em [19], a constru¢io A a partir de Hy gera s, isto é, Fy = A(Hj) =
1 1,7
—¢  (Hj).
\/§¢ ( 3)
Um resultado importante que nos fornece uma familia de sub-reticulados de A(C') é dado

pela seguinte proposicao que sera utilizada nas proximas secoes.

Proposicao 5.2.1. (/19/,[14]) O reticulado 2aZ™ sempre estd contido em A(C).

Demonstragao: Sejaz € 2aZ". Assim existem xq,- -+ ,x, € Z tais que x = 2a(xy, -+ ,z,) =

a(2zy,- -+ ,2x,). Devemos provar que x € a¢ 'C, ou seja, x = ay, onde y € ¢~ 1(C), e por
conseguinte, ¢ = ¢(y), para algum ¢ € C. De fato, ¢(2z1,---,2z,) = (0,---,0), logo,
r e AC) =ap™(CO). 4

Podemos agora obter cddigos esféricos a partir de sub-reticulados gerados por 2aZ", a >

5.3 Sub-reticulados “retangulares” de Dj

5.3.1 Sub-reticulados “retangulares” de D; gerados por 2z"

Para n = 3, temos que o = {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)} ¢ uma base de 2Z* = A,. Agora con-
sideremos ( = {(1,—-1,0),(—1,—1,0),(0,1,—1)} a base de D3 = Ag obtido pela construgdo
A do cédigo C5 (5.3). Pela Proposicao (5.2.1), A, é um sub-reticulado de Ag. Observamos
que os vetores de o sao mutuamente ortogonais e portanto conjunto de sinais 3-dimensionais

no toro planar gerados por D3 definirao cédigos esféricos 6-dimensionais.

Sejam
v = (2,0,0) w1, = (1,—1,0)
Vg = (0,2,0) Wy = (—1,—170)
v3 = (0,0,2) wsg = (0,1,—1)
Observamos que como ||v1|| = ||va]| = ||vs]| o paralelepipedo que define o toro através de

¥ (4.3) forma um cubo.
O reticulado Ag = D3 possui 12 vetores de norma minima, V2, obtidos a partir da

base que o gera: wi, wy, W3, Wy = —Wy — W3, W5 = Wy + W3, Wg = —W; — Wy — W3 € Seus
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simétricos, onde ||[wmin|| = V2. Denotaremos o conjunto destes vetores por wy,. Notamos

que se W € A, W € Wyyipn, entao
||@|| > 2 (segunda maior norma neste reticulado). (5.5)

Mostraremos agora que a distancia minima no cédigo esférico em RS é obtida pela imagem

de um destes vetores de norma minima, dentro de certas condigoes.

2
Proposicao 5.3.1. Se v, = min{||vi]], ||vell, ||vs]|} > T~ 4,73969 entao a

3(2 —2)
distancia minima no cédigo esférico em RS, definida por < (4.5), € atingida por algum

Y(w), onde ||w|| = V2, w € Ag, tem norma minima.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que Vpin = 270min > /2. Da Proposicao (4.3.1),
temos que d(¢(w),¥(0)) < d(w,0) = v/2 para w € Wy,
Seja agora w € Ag tal que ||w|| > v/2 = |[@|| > 2 (5.5). Pela Proposicio (4.3.1),

min . 2 min . 2
20,in SIN 4 = QU sin | 5— =0 sin T
25min 27 %ﬂ_m m Umin,
Umin [ 27 or \* 1 A?
— — | =2- )
s VUmin VUmin 3' 31}7277,171

Queremos saber quando 2 — 3;‘?2. > /2. Seja & = V- Temos entdo 3(2 — \/5):52 — 4% >
man 27T

0; x > 0, e entao a inequagao é satisfeita para r > —————= =~ 4, 73969, donde concluimos
3(2 —2)

a proposicao.

d(4p(w), (0))

v

v

Observacao 5.3.1. Quando v, < 4,73969, temos que, para caizas aproxrimadamente

cibicas, isto €, ||vi|| ~ |Jva]| = [|vs]],

CVol(A)] P (4,73969)8
T Vol(Ag)|] T 2 2

Ou seja, neste caso a Proposicao (5.3.1) s6 nao serd vdlida para um nimero de pontos

= 53,2378 < 54.

menor que 54. Como procuramos por codigos esféricos que sejam mais proximos do limitante
da Proposicao (4.4.4), temos que de acordo com as consideragies finais do Capitulo 4, isto

acontecerd para valores grandes de M.
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[lustramos o caso [ = 1, embora este exemplo nao seja substancial pois 4 pontos estao

sempre contidos num espaco afim tridimensional.

O sistema
v, = kjwy + kows + kzws
Vo = kqwq + ksws + kews
v3 = kywi + kswy + kgws
onde k; € Z,7 = 1,---,9 tem como solucao k1 = 1, ks = —1, k3 = 0, ky = —1, k5 =

—1, k6 = 0, k’7 - —1, k’g = —1, k’g = -2

Desta forma
V1 = ]_.U}l - 1.11)2 -+ O.U}g

vy = —l.wy — Lawg + 0.ws3
v3 = —l.w; — L.wy — 2.w3
e
1 -1 -1
A=1| -1 -1 -1
0O 0 =2

Como |detA| = 4, obtemos um c6digo esférico com 4 pontos no RC.
Tomando 07 = vy, Uy = lvy e U3 = lvs, com | € Z* é possivel gerar uma familia de
reticulados quocientes com |413| pontos.

Calculando a forma normal de Smith da matriz A obtemos

100 1 0 0 11 0
D=|020|, P=|-1-1 01|, Q=|01 -1
00 2 0 0 -1 00 1

e, pelo Teorema (4.2.4), G ~ Zy @ Zy e < —wsy, —w3 > sao0 os geradores do grupo.

Como M = 4 < 54, ndo podemos garantir, pela Proposi¢ao (5.1.1), que a distancia
minima serd obtida pela imagem de algum vetor de norma minima, através da funcao v
(4.3), deste modo calculamos a distancia minima comparando as distancias entre as imagens
dos 4 pontos e do vetor inicial.

Agora, para sabermos os pontos do codigo esférico, basta calcularmos a imagem dos

vértices do grafo no toro planar.



108 Construcao de Cédigos Esféricos Através do Quociente de Reticulados

Aplicando a fungao pu, definida em (4.4) nos geradores do grupo G encontramos os 4

pontos a saber:

(0,0,0), (1,1,0), (0,1,1) (1,0,1).
Os pontos do cddigo esférico associado sao:

¥(0,0,0) = (1,0,1,0,1,0)

e

¢(17170) = (_%707_%70 1 0)

¢(Oa 17 1) = (711—707 _%707 _%70)

¢(170>1) = (_%70 L 07_%70)

’ o

De (4.7), a distancia minima destes 4 pontos na esfera unitaria é d,;, = 1,63299 e o
vetor inicial é {(0.57735,0,0.57735,0,0.57735,0)}.

Como a distancia entre todos os 4 pontos é a mesma, 1, 63299, temos que estes pontos sao
os vértices de um tetraedro. Portanto, este cédigo é um tetraedro, o melhor cédigo contido

na esfera unitaria em RS para 4 pontos [23], embora nao substancial.

(0,0,2)

(0,0,0)

(2,0,0)

Figura 5.4: Pré-imagem dos pontos do “cédigo tetraedro” no R®

A Tabela (5.3) apresenta alguns cédigos esféricos gerados por grupos comutativos da

familia (5.3.1) em R® com 4[® pontos e sua respectiva distancia minima comparada com o
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limitante da Proposigao (4.4.4). A tabela apresenta também, de acordo com [11], o niimero

aproximado de casos que devem ser analisados, numa busca exaustiva.

M dpnin 51 2 o3 Limitante Grupo Casos [11] Método Tempo
Exaustivo [42]

4 1.63299 0.57735 0.57735 0.57735 2.39287 Ly & Loy 0 1.63299 0.03 s
32 1.1547 0.57735 0.57735 0.57735 1.26069 ZQ @ Z4 @ Z4 560 1.1547 1.735 s
108 0.816497 0.57735 0.57735 0.57735 0.848537 Z3 ® Zg ® ZG 24.804 0.816497 39.31 s
256 0.624919 0.57735 0.57735 0.57735 0.638531 YR Y 341.376 0.624919 393.91 s
500 0.504623 0.57735 0.57735 0.57735 0.511615 Z5 @ ZlO @ ZIO 2.573.000 0.504623 2392.77 s
864 0.42265 0.57735 0.57735 0.57735 0.426703 ZG 52 Z]2 D Zlg 13.343.760 0.42265 17594.2 s
1372 0.363375 0.57735 0.57735 0.57735 0.36593 VYA YT 53.569.740 0.363375 46581.7 s
2048 0.318581 0.57735 0.57735 0.57735 0.320294 Zg @ Zlg @ Zlﬁ 178.433.024 *

* N3o obtido computacionalmente pelo método proposto em [42].

Tabela 5.3: Comparagao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo de

familia (5.3.1) em RS e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

Os célculos do método proposto em [42] foram feitos em um computador com a seguinte
configuragao: Intel(R) Core(TM)2, CPU 6600, 2.40 GHz, 4 Giga de Ram, e programas:
Mathematica 6.0, Windows XP.

Para M= 4, 32, 108, 256, 500, 864 e 1372, como pode ser observado na tabela, obtemos
o cédigo 6timo. Os outros valores de M apresentados na tabela estao muito proximos do
limitante (4.4.4), donde concluimos que com esta familia obtemos cddigos esféricos gera-
dos por grupos comutativos muito bons, pois como previsto em (4.4.4), para cédigos com
grande nimero de pontos gerados a partir dos reticulados com densidade de centro maxima,
aproximamos do limitante.

Quando o nimero de pontos é muito grande, o niimero aproximado de casos a serem
testados também é muito grande e assim, o método proposto em [42], mesmo com uma

reducao no numero de casos, nao permite obter computacionalmente o cédigo 6timo.

5.3.2 Sub-reticulados “retangulares” de D3 gerados por

Uma base de vetores ortogonais de mesma norma e coordenadas inteiras em R3 dada em

[17] é v = {s1, 52,83} onde s; = (m,m+1,m(m+1)), so=(—m(m+1),—m,m+1)es; =
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(m+1),—m(m+1),m), m € Z.

Considerando & = {0y = 2sy, Uy = 289, U3 = 2s3}, temos que Ay C A, = 2Z° C Ag.
Observamos que os vetores de & sao mutuamente ortogonais, portanto conjunto de sinais
3-dimensionais no toro planar gerados por D3 definirao cédigos esféricos 6-dimensionais.

Observamos que como |[01]| = ||02]| = ||03|| o paralelepipedo que define o toro forma
um cubo. De modo andlogo ao caso anterior, podemos gerar uma familia de sub-reticulados
tomando 0; = I0;, [ € Z*,i=1,---3.

Deste modo o sistema,

U1 = kyv1 + kovg + k3vs

Uy = kyvy + k509 + kgvs

U3 = k7v1 + kgvg + kgus
onde k; € Z,1 = 1,---,9 tem como solugao ky = m, ks = m+ 1, ks = m(m + 1), ky =
—m(m+1), ks =—m, ke =m+1, ks =(m+1), ks=—m(m+1), kg = m.

Desta forma

01 = mur+ (m+ vy +m(m+ 1)vs
= m(w; —ws) + (m+ 1)(—wy — ws) + m(m + 1)(—w; — wy — 2w;3)

= (=1 —m—m?w; — (14 3m +m*)wy — 2m(1 + m)ws

Uy = —m(m+ 1)vy —muy + (m+ 1)vs
= —m(m+1)(w; —wy) — m(—w; — ws) + (M + 1)(—w; — wy — 2w3)

= (=1 —m—m*w; + (=1 +m+m?*)w; — 2(1 + m)ws

03 = (m+1)vy —m(m+ 1)vy + mus
= (m+1)(w —wy) —m(m+ 1)(—w; — wg) + m(—w; — wy — 2ws)
= (1+m+m»w + (=1 —m+m*wy — 2mws
Logo, a matriz da base & escrita em relacao a base (3 é dada por:
—1-m-m?> —1-m-m?> 1+m+m?
A= -1-3m—-m? —1+m+m? —1—m+m?

—2m(l+m)  —2(1+m) —2m
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e obtemos entdo um cédigo esférico com |det(A)| = |4(1 + m + m?)3| pontos. Variando o
valor de m e | podemos construir uma familia de sub-reticulados com [41*(1 + m + m?)3|

pontos. Tomando m = 0 temos um caso particular da familia anterior.

A Tabela (5.4) apresenta alguns cédigos esféricos gerados por grupos comutativos em R®
com [4(1+m+m?)3| pontos e sua respectiva distancia minima comparada com o limitante da
Proposigao (4.4.4). A tabela apresenta também, de acordo com [11], o niimero aproximado

de casos que deveriam ser analisados.

’ M ‘ dymin ‘ o1 ‘ da ‘ 03 ‘ Limitante Grupo Casos [11] ‘
6912 0.188099 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.213657 24 ® Loy B ZLra 6873736320
8788 0.189724 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.197235 Zioe D Z338 14129680344
10976 0.165574 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.183157 | Zo P Zog & Z19s 27533005136
13500 0.150599 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.170955 Zs D Z3o D Zgo 51235033500
37044 0.120105 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.122129 Zyo © Zggo 1058868536040
70304 0.095065 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.0986477 | Zo P Zsa & Zers 7238720418800
119164 | 0.0820375 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.0827392 Zea D Z1922 35251054560060

237276 | 0.0634018 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.0657688 | Z3 & Zyg B Z1014 | 278297444097036
296352 | 0.0601007 | 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.0610714 | Zo & Zgg D Z17¢4 | 542217533785200
318028 0.05936 0.57735 | 0.57735 | 0.57735 | 0.0596513 Zge D Z3698 670110839909364

Tabela 5.4: Comparacao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo de

familia (5.3.2) em RS e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

Como pode ser observado na tabela, o nimero aproximado de casos a serem testados é
muito grande. Nao sendo computacional viavel assim, encontrar o cédigo 6timo para um
numero muito grande de pontos. Em nosso trabalho nao é necessario analisar casos, deste
modo, a determinagao de cédigos cujas as distancias se aproximam do limitante (4.4.4) para
um grande nimero de pontos é viavel pois o cédlculo s6 é feito para pontos na esfera que
correspondem as imagens dos vetores de norma minima, obtidos a partir dos geradores do
reticulado. Novamente, para um grande ntimero de pontos podemos observar a aproximacao

ao limitante.
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5.3.3 Sub-reticulados “retangulares” de D3 obtidos a partir da

construcao de uma base ortogonal

Consideramos a base de Ag = D3 = {(1,—1,0),(—1,—-1,0), (0,1, —1)}, obtido pela cons-
trucao A do cédigo C3 (5.3). Seja wy = (1,—1,0), we = (—1,—-1,0) e w3 = (0,1, —1).

Observamos que esta base nao é ortogonal. Somente os vetores w; e wy o sao. O
procedimento novamente é procurar um sub-reticulado de D3 que possua uma base ortogonal.

Como os dois primeiros vetores da base sao ortogonais, procuramos inicialmente por um
vetor w em Ag tal que wy, wy, ew sejam ortogonais.

Seja W = (a, b, c). O sistema

g
.
|
o o

S
2
I

tem como solucao a = b = 0.
Logo, w = (0,0,¢), Vc € R é um vetor ortogonal a w; e wy. Agora, resta saber se o
reticulado gerado por a = {wy, wy, W} é um sub-reticulado de Ag.

De fato, ele é um sub-reticulado de Ag pois (0,0, c) = kyw; + kows + ksws resulta em

(Oa 07 C) = _gwl - ng — Cws,

e para que os multiplos dos vetores da base sejam inteiros ¢ deve ser multiplo de 2, ou seja,
c=2k, keZ.

Com isso, podemos encontrar varias familias de cédigos esféricos associados, bastando
variar o valor de k.

1
Observe que como ||vi|| = ||va]] = —=—||vs]| 0s bons tamanhos ocorrerao quando to-

V2[k]

marmos ) = lyvy, Uy = lovg € U3 = l3vs, lj, i = 1--+ 3 € Z* com |Iy| = |lo] = v/2|k||ls].
Alguns valores de [y, [ e [3 que se aproximam desta condi¢ao sao apresentados na Tabela
(5.5). A Tabela (5.6) apresenta alguns cédigos esféricos gerados por grupos comutativos em
R obtidos a partir dos valores de [;, i = 1---,3 da tabela acima e sua respectiva distancia
minima comparada com o limitante da Proposicao (4.4.4). A tabela apresenta também,
de acordo com [11], o nimero aproximado de casos que devem ser analisados numa busca

exaustiva.
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k=1 k=2 k=3 k=4
bl |||l bl L]|lk|l
171712 17| 17| 6 (|17 | 17| 4 || 17 | 17| 3
24 | 17 | 17 (|31 | 31 |11 || 34| 34| 8 34134 | 6
27127 119 (|34 |34 [ 12 ]| 38 |38 9 || 45|45 | 8
31131 22|37 3713|4747 |11 || 51|51 | 9
3413412445145 (16 || 51 | 51 | 12 || 57 | 57 | 10
Tabela 5.5: Valores de [, [, e [5.
’ M ‘ dmin ‘ o1 ‘ 02 ‘ 03 ‘ Limitante ‘ Casos [11] ‘
2312 0.250992 0.68831 0.68831 0.229039 0.307633 256799620
3468 0.244872 | 0.666795 | 0.666795 0.33282 0.268805 867449684
6936 0.212298 | 0.577684 | 0.577684 | 0.576683 0.21341 6945607516
19584 | 0.150632 | 0.577016 | 0.577016 | 0.578017 0.151027 156433548480
21142 0.13481 0.666397 | 0.666397 0.33441 0.147224 196822030405
27702 | 0.134268 | 0.578276 | 0.578276 | 0.575493 0.134546 442790268525
27744 | 0.123026 | 0.666795 | 0.666795 0.33282 0.134478 444807460240
35594 | 0.113134 | 0.667127 | 0.667127 | 0.331486 0.123764 939325126090
42284 | 0.116678 | 0.576651 | 0.576651 | 0.578747 0.116861 1574799714180
55488 | 0.106604 | 0.577684 | 0.577684 | 0.576683 0.106743 3558844518944

Tabela 5.6: Comparacao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo de

familia (5.3.3) em R® e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

Valem aqui as mesmas observagoes quanto a aproximagao feitas nas Tabelas (5.3) e (5.4).

5.4 Sub-reticulados “retangulares” de D,

5.4.1 Sub-reticulados “retangulares” de D, gerados por 2z*

Para n = 4, temos que a = {(2,0,0,0), (0,2,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0,2)} é uma base de
27* = A,. Agora consideramos 3 = {(—1,—1,0,0), (1,-1,0,0),(0,1,—1,0),(0,0,1,-1)} a
base de Dy, = Ag obtido pela construgio A do cédigo Cy (5.3). Pela Proposicao (5.2.1),

temos que A, é um sub-reticulado de Ag.
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Sejam

v =(2,0,0,0), v =(0,2,0,0), wvs=(0,0,2,0), vy =(0,0,0,2)
w1 = <_17 _17070)7 Wy = (17 _17070)7 w3 = (07 ]-7 _17())’ Wy = (0707 ]-’ _]->

Escrevendo v; na base (3 :

U1 = —Wq + Wy

Vo = —W1 — Wo

U3 = —W; — Wy — 2wWs3

Vg = —Wy] — We — 2wW3 — 2wy

temos que a matriz de a em relagao a base 3 é dada por:

[ 1 1 -1 -1
1 -1 -1 —1
A=
0 0 -2 —2
0 0 0 -2

e obtemos um cédigo esférico com |detA| = 8 pontos no R®.

Como ||vi|| = |Jva|| = |lvs|]| = ||vsa]] & “caixa” que define o toro forma um “cubo”.
Tomando vy = lvy, Uy = lvg, V3 = lvg € 4 = lvy, com | € Z* é possivel gerar uma familia de
sub-reticulados com 8/* pontos.

O reticulado Ag = Dy possui 24 vetores de norma minima, V2, obtidos a partir da base
que O gera: Wi, Wa, W3, Wy, W5 = —W1 — W2 —2'11}3 — Wy, Wg = —W1 — W3, Wy = Wa + W3, Wg =
—Wp — Wy — W3, W9 = —W; — We — W3 — Wy, W19 = W3 + Wy, W11 = —W1 — W3 — Wy, W12 =
wsy + w3 + wy e seus simétricos. Denotaremos o conjunto destes vetores por w,,;,. Notamos

que se W € A, W € Wypn, entao

[|@|| > 2 (segunda maior norma neste reticulado). (5.6)

Mostraremos agora que a distancia minima no cédigo esférico em R® é obtida pela imagem

de um destes vetores de norma minima, dentro de certas condigoes.

2
n ~ 4,73969 entao
3(2 - V2)

a distancia minima no cédigo esférico em R®, definida por 1 (4.5), € atingida por algum

Proposicao 5.4.1. Se v, = min{||v1]], ||vell, [|vsll, ||va]|} >

Y(w), onde ||w|| = V2, w € Ag, tem norma minima.
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Demonstragao: Suponhamos inicialmente que Vi, = 276 > V2. Da Proposicio (4.3.1),
temos que d(¢(w),4(0)) < d(w,0) = V2 para w € Whin.
Seja agora W € Ag tal que ||| > v/3 = ||w|| > 2 (5.6). Pela Proposicao (4.3.1),

20,in SIN d = 2U sin ( 5— _ sin T
25mm 2 UQLNW ™ Umin
Umin 27 2w 3 1 471'2
— — | =2- .
T Uniin Upnin ) 3! 3v2,.

Queremos saber quando 2 — 335 > /2. Seja T = Uy Temos entdo 3(2 — \/5)302 —Ar? >
min 27T-

0, x > 0, e entao a inequacao € satisfeita para r > —————-—= =~ 4, 73969, donde concluimos
3(2 —2)

a proposicao. d

v

d(¢p(w), (0))

Observagao 5.4.1. Quando v, < 4,73969, temos que para caixas aprorimadamente qua-
dradas, isto €, ||vi|| = ||va|| = ||vs|| = ||va],
~ Vol(Ay) [|vs] |4 - (4,73969)*
~ Vol(Ag) 2 2
Ou seja, neste caso a Proposi¢io (5.3.1) s6 nao serd vdlida para wm nimero de pontos

= 252,331 < 253.

menor que 253. Como procuramos por codigos esféricos que sejam mais proximos do limi-
tante da Proposi¢ao (4.4.4), temos que de acordo com as consideragoes finais do Capitulo /,

1sto acontecerd para valores grandes de M.

A Tabela (5.7) apresenta alguns cédigos esféricos gerados por grupos comutativos em R®
com 84 pontos e sua respectiva distancia minima comparada com o limitante da Proposicao
(4.4.4). A tabela apresenta também uma estimativa para um limitante inferior [11] do

numero total de casos a serem analisados numa busca exaustiva.

5.4.2  Sub-reticulados “retangulares” de D, gerados pelos

quatérnios

Podemos fazer o uso das estruturas algébricas dos quatérnios para obter sub-reticulados

de D4.
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’ M ‘ dimin ‘ 01 ‘ 09 ‘ 03 ‘ 04 ‘Limitante grupo ‘ Casos [11] ‘

648 | 0.707107 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.736258 Z3 ® Ze ® Ze D Le 450710001
2048 | 0.541196 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.553578 74D ZLg D Zs D ZLs 45545029376
5000 | 0.437016 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.443375 | Z5 ® Z10 D Z10 ® Z1o | 1623700780625
10368 | 0.366025 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.369712 | Zg B Z12 B Z12 D Z12 | 30057022811376

Tabela 5.7: Comparacao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo de

familia (5.4.1) em R® e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

A partir de qualquer vetor v; = (a, b, ¢, d), identificamos v; = a+bi+cj 4+ dk (quatérnios)
e tomando vy = vy, v3 = ju; e vy = kvy, obtemos uma base ortogonal 6 = {vy, va, V3, v4}.

Para provar que § é uma base ortogonal, resumidamente discutimos duas propriedades
basicas da norma dos quatérnios.

Se v é um vetor unitério de R*, a multiplicacio a direita (e & esquerda) por v é uma
isometria R,. De fato, o conjugado w de um quatérnio w = a + bi + ¢j + dk é definido como
W = a—bi —cj — dk. A norma quaternionica de w é |w| = vVww, que é igual a norma
euclidiana ||w|| de w.

Além disso, a norma quaternionica satisfaz |wv| = |w|.|v|. Portanto, se v é um vetor

unitario dos quatérnios, entao R, é uma isometria, pois
[|Ru(w)]| = [Ry(w)| = [wo| = [wl]v] = [w]| = [[w]].

Agora seja u; = a + bi + ¢j + dk e consideramos o vetor unitdrio v = |u_1 Como
{1,4,7,k} é uma base ortogonal, &' = {R,(1), R,(7), R,(j), Ry(k)} = {v, v, ju, l??ljg é uma
base ortogonal (os angulos também s@o preservados por isometria). Finalmente, § = |u; |0’ =
{uy,iuy, juy, kuy } é uma base ortogonal.

Deste modo, consideramos a base § = {(1,-1,0,0),(-1,-1,0,0),(0,1,—1,0),
(0,0,1,—-1)} de D4 obtido pela construgio A do cédigo Cy (5.3) e a base
v =A{(a,b,c,d),(=b,a,d,—c),(—c,—d,a,b), (—d,c,—b,a)} obtida como exposto acima, onde
s1 = (a,b,¢,d), s = (=b,a,d, —c), s3 = (—¢,—d,a,b), s4 = (—d, ¢, —b,a).

Seja & = {0; = 28y, Uy = 289, U3 = 283, V4 = 254}, temos que Ay C A, = 2Z* C Ag.
Observamos que os vetores de & sao ortogonais entre si, portanto conjunto de sinais 4-

dimensionais no toro planar gerados por D, definirao codigos esféricos 8-dimensionais e

como ||01]| = ||D2]| = ||0s3]| = ||04]| & “caixa” que define o toro forma um “cubo”.
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Escrevendo v; na base (3 :

U1 = av; + bvy 4 cvs + duy
= a(—wy + wy) + b(—wy; —wy) + c(—wy; — wy — 2w3) + d(—wy — we — 2w — 2wy)

= (—a—b—c—d)w + (+a —b—c— d)wy + (—2¢ — 2d)ws — 2dw,

Uy = —buy + avy + dvg — cuy
= —b(—w; +wy) + a(—wy; — wy) + d(—wy — we — 2ws3) — ¢(—wy — wy — 2ws — 2wy)

= (—a+b+c—d)wy + (—a—b+c— d)wy + (+2¢ — 2d)ws + 2cwy

U3 = —cv; — dvg + avs + byy
= —c(—w1 +wy) — d(—wy — we) + a(—w; — wy — 2w3) + b(—w; — wy — 2wz — 2wy)

= (—a—b+c+d)w +(—a—b—c+ d)wy + (—2a — 2b)ws — 2bw,

vy = —dvi+ cvg — bus + avy
= —d(—w; +wy) + c(—wy; — wg) — b(—w; — wg — 2w3) + a(—wy — we — 2ws — 2wy)

= (—a+b—c+dw + (—a+b—c—d)ws + (—2a + 2b)ws — 2aw,
Logo, a matriz de & escrita em relagao a base 3 é dada por:

—a—b—c—d —a+b+c—d —a—b+c+d —a+b—c+d-
+a—b—c—d —a—b+c—d —a—b—c+d —a+b—c—d
—2c—2d +2c —2d —2a — 2b —2a+ 2b

—2d 2c —2b —2a

e obtemos um cddigo esférico com |detA| = 8(a® + b* + ¢ + d?)? pontos. Para a = [, b =
¢ =d =0, temos um caso particular da familia anterior. Tomando 0; = [y, 0y = [Ty, U5 =
103, U4 = L0y, com | € Z* é possivel gerar uma familia de sub-reticulados com 81*(a® + b +
c? + d*)? pontos. Como todo nimero inteiro positivo n pode ser escrito como soma de 4
quadrados perfeitos entao é possivel construir cédigos com 8I*n? pontos.

Variando os valores de a, b, ¢, e d, podemos construir uma familia de sub-reticulados

cujos pontos sao multiplos de 8.
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A Tabela (5.8) apresenta alguns cddigos esféricos gerados por grupos comutativos em
R® com 8(a® + b? + ¢® + d?)? pontos e sua respectiva distdncia minima comparada com o
limitante da Proposigao (4.4.4). A tabela apresenta também, de acordo com [11], o nimero

aproximado de casos que devem ser analisados numa busca exaustiva.

’ M ‘ domin. ‘ 01 ‘ 02 ‘ 03 ‘ 04 ‘Limitante Grupo ‘ Casos [11] ‘

392 | 0.791524 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.833474 Lo B Z14 D Z14 59626385
800 | 0.664066 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.698876 | Zo ® Zy @ Zio D@ Z2o 1050739900
1152 | 0.619657 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.638531 | Zo ® Zy ® Z12 D Z12 4538847600
1352 | 0.59686 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.613684 Zo ® Zae © Zoe 8624108025
1800 | 0.551501 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.57161 Zo @ Zzo D Zso 27155621025
2048 | 0.541196 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.553578 Zy DL DL DLsg 45545029376
2592 | 0.510672 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.522105 | Zo @ Zo ® Z13 ® Z3ze | 117002820060
2888 | 0.498712 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.508256 Zo @ Z3s © Z3s 180406227001
3200 | 0.480187 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.495454 | Zo @ Z4 D Zoo @ Zoo | 272043839600
6272 | 0.413686 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.419043 | Zo © Z4 D Zog O Zog | 4022182244080

Tabela 5.8: Comparacao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo de

familia (5.4.2) em R® e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

Convém observar novamente que em todos os casos bastou calcular a distancia minima
entre todas as imagens dos vetores de norma minima e do vetor inicial, o que é de crucial

importancia quando a dimensao e o nimero de pontos aumenta.

5.5 Sub-reticulados “retangulares” de FEjg

5.5.1 Sub-reticulados “retangulares” de Fs gerados por 2 (\%) z8.

0,0,0,0,0,0), (0,0,-%,0,0,0,

Para n = 8, temos que « = {(%,0,070,0, 0,0,0), (0, N

2
V2’

2 2 2 2
070>7 (070707_270707070)7 (07070707_2707070)7 (0707070707_27070)7 (070707070707 0)7(07

Wil

0,0,0,0,0,0, \%)} é uma base de 2 (\%) 78 = A,

Agora consideramos 3 = \%{(2, 0,0,0,0,0,0,0),(-1,1,0,0,0,0,0,0),(0,—-1,1,0,0,0,0,0),
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(0707 _17 170707070)7 (07 0707 _17 1707 070)7 (07070707 _17 17070)7 (0707070707 _]-7 170)7 (%7 %7 %7

%, %, %, %, %)} a base de Eg = Ag obtido pela construcio A do cédigo de Hamming H, (5.4).
Pela Proposicao (5.2.1), A, é um sub-reticulado de Ag.

Escrevendo a base de A, em relacao a base de Ag temos

v1 = wy + Ows 4+ Ows + Owy + Ows + Owg + Owy + Owg
Vg = wq + 2wy + Ows 4+ Owy + Ows + Owg + Ow; + Owsg
vz = wy + 2ws + 2wz + Owy + Ows + Owg + Owz + Owg
vy = wy + 2wy + 2ws 4+ 2wy + Ows + Owg + Ow; + Owsg
vs = Wy + 2ws + 2ws + 2wy + 2ws + Qwg 4+ Owy + Owg
vg = 1wy + 2wy + 2ws + 2wy + 2ws + 2wg + Qw7 + Owg
vy = 1wy + 2w + 2ws + 2wy + 2ws + 2wg + 2w, + Owsg

vg = —711}1 — 1211)2 — 10?1]3 — 8?1)4 — 611)5 — 4w6 — 2'11)7 + 4w8

L
— =
(070] o O |

©C O O NN N R
|
W~

|
)

o O O O o o O =
S O O O O O N o=
S O O O O NN
S O O N NN N =
S O NNNNNNDND =
[ N N N
|
D

0 4

Como |detA| = 256, obtemos um cddigo esférico com 256 pontos. Observamos que como
llo1]] = -+ = ||vs|| & “caixa” que define o toro forma um “cubo”. Tomando v; = lv;, [ €
Z*,i=1,---8 é possivel gerar uma familia de sub-reticulados com 256/® pontos.

O reticulado Ag = Eg possui 240 vetores de norma minima, obtidos a partir da base que

o gera, e esta norma ¢ igual a 1:
e (2 = 28 permutacoes do vetor \/Li(l, —1,0,0,0,0,0,0).
e (2 = 28 permutacoes do vetor \%(1, 1,0,0,0,0,0,0).
16011111111

1 . ~
e (5 = 1 permutagoes do vetor 75(5, 315091515 315)
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o C = 28 permutacdes do vetor 75(—3,~3,3,3:3:3: 33 :

e C3/2 = 35 permutacoes do vetor \/Li(—

N
|
N
|

e seus simétricos.

Denotaremos o conjunto destes vetores por w,,;,. Notamos que se w0 € A, W € Wyp,

entao

||@]] > V2 (segunda maior norma neste reticulado). (5.7)

Mostraremos agora que a distancia minima no cédigo esférico em R'® definida por ¢ (4.5)

¢ obtida pela imagem de um dos vetores de norma minima, dentro de certas condigoes.

V2

Proposicao 5.5.1. Se vy, = min{||vy]], -, ||vs]|} > 7 ~ 2.15698 entdao a distancia
minima no cddigo esférico em RS definida por ¢ (4.5), € atingida por algum (w), onde

llw|| =1, w € Ag, tem norma minima.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que vy, = 270, > 1. Da Proposicao (4.3.1),

temos que d(¢(w),1(0)) < d(w,0) =1 para w € Wypn.
Seja agora 1w € Ag tal que |[@|| > 1 = ||@|| > v/2 (5.7). Pela Proposicio (4.3.1),

d(y(w),v(0)) = 25mmsin( - ) — o Umin i (ﬁ) _ Ymin . (ﬂﬂ>

20 min 27 e ™ Winin
3
Woin | V27 Vor 1 Vo2
— | =v2-—F.
s Wynin Wpnin | 3! 3wy

Queremos saber quando V2 — \/52”2 > 1. Seja & = Vpin. Temos entao 322 — V2or? >

3wmin
. . V2 )
0; x > 0, e entao a inequagao é satisfeita para r > —— &~ 2,15698, donde concluimos a

V3

proposicao.

Observacao 5.5.1. Quando vy, < 2,15698, temos que para caizas aprorimadamente “qua-

dmdas”, isto é} ||UZH ~ ||Uj||7 Za] =1, 78

_ [Vol(Aa)| _ [uil®
[Vol(Ag)l 15

16

M

< 16(2,15698)% = 7497,02 < 7498.
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Ou seja, neste caso a Proposicao (5.5.1) sé nao serd vdlida para um nimero de pontos
menor que 7498. Como procuramos por codigos esféricos que sejam mais proximos do lima-
tante da Proposicao (4.4.4), temos que de acordo com as consideragoes finais do Capitulo 4,

1sto acontecerd para valores grandes de M.

A Tabela (5.9) apresenta alguns codigos esféricos gerados por grupos comutativos em
R com 256[% pontos e sua respectiva distancia minima comparada com o limitante da

Proposicao (4.4.4).

) M Anin Limitante Grupo

2 65536 0.707107 | 0.780361 Z3 D 7Zg D Zg D Zg D Zg D Zg D Zg D Z12
31 16777216 | 0.382683 0.392069 Zo D72y D7y D7y D%y D7y D7y DZg

Tabela 5.9: Comparacao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo de

familia (5.5.1) em R'® e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

Como ja comentamos, um limitante inferior para o niimero total de casos que deveriam ser

analisados  para 65536  pontos em R!® ¢ da ordem de ( ]\/72 2 ):

32938804052325523969860020727808 e para 16777216 pontos o numero de casos é
608131121276655053225075868114231674616718159773696. Como pode ser observado, o

nimero aproximado de casos a serem testados é exageradamente grande.

5.5.2  Sub-reticulados “retangulares” de Eg gerados pelos

octonios

Os octonios ou nimeros de Cayley formam uma édlgebra de dimensao 8 com base {1, ey, ea,

es, 4, €5, €6, €7 . Um octonio é um nimero da forma
a = a+ bey + ces + des + eeq + fes + geg + her

onde a,b,c,d, e, f, g, h sao nimeros reais e 1, eq, €9, €3, €4, €5, €6, €7, sao unidades simbdlicas

satisfazendo a tabela:
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* 1 €1 €9 €3 €4 €5 €6 €7
1 1 €1 €9 €3 €4 €5 € €7
€1 | €1 -1 €3 —E€9 €5 —€4 | —€7 €
€y | €2 | —€3 —1 €1 €4 €7 —€4 | —€5
€3 | €3 €9 —e1 —1 €7 —€g €5 —€4
€4 | €4 | —€5 | —€g | —€7 —1 €1 €9 €3
€5 | €5 €4 —e€r €g —€1 -1 —E€3 €9
es | eg | er | —eqs | —e5 | —eq | e3 —1 | —eq
€7 | €7 | —€g €x —€3 | —€3 | —€2 €1 -1

O conjunto dos octonios é denotado por K,
K ={a=a+bey + ces +des + eeq + fes + geg + her|a,b,c,d, e, f,g9,h € R}.

Cada octonio o = a + be; + ces + des + eey + fes + geg + her pode ser identificado
com (a,b,c,d,e, f,g,h) € R® e uma base ortogonal ¢ dada por {(a,b,c,d, e, —f,—g, —h),
(=b,a,d,—c,—f,—e,h,—g),(—c,—d,a,b,—g,—h,—e, f),(—d,c,—b,a,—h,g,—f, —e)

(—e, f,g9,h,a,b,¢,d),(f,e,h,—g,—b,a,—d,c),(g,—h,e, f,—c,d,a,—b), (h,g,—f,e,
b,a)} [28].
Consideramos a base de Eg = Ag obtido pela construgao A do cédigo de Hamming H,

(5.4):

{(2 0,0,0,0,0,0,0), (—1,1,0,0,0,0,0,0), (0,—1,1,0,0,0,0,0),
(0,0,—1,1,0,0,0,0), (0,0,0,—1,1,0,0,0), (0,0,0,0,—1,1,0,0),
111 11111

—1,1,0), (5,2,%) =y 2132y =
(00000 10, (555 37335751

e a base

{(CL b C, d,@, f7 _ga_h)7(_b7a7 d,—c,—f,—e, h7 _g)a(_c7 —d7CL, b7 _g)_ha —¢€, f>7
( _h7g7 _f7 _6) (_6 f gvh a,b,c,d),(f,e,h, _97_b7aa —d,C)
( h € f7 C7d7a7 ) (h’ g, f> €, C>bva)}
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obtida acima, onde

(a’ab C7d767_f7 _g7_h)7 ( b a, d f7_67h7 _g>
:( C, d,a,b,—g,—h,—e,f), ( _haga_fv_e)
( ef,g,h,a,lxc,d), (f@ h’ -9, b,a,—d,c)

= <g7 h7eaf7 _Cadua’v_b)a (h‘ g, — d? _Cab7a’)'
Seja
= {0 2 , Vg 2 —589, 0 2 S3, U 2 S4, D 2 s
v ) = /=93, = =954, = — /=95,
1= \/— 2\/5 2 3 2\/§ 3 4 \/i 4 5 \/§ 5
0y —87, Ug = —=Sg},
6 — \/— \/5 7, U8 \/§ 8}
1

temos que Ay C A, =2 <7> 78 C Ag.

Escrevendo a base de A4 em relagao a base de Ag temos que

01 =(a+b+c+d+e—f—g+Th)w + (2b+ 2c+ 2d+ 2e — 2f — 29 + 12h)ws
+ (2c+2d+2e—2f —2g+ 10h)ws + (2d 4+ 2e — 2f — 29 + 8h)wy + (2e —2f — 29+
+ 6h)ws + (—2f — 29 + 4h)ws + (—2g + 2h)w; — 4hws

Up=(a—b—c+d—e—f+Tg+h)w + (2a —2c+2d — 2e — 2f + 129 + 2h)w,
+ (—2¢+2d—2e—2f+10g + 2h)ws + (—2c — 2e — 2f + 8g + 2h)wy + (—2e — 2f+
+ 6g92h)ws + (—2e + 49 + 2h)we + (29 + 2h)w; — 4gws

U3 =(a+b—c—d—e—Tf—g—h)w + (2a +2b—2d — 2e — 12f — 29 — 2h)wy
+ (2a+2b— 2 — 10f — 2g — 2h)ws + (2b — 2e — 8F — 2 — 2h)wy + (—2¢ — 6 — 2g
— 2h)ws + (—2e —4f — 2h)wg + (—2e¢ — 2f)wy + 4 fws

Ug=(a—b+c—d+Te—f+g—h)w + (2a —2b+ 2c + 12e — 2f + 29 — 2h)ws
+ (2a —2b+ 10e — 2f + 29 — 2h)wsz + (2a + 8¢ — 2f + 29 — 2h)wy + (6e — 2f + 2g
— 2h)ws + (4e — 2f + 29)wg + (26 — 2f )wy; — dews

U5 =(a+b+c—Td—e+ f+g+h)w + (2a +2b+2c — 12d + 2f + 2g + 2h)w.
+ (2a 4 2b+2c—10d + 2g + 2h)ws + (2a + 2b 4 2¢ — 8d + 2h)wy + (2a + 2b + 2¢—
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— 6d)ws + (2b + 2¢ — 4d)wg + (2¢ — 2d)wr + 4dws

U6 = (a—b—Tc—d+e+ f—g+h)w + (2a —2b— 12¢ — 2d + 2e — 2g + 2h)w,
+ (2a —2b—10c — 2d — 2g + 2h)ws + (2a — 2b — 8¢ — 2d — 2g)w4 + (2a — 2b — 6¢—
— 2d)ws + (2a — 4c — 2d)wg + (—2¢ — 2d)w; + dcwg

U7 =(a+Tb—c+d+e+ f+g—h)w + (2a+12b — 2c + 2d + 2e + 2f — 2h)w,
+ (2a+10b —2¢+ 2d 4 2e + 2f)ws + (2a + 8b — 2¢ + 2d + 2 f )wy + (2a + 6b — 2¢+
+ 2d)ws + (2a + 4b + 2d)ws + (2a + 2b)w; — 4bws

Ug = (—Ta+b—c—d+e— f4+g+h)w + (—12a + 2b — 2¢ — 2d + 2e — 2f + 29)
wy + (—10a 4+ 2b — 2¢ — 2d + 2e — 2f)ws + (—8a + 2b — 2¢ — 2d + 2e)wy + (—6a+
+ 2b—2¢—2d)ws + (—4a + 2b — 2c)wg + (—2a + 2b)wr + daws

Calculando o determinante da matriz de & escrita em relagao a base (3 obtemos um codigo
esférico com 256(a® + b* + ¢ + d? + e* + [ + ¢> + h?)* pontos. Paraa =1, b=c=--- =
h =0, [ € Z* temos um caso particular da familia anterior.

Tomando 0; = l§;, i = 1,---,8, 1 € Z* é possivel gerar uma familia de sub-reticulados
com 25618(a® 4+ b? + ¢ + d* + €2 + f* + g* + h?)* pontos.

A Tabela (5.10) apresenta alguns c6digos esféricos gerados por grupos comutativos em
RS com 256(a® + b + ¢® + d* + e + f2 + ¢g* + h*)* pontos e sua respectiva distancia minima
comparada com o limitante da Proposigao (4.4.4). A tabela apresenta também, de acordo

com [11], um limitante inferior para o nimero total de casos que deveriam ser analisados.

l M [ dmin [ Limitante [ Casos l

268435456 0.275242 0.277457 2611911450860689366531717917245774763253376716665937796792320
4294967296 0.195563 0.196271 11218076455500448574300340321280754966716572140783947298252589486833664
68719476736 0.138492 0.138812 481812720893510441817431055277888725119556260440166845582773663147400094841569 28

Tabela 5.10: Comparacao entre a distancia minima de cédigos de grupo comutativo de

familia (5.5.2) em R'® e o limitante da Proposicdo (4.4.4).

Observamos que nesta tabela a distancia minima converge mais rapido para o limitante
(4.4.4) do que nos cddigos de grupo comutativos obtidos a partir de (5.5.1). Isto acontece
devido a que neste caso mais geral possibilitamos mais rotacoes e portanto mais possibilidades
de um maior angulo entre os vetores do sub-reticulado e os vetores de norma minima de Fsg,

com a consequente menor deformacao das distancias medidas em R'°.



CAPITULO 6

Conclusoes Finais e Perspectivas

Futuras

Neste trabalho pesquisamos a construcao de codigos esféricos gerados por grupos comuta-
tivos de matrizes ortogonais. Como as matrizes ortogonais determinam isometrias do espago
euclidiano, segue que estes codigos sao geometricamente uniformes. Cddigos esféricos gera-
dos deste modo podem ser determinados pelo quociente de dois reticulados, % ([18],[17]),
quando os vetores que geram A’ sdo ortogonais entre si. De maneira geral, dada uma di-
mensao n e um nimero de pontos M, queremos saber qual o c6digo esférico [M,n] com a
maior distancia euclidiana minima. Este cédigo é chamado dtimo e, uma busca exaustiva
para encontra-los envolve um numero de casos com limitante inferior da ordem ( ]vi/z 2 )

n
Para um grande ntiimero de pontos, a busca por exaustao ¢ inviavel computacionalmente,
o que motivou-nos a desenvolver um modo de encontrar codigos esféricos muito bons sem
a necessidade de analisar casos, bastando calcular somente as distancias para um nimero
pequeno de pontos (as imagens dos vetores de norma minima de reticulados conhecidos)
para determinarmos a distancia minima do coédigo independente de quao grande seja M.
Construimos familias de sub-reticulados “retangulares” a partir de reticulados com maior

densidade de empacotamento, onde a distancia minima se aproxima cada vez mais do limi-

tante dado em [18], para um grande nimero de pontos. Considerando reticulados A com
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maior densidade de empacotamento nas dimensoes 2, 3, 4 e 8, fizemos o uso de algumas
técnicas para a construcio de sub-reticulados A” de A como, por exemplo, a “Construcao A”
([14], [19]), os quatérnios e o nimeros de Cayley [28].

Apresentamos também neste trabalho, o contetido de dois artigos em conjunto, [1] e [2].
Baseados na construcao de reticulados Z"-rotacionados onde n = (p —1)/2 e p > 5 um
numero primo apresentada por Bayer-Fluckiger et al. [7], estendemos esta construgao para
ocasoem quen = 2"t r > 1en = 3, fazendo o uso da teoria de reticulado ideal. Em
termos de reticulado ideal, dado n, procuramos um corpo de numeros K de grau n e um ideal
T C Ok tal que A = (Z,b,) seja equivalente a Z", n > 2, isto é, A = (Z,b,) admite uma
matriz ortogonal como geradora e, em relacao a esta base, a matriz de Gram é a identidade.
Do ponto de vista geométrico, um reticulado A" = (Z, b, ) sobre Z C Ok é um sub-reticulado
de A = (Ok, b,). A idéia é que dado um reticulado A, procura-se um sub-reticulado que seja
Z"— rotacionado. Quando n = p", é possivel verificar no trabalho de Bayer-Fluckiger [6],

que neste caso nao temos o isomorfismo entre A e Z".

Como perspectivas futuras algumas possiveis extensoes dos resultados aqui obtidos sao:

e pesquisar outras técnicas na obtengao de sub-reticulados nas dimensoes 2, 3, 4 e 8.

e encontrar sub-reticulados de outros reticulados com maior densidade de empacota-

mento conhecidas, por exemplo, D5, Eg, E7, K12, Aig € Aoy.

e pesquisar novas construgoes algébricas para estes reticulados, pois acreditamos que o
uso das construcgoes algébricas destes reticulados possam ser uma boa ferramenta para

encontrar sub-reticulados.

e usar a teoria de reticulados ideais para produzirmos sub-reticulados dos reticulados
de maior densidade de empacotamento, estabelecendo assim, uma conexao entre re-
ticulado ideal na construgao de codigos esféricos gerados por grupos comutativos de

matrizes ortogonais.
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