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INTRODUÇÃO 

A literatura sobre a interpretação de t.abelas de 

contingência 2x2 é volumosa e numerosas :funções t.ém sido pl'opost.as 

pal"a medir o g:rau de associação entre duas car.act..erist.icas. 

O uso do odds rat.io para medir o grau de associação t.em 

sido empr-egado por diversos aut..ores, sendo Fisher- (1936) o pl'imeiro a 

ut.ilizá-lo Multas t.ent.at..ivas t.êm sido feit.as para responder as 

questões propostas por Fisher (1935). 

Edwards <1963) mostrou que uma medida de associação em 

uma tabela 2X2 deve ser alguma :função do odds rat.io. 

Em Gart.. e Zweifel <1967) é analisado o vicio de 

diversos est.imadores do logit.o~ apresentando uma comparação numérica. 

do vicio desses est.imadores e das condiç5es sobre as quais um ou outro 

deve ser preferido. 

M.ost.eller (1968) avalia um conjunto de idéias sobre 

est.imação na análise de t.abelas de contingência, not.ando t.ambém que o 

odds rat.io é invariant.e sob ambas as esa::alas linha e coluna. 

Fienberg e Gilber-t. (1970) discut.em idéias sobre t.abelas 

de cont-ingência 2X2 em t.ermos da geometria do simplex t-ridimensional. 

Edwards <1971) int.roduziu a projeção est.ereográCica da 

hiper-es:fera k-dimensional usando a t.ransf"ormação angular no espaço 

p.aramét.rico da dist.ribuição mult.inomial, rnost.rando que est.a 
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t.ransf"ormação fornece uma medida de dist.ânc:ia no espaço Euclidiano. 

Thompson C1972> prova que se a f'unçiio de 

verossimilhança para 

plotada no espaçO 

proporções deduzida 

Euclidiano k-dimensional, 

de dados mul:t.inomiais é 

curvas de nivel do 

logarit.mo da verossimi.lhança f'o;r.mam hipecresf'e:r-as cent.radas no pont.o de 

máxima veroxinúlhança. 

Kalbfleisch e Sprot.t. (1970) int.roduziram e discut.iram 

diver-sos mét.odos de eliminar- um conjunt.o de parâmet.ros nuisance de uma 

íunção de verossimilhança de modo que inferências possam sel' íeit.as 

sobre o parãmet.ro de interesse considerado. 

O pr-incipal propósit.o do ar-t..igo de- .Kal.bíleisch e Sprot.t. 

<1973) é dar exemplos das aplicações das hmções de vel'ossimilhança 

mar-ginal e condicional para vários problemas que t.êm ocorrido na 

lit.e:rat.ut'a. 

Placket.t. (1977> considera iNerência.s sobre o odds

rat.io quando a função de verossimilhança é deduzida dos t.ot.ais 

m.al'gínais e gener-aliza os r-esult.ados obt.idos por- Ka.lbf'"leisch e Sprot.t. 

(1973), 

Berkson <1978) cont.est.a a base Fisheriana do t.est.e 

exat.o_. na qual os t.ot.aís marginais são "est.at.ist.icas an-cilar-es" e 

port.ant.o não pr-oduzem iníormaç:ões a respeit.o da configuração do corpo 

da t.abela~ e em l~ar de usar o t.est.e -exat.o de Fisher ele prefere usar 

o t.&st.e est.at.ist.ico normal. 

Corst.e-n e Kr-oon (1979) re-jeit.am a prefer--ência 
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expressada por Berk.son (1978) de usar o t.est.e normal ao invés do t.est.e 

condicional de Fishe:r para iguald<>de de duas 

probabilidades binomiais. 

Kempt.horne (1979) .salient.a a import.ància do art.igo de 

Ber-kson <1978> regist.rando as reaça&s d& alguns aut.ores sobre a 

quest.ão de t.est.es de signif"icãncia para t.abelas: 2X2 levant.ada por 

Berkson <1976). 

Bar-nar-b <1979) t.ambém coment.a o al't..igo de Berkson 

(1978) relat.ivarnent.e a análise de dados na f'orma de t.abelas 2X2. 

Yat.es <1984) faz a colocação de que o t..est.e exat.o de 

Fisher t.em sido repet.idament.e cont.est.ado nos últ.imos 40 anos e 

recent.ement.e com o suport.e do uso de comput.adores para simulações. 

Nest.e seu art.ig:o Yates discut.e com ajuda de exemplos simples~ que 

est.as crit.iaas ao t.est.& exat..o de Fishe:r são incompr-eendidas devido 

pl"incipalrnent.e à aceit.aç.ão não crit.ica do uso de niveis nominais para 

os t.est.es de significância de Neyman-Pearson e na recusa de aceit.ar oS 

al'gument.os condicionais sobre as Jllal"ginais. 

Good e Mit.t.al (1987) discut.e a quest.ão do que pode 

acontecer com wna medida de associação quando se faz a junção de 

t.abelas 2X2 pOl' adição e as 

subpopulações com respeit.o a 

t.ambém propriedades que 

condiçi!5es para a homogeneidade de duas 

vár-ias medidas de associação. Apl'"esent.a 

o odds rat.io sat.is:faz~ e algunas 

int.erpr-et.aç«ses geosMtt.ricas para t.ab&las 2X2. 

Nest.e t.rabaJho apresent.aremos na primeira part.e do 
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captt.ulo 1 a definição do odds rat.io para quat.ro pont.os sobre wn 

segm$nt.o d$ :r-et.a e suas prop:r-ieda.des~Bes:kin (1975). Na segunda part.e 

do capit.ulo 1 a de:finição do odds r-at.io para uma t.abela 2X2 e- suas 

propriedades~ fazendo uma analogia ent.re o odds rat..io para t.abelas 2X2 

e para qua:~ .. :r-o pont.oa sobre um segment.o de ret.a. Apresent.ar$mos t.ambQm 

as principais propriedades do odds rat.io import.ant.es para a sua 

escolha como medida do grau de associação. 

No capit.ulo 2 ir<e-mos considerar- o modelo mult.inomial 

para ger-ar t..abelas de cont.ingéncia 2x2 e ap:r-esent.aremos algumas 

t-ransformações no espaço dos parâmetros com o objet.ivo de encontrar 

est.at.ist.ic.as que f'at.orem a dist.I'ibuição mult.inornial em part.es de 

maneira que cada uma dependa de um pa.râmet.ro de int.e:r-esse, Cox <1970). 

No capit.ulo 3 discutiremos algumas idéias sobre tabelas 

de cont..ingéncia 2x2 em t.e:r-mos da geomet.ria do simplex t.ridimensional, 

most.rando o local dos pont.os correspondent-es a cert.as classes de

t.abelas 2x2~ Fienberg e Gilbert. (1970). 

No capit.ulo 4 apresent.aremos dois exemplos para chamar 

a at.enção da import.ância de se e-ncont.rar uma t.rans:formação que f'at.ore 

a mult.inomial em part.es: de modo que uma est.at.ist.ica dependa apenas do 

parâme-t.ro de int..er-esse e as out.ras independam dele, ilust..rando que a 

t.ransíormação proposta por Fisher não é a pr-ocurada~ Yat.es (1984>. 

No apêndice A colocaremos os cálculos dos jacobianos e 

das inversas das t.r-ansformaç<ses int-roduzidas no capit.ulo 2 e t.ambém o 

cálculo da mat.riz de informação de Fisher para a 6~ t.I'ansf'ormação. 
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No apêndice B faremos os cálculo das :frequências 

l'Etlat.ivas das t.abelas ut-ilizadas nos exemplos do capit..ulo 4. 
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CAPíTULO 1. ODDS RA TIO 

1.1. ODDS RATIO PARA QUATRO PONTOS SOBRE UM SEGMENTO DE RETA 

Seja um segmento AB sobre uma ret.a e dois pont.os de 

divisão C e D. (os pont..os devem ser ordenados por ex. C é o 1:': pont.o e 

D é o 2=: ), Ent.ão t.emos du..as razões simples: 

por: 

onde { 

- o pont..o C divide o segment.o AB na l'azilo À • <ABC) • 

- o pont.o D divide o segment.o AB na razão J.i • <ABD> • 

AC 
C9 

AI> 
1íB 

A razão dest.as razões é chamada odds rat.io e denot.ado 

8 • <ABCD) • - <ABC> 
<ABD> 

Temos a def'inição de odds rat.io por: 

AC AI> AC DB 
8 • (ABCD) • -CB DB CB AI> 

A e B são respect.ivament.e pon~s inicial e final 

C e D s-ªí:o r-espect.ivament.e o 1~ e o 2:!: pont.os de divisão 
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Observação: Ident.ifícando os pont.os com números reais 

e • <C-A>.<B-D> 
<B-C>.<D-A> 

Os pontos de divisão podem ser arranjados com respeito 

ao segment..o AB de 4 maneir-as: 

<a> dois pontos est.Zlo de-ntro do segmen~o A c D B 
os 

(b) dois pontos est..ão ~o~a do segmen~o c A B D 
os 

(3) 

(c) 1~ pont..o est..á dent..ro o 2~ est..á f'" ora A c B D 
o " 

(d) 1'= pont.o est..á fora e 2~ est..á dent.ro c A D B 
() o 

Agora, pela observação anterior, det-erminamos o sinal 

do odds r-at.io nos casos (3), 

<a> À ) o , " > o ; e > o 

(b) À < o , 
" < o ; e ) o 

(c) À > o " < o ; e < o 

(d)Ã.<O,JJ>0;8<0 

Assim, o odds rat.io é posit.ivo se os dois pont.os de 

divisão são "igualme-nt .. e" arr-anjados com r-espei~o ao sagment.o e 

negat.ivo se est.es pontos são aJ'ranjados de uma maneira dif'erent.e. Ist.o 

pode ser formulado como se segue: 

- se os par-es de pont..os não est.ão separados um do out..ro 

o odds rat.io é posit.ivo, e se eles est..ão separados ele é negat..ivo. 

t int.eressant.e saber o que acontece ao odds rat.io se 
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qualquer dois pont.os coincidem. 

Vamos nos limi t.ar aos casos quando o quart.o pont.o 

coincide com um dos out.ros pont.os. Subst.it.uindo D por A~ B 

depois o out.ro) na. fórmula (2) obt.emos: 

AC AB 
D = A o+ $ = <ABCA> • AA - 00 

AC BB 
D • B ,.. $ ., <ABCB) • 

CB AB 
• o 

AC CB 
D = C ~ e = <ABCC) = CB AC = 1 

.. c <um 

PROPRIEDADE INVARIANTE DE UM ODDS RATIO COM RESPEITO AS PROJEÇõES 

PARALELA E CENTRAL. 

Na projeção cent.ral as ret.as projet.ada:s passam at.ravéS 

de um mésmo pont.o chamado o c.ent.r-o da projeção. 

O odds rat..io não muda com a projeção cent.ral e t.ambém 

não muda com a paralela. 

Se qua:t .. :r-o pont.os sobre uma ret..a são pro jet.ados sobra 

out..ra ret.a~ seu odds r-at..io permanece inalt.erado. 

O odds rat..io é independente da ret-a a qual pertence 

para o mesmo feixe de re-t...as a~ b., c, d, no plano. Assim podemos 

int.roduzir a noção de odds rat.io de 4 ret..as de uma projeção cent..ral. 

O odds rat.io de um :feixe de ret.as ordenadas de uma 
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projeção central é o odds ratio dos 4 pontos, os quais são cortados 

por est.as ret.as sobre qualquer out.ra rgt.a. (nat.ur-alment...e, &e lõfst.a rat.a 

não passar at.ravés do cent.ro de projeção). 

d. 

b 

O odds rat.io de 4 ret.as é denot.ado por <abcd>. 

O odds rat.io de 4 ret.as pode ser expr-esso em t.ermos dos 

ângulos {"armados por est.as ret.as, i.e. sem o recU!'so da ret..a cort.ant.e. 
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(.abcd> • 
sen<a,.c) 

sen<c~b> 

sen(a,d) 

sen(d,b) 

Permut..ação de element.os no odds rat.io 

Há 24 maneiras de permut..armos 4 element..os dist.int..os. 

Consid&:t'ando os 4 element.os do odds r-at.to <ABCD>, onde A e B são 

pont.os inicial e- final e C e D são t~ e z-2 pont.os de divisão. O odds 

rat-io é formado por 2 pares: AB e CD, havendo uma correspondência 

ent.re os element.os dos pal"es, C corresponde a A e D corresponde a B. 

Regra 1. O odds rat.io não muda quando os 2 pares são 

<ABCD> = <CDAB> 

Regra 2. O odds rat.io não muda se os element.os em cada 

par são t.rocados simult.aneament.e: 

<ABCD) = <BADC> 

Observação: O odds rat.io não muda se duas permut.ações 

são realizadas uma depois da out.ra. Assim: 

e = <ABCD> = <CDAB> = <BADC> = <DCBA) (4) 
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Observamos em (4) que o odds rafAo não muda quando os 

elemant.os são escr-it.os na ordem inversa~ assim não podemos t.rat.at' como 

diferentes "os pont.os inicial e f'inal" e ''os pont.os de divisão", vist.o 

que os pares são equivalentes. 

Podemos dizer- que o odds rat.io é t"or-mado por- 2 pares AB 

e CD não or-denados mas há. uma cor-:respondência entre os element.os 

destes pares~ no odds rat.io <ABCD) o element.o C do 2~ par cor-responde 

o element.o B do 1- par>, ou seja 

o o 
- se a sequência do 1- pai' é AB .. a sequência do 2- par-

deve ser CD. 

o o 
- se a sequéncia do 2- pat' é BA o+ a sequéncia do 2- par 

deve ser DC. 

Regra 3. Se os element.os são trocados apenas em um par, 

ent.ão o valor do odds rat.io é t.rocado para seu inverso: 

e • <ABCD) • 
AC DB 
CB AD 

Ent.ão: 

<BACD> • 
BC DA -CB -AD 1 

BD - -e-CA -AC -DB 

Aplicando as regras 1 e 2 em ~ t.emos: 

1 
e- • <BACD) • <CDBA) • <ABDC) • <DCAB) 
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Regra 4. Se os element.os não correspondent.es de 

dif&J>&nf..9S par-es são t.l'ocados~ ent.ão o valol' do odds rat.io é sua 

diferença da unidade: 

8 • CABCD) • AC DB 
CB AJ) 

Ent.ão~ dividindo o seg:ment..o AB pelo pont.o C e o 

Q 

sag-ment.o DC por B na 2- igualdade abaixo~ t.emos: 

<ACBD> • AB DC 
--íisCi-c.-'--'Ar.oir • 

-<AC+CB).<DB+BC) 
CB. AD . - ACDB + ACBC + 

CB 
CBDB + CBBC 
AD 

=-
ACDB + CB < DB + BC + CA > ~ _ _.:.;A:.:C:....:.· ...;D;;,;B;;._+.:._CT-B;;._:..· .:D::.A:._ 

CB AD CB AD 

-- AC DB 
+1 •:t-e CB AD 

Aplicando as regras :1 e 2 em 1-e , t.emos: 

t-e = <ACBD> = <BDAC> = <CADB> = <DBCA) 

-

Aplicando a regra 3 para 1-e e depois as regras 1 e 2~ 

t.emos: 

t.emos: 

1 
1 - e 

e - 1 
e 

• <CABO) • <BDCA> • CACDB> • <DBAC) 

e depois as I"egr-.as 1 e 2, 

• CBCAD> • <ADBC) • CCBDA> • <DACB> 
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Aplicando a regra 3 no odds rat.io 

regras 1 e 2. t.emos: 

e - 1 
e 

e • <CBAD> • <ADCB> • <DABC> • <BCDA) e - 1 

Sabemos que 4 element.os podem ser pqrmU"tados em 24 

soment.e 6 odds rat.io diferent.es cor:r-espondem a eles. 

:r-esult.ados abaixo t.emos:: 

1 
i -

e -
e 

e 
e -

e = <ABCD) = <CDAB> = <BADC) = <DCBA) 

1 
e- • <BACD> • <CDBA> • <ABDC> • <DCAB> 

1-e • <ACBD> = <BDAC> = <CADB> = <DBCA> 

ê • <CABD) • <BDCA) • (ACDB) • <DBAC) 

1 • <BCAD) • <ADBC> • <CBDA> • <DACB> 

1 
• <CBAD) • <ADCB> • <BCDA> • <DABC> 

e depois as 

maneiras, mas 

Resumindo os 

(5) 

Há alguns al'ranjos especiais de 4 pont.os dif'erent.es 

sobre uma ret.a~ de maneira que a est.es arranjos correspondem menos de 

6 odds diferent.es, por- exemplo: 

a) $ • .. .. {: : ~1 
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O valor 8=1 deve ser rejeit.ado pois ele corresponde a uma quadra 

degenerada <ABCC), ( e ... t ++ D-=C ). 

b) $ - 1 - $ 

c) $ • 

d) e = 

e) e • 

1 
1-$ 

$-1 
$ 

$-1 

.. $. 

z ... e-e+t•O 

.. 

-+ raizes imaginárias 

,.. raizes iJllal;iná.rias 

.. {
$-o 
$ - 2 

O valor e = O deve ser rejei~ado pois corresponde a uma quadra 

degenerada <ABCB>, < e = O <* D = B ). 

PaJ:>a cada um dos valores de e encon~rados nós lls~.amos 

os seus 6 corresponden~es: 

$ 
1 1-$ 1 $-1 $ 

-e 1-$ $ $-1 

-1 -1 2 
1 

2 
1 

z- z-
1 

2 
1 

2 -1 -1 z- z-
2 

1 -1 -1 I 2 z- 2 

Como em t.odas as linhas t.emos os mesmos números, ent.ão 

os t.rês valores encontrados para e representam a mesma solução, ou 

seja. correspondem a mesma quad:r>a de pont.os ordenados de maneira 
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di.rerent.es. t a chamada quadra harmônica, Beskin (1975). 

Quando 8 • -t~ t.emos um segment-o AB~ um pont-o int.el'ior 

C que o divide em uma cert.a l'azão >.., e um pont.o ext.erior D que divide 

o mesmo segmento na l"azão 1-1 <p = À. em valor absolut.o). Esses quatro 

pont.os são chamados quadra har-mônica. 

À • 

A c B D 
(6) 

AC 
crr 

AO 
158 

3 --r-

6 
-~ 

• 3 

- -3 

Numa quadra harmônica os pares são equívalent.es, se C e 

D são os pont.os ext.r-emos ent.ão A e B são os pont.os de divisão. 

Por ex.~ em (6) se A divide o segment.o CD na razão 

ent.ão B divide o se,..ment.o CD na razão 2'"' '=" 

1 1 
-r· 

As expressões do lado esquel"do das fórmuLas (5) possuem 

uma propriedade de gr-upo. Se qualquer dessas expressí'Ses é :subst.it.uida 

em qualquer- or-dem pol' 8 nós obt.emos -wna delas novament.e. 

onde- mult.iplicar a. 
' 

por 

de 8 no a_ , por exemplo: 
' 

1 

a. 
J 

1-e 

a -e 
' 

a 
2 

<a O a.) 
' J 

-·e 
• 1-e • 
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1 a • 

significa 

e -,;:,-•a 9-1 6 

1 -""'ir , 
e-1 • e , 

subst.i t.uir 

t-e a - , • e 
a • e-1 6 

a. 
J 

em lugar 



Ou seja 

quadr-o: 

o a 
' 

a a 
' ' 

a a 
2 • 

a a • • 
a a • • 
a a 

5 5 

a a 

" " 

a. 
' 

o 

a 
2 

a 
2 

a 
' 

a 
5 .. 
" 

a • 
a • 

a. 
J 

= = t.emos o seguint.e 

a a a a • • ~ " 
a a a a • • 5 " 
a a a a • • " 5 

a .. a a 
' " • • 

a a a a • 5 ' • 
a a a a 
" ' • • 

a a a a 
5 • • ' 
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1.2. OJ>DS RATIO PARA UMA TABELA DE OONTINOtNCIA 2 X 2 

Definiremos agora a medida de associação e <odds rat.io> 

pal'a uma t.abela de cont.ingênci.a 2 x 2 . 

Considere uma população de individuas,. que pode ser 

classificada se,undo duas cal"actertst.tcas A e B ( A c e Bc são os 

complenu.mi..Ul•ut;o: Uc.' A e B ), g:~I·ando a t.abela: 

B 

onde e silo os populacionais 

cor:r-espondent.es às proporções das 
c c c c cat..egorias AB: , A B , AS e A 9 

O int.e:r-esse est.at .. isf .. icu é avl·e;;.:unt.ai• as: propriedades do 

odds rat.io.. import.ant.es para a sua escolha como medida do grau de 

Por deflnição o odds rat.io é dado por: 

e = 

Fazendo uma analoc;ia ent.re a def"inição de 8 para quat.ro 
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pont.os sobr-e um segment-o de l"et.a e par-a uma t.abela 2x2, podemos 

-= 

d di .. i AB , BAC , ABC on e agol"a as s~o ... ..,.nc as 

probabilidades das cat.egorias AB , BA c , ABc e Be A e as quais são dadas 

poz. p , p , p e p nesta or-dem. Assim: 
t z a • 

Regra 1. O odds rat.io não se alt.era quando trocamos as 

linhas por- colunas, ou seja quando os dois pa.J>es são t.J"ocados.(usamos 

a mat.riz t.ranspost.a>. !: uma medida simét.rica. 

A A c B BC 

B P, P, A P, Pa .. 
P, BC Pa p• A c p. 

e ,. ( A A0 B BC) 2! < B B0 A A0
) • 

P, p• 

P, p. 

Regra 2. O odds l"at.io não muda quando t.J'ocamos os 

element.os em ambos os par-es simult.aneament.e. 
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A A 

.. 
B 

o odds :rat.io não .... alt..e:r-a .. .. duas permut.ações são 

l"ealizadas uma após a outra: 

A A c A c A B BC 

B P, Pz BC p. Pa 

.I 
A P, Pa .. 

Pz P, 
.. ... 

BC P, p. B A c Pz p. 

BC B 
A c v. v. .. 
A v. v, 

e - ( A ACB BC) ;;; ( AcA BcB ) ;;; ( B BcA A c> ;;; ( BCB ACA ) 
v, v. 

= = v. v. 

Regra 3. Se os element.os são t.rocados apenas em um par, 

ent.ão o valor do odds r-at..io é t.:r-ocado pelo seu inverso: 

A A 

1 
" ---e-
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.. BC 

B 

A 

P, 

Aplicando as ~eg~as 1 e 2 em 1 
-e ,. t.ernos 

1 • -e 

Reg:roa 4. Se os elem&nt.os niio co:r-;roespondent.es de 

dit'el:'ent..es pat"es são t..rocados, então o valor- do odds l"at.io é sua 

diferença da unidade. 

A A c A B A c BC 

B P, P, A c .. 
BC Pa p• BC 

A .. 
B 

e .. 1-e 
B .. 
A 

B A 

BC I .. 
A c 

Aplicando a Regx-a 3 em 1-e, e depois as r-egras 1 e 2_, 

t.emos 

A 

B 

BC C: I 
B 

20 
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B 

A 



e ,. 

t.emos: 

B 

BC 

B 
BC 

e 

A 

1 
t-e 

A 
P, 

Pa 

... 

e .. 

.. A 

B 
.. 

A B 

1 
Aplicando a Regra 4 em ----a- , e depois as regras 1 e 2, 

A< A< B A BC 

Pz A A< .. .. .. 
p• a< B 

e-1 BC A B A c 

e B .. BC .. 
A c A 

Aplicando a Regra 3 em 
e-1 e , e depois as :r-egr-as 1 e 2, 

B A 

.. .. .. 
e A B 

e-1 .. 
B A 

A aplicação da Regra 4 e as consequen~es aplic~s sob 
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seu result.ado não t.em sent.ido est.at.1st.ico, por causa das de:finiçi:Ses 

Em t.al"mos de t.abelas 2x2, as propriedades do odds l"&t.io 

impot>t.ant.es pa%-a a sua escolha como medida do grau de associação s~o 

as seguint..es: 

t. O odds :r-at.io não se a.lt.era quando t.l"ocamos linhas 

poro colunas, ou seja, usamos a rnat.l'iz t.ranspost.a. t: uma medida 

simét.ríca. ( Regl'a 1 ) 

A A" B B" 

B P, P, A P, Pa .. 
B" p. p• A" Pz p• 

e • 
P, p• 

p. p. 

2. O odds: rat.io não muda quando t.:r-ocamos os element.os 

em ambos os pares simult.aneament.e. < Regra 2 ) 

A A c A c A 

B P, Pz BC p• Pa .. 
P, P, BC Pa p• B 

e = 
P, p. 

p. p. 
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3. Se os elementos são trocados apenas em um par, então 

o valor do odds J>at.io é t.rocado pe-lo seu inver-so. ( Regra 3 ) 

B 
BC 

A 

.. 

... 

B 
BC 

B 

A 

A 

e• = 

e• = 1 =-e 

4. Se mult.iplicarmos uma ou duas linhas <e ou coltmaS > 

por- uma const.ant.e posit.iva, o odds rat..io nil:o se altera , ou seja, o 

odds r-at.io é invariante sob ambas as escalas linha e coluna. 

c c • 2 

A A" A A" 

B P, p. r B r_. c:lp:t r_.c2p2 P, p• .. • e • 
BC Pa p. r BC 

2 
r2c:lp9 r <,f 2 • P, p. 

Assim t.emo.s que o odds r-at..io é uma import.ant.e medida do 

grau de associação por sat.isfazer as propriedadc::i unt.vriorcti u muit..o 

mais impo:r-t.ante do que ist.o é o fat.o de que qualquer medida de 

as suas mesmas pl'Opl'>iedades ót..imas de 1 a 4. [ver re:fel"éncias Good e 

l>llt.t.al <1987> e Edwa:r-ds <1963)1. 
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CAPITULO ll. CARACTERIZAÇÃO DA MULTINOMIAL 

Iremos considerar o modelo multinomial pa:r-a cerar 

t.a.belas de cont.ingência 2x2, Cox <1970). 

Gost.artamos de encont..rar- uma t..rans.f'ol"'mação (bijeção de 

' ' classe C com invel"sa de classe C no espaço dos parâmet.ros, ou seja 

• dif'eomo:rf'"ismo de classe C ) de maneira que- as est.at..ist..icas Iat.orassem 

a distribuição muJt.inomial em pal"t.es, cada uma das quais dependendo 

apenas de um parâmet.ro de interesse. Isso seria o ideal, mas como 

est.amos int.e-:r-essados na medida de associação 8 <odds rat.io), 

gost.al'1amos de encont.-l'ax- uma t.:r-ans.:fol'mação de maneir-a que as 

est.at.ist.icas fatorassem a mult..inomial em part.es, uma dependendo apenas 

do parAmet.ro de int.eresse e e as out..ras dependendo dos out.ros 

pal"âmet.ros, ou seja urna est..at.ist.ica que dependa apenas de e mas 

nuisance para os outros parâmetr-os e as outras independendo de 8. 

Como a dist.:r-ibuiçilo mult.inomial de 

pat"âme-t.ros,. precisamos de pelo menos t.l'és est.at..ist.icas para podermos 

f'at.orá-la. 

est.at.ist.icas t.ais que uma est.at.1st.ica dependa apenas de e <par-ãmet.t"o 

de interesse) sendo nuisance pat'a os out..l'os parâmet..l'os e as out..ras não 

dependam de e, não é uma t.ax-eí'a f'âcil. 

Queremos que a dist.ribuição dessa est.at.ist.ica que só 

depende de e não mude se os out.J>os parãmet.ros mudal·em,. que ela só se 
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alt.el'e com a mudança do valol' de e (ident..:IHcabilidade de $). 

Será que exist..e est.at.ist.icas que fat.oJ>em a mult.inomiaJ 

em pal't.es de maneira que cada est.&i..iat.ica dependa apenas de um 

parâme~I'O de int.e~esse ? 

Como est.amos int.er-essados na medida de associação e 

(odds :rat.io)~ a pergunt-a poderia sez• ref'ormulada da seguint.e maneira: 

Será que exist.e uma que 

est.at.ist.ica dependa apenas do par-Amet.ro de int.eresse- e e as out.ras 

est.at.ist.icas dependam dos outros parãmet.r-os, ou seja uma est.at.ist.ica 

dQpendent.e de e mas muis:ance par-a os out.:r-os paràmet.r-os e as out.r-as 

independentes de e 7 

Como não t.emos um t.eorema que garant.a a exist.ência de 

impol't.ant.es para cada caso pa.rt.icular com o ob jet.i v o de encont.rá-la. 

Consider-e uma população de individuas que pode ser-

c1assif1cada segundo duas caract.erist.icas A e B ( A c e Bc são os 

complementos de A e B ), gerando a t.abela: 

onde ' & 

B 
BC 

são os par-âmet.I'OS populacionais desconhecidos 



co~respondenLes as proporções das caLeco~i~s AR , A0 8 e AB0
• 

Considel:'e o aeguinf..e experiment.o: r-e-t.ir-a-se uma amost.ra 

de t.amanho n da população, com reposição, classif'icando-a nas 

cat.e€orias. Os dados paz-a est.e expel"iment.o são < x ,x ,x ) e seguem o 
i • • 

pox-: 

onde p.>O 
' ' 

Tem-se a seguint.e t.abela 2x2 

B 
X X n • • • 
" " • • 
m n • 

A dist.r!buição conjunt.a das variáveis X ,X ,X é dada • • • 

n-• 
p 

x-=x+x+x
3 

e p=p+p+p 
t 2: t 2 3 
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1~ TRANSFORMAÇÃO 

A decomposição a seguir !"oi propost.a por Fisher <1936) 

para t.est.ar a independência ent.re as caract.erist.icas A e B~ ou seja, 

se o f"at.o d& o individuo t.er a ca.r-act.g:rist.ica A ou A e não irüluenoia a 

pl'obabilidade de t.er a caract.erisrtica B e vice-versa. 

A hipót.ese a ser t.est.ada é: 

ou 

segundo a est.rut.ura. para.mét.rica da t.abela t.emos: 

H > o 
P, 

pt+pa 
ou 

pz+p"' 

Das relaç5es acima segue que a hipót.ese nula pode ser 

equivalent.ement.e escrit.a como: H ) e • 1 . Assim e é o parâ.met.ro de 
o 

Trab.alha.t-emos com a est.at.ist.ica ( x , n , m ) e-m lugar 
' ' ' 

x ). O espaço paramét.rico do modelo é o conjunt.o: • 

n • { <p ,p ,p ) / P + P + P 
i.2SI 123 

Consideraremos a seguint.e reparamet.rização do modelo, 

usada por Fisher (1935): 
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e = ' 
p. 

"' = -==---==-1-p -p 
• z 

A condição de bij&.-ão ent.:r-e (9,"",•") e (p ,p ,p ) est.á 
.,. Y'r 1.28 

sat.isfeit.a~ (ver Apêndice A.t). O novo espaço paramét.rico é : 

n • {c e, q,, V' > tul •"• e > o , o < q, < 1 , o < V' < 1 } 

e nest.e caso t.emos que e, 4> e VJ' são parãmet.r-os de Va:t"iação 

independant.e. 

t.emos: 

A tabela. acima pode ser escrit.a como: 

A 

B e 4> "' 1-q, + eq, 

"' (1-V'> 

A t.ransfo:rmação: 

e = 

1-p -p 
' . 

.. 

.. 

1-p -p -p 
• z • 

28 

<1-4>> V' 
1-q, + eq, 

<1-4>><1-V') 

(1) 

(2) 

(3) 

' ent.ão subst.i t.uindo (1) e {2) 



= 

e = 

(4) 

Subst.it.uindo (1) , (2) e (4) em (3) t.emos: 

Ent.ão p = 
' 

.. e'l'-'-ep-'•p -p .. 
.,.. t.."" i. f.'+' 

... P <t- q, + q, e> = e .p '~' 

' 

1- q, + q, e (5) 

Subst..it..uindo (6) Qm <1> t.emos: 

p = • 
'I' <1- 4>> 

1-q, + q, e 

... 

A dist.l'ibuição de de acordo com 

P < x ,x ,x / n,p ,p ,p ) que pode ser escrit..a como: 
1 2 a :i 2 a 

nt<x +x )l(n-x -x )I 
i 2 :f. 2 

<x +x )I <n-x -x >!x lx lx t<n-x -x -x )I 
:1.2 :12123123 

= 

[ x,:x.) [ " +x ) [ n-:: -x2 
) 

x +x n-x -x 
i z 1 z ( 1- 'I' ) 

1 z 
'I' 

X 

' 
X 

x +x n-x -x e 1 
4>1 • ( t- "' ) • a 

= 
X + X 

(1- "' + e 4> > 1 
z 

29 
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[ x~:x 2 
) [ n-:: -x2 ) 

• e • 

[X :X ) ••• n-x -x • • • 2 = 'fi <1-'f/) 
X +M 

• 2 .t "[ x +x ) [ n-yx 2 ) 
k • 2 e k x +x -k • • 

... 
••• n-.w - x . t "[ x +x ) [ n-x -x ) k 

"' 
• '< 1-

"' 
) • • • 2 1 2 e 

k x +x -k • • ••• 
<t-q,+e 

"' 
>' 2 

= P< X +x / lp ) • P< X +x / X +x ' f/; .. e ? . P< X / X +x ' X +x ,e) 
.tz t3 .t2 :1 .tatz 

= P(n / \V ) . P< m / n ,_<P,G > .P<x / m ,n ~e ) 
1 1 :1 1 i :l 

• P<x ,n ,m / e ~t:P,lf') . ' ' 

Est.a t.ransforrnação não é a que procuramos pois a 

dilliõt.ribuição mar-ginal de x +x 
1 • 

condicionada a x +x 
• 2 

pa.t'â.met.ro e a port.ant.o deve cont.er irúorrnação sobre ele. 

30 
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2~ TRANSFORMAÇÃO 

A t.r-ansf"ormação a seguir vai nos permit.ir escr-ever a 

mult.inomial como produt.o de t.rês binomiais~ cada uma das quais 

<kipendendo apenas de um par-;âmet.ro, lilÓ que o par.âmet..ro de int.&resse e 

não est.á explicit.ado. Assim essa t.:ransformação não é a que est.amos 

procurando pois quando escrevemos est.a t.ransíorm.ação em função de e 

não t.emos mais cada est.at.ist.ica dependendo apenas de um par:.met.r-o de 

int.e:resse. 

Seja a transfor~ão 

y~ = p;l ' y = 2 1- p • ' 

• é 1-1 e sobre. O = (0,1) , <ver Apêndice A.2) 

Temos: r, • P, + p:a. • Y~, 

Pz 
r. = 1- P, 

... = r <1-r > 
2 ' 

Pa 

"'• = 1- p- P, 
' 

.. P = r [ 1- r - r <t- r > 1 a a ~ 2 .1 

= y (1- y ) (1- y ) 
• 2 ' 
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Assim podemos escrever~ P<x ,x ,x / p ,p ,p ,n ) como: 
~ 2 a ~ 2 a 

nl X. 
x tx lx l<n-x -x -x )I 

•• <1-r > • 
X • (1-y ) 

• <t-r > . 
2 

= 

= 

"-2& :tza 

n-x -x -K 

[ ] 

' 2 • 

1- r - r <1-y > - r <1-r ><1-r > 
.12 i 3:12 = 

n! 
x !x lx I (n-x -x -x ) 1 
:ttta .:t2a 

[ {1-y )(1-y )(1-;v ) ] 
' z 3 

•• (1-y ) 
• 

rt->t: -x -x 
• 2 • 

= 

nl<n-x ) !(n-x -x >I 
' • 2 

x !<n-x >lx t<n-x -x ) !x l<n-x -x -x )I 
""2 :t.2a ~za 

n-x -x 
' 2 (1-y ) 

2 

X • .... n-x -x -x 
' 2 • <1-r a.' 

[ :. ) [ n-x 
' 

" 2 

) [ n-:: -x2
) 

n-x -x -x 
(1--y ) 

3 

' 2 • 

= 

X • (1-y) 
• 

X • <1-y ) . 
2 

X • .y 
• 

= 

n-x 

' (1-y ) 
• 

n-x -x 
• 2 

(1-y ) 
2 

= B<x / n.y ) . B<x
2 

/ n-x ,y ) . B<x .. / n-x -x ,y ) 
1 ':1 12 "" :123 
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3e TRANSFORMAÇÃO 

Com est.a t.ransf'ormação t.ambém conseguimos f'a.t.orar a 

mult.inomial em produt.o de binomiaist onde cada est.at.ist.ica depende 

int.eresse e e ainda mant.e:t> essa independência. 

Q 1--1 e sobr9. n 

Seja a t.ran.sformação: 

' 1- p- p 
' 2 

• = (0,1) , <ver- Apêndice A.3). 

T&mos: 

= "' ó 

.. p = VJ <1- 6 > 
2 

= "' [ 1- "' ó - "' <1- Ó) l .. p • = "' ( 1- "' ) 

Mas: P,.. = 1- p:t-p
2
-p

9 
..,. P._ = 1- VI 6- 'f/ <1- ó)- .,P <1- y;> 

A 

.. p - 1- 'fi 6 - V' + lp 6 - t/.1(1- y;) • 

probabilidade 

33 
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pode ser escrita como: 

= 

• 
n I {lp 6> '-

x lx lx l<n-x -x -x >I 
'#.Z:iil! i23 

X 

4. 

]

n-x -x -x 
' 2 • = 

n-x -x -x 
• 2 a 

n-x -x 
' 2 

= 

X • 

n-x -x -x 
• 2 • 

• 2 
V' 

) 

x +x 

x +x 
' 2 
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-
n-x -x • • 

X 

<1-ô) z 

X X 

ó "' (1-ô) 2 

/ n-x -x 
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4e TRANSFORMAÇ~O 

Essa t.rans:formação é import.ant.e pois ela f'at.ora a 

mult.inomial em produt.o de binomiais sendo que a dist.ribuição de 

não é a que procur-amos~ Cox <t970). 

Ap&ndice A-4). 

Seja a t.ransfor~ão 

.. "' = In <I> ' À = In 

Temos: 

'P = pi+ pz .. P, = 'P - P, 

" 
p. 

" " = .. Pa = e p• P• 

À P, p• P, p• .. = .. P, = 
P, P, À 

e p. 

Subst.it.uindo {f) e (2) em (3) t.emos: 

36 

= tp - p 
2 

(1) 

(2) 

<3) 

x+x, • z 



'I' 
p • 

z 1 + eÀ+o. 
(4) 

Subst.it.uindo (4) em (1) t.emos: 

1 + GÀ.+et 
... p:l-

p • 1- p - p - p <ED 
.-. t. z a 

Subst.it.uindo (1) e (2) em (5) t.ernos: 

p = 1- VJ -• 
O< 

e 

" p <1 + e ) = 1 - lf • 
1 - 'I' 

.... p. = 
1 + e

01 

Sub.st.it.uindo o valor de p am <2> t...amos • 

Assim 

P<x _.x ~" / n,p ,p ,p ) = 
:128 :l29 

n! 
x tx !x ! (n-x -x -x )! 
123 123 

1'>-X -J( -x 
• 2 • <1-p -p -p ) 

i. z 3 = 

36 

• • P, 



nl<x +x )f(n-x -x >I 

= i z 1 2 
(x+-x)l<n-x-x)h, lx lx l<n-x-x-x)l 
t2 t2trta tza 

= [ 
n ) ( " +x ] [ n-x -x ] X 'X n-x -x 

' 2 ' 2 ' 2 
<1- '~'' ' 2 

" +x " X 'I' 

' z ' 3 

X 

. ( !..+a ]'[ 1 r r ct r r 1 r·.-·.-· . e e 

1 .. X:+Ol 
1 +e X:+o. 

1 +e " 1 +e " e 

s(x,+x2 / n ' Y') . s(x. / 
!..+ct " ) x+x , e ).+ ) . B ( x / " = n-x -x ' ' 2 1+e Ol a ' 2 1+e01 
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5~ TRANSFORMAÇÃO 

Essa t.ransformação fat.ora a mult.inomial em pl'odut.o de 

binomiais e nosso parâmet-ro de int.er-esse e est.á explicit.ado, mas não 

conseguimos a fa:t .. o:ração em que cada est..at.:ist.ica de-pende apenas de um 

parãmet.ro de int.eresse como que:rernos. Est.a t.rans:Cormação relacionando 

apenas parâmet.ros int.ernos nos dá idéia da est.rut.Ul"a da t.abela 2x2 com 

a qual est.amos t..rabalhando. 

Seja a t.r.ansfoi"ntação: 

e = I'= ' y = 

é 1-1 e sobre ~ (ver Apêndice A.6). O novo espaço paramét.rico é: 

Assim t.emos: 

{1) 

(2) 

(3) 

Subst.it.uindo (1) e (2) em (3), t.emos: 
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t.emos: 

p • 
' 

Mas: p •1-p-p-p 
• 1 z a 

Ent.ão subst.it.uindo (4)~ (1) e <2> em (5), 

p. - 1 - <e (l r + (l + r>p • 

p <1 + e (l r • + r + r> = 1 

1 ... p• = i + íl +r + ê íl r 

(4) 

(5) 

t.emos: 

.. 

(6) 

Subst.it.uindo (6) em <4>, (1) e (2) respect.ivament.a, 

e (l r 
P, - i + í1 + r + ê íl r 

(l 

P, = 
1 + (l +r + e (l r 

r 
Pa • 1 + (l +r + e (l r 

Essa t.ransEor~ão é 1 a 1 e podemos escrever a 

mult.inomial como: 
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= 

n-x -x -x • • • <1-p -p -p ) 
1 • • 

nl 
x fx lx I (n-x -x -x 51 

i • • 1 z • 

X 

[ $(ir r [ i+(}+y+êni 

• • p•. 

X 

(i r i +(i+y+ê(iy 

• n-x -x -x 

[ r [ 1 ) 
i • • y 

1 +(l+i+ê(}Y i·fl+Y+ê(}Y = 

<x +x >!<n-x -x )!x !x !x !<n-x -x-x )! 
1-3 ::t:a:tli2 $23 

[ 

e(ir + r ]•,••. 

i+(i+y+ê(}Y 

n! {x +x )!(n-x -x )! 
::t a :t a 

=--------~~--~~----------

n-x -x X n-x -x -x 

[ 1 + (i ) 
• "[ (i ] 

2 

[ 1 ) 
• 2 a 

1+f*y+8(5y 1+(1 1+(1 

X X 

[ $(! r [ 1 r 1+ilíl i+éf'3 
= 
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= [X :X 
' . ) [ x~~x• ] [ n-:: -x3 

) 

= 

n-x -x 

. [ 1 + (l ) ' .[ (l 

1·(l+r+8flr i+(l 

[ 

8(1 

1+8(l )

• ' [ --.-:-=-1 ) •• 

1+8(3 

a[x +x ' . / n, 8flr + i' 

1 +f3+y+ertr 

41 

) 

= 

... 
err + r [ 1+(l+y+8flr r~ 

• • 
[ 1 

1•(1 

/n- x -x ~ 
' . 

n-x -x -x 

) 
• • • 



6~ TRANSFORMAÇXO 

Essa t.ransform.aç.ão f"a.t.ora a mult.inomial em produt.o de 

binoniais mas não com cada est.at.ist.ica dependendo apenas de um 

d .. int.Gl"êl!iiUiiiG, .. impo:rt.ant.iiil pois oom 

t..ran.sformação a mat.riz de inf"omação de Fishel' é uma mat.riz diagonal. 

<vel" Apêndice A.7). 

SGoja .a t.raru;;~formação: 

P, P, 
w = = • p • 1-p -p -p 

• z a 

p. Pz 
"' = = 

2 pi+p,.. 1-p -p z a 

P, Pa 
= = w • p:l+pz+p,.. 1-p • 

a 
Q 1-1 e sobre. O = (0,1) . <ve:r- Apêndice A.6). 

Temos: 

P =w<p+p) 
2 z .i • 

Subst.it.uindo (2) em (1) t.emos: 

•w(wp+p> 
2 1 • 4 

p •pwCw+t) 
2 • 2 :l 
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p = w (p +p +p ) 
a .atz• (4) 

Subst.it.uindo (1) e (3) em (4) t.e-mos: 

+pw<w+1) • • • + P,.] 

p =wp(w +w(w+D+1] a a•t z.t. 

p = w p (w +i)(w +1) 
a B4:1 2 

Mas, p = 1-p -p -p 
" 1 2 3 

(6) 

(6) 

Subst.it.uindo (1) 7 (3) e <ED am (6) t.emos: 

p =1-p(w • • • + w (w +1) + w <w +i)(w +1) ] 
2 .t. a 2 " 

p [<t+w) + • • w <w +1> + w <w +D<w +1) ] 
2:1 32 i 

1 
p • = (w +t)(oo +i)(w +1) 

• 2 a 

Subst.it.uindo (7) em 

:respect.ivament.e_. t.emos: 

"' • p = 
:1 (w +i)(u.> +i)(w +1) 

• z • 

43 

<7> 

= 1 

(3) e <5> 



= 

(w +t)(w +D • • 

Podemos escrever a mult.inomial como: 

• a • 
' P, Pa. 

. <1-p -p -p ) 
' z • 

n->< ->< ->< 
' 2 • 

= 

n!(x +x )l(n-x -x )! 
:1 a :1 a 

<x +x )!(n-x -x )fx fx lx l(n-x -x -x )! [ ~<~w~+1~)~(~:~· 7 +~1>'<'w--+~1~)~ 
' . . 

iB :13 1S2 :129 

· <w +t)(w +1)(w +1) 
' 2 • 

[ 

w <w +1) 
2 ' r 

w <w +1)(w +1) . . ' 
{w +i)<w +1)(w +1) ' . . 
n-x ->< -x 

[ ---:-;---ocrv:-:1=:.: ... ~,..-,"'.-J ' 2 a (w +i)<w +1)<w +1) 
1 z • 

= 
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= [ 

n ] [ x +x 
' a 

>t+x 
' a 

" ' 

1 + w <w +1) 
z ' . [ (w +t><w +i)(w +1) J • 2 • 

n-x 

. [ 1 ] i + w (w +1) 
2 • 

n-H -M 

' 

- x -x 
' z 

[ 

w (Wc +1><w +1) J"a 
a 2 ' 

· -:w:-:+i'-.,:-:-?<'w:-:+;::1;->'<;;.w:-:-"+"1'> 
:s. a 2 :1. 

= B [x +x / n, 
' a 

x +x f 

' a w + 
t 

- ~"'c=:-+=w"" 7 < 7 w,::.,+"1'>"'< 7 w,.:_+,1•)~ ] ""1 •:~~ a i- 9 2 1 

<w +1)(w +1)(w +1) 
' z • 

w <w +1) • • ( J 
z 

2 ' 1 + w <w +1) 
2 ' 

• • [ 
w r ' w + w (w +f)(w +1) • a 2 • 

= 

w <w +1) ] 2 • • 

1 + w <w +15 

Fizemos um t.ot.al de seis t.ransformações não 

encont.ram.os a t.ransXormação idecal que proc\U'.amos, ou seja .aquela que 

fat.ore a mult.inonúal em pa.rt.es de modo que uma est.at.ist.ica dependa 

apenas do parâmet.ro de int.eresse e e as out.ras sejam independent-es do 

mesmo. 

Cont.inuaremos: a nossa pesquisa e esperamos que est.e 

t.I-abalho sir-va pa.ra chama:x- a at.enção para o problema e que mais 

pessoas se int.er-essem em pesquisar nest.a direção. 
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CAPiTULO 3. GEOMETRIA DE UMA TABELA DE CONTINGI':NCIA 2 X 2 

Qualquer- t.abela de oont.ingAncia pode ser- nol'malizada 

par-a t..er ent.radas que somam 1. Assim há uma corl"espondéncia nat.Ul'al 

ent.re o conjunt.o de t.abelas 2x2 cujas entradas somam t e os pont.os de 

um simplex t.:r-idimens:iona.l (t.et.1"aedr-o>, FienbeX"C" e Gilber-t. <1970>. 

Discut.iremos al«;umas idéias est.at.istica.s sobre t.abelas 

2x2 em termos da geomet.ria do t.et.raedro. Em part.icular, para: 

<a> t.odos os pont.os oor:respondfilndo a t.abelas cujas 

linhas e colunas são independent.es, 

<b> t.odos os pontos correspondendo a t.abelas com um 

<c> todos os pont.os cor:respondent.es a t.abelas com wn 

conjunt.o fixado de t.ot.ais rn.ar-ginais. 

Usa%-ernos a est.rut.ura do simplex t.:ridimensional~ e 

!'aremos a correspondência um a um ent.re o conjunt.o de t.abelas 2x2 

nor~izadas e os pont.os de um t.et.rae~o at.ravés das coordenadas 

bar-icênt.:rioas no:rmalizadas. Escolhemos 

onde A • <1,.0,.0,0) , A • <0,1,0,0) 1 A • <0,0,1,0) e A = <0,0,0,1) 
:s. 2 a "" 

correspondem respect.ivament..e as t..abelas 2)(2 abaixo: 

1 o o 1 o o o o 

o o o o 1 o o 1 
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O pont.o P c <p ,p tP ~P ) corl'esponde a t..abela 2x2: 
:1. 2 • • 

Há uma oorrespondênoi.a 1a1 ent.re os pont..o& no t..et.:raedro 

e as t.abelas: 2x2. 

TETRAEDRO DE REFER1':NCIA 
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SUPERFíCIE DE INDEPENDtNCIA 

Qualquer pont.o T' sobre a linha A A é det-erminado po:r
' 2 

um número ep t.al que O :5 f/J ;$ 1 e 

onde A T' e 
2 

A T' 
2 

r-espect.iva.ment..e. Assim T' t.em coor-denadas (f/J,1-tf.l~O,.O>. 

Al 

Podemos escolher t.ambém wn out.ro pont.o T sobre A A t.al • • 

4- AT • 
1--/ = 

T A • 
A~ 

1'= (o,o,tP,HP) 
'li 

'), 
1-,P 

,,~ 

A3 

íHo/,1-~, o, o) 
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Agora por def'inição, qualquer pont.o I sobre a linha T~T 

. ---

Assim I t.em coordenadas 

cujas linhas e colunas são independent.es. 

P&rmit.indo que 4>- e VI assumam t.odos os possiveis valores 

entre O e 1, podemos encont.rar t..odos os pont.os correspondent.es a 

t.abe.Las cujas linhas e colw-a.as sejam independen-tes. 

As linhas T'T definidas para dif'e:r-ent.es valores de </> 

<O :S q, :5 1) est.ão na superflcie de independência. 

Alt.ernat.ivamant.e, poderiamos t.er esoollrldo os pont.os S' 

sob:r-e A A , S sobre A A e I ' sobr"'e S'S t.ais que: 
~ 9 2 .. 

A S' 
3 

S'A • 
' 

AS • 
S"A • 

= 

Assim I, t.em as coor-denadas 
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Observamos que: I • I ' . 

SUPERFlCIE DE INDEPENDI!NCIA 

l---7A~ 

de VI <O:S~1) t.am.bém est.ão s:obl'e a supel"1'1cie de independência. Es:t.a 

superf"icie est.â complet.ament.e det.el"minada por qualquer uma das 

:famílias de linhas < T'T ou S'S ). 

O& f'at.o a super-f'icie de independência é um par-abolóide 

hiperbólico e seu pont.o de sela é o centro do 

50 



O parabolóide hiperbólico é uma superf"icie duplament.e 

:r-egJ:>ada vist.o que sua superncie cont.ém duas f"amilias de linhas ret.as. 

As t,abelas cor-Nitspondendo aos pont.os sobr-e qualquer uma 

das linhas T'T t..ém os mesmos t.ot.ais marginais colunas, enquant-o as 

t..abe-l.as cor-respondendo aos pont.os sobre qualquer uma das linhas S'S 
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onde p.2 O 
' 

SUPERFíCIE DE ASSOCIAÇÃO CONSTANTE 

Para a t.abQla 2x2, abaixo; 

• 
• E p,• t . 

' i=t 

Podt:r-mos def'lni;r uma medida do g:rau de associaçilo pelo 

c:oe:íicient.e e (odds l:'"at.io}: 

e = o s e s oo 

Not.e que os t.ot.ais m..ar-ginais: linha e coluna de uma 

t.abela são independ&nt.es se e soment..e ss e • 1. 

Uma associação .. posit.iva•• (G > 1> pol" exemplo e • 4, 

pode ser conside:t'.ada como igual ' com afast.ament.o opost.o da 

independ-ência quando compar-ado com uma associação "negat.iva" 

1 
<e < D por exemplo e • ~-

Definimos uma super:flcie de associaçM cons:t.ant.e e~ do 

mesmo modo que def'inimos a super:ficie de independência, escolhendo T e 

T• t.ais que: 

e. 
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ou seja: 

ent.ão t.emos: 

p 

1-p 

e • 

• e . 

p / (1-p) 

4> / <1-</>) 

onde: o $ p :S 1 ' o $ <P :$ 1 e o $ e s (1), 

-('~ ( P, H, o, o) 

Mas sabemos que: 

e • 
p / <1-p) 

4> / <i-ij;) 

í= (o,o,4>,1-4>) 

eq, 

.. p - -:rf-c_:::-,<t>:r:+"ê'-'1'' 
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Então o pont..o I t..em as seguint.es coordenadas em 

'I' (1-</>) 

e cor:r-esponde a t.abela 2K2 abaixo~ 

8 'I' 4> 'I' (1-<f>) 

1- 4> + 84> 1 -4>+84> 

<1-'1')4> (1-'1')(1-</>) 

Alt.ernat.ivament..e, poderiamos t.er escolhido os pont..os S 

.. s• t.ais qulliii: 

A s• ~ • 8 • = . 
s•A SA • • 

ou seja: 

/ (1-y) { 
o $ r $ 1 

r 
e - onde o $ 'I' $ 1 

'I' / (1-tj~) 

o $ e $ "' 

Assim as linhas TT* definidas para diferentes valores 

de r.p e p (0 ~ rp~ s; 1) est.ilo sobre a supel"f'lciEt de const.ant.e 9. 
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SUPERFlCIE DE CONSTANTE e <e a 3) 

A superflcie de associação const.ant.e e est.á 

complet.ament.& det-erminada por dessas :fanúlias de linhas < TT* ou 

• SS ) e est.a.s super-f'icies int.ercept.am a. super:ficie de independência ao 

longo das 4 arest.as: de t..et.raedro: A A , A A , A A , A A . 
1.2 j.:IJ 24 a ... 

De íat.o~ super:flcies de const.ant.e e são 

hiper-bolóides de. uma !"olha, os quais são t.ambém super:ficies duplament.e 

regradas. Not..e o plano~ o parabolóide hlperbólico, e o 

hiperbolóide de uma Colha são as únicas superf'icies: duplament.e 
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Uma t.abela 2x2 exibe pe:r-f"eit.a associação .. posit.iva" 

quando t.odas as probabilidades est.ão nas células (1,1> e (2,2>, e 

8 • oo. O local de t.ais t.abelas é o segment.o de linha A A , o qual é o •• 
1 imi t.e das supe:r-ficies de associaçilo const.ant.e e quando e t.ende ao oo. 

Semell..ant.ement.e, uma t.abela oom. perf"eit.a aQSJOciação 

.. negat.iva" t.em t.odas as suas p:r-obabilidades nas células (1,2) e <2,1), 

e e • O. O local de tais t.abelas é o segmento de linha AA ,oqual 
2 • 

é o limit.e das super:f'":ioies de consrt.ant.e e ~ quando e t.ende a zero. 

Finalment-e, as linhas: TT • não são o local de pont.os 

correspondendo a t.abelas com marginais colunas const.ant.es, como eram 

as linhas TT'. Semelhant.ement.e, as linhas SS*, não correspondem a 

Est.amos saindo do cubo '"alongado'' para o t.et.:r-aedro como 

most.ra.m as :figUl'as abaixo: 
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TABELAS COM MARGINAIS FIXADAS 

Tabelas com ambos t.ot.ais marginais linha e coluna 

f'ixados são de int.eresse est.at.ist..ico por causa do seu uso no t.est.e 

exat.o de Fisher. Port..ant.o, eooont.raremos o local correspondent.& para 

t.ais t.abelas. 

os 

Considere dois pon~s qusdsquer no t.et..raedro, 

<a • 

• <a 
2 

1 y; - a, , tP - a 1- VI - 4> + a. ) • • • 

respeat.ivament.e, t.abelas com 

marginais linhas <w,1-lf') e t.ot.aís mar-ginais colunas <if>,1-~) corúorme 

abaixo: 

a • 

"' 
-a 

• 

"' 

"' - a • .. "' - a • 2 

1-.,-.p+a 
• "' - a 1-'1'- .p+a 

2 2 

1-,P "' 1-"' 

Podemos escrever P
1 

e P
2 

, da se~uint.e maneira: 

A direção da linha P P é dada pelo vet.or <1,-1,-1,1>, o 
• z 

qual Q. independént..e de a e a . Assim t.odos os pont.os <P> com t.ot..ais 
• 2 
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marginais (lp,1-lf) e <<~;,1-<P> est.ão sobre a linha P P . Mais ainda, é 
• 2 

claro que a linha P P é ort..ogon.a.l as Unhas A A e A A , as quais t..ém 
1.2 14 28 

Assim t.odas as t.abelas com o mesmo conjunt..o de 

~ginais (fixadas> cor:respondem a pont.os sobre uma 1 inha :ret.a 

oi"t.ogonal a A"A"' e A
2
Aa. Not..e que est..a linha de marginais f"iKadas 

qu"' t.G"tm di:r&ç.ão (1.-1,-1,1) tfi põâir<õâilela a linha que una os pont..os 

médios de A A • • .. A A e 
2 • 

port..ant..o, a linha at.:r-avés 

perpendicular a superficie de independência, a menos que as 

sejam t.od.as iguais, Fianber-g e Gilba:r-t. <1970). 
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Todas as t.abelas com o mesmo conjunt.o de rnarcinais 

que Wle os pont.os médios de A A e A A . 
• " 2 • 

Assim t.emos que um valor especif"ico de e e um par de 

mal'gina.is det.erminam compl&t.ament.e uma t.abela 2x2. A ceomet.ria 

equiv.alGnt.e .a est.a af"irmação é a seguint.e: primeiro vamos para o pont.o 

sobr-e- a super:ficie de independência cuja t.abela correspondent..e t.em as 

mat"ginais f1xadas. Ent.ão nos deslocamos ao longo da linha ret..a, que 

passa por esse pont.o, ort.ogonal a AA ' . .. cruzarmos a 

superficie correspondent..e a e. Est.e pont.o de int.erseção cor-responde a 

t.abela 2x2 det.e:l'minada por- e e pelo pai> de rr,uu-ginais :flxad.as. 

59 



CAP1TUW 4. EXEMPWS 

~ 

No capit..ulo 2, a 1- t.r-ansf'or-tnaQão que- apresent.amos foi 

a proposrt...a por Fisher e é para est.a t.ransf'ormação que daremos dois 

exemplos. 

O objet.ivo de apresent.ar esses exemplos é para ch.a.m.ar a 

at.enção de que é r-ealment.e import.ant.e encont-rar uma t.ransf"ormaç.ão que 

fat.or-e a mult.inomial em part.es de maneira que uma est.at.ist.ica dependa 

apenas do par-Amet.ro de int.eresse e e as out.:r-as não dependam de e. 

O problema de encont..rar uma t.al t.:ransf"ormação é um 

problema em aber-t.o e espel:'amos que com }itst.e t.rabalho mais pessoas 

se int.eressem em pesquisar- nest..a di:r-eç.ão. 

De acordo com a pa.ramet.rização propost.a por Fisher, a 

f"a:t.ol'"ação da mult.inomial é dada por-: 

= P<x +x /tp).P<x +x /x +x ,.e,rp>.P<x /x +x ,x +x ,e> 
J-2 J.3t2 :l:llil:l% 

A dist.ribuição mar-ginal de x +x condicionada a x +x , 
:t. a :~ 2 

envolve o p~âmet.ro e e port.ant.o deve con~r informação sobre ele. 

Most..raremos através de dois exemplos que a dist..ribuiç.êlo 

de e' depende da marginal x+x, ' . assim t.emos quando 

valor dessa mar~inal a dis:t.ribuição de e t.ambém se alt.era. 
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Considere uma população de indi viduos f classificada 

segundo duas oa.ract.el:'i&t.ioas A e B, gal:'ando a t.abela: 

onde P-~ O 
' 

A 

• 1 . 

Toma-se n individuos com caract.ez-ist.ica 8 e • n-n • 
individuas com caraot..er-ist..ica Be. Dent.z-e est.es. obsez-va-se o número de 

individuos com caz-act.er-ist.ica A, ger-ando a t..abela: 

A 

Os dados <x ,x ) seguem a dist.l'ihuição: ' . 
B h· 

P, ) X ~ 

' p~+ Pz 

B 
p. ) X ~ (n-n • t , 

pa+ P4 

independent.es. 
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O modelo binomial pode ser considerado como uma redução 

do mult.inomial, no sent.ido de que a dist.ribuiç.ii'o mult.inonúal pode ser 

&.scrit.a como: 

nl <x +x )f(n-x -x >I 
:l 2 • 2 P<x ,x ~x /p ,p ,p ) 

:t22=L2a - (x +x )l(n-x -x )lx lx lx l<n-x -x -x )I 
12 ;(2 128 :l28 

Jo<:l x2 xa 

P P ,p ,(1-p -p -p) 
· t • a :l 2 a 

n-x -x -x 
' 2 a 

. ( n 

x +x ) 
• 2 

x +x n-x -x 
:l 2 1 2 <p +p ) <1-p -p ) 

1 2 1 2 

X 
p • 

i-p a -p ) 
• 2 

1-p -p -p 

( 
• 2 • ) 

1-p -p 
• 2 

• p • 

1-p·-p) 
1 2 

= 

n-x -x -x 
• 2 • 

= s(x+x / n,p+p J, s(x / x+x, p~ ) , s(x / n-x-x ,
1 

Pa ) 
1 2 :s. 2 t. :l 2 p• p

2 
a " :z -ps-p

2 
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EXEMPLO 1. Consideremos duas dist.ribtúções binomiais 

com t.amanhos iguais a 6 e pl'obabilidades iguais a 

Temos a ser;uint.e t.abela: 

X X • • 
" " • • 
m m • • 

Os possiveis valores para 

Consid&l"ando as mar-ginais 

possivais valores são, l"&spect.ivament.e: 

5 

5 

10 

m 
' 

.. 

O, 1, 2, 3~ 4, 6 

o, 1, 2~ 3, 4,_ 5 

f'ixadas, 

{ 

m:t : 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4~ 3, 2,_ 1, O 

m
2 

O, t, 2, 3J 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 

t.odos os 

Podemos gerar 36 t.abelas 2x2, classif'ioando-a.s: pelos 

A probabilidade de cada t..ahel.a será: 

( ~.) (+f. ( ~. ) (+f = 
1024 
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rnat"t;inais m .. m 
'" + " . m > segue a dist.:f'ibuição hipergeomét.rica 

' 2 ' • ' 
dada por-: 

( 6 ) ( 6 ) X X 
1 • 
( i o ) m 

' 

As Crequ6ncias das 36 t.abelas, c.lasl.si:flc.liotdasl palos 

valo:r·es: das marginais m " m 
' 2 ' est.ão r-elacionadas no Apêndice 8.1 " 

abaixo rep:roduzimos as t..abelas para as mat'ginais m • 7 e • m• 
2 

3 , Yat.es 

<1984>: 

6 o 

2 3 

'( 3 

4 1 
{4,1,3,2) 

3 2 

'{ 3 

3 2 
(3,2.4,1) 

4 1 

7 3 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

64 

p -p = 0,6 
' 2 

ex "' 

8 
e= -a 

p -p •-0,2 
' . 

e= 3 
11 



2 3 

5 o 
7 3~ 

5 

6 
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TABELA 1. Fl'e-quencias r-elat.ivas das 

amost.r-as de duas dist.:ribuiçtses: binomiais 

3ó tabe-las 2x2 geradas 

com: n • n • 6 • • e 

classit'icadas peJos valo:res das mar-ginais m • 

por-

• 

iO,O 9,1 8,2 7,3 6,4 6,6 4,6 3,7 2,8 Tot.al 

- 1 'o 

-o .s 

-o .6 

-o .4 

-o' 2 

e = 
0.0 1 

í .a. Oi 

+0.2 

+O .4 

+0.6 

+0.8 

+1. o 

Tot.al 1 

e = o 
1 

(0, 004- ~ 

$ =o 
6 

(0. 024) 

e = o 
5 

(0.024) 

e = r/:r6 
26 

e =o 
10 

e = o 
10 

<0.083) (0. OPP I (0. 089} 

e= o 
10 

e = :x/6 
60 

e =o 
10 

{0. 222) (0. 238) 

e = :c/6 
60 

{0.2318) (0, 222} 

e = <> e = 3/8 e = 4/9 e = 3/8 
50 

417) 

9 = o 

5 50 
{o. 5) <O • .. li?) '" ' 
o/o e = X e = X 

25 100 
{0.556) (0 • .C.?6) 

100 
.9P?> ' "' 

e = I 

100 

'"· 4?d> 

5 
(0. 5) 

e = :c 
25 

(0. 556) 

e = o/o 
1 

Ct.Ol 

e = "' e = 8/3 e = 9/4 e = 8/3 
50 

e = oo 
5 50 100 5 

(o. 5) (o ... " 7> <O, ·~7} <O. .. :l 7) (0.5) 

e = oo 
10 

<0.222) 

e = cs 
50 

(0. 298) 

e = 6 
50 

(0. 298) 

e = oo 
10 

(0.222> 

e = oo 
10 

<o. o e a> 

e = r6 
25 

(0. 099) 

e = oo 
10 

(0, oaa> 

10 45 120 

$ = <» 
5 

210 

G = oo 
1 

252 

G = oo 
5 

210 120 45 10 1 

1 

10 

45 

120 

210 

262 

210 

120: 

45 

10 

1 

1024 

A p:r i me i r a co 1 una cont.ém a t. ab& J a <5,0,5,0),. a secunda as t.abelas 

<4,1,5,.0), <S,O,A,.t),. et.c. Os números em parênt .. eses são os e lement.os 

da dist.-ribuiç.ilo hipe:rgeomét.:r-ica par-a valores dados das marginais m " ' 
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Obser-vamos pela t.abela 1~ ant.er-ior-~ que a dis:t.l'ibuição 

de e depende das Jllapginais m e m , ou seja quando mudamos as valores • • 
das ma:r-ginais m e m a dist.l'ibuição d& e S$ alt.era. 

• 2 

Assim a t.I'ans:Cormação propost.a por Fisher não é a que 

pr-ocuramos pois a dist.r-ibuição da tnal'ginal x +x condicionada a x +x 
s a s 2 

envolve o pa.pâmet.r-o 6 e assim a dist.:r-ibuição de e se a!t.e:r-a quando 

mudamos as marginais. 

Dist.z.ibuição exat.a de pr-obabilidade do odds l"at.io ($) 

quando se considex-am duas binomiais com t.amanhos 

iguais a 5 e probabilidades iguais a 

e f p(f)) 

0/0 2 0.002 

o 61 0.060 

1/16 25 0.024 

1/6 100 0.098 

3/8 100 0.098 

4/9 100 0.098 

1 260 0.242 

9/4 100 0.098 

B/3 100 0.098 

6 100 0.098 

16 25 0.024 

., 61 0.060 

E 1024 1.000 
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Pal"a as t.abelas com e • O , 0/0 e oo l"espect.ivament.e, 

Zweif"&l , 1967>. 

• Cha.Jna.remos e o v alo r de e rnodiflcado segundo Haldame e 

Anscombe_. o qual & dado por: 

e • 

a b 

c d 

a d 
b c 

Ou seja: 

e" • 

a d 
b c 

a 

b 

.. 

.. 

• d ' + - .. -
2 2 

+ ' + ' - c -z 2 

a 

c 

; 

; 

.. • 
z .. • -• 

b+ 

d + 

.. ' a > 

b ... 
2 

a_.b,c,d > 

a ou b ou 

• -
2 

• -
2 

d + !. 
2 

c + • 
2 

o 

c ou d • o 

Assim a dist.r-ibuição exat.a dê probabilidade de 8 • 

quando se consider-am duas dist.r-ibuições binomiais com t.amanhos iguais 

a 6 e pl"obabilidades iguais a 
1 

2 é dada pol": 
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e• t: P<e*> 

0.27 10 0.0098 

o .13 20 0.0195 

0.06 20 0.0195 

0.03 10 0.0096 

o .008 1 0.0010 

1/16 25 0.0244 

1/6 100 0.0977 

3/S 100 0.0977 

4/9 100 0.0977 

1 252 0.2456 

9/4 100 0.0977 

6/3 100 0.0977 

6 100 0.0977 

16 25 0.0244 

3.67 10 0.0098 

7.86 20 0.0195 

15.40 20 0.0195 

33.00 10 0.0098 

121 .00 1 0.0010 

E 1024 1.0000 

Calculando a média e a var-iância de e• t.emos: 

E<e•> == 2.738 e o =: 5.886 
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EXEMPLO 2. Consideremos duas dist.ribuições: binomiais 

com t.amanhos: iguais a 10 e pl'obabilidades iguais a 

Temos a seguinte t.abela: 

X X 10 • 2 

" X 
10 • • 

m m 
' 2 

20 

Os possíveis valores pal'a 

possíveis valo:res são, l'espect..ivament.e: 

o .. 1. 2, 
O,. 1,. 2_,. 

{ 

m
1 

: 20, 19~ 19~ 17, 16, ... ~ 3, 2, 1,. O 

m
2 

o, 1,. 2, 3, , 16, 17, 18,. 19,20 

' 10 

' 10 

Podemos gerar 121 t.abelas 2x2, classificando-as pelos 

A pl"obabilidade d& cada t.abela ser-á: 

(+]"' = 
1048576 
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A pr-obabilidade de cada t.abela pai'a valol"es dados das 

mar-ginais m .. rn (x + " -m) segue .. 
' 2 ' • ' 

dada po:I': 

( !o ) ( 10 

" ' 8 

( 20 ) m 
' 

de duas dist.l'íbuições binomiais n 
1 

= 

cla.ssi:ficadas pelos valot'*es das rnaJ>ginais 

no Apêndice 8.2 e a segui:r rep:I'oduzimos 

m • 17 e m • 3 : 
1 • 

10 o 10 

7 3 10 

17 3 

9 1 10 

o 2 10 

17 3 

71 

dist..:r>ibuiçÊÍo hiper-geomét..:r-ioa 

) 

m • 

• 10 

e m 
2 

e p = 1 
z-· 

, est.ão X"elacionadas 

as t.abelas para as marginais 

120 

p -p • 0.3 
' 2 

p -p • 0,1 
' z 

450 
8= 



( 7 ,3,10,0) 

B 2 

9 1 

10 
( 1~ H 

10 

1"1 3 

7 3 10 

10 o 10 

17 3 

1n. 

10 ) • 
10 

P -p --o 1 . . ' 
450 4 

9 

120 

e-

P -p --o 3 . . ' 

e= o 

Obs:el"vamos que a t.abela 1 do exemplo 1 é simétrica em 

r-elação aos valores cent.rais 5,6 das marginais m
1 

e m
2 

, e por causa 

dest.a simet.r-ia é que apresent.aremos a t.abela 2~ a seguir, com as 

í'l'equéncias relat..ivas das 66 t.abelas 2x2 ,de um t.ot.al de 121, que 

podem ser geradas por amost.r-as ® duas dist.:r-ibuiç3es binomiais com 

n -= n = 10 e p - -!-- , classif'ioadas pelos valores das marginais m 
i 2 L; " 

A pr-imeira coluna da t.abela 2, a seguir, cont.ém a 

(9,1,10,0), <10,0_.9.1), et.c. 

Os n(une-ros em parênt.eses são os element..os da dist.:r-ibuiçã:o 

hiperge-omét..r-ica par-a os valot'*es dados das marginais m e m . • z 

Est.e exemplo 2 vem ilustl'ar que ao mudarmos os valot"'es 

Assim é l"ealrnent.e impor-t.ant.e encont.l"armos uma 

t.ransf'ormação que fat.ol"e a mult.inomial em partes de modo que uma 
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est.at.1st.1ca dependa apenas do pai'Amet.r--o de int.el"'esse e e as out.l"as 

independam <!<> 9. 
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t:U, 

• P • T ... binomhdc 

~ • • 
.... , C>f>Cko o t.ot.al -.. linhas eor.-.cpondlr fiO t.ot.al pw-a t.odN: .., Ut 

t.a.belaro, fol çorasi!Hr..:la a .n ...... t.r1a 

-0.8 

-0,7 

-0.6 

-0.4 

-0.3 

-0.2 

-o .1 

0.0 
u.o> 

+03 

+0.6 

+0.7 

.... 

... 
+J .o 

•• o ... 
,., •• .,. .. > 

• o 

• 
<O.OOOOO!Jl 

••• •• .... ., ........ > 

e • z/Sz 

• 

• • 
•• o ., tOO t90 ............ , !O.QOOII> 

9 .. z/:!J6 ... •• o ,. 
<o.onao> "'' ... .,. ' 

9 "' z/z6 

1:140 

•• o 

••• 
9 • Z/az 

1200 2025 4645 .... ., ..... 
•• o 

••• 'o . .,, .. ) 

e .. •"llf7 
2100 

<0. 011!1 > 

<O. Ol. > 

e 3"•8 
15400 

<o. oU:> 
tSS04 

e "" x"P 
2520 

<O. OOtl> 

e • Z/6 
9-450 

e P"49 

e"' x/6 
:uoo 

<0 ..... > 

<O. 07!0 > 

.......... 

14400 36760 
.... o 71t > 

771520 
• C>' ... ., > 

••• e .. !1/7 
80240 

<O. ••o > 

e .. 4"9 ., 
,., ··~' 

•• o .. <c. ••• > 

8,. -f"P .,. 
<0 .•• "'' 

8 "' 7/ZIIl 
5400 

e .. P"Z-f 
2-5200 

4-4100 1215970 
<O ..... , 

<O- I>> <0. ""'" > <O .••• l ,.,. ..... ) 

6 .. •":S 
529ZO ......... 

••• ••• 
' .. •• 

• • 
202$ 

O> • ••• > 

.. ' 
14400 

<0 •• ., .. ' 

e "' z4"" 
25200 

<0 ,I., <O. ltP!O > 

e .. z11/7 
5400 ....... ) """· .... > 

••• 

. . ' 
63540 . ., ...... ) 

e .. ,,,. 
5:0:9Z0 .... ··=' 

B "'p.-'-f 

184756 

167960 

., 
H>. :tl7> 

e "' 1117"7 
1200 

'o .••• ) 

e .. B/3 
9450 

<O •• 4 4 > 

6 .. 7/3 
aoz..o 

.... ••o• 
>44100 t;2:5970 

<O • llt O> l 

••• ... 
<a. •oe, 

• 6 
2100 ....... ' <O .... .,, 

B "" 7/" 
2:5200 . ., ... ., . 

• • • ••• ••• 2520 
<CI· .,.,,., 

• 6 
9450 

'a . ., ... > 

••• 
202 

8 .. 117/11 
2100 

<0. O?lt > 

e aB/:'f 

<o.o•o > < <>. o a? • 
15400 

tO.OlU > 

• • ••• 
<0. 00!1-' 

e "'•z 
t2oo 

<o. o~o, 

e "' z6 
2:025 

<O. 0 l l > 

••• ... 
.... 001' 

• •• ... 
'"'·o o•' • • • •• 

6 ... , 

••• 
oo.oo<>•• .. ~ 

•• 
<o. oooo•> .. ~ 

• 
<O,OOOC>Oll > 

77520 

1550<1 

tt40 

.. . 
• 

E 1 20 190 tt40 4845 1!:1150-4 38760 ?7520 t259?0 161960 S84756 !048576 
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e 

0/0 

o 
1/81 

1/36 

1/21 

1/16 

2/27 

3/28 

1/9 

1/6 

9/49 

1/4 

7/27 

2/7 

3/8 

3/7 

4/9 

7/12 

9/14 

2/3 

Dist.ribuição exata de probabilidade do odds rat.io <e> 

quando se consideram duas binomiais com t.ama.nhos 

iguais a 10 e probabilidades iguais a ! . 

f: P<e> e f: P<e> 

2 0.0000 1 184754 0.1762 

2045 0.0020 3/2 105840 0.1009 

100 0.0001 14/9 50400 0.0481 

900 0.0009 12/71 10800 0.0103 

2400 0.0023 9/4 45000 0.0429 

2025 0.0019 7/3 60480 0.0577 

4200 0.0040 8/3 18900 0.0180 . 
10800 0.0103 7/2 50400 0.0481 

5040 0.0048 27/7 2400 0.0023 

23100 0.0220 4 22680 O.OZ16 

14400 0.0137 49/9 14400 0.0137 

22680 0.0216 6 Z3100 O.OZ20 

2400 0.0023 9 5040 0.0048 

50400 0.0481 28/3 10800 0.0103 

18900 0.0180 27/2 4200 0.0040 

60480 0.0577 16 2025 0.0019 

45000 0.04Z9 21 2400 o.ooza 
10800 0.0103 36 900 0.0009 

50400 0.0481 81 100 0.0001 

105840 0.1009 "' 2045 0.0020 

E 1048576 1.0000 

Par-a as t..abelas com e = O , 0/0 e oo respeot..ivament.e, 
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faremos a seguint..e modificação proposta por Haldane e Anscombe <Gal't. e 

Zwei:fel , 1967). 

• Chamaremos e o valor de e modi:ficado segundo Haldame e 

Anscombe~ o qual é dado por: 

e • 

a b 

c d 

a d 
b c 

Ou seja: 

e* = 

a d 
b c 

a 

b 

+ 

+ 

a .. 
c 

.. 

• • - d + -
2 2 

i + • - c -
2 2 

+ i 
b + • - -

2 2 

+ • d + • - -
2 2 

; a,b,c,d > o 

; a ou b ou c ou d = o 

Assim a distribuição exata de pr-obabilidade de e• 

quando se cons:id&r-am duas dist.r-ibuiç5es binomiais com t..amanhos iguais 

a 10 e probabilidades iguais a 
1 

-z é dada por-: 
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e• ~ P<e'*> e• f' P<e*> 

0.302 20 o.oooo 1 184756 o' 1762 

o' 162 90 0.0001 3/2 105840 o. 1009 

o' 102 240 0.0002 14/9 50400 0.0481 

0.069 420 0.0004 12/71 10800 0.0103 

0.048 504 0.0005 9/4 45000 0.0429 

0.033 420 0.0004 7/3 60480 0.0577 

0.022 240 0.0002 8/3 18900 0.0180 

0.014 90 0.0001 7/2 50400 0.0461 

0.008 20 o.oooo 27/7 2400 0.0023 

0.002 1 o.oooo 4 22680 0.0216 

1/81 100 0.0001 49/9 14400 0.0137 

1/36 900 0.0009 6 23100 0.0220 

1/21 2400 0.0023 9 5040 0.0048 

1/16 2025 0.0019 28/3 10800 0.0103 

2/27 4200 0.0040 27/2 4200 0.0040 
3/29 10SOO 0.0103 16 2026 0.0019 

1/9 5040 0.0048 21 2400 0.0023 

1/6 23100 0.0220 36 900 0.0009 

9/49 14400 0.0137 81 100 0.0001 

1/4 22680 0.0216 3.316 20 0.0000 

7/27 2400 0.0023 6.176 90 0.0001 

2/7 50400 0.0481 9.900 240 0.0002 

3/8 18900 0.0180 14.538 420 0.0004 

3/7 60480 0.0677 21.000 504 0.0005 

4/9 45000 0.0429 30.333 420 0.0004 

7/12 10900 0.0103 45.000 240 0.0002 

9/14 50400 0.0481 71.400 90 0.0001 

2/3 105840 o. 1009 133.000 20 0.0000 

441.000 1 0.0000 

E 1048576 1.0000 
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• Calculando a média & a var-iânci.a de e t.emos: 

E<a•, • 1.714 e o - 2.812 
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APtNDICE A 

A.1~ Cálculo do jacobiano da 1~ t.r-ans:formação do capit.ulo 2. 

• 

Considere a t.ransf'oi'"mação abaixo 

e = ' 1-p -p 
1 z 

,IJI=p+p ' . 
Temos que sua invel'sa é dada por: 

P 1 • 1- cP + tP e 

D&X>ivando p -t em l'elação a 9 , 4> e Y' t.emos: 

1> 'I' o- 1> + e 1> > - e 1> 'I' 1> 

u- 1> + e 1> >• 
• 

e 'I' <1- q, + e q, > - e q, 'I' <e -n 
<1- 4> + e q, >" 

1- 1> + e J> 

79 

1> 'I' (1-~ 

<1- 1> + e 1> >• 

= e 'I' 

o- 1> + e 4> >" 



Derivando p
2 

em relação a e, 4> e 'I' t.emos: 

" p - 'I' {1- </> ) </> 2 
* 

8 " <1- "' + " </> 
,. 

iJ P, 
• - 'I' {1- "' + " "' ) - 'I' <1- <!>><e -1) • - e 'I' 

iJ "' <1- 4> + e 4> >2 
<t- </> + e "' >' 

8 P
2 1- </> = 

8 'I' 1- "' 
+ " "' 

Derivando p
3 

em relação a e, 1/J e VJ t.emos: 

o =1-yt = - </> 

Ent.ão o jacobiano é dado por: 

</> 'I' (1 - </>) e 'I' e 
"' <1- 4> + e q, >2 

(1- </> + e "' )2 
i-

"' + 
e </> 

J<e,lf11VJ) = 
- 'I' (1- "' ) "' - e 'I' 1-

"' (1- </> +e 4> >' <1- 4> + e 4> >' 1- $ + e </> 

o 1 - 'I' - </> 

80 



= 
e '1''4>'<1-q,> 

<t- '~> + e "' > • 
e 4>2'1' <1- 4>><1- '1'> 

<1- q, + e q, >" 
"' 'I' <1- 4> >2

ct- '!') 

o- 4> + e 4> >" 

• 
<t - q, + e <P ,. 

- "' 'I' (1- '/>)(1- '!') 

<t - ,p + e t:P >2 

- q, 'I' <1- <P><t- ~p><t- <P + e <P > 
<1- q, + e <P >" 

" o • 
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A.2. Cálculo do jacoblano da 2~ t.ransCormação do cap1t.ulo 2. 

' r • • i - p • ' r • • 

Temos que sua inversa é dada por 

P, • y <1-y ) z • 

P • r <1-r ><t-r > :a a 2 1 

Assim o jacobiano é dado por-: 

1 o 
1-y • 

-r <1-r > -r u-r > a 2 a 1 
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A.3. Cálculo do jacobiano da 32" t.r-ansCormação do capitulo 2. 

Considere a t.:r-anst'or-maçilío abaixo 

V' • pl+pZ ' 6 • 
P, 

p:t.+ Pz 

Temos que: 

'f - p:t.+pz 

ó • 
P, 

p ... Pz • 

"' - p. 
i- p - P, 1 

Assim a sua inversa é dada por 

P, • 'I' 6 

Pz = 'f (1- 6) 

Pa -"' 
(1- >f) 

Ent.ão calculando o jacobiano t.emos: 
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1 1 o 

Pz -p o J ( P 1 ~P 2 ~P 8 ) = • • 
<p +p ,. (p +p )2 

• 2 • z 
Pa p. 1 

z z <1-p -p ) (1-p -p ) 1-p -p • • • • • z 

- p - p -p - p • + z • z = = 
<p +p )2(1-p -p ) <p +p ,. <1-p -p ) z (p +p ) <1-p -p ) 

:1. z 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

- 1 

• >' o • (p +p ) 
• z 

(1-p -p ) 
• • 
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iJ P, 

iJ À 

iJ P, 

11 " 

A.4. Cálculo do jacobiano da 4~ t.rans:r-ormação do capit.ulo 2. 

C< a In 
' À • 1n 

Ent.ão t..emos que sua inve:r-sa é dada po:r-

'I' 
p• 

:t 1 + eÃ+o. ' p2 - X:+et 
1 + e ' p -• 

• 

= 

-

De:r-ivando p , p
2

ep
9

em re-lação a X t.emos: 

À+ot 
{t+ li' .. 

\ 1 + 

>.+.;x 
- 'I' .. 

• 

6
Ã+o.) _ 

li' e 

À+ C< r e 

l..+cx l..+ot À+« .. li' .. 
• 

\ 1 + e l..+o 

---- o 
iJ À 

Derivando p ~ p e p em r-elação a a t.emos: • • • 

>.+a 
li' e 

( 
>.+et ,. 

1 + e J 
• 
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il P
2 

)..+e< 
- 'I' e -

il " (t + )..+" ). 
e J 

il Pa " (1- >p) ( 1+ e") - " (1- >p) " " e e e e <1- >f) - • 
il " ( 1 + eo. 

)" flt+e"' )" 
J J 

Assim calculando o jacobiano ~amos: 

)..+a )..+a H a 
e 'I' e 'I' e 

1 + e 
)..+(1 

(1 + eX:+a)z (t + eX:+a.)2 

1 
)..+a )..+a 

- 'I' e - 'I' e • J< VJ,À,Ct ) - )..+a 
(1 8 Ã+a)z: 

(t 
eX+o.)2 1 + e + + 

" ( 1 - V' ) "' e - .. o 
1 + e " ( 1 + " y e 

-'I' (!- 'f) "' )..+" )..+a • )..+a )..+a " e e e 'I' e e e 
• + + 

( 1+ e"' )' ( 1+ À+a r ( 1+ e 
)..+a r ( 1+ 

a ) e e 

• Ã+ct ),. +e< "' -'1' <1- 'f') "' )..+a 
'I' e e e e e 

+ + -
( 1+ e 

t .. +(X r ( 1+ 
Cl ) e ( 1+ e"' r ( 1+ )..+a r e 

(1- lf) ect eX+o. (eÀ+ot + 1 ] -'1' <1- 'f') " À+e< 
-'I' e e 

• = 
( 1+ e

0 r ( 1+ e 
)..+a r (t+e"'f ( 1+ )..+a r e 

" o • 
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A.5. Cálculo do jacobiano da 52 t.ransCorm.ação do capitulo 2. 

Considel"e a t.l"ansf'ol"mação abaixo 

' r = 

Assim t.emos que sua inve:r-sa é dada por-

e r; r 
P, = 1 + r; + r + ê 13 r 

r; 
P, - I + (j + r + e (j r 

r 
p. = 1 + r; + r + e r; r 

Temos: 

p <1-p -p -p ) 2 

e 
P, p• 1 1 z a pi-pi. -p:l.pZ-p:lp& 

= = = 
P, Pa Pz Pa Pz Pa 

r; = 
P, Pz 

= 
p• 1-p -p -p • • • 

= 1-p -p -p • • • 
Derivando e em relação a p , p e p t.emos: 

• 2 • 
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iJ e 1-2p -p -p 
• 2 • 

" "· 
= 

Pz Pa 

- pip2p8 - p <1-p -p -p )p - p <1-p -p ) iJ e t :1. 2 a a • • • • • iJ p 
<p >' 2 

2 "• Pz Ps 2 

- P:t.Pz-Pa - p <1-p -p -p )p - p <1-p -p ) 
iJ e 1 1 z a 2 • • 2 

" 
= -"• (p >' • 

2 "· p2 pa 

De :ri v ando f' em l"elação a "•' p2 e "· t.emos: 

iJ f' p• 
= iJ P, 2 (1-p -p -p ) 

' z • 

iJ f' • 
<1-p -p -p )+p 

:1. 2 a z 
1-p -p • • 

8 p• 2 (1-p -p -p )2 <1-p -p -p ) • • • • 2 • 

8 f' p2 
• 8 "• • (1-p -p -p ) • • • 

Der-ivando y em x·e.lação a pt~ p
2 

e p
8 

t.emos: 

iJ y "• .. 
8 P, 2 <1-p -p -p ) 

• 2 • 

8 y "• 
" -p2 • (1-p -p -p ) 

• 2 • 
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(1-p -p -p )+p 
- ----~·~~2~-·~~·=• • <1-p -p -p ) 

• 2 • 

• 

Ent..ão o jaoobiQno é dado por-: 

1-p -p 
• 2 

• <1-p -p -p ) 
• 2 • 

1-Zp -p -p 
• 2 • 

-p{1-p-p) 
' ' . - p (1-p -p ) 

' ' . 
p2 Pa 2 2 

p• Pa p• Pa 

p2 1-p -p p. 
J<p ,p ,p ) = ' . 

' 2 • (1-p -p -p )2 (1-p -p -p )2 (1-p -p -p 
' 2 • ' 2 • ' . . 
P, P, 1-p -p 

' 2 

<1-p -p -p )2 {1-p -p -p >' <1-p -p -p 
' 2 a ' 2 • ' 2 • 

(1-2p -p -p )(1-p -p )(1-p -p ) 

- ----~·~~·~-·~----~·--~·~--~·--~2"-• 
p (1-p -p ) 

• ' 2 

• p p <1-p -p -p ) 
z a • 2 a 

p (1-p -p ) ' . . 
• p <1-p -p -p ) 

z • 2 a 

1-2p -p -p 
' 2 • 

• (1-p -p -p ) 
' 2 a 

+ 

+ 

• p (1-p -p -p } 
a 1 z a 

p {1-p -p ){1-p -p ) 
1 t 3 t z 

• p p <1-p -p -p ) 
2 a 1 z a 

p <1-p -p )(1-p -p ) 
t • a t z 

• p p {1-p -p -p ) 
z a :1. 2 a 
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" 

)2 

)2 



-

+ 

Cl-p -p )(1-p -p )(1-p -p ) 
z a :a a t z - p p (1-p -p ) - p p (1-p -p ) + 1 2: s z :a a i s 

p p <1-p -p -p ). 
z a s z a 

• p p <1-p -p -p ) 
2 a :a 2 a 

p p <1-2p -p -p ) z a :l 2 a 
• p p (1-p -p -p ) 

2 a :a 2 a 

(1-p -p )(1-p -p ){1-p -p ) - p p (1-p -p ) - p p (1-p -p ) 
1 z 1 a z a tz 1 z ta 1 a 

• p p (1-p -p -p ) 
28.12.9 

p p <t-2p -p -p ) 
z a 1 z a • • p p <1-p -p -p ) 
2 a s z a 

<1-p -p ) (t-p -p -p +p p +p p -p +p p +pz) 
12 2il:l:l2:l88Z88 

• p p <t-p -p -p ) z a 1 z a 

2 2 pp-pp+pp 
1 z :a a :a a 

• p p <1-p -p -p ) 
2 a 1 2 a 
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• - p p + p p 
i. 2 :S. 2 

+ 

-



• 

. ------------------------------~-------------------- • p p <1-p -p -p > z a t z e 

+ 

+ 

1 2p, 2p - 2p +2pp + 2p p + 2P2Pa + • + • + • - - P, P, Pa • . ' . ' a 
p p (1-p -p -p ). 

z a 1 z a 

<1-p -p -p ). 
1 ' . . "' o = = • • p p <1-p -p -p ) p p <1-p -p -p ) 

2 a t z a za :i z a 
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+ 

+ 

+ 

• 

-

• 



A.6. Cálculo do jacobiano da 6e t.ra.ns:formação do cap1t.ulo 2. 

= 

Consider-e a t.ransf"or-mação abaixo 

P, 
"' = i • - p- p- p. 1 2 

P, 
"' • 2 1 - p- p. 2 

p. 

"' = a 1 - Pa 

Temos que sua inversa é dada pol' 

"' • 
pi • <w +1><w +t><w +1) • • • 

(w +i)(w +i)(w +1) - w (w +1)(w +1) 
i z s i 2 a 

- w <w +i)(w +1) • • • = 

92 

- "' • 

1 

• <w +1) <w +t><w +1) • • • 



iJ P, 

ã w • 

IJ p • 
ã w 

i 

iJ P, 
IJ "' • 

a P, 
iJ w • 

a Pa 
a w • 
iJ p. 
ii w 

2 

iJ Pa 

" w • 

• 

-
= 

• 

-
= 

= 

- w <w +1><w +1> - w 
' i 2 • • 

Derivando p
2 

em relação a '"•' w 
2 

o 

(w +t)(w +1) - w (w +1) 
2 3 z 3 1 

= 
<w +1>2 <w +1>2 (<U +1)2((1.) +1) 

• • • • 

- w <w +1) - w • 2 • • 
<w +1)

2 <w +1)
2 <w +t ><w +1)

2 

2 • • • 

Der-ivando p
9 

em relaçi!lo a "'•' "' 2 

o 

o 

(w +1) - w 
1 • • = 

<w +1)2 <w +1)2 

• • 

Assim o jacobiano em relação a 

93 

e w • t.emos: 

.. "' t.emos: • 

w' w e w é dado por; 
' 2 • 



- "' - "' 1 • i 

<w +1>2 <w +D<w +1) • 2 • <w +t)(w +1 >2 <w +1) • • • <w +1)(w +1){w +1)2 

• • • 
- "' o 1 • • 

<w +t>2 <w +1> <w +t><w +1> 2 

z • • • 
o o 1 

<w +1>2 

• 

1 
= • 
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A.7. Cálculo da matriz de inf'ormação de Fisher para a 

62 t.rans:Cormação do capit.u.lo 2. 

Seja a ~~ansfor~ão: 

w 
' p ~ 

~ (w +1){w +1)(w +1) 
' 2 • 

w <w +1) 
2 ' 

Pz • (w +1 )(w +D<w +1) 
i • • 

w <w +1)(w +t> 
• 2 ' 

Pa = (w +í><w +t){w +1) 
' 2 • 

Assim t.emos: 

1 
P • = '(':"w:-:i+::õt'<>7<w:-:-':+1"">"<"w:-:i+1,.__) 

' 2 • 

A mult..inornial pode ser esc:rit.a como: 

X 

' "z X 

<w +1) 9 

2 

Tomando o loc;arit.mo de L, t.emos: 

95 



log L • 1 [ nl ) og x íx !x ! (n-x -x -x )! 
t29 t28 

+ x lo~<w +1> + x lo~<w +1) + x lo~<w +1> - n lo~<w +1> -
2 1 a 2 a :1. 1 

- n log<w +1)- n lo~<w +1) • • 

Sel'ão calculadas as seguint.as del'ivada.s para a obt.enção 

dos elementos da COI'l'espondent..e matJ·iz de 1n1'ol"mação de Fishe!': 

ô log L " a) • + = iJw w • • 

8
2

1og L X • = -
iJw 

z z 
"' • • 

a'iog L 

a log L " b) • + = iJw "' 2 2 

it2 log L " 2 
= -

ilw 
2 2 

ú) 

• z 

" X n z + • 
<»+i w+t w+t • 

" z 

<w +1>2 
• 

"• 
"' +1 • 

" a 

<w +1)z 
2 

96 

• • 

X n • + 
<w.f. +1)2 <w +1)2 

n 

"' +1 2 

+ 

a'!og L 

b w lJ w • • 

n 

<w +1)2 

2 

• 

=o 



c) 

l(w) • 

u'!og L 

8 w (J w 
2 • 

8 log L 

(l w3 

• /J lo~; L 

- o 

" & • 
"'• 

= -
ilw • • 

• iJ !og L 

ôwllw • • 
- o 

X • 
2 

"' • 

n 

w +i • 
n 

+ 
<w +1)2 

9 

- o "'• 

u'log L 

a w li w • • 
= o 

Ent.ão a mat.l'iz de inf'ot"mação de Fisher- é dada por-: 

u'!og L 2 
lJ log L iJZ log L 

8"' • iJ "' /1 "' a wa "' • 2 • • • 
/J2

log L ll2 1og L iJ
2

log L 
E 8 w 8 w 

/1 w • iJ w
2
8 "' • • • 2 

• iJ log L • iJ log L il"Iog L 

ilw I.Jw 8 "' /1 "' /1 ,,z • • • 2 • 
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= 

= 

= 

+ 

Mas sabemos que: 

E<x ) • n p • 
1 1 

Assim t.emos:: 

z 8 log 
E 

n w • 
(w +1 )(w +1)(w +1) 

• z • 

... "'• 
(w +i)(w +1> z • 

n "'• 
w +1 • 

X 2 + 
X • [-

ÔW 
z 

L) = E 
[ :~ + <w +üz <w +1>

2 

• 1 1 • 
nw nw nw 

1 + z + • 
w'2 <w +1 ><w +1)(w +1) 

1 1 z- 5 
<w

1
+1>2 <w

2
+1><w

3
+1) <w +1 )

2 <w +1> 
1 • 

n<w +1) + n w w + n w w <w +1> - n w <w +D<w +1) 
1 12 1sz :12 a 

+ 

- nww -nú.)w -nw 
1 2 1 9 1 = 

98 

(w :1)2 )= 
• 
n 

<w-1 +1)2 



• 

= 

= 

= 

n 

n<w
2

+1) + n w
2

w
3

- n w
2

<w
3

+1) 

w (w +t> 2 <w +1) • • • 
= 

n w
2 

+ n + n w w - n w w - n w
2 z 9 2 3 

2 w <w +1) (w +1) 
2 2 • 

n 

w <w +t> 2 <w +1) 
2 2 • 

E [-
1i1.lo~ 

L) = E [ :; 
iJ 

2 

"' • 

n "'• 
n n <w +1) -• • 

n 

= 

"• 
<w +1 ) 2 

2 

= 

n 

<w +1)2 ) 
• 

""' • • • w <w +1) <w +1) 2 w <w +1) 2 

• • • • • 
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n 

] = 

= 

n 

w <w +1)2 

a a 



l<w) c 

Assim a m.at.r-iz de inf"ol'm.ação de Fishe:r é dada por: 

o 

n 
o 

o o 

o 

o 

n 

z 
w <w +1) • • 

Observamos que I(w) é uma mat.riz diagonal. • 
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API':NDICE B 

B.tc Cálculo das f"r·equências relativas das tabelas do exemplo 1 do 

capitulo 4. 

As :fJ>equencias l'elat.ivas das 36 tabelas~ classif"icadas 

pelos valor-es das marginais m e m ,est.ão x-elacionadas abaixo: ' . 
5 o 

(5,0,.5,0} 
o UH~)=t e• o 

o 
10 o 

5 o 
(5,0,4,1} 

4 1 

9 1 

4 1 

o 
9 1 

5 

5 

5 

5 

101 

p -p - 0,2 
i • 

p -p =-0,2 
' 2 

e • o 



5 o 
(5,0,3,2) 

3 2 

" 2 

4 1 

4 1 
L-,_ 

8 2 

3 2 

5 o 
B 2 

5 o 
(6,0,2,3) 

2 3 

7 3 

4 1 

3 2 

7 3 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

102 

p -p • 0~4 ' . 
e. oo 

P -p = o~o ' . 
e. 1 

P -p =-O 4 
' 2 ' 

e= o 

e= oo 



3 2 
(3,2,4.1) 

4 1 
~, 

3 

2 3 

5 o 
7 3 

5 o 

1 4 

6 4 

4 1 

z 3 

6 4 

3 2 

3 2 

-6 
" 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

103 

p -p --o 2 . . , 

p -p =-0 6 . . , 

e= o 

p -p = o,s • • 
e= "' 

p -p = 0,4 • • 
e • 6 

p -p == 0,0 • • 
e= 1 



2 3 

4 1 

" 4 

I 4 

5 o 
6 4 

6 o 
(5,0,0,5) 

o 6 

6 5 

4 1 
(4,1.1.4) 

1 4 

5 " 

3 2 
(3,2,2,3) 

2 3 

~ 6 

6 

5 

5 

5 

5 

6 

5 

5 

6 

5 

104 

(;H n = 100 

p -p =--0 8 . . ' 

e= o 

p -p = 0,6 • • 
e= 16 



2 3 
(2,3,3,2) 

3 2 

5 

1 4 

4 1 

" 5 

o 5 

5 o 
5 t> 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

105 

P -p --o 2 
' 2 , 

4 
e= 9 

p -p =-06 ' . ' 
1 

8 = 16 

P -p ==-1 o 
' 2 , 

e= o 



B.2. Cálculo das f'r-equências relativas das t.abelas do exemplo Z do 

capU .. ulo 4. 

As f'requencias r-elat.ivas das 121 t.abelas 2x2 f;eradas 

1 
por amost.ras de duas dist.ribuições binomiais n 

1 • n • 10 z e p • -z-' 

oLacsaod:t'ic&das pe-los valor-es das ma:r•giru;ús m
1 

e m
2 

~ est.ão :r-elacionad&s 

abaixo: 

10 o 
uo,o~to,o> 

10 o 
20 o 

10 o 

9 1 

19 1 

9 1 
( 9,1,10,0) 

10 o 
19 1 

106 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

( !~ H 1~ J = 10 

p -p • 0,1 ' . 
e= ., 

P -p •-O 1 ' . ' 

e= o 



10 o 10 
(10.0~ 9,2) 

8 2 10 

1H 2 

9 1 10 
( 9,1, 9,1) 

9 1 10 

18 2 

8 2 10 
( 8,2,10,0} 

10 o 10 

18 2 

10 o 10 

7 3 10 

1'/ 3 

9 1 10 

8 2 10 

17 3 

107 

( 
10 
·6 

( 
10 
10 

100 

H ~n- 45 

120 

P -p E 0,2 • • 
e • "' 

p -p; 0,0 
i • 

e= 1 

P -p =-O 2 
i 2 ' 

e= o 

p -p = 
• 2 

e= co 

0,3 

pt-pz= 0,1 

450 9 
0= ~ 



8 2 
( 8,2, 9,1) 

9 1 

17 3 

7 3 
( 7 ,_3,10,0) 

10 o 
17 " 

10 o 
uo.o. 6_..4) 

ó 4 

16 4 

9 1 
( 9"1_.. 7 ~3) 

7 3 

16 4 

B 2 

8 2 

16 4 

108 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 ) -

P -p ·-o 1 ' . ' 
450 4 

e • """9"' 

120 

210 

p -p =-O 3 ' . ' 

e~ o 

p -p = 0,4 ' . 
e • ., 

p -p = 
' 2 

2025 

0,0 

e= 1 



7 3 

9 1 
-

10 4 

6 4 

10 o 
16 4 

10 o 

5 5 

1::; 5 

9 1 
{ 9,1_. 6_.4) 

6 4 

15 " 

8 2 
( 8,2, 7 ,3) 

7 3 

15 5 

109 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

P -p ~:-0 2 
• 2 , 

1200 7 
e= 27 

p -p •-O 4 ' z , 
210 

e= o 

p -p = 
' 2 

0,5 

252 
e= ., 

pt -p:/1: 0~3 

2100 
e= 6 



7 3 10 
( 7 .3, 8,2) 

B 2 10 

15 " 

6 4 10 
( 6,4~ 9,1) 

9 1 10 

"' "' 

!5 5 10 

10 o 10 

"' 5 

10 o 10 
<10,0, 4,6) 

4 6 10 

14 6 

9 1 10 
( 9,1. 5,5) 

5 5 10 

14 6 

110 

( 10 ) ( 10 ) 
·5 . 10 -

p -p •-o 1 • • • 
5400 7 

e= 12 

p -p =-0 3 
• 2 • 

2100 1 
e-.~ 

p -p =-O 5 • • • 
252 

e= o 

p -p = • • 
210 

e= "' 

p -p = 
• 2 

2520 
e= 9 

0,6 

0,4 



8 2 

6 4 
,., (> 

7 3 

7 3 

14 6 

6 4 
( 6,4, 9.2) 

8 2 

<> 

5 5 
( 5,5, 9,1) 

9 1 

14 6 

4 6 

10 o 
14 6 

111 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

pj.-p;Z• 0,2 

9450 8 
e • a-

p -p = • • 
14400 

0,0 

e= 1 

P -p =-O 2 . . ' 
9450 

61= ~ 
B 

p -p =-O 4 . . ' 
2520 

e= 1 

210 

9 

p-p==-06 . . ' 

e= o 



10 o 10 

3 7 10 

13 7 

9 1 10 

4 6 10 

13 7 

8 2 10 

5 5 10 

13 7 

7 3 10 
< 7 ,.3~ 6,4) 

6 4 10 

13 7 

6 4 10 

7 3 10 

13 7 

112 

( 
10 
10 H1~ ) . p -p a: 

• 2 
0,7 

120 
e • ., 

pi-p2= 0,!5 

2100 
e= 21 

2 

p -p = • • 
11340 

e= 4 

0,3 

p -p =-0 1 
• 2 • 

25200 
e = 9 

14 



5 5 10 
( 5,5~ 8.~2) 

B 2 10 

13 ·r 

4 6 10 
( 4,6, 9,1) 

9 1 10 

13 7 

3 7 10 

10 o 10 

13 ·r 

10 o 10 
(10,0, 2,8) 

2 B 10 

12 8 

9 1 10 

3 7 10 

12 B 

113 

( 
10 
·3 

p -p ~-o a ' . ' 
11340 

e • 1 
4 

P -p =-O 5 
' 2 ' 

2100 
e= 2 

27 

p -p =-O 7 
' 2 ' 

120 
e= o 

p -p .. 0,8 
' 2 

pi.-p2= 0,6 

1200 
e= 21 



9 2 10 

4 6 10 

'"' .. 

7 3 10 
( 7 .3, 5,5) 

5 5 10 

12 8 

6 4 10 
< 6,4, 6A> 

6 4 10 

12 a 

5 5 10 

7 3 10 

12 8 

4 6 10 
( 4.6, 8,2) 

8 2 10 

12 

114 

p -p = • • 
9450 

e • 6 

0,4 

pt -p2• 0,2 

30240 
e= 7 

3 

p -p = 
' . 

44100 
e = 1 

0,0 

P -p c-O 2 
• 2 ' 

30240 3 
e=~ 

p -p =-O 4 
• 2 ' 

9450 1 
e= 6 



3 7 
{ 3,7 ~ 9,1) 

9 1 

12 9 

2 a 
( 2 .. 8.10,0) 

10 o 
12 B 

10 o 
<to,o. 1,9> 

1 9 

11 9 

9 1 

2 B 

11 9 

a 2 
( 8,2, 3,7) 

3 7 

11 " 

115 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

P -p =-0 6 . . ' 
1200 

1 
e• 21 

P -p =-0 8 
• z ' 

(1~H~~J·45 
e • o 

( 
10 
10 

p -p = 0.>'9 • z 

e= "' 

450 

p -p = • z 

e= 36 

0,7 



7 
( 7 ,3. 4,6) 

4 

H 

6 

5 

11 

5 

6 

11 

4 
( 4,.6, 7,3) 

7 

11 

3 

8 

11 

3 10 

6 10 
0-

4 10 

5 10 

9 

5 10 

4 10 

9 

6 10 

3 10 

9 

7 10 
-----

2 10 

9 

116 

P
1
-p

2
• 0,3 

26200 7 
8• 2 

P
1
-p

2
= 0,1 

62920 3 
G= 2 

P -p =-0 1 
• 2 ' 

62920 2 
e- 3 

P -p =-O 3 
• 2 ' 

25200 2 
e=..,--

p -p ==-0,5 • • 
5400 3 

8 = ze 



2 B 

9 1 

11 9 

1 9 

10 o 
11 9 

10 o 
(10.0,0,10) 

o 10 

10 10 

9 1 
{ 9,1, 1,9) 

1 9 

10 10 

B 2 
( 8,2, 2,8) 

2 B 

10 10 

117 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

P -p 11:-07 
' 2 ' 

450 1 
8 = 36 

p -p -=-0 9 
' 2 ' 

e= o 

p -p = 1,0 ' . 
e= "' 

p -p = ' . 
100 

e= st 

p -p = 
' 2 

2025 
e • t6 

0,8 

0,6 



7 3 

3 7 

10 10 

6 

4 6 

10 10 

5 5 

5 5 

10 10 

4 6 
( 4,6, 6,4) 

6 4 

10 10 

3 7 
( 3,7, 7,3) 

7 3 

10 10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 
( 1~ J( 1~ ) = 

10 

10 

10 

10 

118 

pi-pZ= 0,4 

14400 9 
e • _:!_ 

9 

Pt -p
2
= 0,2 

44100 9 
e•-4 

p -p = 
' 2 

63504 
e = 1 

0,0 

P -p =-O 2 
' 2 ' 

44100 4 
6• 9 

P -p .. -04 
' 2 ' 

14400 
9 

8. 49 



2 8 

8 2 

lU 10 

1 9 
( 1,9. 9,1) 

9 1 

lU 10 

o 10 
<0,10,10,0) 

10 o 
10 10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

119 

P -p =-O 8 . . ' 
100 

e= 1 
81 

p -p =-1 o . . , 

e= o 
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