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INTRODUGAO

A literatura sobre a Interpretagido de tabelas de
contingdncia 2x2 é volumosa ¢ numercsas funglies Gém gido propostas
para medir o grau de associagioc entre duas caracteristicas.

O use do odds ratio para medir o grau de associag8o tem
sido empregado por diversos autores, sendo Fisher 1938) o primeiro a
utilizd~lo . Muitas tentativas tém =sido feitas para responder as
questBes propostas por Fisher (1935),

Edwards (12633 mostrou que uma medida de asgociagio em
uma tLebela 2X2 deve ser alguma fungfo do odds ratio.

Em QGart e Zweifel d9067) £ analisado o vicio de
diversos estimadores do Ilogito, apregentande uma comparagio numérica
do vicio desses estimadores e das condigBes sobre as quais um ou outro
deve meoer preferido,

Mogteller (19683 awvalia wum conjuntoe de idéias =obre
estimagdo na andlise de tabelas de contingéncia, notando também que o
odds ratio é invariante sob ambas ag escalas linha e coluna.

Fienberg ¢ Gilbert {10702 discutem idéias sobre Labelas
de contingéncia 2XZ2 em termos da geometria do simplex tridimensional,

Edwards 971> introduziu a projegac estereografica da
hiperesfera k-dimensional usando a transformagdo angular no espago

paramétrico da distribuic8o multinomial, mostrando que esta



transformagdo fornece uma medida de distancia no espage Euclidiano.

Thompson Qo772 prova gue =13 & funco de
verossimilhanca para proporgles deduzida de dados multinomiais é
plotada no espagtd Euclidiano k-dimenxional, as curvas de nivel do
logaritmo da verossimilhanga formam hipsresferas centradas no ponto de
maxima veroximilhanga.

Kalbfleisch e Sprott 970> introduziram e discutiram
diversos mét.odos de sliminar um conjunto de pardmetros nuisance de uma
fungdoc de wverossimilhanca de modo que inferéncias possam ger feitas
sobre o parézﬁetro de interesse considerado.

O principal propoésito do artige de Kalbfleisch @ Sprott
973> ¢ dar exemplos das aplicag@es das funglies de verocssimilhanga
marginal e condicional para varies problemas que é&m  ocorrido na
Hteratura.

Plackett {1977) considera inferéncias sobre o odds’
ratioc quando a fung8o de verossimilhanga ¢ deduzida dos tot-aijs:
marginais © generaliza ©s resultadog obtidos por Kalbfleisch e Sprott
19732,

Berkson {1978) contesta a base Fisheriana do teste
exato, na qual og totais marginals 80 “estatigticas ancilaxres” e
portante ndo produzem informagSes a respeitce da configuragio do corpo
da tabela, e em lugar de usar ¢ teste exato de Fisher ele prefere usar
o teste estatistico normal.

Corsten @ Kroon 19790 rejeit.am a preferéncia



expressada por Berkson {1978) de usar o teste normal ao invés do teste
exat.o condicional de Fisher para testar igusldade do duas
probabilidades binomiais.

Kempthorne 1979) salienta a importéncia do artigo de
Berkson <1978) registrande as reagles de alguns autores asobre a
questico de tegtes de significancia para tabelas 2X2 levantada por
Berkson (1978),

Barnarb {19793 também comenta o artigoe de Berkson
1978> relativamente a analige de dados na forma de tabelas 2X2.

Yates {1984) faz a colocagio de que o teste exato de
Fisher teom mido repetidamente contestado nos allimos 40 anos e
recentemente com o suporte do uso de computadores para simulagfes.
Neste seu artige Yatezm discute com ajuda de exemplos simples, que
egtas criticas ao teate exato de Fisher sBoc incompreendidas dJdevido
principalmente & saceitagdco ndo critica do uso de niveis nominais para
o5 testes de significancia de Neyman-Pearson € na recusa de aceitar cig
argumentos condicionais sobre as marginais.

Good e Mittal 49872 Jdiscute a questidc do que pode
acontecer com uma medida de associagdo quande se fazr a jungdo de
tabelas 2ZXZ por adigdio e as condigBes para a homogeneidade de duas
subpopulagBes com respeiteo a varias medidas de associaglo. Apresenta
Lambém propriedades que o odds ratio satisfaz, e algunas
interpretagles geométricas para tabelas 2X2.

Neste trabalho apresentaremos na primeira parte do



capitulo 1 a definigdo do odds ratio para gquatro pontos sobre um
megmentoc de reta # suas propriedades,Beskin (19783, Na segunda parte
do capitulo 1 a definigdo do odds ratico para uma tabela 2X2 e suas
propriedades, fazendo uma analogia entre o odds ratico para tabelas 2X2
& para quatro pontos sobre um ssgmento de reta Apresaentaremos também
as principais propriedades do odds ratico importantes para a sua
escolha come medida do grau de associagdo.

Noe capitule 2 dremos cconsiderar ¢ modeleo multinomial
para gerar tabelas de contingéncia 2x2 € apresentaremos algumas
transformagles no espagoe dos parametros com o objetive de encontrar
estatisticas que fatorem a distribuigic multinomial em partes de
maneira gue cada uma dependa de um parametro de interesse, Gox (1970).

No capitulo 3 discutiremos algumas idéias sobre tabelas
de contingénaia 2x2 em termos da geometria do simplex tridimensional,
mogtrando o local dos pontos corregspondentes a certas clasges de’
tabelas 2x2, Fienberg e @Gilbert. 970D, |

Ko capitulo 4 apresentaremos dois exemplos para chamanr
a atencBo da importancia de se encontrar uma transformagio que fatore
a multinomial em partes de modo que uma estatistica dependa apenas do
parametroe de interesse ¢ as oubtras independam dele, ilustrando gue =
transformagio proposta por Fisher ndo € a procurada, Yates {19842,

No apéndice A colocaremos os caloculos dos jacobianos e
das inversas das transformagSes introduzidag no capitulo 2 ¢ também o

caloulo da matriz de informagBo de Fisher para a 62 transt ormagio.



No apéndice B faremos os caloculo das frequéncias

relativas das tabelas utilizadas nos exemplos do capitule 4.



CAPITULO 1. ODDS RATIO

1.1. ODDS RATIO PARA QUATRO PONTOS SO0OBRE UM SEGMENTO DE RETA

Seja um segmento AB smobre uma reta e dois pontos de
divisBic C & D. (08 pontos devem ser ordenados por ex. G é o 1° ponto e
D & o 2% 3, EntBo temos duas rezles simples:

- o ponto C divide o smegmento AB na raziic A = (ABO> = —gg‘r*

- o pontoc D divide o megmento AB na raezBo u = (ABD) = %

A razac destas razfes ¢ chamada odds ratico e denotado
por:

A CABC)
& = (ABCD) = m = e XBD5 1>

Temos a definigdo de odds ratic por:

AC AD AC . DB

& = (ABCDS> = : =
CB DB CB . AD

L9

A ¢ B s3io respectivamente pontos inicial e final
onde ¢ e D sEo respectivamente o 12 e o 22 pontos de divisHo



Observacgdo: Identificando os gpontos com nameros reais

na reta orientads, podemos escrever o oddsg ratic como:

CC~Ad.CB-DD
(B-CH.(D-AD

Os pontos de divisdo podem ser arranjados com respeito

aoc segmonto AB do 4 maneiras:

{a2 os dolg pontos esstic dentro do segmento A ¢ b B
(b os dols pontos estdo fora do megmento c A B D ad
& o 12 pontoe estéi dentro = o 22 estA fora A ¢ B D

G A D B

W@ o 12 pont.c esté fora € o 2° ast& dentro |

Agora, pela observagdc anterior, determinamos o© sinal
do odds ratio nos casom (33X
BYAN>0, >0 ;:868>0
b2 X <0, u<0;86 >0
€aed A >0 , u <D ;& L0
> A <0 , u>0;€<0
Assim, © odds ratio é po#itivo se ox dois pontos de
divig8c s&c0 ‘“igualmente” arranjados <«om respeito ac segmentoe e
negative se estes pontos s3c arranjados de uma maneira diferente. Isto
pode ser formuladoe como se segue:
-~ ge o pares de pontosm nioc estic separados um do culro
o odds ratio ¢ positivo, e se eles egtio separados ele ¢ negativo.

E interessante saber o gue acontece ao odds ratio se



gqualquer dois pontos coincidem.
Vamos nos limitar acs ocases quande o guarto ponto
coincide com um dos outros pontos. Substituinde D por A, B e € Cum

depois o outrol na formula (2> oblemos:

AC . AB

AC . BE
AC . CB

PROFPRIEDADE INVARIANTE DE UM ODDS RATIO CGOM RESPEITO AS PROJEGDES

FPARALELA E CENTRAL,

Na projecdo central as retas projetadas passam at.ravég
de um mesmo ponto chamade o gentro da projegio.

0 odds ratio ndc muda com a projegdc central e também
nic muda com a paralela.

Se guatro pontos sobre uma reta 30 projetados sobre
osutra reta, ssu odds ratic permanece inalterado.

C odds ratioc ¢ independente da reta a qual pertence
para o mesmo feixe de retas a, b, <, d, no planc. Assim podemos
introduzir a nogdo de odds ratio de 4 retas de uma projegdo central

O odds ratio de um feixe de retaz ordenadas de uma

oo



projeciBo central € o odds ratic dos 4 pontos, os quals 530 cortados
por astas retas gobre gualguer outra reta. (naturalmente, e esta reta

niic passar através do centro de projegiod.

0 odde ratio de 4 retam 6 denotado por {(abodd.
¢ odds ratio de 4 retas pode ser expresso em termos dos

angulos formados por estas retas, i@, sem o recurso da rela cortante.



senla,c) senfa,d>
Cabed) = :

senic,b> senld.b)

Parmutaqﬁo de elemontos no odds ratio

Ha 24 maneiras de permutarmos 4 elementos distintos,
Congdderande o 4 olementos do odds ratic C(ABCDY, onde A e B s3o
pontos indcial e final e € e D s8¢ 1° e 2° pontos de divisZo. O odds
ratic € formado por 2 parest AB e CD, havendo uma correspondéncia

entre o elementos dos pares, U corresponde a &4 e D corregsponde a B.

Regra 1. O odds ratio n3o muda quando os 2 pares sio

Lrocados:

CABCD> = (UDABD

Regra 2. O pdds ratico nZdoco muda se o5 elementos em cada

par sio trocados simultaneamente:

LABCDS = (BADCD

Observagio: 0 odds ratic ndo muda se duas permutaglies

sdo realizadas uma depois da outra. Assim

& = (ABCDY> = ({UDABY> = (BADO) = (DCBAD {4y

10



Obgervamos em {43 gue o odds ratio ndo muda gquando os
elementos sdo escritos na ordem inversa, assim ndo podemos tratar como
diferentes "os pontos inicial e final" e "os pontos de divisde”, visto
que os pares sao eguivalentes.

Podomos dizer gue o odds ratlo é formado por 2 pares AB
& CD nZo ordenados mas héd uma correspondéncia entre og elementos
destes pares, no odds ratic (ABCDY o elemento € do 2° par corresponde
ac elementc A do 1° par e o elemente D do 2% par corresponde ac
elemento B do 12 par, ou seja :

- e a sequéncia do 12 par € AR = a sequéncia do 27 par
deve mer CD.

- g6 a sequéncla do 27 par é BA 4 a sequéncia do 22 par

deve ser DC.

Regra 3. Se os elementos s3c trocados apenas em um par,

entio o valor do odds ratio ¢ trocado para seu inverso:

AC . DB
Entdo:
BC . DA ~CB . =AD _ 1
$BACD> = ——pp5— * “TAG . -DB B

Aplicands as regras 1 ¢ 2 em ——é—- » temos:

_é__ = (BACD> = CCDBA> = (ABDC) = (DCARD

11



Regra 4. Se o3 elementes nio correspondentes de
diferentes pares sd@c trocadom, entic © valor do odds ratio 6 s=sua

diferenca da unidade:

AC . DB

Entdo, dividindo o megmento AB pelo ponte © e o

segment.c DC por B na 22 jgualdade abaixc, temos:

AB . PG ~CACHCBY.CDB+BC) _ _  ACDB + ACBC + CBDB + CBBC
BC . AD B TAD CE . AD

{(ACBLD =

ACDB + GB ( DB + BC + CA > =~ = AC . DB + CB . DA

B . AD - CB . AD

AC . DB

~ g . ap Tt =1-8

Aplicandc am regras 1 e Z2 em 18 , temos:
1~8 = CACBD2> = (BDAC) = {CADBD> = (DBCAD

Aplicando a regra 3 para 1~ e depois as regrazs 1 e 2,

tLemos:

1

Aplicandoe a regra 4 para -;— e depois ag regras 1 e 2,

Lemos:

g -1

r = {(BOADD> = C(ADBCO = (OBDA) = (DACRES

12



Aplicando a regra 3 no odds ratio -»’?«--E}-—“[— e depols as

regras 1 e 2, Lemos,
&

= (CBAD)Y = (ADCB) = C(DABCO = (BCDAD

) 1

Sabemos que 4 elementos podem mer permutadors em 24 maneiras, mas
soment.e ¢ odds ratic diferentes correspondem a eles. Resumindoe os

rosultados abaixo temos:
g = (ABCDS = (CDABY> = (BADCY> = (D{OBAD

.%w = (BACD) = (CDBA)> = CABDGCY = <DCABD

1-8 = (ACBDY = (BDACD COADBY = (DBCAD
o

g LCABD> = (BDCAD = (ACDB)> = (DBACD)

= (BCAD> = {ADBC> = (CBDAD = (DACHBD

w {OBAD)Y = (ADCGRBD (BCDAD> = (DABCS

Ha alguns arranjos especials de 4 pontos diferentes
sobre uma reta, de maneira que a estes arranjos correspondem menos de

& odds diferentes, por exemplo:

1 2 & = 1
A g B e @ 1 > {6=~1

13



G valor =1 deve wser rejeitado pois ele correspomndde a uma guadra

degenerada (ABCGCH, ¢ 8=1 w Del >,

DO m1-68 o 9.__;__

cy 8 - ~=g 6°- 6 +1 = 0 =» raizes Imaginirias

6= 9;1 28 -0 +1 =0 » raizes imaginarias
& 2 8 = 0
&> 0 = s . 85 -20m0 »{9,3

O wvalor & = 0 deve ser rejeitado poils corresponde a uma quadra
degenerada (ABCGB>, ( 8 =0 & D =B 3,
Para cada um dos valores de € encontrados nos listamos

o seus § correspondentes:

& ’%_ 1-8 1:9 9;1 ai
-1 | -1 2 = 2 —
5| 2 .-%—» 2 -1 -1

2 | 3~ | -t -1 = 2

Come em todas as linhas temos os mesmos nameros, entio
o trés valores encontrados para € representam a mesma solucgio, ou

gseja, correspondem a mesma quadra de pontos ordenados de maneira

14



diferentes. £ a chamada quadra harmdnica, Beskin (1975,

Quando & = -1, Lemos um smsegmento AB, um ponto interior
G que o divide em uma certa razdo A, e wn ponto exterior P que divide
o mesmo segmento na razdc y (@ = A em valor absocluto). Esses quatro

pontos m&oc chamados quadra harmdnica.

AC 3
A o= & - 1 -

A [ B D AD 6
o= 5E 3 =3 m -0

{63

Numa quadra harmdnica os pares s3o equivalentes, se € e
D sic om pontos extremos entdo A e B s3c os pontos de divisZo.

Por ex., em <86 se A divici:e o segmento 0D na razdo

-—»%—», entio B divide o segmento CD na razio ._.%,,_

As expressfes do lado esquerdo das formulas <3) possuem
uma propriedade de grupo. Se gualquer dessas exprossles ¢ substituida

em gqualgquer ordem por & nés oblemom uma delas novamente.

onde multiplicar a por a (ate aj) wignifica substituir aj em lugar
J

de & no & » por exemplo:

a, @a =1~ o ® qTE T T " A

15



quaddro:

Ou

F if (631
L

temos o seguinte

16



1.2. ODDS RATIO PARA UMA TABELA DE CONTINGENCIA 2 X 2

Definiremos agora a medida de associagdo 6 (odds ratiod
para uma tLabela de contingdncia 2 x 2 .

Considere wuma populagSo de individuos, que pode ser
classificada segundo duas caracteristicas A e B (¢ A® e B° s8o os

complementares do A e B 2, gerando a tabela:

B P, P,

B® L P,
onde P, P, ,.;arig @ P, s80 O paramatlros populacionals
correspondentes as proporgfes das categorias AR , A°B R AB® e A°R®

respectivamente,
O interesse esbatistico € apresentar as propriedades do
odds ratio, importantes para a sua egscolha como medida do grau de

asgociagio.

Por definigio o odds ratico ¢ dado por:

Fazendo uma analogia entre a definigio de & para quatro

17



pontos sobre um segmento de reta e para uma tabela 2x2, podemos

SEOOVEI:

[ =R
oA ABRED> o AB-_BA
B A°. A B®

onde agora as distancias AB , :7.9 , AB® e B A s8o respectivamente am

probabilidades das categorias AR , BA® , AR® e B°A° am quais sic dadas

por p_ . P Py ® P nesta ordem. Assim:

P, b
6 = ¢A ABB"Y = 1 %
pzpa

Regra 1. 0 odds ratio nfic se altera quando trocamos as
Iinhas por columas, ou seja quando os dois pares s8¢ trocados.{usamos

a matriz transposta). £ uma medida simétrica.

A AF B B®
B p: pz - A p‘ ps
B® pa p‘ AS pz p‘
i | =
@2 CAA°B B @ ¢B BA AS) = ‘p‘

Regra 2. O odds ratio nio muda quando trocamos oS

elementos em ambos os pares simultaneamente.

18



O odds ratico ndo mse altera se duas

rezlizadas uma apds a ocutral

A A
B pa pz - B
B° Py L B
B® B
- AS P4 pz
A pa Py

g x>¢AABBS 2« A% BB

Regra 3. SBe os elementos 530 trocados apenas em um par,

AS A
p‘ pa
P P

Py

¢ B B°A AS>

A A
P, P,
P, P,

pt pd

2z )

permutagles sdo

B B
A P i P
ﬁc pz P

entdo o valor do odds ratio ¢ trocado pelo seu inverso:

A AS

44 P
B Py 2 - Bc
B Py P, B

19
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C B°B A°A > =

P, Py

P, P,



P 1
- CAABB > .2 % =
B P P PP, e

Aplicando asm regras 1 e 2 em -—%—-— » Lemos
—%»E(ACABBQ:\Q-:(AA“B°B)%‘(BB"A‘:A)gtchBAAc)u

Regra 4. Se o8 elementos nio correspondentes de

diferentes pares sdc tULrocados, entfSo o valor do odds ratio & sua

diferencga da unidade.

A A° A B AS B®
B By P, N A® - A
B ps p‘ B¢ B
< fnd
6 » 1-8 B A B A
B B°
» -
A AS

Aplicando a Regra 3 em 1-8, & depois as regras 1 o 2,

Lemos

A AS B A AS B°
B P, P, - A® = B
8(: pg p4 Bc A

20



i-e

as regras I e 2,

t.emos:;
A A° AS B A B*
B L P, - A - AS -
B Pa Py B¢ B
o o1 B A B A
N 8 B B
= 2>
A€ A
Aplicando a Regra 3 em ;i » & depois as regras 1 e 2,
LEemons,
A A° A A B
B pz P, - A - B -
Bc pa p‘ Bc AF
o & © A A B
&+ ETT e e
A B
= b
B A

A aplicagdo da Regra 4 ¢ as consequentes aplicagles sob

21



seu resultado ndc tem sentido estatistico, por causa das definigles

das caracteristicas AB , AB , AB®, A°B".
Em termos de tabelas 2x2, as propriedades do odds ratic
importantes para a sua escolha comoe medida do grau de asmsociacgio s8c

az sagulntes:

1. © odds ratioc ndo se altera quando trocamos lnhas
por colunas, ou seja, uwwamos & matriz transpogsta £ uma maedida

simétrica, ¢ Regra 1 5

A AS B B°
B p* pz > A pi pa
B® Py P, AS P 2 p‘
6 o= pl. p‘
P, P

2. O odds ratio ndc muda quando trocamos os elementos

em ambos os pares simultaneamente. { Regra 2 3

A A A° A
B pat pa - B° p‘ ps
B¢ P, P, B P, P,
PP
6 = 1 Ya
P, Py

22



3. Se os elementos sdo trocados apenas em um par, entdo

o wvalor do odde ratio & trocedo pele seu inverso. { Regra 3

A AS AS A
B p‘ pz o B pz p’ 8' = ..fips, = s
B® Py P, B¢ Py Py P, P, e
A A°
- B* pa P-s o = pa pz = 1
B px pz p; p‘ g

4. Se multiplicarmos uma ou duas lnhas (¢ ou colunas 2
por uma constante pogitiva, o odds ratic nBo se allera , ou ssja, o

odds ratio & invariante sob ambas as escalas Hnha e coluna.

E =
A A° A A*
B P, P, - r, B FRPLA *s2P2 o P, P,
S,
B® L P, r, B® TSPy rzczp-s P, Py

Aggim temos gque o odds ratioco & uma importante medida do
grau de associagdo por satisfazer as propricdades anteriores e muito
maix importante do que istce ¢ o© fato de que qualquer medida de
asscciagio deve ser alguma fungdo monotdnica do odds ratio, para ter
as suas mesmas propriedades Otimas de 1 a 4. [ver referéncias Good e

Mit.tal 1987> e Edwards {1963J1

23



CAPITULO 2. CARACTERIZAGAO DA MULTINOMIAL

Iremos considerar o© modelo multinomial para gerar
tabslas de contingénois 2x2, Cox 49702,

Gostariamos de encontrar uma transformagdo {(bijegio de
classe ' com inversa de classe G' no espago dos pardmetros, ou sejas
difeomorfismo de classe C') de maneira que as estatisticas fatorassem
a distribuico multinomial em partes, cada uma das quais dependendo
apenas de um parametro de interesse. Isso seria o ideal, mas como
estamos interessados nDpDa medida de asgociagic & {odds ratio?,
gostariamos de enconbtrar uma transf Orn;mg&“o de maneira que as
estalisticas fatorassem a multinomial em partes, uma dependendo apenas
do parémetrc de interesse € e as oulras Jdepondsndoe dos outros
pardmetros, ou seja uma estatistica que dependa apenas de & mas
nuisance para os oulros parametros e as oulras independendo de 8.

Como & distribuigloc multinomial depende da Lrde
pardmetros, precisamos de pelo menos tLrés estatisticas para podermos
fatora-la,

Encontrar uma transformagdce de maneira que existam
estatigticas tais que uma estatistica dependa apenas de €& {(parametro
de interesse) sendo nulsance para os oculros parametros £ as outras nio
dependam de &, ndio é uma tarefa facil.

Queremos que é distribuigio dessa estatistica que s6

depende de € n3o mude se os outros parametros mudarem, que ela =6 se
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altere com a mudanga do valor de 6 (dentificabilidade de 8).

Sera que existe estalisticas gque fatorem a multinomial
em partes de maneira que cada estatislica dependa apenas de um
paramelro de interesse 7

Como estamos interessados na medida de associagio 6
{odds ratio}, a perguntla poderia ser reformulada da seguinte maneira:

Sera gque existe uma t(lransformac8c tal que as
egtatisticas fatorem a muiltinomial em partes, de maneira gque uma
estatistica dependa apenas do parémetro de interesse @ e as outras
estatisticas dependam dos outros pardmetros, ocu seja uma estatistica
dependent.e de & mas miisance para os outros parametros e as oubras
independentes de & 7 '

Como n&o temos um tecrema que garanta a existéncia de

tal transformacgdo, investigaremos ¢ transformagBes cada uma das quais

importantes para cada caso particular com o objetivo de encontré-la

Considere uma populagdo de individuos gque pode per
classificada segundo duas caracterisbicas A e B (¢ A% B° s8o os

complementos de A e B 3, gerando a tabela

A A
B ps pz
B pa p“

onde P, + P, © P 50 os parametros populacionais desconhecidos



correspondentes as proporgties das categorias AR , A°B e AB®.
Congidore o megulnte experimento: retira-se uma amostra
de tamanho n da populagdo, com reposicdo, classificando~a nas

categorias, Os dados para este experimento s8o ( X %K ) e =meguem o
modelo multinomial ( n B, 0P, Py R

Tem-sme a seguinte tabela 2ZxZ :

A A
B xi xz ni
B xs x‘

mi n

po:

ni g Xz Hg X
Nxa’xz’xs < n’pi’pz’Ps} ® Ty K Knx-x-x 3 Py Py Py P
5 2 @ 1 Z -}
L
= L -+ = -+ -+
o ndes pi>0 » 'E;pi = 1 X x+ x+ x e p P* P,* Py
1=
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i~ TRANSFORMACIO

A decomposigdo a seguir foi proposta por Fisher (1935)
para testar a independéncia entre as caracteristicas A e B, ou seia,
me o fato de o individuo ter a caracteristica A ou A ndo influencia =
probabilidade de ter a caracteristica B e wvice-versa.

A hipdtese a ser testada é:
H > P(B/AY = PCBA/ASY  ou PBS/AY = PE/A5

segundce a estrutura paramétrica da tabela temos:

H > = ou s T
i

Das relagSes acima segue gue a hipbdtese nula pode ser
eguivalentemente esurita como: HO} g = 1 . Asgim & € o parémetro de

intercesse o om outros {4,y merio os pardmetros maigance.

Trabalharemos com a estatistica ( X, D, m > em lugsr

8 Ko %o» xa). 0 espago paramétrico do modelo ¢ o conjunto:
<
Q= { popp > prprp 51,p>0,p>0,p>0 }

Consideraremos a seguinte reparametrizagic do modelo,

usada por Fisher {1038
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Py

el S s W= ptop
i-p ~p, I

A condig83c de bijegdo entre (8,4,y2 e (p‘,pz,pa) esté

satisfeita, (ver Apéndice A.12. O novo espago paramétrico €

Ow{(Q,ﬁ;&,w}talqqu)O,ﬂ(q&(i,ﬁ(vd(i}

e neste casc temos que €, ¢ e ¥ sBc pardmestros de variagio

independente.
A tabela acima pode ser escrita como:
A A°
B 8 ¢ ¥ - ¥ v
i-¢ + 8¢ 1-¢ + @9
B°| ¢ <1-yD Ci~gdCi~yd | 1-y
A transformagdo:
¥ = pYp, -» PR ¥ " P, 1>
Pa p) p)
g = 5 <P =»> P_= Ve L8 R <2
4 T2
P, P
8 = _._1_._;‘_ L )
P, Py
Mam p, = 1"pi-p2-pa » enti3o substituinde ) e (20
temos:
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P, = i~y - ¢ll-yd> = P> Civpa i~

(4D

Subgtituindo {10 , (22 e (4> em (3} temo=s:

P, {1-yd<1-¢
& = (ay-pi)qb{i-w} e Cwe -8 ps¢ =P, " P;“f" ~
» p1(1-¢+¢9)=3¢:w
Entde  p, 1_6 ¢¢‘+“’ 5B <85>
Subgstituindo B> em (13 temos:
¥ Cl-¢>
L -4 £ 48
A distribuigdo de (x‘ », ,xab de acordo GO

roparametrizacic & dada por:

F < xﬁ,xz,xa - P PP ? que pode ser

nidx +x 2i{n=-n -x 21
1= £ 2

escrita como:

Cx % JI{n-x -x ¥ix Ix Iy H{n—-x -x —-x 3!
iz 1 2 2z @ 1 2 '8

x

2 *
i~ 2>y - -1 _ -
{1_%94} e > ] [0 wae ]
5 Xi“”){z r n—xi-xz xtd»xz n-—xi—x
= x % x x ¥ £ 4= w2
- 4 4 L =
®
xi-i-xa n”ximxa o 4
@ 1= 2 F—— o

1

I- g+ © ¢ z

29
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M O +x
X +x nx =X k
i z z P
§ k ® *x ~k
1 8
k=0
N o ow
4 2
xié-xa h-xiwxs x‘-&xz n«xi—*xz k
< 1= >
4 ¢ . E k x +x -k e
4 3
K +X k=0

i~ ¢ + 8 ¢ O°

= PO x +x / yw 2. PO %% 7~ X+ , ¢ , 82 . PUx /7 % *x , x%x ,83
£ 0z s 3 1 oz 4 1 3 iz

= F(n‘/ w 2. PC mi/ ni,qta,é‘f }.P(xif mi,ni,e >
£ 1?(:\&::’IL ,ni,mi oG

Esta transformagdo ndc ¢ a gque procuramos pois a

distribuigao marginal de xi-l-xa condicionada & xﬁ*—xz envolve o

parémotro € e portanto deve conter informacgio sobre sle.
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2= TRANSFORMAGAO

A transformagic & seguir wvai nos permitir escrever a
multinomial como produto de trés binomiais, cada uma das quais
dependendo apenas de um pardmetro, b4 que o parametro de interesse ©
ndo esté explicitado. Assim essa t(ransformag8o ndoc é & que estamos
procurande pois quando escrevemos exta transformagio em fungio de &
n3c temos mals cada estatistica dependendo apenas de um parametro de
interesse.

Seja a transformaglo :

& 1~1 & msobre. O = {{3,1}3 » fver Apéndice AZD

Temos: Y, = P, - P, =7,
P,
v, = i o) * p,=r, MUy 2
Py
?3=wi~p—p Ll =;va£1- v, }«zii* ys)]

s P, = 7’9(1- yz) (1~ 713

31



Assim podemos escrever, ch! X 1K s PP, P, D 2 como:

ni 1 T2 T2 _"a in ia
% Ix TR Iihx =% =% 35T ¥y ¥ (1..?,‘) Y a (1"?’,‘) 1=y 2.
2 s i 2 @

NoeK =X =K
i 2 )

[1- y - v,y > -y my DAy ) ]

nt T e 3 e 5 e 3@
x ixw bx Tln~x “x —-x >1 y£ ?’z yn ?’a }’1 ?/z :
PR A 4 2 @

FieX =X X
A

. { ﬁ*‘yi}(’i"yz}(i"}fa) ] -

K n—r
nidn xi)!{n xi xz)! -Y: {i'—}f’.} P

x® 10 X Hn~x ~x Dix {nexw ~x ~xX >}
i £ z 1 2 ] 1 T2 Ta

Ka h—-x‘“xz Ka h—-x’.“xz-—xa
£1~- ) -
¥, 1 ;vz) Y, 1 ;Va) =

n N n~“x -x
= 1 i z xi T x” xz n-vxi—xz
. 1~ . {i=3 D
xx xz xa yd. ¢ 2’1 ? Yz 1 ?’2

"
5
%Y

t

Iq{

W
L¥
L

B(xi e n,yi) . B(M2 Ve nﬁxi,yz) . B(xa - nﬂxi-xz,ya)

az
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3% TRANSFORMAQXO

Com esta transformagio também conseguimos fatorar a
multinomial em produteo de binomiais, omdde cada estatistica depende
apenas de um parametro mas nido conseguimos explicitar o parametro de
interesse 8 e ainda manter essa independéncia.

Seja a transformagio:

P P

1 3
L iy ;5”'5:;“5; I e Frerrantea

6 i1 & mobre. O = ((?»,1)33 {ver Apéndice A.33.

Tamom:

w=ptp, #p =y~ ygd =p =yl 50O

¢ mgo—r—— W P =¢£1-w6~w(1wc‘3}3»p3=¢(1—w>
Mas: p = 1- PoP,P, * P = 1~ w & - w {4— &) - ¢ (1~ yd
»p, = i~ w b -y p &~ Hli- yd
- p, = (1~ pdC1-¢d
A probabilidade multinomial Pt(i:m:1 >, ,xg/ L5 S S b
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pode ser ezcrita como:

M 4 »
n! Cw & * [ wCi-8) ] # [ U~y ] 8
» Ix Ix 1<npx ~x -x% X

i 2 @ 4 2

ﬁ”}(““xz" Xa
[ C1-yd>C1-¢> ] -

Hx +x 2Wn-x -x >} * 1 " %
n{xi x n=x =%, wi éiwzmm&}z‘
e x5 Hn—~x ~x 3tx Iy Ix Wn-x -x -x 21

1 z £ 2 3 2 k-] £ 2 =

Ha }!‘.a Y\”K‘“Mg"”a n-xi-xz-nx
P myd T d-po o@D * -

N xﬁ-'-xz n’"X’."Xz xi‘l-xz n-—xi--xa x* “2
= Xi“_xz " x W C-yd Y- & £0-> I

s
[y
t
B
L™
]
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4~ TRANSFORMACAO

Essa transformagdc & importante pois ela fatora a
muitinomial em produto de binomiais sendo que a distribulgico de LRI
depende de w e as outras estalisticas est3o em fungdc do logito, mas
néo ¢ a que procuramos, Cox 970D,

Seja a transformagdo :

P, P, P

w-—»pi-i-pz ,a=in—-~ﬁ: % a=Ingd , A =In S

é& 1~1 & sobre. O = {(w,a,)\) tal gue 0 € w € 1 , —w { o,h % } » Evern

Apéndice A4l

Temos:

p=prtp, »p FY-P <32

eam;—% gpamea P, {22

S W @
P, By 2 e}\ P

Subgtituinde 12 & 2 em (3> temos:

p=(W'Pz>P‘ - P ehaaaw—p -e-p(:l-!-ahm}r-w
2 el\ea 2 2 2

L
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P, ® —3%a& “>
Substituinde €4 am (1) temos:

PRV "R, *- P, EY T e TP

Mas P, = - P.T P, Py CED

Substituindo ) ¢ ) em (B} temos:

o
p,= 1~ ¢y~ e p,

p“{i*e }o=1 -y » p =

2 oy

Eubstituinde o wvalor de p, em {23 temos :

&1 - w>

2 o
1 + e

Arzgim

E E

nl 1

P(xi,xz,xa ~ n,p*,pz,pa) =

Foe® =M =3

1
U-p ~p P2 =

36
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ntlx +x 21{n~x -x 2|
i Z 1 2

£x 3 MEn~% ~x dlnw Ix Ix (en-x -% -x 9
i » } 3 4 L § 4 -] 1 3 B

Ao : %2 o
& 4 &
14 e L+ e 1+ &%
AAen
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5% TRANSFORMACXO

Essa transformagdo fatora a multinomial em produte de
binomiais e posse pardmetro de interesse &€ esta explicitado, mas ndo
consgeguimos a fatoragio em que cada estatistica depende apenas de um
pardmetro de interesse como queremos. Esta transformagio relacionando
apenas parametros internos nos da idéia da estrutura da tabela 2Zx2 com

a qual estamos trabalhando.

Seja a transformagdo:

& 11 e sobre , {(ver Apéndice AB). 0O novo espago paramétrico &

ﬁﬂ{(Q,ﬁ,}’)tal,quoezﬁﬁ,ﬁ’}ﬁ,}")Q}

Aszim temos:

p, = PP, 1>
P, =¥ P, (¢3)
8 p_ p
- 8

Substituinde (1> & (27 em (32, temos:



po= -)p‘wefi‘yp 4>

Mas: p, = i~ P, P, P, B>

Entic substituindo {42, ) e €2 em (52, tomo=;

p, =1 - @ pRr++pp =
pA+E Ry R+ =1

1

-’pimi’*‘f?"“?""‘@{?? €52

Subgtituindo B> em {43 > e 23 respectivamente,

Lemos:

e sy
PR W S - R e

IE]
2. I¥pFyFORY

¥
P " TV EYEVEE Y

Essa transformagio € 1 a 1 e podemos escrever a

multinomial come:

ag



o » M
nl 2 3

i
% Tn ix itn-% % <= M Py Py pa'
£z B 1 2z "»

P(xi,xz,xa ~ n,p‘,pz,pa) =

=X -~H —K

i
. 1 pz pz pa> =

x »
F

iy B3y ‘ B
* B T TCn=3 =% ~%_31 1+73+ 385 143485y '

4 n—-x —-x —x
v 2 1
1+ 80y T3+ ¥y =
) x!+xs
n!(x‘-ﬁxn}!{n-xi*xa)? 8y + y ]
F
{0 % Didn~% =-x Mx tx_ Ix {n~x ~x ~x > By Ieny
4 a ) 3 a i i | 2 E 2 A
T~ =X X =X ~X -
1+ ron 201 3
L YT YT BT Evr

40



+
= B xi+x9 /nj QBF 4 . B[}{z - X""’xs, "'—i—‘.fé‘f‘g—' ]
ES e Ear gl g

a3
. B[}{i ~ xi**xa,W ]
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6~ TRANSFORMACAO

Esga transformagdo fatora a multinomial em produto de
binoniais mas ndco com cada estatistica dependende apenas de um
pardmetro de interesse, mas ela & importante poim com esta
transformacic a matriz de infomagSo de Fisher ¢ uma matriz diagonal
(ver Apéndice A7,

B¢ ja a transformaglio:

P Pi pi
: pd- i"‘pi-pz-pa
w o= pz pz
E - —
2 pi p-‘ 1 pz pa
pa p3
“a T TP ¥p_+p i-p
i r o 2

& 1-1 @ sobre. O = 0,157 . (ver Apéndice A.6).

Temos:
P, = @p, 1>
p, = wlp+p D 2>

Substituindo €2> em (13 temos:
pz = b’z(wip‘-.-p‘)

p, = p4w2(¢>‘+i) <33
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dr
pa = ma{ps pz p-ﬁ) €42
Substitulnde 4> ¢ (3> em (4> temos:
+ + +
Pa = wa [p‘!w! pdwl‘cwi 1 p‘]
P, = «p, [mi + wz(w‘-i-i) + 1]

= L5
pa wgp‘(wiﬂ)(wz 12 {55

Ma=, p, ® ‘.t*pi{--pzt--;:):_rj {62

Substituindo (13, 35 2 (8> em (6> temos:
el mi-p[m +w(m+‘1)+w{w+‘l)(w*1)]
4 4 1 2 4 3 2 Y

p [(i'ﬂo) +ow Cw 1D +w(w+i)(w+!)] = 1
4 i z 1 2 z ) 3

1
P & "o FSE SRS
i z a8

£7>

Substituindo L7 am {1, L33 e {5

respectivamente, temos:

r
1

p |3
i Cos FE38w 13w +1)
4 2 3
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w Lw +13 O
= L 3 -4 z
P, Cor 44000 #+19Ces i3 o F13C0m +13
1 = 3 F 4 2

w Cw F12{w 1D w
8 2 4 1

Py, ™ Cw #06m ¥ ¥ ¥y T "o i
1 z 3 a

Podemos escrever a multinomisl como:

i * X x
nt 1 2 @

% b e Tehew s -x o1 Py Py Py
1 2z 8 2 Tz m

Pﬁ‘s PR M e n,ps,pz,pa} =

Tyt =M =

. (i*pi*pz-p3> -
ntdx +x 2E{n-x ~x D! o *s
£ 0@ 1 T a [ 1 ]
e re
Ox +x D 1Cn-x -x dx Ix Ix 1<n=x =x_=x_>! Lo #13<w +10Cw_+15
i 3 i a i a2 1 2 8
» »
mzcsua‘-l-i) P ma<mz+1)(w’+1) @
BECEIFITESVITRTE Cow 10w 100w 41
1 z 3 1 2 a
n—-xXx —X¥ —XK
i 1 2 &
[ (e _+13¢s_+15Cw_+17 ] =
1 z 3
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. . %
_ I xima n xi xa mi-? w3(w2+1)(w1*1) 1 @
® K » b4 ’ Cor +13Cw #1300 41 )

ES a * E 4 o

1 4 w o +1D PR T e w o #1413 Y2
z F 3 2 1
[ Lo +19€w +10Car +13 ] [ 1 + w Cw +1 ]
£ 4 a z i
. n—x‘—xz--xa w xi
1 F
: 1+w(m+i)] ’ [w-!-m{m-l-i)(w*-i)}
- b 4 i i a3 2 i

. w Cw +10Cw 412 3
a2 1 ]

w W (e 130w +1D
4 = 2 i

+ +13¢w +13 +
= Bix +xa s n, @y wa(mz 1 “y 1 .B x, s n*xi-xa, wz(mi 12
* Cw_+10Cw_+13Cw ¥13 { i+ o (oD
Bix »~ ux +x_ , 4
* PR S PR S BT ERYE S
£ 3 Zz %

o

Fizemos um total de seis transformagles mas ndo
encontramos a transformagdo ideal gque procuramos, ou seja aquela que
fatore & multinomial em partes de modo gque uma estatistica dependa
apenas do parametro de interesse € e as outras sejam independentes do
Mesmo.

Continuaremos a nossa pesquisa e esperamos gque egte
trabalho sirva para chamar a atenciico para © problema e gue mais

pessoas se interessem em pesquisar nesta diregdo.
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CAPITULO 3. GEOMETRIA DE UMA TABELA DE CONTINGENCIA 2 X 2

Qualgquer tabela de contingéncia pode ser normalizada
para ter eniradas gqgue somam 1. Assim haéd uma correspondéncia natural
entre o conjunto de tabelas 2xZ2 cujas entradas momam 1 e os pontos de
um simplex tridimensional (tetrasdra), Fienmberg & Gilbort. {1070D,

Discutiremocs algumars idéias estatisticas sobre tabelas
2x2 em termos da geometria do tetraedro. Em particular, para;

a> todes o= pontos correspondende & tabelas cujas
linhas e colunas sio independentes,

(b2 todos os pontos correspondendo a tabelas com um
dade grau de associagio, e

e todos o8 pontos correspondentes a tabelas com um
con junto fixado de totais marginais.

Usaremos a estrutura do simplex tridimensional, ¢
faremos a correspondénciaza um a um entre o conjuntoc de tLabelas 2x2
normalizadas e os pontos de um tetraedro através das ocoordenadas
baricéntrices normalizadas. Escolhamos o  tetraedeo de referdnaia,
onde A; = {(1,0,0,0> , Aa = €0,1,0,0> A‘a = 0,041,000 e A‘ = {0,0,0,1>

correspondem respectivamente as Labelas 2x2 abaixo:
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O ponto P = (p1 PP, ,p‘) corresponde a tabela 2x2:

Ha uama corrempondénocia 1al entre om pontos no teblraedro
e as Labelas 2x2.

TETRAEDRO DE REFERENCIA

a, (000, 1)

ﬂiz(iio{qo) A= (0 0,4,0)

a,=(01,00)
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SUPERFICIE DE INDEPENDENCIA

Qualquer ponto T’ sobre a linha A,"\z & determinadoc por
um hamero ¢ tal que 0 = ¢ = 1 e
% T*
¢ AT

i~¢ TK,

onde ART’ =Y ng reprasentam as disténcias entre ﬂz e T .o T a At,

respectivamente. Assim T tem coordenadas {(4,1~9,0,03,
Podemos escolher também um outro ponto T sobre Aak‘ tal

gue suas coordenadas se jam 0,0,¢,1-¢> o




Agora por definigdo, qualguer ponto 1 sobre a lnha 7TT

dentro do tetraedro corresponde um nimere ¢, talgue 0 £ v £ 4 e

-
=3

1

1”& I T

Asmim I tem  coordenadas [W,w(‘.l-d)),(i*w)qb,(i"zp)(i*g‘é)]

& corresponde a tabelas abaixo:

¥ @ pli=gd 4

CAmydg |- Ci=gd] 1=y

¢ Ci-gd

cujas lHrhas o colunas s8o independentes.

Permitindo que ¢ @ w assumam todos os possiveis valores
entre 0 & 1, podemos encontrar todos os pontos correspondentes a
tabelas cujas linhas e colunas sejam independentes.

As linhas T definidam para diferantes valores de ¢
W 2 ¢ £ 1 estBo na superficie de independéncia.

Alternativamante, poderiamos ter escolhido os pontos 5°

mobre Asﬁss : S5 mobre AZA‘ e I’ mobre S'S tals que:

Aas» W A.‘S ¥ 571’ &
= - * = — = F—4 —
SR 1=y R, 1~ i-2

Assim I" tem as ocoordenadas :



[43 v , wli-g> , (i~yd¢ , <1~—¢>>cz-w>}

Chgervamos pae: [ = 7,

SUPERFICIE DE INDEPERDENCIA

Ay

Ay

Asgsim as linhag 5*S definidas para dJdiferentes wvalores
de w ©O<w<i) também estio sobre a superlicie de independdncia. Esta
superficie estid completamente determinada por gqualquer uma das
familias de linhas ¢ T'T ou 5’5 ).

Da fato a superficie de independéncia 4 um paraboléside

hiperbélico e seu ponto de sela ¢ o centro do tebtraedro,

1 1 01 1
Q= ( g ), Fienberg o Gilbort 10703.
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O  paraboléide hiperbdlico € uma superficie duplamente
regrada visto que sua superficie contdém duas familias de linhas retas,
Az tabelam correspondendo aocs pontos sobre gqualguer uma
das linhas T'T tém os mesmos totais marginais colunas, enguanto as
t.abelas correspondende aog pontos sobre gualguer uma das linhas 5SS

tém om mesmos totais marginais ldnhas,
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SUPERFICIE DE ASSOCIACAO CONSTANTE

Para a tabela 2x2, abalxo:

<
onde pi?:rﬂ a}:piui .
1=

Podemes definir uma medida do grau de asgociagio pelo

acoaliciente & {odds ratiod

Note gue o8 totaix marginais linha e coluna de uma
tabela sio independentes se & somente se 0 = 1,

Uma associagdo “positiva®™ (8 > 13 por exemplo & = 4,
pode mer considerada comoe igual , mas com afastamente oposmto da
independancia quando comparado com uma associagic ‘“negativa”

i

& < 13 por exemplc 8 = 5

Pefinimos uma superficie de associag8o constante €, do
mesmo mode que defindmos a superficie de independéncia, escolhendo T e

T‘ tais que:

AT AT
2 = & . 4
T*A -
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oL Be ja

e P
Era S O
entZo temos:
e 7 Cimpd
& = s Es

Assim I tem coordenadas [w p,tp(i-p),(i—w)¢>,(i-w)(i-¢>)].
Mas =mabemos gue:

FoRP & S e G
= g7 *t P T TP




Entic o ponto 1 tem as seguintes coordenadas em

termon de &, ¢ @ ¢ :

, A=ydg , cz-—w)m»-@}

€y ¢ y 1-9D
i'[1-¢+a¢> I R S >y

& corresponde a tabela 2x2 abaixo

6 v ¢ ¥ C1-¢>
i- g + 6 1~ ¢ + B¢
Ci-yidg Cl-y3C1-g>

Alternativamente, poderiamos ter escolhide os pontos S

& .‘."a'iii t-ais gue:

A s" AE
E S L3
= &
s*a S A
i
OU B ja
g < = 1
y 7 A=y r
= = <
& TR ¢ onde %] W i
0 =8 £ w

%
Assim as linhas TT definidas para diferentes wvalores

de ¢ & p (0 % ¢,p 5 1) estéo sobre a superficie de constante 6.
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SUPERFICIE DE CONSTANTE © (@ = 3>

A superficie de associacio constante (= esha
complelamente determinada por uma desgsas familias de linhas (< % ou

ss* > ¢ estas superficies intercepltam a superficie de independéncia ao

jongo das 4 arestas de tetraedro: A A, A A , A A , A A ..
i 2 £ 8 2 % & 4+

Do fato, as superficies de const.ante & o3 Tod
hiperboltides de uma folha, o guais sic também superficies duplamente
regradas. Note gue o plano, o parvaboldide hiperbdlico, € o
hiperboléide de uma folha s8o as Unicas superficies duplamente

regradas, Fienbearg e Gilbert {19705
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Uma tabela 2x2 exibe perfelita associag8o "positiva®
guandce todas as probabilidades estSc nas células (1,1) e <2,2>, e

& 2 m. O local de tajis tabelas é o segmento de linha ﬁiA‘, o qual ¢ o

timite das superficies de associaglio constante & gquando 8 tende ao w.

Semelhantemente, uma tabela ocom perfeita associagic
"negativa" tLem todas ag wuas probabilidades nas coélulas 4,22 o (2,1),
e 8 v O O local de tais tabelas & o segmento de Hnha Azﬁa s O qual

& o HlHmite das superficies de constante 2 , quando @ tende a zero.

Finalmente, as= linhas TT* nBo sSc o local de pontos

correspondendo a tabelas com marginals colunas constantes, como eram

as linhas TT’. Semelhantemente, as linhas SS’, nic correspondem a

tabelas com totals marginais linhas constoantom.

Estamos saindo do cubo "alongado” para o tetraedro como

mostram as figuras abaixo:;

d'?T Py

/

:%:
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TABELAS COM MARGINAIS FIXADAS

Tabelas com ambos totais marginais lIinha ¢ coluna
fivados =fo de interesse egtatistico por cause do mseu uso no teste
exato de Fisher. Portanto, encontraremos o leocal correspondente para
taiz tabelac.

Congidere dois pontos quaisquer no telraedro,

th(ai,w-a

i:¢’“3151'¥'”¢‘+ai>

Pzn(az,wwaz,qb-az,i-w*qé-l-az}

o8 guais correspondem, respectivaments, as tabelas com totais
marginais lichas ((p,1-y) e totais marginais colunas (¢,1-¢> conforme

abaixo:

& L ¥ A, L ¥
-
¢ - a 1-y-gta | 1-y ¢ - a 1-p-gta | 1-yp
¢ i~¢ ¢ 1i-¢

Podemos escrever i’at e F’z ,» da seguinte maneira;

p: = (O,p,¢, -y + 31{19“1f"111)
€
F’Z = (O, 1-y-@> + 32<1 »~4,m1,12

A diregdc da linha PiPz & dada pelo vetor 1,-1,~1,1), o

gual & independente de ae a. Assim todos os pontogs (P2 com totais
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marginais (y,1-y2 e ($,I1-¢) estiIo smobre a linha Png . Malg ainda, &

clarc gue a linha ngz & ortogonal as lnhas A3A4 @ AzAs’ as guals tém

diregies dadas vetores (1,0,0,~1> 8 (0,1,-1,0) respectivamente.

Ay

A

o

Assim todas as tabelas com o mesmo  conjunto de
marginais (fixadas) correspondem a pent.os sobre uma linha reta

artogonal a aia‘ e A‘z‘&a' Naote que esta linha de marginals fixadas

que tem diregioc 1.-1,-1,13 & paralela a linha gque une os pontos

médios de A‘ﬁ;‘ & Azﬁa & portanto, a linha atyavés de Pzpz ndo €

perpendicular a superficie de independéncia, a menos que as marginals

me jam todas iguais, Fienberg & Gilbert {10703,
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Todas as Utabelas com o mesmo conjunto de marginais
finadas qcorrespondem a pontos sobre uma linha paralela a essa [inha

gue uwne os pontos médios de A‘A‘ © azsa.

Assim Lemos que um valor especifico de € e um par de
marginais determinam completamente uma tabela 2x2. A geometiria
egquivalente a esta afirmagio ¢ a seguinta! primsiro vamos para o ponto
sobre a superficie de independéncia cuja tabela correspondente tem as
marginals fixadas. Ent3o nos deslocamos &o longo da lnha reta, que
passa por ssse ponto, ortogonal a A‘;Aa e Azaa até aruzarmos a
superficie correspondente a 8. Este ponto de intersecgdo corresponde a

tabela 2x2 determinada por & e palo par de marginais fixadas.
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CAPITULD 4. EXEMPLOS

Ho capitulo 2, a 12 transformagdc que apresentamos foi
a proposta por Fisher e ¢ para esta transformagic gque daremos dois
exemplos.

O objetivo de apresentar esses eXemplos & para chamar o
atengdo de que ¢ realmente importante encontrar uma transformagio que
fatore a multinomial em partes de maneira que uma estatistica dependa
apenas do pardmetro de interesse & ¢ as oulras ndo dependam de 6,

O problema de encontrar uma tal transformagdo 4 um
probklema em aberto & esperamos que com este trabalho mals pessoas
e interessem em pesquisar nesta diregio.

De acordo com a parametrizacdo proposta por Fisher, a

fatorag&o da multinomial 6 dada pom

o (xﬁ X ,33/8 2D = P{xsv&xz/w).f’{xi-bxs/x:xz o ,¢}.P{x*/x1+xa ,x!'l-xz W=y

A distribuiglc marginal de x +x  condicionada a x +x ,

envolve o pardmetro & ¢ portanto deve conter informagio sobre ela.
Mostraremos através de dols exemplos que a distribuigsio

de &, depende da marginal xi-i-xa, assim temos gue quande mudamos o

valor dessa marginal a distribuicio de 2 também se altera.

60



Considere uma populagio de individuos, classificada

segundo duas caracteriatices A e B, gerando a tabela:

-+
onde pia{} e Zpiwi.

L4

Toma—sie n" individuos com caracteristica B e n—nt

individuos com caracteristica B8°. Dentre as‘t;as, ochmerva-gse © numerc de

individuos com caracterdistica A, gerandoe a tabela;

independentes.

61



0 modelo binomial pode ser considerado como uma redugdo
do multinomial, no sentido de que a distribuigSc multinomial pode ser

esorita como:

nldx +x 5¥{n-x -x >t
12 i 2

POR _,%_%_/P P, P, 2
R A = Tx % IO ~% 3Ix Ix Ix Iio-x - ~x 3l
1 2 i 2 i £ 3 2 2 8
s T2 "a PTHETHT
% U Y -('1"131'“!3‘2"]3‘8) "=
+ -y - X ) "
(e )N ) ) b))
+ PP P_*P, ’ P .
PR Xy *3 PP, PP PP,
t=p ~p,"P, 4 4 2 @ x A P
3 Fa Pa 1 2 1 2
[ i-p -p ] (P""”Pz} a b, pﬁ} =
s T2
n w hx ) "

NeX “X =X

X
[n-xx xz][ ;:»3 ]a{ip*pzps] E R T - _
* i"pa"pz 1_p1-pz

P, - Py
= B{xi*xz e n,pi*pz] . B[xi - x"l'xz,—--—-—--z-] . B[xa S X "X .._......_.......;]
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EXEMPLO 4. Consideremos duas distribuigBes binomiais

com tamanhos iguais a 5 e probabilidades iguais a -%- X

Temos a seguinte tabela:

X b

1 2 B
X P*}

8 4 5
m m 10

) 2

Xﬁﬁo, i’ 2, 3,4’,8

O possiveis valores para { x = 0,1, 2, 3, 4, B

Considerands a8 marginais m‘ = m2 Fivadaz, Lodos os

possiveis valores s3o, respectivamente:

m = i0, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, O
m, = e, 1, 2, 8, 4,8, 6, 7, 8, 9, 10

Podemos gerar 35 tabelas 2x2, classificando-as pelos

valores marginais m e m,

A probabilidade de cada tabela sera

A probabilidade de cada tabela para wvalores dados das
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marginais mooe m, (x*+ x = m‘} segue a distribuigio hipergeométrica

dada por:

(2,) (3)
()

Az  freoguéncias das 36 tabelas, classificadas pelos

valores das marginais moe m, . estdo relacionadas mno Apéndice Bl e

abaixo reproduzimos az tabelas para as marginads m = - = 3 , Yatesm

19843
p-p_= 0,6
2] 4] B 5 5 1 T2
€5,0,2,3) s |'12]=10
2 3 5 &= w
7 3
4 i 5 5 5 P-P,= 0,2
€4,1,3,2> s 1l g | =950 a
3 2 5 8= —
3
7 3
3 2 5 5 . pop,="0,2
€3,2,4,1> 2 11| =50 3
4 1 5 8 =2
8
7 3

&4



€2,3,5,00
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TABELA 1. Frequencias relativas das 38 tabelas 2x2 geradas por
amostras de duas distribuiglBes binomiais com: n = n= 8 e p= 0,5 ,
classificadas pelos valores das marginais moe m,
marginails m3 » mz
P,P, 16,6 ¢,4 8,2 7,3 &,4 B,B 4,8 3,7 2,8 1,9 0,10 Total
& = o
~1.8 1 1
(O, 004
g = o0 8 = o
-0 .8 L2} 23 16
(0,024 (0.0Z24)
& = o 8 = /386 8 = o
-.6 10 25 10 45
(0.5 88 (0. 099 {0, 083
8 = o 8 = x/ 6 & = /8 & = o
~0.4 10 50 B0 10 120
(0. 222 {Q. 298) (0. 2885 (0, 222
g = o 8 = /8 & = 40 € = 3/8 & = o
~0.2 5 80 100 ’ 80 8 210
to. %1 (D. 4272 R TN (O, 4173 (0. 55
8 = oo 8 = x 8 = 3 g = & = g1 & = oo
0.0 1 25 160 100 28 1 252
ca.00 {0, B85S (0. €76 (0. 476 (0. BE&) (1.0
g = w & = 83 g = org g = B8:3 g = m
+{.2 3 50 100 50 8 210
iy, B} (D, 42 73 {6, BERT ) L. #47) {05
8 = w 8 = o g = & 8 =
+ 0.4 10 50 50 14 120 -
Q. 222) (O, 286) (0., 288 (O, 2223
8 = 8 = yao 8 = w
+0 .46 10 28 10 45
(C.OBB) (O, OP9 (o, 083
8 = mw & = o
+0.8 5 5 10
{0,024 (D . OR4
& = w
+1.0 1 1
(O, 004
Total 1 i0 45 120 210 2852 24108 120 45 10 1 1024
A prineira coluna contém & tabela (5,0,5,0), a segunda a5 tabelas .3

{4,1,8,0>,

da distribuigfo hipergeomdirica para valores dades das marginais

mn_ .
2

£5,0,4,13, otae. O nomeros e

&6

m parénteses gioc o8 elemontos.

m L
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Observamos pela tabela 1, anterior, que a distribuigio

de & depende das marginals moe m , ou e Ja quandco mudamos as valores

das marginais moem & dist.ribuicic de € se altera.
Assim a transformagac proposta por Fisher ndc ¢ a que

procuramos pois a distribuigdio da marginal X X condicionada a X %,

envolve o papmetro € e assim a distribuigdo de € se albera gquando

mudamos as marginais.

bistribulgdo exat.a de probabilidade do odds ratic (&5

guando se consideram duas binomlais com tamanhos

iguais a 5 e probabilidades {guais a -—%—-

8 f PCOD
0.0 2 0.002
o 61 0.060
1716 25 0.024
176 100 0.098
3,8 100 0.098
4.9 100 0.098
1 250 0.242
9.4 100 0.098
8.3 100 0.098
5 100 0.098
16 25 0.024
61 0.060

I 1024 1.000
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Fara as tabelas com & = 0 , 00 e o respectivamente,
faremos & seguinte modificagioc proposta por Haldane e Anscombe {(Gart e

Zweifel , 1087
Chamaremos 6‘ o valor de 6 modificado segundo Haldame e

Angcombe, o qual & dado por:

Niw|nin

*
f = :: e g =
Du meo ja
a d
bc ;a)h,‘:,d)n
* .
8 = i 1
[a+§][d+§] j@daocu bouooud=
A + 1
CRHICEE
L .

Assim a distribuiglic exata de probabilidade de 6"

quando se consideram duas distribuicles binomiais com famanhos iguais

a 5 e probabilidades iguais a -—-%—-— é dada por:
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e £ Pce”>
0.27 10 0.0098
0.13 20 0.0195
0.06 20 0.0195
0.03 10 0.0098
0.008 4 0.0010
1716 25 0.0244
1/6 100 0.0977
3/8 100 0.0977
4,9 100 0.0977

1 252 0.2458
9.4 100 0.0977
83 100 Q.0977

6 100 0.0977

16 25 0.0244
3.67 10 0.0098
7 .86 20 0.0195
15 . 40 20 0.0195
33.00 10 0.0098
121 .00 1 6.0010

T 1024 1.0000

Calculando a média e a varinocia de 6* temos:

g™ = 2738 e o = 5.886
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EXEMPLO 2. Consideremos duas distribuigBes binomiais

com tamanhos iguals a 10 e probabilidades iguais a -%— .

Temos a seguinte tabela:

i 2 10
X X, 10
mi mz 20

X & 6,1, 2, .. , 10

Os possivelis valores para { X, = 0, 1, 2, ... , 10

*

Congiderando as marginais mo e m, fivadas, todos o=

posgsiveis valores s3o, respectivamente:

m = 20, 19, 18, 17, 16, ... , 8,2, 1, O
{mz w 0,1, Z, 3, ..., 16,17, 18, 19, 20

Podemos gerar 121 tabelas 2x2, classificando-as pelos

valores marginals mi e mz

A probabilidade de cada tabeola seri:

o %) (%)

1048876

rm——
w5
‘M
p——
N‘ o
Srmn
—
F

m: =]
\——-J
frm——
m[»
S’

H
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A probabilidade de cada tabela para valores dados das

marginais moe m, <xz+ ¥, - m:l) segue a distribuigio hipergeométrica

dada por:
(x) (%)
X s
1 8
[, )
m
1
As freguéncias das 121 tabelas 22 geradas por amostras
de duas distribuiges binomiais n, = n = 10 e p = --%——-,

claggificadas pelos valores das marginasis mo e m estio relacionadas

no Apéndice B2 e a seguir reproduzimos as tabelas para as marginals

m= 17 o m= 3 :
i Z

10 o | 10 o © p-p,= 03
10,0, 7,35 ( 10 ][ 2 ] = 120

v 3 10 e o

i 3

o 1 10 p,"p,= 01
< 9.1, 8,25 [ 1 ]{ 12 ] = 450 0

8 VA 10 &= -

v 5

71



p,~p, =01
¢ 8,2, 9.1> i R (9)[%9) =0
pay F 8 . ? 4
o 1 10 &= <5
17 3
pp == ,3
7 3 10 10 10 x Y2
¢ 7,3,10,00 2 1| 30 | = 120
10 o {10 o= 0
17 3

Obhservamos que a tabela 1 do exemplo 1 ¢ simétrica em

relagBo acs valores centrais 5,0 das marginais m & m, , e por causa

desta simetria ¢ que apresentaremoas a tabela 2, a seguir, com as
frequéncias relativas das 66 tabelas 2x2 ,de um total de 121, que
podem ser geradas por amostras de duas digtribulg@es  binomials com
n, = n, = 10 ¢ p = -—%-—— y classificadas pelos wvalores das marginais m

2 m .
1

A primeira coluna da tabela 2, a seguir, contém a
tabela (10,0,1005, a segunda as tabelas (9,1,10,05, <10,0,9,1), et
s nameros em parénleses sic o5 elomentos da  distribuiqelo

hipergeoméirica para os valores dados das marginais moe m.

Este exemplo 2 vem ilustrar que aco mudarmos os valores
das marginals a digtribuigbo de & se altera.
Assim & realmente importante encontrarmos uma

transformagcdo que fatore a multinomial em partes de modo que uma
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estatistica dependa apenas do parémetro de interesse &€ e as oubtras

independam de &.
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TABELA 2. FYregquincias relstives das 65 Labelms Zx2, de wm Lotal de

331, geratdes por  amoklrae  de  duar  dictribuigBes binomimis gom

n‘un’nw . p ow --;-« » Chwkpificedss pelos valorss das marginels mo.

L onde © Lotal das Hnhax corresponds mo tolal pars todes e 121

tabhelns, foi pornsldersda » cimetris

marglnets m’ N m‘
R, 20,0 15,4 16,2 AT, 8 55,4 1B,T 44,86 $3,7 12,8 5.0 40,10 Total
¥ E o
-4.0 1 1
T poroes)
F = o
-0.¥ E 1+ 20
1D. DD Os
& w o & » 378
~0.8 4% 100 1¥0
[E- -3-1-F W3 [R-P-1-7-% B
6 = o & o z/98
7 120 F 1.9+ 140
(W - -3 -F 3 LL- N -¥-1 K]
& = o B ® /gy & = 3728
~LF, A 240 1206 2025 4645
cl. DDE ) G, ity - TR
& % o f * arw7 € = x/af
-0 .8 282 160 5400 15504
. {D.fade) At BBV fo. oRx}
8 = o & = 3rp B = rrs & = plgp
~0.4 Z10 520 450 4400 3BTE0
LRSI -YS ] £0. DA% 1. 078, o, TR}
6w o & = x/8 & x/g "6 & ar
-6.3 120 2100 11840 5200 TTRRO
[1-J8 3328 (1 % k. i, d 48 ifB,iB0
B e & = glfay B = 3/ L P G = g0
~0.2 48 1200 DABD s024 0 44180 125070
(19§ L [P TS B 18, T« l________{ﬁ.luo_) D, AP
# = g W L 8= 9/r2 B » pfly 8 w aly
" i@ A5G E400 isz00 BIPZH 1G7V60
[1-T ) D, WED ED. Rd 8y [E-2 2 2 3 {0 . %18
& = plo # e x 6 = r B * r & w5 & ® x
0.0 1 1412 2025 14400 4100 63540 1B47THS
.o [EL T T 0, AEe 0. ¥TR IR, 3081 (0. BE&4)
B rm B pnrg & r raty B m 390 B ® N2
a0 .1 "0 450 B400 25200 BePz0 167940
IR -9 11 (G Bam) e, XD (298 T3 3
6 r o & = ay/7 B8 = Bryg & = 2/ 8 x gy
0.2 L i) 1200 450 B0z40 44500 125970
i E¥TF Efr. Ra4D iD. Xd &5 . 2 ey [E- N £ 3 8
L 8= & & = 4 & = 9se
3.3 E ¥4 +] 2100 11340 28R200 TSR0
[2-19 K -1. 259 10, 4201 fC. Ld8) [E - Y 1)
P e w - 6 = 5 g = gpr
0.4 210 2520 edRg 14400 BR76D
LR L (- -1 F - iR, B yE] [E N
5 = @& 8 = ¥ e & = phry
- B 252 2100 5400 15504
0. D140 {G. OFF? TF. MRS
g = & = oy # & I
+0 .45 =3 5 4] 1200 2025 4845
{0, DOS iR, Oyn ) [X- I W]
g = x @ = g
4T 130 454 1548
0. O0R) iD. DOk}
8 * g5 & w Bx
LR ] 45 100G 190
i0.DbC s, E1-PE-1-2-3 Bl
[ ]
P 10 z0
1, BOO0LE
[ I
5.0 i 1

1D, 000008 )

I 120 180 154D 4045 15504 FE76D

F7HEZO 125970 147960 1894756 1048574
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Distribuicdo exata de probabilidade do odds ratio (B>
quando se consideram duas binomiais com tamanhos

iguais a 10 e probabilidades izuals a 2

3
& £ PCE) & £ Pced
0./0 2 0.0000 1 184754 0.1762
o 2045 0. 0020 3.2 105840 0.1009
181 100 0.0001 149 50400 0.0481
136 900 0.0009 1271 10800 0.0103
1/21 2400 0.0023 9 4 45000 0.0429
1./16 2025 0.0019 7/3 50480 0.0577
2,27 4200 0.0040 8,3 18900 G.0180
3./28 10800 0.0103 72 50400 0.0481
1.9 5040 0.0048 277 2400 0.0023
176 23100 D.0220 4 22680 Q.0216
©./49 14400 0.0137 499 14400 0.0137
144 22680 0.0216 6 23100 0.0220
ToEE 2400 0.0023 o 5040 0.0048
27T 50400 0.0481 2873 10800 0.0103
3.8 18500 0.0180 2772 4200 0.0040
3.7 60480 6.0577 16 2025 0.001%
49 45000 0.0429 21 2400 0.0023
7,12 10800 0.0103 36 900 0. 0009
o/14 50400 0.0481 81 100 0.0001
2.3 105840 0.1009 ® 2045 0.0020

T 1048576 1.0000

Para asm tabelas com € = 0 , 00 ¢ ® respectivamentea,
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faremos a seguinte modificagio proposta por Haldane e Anscombe (Gart e
Zwelfsl , 19670,
Chamaremos 8* o valor de & modificado segundo Haldame e

Anzcombe, o qual ¢ dado por:

i i
- X + 2
a b . a 3 b >
1 1
+ * 2
G d o 3 d 3
3 i
+ L +
aﬂad 9*“ 2 2][d 2]

ou =sefa

il
o8

3 ab,c,d > O

=g
4]

+
N
w

1
[d.";] }aouhnu{:oudﬂﬁ
[c:

*
[ R
w

Assim & distribuigBo exata de probabilidade de &
quando se consideram duas distribuigBes binomials com tamanhos iguails

a 10 e prohabilidades iguais a Jé—-- & dada por:
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e" £ Pce™> e f pce”>
0.302 20 0.0000 1 184786 0.1762
0.162 90 0.0001 3,2 105840 G. 1009
0.102 240 0.0002 149 50400 0.0481
0.069 420 0. 0004 1271 10800 0.0103
0.048 504 0.0005 9./4 45000 0.0429
0.033 420 0.0004 T3 50480 0.0577
0.022 240 0.0002 8.3 18900 0.0180
0.014 90 ©.0001 T2 50400 0.0481
D.008 20 . 0000 277 2400 0.0023
0.002 1 0.0000 4 22680 0.0216
1781 100 ©.0001 49./9 14400 0.0137
1./36 200 0.0009 5 23100 0.0220
1,21 2400 0.0023 o 5040 0.0048
1716 20285 0.0019 28./3 10800 0.0103
2,27 4200 0.0040 2772 4200 0.0040
328 16200 0.01032 14 2028 0.0619
19 8040 0.0048 21 2400 0.0023
16 23100 0. 0220 36 200 0.0009
9./49 14400 0.0137 81 100 D.0001
14 22680 0.0216 3.316 20 0.0000
727 2400 G.0023 6.176 20 0.0001
27 50400 0.0481 9.800 240 0.0002
378 18900 0.0180 14.538 420 0.0004
a7 50480 0.0877 21.000 504 0.0005
4/9 45000 0.0429 30.333 420 0.0004
Vil ¥ 10800 0.0103 4% . 000 240 g.0002
914 50400 0.0481 71.400 90 0.0001
2.3 105840 0. 1009 133 . 000 20 0. 0000

441,000 1 0.0000
T 1048376 1.0000
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Calculando a média ¢ a variancia de 61'm temos:

Be™s = 1.714 e o = 2812
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APENDICE A

A1, Calculo do jacoblano da 12 transformagdo do capitulo 2.
Considere a transformagiic abaixo :
B, P P
i * -1
G e * ¢ = A Ty —— r ¥ E P + P
P, Py 1 L 3 z
Temos gque sua inversa é dada por:
& ¢ w
P, " T ¢+ FE
y (i-¢d
P ™ =g+ 498
P, = #C1-¥)
Pearivando p,em relagio & € , ¢ e y temos:
3P, Pw - p+ O $d-0dyd _ ¢y l-gd
¢ & A~ ¢ + 8 ¢ - ¢ + 8 ¢ >°
2 p, Oy U-¢+ 6 ¢>-6¢y O 1> _ 8
4 ¢ - ¢ + 8 ¢ O - ¢ + 8 ¢ 5
or, e ¢
ay i- ¢ + & ¢
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Derivando p, em relacgdo a 8, ¢ & ¥ temos:

2 -~y {1~ & ) g
a8 © 2
- ¢+ 8 ¢ >
2 p, I R S R R R < >\t I -6
g ¢ - ¢ + 6 ¢ >° - ¢ + 8 ¢ >
o p, - - ¢
3 -4+ 0 ¢
Derivando p, em relagBc a 8, ¢ e y temos:
ap g p - 3 p
a 2 _ a_ _ .
55 ° e "1 v¥ v 4
Entdo o jacobiano ¢ dado por:
¢y Ci-@d 8 y g ¢
A~ ¢ + 6 ¢ 5° U= ¢ + @ ¢ > ¢+ 09
JB,yd = - {1~ ¢ D ¢ - 8 y 1- ¢
G- ¢ + 08 ¢ 7 - ¢ + 8 ¢ e+ e
0 1 -y - @

80




e ¥iidned | 8 ¢ty (- - ) | ¢y (A= ¢ DR w

+
- ¢ + 8 ¢ >° 1~ ¢ + 6 ¢ >F (1~ ¢ + @ ¢ >°
e Py ca-ed R ST 228 S 258 R - I
¢4~ ¢ +8¢>O° 1~ ¢ + 8 ¢ >° '
- - @ @ i~ pIL1- yd * 0

1 - ¢+ 8 ¢
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A2, Calculo do jacobiano da 22 transformacio do capitulo 2.

Seja a transformagic abaixo :

v, = P, * }“z“"‘{“;'“i;“ » ?an‘.l*p-*p

pz - }fZ{i" yi >

P, = ra(.‘:-}fz}ﬁi—r‘)

Assim o jacoblano 6 dado por

1 o i

JCrowor, 2= ~¥ 1-3 o =

3 3

-y Gmp,> mr, ey D ey DUy

= (1~y‘)2C1“y§) % 0
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A.3. Calculo do jacobiano da 3% transformagdo do capitulo 2.

Congidere a transformacic abalxo :

& pi pa
= +p s = , =
v pi 2 pi-ﬂ pz @ i.. ‘p““" Py '“"‘“"”pz

Temos que:

yo- Pi““Pz

Assim a sua inversa ¢ dada por .
p,*¥ o
P, = ¥ {1- &3

P, = ¢ Lim ¥

Entio calcoculando o jacobiano temos:
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P -p
JCpopypy > = | et ° -
(pi +p2 3 {pi%pz J
P, P, 1

2> 2
(1-p -p,>" U-p,~p) i-p,~P,

— p1 - pz wp‘ - pz
o 5 + p = 2
p tp > -p op 2 R e, (mp mpy2
- 1
~ #® 0 »

Cpi'i*pz) Ci- pg-pz:"
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A4. Calculo do jacobiano da 4% trmfﬁrm@&”o do capitulo 2.

Considerando a transformagdc abaixo

P P, P
-+
¥EPRTPR, s a = In —2 R A= In 1.4
P, P, P,
Entdo temos que sua inversa ¢ dada por :
pe}‘+a ¥ ea{i-w)

p= ’ P, = s r B,=

] 1+e)\+a 4 {4 + ™ B 1+ &%

Derivando P, P,e p em relacdo a A temos:

v RS {1+ ek-?a] - PRSI L v o
= m
2 2
f{i+e}‘+“‘} - ({1+e?~.+cx}
-y e}u.-l-cx a pz

berivando pi, 1:)z e ps em relagBo a o temos:

+ +
v R [1-!- e)\-l*a] -y ghto AFo " BRSNS

2

J

z
{1+e"*“"‘ {144+ M0

) L
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Pl

8;}2 -y e
2
8 o P + ek+a B
3 p, e - ¢>[ 1+ e“} - & - w & e C1- W
= d -
2 4
o [i*l-ea.!l {li'#ea].j

Assim caloculande o jaceobianc temos:

Ao
e

i + e

JCwha ) = T

o
-

[» 3
1 + e

o AFoe Ata
e =)

-y £f~ p2 e

At

Aot At
¥ e ¥ 8
+ +
[i + e)\ at]z [i + e)\ a]z
-y ek*a ' -y ek+a
{i + ek-!-cx]z [j - e?\.h:]z

e? ¢ 1 - o

o)

2 Ao Ata o
¥ ooe e e
+ +

2 a3
() ()

2 Ato Ao o
© e ©

() ()

-y {1- wd e ek+m

CESNEE

ot Ada
e

a8

“y Ci~ wr &

+ " +
(= ()
—w Ci- y> & T [e““-r:l]
- a1® .J‘da
(o) ()
= O =

8BS

a 2 F4
(o) ()



A‘S*

Calculo do jacobiano da 5% transformagSc do capitulo Z.

Considere a transformagio abaixo :

Assim temos que sua inversa ¢ dada por :

e fy
P ST g+ +06 77

B
P " TF Ty FORy

¥
Py " T¥F+¥ ¥ ¥8 87

Temos:
2

6 = P, P, - p‘(i PP, pa) - B.UP,TRP,TPLP,
b, P, P, Py P, Py
P P

ﬁ = 2 E=3 1= “Z —
P, S S N

- Py - Py

p‘ 1"p1"p2-p3

Derivando 6 em relacdo a PP, &P, temos:
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i Q

e =
P, P, P,
o & - " pxpzps - ):t‘(i'Pi‘pz'pa}pa - - p*“”pi‘pa)
é p 2 2
z {pz pa) F 2 P 3
a & = - pxpzpa - p:“-p:_pz-pa}pz - - p‘(:!“p!”pz)
4 p 2 P
2 (pz pa> pz pa

Derivando (3 em relagdo a P, P, & p, temos:

a P,
2 p . e 2

1 1 PP, ps)

- - - 4 - -

a3 a P,7P, 133) P, = 1 P, Py
‘¥, -p,-p,-p,>° A-p,-p_-p, "
5 P,
a4 p

' 2
8 -p -p-p)>

Perivando » em relagdo a P P, ® P temos:

a;v= 8

8 5 e e z
1 (1;)1132;33)
Al S Py
Jp
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<1‘p!-p3“p3)+pﬂ 1-p1-p2

2 2
3 i=p ~p,~p.> G-p,~p,"p,>

a ¥
2 p

Entéc o jJacoblano & dado por:

1“213“’;32'133 ) p*{.‘s“pi*ps) " pifi"p‘“pz}
P, P 2 2
2z P, Py Py Py
P, i'pt"pa P,

Jp o p 2 =
e (1..p£_pz_.p3)2 {I"p"pz-ps}z {1.,13‘.,;,2_?3}2

Py P, 1-p.-p,
A-p -p, -p.>° i-p_-p_~p (-p -p_~p_d*
pa -4 a2 1 z 8 pi pz pa
i} {i~3p‘~pzwps}(1~p1-p9)(t-pi~pz) _ pi{1~p’-pz} )
p2p9(1-pl*p§“pa)‘ pa(i—ps_Pz-pa}4
) pi(i-pi*pa) . pi(i—pi“pa)(i-pinpz) i
& L)
pz{i-ps-pzupa) pzpa(ihpiupaﬁp3>
- 1-2p,mp, P, + P, Cimp ~p, 2Ei-p ~p, 0 -
+ +*
(1np’wp2 pa> p3p3(1 pi p2 pa)
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. {:l-pz-*pa)(1-p1*ps)(i*p‘-pz) *- p‘pz(i*-p’-pz) - plps(i-pi*ps)

- - 4 —— - +
pzpa{i pi pz p9> pzp3(1 pi pz pa)

p2p3<i”2plﬁpz-p3)

- =

-
p2p3(1 pi pz pS)

(i*pi-pz)(iwp;pa)(i-—pz-pa} - pipzﬂ-p“—pz) - pipsci-p‘-pa)

+
sz3{1 pi p2 pa)

- Papa(‘bzp:“pz_¥’3> =

L
pzpa‘:i pz—pz pﬁ >

- - - 2 - z
a pi pz} [1 pz ps p$+pip2*plpa p8+p3p3+p3] pzpz *+ p1p2
o= % ) +
pzpafi-psﬂpz-pa)

= + 2 + 2 _ " + 2 + z
pi pz pi P3 P i p.ﬂ P 1 P B3 pzp 3 Epi PZPE pzpa pzps

-
pzps(i pi pz }:’3>

°0



2 2
—yy mpy - + -p + ap° - + + +
1 PP P YR PR Py TPTR, PR, T P PP, T PP, TPy

4
PP 1P P, 7Ry

2 z 2 2
- - + - - - + + +
PP, " PPy T PPy T PP,y T PP, TP, TP, PPy 7 PP,

L3
pzpa “ pi.-pz ps)

- - + p,p, - Pop, - P,P. = PP, * P.P
PP Pipzpa pz a 2" B plpa pl F4 pi 2

+
p p Cmp ~p op2

-4 4
+tpp - pp tpp

Z 2 2
1”2 i7 2 £7 a + pxps pzpa + 2pip2p8 * pzps M paps

4
pzpa(i pt pZ pB}

4 4 2
1 - ZP!. ZPZ zpa * 2pip2 + 2pip$ * 2p2p3 + pi * pz * pﬂ -
Lt
pzpaci pi pZ pa)
i-p =p -p_>°
P,"P, Py - 1 % 0
* 2
pzpa(1*p1~pz-pa> pzpa(i pi pz pa)

o1



A.6. Calcule do jacobianc da 6° transformacgio do capitulo 2,

Considere a transformagio abaixo :

Temos que sua inversa € dada por :

[N
i

p =
4 Co #1320 +1DCw_+1D
1 2 a

O3
k4

P, ® IGO0
] a3

berivando p, em relagio o Wow, @ W, Lemos:

a B, {m’+1)(wz+i){wa+1) - (m«z-*i)(ms*i}

1
= B
7 @ o 13w 0% +13° Co 105w+ 41D
: z b | 4 2 k- J

arp ~ ¢ Cw +1I{w +1D - G

i = i i 3 = 1
g w, Cor +15% € #13%¢Ce +15° S #1>C_ #10%Cw +13

Y F 4 3 i Z 5

vz



ap ~ o Cw +12Ce 1D -
i L 4 k]

-3 =
7w, Cw 3% (o +15% ¢ +10° Cw +1>€C0w, MO Cw_+137
1 2 @ 1 2 8
Perivando p, em relagac a W, w e w tLemos:
ap
2 = 0
“s
+ 1) - +
2 P, _ (wz 1)((.03 1> wz(wg e 9 _ 1
o @ Cw, #1237 Cw_+15° Co +1>%Cw +1>
2 3 2 3
& p - w e 13 - @
z 2 2 z
& w = 2 2 " 2
3 Loy #1207 o+ Cw +1DCw +1)
z ) z B
Derivando p, em relaglo a @ W, B W temos:
¢p
3
g w = 0
£
o p
3 - o
wz
a P, {ma'i-i) - o) i
-4 =
& @ Cw_+1>* Cw_+1)°

Assim o0 Jacobiano em relagic a «, w,2 e « ¢ dado por:
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-0 ~
1 1 Y

(o #1157 Co 4D 1) o +1DC0_+107 o +1D (W +1)Co_+12Cw +1D*
1 z 8 1 2 ] % 2 2

Bl 743
0 1 -4
Co +12%Ce #1D Cw +13Cw +1>2
z B z 3
o o 1 .
Cw +1)
2

G #1155 C0 #1137 ¢+
1 z 3

o4




A7, Gilculo da matriz de informagio de Fisher para a

6% transformagio do capitulo 2.

Seja a transformagso:

Ly
i

p =
£ Ceo #10Cw #1200 +1D
i 2 -]

wz{wi+1)
P, ¥ "To +1 3¢k (e 7
% z 3

ma{mz+1}(w;+i)
Py = o 150w #1230 41D
Py 2 Y

Assim temos:

1
P ¥ T #13Cw +153%w +13
4 2 B

A multinomial pode ser esarita como:

ni
X tx ¥ 1(n-% -x ~x N
1 T2 g PR ™

L = POX X _ X 0w ,w )=
1772’78 1727 s

s ¥z Ta *z *3 *
wleo? o tw+d? w +1> % ¢ +1>?
3 i 2z 1

Cow #1037 Co #1327 Cw +1DO7
i 2 - ]

Tomande ¢ logaritmo de L, temos:

o5



n!
+
log L = log [xigxz!xag(n_xi_xz_xa)!] x,log w;i- leog wz-i- xalog wa*l-

+ lecsg(wl*-ﬁ-* xalog{,wzi'i) +xslag(wi+‘1) - n log{wiﬂ) -

Rl + lng(wz+i)~ n lag(wsﬂ)

Serdo calculadas as seguintes derivadas para a obtengde

dos elementos da correspondente matriz de informagdo de Fisher:

g log L X X x n
al = 14 Z &+ 2 .
& w @ w +1 w +1 w +1
3 1 1 3 Fy
2
& log L p b3 X n
1 Z [
[ENEEITIIEIEE S - +
8w ol Cw ¥ oD e+
1 £ 3 41 4
#log L #log L
o do =09 o sa =0©
1 2 1 3
g log L %, X, n
b2 a w = @ * w1 w1
2 2 z
#’log L % x n
o8 2 a
= z z ¥ 2
3w @ Cw A% (e 1)
2 z 2 z
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BziﬂgL leogi..

Fi] wzﬁ w, F] wzﬁ W
& log L b 4 n
=] = -
¥ e
wa ws ws 1
2
& log L X n
3
= +
3wt we w17
Y B
aziog L flag |9
amaam“ﬁ 8@330\}3“0

Entdc a matriz de informacgdo de Fisher & dada por:

log L log L ’log L
- 3 of T o dw T E I w
(A)’ - 3 2 41 -3
#Flog L #log L #log L
Kw> = E T e 9w B 2 B W
2 1 8 w 2 8
8°10g L #log L a*log L
K waa W, a maa @, 3 w:
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1

Mas sabemos que:

n &
4
E<x D = n P ® ST 55
5 z -
1] {02
ECx,> = n p, = G T3 +15

n
]

E(xa) = n pa ] “(B::’_“i"—

Assim temos:

62105 | b x X n
Ele ol =g i 2 + a _ -
2 2 z z 2
aw ) Cw +1) Cw +12 oo +4D
% 1 1 1 1
now . Do, . now ) n
2 2 2 z
+ + + + + + + -+
wi(wi !)(wz i)(ma 12 {wi 1> (mzﬂ)(ma 1> Q»t 1> (ws 1> {m1 1>

Nl #1) + N1 o w +neowe+td ~ n o o MG +1d
1 i 2 1 9 2 PR 3

0, (o, +12% 0 41300 +1>

ne +TnFvn e FRooww THROW - DWW
3 i 2 i 23 4 3 1 2z B8

+

w Cw +i)z(w +13Ce +13
1 4 2 2

= nwi 0o — N
i 2 i 3 1

w Cw #1350 +15Cw +1D
i F 3 2 3

g8



4

w Cw +13% Cw #13Cw +1>
3 4 z a

aziog L X X n
E §~ = E Z ¥ - ]
3wl w Co +13% G +1DF
2 z z
n oo n W n
z + 3 n -
2l +10Cw 41D Cw +10%Cw 41> <o +1D°
2 2 a8 2 k3 2
+ + - +
n(wz i3 | +1 mzw3 n wz{ma s _
w Cos #1212
z e a
-+ — -
nwz n+nw2mg nwzwa nwz .
o G +15% Cw 41>
Zz z - |
3
w_ Cw #1327 G +12
2 g 3
6210g 1 x n
3
E |- -————| =FE 2 2 =
2
a ws ma {wa-i*i}
now n n (waﬂ) Do n
- F 3 =
Z 2 2 z
w Loy +12 Cox +12 w o +13 w Ly +1D
2 8 2 3 8 8 a

544



Assim a mairiz de informag@c de Fisher ¢ dada por:

o)
7 4] O
w (oo #1037 Coo #1040 ¥13
14 2 B
1oy = n
4] 2 o
w Co F1Cw #1D
2 2 Y
n
§ 0 =
w S #1D
2 &
Obgervamos que I{wd é uma matriz diagonal -
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APENDICE B

B.1. Calculo das freguéncias relativas das tabelas do exemplo 1 do

capitulo 4.

As frequencias relativas das 36 tabelas, classificadas

pelos valores das marginais moe m, ,est.io relacicnadas abaixo:

5 0 8 5 5 PR 0,0

€5,0,5,00 [, ][ a ] = 1 o
: 5 0 5 = g w

1G 0

5 0 5 5 5 pi-pzw 0.2
8 .0,4,13 (S ]( 4 ] = 5

4 i 5 =& @

[ i

4 1 5 5 5 P,~p,="0,2
£4,1,5.03 [ 4 ][ 5 ] = 5

8 14 a5 g 0

[ 1
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{5,03,3,2>

€4,1,4,1

3,2,5,05

£5,0,2,35

(4,1,3,22
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€3,2,4,1>

£2,3,5,00

£5,0,1,4>

£4,1,2,3>

(3,2,3,2)

o

103

gy
W
L—
——
& w

50

o- 5

p-p,=09
10

8= 0

pi“f’z: 0,8
43

8 = m

pop= 04
=50

8= &

pop= 00
100

8= 1



(2.3,4,1>

1,4 .5,02

£5,0,0,53

4,1,1,45

(3,2,2,3>

SR
&

we {7}
(&R

L8
o v

w

;]
U

o Wl

oh W

P -p,="0,8

8= 0

pop = 1,0

| P M 0,6

8= 16

prp = 0,2



€2,3,3,23

£1,.4,4,13

0,5,5,05

2 3
3 2
5 5
1 4
4 1
| 3
0 5
5 o
5 g
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B.2. Calcule das frequéncias relativas das tabelas do exemplo 2 do

capitulo 4,

As frequencias relativas das 121 tabelas 2x2 geradas

por amostras de duas distribuigdes binomiais n, = n = 10 e p = 5

slassificadas pelog valorer das mearginais m e m, o, satdo relacionadas

abaixa:

10 0 10 0 o PR 00
£10,0,10,03 [ i ][ o ] = 1 o

10 0 10 : o= 2

Ty D

10 o | 10 © 0 p,op,= 0.1
G0,0, 9,12 [ 10 ][ o ] = 10

9 g 10 8= o

1% i

o 1 10 1 pi‘pzﬁ-o,l
¢ 9.1,10,00 [ 12 ]{ 13 ) = 10

10 0 10 6w 0

) i
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£10.0, 8,2%

<91, 9,10

< 8,210,000

10,0, 7,35

< 2.1, 8,25

10 ¢
8 2
18 2
9
°
18 2
8 2
10
18 2
10 0
7 3
17 3
9
B 2
17

107

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10
10

10
10

10
10

p’_“p'z‘ 0,2

P pzﬂ“{)’z

8=0

p,op,~ 0,3
= 120

PP~ 011
= 450



€ 8,2, 9,15

< 7,3,10,03

10,0, 6,47

C 9,4, 7,3

< 8,2, 8,22

8 2

9
17

7 3
10 L
17 3
10

&
146

4

7 3
15

8 2

g
16 4

ios

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10
10

10
10

P;’ ng 0,2
1200
8 = _.E.'}:

P.mP= 0,0
20258
8= 1



( 7;3’ 9,1)

¢ 6,4,10,03

€1¢,0, 5,50

£ 9,1, 6,42

¢ 8,2, 7,32

7 3
9 1

1% 4

6 4
10 0
1% 4
10 0

5 5

15 g

9 1

& 4

N T —
8 2

7 3
15 5

10¢

io

10

10

10

10

10

10

10

i0

10

pop,= 0,3
2100
B= g

P,p,= 0.1
5400
o= A2



€ 7.3, 8,2>

L &4, 9,42

< 5,5,10,00

10,0, 4,63

¢ 9,4, 5,50

7 3
8 2
15 [+
6 4
0 1
5 5
10 0
10 0
4 6
14 6
e 1
5 i
i4 &

110

10

10

10

10

- 10

10

10

10

10

10

p-p,=0,1

5400

8 = ....?.’....

12

pi"ng_aaa
2100 4

&= =

p,~p, =05
282

8= 0

pi"ng 0,6
210

=

pop.= 04
2520

=9



< 8,2, 6,4

{ 7,3, 7,32

¢ 6,4, 8,22

¢ 8,85, 9,13

¢ 4,6,10,03

8 2
< 4
14 O

7 3

7 3

14 o
5 4
g 2
14 &
5 5
9 1
14 &
4 6
10 O
i4 &

111

10 10 10 R
) u 9450
10 8 6w B
-
10 ps"pz: 0.0

10 ][ 10 ] = 14400
10 [ 7 7 8= 1

10 10 10 PP~ 02
(53] - vt
i0 85 —
§
10 psﬂpzzﬁa’tg
10 10
[5].[9]-:2520 )
10 = 1.
9
10 p,op, =-0,6

10 ][ 10 ] = 240
10 [ 4 10 e 0



10 0 10 io 10 p;pzt 0,7
16,0, 3,75 [ o ][ 5 ] = 120

3 7 10 G = o

15 7

o 1 10 10 ‘0 p,op,= 05
€ 9.4, 4,6 [ ° ][ " ] = 2100

4 6 10 o= 2L

13 7

8 2 10 10 10 P,"P,= 0,3
< 8.2, 5,5 [ e ][ : ] = 11340

5 5 10 & = 4

5 #

7 3 10 10 10 piwpzs 041
< 7.3, 6,47 [ 2 ][ p ] = 25200

13 7

& 4 10 10 10 pz_P2=-O’1
¢ 6,4, 7.3 [ o ][ p ] = 25200

7 3 10 8 = 53

13 7
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€ 5.5, 8,2>

¢ 4,6, 9,40

< 8,7,10,0

(10,0, 2,85

¢ 9,14, 3,7

B =1
g 2
13 i
4 6
Y 1
13 i
3 7
10 0
13 ¥
10 ¢
Z 8
12 8
9 1
3 7
12 8

113

10

i0

10

10

10

10

10

10

10

10

[

[

10

10
-3

106

10
10

| ——

)

PP 2,,-,-.0,3
11340

LN 0,5
2100
8 =

MIN
~)

P pz-—-*O,?
120
8= 0

| P 0,8
45

p,"p,= 0,6
1200
&= 21



p-p. = 0,4
8 2 10 © <0 i
¢ 8,2, 4,67 o117 ] = oas0
4 6 10 o= 6
13 5
P p= 0,2
7 3 16 10 10 1+ Y2 ¥
¢ 7,3, 5,5 [ 7 ][ : ] = 30240
8 b 10 8 = =5
s 8
p ~p = 0,0
5 4 10 10 ‘0 7P
C 6,4, 6,4) [ e ] ] = 44100
6 4 10 g = 1
v g
p -p 0,2
i 5 10 10 10 4 T2 *
¢ 5,5, 7,3 . = 30240
7 3 10 5 4 g = 2
"T?——-
5 7
4 5 10 ‘0 0 P,~p, =04
¢ 4,6, 8,2> [ S ][ ° ] = 9450
8 2 10 £ o= “_6-__
13 g
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{ 3,7, 9,10

¢ 2,8,10,00

10,0, 1,95

¢ ¥4, 2.8>

8.2, 3,75

3 7
b 1
12 8
2 B
10 0
12 8
10 0
i %
11
9 1
2 8
11 P
8 2
3 7
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