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INTRODUCAO

Na Tecria dos Nimeros Algébricos existe uma questdo
bastante classica, que indaga : "Quando um corpo K, de nimeros
algébricos, possui uma base integral sobre um subcorpe k 7", ou em
outras palavras : "Quando B, o anel de inteiros do corpo de
nimeros algébricos K, € um A-mé6dulo livre de posto finito, sendo A

o anel de inteiros do subcorpo k 7"

Motivados entdo por este questionamento, este trabalho é
a resposta completa e explicita , no caso em que K é um corpo
biquadratico biciclico (w (isto ¢, K = Q(vVm,vn) com @ o corpo
dos nfimeros racionais; m,n € Z , livres de quadrados e distintes)
e k é um corpo quadratico (isto €, k = O(vm) com m € Z e livre de
quadrados), portanto subcorpo de K.

Assim temos as extensdes quadraticas K/k e k/Q , e

também a extensfo biquadratica biciclica K/Q.

130 nome biclclico se deve ao fato do Grupe de Galois de K/Q ser
isomorfo ao Grupo de Klein.



Nosseo capitulo primeiro € somente uma recordagdo de
resultados bdasicos da Teoria dos Numeros Algébricos, os guais sio
o embasamento deste trabalho. Também o capitulo 1 se destina a uma
unificagio das notacgdes por néds utilizadas.

Inicialmente trabalhamc;s com as extensdes biquadraticas
biciclicas, ou seja, as do tipo K/G com K = Q(vm,vn). Este estudo
constitui nosso segundo capituio, que estd baseado no trabalho de
K. S. Williams [06]. Note que, com relacfo a este tipo de extensdo
a questfo inicial € trivialmente respondida, pois Z - o anel de
inteiros de @ - ¢ principal. Porém, como dissemos no inicio, nossa
resposta serd explicita e para isso usamos a congruéncia modulo 4,
uma vez que os inteiros m e n sio livres de quadrados, obtende
casos de acordo com m e D S€rem COngruos al 2 ou 3.
Estudamos cada caso apresentando uma base integral, fazendo também
a caracterizacio do anel dos inteiros do corpo K.

J4 no capitulo 3, baseados nos resultados contidos no
trabalho feito por R, H. Bird e C. J. Parry [0l], passamos a
estudar as extensdes quadrdaticas K/k, onde k € um corpc de nimeros
quadratico real (m >0) ou imagindrio (m <0). Neste instante nos
deparamos com resultados essenciais cujas provas encontradas na
literatura em questfo, envolvem um conceito mais sofisticado, a
saber, o diferente. Assim, visando o caréter elementar deste nosso
trabatho procuramos demonstra-los sem esse recurso. Conseguimos o
proposto, porém as demonstrag¢des, um tanto longas, foram inseridas

no apéndice para que nac se perdesse a unidade do capitulo.



0O capitulo 3 ,portanto, nos apresenta respostas 2
pergunta feita inicialmente considerando, com¢ no anterior, apenas
condigbes sobre m e 1, explicitando uma base integral sempre

gue ocorra sua existéncia.

Note que nossc estudo ndo engloba todos os casos de
2xtensbes de grau quatro. Blair K.Spearman e Kenneth S.Williams
[05], fazem o estudo onde K & quartico ciclico.

Entendemos que este € um bom ejo deste trabalho com
outros que porventura possamos fazer.

O que nos motiva nesta linha de estudo é seu caréater

atual.



CAPITULO 1

RESULTADOS GERAIS SOBRE ANEIS DE INTEIROS

1.1. INTRODUCAO:

Este capitule tem por objetivo a introducio do leitor
4 notagdo usada neste trabalho e também uma breve recordagiao de
resultados béasicos da Teoria dos Numeros Algébricos, nos guais se
baseiam os resultados obtidos neste trabalho.

Na maioria das vezes apenas enunciaremos os resultados,
uma vez que a demonstragdo dos mesmos encontra-se na literatura
basica de Teoria dos Numeros Algébricos [02]),[04].

Consideraremos @ o corpo dos racionais, Z o anel de
inteiros racionais, A anel comutativo com indentidade e sempre que

& for dominio, cfr(A) serd o corpo de fractes de A.

DEFINICAO 1: Seja A dominio, X = cfr(A) e L/K uma extensio de
corpos, Chamamos de fecho inteinc de & em L, ao

dominic & ={ @ € L ; & é inteiro sobre & }.



DEFINIGAO 2: O dominio A sera dito dominic integralmente fechado

quando tomando-se L = K tem-se & = A.

PRDPOSICKO I: Seja L/K extensdo algébrica de corpos e A & K

subanel tal que cfr{#&) = K. Entdo &, o fecho inteiro

de & em L, satisfaz:
a) cfr{®) = L.
b) A é integraimente fechado.

¢) Se A é integralmente fechado, entdio & n K = 4.

Considere, agora, a seguinte situacfo: [B/2 ¢é uma
extens3o de anéis tal que B € um A-mddulo livre de posto n. Assim
existe wma base livre E = {el,...,en} de B/A. Para a« € B,

considere a transformag8o A-linear m, , dada por

m :B——B
&

4 — oy

1]
e tome M = (alj) matriz dada por m, (ei) =¥ ae . Como sabemos
J=1

o tragco de M e o determinante de M, nfo dependem da particular

base E. Assim definimos:

DEFINICXO 3: Seja & € B, chamamos o thaco de @, ao trago de M e
denotatnos TriB/&(a:J. Chamamos hormna de &« ao det(M),

denotada por NIB/!A(E]'



TEOREMA 1:Sejam L/K uma extensio de corpos de grau n, L § X%
(J{a corpo algebricamente fechado), chk = 0 ou finita
IsoIK(IL:Ka) = { plzﬂ. — K*, K-isomorfismo de L em K® ,V i=i,..,n }

n n
Se « € K entdo Trn_/[K(a:} =1)_:1ul(a:? e Nw(m] =1_lpi(m].

COROLARIO 1.I: Nas condicBes do teorema 1, se &€ € L ¢é Inteiro sobre

A entfo Trm{a:) e Nw[a:] € K e sfo inteiros sobre A.

DEFINICKO 4: Sejam B/7A uma extensidc de anéis, B & A-moédulo livre

de posto n e (a:l,...,a:n) e B"

Definimos o
diacniminante de ((cr,l,. . ,a:n) achne & como sendo
D[Bm(zcl,...,ccn) = det(Tr(a:iccj}) € A, para i,j € {1,....n}.

Nas condigBes da definicdo 4, temos o seguinte

resultado:

PROPOSICAQ 2: Se g,..y)eB e Y =
n
i

a a:i , entao

1ij

ni+~1s

n

2
D{ql,...,qn) = [det{au)] D{er.l....,m ).

DEFINICAO 5: Sejam L/K extensdo de corpos de grau n, A subanel de
K, & integralmente fechado tal que efr{(A) = K e B o

fecho inteiro de & em L O ideal de @& gerado por
{ Dy x&@p-@ ), onde {a,..xt s B e & base de L/K } é

chamado o ideal discniminante de B/A. Notagio: EDIB/& .



OBSERVACAO I: Quando B & A-médulo livre vemos pela proposicio 2

que DIB/IA = dA , onde d

{a:l,...,a:n} & base de B/A.

(€,....x ) e
1 n

Dp/a

PROPOSICXO 3: Na situagdo da definicio 4 se B ¢ um A-modulo fivre
e (@,.,.c) € B entio {c,....c } é base de B/A,

1 n 1 n
se e somente se, d = D(a:l,....a:n} gera o ideal diseriminante,

isto &, E)IB/!A = dA.

Uma outra forma de calcular D{a:l,...,a:) aparece na
n

seguinte proposicio:

PROPOSICAQ 4: Sejam L/K extensfio de corpos , chK = O ou finita,

n
[L:K] = =n, {pl} = IsoIK(EL:C) onde L é& corpo

n

algebricamente fechado e L £ €. Se {a:l} ¢ base de L/K entao
1=1

2
D(a:l,...,a:n} = [det(ulfa:j}J] , ¥ ,j=1,...,n

TEOREMA 2: Sejam & dominio integralmente fechado, K = cofr(A) tal
que ch(K) = 0, [L:K] = n € & o fecho inteiro de & em L.
Entdo A € um A-submédulo de um A-médulo livre de posto n e também

A contém um A-médulo livre de posto n.

Usando o Teorema de médulos sobre dominios principais

obtemos o corolario a seguir:



COROLARIO 2.1: Se A é dominio principal, K = cfr(d), ch(K) = 0,
L/K extensdo de corpos tal que [L:XK}] = n , entdo

A é um A-mddulo livre de posto n.

DEFINICAO 6: Chama-se conps de numence algebnicos A toda extensio

K de grau finite de Q. Chamamos de anel de inteinos de

K ao fecho inteiro de Z em K.
Usando o corolario 2.1 obtem—-se:

COROLARIO 2.2: Se K é um corpo de numeros algébricos de graun e A
€ o0 anel de inteiros de K entdo & ¢ um Z~moédulo

livre de poste n.

OBSERVACXO 2: Nas condigSes do corolaric 2.2 temos que existe um
Unico nimero d € Z tal que d >0 e D!A/Z = dZ. Tal

nimero d & chamado de o diachiminante ahasbuto de K.

O coroldrio 2.2 sugere uma outra consequéncia importante

do Teorema 2, a saber:

PROPOSICAO 5: Se A ¢ um dominio noetheriano e integralmente
fechado, Kk = cfr{(fA), ch(BA) = 0 e L/K uma extensio
finita de corpos, entéo &, o fecho integral de A em L, é

noetheriano e integralmente fechado.



Neste trabalho estamos interessados em anéis de inteiros
que, pela proposicdc 5, s#o noetherianos. Lembramos que um anel
noetheriano se caracteriza pelo fato de que todo ideal ¢é
finitamente gerado. Assim agora faremos algumas observagdes a

respeito dos ideais de um anel noetheriano A.

DEFINICAO 7: Sejam A um dominio e K = cfr(A). Um subconjunto I de
K é dito ideal fracionanic se é um A-submodulo de K
e se existe d € A, d # 0 tal que di € A, istoé,1=% onde J ¢é

um ideal de A&.

Observe que quando A ¢ um dominio noetherianc, um ideal
fracionario de & é um A-subméduio de K finitamente gerado.

Agora, dado um dominio &, se chamamos (A} o conjunte
dos ideais fracionirios nfo nulos de A, entdc em J{A) podemos
definir, de maneira natural, uma multiplicacio.

Se I1 e I2 € S{R) entfo por definicéo

n

I1 = ley[ 3 X

€l ey €1
12 2 P78 2

i

Com esta muitiplicagdo #{A) se torna um mondide cujo elemento
neutro ¢ A. Uma pergunta natural seria: Quando #H{A) & um grupo?

Esta pergunta, motiva a definicdo de dominios de Dedekind.



DEFINICAO 8: Um dominio & é dito deminis de Dedekind se:
1) A é noetherianoc.
11) A é integralmente fechado.

i1i) Todo ideal primo ndo nulo é maximal.

A motivacio feita anteriormente & obtida do seguinte

fato.

TEOREMA 3: Sejam A um dominio de Dedekind e P o conjunto dos

ideais primos ndc nulos de A, entdo temos:
a}) Todo ideal fracionario, I, ndo nulo de A se

n
escreve, de maneira tnica, na forma I =1T P P ,onde n € Z para
2
ped

qualquer P e s3o quase todos nulos.

b} §(a) com a multiplicacdo € um grupo abeliano,

OBSERVACAO 3: Sejam A um dominio de Dedekind e K = cfr{A). Um
ideal fracionirio b de A ¢ dito principal se h = £A,
onde £ € K e £ = 0. Considere P(A) o conjunto dos ideais

fracion&rios principais de A. £ fé4cil verificar que P(R) & um

S(A)
subgrupo de {(A). O grupo H(A):= —— ¢é chamado de o grupo de
Pa)

classen de A.

O préximo resultado & motivado pela definigdio de dominic

de Dedekind e pela proposicio 5.

10



TEOREMA 4: Se A ¢ um dominio de Dedekind, K cfr(a), ch(a) = 0,
L/K uma extensdo finita de corpos e & ¢ o fecho inteiro
de A em L, ent3c A é um anel de Dedekind, mais ainda, existe um

A-médulo livre de posto finito B tal que & € B e portanto A é um

#-mbdulo finitamente gerado.
Uma consequéncia natural do teorema 4 é :

COROLARIO 4.1: Se K & um corpo numérico entio o anel de inteiros

de K € um dominio de Dedekind.

Considere, novamente, a situacdo; A € um dominio de
Dedekind, K = cfr{f), ch(f) = 0, L/K uma extensio de corpos.de
grau n e B o fecho inteiro de A em L. Como ji vimos B € um dominje
de Dedekind, assim se P é um ideal primo nfo nulc de A entdo o

ideal gerado por P em B, isto é, PB se escreve de maneira tnica na

-] e
forma : PB =TI Q ', onde os Q, sdo ideais primos de B, dois a
1=0

dois distintos e os e sio inteiros maiores ou iguais a 1.

PROPOSICKO 6: Na situagio acima os Ql sdo, exatamente, os ideais

de B tais que Q1 na&=PF

Considerando ainda a mesma situagdo observe que pelo

fato de, Ql N A =P e B ser um A-moédule finitamente gerado; temos

que g pode ser considerado como subcorpo de % e também que
1

11



B, 8
g P

1

=f1<m.TaIfiéchamad0q/m.tdeimmcIadeQi

acbre A e o £, que aparece na férmula de PB, & chamado de indice
de n,azm.&.ca,caa de Qi acbre A. Observe ainda que PB y & = P, assim

A . e . B B
~p- Se identifica como um corpo contido em —pp © Portanto —= €

A . B A . -
um —— espago vetorial, e denotaremos por |-—m= : ~5—| a dimensdo
P PB P
B A
de 5B sobre -

TEOREMA 5: Na situagdo descrita acima temos:

E

[ef: i--—ﬂ_ =1
[ PB " P '

i=1

B

LI
qQ P

onde n = {L:K] e fl =

Dentro desta mesma situagio, damos as seguintes

definigGes:

DEFINICKO 9: Dado um ideal primc nfo nulo P de A dizemos que:

a)P ae namifica em B se existe 1 € N tal que ex 2.

b)P é dito inente se PB ¢ ideal primo, isto é, s =1e e= 1.

12



TEOREMA 6: Sejam L e K corpos numéricos tais que [L:K] = n.

Considere A o anel de inteiros de K e B o anel de
inteiros de L { B é também o fecho inteiro de & em L). EntSo temos
que um ideal primo ndo nulo P s A se ramifica em B, se e somente

se, D P.

B/A <

Note que se a extensfo L/K € Galoisiana e [L:K] = n

tem-se um resultado mais forte que o Teorema 5, a saber:

TEOREMA 7: Seja L/K uma extensfo de corpos galoisiana de grau n,
onde ch(K) = 0. Considere A um dominio de Dedekind tal

gue cfr(A) = K e B o fecho integral de & em L. Se P é um ideal

s £
primo ndo nulo de A e PB =T Q1 . entio el = ... = & = g
=0 s
8 £
f=.=f=f e n=efs isto ¢, PB = I Q, e f=.=f

1=0

Agora, como o caso K = Q(¥m), onde m € Z e m livre de

quadrados ¢ fundamental neste trabalho vamos apresentar dois

resultados essenciais a respeito dele.

13



PROPOSICKO 7: Seja K = @(vVm), onde m € Z ,m # O e m livre de
quadrados. Seja & o anel de inteiros de K entio

temos:

aSem = 2o0u3 entio A =70 Z{vm).
b)Se m 54 1l entGio A=2Z @ Z[l—+2-@| , OU seja,

a + b/m

A = >

,a, beZ ea= b
2

PROPOSICKO 8: Nas condig¢bes da proposigdo 7, se P € Z ¢ um nlmero

primo entio:
)P é decomposto em A, isto & PA = 01Q2 , Se e somente se,

P=2 e m=_1
ou

P%2 e I_ﬁGIF:

onde F é o corpoc com P elementos.
P

WP & ijnerte em A, isto & PR = Q , se e somente se,

ou
—_ "2
P#2 e m¢ [Fp
)P se ramifica em A&, isto ¢, PA = Q2 ., 5€ e somente se,

P=2 ¢ mE420u3
ou

P*2 e pim

14



Agora gostariamos de falar um pouco scobre as unidades de

um dominio A.

DEFINICAO 10: Dado um anel A. Dizemos que u € A é uma unidade de A
se existe u e A tal que uel= 1. 0 conjunto das
unidades de A denotaremos por U{A). Note que U(A) ¢ um grupo

multiplicativo.

Observe que, dados um dominioc & ¢ d1 , dz € A tais
que d1 =0 e d2 # 0 entdo dlﬂ = dZ:‘A , Se e somente se, d1 = ud2
com u € U(A). Portanto se estamos interessados em escolher um
gerador apropriado para um determinado ideal principal de & &
natural que o conhecimento de U(A) ajuda muito. O fato & que
quando A é um anel de inteiros de um corpo de numeros K, U{&) é um
grupo com uma descric&o bastante boa. Vamos, agora, apresentar tal

descricéo.

PROPOSICKO 9: Dado um corpo numérico K, Considere A o anel de

inteiros de K e & € A, Entdo o« € U{A} , se e somente
se, Ny /m(a:) = 1, { ¢ € U(A) também ¢ definido como sendo unidade
de K ).

15



Quando K & um corpo numérico e [K:Q} = n, sabemos que
#[Iso{ﬂ(,C)] = n, onde L ¢é corpo dos nlmeros complexos e

Iso(K,C} = { u: K —— €, u isomorfismo de K em C }.

DEFINICAC 1I: Dado it € IsolK,C), dizemos que p é um isomorfismo

real se p(K) € R.

OBSERVACKO 4: Se u € Iso(K,C) entdo podemos definir g : XK —— C,

por plx) = pla) = conjugade de mlx), onde & € K.

Observe gQue 4 € real, se e somente se, g = u , u é
chamado o isomorfismo conjugado de p. Assim se r é o numero de
isomorfismos reais de K em € e t £ o nimero de isomorfismos nio

reais e ndo conjugados de K em € entdo n = [K:Q} = r + 2t.

Agora estamos em condicies de enunciar o Teorema de

Dirichlet a respeito das unidades de um corpo numérico

TEOREMA 8 ( TEOREMA DE DIRICHLET ] Sejam K um corpo numérico tal

que [K:Q} = n ; r, t definidos como na observacdo 3 e &
o anel de inteiros de K. Ent3c © grupe das unidades (A} £
isomorfo &2 Z° x © ,onde s =r+t~-1 e G é o grupo finito
formado pelas raizes da unidade que estio contidas em K. Mais
precisamente, existem el,'...,e € U(R) (chamadas unidades

fundamentais), tais que para todo u & U(A) existem Onicos

i6



Bpeensd € Z e Unico € € K com Em = 1 para algum natural m, tal

3 3
queu=§ell...es

s
Voltando ao caso K = R(vVm), m € Z e m livre de quadrados

temos que o Teorema de Dirichlet se traduz em:

PROPOSICAO 10: Sejam K = Q{vm) e & o anel de inteiros de K. Entdo
temos:
alSe m >0 entio U(R) = {tl} X Z , € neste caso O grupo

das unidades positivas de K & isomorfo a Z.
b)Se m <0, m # -1 e m * -3 entdo U(R) = {21}

¢)Se m = -1 entdo U(A)} = {11, i}

J
dJSe m = -3 entiao U(A) = [ l—:%ﬁ} :

OBSERVACKO S5: Se m >0 e £ & uma unidade fundamental positiva de A

~ 3
entdao =a+bfm,coma,bez,mesmoquem=41

(veja [041, p.76).

Para encerrar este capitulo gostariamos e enunciar e

provar um resultadc que serd fundamental para o transcorrer do

trabalho.

17



TEOREMA 9: Sejam L/K extensdc separadvel de corpos de grau n , &
dominjo integralmente fechado tal que cfr{d) = K e B
o fecho inteiro de A em L. Entdc B tem base integral sobre A, se
e  sOmente se, DEL/IK = cw« onde d = D(ql,...,qn), sendq
c
{44, } € B base de L/K.

DEMONSTRACAO:
=+ : Proposigéo 3.

n n
« : Seja « € B entdo ¢ = § all;i, com ai € Ke ‘{QIh:l

=1

base de L/K contida em B, dada pela hipotese.

Afirmamos que a € &, V 1 € {1,...n}. De fato, pois se

1) a = 0, cqd.

-a -a
. . 1 —& n
#* = |— -_— e ¥ |
2) a 0 implica ¥, =¥, * + —| + "y, e
1 1 i
entdo obtemos que { Yoo Y B v Y } € base
de L/K.
Usando os isomorfismos g em « e denotando por
J
u}(tc} = a:m, temos o seguinte sistema:
{
z = 4+...+2a ...+
alql 14}1 E"1'1{&1:
(2) (2) (2} (2}
=a +...+2a 4+...%3a
« lql Iql nqn
m(n)_a (n)+ +a (n)+ +a {n)
Tt Ay e Taly

18



Pela Regra de Cramer, temos:

2
“‘1 1}2 .......... L o J.j.n
(2) {2} {2} (2)
¥, Y, e " .
(n) {n) {n) {n})
.......... & et ereaaas
q’l 2 n
2
a =
i
2
Y, Y, e Yy e ¢
{2} (2} {2} (2}
91 Q‘,z .......... NEEEEEITRRTIE {;n
{n) {n) (n) {n)
{,{I {}2 .......... ql ........... l}n

le’“" &,..., gnJ

Assim a =

Como 4 Yo &y Y b € B e & base de L/K,

temos D(t,,tI T S qn) S5 DIB/& = dA e portanto como

a € K e af € A entdo a satisfaz o polindmio p{X) = x? - a‘?

Logo 2 é inteiro scbre A. Mas A ¢ integralmente fechado

e portanto a €A g
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CAPITULO 2

EXTENSOES BIQUADRATICAS DO CORPO Q

2.1.INTRODUGAO:

Seja K = @(Vm,vn), onde m,n sic nameros inteiros,
distintos e livres de quadradeos. Ja vimos, no capitulo 1, que o
anel de inteiros de K possue uma base integral sobre Z ( anel de
inteiros de @ ).
Neste capitulo pretendemos :
1) Explicitar a forma dos inteiros do corpe K.
2) Determinar uma base integral de K sobre @.
3} Calcular o discriminante absoluto da extensdo

K/Q.
Inicialmente, fagamos certas consideracbes sobre m e n.

Seja A o mAaximo divisor comum de m € n, assim podemos

E8CreEver

com (ml,nl) =1
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Como m, n sfo livres de quadrados temos que m, n £4 Q

podemos considerar as possibilidades para m, n, mlnl e A.

Tomemos  (m,n) -=.4 (1,1), logo A é impar e assim consideremos:

lE4n‘1=?¢mlEﬂm1
As1 s > mn = 1
l= n=An = n
q g 1
154m=?\m1543m
1543 = =
1= n=An = 3n
4 4
2 m = n = 3 = mn = 1
1 41 4 11 a4

Repetindo esta andlise em cada caso, obtemos a seguinte

tabela.
TABELA 1

m = n =, mn, =,
1 1 1
1 2 2
1 3 3
2 1 2
2 2 l1ou3
2 3 2
3 1 3
3 2 2
3 3 1
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Pode-se verificar facilmente que:
Q(m,vn) = Q{an',vmlnll = Q{\/E,Vm'lnl) = Qvn,vm) ,

assim analizando a Tabela 1 e fazendo uma permutacfo entre m, n e
mn, quando necessério, podemos sem perda de generalidade supor
que :

{m,n) =, (1,1, (1,2), (2,3) ou (3,3). (1)

2.2.ANEL DE INTEIROS:

JA estamos, agora, em condigbes de explicitar os
inteiros da extensZio K = Q(vm,/n) sobre @, onde m, n satisfazem
{1).

Neste intento nos deparamos com © seguinte resultado:

TEOREMA 1: Neste teorema denotaremos por xo, X xz, X, nameros
racionais inteiros.
Temos que o anel B, de inteiros de K = Q(Vm,vn} é dado

como se Sscgue:

1) Se(mn) = (m,n)= (L] e e B entio
4 1" Ta

1
e==(x +xv¥Yym+ xv¥n+xvmn)
4 o 1 2 3 11
com X = X =E X_= Xx e X ~-x+x -x_= 0.
@ 21 22 273 0 1 2 3 4



1) Se (m,n) =, (1,1) e (ml,nI) =, (3,3 e & € B

entdo
9=4i(xo+x\/n_1+x2\/5+x1/mnl)
com X = x = x =E X e X ~-x~-~x—-x_= 0.
6 2 1 22 2°3 0 1 2z T3 &
1} Se (m,n) = (1,2) e ©@e€B entdo
1
e=2(x +x¥ym+xvn + xvmn)
2 70 1 2 3 11
com x, =,% ., X = X
iv} Se {m,n) = (2,3) e eoe€B entdo
e=l(x +xvVm +xvn + xvVmn)
2 o 1 2 3 11
com x = x = 0,x = x
0 2 2 2 1 2 7a
v} Se (m,n) = (3,3) e ec€B entdo
e=i(x +xvm + xv¥n + xvmn)
2 v} 1 ¥4 3 11
com X = x . X = Xx



DEMONSTRACAO:

Temos que © € K pode ser escrito como:
com a] e

e=a +avm+avh+avmn {2)
4] 1 2 3 1 1

1 = 0,1,2,3

Assim os conjugados de © sido:

-

i

a+avm-avn-avmn
o %1 2 3 11
a - alﬂ + az\/ﬁ - aavmln1 (3)
"z a-avVm-avn +avmn
o ‘1 2 a 11

o o @
Il

Agora se tomarmos © € B vamos ter que &',9” e ©

também estio em B e portanto,

6 +0 = 2a_ + 2a11/r3 € Qvm)
o+ 0= 2a + ZaZG e 0(vn) (4)
e+ e''= 2a0 + 2::1311‘1'1'11n1 € ﬂ[v’mlnl}

também sdo inteiros sobre Z, assim sfoc inteiros dos corpos @(vVm),
(v}, ﬂ}(v"m_lﬁl), respectivamente.

Analisemos primeire os cases (m,n) 24(1,2},(2,3} e
(3,3) . Nestes casos, proposicio 7 do capitulo 1 e observando a
Tabela 1, pelo menos dois de (4) tém coeficientes inteiros; mas
2a0 ¢ comum & todas as sentengas de (4), assim a terceira

deve também ter coeficientes inteiros.
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Portanto 2a°, Zal, 2a2, 2a3 € Z e fazendo b1= 2a1,

para { = 0,1,2,3; podemos reescrever {2) obtendo :

o= (b0 + blfn_-l + b21/r_1 +b31/m1n1) , bl € Z para | = 0,1,2,3 (5)

02| P

0 polindmio caracteristico de e sobre @ & dado por:

pX) = (X - 8)(X - &")(X- )X ~ &) € Z [X]. Assim

dl. 2 b mlnle - bod dz— Inlnl:e2
p(X) = x*- 2b X%+ [c + i]x + |2 X+ (5}
° 2 16
c = b2 - m 1'1b2
0 113
onde d = b - mb% - nb2 +mn b2 {7
0 1 Z 113
e =

2(bb_ -bb_A)
o 3 12

Portanto temos que os coeficientes de (6) devem ser
todos inteiros.
Facamos agora algumas observagBes que usaremos no

transcorrer desta prova.

(a) Por (6), temos que 2c + d = 0, isto é, d é par e portanto

dZE 0.
4

{v) Também de (6) obtemos que d?- mlnl«a2 =, 0. Entdo:

i) Semn= 1 entdo 4mn= 4.
- 11 4 11 1&6

e 1 z _ 2
Mas e = 2(b0l:13 - blbzh) o que implica € = 4(b0b3 blbzkl R

assim:



d®= mne’=4mn(bb -bbaY = 4(bb_- bba) =€
16 11 11 03 12 16 o3 12
Portanto d = _ &
16
Suponha que d z e entdo d =, Oe 2 = 2 , ou vice

2 2 -
versa, logo d 516 £ , 0 que & -contradigao.

Logo d = ¢

~ 2 .
i1} Se mlnl'='4 2, e como € é& par entio € 54 0. Assim:

1 8 4
Mas d° = rnne2 fogo mne® = 0. Como 4mn_ = 8 temos
16 11 °? 11 16 11 16
que 0= d° = 8bb -bba? =2 . Assim € = 0 e
16 16 03 12 8

portanto & =, 0.

Assim d 54 e

tii) Semn= 3 entdo 4mn= -4.
114 11 16
Mas e = 2(bb - bba), logo ¢ = 4b b - bba)® : assim
o3 1 2 e 3 1 2
d°= mnel=dmnbb ~bbAa)l=s -4bb - bbby = -
16 11 11 03 1 2 16 03 1 2

Portanto d2+eZE Oedai d= = 0.
16 4 4

Apé6s estas observagfes consideremos cada caso.

Se (m,n) =, (1,2) temos que A € Imparem1n1542

(Tabela 1}.
Pela observacéo (b) parte (i) d = €= Q.

" 2 2 2 2, _ -
Temos entdo que bo - b1 + 2(b2 + ba) =, d =, o (7

e também:
0= 2bb -bbA) = bb -bb = 0 =2 bb = bb (7v}
4 03 12 03 12 2 03 2 12
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Se bo- *2 bl entio bs - b =, 1 e desta forma (7) & insolavel.
Assim b =_ b implica que b° = bZ logo 2(b%+ b} = © que nos
0 2 1 o a1 1’ 2 3 4

da bz ‘='2 b:3 . Portanto o caso (11} do teorema estd provado, uma

vez que (7v) estd satisfeito.

. Se (m,n) = (2,3) temos que A é impar e mn = 2,

assim pela observagio (b)
L 2 r 2,2
0 = b0 + b2 Z(bl ba} (8)
e também
bb ~bb = 0 (8u)
03 12 2
Se l:u0 ou b2 ¢ impar entdo por (8) obtemos gque o outro

2

também o &, e de (8b) vem que b1 = b, e portanto b? - ba = 0,

logo (8) nos da uma contradigdo. Agora se bo e l:t2 s80 pares entio,

por (8), b1 =, b3 , © que prova o caso (iv).

Se (m,n) =, (3,3) entdio A & impar e mn =, 1, logo da

observagéo (b) parte (1), temos:
b2+b?+b+b°= 2bb-bb) =
0 1 2 3 4 08 12

2 z _
= (bo-—bs) +(b1+b2) -40

o 3 2 1 2 2

= b = b e b = , qu ov as .

¢ 2 3 1 zbz que prova o caso (v
Consideremos agora (m,n) = {1,1) entdo mmn = 1 e

de (4) temos que Zao, Zal, 232, 233 € Z ou sio todos metade

de nameros impares {ou seja, nio s8o inteiros).
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No case de todos serem inteiros teremos, como pela

€, o que implica em :

L}

observacdo (v), d .

2 2 z z _ _ _ 2_ -
b0 - 1:>1 T:»2 + b3 = 2(bc'b:3 blbz) = {bo ba} =, (bl bz)

b -b_ = b -b > b -b +b -b = 0.
0 3 2 I 2 Q 1 2 3 2
Escrevendo o = 45 (Zbo + zblva + 2b2\/H + 2b31/m1n1) (9)

e chamando ¢ = 2bl € Z para | = 0,1,2,3 teremos:

¢ -¢c tc —-c =2(b ~-b}+2b_ -b)= 0.
o 1 2 3 0 3 2 1 4

Portanto valem os casos (i) e (it) do teorema.

Se 2a = bi ¢ metade de um inteiro impar podemos escrever

1
{2) como e=;41—(c +cYm+cvn+cvmn) com ¢ €Z, Vie
0 1 2 3 11 i

c = ¢ E c_ & ¢ = 1,
0 2 1 2 2 2 3 2
2 2
r cC—-mhn ¢
Cﬁ_o 113‘E 7
4
cz— mcz— nc2+ m n c2
. 0 1 2 171 3 10
Com isso temos 4 d = 7 € Z (10)
cuca—clczh
e = e 2Z
2
\
e sendo A =1, m = n = mn = 1
2 4 4 11 4
2 2 YA 2 _
Como c—-mc-nc+mnec. = 1l-m-n+mn
o 1 2 113 8 11
— 2
= l-m-n+mnaA {11)
8 11
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e Am1= m, )ml= n temos de (11) que:
2 2 z z _ _ _ -
€, = mc, —nc_ +mmnc = (1 — m}1 - n) = .

13

Assim podemos concluir que d ¢ par.

Sabemos de (7) que o satisfaz ¢ polindmio abaixo,

2

. a d csmlnle - Cod d” - mlnle
X - cUX + [c + E]X + X+ " - (12)
4 16

e também que o ¢ GO(Vm), Q(Vn), Q(\/rr?l), pois caso contrario
terfamos c.=, 0 para algum 1.

Ja que os coeficientes de (12) devem ser inteiros,
temos:

¢ -mne‘= 0 (13)

Porém como d =, 0 emn = 1, de (13) obtemos pela
obgervagdo (v) parte (i) que d =, -

Escrevendo c = Zd1 +1 (i = o,1,2,3) temos:

2 2 2 2
C —-mc —nc +mnec
4] H 2 113

4

(2d_ + 1) m(2d + D% n(2d + 1% mn(2d + 1)?
0 1 2 11 3

4

l -m -n +mn
11

[dz —md2 —-nd2 +mnd2] + [d -md -nd +mnd] +
0 1 z 113 o 1 2 113 4
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Agora observe que :

i~-m-n+ mn = 1 - ml)(i - n1}+ {1 - )«)(ml + nl) e portanto

l-m-n + mn - 20 - Ay =(1 - ml]{l - nl) + (1 - ?t.]{ml'l- n -~ 2)

Assim, se A = 1, como (ml,nll =, (1,1}, teremos que
1l -m -n +m n1 1 - 2
l-m-n+mn-2(1 -A)=_ 0, isto &, 11
11 16 4 4 2

e desta forma d = [dz—dz-d2+d2]+d -d -d +d +1_>t
4 0 1 2 3 0 1 2 3 2

(cor:3 - cc A)
Agora e = » logo

4dd +2d + 2d_+ 1 -4ddAr -2dAa -2dAa - A
03 o 3 12 1 2

e =
2
=(2dd -2ddA)+(d -ad -ad +d)+ | L2
03 12 0 1 2 3 2
Assim se A= I e (m,n) =(l,1}) temos que, d = e
4 11" Ta 4

. . z 2 _ .
implica que (d0 - d3) - {dl- dzl = o , isto é,
dc - cI3 =, cl1 - d2 ; ou c -c +c -c =, 0 o que completa a
prova do caso (1)

Se A = 3 e (ml,nl] =, (3,3) , como :

1-—m—n+mln1=(l—ml)(l-—nl)+(1—A}(m1+nl]

30 Ui AME :
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temos que :

1 -m -n +m o - 2(1 + A) = (1 +ml)(l +n1}-(1 * ?t)(mld- n+ 2) =6 o,

isto €&,

1 -m -n -rmlnI 1 - a

h

Assim:

1+ 2a
2

ds= [dz-dz—d2+d2J+d -d -d +d_+
4 o 1 2 3 [+] 1 2 3

A-1

Agora como d = e e &=, zdod:3 + 2d1d2 + d0+ d1+ d2+ d3+

2 2 ,
temos que , (do- da} - (dl-l- d2} - 2(d1+ dz} -1 0, isto &,

do - cl:3 Ez d1 + d2 + 1, o que implica em c, - ¢ —¢, - 03'54 Q,

como querfamos para provar o caso (1) do teorema g

De posse deste resultado, fica bastante facilitado o
trabalho de explicitar inteiros de um corpc biquadratico e também,
ao examinarmos sua demonstragio obtemos um algoritmo para o

cédlculo do polindmio caracteristico de um elemento inteiro.

Vejamos isto nos exemplos a seguir.
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-%(5:,3\/_5 +vV 13 + 3V 65 ).

Exemplo 1 : Seja e =

Podemos afirmar que © & um inteiro de QY 5,v 13) e

maijs, que e € rafz do polinémio

f(X) = x* - 5%° - 71X% + 120X + 1044 .

m=25
De fato, , 0 que implica A = |, m = S5e
13

=]
H

n= 13.
1
Logo (m,n} = (ml,nl} = (1,1} o que, pelo

teorema 1 parte (1), nos da a forma dos inteiros de Q(V 5,V 13),

isto &, @ é inteiro de @V 5,v 13) se podemos escrevé—~lo como:

e=l(x +xV5+xV¥Y 13 +xv 65)

4 0 1 2 3
onde X = X = x = x e X -X +%Xx -x = 40
1 272 273 0 3 4

De fato 5523521 e 5-3+1-3§4Oent:‘-iooe

dado € inteiro de Q¥ 5, v 13).

Da demonstragio temos que © é raiz do polindmio f(X}
dado, pois calculando os valores de ¢, d, e, obtemos:

c=-140, d=138, e=6g
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Exemplo 2 : Sera o = % (1 +v 21 + v 33 - ¥ 77) inteiro do

corpo QY 2L¥ 33)7

m = 21 .
Sim , pois , 0 que implica A = 3, m = 7 e
n =33
n =11
1
Assim [ml,nl) =, (3,3) e (m,n) =, (1,1) e portanto

pelo teorema 1 parte (1}, temos que os inteiros de Qv 21, v 33)

sdo da forma:

o= (x +xvIT +x VI3 +x V7T
4 o 1 2 3
com X = X = X =X e X -X -xXx -x = 0.
0 271 272 273 0 1 z 3 4
Como 1 =, -1 , temos o que queriamos; e mais ,

calculando ¢, d, € como descrito na demonstragio obtemos:

Logo ® & raiz do polindmio X'~ X°- 16X%+ 37X - 174

.

2.3.BASE INTEGRAL :

Como sabemos Z ¢ principal e porisso a extensioc de
corpos K/@! possui sempre uma base integral, isto €, o ane] de
inteiros, B, de K & sempre um Z-modulo livre.

De posse da forma explicita do anel B, em cada caso,
poderemos procurar uma base integral de K sobre @, ja que ela

existe.
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Seja © um inteiro de K = @(Vm,vn).
Se (m,n) =, (L1) e (ml,nl] =, (1,1 . Pela parte (1) do

teorema 1 temos

%(x +x-/_+x1/_+x1/ }

Fazendo zs= x3 entaoc xo = X = x = z e

X =23+2y

portanto existem y, z,z, € Z tal que X z + 22l

X =z + 2z
2 3 2

Agora, como Xo - xl + xz'— xa = 0, nés temos
Z +2y-z -2z +z +2z2 -z = 0 =
3 3 1 3 2
2y - 2z + 2z = 0 2 y-2z +z =0 =
1 2 4 1 2

Yy=_ =z +zl,istoéexistezoeZtalquey=220+zl+22.

Substituindo o©s resultados conseguidos acima na

expressido de © obtemos

11 e s
€ COoIno . sao inteiros da

extensdo [K/Q encontramos af uma base integral, a saber,
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{ 1+vm 1+ vn
2 2 4
Se (m,n) = (1,2) , pela parte (i) do teorema 1
1 - -
o= (x + leE * xz\/ﬁ +x¥Ymmn) comx = X ,X = X .
Z= X X=2Z+ Z
Chamemos ! ! entdo 2 z e dail :
Z=X X =2z + 2z )
3 a3 0 o 1
e=l(z +2Z +zVm+zvn+2zvn+z¥Ymn )=
21 0 i 3 2 3 11

vh + vinn
I + \flﬁ 11
=z +2z2 | —— +zz1/r_1 tz | ———
0 1 > >
n + ¥Ymn
Logo 1, 1—4'7@, vn , ————2 é uma base
2
integral de K/Q.
Para o caso (m,n) 54 (2,3) , procedendo da mesma

maneira obtemos a seguinte base integral para a extensfo de corpos

K/Q:
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e para (m,n} =, (3,3) obtemos comoc base integral os elementos

1 + vymn
l’ﬁ,\/ﬁ'i'\/ﬁ' ll.
2 2

Podemos entdo sintetizar os resultados obtidos
anteriormente no que serd nosso resultado principal deste

paragrafo.

TEOREMA 2 : Uma base integral para a extensdo de corpos K/Q é

dada por:

)4 t, s
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se (m,n) =, (2,3) .

I + vymn
l’ﬁ,ﬂ+1/r‘1, 11
2 2

v}

se (m,n} =, (3,3) .

Com a finalidade de exemplificar o teorema 2 vejamos:

EXEMPLO 3 : Seja K = ®(V'5, ¥ 13) como no exemplo 1.
Vimosquee=%[5+3\/5 + v ]3 + 3V 65 ) é inteiro

da extensdo K = Q{V' 5, v 13) sobre © e, em termos da base integral

1

_{1 1+v5 1+v 13 1+f§+v’13+1/65}
2 2 4

¢ dado por 9=oEo—ac2+3c:3 n
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2.4.DISCRIMINANTE ABSOLUTO :

Como sabemos, o ideal discriminante de um corpo de
numeros algébricos ¢ gerado por elementos, que sdo discriminantes
de basegs integrails; logo em Z tais discriminantes se diferem por

R

Assim, uma vez conhecida uma base integral da extenséo
K/@ podemos provar o resultado seguinte, o qual serd ponto de

partida no nosso préximo capitulo.

TEQIVSMA 3 ¢ O discriminante absoluto de K = Q(vm,vn) sobre @ &

dado por:
1) A’m®n®  , se (mn) = (1,1) .
11 4
it) lﬁhsznf , se (m,n) =, (1,2) ou (3,3) .
ii) 64hzm?nf , se {m,n) =, (2,3) .
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DEMONSTRACAO:

1)Do teorema 2 obtemos

) | 1+frﬁl+‘,51:v’fﬁ+1/ﬁi\fmlnl
"o 2 4

uma base integral se (m,n) =, (1,1) .
Chamemos d = D(oco,ocl,az,as}.

Sabemos portanto que:

Tr(nczl Tr(ml) Tr(az} Tr(oc3]

Tr[al) Tr(ozf] Tr(alaz} Tr(txla'a)

2
Tr(az) Tr(azal) Tr{ocz) Tr(azaz}

Trie)  Trlag) Triea) Tr(oczl
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4 2 2 1
2 i +m 1 1 +m
pA
9 1 1+ 1 +n
2
l+m+n +mn
1 1 +m 1 +1n 11
2 2 4

Nos casos (n) e ()} a prova é anéloga ¢

EXEMPLO 4 : O discriminante do corpo K = @Y 2,V 3) € 256 pois,
"(m,n) =, (2,3) ,A=1,m=2 e n=-L

1 13

Logo d = 64a°m'n_ = 256 g
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CAPITULO 3

BASE INTCGRAL DE UM CORPO BIQUADRATICO BICICLICO

SOBRE UM SUBCORPO QUADRATICO

3.1.INTRODUGAQ :

Dados K um corpe biquadrético biciclico e k um subcorpo
quadratico de K, sabemos que o anel &, dos inteiros do corpo k, é
um anel de Dedekind que nem sempre ¢ principal. Desta forma,

a2 indagagio primeira do nosse trabalho, "Quando B, anel de
¥ *

3
inteiros do corpo biquadratico K e um A-modulo livre?", ndo

possui uma resposta imediata.
Neste contexto ¢ estudo feito agui tem como objetivos:
1)Responder, explicitando condicdes, esta questfo.
2)Fornecer uma base integral da extensic K/k,

sempre gue exista.

Com esie intuito dividiremos nosso frabalho em dois

casos, primeiramente considerando Kk um  corpo  quadrético
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imaginéario, isto é, k = Q(¥m) com m < 0; e em segundo lugar o caso
em que k & um corpo real, ou seja, m > 0.

Observe gue como K é corpo biquadratico e k = 0(¥m),
onde m € Z e & livre de quadrados, podemos encontrar um inteiro n,

também livre de quadrados tal que K = @(vm,vn).

Como no capitule anterior usaremos congruéncia médulo 4
para m, m, mmn ( lembre-se que m = le e n = knl , ande
mde(m,n} = A L

Note que Q(vm,vn) = O[\/r;,v’mlnl}, loga podemos

considerar apenas os casos :

(m,n) =, (1,13, (1,2}, (1,3}, (2,1), (2,3}, (3,1) e (3,2)

Para atacar os objetives citados os proximos dois
resultados, Critex,‘io de Mann, [02], e Lema 1, [06), sdo
fundamentais. As demonstracbes que encontramos, destes resultados,
na literatura envolvem o conceito de diferente, gque é um conceito
mais sofisticado. Assim para que o nosso trabalho mantivesse um
carater meais elementar preferimos procurar demonstr&-los evitando
o conceito de diferente. Conseguimos {azer isto, mas as

demonstragbes ficaram um tanto longas, assim optamos por

apresentd-las num apéndice.

Portanto neste capitulo apepas epunciaremos os tais

resultados.
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TEOREMA 1 (CRITERIO DE MANN): Sejam K7k uma extensfo quadréatica,

com chk = 0 (1) e ml}(/k o ideal discriminante de K/k.

Entdo existe uma base integral de K/k , se e somente se,

K = k(¥d), onde D[K/k= da.

EHA 1 @ Sejam K = 0OWm,vn), k = QVm) e ‘D[K/k o ideal

discriminante de K/k. Como sempre & é o anel de inteiros

de k e B o anel de inteiros de K.

1} Se n = i ou mn = 1 entio
4 11 4
Dyrk = 2P
1) Se n £ 1 e m= I entdo
4 4
:DIK/R = 4111&
tt} Sem ® 1 , nE 1 e mn % 1 entic
F4 4 11 4
:DIK/k = 2n1&.

De posse destes resultados partimos em busca de

respostas mais objetivas.

1} vale igualmente para chlK # 2 [03).
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3.2.CORPO QUADRATICO IMAGINARIO :

Nesta parte do trabalho temos como resultado importante

¢ teorema que pasSsamos a enunciar,

TEOREMA 2 : Seja k = Q(¥m) corpo quadrético imaginario (m < 0).
Entio a extensio K/k possui base integral, se e

somente se, vale uma das condigbes abaixo:
a) [{mE loun = l]e [A=lou?t=~m].
4 4
b) (mn) = (2,3) e m=-2A

c)m = -1,

DEMONSTRAGAO:

Sem = -1 ou m = -3, jA sabemos que 0 anel de inteiros
de Q(¥m) ¢ principal e portanto nestes casos © teorema &
verdadeiro. Logo podemos supor que m # -1 € m # -3 e assim o grupo

de unidades de @(Vm) & -{ + 1}.

a)SeJam—=—4l OunE41.

Dese jamos mostrar que:

K/k tem base integral ¢« A =1o0ou A = -m

AFIRMACAO : K/k tem base integral o K = k(Eﬁl).
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D =n1ﬂ\ ou 4111&, isto

De fato, pelo Lema 1 temos K/Kk

1]
=}
Il

1nl ou d = t41r1l para fDIK/k = dA.

Assim usando o Teorema ! obiemos o que queriamos, pois
K = k(vi4n ) = k(2Vin ) = k(Vin).
Mediante o resultado provado, podemos concliir que

Q(v'"fﬁl} é um subcorpo quadratico de K e neste caso E[J(v"iﬁl) = @{vn)

ou Q{v‘mlnl). Portanto consideremos os casos:

e B = y=v¥IA € Q =

I

1) @(V’El} =Qvn) = 4=
1

A= 1-42 com 4 € @ e A livre de quadrados .Logo 4 = *1 e assim

A=1 pois A > 0
™0y
1) 0{\/511) =0Vmn ) » y-= e @ = y= V:ml €l =
vin
1

+m = gy com € & e m livre de quadrados. Logo = % e
. 4 1 Y

portanto m1= -1, pois A > O.
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b) Seja agora (m,n) = . (2,3) e mostremos que:
K/k possui base integral, se e somente se, m = =2,
Do Lema ] e Critério de Mann obtemos:

K/k tem base integral, se e somente se, K = k(v an}.

Logo Q{Vian) ¢ um subcorpo quadratico do corpo K e

portanto ﬂ}(\’ian) = Qvn) ou Q{lenl}. Porem note que

Vi v
1.]@(1/12111] = Q(vn) > y = €e @ =3 y=— € 0
+2n vi2

tqz com ¢ € @ e A livre de quadrados.

Do 27

Fntdo ¢ = %1, que implica A = 2. l.ogo n = an =, 0 ou 2, que

& uma contradigic.

4
3

—_-

wervEn ) = avimn) sy = 'l eg = y-=

I+
&N
fau
N
[\

m = 124;2 com 4 €8 e m livre de gquadrados.

Logo 4 = 1 , que nos da m = -2 e portanto m = -2A,
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¢} Consideremos, para finalizar, {m,n) =, (3,2} .

Nosso Interesse agui é provar gque K/k tem base integral,

se e somente se, m = -1,

Suponharmos entdo que m # ~1. Como também, m = -3 temos

que as unidades de k sho %1,

Do Lema 1 e do Critério de Mann sabemos que:

K/k tem base integral, se e somenie se, K = k(v ian}.

Repetindo ¢ argumento usado em (a) e (b} obtemos:

Q(Vthl] = @(vn) . ou ﬂ:wmlnl)

Mas novamente D{\/thl) = @Q(vh) , nos d& uma
contradicio e também uffiznlJ = Q(v/mlnl], implica que m = +2,
que € impossivel.

Portanto m = -1 g

Agora apresentaremos bases integrais para as extensdes

de corpos K/k onde K = k(vn) e k = Q(vm), em cada caso gue exista.
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TABELA 1

BASE (m,n) =, CONDIGOES
1, (1 +vn)s2 {m,1) A =1
1, (Vm + 1/1?51)/2 (m, 1) A = |m
1, v (1,n},n =1 A =1 ou |mj
1, (Vm + Vm n }/2 (2,3) A = |m/2|
I, (Vo +vY-n)/2 (3,2) m = -1

Observamos que, verdadeiramente, estas sio bases

integrais em cada caso especificado.

Para © caso (m,n) 54 (m,1) com A = 1 sabemos da

proposigéo 4, capitulo 1 que:

1 ++va |2
1 5 ,
D[l,[l + Vﬁ]/Z] = =R =n pois A = 1.
L 1 -vn
2
Peio lema 1 parte (a), :DIK/k = nlﬂ\ , portanto do

Critério de Mann {1,{1 + 1/5)/2} é uma base integral para K/k.

Mas se A = -m obtemos:
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vm + vinn |®
1
2
D[l,(\/ﬁi + v‘mlnl.]/z] = =mn=n
¥m - lenl
1
2
pois A = -m e entdo m = 1. Logo pelo Critérioc de Mann

{ 1, (Vm + v’mlnl)/z } & base integral.

Para o caso {m,n} ’=‘4(1,n) com n 5'541 e A =1 ou ~m, temos

que:

assim. pelo Lema 1 e Critério de Mann podemos concluir que

{ 1, vn } é base integral para K/k,

Para {m,n) 24(2,3} e A= % , temos :
vm + Vm 1 2
2

D[l,(\fn—l + v‘mlnl)/Z] = =mmn , mas como
vm - lenl

2
m = Am_ concluimos que D[l,wﬁ + lenl)/ZJ = 2n

Logo temos, novamente pelo Critério de Mann, uma base

integral de K/k, no caso de (m,n) 54{2,3).
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Para o caso {m,n) 54(3,2) com m = =1 obtemos:

Vo + von |2
2
D[I,Wr_l + \/—‘ﬁ)/z] = = 2n = 2n
—n - vV-n 1
2

pois m = -1 implica A=

L.
Assim concluimos que { 1, (Vn + v<n)/2 } ¢ uma base

integral para K/k.

Nosso préximo resultado & uma versdo forte do Teorema 4

de [03] para o caso quadratico.

COROLARIO 1:Seja k = @(vm) um corpo imagindrio. Entdo k tem namero
de classe impar, se e somente se, K = k(vn) tem
uma base integral sobre k, qualquer que seja n inteiro tal

que n ¢ livre de quadrados.

DEMONSTRACAO:

Se o namero de classe € 1 entdo A ¢ principal, logo
exisie sempre uma base integral de K/k.

Por outro lado sabe-se (veja (O]} que k = &(Vm) com
m <0 tem namero de classe impar, se e somente se, m = -1 , -2 ou

—p sendo p primo impar e p 24 3. Como ¢ sabido, para m = -1 ou -2
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temos A principal. Assim basta que nos restrinjamos a m # -1 e

m# -2,

Sem = -p compprimoep543,temosquem=4le
assim A =1 ou p . Logo, pelo Teorema 2 parte (a), segue que para
qualquer n livre de quadrados, K = k(vn) tem base integral sobre

k.

Reciprocamente se existem p e p' primos distintos tais

que pim e p' |m entdo tomando n = ap onde a € Z, mde(a,m) = 1

e ap 1, segue do teorema 2 parte (a) que K = k{(¥n) nfo
possui base integral sobre k

Finalmente se m = -p com p primo e p = 1 , entéo
m =, 3 e desta maneiré tomande n tal que n =, 2 segue pelo

Teorema 2 que K = k(vn) ndo possui base integral sobre k.

Portanto m = -1 , -2, ou ~p com p = _ 3.

3.3.CORPO QUADRATICG REAL:

Neste caso k = Q(vm), com m >0.
J4 ¢ sabido, utilizando © Critério de Mann e o Lema 1,

que para a eXisténcia de base integral da extensio K/k @

necessario e suficiente que K = k[\/ Zes.:n1 ]. onde e = O oulecé
uma unidade de k. Também sabemos que, se £ € U(A) entdo existe

1€ Z tal que g = % si , onde €, ¢ uma unidade fundamental

(2)

de k.

2y e € U(A) = Nty € U(Z), ou seja, Niey = % 3,
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Uma vez que trabalharemos com Ve, de j somente nos
interessa a paridade, logo podemos colocar j = 0, 1 ou 3 ( esta
altima escolha feita apenas para podermos assumir que ¢ = b + ¢vm
com b,c € Z) (veja [04), p.76). Além disto quando Niec) = -I,

observe que j = 0 pois, suponhamos j = 1 . Logo

S
I

=

y
N

k[v‘ Zeenl] e entao

/& 2 e ez e \2
_ 2 e _ 2 _ {2 - _ _2_
Nix)= N ol e, e [N{x}]- N[-X Eo}_ [_X ] N(co)— [ pY ]

v A
o que nos d4 um absurdo, uma vez gque N(x) € Q.

Agora se j = 0 entdo as condighes do teorema 2 sdo
necessirias e suficientes para garantir a existéncia de base
integral de K sobre k. Sendo assim nos ocuparemos de corpos

quadréticos reais k, onde N(eo) = N(e) = 1.

Inicialmente demonstraremos um resultado sobre unidades

o qual sera varias vezes citado.
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LEMA 2: Seja £ = £ ou ez da forma b+c/m com beceZe
N(e) = 1.
)Se m =, 1 ou 2 entdo (b,c) Ez (1,O) e ¢ =, 0

sempre que m =, 1. Além disto :

Ve = s¥u + t¥v - com mde(u,v) =1 e uv =m (1)
1)Se mi =, 3 entdc ¢ =, 0O e wvale (1) ou
pR— — mde(u,v) =1
{b,c) = (0,1) e ve =32 2u ; Y 2¥ com e (2)
uv = m
DEMONSTRAGCAO:

Verifiquemos as condicfes de cengruéncia.

)

Sabemos que £ = b + c¥m e N(e) = 1 , logo b’ ¢°m = L
Portanto no caso (i), isto €, quando m 54 1 ou 2 temos que

2 2 2 . *
b"= 1+ ¢ ou b 54 1 + 2¢” . Mas em 24 os quadrados possiveis

séo 0 e 1 , portanto c2 54 O e bz 1, isto é,

4
(b,c) = (1,0). Ja no caso (i), ou seja, quando m =, 3 temos que

b2 =, 1+ 3c? | assim (b,c) =, (1,0) ou (b,c) =, (O,L).

Note que se € = b + c¥m entio £ +1 =(b +1) + cvm e
€ -1={b-1)}+ c/m. Logo observando as normas temos:

N(e+1)=(b+1)2—c2m b2+2b+1—czm=N(e}+2b+l=

2(b + 1)
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-N{e - I)= -[(b - 1]2— czm]= -[bz- 2b + 1 - sz}= ~[N(€J— 2b + 1]

=2(b - 1)

¥ N(c + 1) + V-N{e ~ 1)
Portanto =
2

vV 2(b + 1} + vV 2(b - 1)

2

Note também gque:

VY 20 + 1) + v 206 =17 ]2

2
Ni{e + 1) - Nle - 1) + 2¥-N(e + 1)(Ni(e - 1)
4
4b + 2v/4b%- 4 - (3)
= =p+vb -1 =b+c¥m =e¢.
4
Assim,

¥ Nie + 1) + vV-N{e - 1} vZb+ 1) +v 2(b = 1)
Ve = =
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2(b + 1) = 4s’u
Quande b € Impar entdo (*)
2(b - 1) = 4t%y
sendo v, v livres de quadrados e mdec(uvy) = 1, pois

4=2(b+1)~2(b-1) = 4% - t°v) e portanto 1 = s?u - tov.

Desta forma:

ab + Db - 1) = 4(ast?wy) = (b°- 1) = 4s’t°uv.
Porem (b2 - czm} = N(e) = 1 entdo ?m = 4szt2uv,
assim m =uvy com mdc(uv) = 1.
Concluimoes, entdo, que:
v2b + 1) +v20b-1 25V + 2tvv
Ve = = = syy + tﬁ .

2 2

b+l =3g5u

Quando b & par temos 4. . (**)

com u,v livres de quadrados.

Suponhamos que existe um p primo tal que p,[b + I} e

p[{b - 1) , entdo p & impar e p|2b, assim p|b e p[{b + 1)

absurdo. logo mde( b + 1, b - 1) = 1 e portanto, de (**),

mdelu,v} = 1 e mais :

(b% - ¢“m) = N(e) = 1
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2
Loge ¢cm = {bz- 1) = + iMb -1 = sztzuv e ent8o m = uv.

Assim;

sV 2u + tv 2v
Ve =

2

Provemos agora que guando m 54 I  temos c = 0.
De fato, pois temos que :
¢’m = (b%- 1) = (b + (b - 1) = 4s”t%uv

e come sabemos b = 1, logo (b + 1) = 0 ou (b - 1) = 0, =zcsim

sztzuv Ez 0 entao s Ez 0 ou t ;2 0 . Portanto de (*) concluimos

que :
b+1= 0 ou b-1= 0O
16 16

Assimczms 0 edafc= 0.
16 4

Analogamente temos que se m =, 3 e b ¢ fmpar , entdo

4
(31

Nosso malor interesse nesta segdo € © seguinte

resultado:

TEOREKA 3: Seja k = O(Ym) um corpo quadratico real.
Entdae a extensdo K/k tem base integral, se e somente

se, vale uma das seguintes condigdes :

a)[mE louns= 1] e [R=l,m,uouv]
4 4
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b) (m,n) 54 (23] e 2A=m, vouy

e) {m,n) 54 (3,2) e A =uouv

sende u e v determinados no Lema 2.

DEMONSTRACAO:

= 1, m ou as

~| 8

Observemos primeiramente que se A

condicdes do teorema 2 {secio 3.2}, sho suficientes.

alSe m =, 1 oun 54 1.

Sabemos que neste caso I)[K/k= nlﬁh e usando o Critério de

Mann, nés queremos mostrar que:

K = k¥ eni] N A=u ouwv.

Sabemos do Lema 2 que :

[r=1 semE4lou2]e[r=25em:—:43]

s¥ ru + tv rv
Ve = = s, com

uvy = m , mdcl{u,v) =1

1 e temos Ye = svu + tVv .

Portanto neste caso r =

Por outro lado, também é sabido que K = k(vn). Logo

v enl sV Au + t¥ Av

K = k(ﬁl} o =
vn A

€ k = Q¥m). Portanto se

57



v en, su + t¥m sVm + tv

A = u ou Vv temos que = ou -—— , isto 6
vn A A
¥ en
ek e Kk = k{\/cnl] .
v
Assim, neste caso, resta-nos provar que K = I{(Venl}

implica em A = u ou v . Agora de K = k[VenI} obiemos

v en,
& = € k e entdo svau + t¥av € k = Q(Vm).

vo

AFIRMACAO: Y Au € @ ou vV Av ¢ @
De fato, suponhamos agora que vV 2u ¢ @ e v Av ¢ Q.

Assim

YAUu € QVAV] © VAU =¢c + dVav o Au=cz+d2m1u+20d\/}w ®

e =0 = Au = dav = u=dy EN d = *1, pois u &
livre de quadrados logo u = v , absurdo pois m & livre de

guadrados.

2ld =0 = Au = 02 ,absurdo pois v Au ¢ Q.

Portanto v Au ¢ &(v Av} logo [@(v‘ AuY ?«v):lﬂ] = 4 o que

nos d4 uma contradicdo, pois sabemos que sYAu + tvav € Q(vm).
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Desta maneira concluimoes, como queriamos, que

YAue® ou ¥ avel.

Disto obtemos dois casos:

1JAu = 5? com 3 € Z mas A ,u e v sdo livres de quadrados logo
31|u e 31|R e assim A = u.
AV = 5? com 3 € Z, ¢ analogamente A = v,

b)(m,n} =, (2,3).

Seguindo o mesmo raciocinio da parte {a) e sabendo que

Y2en 5
r=1e ED[K/k = (Zrli}, isto &, 1. sV 2au ; v _2av , obtemos
vn

que (2x = u ou A =2u) ou (22 =vVvou A= 2v).

Mas, A = 2u implica que, 2 54 mn

1]
L
8
=

1]
£
=
=]
jm]
1]

o

contradigdo. Idem para A = 2v.

Assim concluimos que 2A = u ou v.

c) {m,n) 54 (3,2).

Do Critério de Mann e Lema 1, temos:

¥ 2en v 2¢
|K=K(V2€Dl)ex= IERQ =5V2FU+T.1/21"VEk
vn VA VA
¢ ¢+ dvVm = (sV 2ru + tV 2rv)

rva

T e Crva + dr?nfrﬁl = v Zru + t¥ 2rv {*lj
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Multiplicando (“'!) por Vv 2ru obtemos que crvV 2ruax +
drl%l = 2sru + 2rtY m e usando o mesmo argumento de (a}
temos V¥ 2ruA € @ ou ffﬁlr_nl e @ , isto & Zruix = 32 ou
2ruml-- 32 com 3 € Z. Mas u, A, m sao livres de gradrados ,

dividem m e mEgS.Logor=2 e u=A ou r=2 € u=m ,

mas como uv=m-—=hml,temos Uu=A ouv=2apg

Como dissemos no inicio deste capitulo ¢ também nosso
objetivo determinar uma base integral sempre que ela exista. Sendo
assim iniciamos nossa busca observando que a demonstragdo do
Critério de Mann , juntamente com o Lema 1, nos fornecem uma base

integral para a extensfo, dada por:

a+ v zfen

1,———~—-—3 onde ae€l,f=0o0uleegéuma
2

unidade de A, sendo que

af=_2'en = 2'(bn + cnvm) (2)
43 1 a3l 1 1

Consideremos portanto 05 casos:
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i)Quando m =, 0= 1l entdo a = h + j[l—+@ ], com

h, je Z. Logo de {2) obtemos:

2
h2+‘}.2[1;\/11_1] +2hj[l£1/r3 ]=

=h+ jz[m ; 1] + (2h] + 52)[%_,‘@] =a’= b,

pois neste caso do Lema 2 vem que ¢ =, 0.

Assim concluimos que Ez 0 , logo h? = 1 e assim

h = 1 Portanto chamamos h = 1 e j = 0 temos que
1 +v en
1, — 1

é uma base integral de K-k.
2 .

1)Quando m £, 1 e n= 1entio a =h + m
com h,jeZ.

De (2) podemos dizer que:

hz+_j:am+2h._i'\/'fﬁ=a2

bn + cnltfﬁ {3)
de onde vem gue 2hj =, cn e entdo ¢ =, 0. Portanto ¢ = 0 ou 2,

1]0540 = 2hJEqO >

h= 0 = i= 1, senéoaza“o.
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De (3) temos que bn1 = h® + jzm = 1 ou m. Mas bn1 é

fmpar , entio m '='4 3.

Logo quando c = 0 umea base integral sera dada por

1 + ven Ym + v’zrn1

l, —— ou 1,

Assim 1, ¢ uma base Integral da

extensio,.

i11)Quando m = 1l e n = 1, de (2} temos que:

z ' en,
a 54 0 e assim se chamamos a = O obtemos 4 [, como base
) 2

integral.
iv)JQuando m z, len 2, 1 , temos dois casos:
a} (m,n) = (3,2) = a = h + j¥ym comh,jeZ
De (2) vem h%+ jm + 2hj¥m = a° =, 2en = 2(bm + cnlv"ﬁl.
2hj 54 chl 540 =2 hj 520 =2 hE2 O_OUJEZO

Assim
2 L2 — = 2 . ¥ o = i =
h+_]m=42bn1-40 =>h—4Jm—40=>h—z_]—2
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Podemos entfo chamar a = 0 e teremos uma base integral

'Y 2,.911l
dada por { 1,

2

b} (m,n} =, (2,3 = a=h+ j¥m combhjeZ

De (2) h%+ i’m + 2hjvm = a° =, 2en = 2(bn_+ cnl'/ﬁ).

2hj E4 2(:1'11

40 (p01sc-=-20}=.-. hEZOOUJEO

Assim

b*+ fm= 2m s K'=,0 s h= o0

Se j = 0 entdo jz =, 0 e dal 2bn1 =, 0, que & um

absurdo, pois bn1 ¢ impar. Logo podemos chamar h =0 e j =1 para

vm + v anl
obter <« 1, ————
2

Assim podemos sintetizar nossos resultades na tabela que

se segue.
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TABELA 2

BASE (m,n) =, CONDIGOES
1, (1 + Y en )2 (m, 1} bn, =, 1, ¢ =
1, (¢/m + Ven }/2 (3.1) bn =, 3, c=
1, (1 +¥Ym+Venlz (2,1) bn = 3, c=,
1, f?ﬁl {1,3) ou (1,2)
1, (V 2en )72 (3,2) r=2
1, (Vm + J_Z?.:Ei)/z (2,3} 2L = u ou Vv
Agora VEremos algumas consequéncias, bastante

interessantes, do teorema 3.

¥
COROLARIO 1 : Se m > 0, K = k(¥n) tem base integral sobre k ¥n, se
e somente se, vale uma das condigBes abaixo:
I})m =2 oup

2)[111 = 2p ou pg com p = q] e N(e) = 1.
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DEMONSTRACAO:

«: 1)Quando m = 2 ou pentdo A =1 oum f{logou =1

ou m), logo pelo teorema 3 temos © que queriamos provar.

2) 1)Quando m = 2p e Nle) = 1, do Lema 2 temos:

Ye = syu + t¥v com mdelu,v) =1 e uv = m.

logo ou ou vice-versa.

u=4j3j e v=2p

Se n & impar entdo A = 1 ou p que implica em

22 =1u ou vV, Logo pelo Tecrema 3 obtemos o resultado pretendido,

Se n € par entdo A = 2 ou 2p , assim se 1'nln1 54 1
obtemos A = u ou v e pela parte (a) do Teorema 3, estd
demonstrado. Mas se mn =, 3 como K = @WVm , lenll temos que

Pl=m1edai A=p ou 1, logo 2x =u ou v . Pela parte (b)

do Teorema 3 verifica-se o resultado.

)Quando m = pg com P =, a e N(e) = 1 entdac como

p=,q temos quu m =pg = 1, e do Lema 2 temos que

Ve = s¥u + ¥ com mdefu,v) =1 e wuv = m , portanto
u=p e v=4g
ou ou vice-versa,
u=1 e v =pg
e mais A =1 p,q ou pg = A =1 u v ou m. Desta

maneira utilizando a parte {a} do Teorema 3 obtemos ¢ resultado.
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= : Supondo que existe base integral da extensdo K/k,
note que se m tem trés ou mais primos {mpares como divisores,
entdo existe para A, pelo menos oito possibilidades dependendo da
conveniente escolha para n. Mas pelo Teorema 3 somente existe

guatro valores que A pode assumir.

Se m = 2pq €& andlogo ao anterior.

]

Sem = pg com p = q e r-= I entdc quando n é par,
temos pela parte (a) do Teorma 3 gque nfo existe base integral para

a extensfo K/k: o que também ocorre ser =2, A =p e n Iimpar,

pois,
n= 1
a4
ou
n=3 = mne=E 1l
4 114

e portanto (a) ndo se verifica.

Finalmente quando m = 2p ou pg com N(g)} = -1, se
A=p e n=1 = a parte (a) do Teorema nio se verifica ,

pois n&o nos & possivel usar o Lema 2 g

COROLARIO 2 : Se k tem numerc de classe fmpar entdo K = k(vVn)

possui base integral sobre k, Vn.
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DEMONSTRACAO:

Sabendo que k = Q(vm) possui nimero de classe {mpar, se

e somente se, m = 2, p, 2}:-1 ou plp2 com pI 54 pz E‘ 3 .

Podemos entdo ver que guando m tem um divisor primo

q -34 3 ent30 e tem norma positiva, pois se ¢ = a + b/m e

N(g) = =1 temos gque az-— bzm = -1 e portanto az Eq—l, que é absurdo
_ q-1/2

(iembre que [é ] = (-1) e q = 3). Assim imediatamente do

corolario 1 obtemos o resultado proposto g

COROLARIO 3 : Se k € um corpo quadratico entdo vale apenas uma das

condigBes abaixo:

i)JTodas as extensfes de corpos, biciclicas

biquadraticas K, possuem base integral sobre k.

i)Existemn infinitas extensbes K gue possuem

(ou néo possuem) uma base integral sobre k.

DEMONSTRACAO:

Imediata dos Teoremas 2 e 3, e seus corolarios g
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APENDICE

Como  dissemos no capitulo 3, neste apéndice,
demonstraremos o Critério de Mann e o Lema 3.1. Para isto vamos
considerar sempre a seguinte situagio: K/k extensdo de corpos, A
um subanel de k tal que A& & algebricamente fechado com cfr{d) = k

e B o fecho inteiro de A em K.

TEOREMA 1(Criterio de Mann): Sejam K/k uma extensdo quadratica,

com chik) = 0 &) Dy, © ideal discriminante da

extens3o. Entdo existe uma base integral de K/K , se e somente se,

K = k(vd), onde Dy /e = 9B
DEMONSTRACAO :
» : Podemos escrever K = k(¥a), com a € k pois a

extensio é quadratica.

1} wvale igualmente para chk # 2 [03].

68



R
]

xl+x2v’e_1
Seja com X, ¥y € Kk,
B=y +yVa

tal que {a,8} seja uma base integral de K/k.

Pelc teorema 9, do capitulo 1, temos : D[K/k = dA onde
o B 2
2
d = D{e,B) = = [zﬁ(xzyl - X1Yz)]
« B

portanto

vd = Zﬁ{xzyl - %y,

Se (xy - lez) # 0 entio K = k(¥d}) , o que se

1

verifica pois {,B} é base.

« : Temos por hipétese que K = k(¥d) com bﬂ(/k-:' da.

Note que se ¥ = x + y¥d , X, y € k e v € B entéo

¥
2y = Trj—-| € A. De fato pois podemos supor que y # O e neste

vd

caso {1,7} € B & base de K/k com D{1,y) = (2y)%d e Dy /= A Logo
(2)')2 € &, mas 2y € k e A é integralmente fechado, assim 2y € A.
Seja {«,B} £ B, base de K/k tal que:

com X ¥ e k.

. {a=x+x‘f5
1 2

B=y +yyd
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Observe gque :

Ba = (xlyl - )rzxzd} + { X,¥, - ylxz)\/& €A

{ o )
N(fx}=xf-dxz eh, Trj—|=2x, ea
LﬁJ
F31
2
N(Bl=y1-dy2 e b, Tr—=2y2 s A
kVEJ

Tr(Ba) = 2(xly1 - yzxzd} € A

2
D(a,B) 4-ci(x2y1 -xlyz) € A

Resolvendo o quadrado obtemos:

D{e,B) = 4d[x:N[B) + yzN(oc} - xzszr[BE}] =

o 2 B z o B
= | |Tr|—1| N(B) + Tr{—| N{a) - Tr}—| Tr|—| Tr(Ba)}d
vd vd vd vd

o
Seja b o ideal de & gerado pelo conjunto {Tr [—h-] & € IB}

AFIRMACAO : h = A.

De fato se {a,8} € B é base de K/k entdo temos

De,B) € fll)le,k e portanto Dla,B) = bd para algum b € & Por

outro lado, observando a igualdade (*) vemos que D(a,8) = f)zd,
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isto é,DMa,B) = bd, com b € bz. Agora, como DIK K di, temos

m .
d =§ «:ID[acl , Bl] , onde c € A, {ai s Bi} S B e & base de K/k.

et

1=1

Mas comoe ja vimos D[oci_ , Bl] = bld , com bl € l‘)2 , logo
m m 2
d=|% c1b1 d e assim ¥ r:ib1 =1, com ce Ae ble b, portanto

1=1 1=1

he= & , isto &, b = A.

Portanto existem « € B , x € & , para 1 = L..m tal
C!’.l &’.2 o
que: 1=a:ITr——~+ccTr—~—+...+a:Tr—m=
vd vd = vd

' m m
Assim vd =} ca - ¥ o
i=1 1=1

m
Somando e subtraindo Y o temos:
1=1

m m _ m m
vd = 2 )Ela:locl - 1);10;‘[“‘ + ocl) = 21)_:1.{r:l|::cl - l)-:1«.1:1'1'1'{0:1]
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Como « € B Vi e A ¢ integralmente fechado,

m
TR(ai) € A Vi. Chamemos b = - ¥ a:lTr(al) entio b € A, pois também
i=1
r < A
i
m
Portantc:\/&—b=2}:mim152EB, I.ogcu:::=M iz B
1=1 2
com b € A e também,
2
vd - b
1 « 2 1 —_—
2
o = d
1 o 1 -¥d — b
2
Portanto 1, M ¢ base integral de K/K 3
2 .

Provaremos agora o Lema 1 usando as bases integrais

obtidas no capitulo 2.
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LEMA 1 : Sejam K = @(vVm,vn), k = ovm) e Dy, © ideal

discrimimante de K/k. Como sempre & & o anel de inteiros

de X e B o anel de inteiros de K.

i) Se n =, 1 ou mn=, I entdo
Psk = 2B
i) Se n = i € m = 1 entiao
D/ = 4B
Hi) Se m 554 1 , n 34 1 e m 0 Z, 1 entio
I)ﬂ(/k = 2n A
DEMONSTRACAO:

Iniciemos observando que, tomando m = Aml e n= hnl '

iemos:
a]mdc(h,ml) = mdc(nl,ml] = mdc(?‘,nl) = mdc[m,nl) =1,

v)Como K = @(Wm,vn) = @(Vﬁ,\lmlnl), podemos trocar

D por mn sempre gue necessario.

c)D

A2mZn?7 ou 16A°m°n%Z ou 64A%m’n’T.
K/Q 171 11 171

9Dy g

hmlz ou 4?\11112.
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1) Pela observagio (v} podemos supor que n E4 1. Tomemos
p € Z primo e p!nl. Pelas observagbes (a) e (d} podemos concluir
que:
1) pA = fPlle , onde IP1 # stéo ideais primos de A
ou

2) ph =P , sendo P primo de A,

Por (c), p DIK e portanto p se ramifica em B, isto é&,

/0

1) pB=FFB=J0Q

onde efg = 4 , e = 2, e os Q] sdo ideais primos de B {ver
Teorema 7, capitulo 1). logo e = 4 ¢é impossivel, pois
EPIIPZIB = pB = ﬂ}: implica em IP1 = an A= Pz que & absurdo, portanto
e=2 e g=2 assim pE=PPB =00 ,com@ nA=P e

e P

K/k . D logo

K7k °*

02 nah= IP2 . Disto obtemos que IPI D

p&|D Repetindo isto para todo plnl temos que nlm|§DlK skt ©Y

K/k -~

seja , SDIK/RQ nlm

ou

_ £
2) pB = FB = [j O,

onde efg = 4, e= 2, e 08 ﬂx séo ideais primos de B. Logo € = 4.
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Assim pB = PB = ﬂ“, com @ n & = P. Disto obtemos que

PIDIK/}: » logo pA|D Repetindo isto para todo pln1 temos que

Kk *
nlﬂ DIK/k , Ou seja DIK/k < nl.&.
1 +vn (2)
Agora, note gque, se tomarmos & =
2

e B = ‘-“mlnl teremos que D{l,a} = n e D(LB) = 4m1n1. Logo
nk < i)l}(/k e 4m1n1ﬂ < DlK/k' Porem mdc(4ml,n) =1 e
portanto 4mlﬂ + nA = A

Finalmente obtemos que :

nlﬂ = 4mln1& + nlnﬁ < DIK /k

como queriamos.

11)Observe que este caso se resume a (m,n) = (1,2} ou

(1,3).

Temos 4n = D(1,vn) € :DIK/

k€ 4m1n1= D{l,\/mlnl) € DIK/k .

Assim da observagio (a), AA + mlﬂ =& e 4n1?m + 4n1m1& = 4nIA,

portanto 4n1m s :D!K Ik

Para provar que le/k < 4n1.& , vamos primeiro considerar

o caso (m,n) =, (1,2). Sabemos que neste caso,

2y e B |pols n541 .
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é uma base integral de B/Z.

Tome agora « € B, 8 € B tal que {a,B} seja uma bage da

|+ Vi v+ vmn
extenso K/K. Logo @ = 2 + z [—«——l +zvn+ 2z |— 11
0 1 2 2 3 2

vn + v’mln1 3+
R N S~ [—_q sbtemos:

com zo, 21. zz, z3 e Z. Mas como 5
2
=y + yzvfﬁ, com y € A e Ayz € A. Analogamente temos gue
B=w +wyvVn ,comw €k e Aw_ € A.
1 2 1 2
Agora calculando ¢ discriminante de {e«,8} obtemos:
2 (Ay w - Ay w ]2 2
_ _ _ 2 1 172 4%
D{a,B) = [2(y2w1 wzyl)] n = 4n = =D € D[K /K

onde X = ?\yzwl - szyl € A
Portanto  concluimos que MDIK/k < 4111& ;  mas
d = i = P
m c(l,4n1) 1, assim A4 + 4n1& A e ADIK/R + 4n1DK/k :DIK/k'

Obtemos portanto que fDIK Ik Lt 4n1&.

Agora no caso (m,n)} 54(1,3] temos que

1 + vym vh + vimnn
1’_“_'*v'mn!_‘_'“_'_u
2 11 4

é base integral de B/Z, portanto trocando n por rmlnl podemaos
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repetir a prova realizada e teremos fDIK/

K & 4nlﬂ.

11)Observe primeiramente gque se (m,n) = (2,2) entdo
m1n154 1 ou 3, mas o caso mllnlE‘.r 1 estd excluido. Assim trocando

n por mmn , se necessario, podemos supor que (m,n) = (2,3) ou

(3,2).
Mostremos que 2n1ﬂ < ﬂx(/k' Comecemos com © caso
vm + Vmn
(m,n) =, (2,3). Aqui seja & = — "~ & B e assim
2
D(l,a) = mn € DIK/}: . Também é sabido que 4n = ‘fi?ln1 € D[K/k'
Chamemos m = 2s com mde(2,s) = 1 e portanto
26 + sA =R e entdo

2nNAA =4n AR + 2sn AR = 4nAA +mn- AR € D .

1 1 1 1 11 K/k
Agora AR + mlm = A e ZnI& = 2n1?uﬂ + 2mln1ﬂ [= i)JK/k

@ entio ZnI& < I)B(/k

Fagamos agora o caso (m,n) =, (3,2) .

Como 4nxh [ Dﬂ(/k’ 4&11111'1l € ﬁIK/k e Al + mlm = A, temos
vn + vmn
que 4111& = fDﬂ(/k' Tomemos a = —-—2~— € B e como pode ser

visto :

D(Lea) = 4a” € DIK/k , Ou seja ,
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D{l,&) = n + nm + 2n11/5 = nlfk + ml) + ZnI\/n-*x ,

mas observe gque sendo m = 3 em= ?u'n1 entdo A 2 m

portanto A + m =, O e assim (A + mlin1 € mIK/k e por

conseguinte, 2nl1/ﬁi € D,

Agora mde(m,2) = 1 e portanto 2R + VmA = & , logo

4nf + 2nvmA = 2n A e desta forma obtemos que 2nA € D .
1 1 1 1 K7k

Mostremos para finalizar que DIK/k < ZnIﬂ.

1)Caso (m,n) = (2,3) .

Neste caso temos como base integral da extensao K/@ o

con junto:

1/13+1/m1n
1,vm,vn, —— 21},

2
Tomemos «, B € B tal que {«,B} seja base de K/k.

vm + vm n
Observe que o = z + zl\/m + zz\fﬁ ‘2z,

2

2z + (221 + 23}\/11_'1 (27&22 + 23\/13) -
= + n ,
2 2A

com zl € 7 Vi.

Disto temos:
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@=y + y21/r_1 , onde 2y, = a+ b1

sendoa, a e 2Zeb,b eZ comb = b .
1 2 1" 2 1 2 2

Do mesmo modo, 8 = W+ wzv’r_l , onde Zw1

22w =c +dvVm,sendoc,c €2Zed,d eZ comd = d .
2 2 2 1’ 2 1’z 1 2 2
2
2 (4Ay w -~ 4aw vy }
z 1 2”1
Agora D[a,BJ=[2[yw ——yw)]n= n
2 1 12 2
. 4A
x'n
ou seja , DHeB) = —, onde X = 4Ay.w - 4AWYyY e
4 21 1

portanto x = (a_ + szﬁiJ{cl + dlﬂJ ~(a + blv’ﬁ}(c2 + dz\frﬁJ.

Fazendo as contas temos:

x=ac -c¢ca +bd -bd)m+(ad+cb -cb -da WVm
21 1 21 1 2 21 1 2 21 21

= ¢ = ¢, =5 0, temos:

3 x = 2(2a + b/m),

coma, beZ.

Portanto x°= 4(4a’+ b°m + 4abvm) e uma vez que m = 0]

obtemos que: x’= 8(c + dv/m) com ¢ , d € Z. Assim
x°n

Dlo,B) = 1= 21-1_(0_*'_‘3_@
4x oo

Como D{o,B) € A e mdc{2n1,AJ = 1 temos an.‘.& + A/ = A,

+ dvm
= ¢

entdo [‘—:*—Td-@lﬂ:: D{a,B)& + (c + &¥m)A € A e portanto P—A———— A.
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Assim Dig,B) € 2nlM, isto &, le/k < anm.

2)Caso (m,n) = (3,2) .
Aqui o conjunto { 1, vm , vn , — !t} & uma base

integral da extensio K/Q.

Tomemos «,8 € B tal que {{x,B} seja uma base de K/k.

ym + lenl
Assim « =2z +2z¥Y¥m +zVn+z |——
o ‘1 2 3 2

thz + I’lz3 + 23\/1‘3
=z + zl\/ﬁ +vn ,
2A

com z € Z Vi, isto ¢, @ =y + yszﬁ , onde y = z+ zlv’rE e

2?[y2=a +bvm,coma belZ e aEZb,poisilEzl.

Do mesmo modo

B=w1+w2\/r_1,ondewl=xﬁ+x1\/ﬁ e 2.\w2=c+d\/ﬁ1_,

comc, deZ e cszd.
2 (2ay,w- 2wy )*
Agora Dla,B) = [Z(y W -y W ]] n = n
_ 2 1 1 2 22
2
x"n,
ou seja , MHe,B) = . onde X = ZJ\yZWl - lezyl e
N )
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portanto X = (a + b\/ﬁ](xn + xltfrTl) - (c + dﬁﬁ)(z0 + 211/5), isto &,

X = ax - ¢z + (bx - zdm + {(ax + xb - cz - dz Wm =
0 o 1 1 1 0 1 0

=t + svm.
Sabido que m 52 , a= b ecs=
= + - + =
t= :-JL[x0 xl) (:(zo zl) , S
> x%= t% s%m + 2tsvim = 2y

x o 2n1y
com y € A. portanto D{a,B) =

A A

€ A, comy € A

Logo A = D(a,B)A + yA € A e assim % c A

>t

, ou seja,

D(x,8) € 2n1ﬂ e portanto concluimos que D

K/k < 2nlm N
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