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INTRODUCÃO 
• 

Na Teoria dos Números Algébricos existe uma questão 

bastante clássica, que indaga : "Quando um corpo !K, de números 

algébricos, possui uma base integral sobre um subcorpo k ?", ou em 

outras palavras "Quando ID, o anel de inteiros do corpo de 

números algébricos IK, é um UI-módulo livre de posto finito, sendo IA 

o anel de inteiros do subcorpo k ?", 

Motivados então por este questionamento, este trabalho é 

a resposta completa e explicita , no caso em que IK é um corpo 

biquadrático bicíclico 
([) 

(isto é, IK = ID(v'm:,Yn) com O o corpo 

dos números racionais; m,n E Z , livres de quadrados e distintos) 

e k é um corpo quadrático (isto é, k = ID(Vrn) com m E 71. e livre de 

quadrados), portanto subcorpo de IK. 

Assim temos as extensões quadráticas IK/k e k/10 , e 

também a extensão biquadrática biclclica IIVIQ. 

lJO nome blclcllco se deve ao h.to do Grupo de Galois de IK/IQ ser 

Isomorfo ao Grupo de Klein. 
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Nosso capitulo primeiro é somente uma recordação de 

resultados básicos da Teoria dos Números Algébricos, os quais são 

o embasamento deste trabalho. Também o capitulo 1 se destina à uma 

unificação das notações por nós utilizadas. 

Inicialmente trabalhamos com as extensões biquadráticas 

bicíclicas, ou seja, as do tipo !K/0 com IK = O(.rrri,iil). Este estudo 

constitui nosso segundo capitulo, que está baseado no trabalho de 

K. S. Williams (06]. Note que, com relação à este tipo de extensão 

a questão inicial é trivialmente respondida, pois li. - o anel de 

inteiros de IQ - é principaL Porém, como dissemos no inicio, nossa 

resposta será expllcita e para isso usamos a congruência módulo 4, 

uma vez que os inteiros m e n são livres de quadrados, obtendo 

casos de acordo com m e n serem congruos à 1, 2 ou 3. 

Estudamos cada caso apresentando urna base integral, fazendo também 

a caracterização do anel dos inteiros do corpo IK. 

Já no capítulo 3, baseados nos resultados contidos no 

trabalho feito por R. H. Bird e C. J. Parry [01], passamos a 

estudar as extensões quadráticas IK/k, onde k é um corpo de números 

quadrático real (m >O) ou imaginário (m <Ol. Neste instante nos 

deparamos com resultados essenciais cujas provas encontradas na 

literatura em questão, envolvem um conceito mais sofisticado, a 

saber, o diferente. Assim, visando o caráter elementar deste nosso 

trabalho procuramos demonstrá-los sem esse recurso. Conseguimos o 

proposto, porém as demonstrações, um tanto longas, foram inseridas 

no apêndice para que não se perdesse a unidade do capitulo. 
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O capitulo 3 ,portanto, nos apresenta respostas à 

pergunta feita inicialmente considerando, como no anterior, apenas 

condições sobre m e n, explicitando uma base integral sempre 

que ocorra sua existência. 

Note que nosso estudo não engloba todos os casos de 

·çxtensões de grau quatro. Blair K.Spearman e Kenneth S.WUliams 

[051, fazem o estudo onde IK é quártico ciclico. 

Entendemos que este é um bom elo deste trabalho com 

outros que porventura possamos fazer. 

O que nos motiva nesta linha de estudo é seu caráter 

atual. 
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' 
CAPITULO 1 

RESULTADOS GERAIS SOBRE ANEIS DE INTEIROS 

!.l.INTRODUÇÃQ, 

Este capítulo tem por objetivo a introdução do leitor 

à notação usada neste trabalho e também uma breve recordação de 

resultados básicos da Teoria dos Números Algébricos, nos quais se 

baseiam os resultados obtidos neste trabalho. 

Na maioria das vezes apenas enunciaremos os resultados, 

uma vez que a demonstração dos mesmos encontra-se na literatura 

básica de Teoria dos Números Algébricos [02],[04]. 

Consideraremos lll o corpo dos racionais, 71. o anel de 

inteiros racionais, IA anel comutativo com indentidade e sempre que 

IA for domínio, cfr(IA.) será o corpo de frações de IA. 

DEFINIÇÃO 1: Seja IA domínio, IK = cfr(DI) e !L/IK uma extensão de 

corpos. Chamamos de f..echo intci.rta de IA em fi..., ao 

domínio 7i. = { a:. e 11... ; a: é inteiro sobre IA } . 
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DEFINIÇAO 2: O domínio IA será dito dom1..nic ~ fechado 

quando tornando-se n__ = IK tem-se "'j. = IA. 

PROPOSIÇAO 1: Seja !L/IK extensão algébrica de corpos e IA ~ 1K 

subanel tal que cfr(IA) = IK. Então j., o fecho inteiro 

de IA em n.., satisfaz: 

a) cfr("'j.) = n... 

b) 7Ã é integralmente fechado. 

c) Se IA é integralmente fechado, então 7Ã f\ IK = fA. 

Considere. agora, a seguinte situação: IB/IA é uma 

extensão de anéis tal que IB é um !A-módulo livre de posto n. Assim 

existe uma base livre [ = ~ei' ... ,enf de IB/IA. Para a: e IB, 

considere a transformação !A-linear ma: , dada por 

• -->· 
e tome IM = (a

1
J) matriz dada por ma: (e

1
) 

n 

= E alJeJ 
J = 1 

. Como sabemos 

o traço de IM e o determinante de IM, não dependem da particular 

base [. Assim definimos: 

DEFINIÇÃO 3: Seja a: e IB, chamamos o i.rta.cd de a:, ao traço de IM e 

denotamos TZ. IB/IA (a:). Chamamos noruna de a: ao det(IM), 

denotada por NIB/IA (a:). 
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TEOREMA !:Sejam n..IIK urna extensão de corpos de grau n, n.. s;; K11
, 

(Ka corpo algebricamente fechado), chiK = O ou finita 

n n 

Se a:: E lK então Tr n_I[K(a:) = L JL
1 
(a::) e 

1=1 

NILIIK(a::) = n 1-ll (a::). 
I =I 

COROLARIO 1.1: Nas condições do teorema 1, se a:: E n.. é inteiro sobre 

IA então TriLIIK(a::) e NILIIK(a::) E lK e são inteiros sobre IA. 

DEFINIÇAO 4: Sejam IB/IA urna extensão de anéis, IB é IA-módulo livre 

resultado: 

de posto n e (a: •... ,a:: ) 
1 n 

e ~·. 

((a: •... ,a: ) 
1 n 

= det(Tr(a:: a::)) E IA, para l,J E {l, ••. ,n}. 
l J 

Definimos o 

como sendo 

Nas condições da definição 4, temos o seguinte 

n 

PROPOSIÇÃO 2: Se (11 , ••• ,11 ) E !Bn e 11 = ~ a a:: , então 
TI Tn Tj L. lj i 

I =1 

D(~ , ...• ~ ) = [det(a >] 
2 

D(a:: , ... ,a: ). 
1 n lJ 1 n 

DEFINIÇÃO 5: Sejam n..IIK extensão de corpos de grau n, IA subanel de 

lK, IA integralmente fechado tal que cfr(JA.) = lK e !B o 

fecho inteiro de lA em n... O ideal de IA gerado por 

onde ~a:: , ... ,a: t s; IB e é base de ll..IIK } é 
1 n 

chamado o ideal ~ de IB/JA.. Notação: !DIB/JA. . 
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OBSERVAÇÃO I: Quando IB é IA-módulo livre vemos pela proposição 2 

que VIB/IA = diA 

1 a: , ... ,a: f é base de m/ A. 
l 1 n 

e 

PROPOSIÇÃO 3: Na situação da definição 4 se IB é um lA-módulo livre 

e (a:: , ... ,a:: ) e 18° 
1 n 

então i !t •... ,a: r é base de !13/01, 
1 n 

se e somente se, d = D(a:: , ..• ,«: ) 
1 n 

gera o ideal discriminante, 

isto é, vlB/01 = diA. 

Uma outra forma de calcular D(a:: , •.. ,!t ) aparece na 
1 n 

seguinte proposição: 

PROPOSIÇAO 4: Sejam n../OC extensão de corpos chiK = O ou finita, 

[lo~] = n, { }

n 

~ = 
l l ==l 

onde IC é corpo 

algebricamente fechado e n.. !i; C. Se {a:
1
}n é base de IL/IK então 

1==1 

TEOREMA 2: Sejam IA dominio integralmente fechado, IK = cfr(IA) tal 

que ch(IK) = O, In..:IK] = n e li. o fecho inteiro de OI em n... 

Então 7Ã é um IA-submódulo de um IA-módulo livre de posto n e também 

7Ã contém um IA-módulo livre de posto n. 

Usando o Teorema de módulos sobre domínios principais 

obtemos o corolário a seguir: 
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COROLARIO 2.1: Se IA é dominio principal, 1K = cfr(IA), ch(lK) :::: O, 

!1.../IK extensão de corJX)s tal que [!l...:IK] = n , então 

IA é um IA-módulo livre de posto n. 

- ' ' 
DEFINIÇAO 6: Chama-se CCil.pO de fl.U.ffi.e!1,0ó ai.q.e.&rU.c.cló à toda extensão 

IK de grau finito de «J, Chamamos de an.el de int.ei.ltaó de 

IK ao fecho inteiro de Z em IK. 

Usando o corolário 2.1 obtem-se: 

COROLARIO 2.2: Se IK é um corpo de números algébricos de grau n e IA 

é o anel de inteiros de IK então IA é um Z-módulo 

livre de posto n. 

OBSERVAÇÃO 2: Nas condições do corolário 2.2 temos que existe um 

único número d e Z tal que d >O e 'D IA/71. = dZ. Tal 

número d é chamado de o di..6.c.rl1.m.i a&M~ de IK. 

O corolário 2.2 sugere uma outra consequência importante 

do Teorema 2, a saber: 

PROPOSIÇÃO 5: Se IA é um domínio noetheriano e integralmente 

fechado, IK = cfr(IA), ch(lA) = O e !1.../IK uma extensão 

finita de corpos, então IA, o fecho integral de IA em !L, é 

noetheriano e integralmente fechado. 
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Neste trabalho estamos interessados em anéis de inteiros 

que, pela proposição 5, são noetherianos. Lembramos que um anel 

noetheriano se caracteriza pelo fato de que todo ideal é 

finitamente gerado. Assim agora faremos algumas observações à 

respeito dos ideais de um anel noetheriano IA. 

DEFINIÇÃO 7: Sejam IA um domínio e IK = cfr(JA}. Um subconjunto I de 

IK é dito ideat j.rta,c.i.crtall.i.c se é um IA-submódulo de IK 

e se existe d e IA, d ~ O tal que di s;; IA, isto é, I = 

um ideal de IA. 

J 
d onde J é 

Observe que quando IA é um domínio noetheriano, um ideal 

fracionário de IA é um A-submódulo de IK finitamente gerado. 

Agora, dado um domínio IA, se chamamos i!(IA} o conjunto 

dos ideais fracionários não nulos de IA, então em íJ(A) podemos 

definir, de maneira natural, uma multiplicação. 

Se I e I e ij(~) então por definição 
1 2 

I I ~pxy x1 e I e y e I} 1 2 I I 1 I 2 
l==l 

Com esta multiplicação ~(A) se torna um monóide cujo elemento 

neutro é IA. Uma pergunta natural seria: Quando lj(IA) é um grupo? 

Esta pergunta, motiva a definição de domínios de Dedekind. 

9 



DEFINIÇÃO 8: Um domínio IA é dito do1111..n,U, de 1Jedeki..nd se: 

I) IA é noetheriano. 

u) IA é integralmente fechado. 

m) Todo ideal primo não nulo é maximal. 

A motivação feita anteriormente é obtida do seguinte 

fato. 

TEOREMA 3: Sejam IA um domínio de Dedekind e p o conjunto dos 

ideais primos não nulos de IA, então temos: 

a) Todo ideal fracionário, I, não nulo de IA se 

escreve, de maneira única, na forma 

qualquer P e são quase todos nulos. 

n 

I =-rr- P P , onde 
pe!J 

n e 7l para 
p 

b) ij(IA) com a multiplicação é um grupo abeliano. 

OBSERVAÇAO 3: Sejam IA um domínio de Dedekind e 1K = cfr(IA). Um 

ideal fracionário f) de IA é dito principal se b = Ç,IA, 

onde E e IK e E ~ O. Considere P(IA) o conjunto dos ideais 

fracionários principais de IA. É fácil verificar que :?(IA) é um 

subgrupo de ij(Od. O grupo 3-WAJ:= é chamado de o ~ de 

O próximo resultado é motivado pela definição de dominio 

de Dedekind e pela proposição S. 
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TEOREMA 4: Se IA é um domínio de Dedekind, IK = cfr(/A), ch(IA) = O, 

B../OC uma extensão finita de corpos e 7Ã é o fecho inteiro 

de IA em n.., então lÃ é um anel de Dedekind, mais ainda, existe um 

IA-módulo livre de posto finito IB tal que IA s= lB e portanto l é um 

IA-módulo finitamente gerado. 

Uma consequência natural do teorema 4 é 

COROLARIO 4.1: Se IK é um corpo numérico então o anel de inteiros 

de IK é um domínio de Dedekind. 

Considere, novamente, a situação; IA é um domínio de 

Dedekind, IK = cfr(IA.), ch(IA) = O, IL/OC uma extensão de corpos de 

grau n e 18 o fecho inteiro de IA em n... Como já vimos 18 é um dominio 

de Dedekind, assim se P é um ideal primo não nulo de IA então o 

ideal gerado por P em 18, isto é, PIEI se escreve de maneira única na 

' e 
forma : Pl8 = 1í Q

1 

1 

!=o 
onde os Q

1 
são ideais primos de IB, dois à 

dois distintos e os e são inteiros maiores ou iguais à 1. 
I 

PROPOSIÇÃO 6: Na situação acima os Q são, exatamente, os ideais 
I 

de 18 tais que Q
1 
n IA = P. 

Considerando ainda a mesma situação observe que pelo 

fato de, Q n IA = P e 18 ser um IA-módulo finitamente gerado; temos 
I 

• que p ~ pode ser considerado como subcorpo de -­
O, 

11 
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[ Q ~l _Ap] -- f1 < co . Tal f
1 

é chamado Q!WU de Utertcia de Q
1 

M&rt.e IA e o e que aparece na fórmula de PIB, é chamado de Uuli.ce 
I 

de IU1lTllfLc.at;. de Q M&rt.e IA. Observe ainda que 
I 

P!B n IA = P, assim 

A ~ p se identifica como um corpo contido em PIB e portanto ~ 

p~ é 

um espaço vetorial, e denotaremos por [ ~~' +] a dimensão 

de sobre 

TEOREMA 5: Na situação descrita acima temos: 

onde n = [D...:!K] e f = [ Q~ ' PA ] 
I I • 

Dentro desta mesma situação, damos as seguintes 

definições: 

DEFINIÇAO 9: Dado um ideal primo não nulo P de IA dizemos que: 

a)P óe ll.aiTtLfica em 1B se existe I E IN tal que e?!! 2. 
I 

b)P é dito inertie se PIB é ideal primo, isto é, s = 1 e e= 1. 
I 
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TEOREMA 6: Sejam 11... e IK corpos numéricos tais que [ll...:IK] = n. 

Considere IA o anel de inteiros de IK e IB o anel de 

inteiros de 11... ( IB é também o fecho inteiro de IA em 11...). Então temos 

que um ideal primo não nulo P s; IA se ramifica em 18, se e somente 

se, :OIB/IA s; P. 

Note que se a extensão 11.../IK é Galoisiana e [ll...:IK] = n 

tem-se um resultado mais forte que o Teorema 5, a saber: 

TEOREMA 7: Seja 11.../IK uma extensão de corpos galoisiana de grau n, 

onde ch(IK) = O. Considere IA um domínio de Dedekind tal 

que cfr(IA) = lK e 18 o fecho integral de IA em 11.... Se P é um ideal 

primo não nulo de IA e ' " p~ =lí Q I 
I 

1""0 

então .e = 
I 

=.e =.e, 
' 

f= ... = f 
I ' 

Agora, como o caso IK = ID(Vrn), onde m e Z e m livre de 

quadrados é fundamental neste trabalho vamos apresentar dois 

resultados essenciais a respeito dele. 
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PROPOSIÇAO 7: Seja IK = a:t(v'ffi), onde m e z ,m ~ O e m livre de 

quadrados. Seja IA o anel de inteiros de !K então 

temos: 

a.)Se m = 2 ou 3 então IA = 7l. e Z{v'íii:). 
4 

b)Se m = I 
4 

e.§] entãoiA=ZeZ 
2 

ou seja, 

~ ~{a + bVrn 
, a, b e Z e a =2 b } . 2 

PROPOSIÇAO 8: Nas condições da proposição 7, se P e Z é um número 

primo então: 

l)P é decomposto em IA, isto é, PIA = Q Q 
1 2 

e 

ou 

e 

onde IF é o corpo com P elementos. 
p 

u)P é inerte em ~. isto é, p~ 

{ 
p ~ 2 e m 

ou 

p. 2 e m 

m = I • 
m E rz 

p 

~ Q 

= 5 • 

" 
i-2 

p 

se e somente se, 

se e somente se, 

m)P se ramifica em IA, isto é, PIA = Q
2 

, se e somente se, 

m = 2 ou 3 
4 
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Agora gostaríamos de falar um pouco sobre as unidades de 

um domlnio IA. 

DEFINIÇÃO 10: Dado um anel IA. Dizemos que u E IA é uma un.W.ade de IA 

. -1 -1 
se existe u E IA tal que uu = 1. O conjunto das 

unidades de IA denotaremos por 'U(IAl. Note que 'U(O!) é um grupo 

multiplicativo. 

Observe que, dados um domínio IA e d 
1 

ct
2 

E IA tais 

e d ~ O então d O! = d IA , se e somente se, d = ud 
2 1 2 1 2 

com u E 'U(IA). Portanto se estamos interessados em escolher um 

gerador apropriado para um determinado ideal principal de IA é 

natural que o conhecimento de 'U(IA) ajuda muito. O fato é que 

quando IA é um anel de inteiros de um corpo de números lK, 'U(IA) é um 

grupo com uma descrição bastante boa. Vamos, agora, apresentar tal 

descrição. 

PROPOSIÇAO 9: Dado um corpo numérico lK. Considere IA o anel de 

inteiros de lK e a: E IA. Então a: e 'U(IA) , se e somente 

se, NlK/I!l(a:) = ±1, ( a: e 'U(IA) também é definido como sendo unidade 

de lK ). 

15 



Quando lK é um corpo numérico e [OC:O} = n, sabemos que 

= n, onde c é corpo dos números complexos e 

Iso(IK,C) = ~ 1.1. : IK -- C , J.L isomorfismo de IK em C t· 

DEFINIÇÃO 11: Dado J.L e lso(IK,C), dizemos que fl é um isomorfismo 

real se J.L(IK) s;; IR. 

OBSERVAÇÃO 4: Se 1.1. e lso(IK,C) então podemos definir P. : IK -- C, 

por p_(a:) = J.LCa:) = conjugado de f.L(a:), onde a: e IK. 

Observe que fl é real, se e somente se, fl = ll J.L é 

chamado o isomorfismo conjugado de fl. Assim se r é o número de 

isomorfismos reais de OC em C e t é o número de isomorfismos não 

reais e não conjugados de IK em t então n = [IK:tl} = r + 2t. 

Agora estamos em condições de enunciar o Teorema de 

Dirichlet a respeito das unidades de um corpo numérico 

TEOREMA 8 ( TEOREMA DE DIRICHLETl: Sejam lK um corpo numérico tal 

que [IK:O] = n ; r, t definidos como na observação 3 e IA 

o anel de inteiros de IK. Então o grupo das unidades 'U(IA) é 

isomorfo à zs x 6 , onde s = r + t - 1 e IG é o grupo finito 

f armado pelas raizes da unidade que estão contidas em IK. Mais 

precisamente, existem c , ... ,c e 'U(IA) (chamadas unidades 
1 • 

fundamentais), tais que para todo u E 'U(IA) existem únicos 
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' , ... ,, e Z e único Ç e IK com Çm = 1 para algum natural m, tal 
1 ' 

Voltando ao caso IK = ID(v'rri), m E Z e m livre de quadrados 

temos que o Teorema de Dirichlet se traduz em: 

PROPOSIÇÃO 10: Sejam IK = ID(r'rn) e fA o anel de inteiros de IK. Então 

temos: 

a)Se m )0 então U(fA} ~ ~ ±1 r X Z , e neste caso o grupo 

das unidades positivas de IK é isomorfo à Z. 

b}Se m <O, m * -1 e m * -3 então 'U(fA) = ~ ±1 r. 

e)Se m = -1 então 'U(fA) = ~ ±1, ±1 r. 

d)Se m = -3 então 'U(fA) = {[ 1 +2JV3J' j = o, ... ,s}. 

OBSERVAÇÃO 5: Se m >O e c é uma unidade fundamental positiva de IA 

então c 3 
= a + bYffi , com a, b e Z , mesmo que m = 1 

4 

(veja [04], p.76l. 

Para encerrar este capítulo gostariamos e enunciar e 

provar um resultado que será fundamental para o transcorrer do 

trabalho. 
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TEOREMA 9: Sejam IL/lK extensão separável de corpos de grau n , IA 

domínio integralmente fechado tal que cfr(OI) :::: IK e IB 

o fecho inteiro de IA em 11.... Então IB tem base integral sobre IA, se 

e sómente se, onde d :::: D(.y. , ... ,q ), sendo 
1 n 

h , ... ,<J f ~ B base de U!K. 
1 n 

DEMONSTRAÇÃO, 

'* Proposição 3. 

n 

-F : Seja a:: e 18 então a:: ::::I a
1
q1, com a1 e 1K e 1tJJ:=I 

1=1 

base de IL/lK contida em 18, dada pela hipótese. 

Afirmamos que a 
I 

e &, V 1 e jl, .. .,nf. De fato, pois se 

1) a = O , cqd. 
I r-:}, · r-~J · ... · r-::J"" z) a~ o implica <J, = + ... e 
1 

então obtemos que 1 .fj • •• . • q, • a:: • q, . .. • {j r é base 
1 l-1 1+1 n 

de 11.../lK. 

Usando os isomorfismos 1J. em a:: 
J 

e denotando por 

v} a::) = a::CJJ, temos o seguinte sistema: 

a:: =ali.Jl + ... +al.y.l + ... +anq.n 

(2) (2) (2} (2) 
a:: =aq. + ... +aq. + ... +alJ 

11 li nn 

(n) (n) (n) { n) 
a:: =at; + ... +alJ + ... +a .y. 

11 11 nn 

18 



Pela Regra de Cramer, temos: 

a: 2 
'1, '12 .......... . .......... 'in 

(2) (2) a; (2) ~~2) 

"' '12 .......... . .......... 

. . . . . .. . .. . ................. . .................. . . .... 

2 
a = 

( 

(nl 
'1, 

'1, 

(2) v, 

{n) 

'1, 

Assim 

(nl 
'12 

'12 

(2) 
'12 

Como J '' 1 yl 

temos D(lJ 
' 

, ... , 

e a 2 e 
1 

.......... a;(n) . .......... 

.......... '1, . .. ········ 

.......... (2) 
'1, .. ......... 

{n) 
.......... lJI 

D(~t'""• a;, ... , ~n) 

d 

lJ ~n) 

2 
'In 

lJ ~2) 

'".' a; , ... , lJ 
n 

f ç ~ e é base de fi../IK, 

então 

e portanto como 

2 a satisfaz o polinômio p(X) = X 
I 

2 - a 
I 

Logo a
1 

é inteiro sobre IA. Mas IA é integralmente fechado 

e portanto a
1 

e IA • 
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' 
CAPITULO 2 

EXTENSÕES BIQUADRA TICAS DO CORPO Q 

2.1. INTRODUÇÃO' 

Seja IK = GJ(v'ffi,Yii). onde m,n são números inteiros, 

distintos e livres de quadrados. Já vimos, no capitulo 1, que o 

anel de inteiros de IK possue uma base integral sobre Z ( anel de 

inteiros de O ) . 

DVO. 

escrever 

Neste capitulo pretendemos : 

1) Explicitar a forma dos inteiros do corpo IK. 

2) Determinar uma base integral de IK sobre O. 

3) Calcular o discriminante absoluto da extensão 

Inicialmente, façamos certas considerações sobre m e n. 

Seja À o máximo divisor comum de m e n, assim podemos 

Ãm 
1 

{

m= 

n = ll.n 
1 

20 

com (m ,n ) = 1 
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Como m, n são livres de quadrados temos que m, n ~ O 
4 

podemos considerar as possibilidades para m, n,mnell.. 
1 1 

Tomemos 

À 

À 

tabela. 

~ 

4 

= 4 

(m,n) : (1,1), logo À é impar e assim consideremos: 
4 

{ I ~ m = Àm - m 
I 

4 1 4 1 
!. ., ., m n ~ 

I Àn
1 

1 1 4 
= n = = n 

4 4 1 

{ I = m = Àm = 3m 
3 

4 1 4 1 ., 
I Àn 3n = n = ~ 

4 1 4 1 

., m = n = 3 ., mn = I . 
1 4 1 4 1 1 4 

Repetindo esta análise em cada caso, obtemos a seguinte 

TABELA I 

m = n = mn= 
4 4 1 1 4 

I I I 

I 2 2 

I 3 3 

2 I 2 

2 2 I ou 3 

2 3 2 

3 I 3 

3 2 2 

3 3 I 
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Pode-se verificar facilmente que: 

assim analizando a Tabela 1 e fazendo uma permutação entre m, n e 

m n , quando necessário, podemos sem perda de generalidade supor 
I I 

que: 

(m,n) = (1,1), (1,2), (2,3) ou (3,3). 
4 

(I) 

2. 2. ANEL DE INTEIROS' 

Já estamos, agora, em condições de explicitar os 

inteiros da extensão IK = tl(v'ffi, Ynl sobre ID, onde m, n satisfazem 

(!). 

Neste intento nos deparamos com o seguinte resultado: 

TEOREMA 1: Neste teorema denotaremos por x
0

, x
1

, x
2

, x
3 

números 

racionais inteiros. 

Temos que o anel 18, de inteiros de IK = O(v'ffi,Yrí) é dado 

como se segue: 

com 

1) Se (m,n) = (m ,n ) a (1,1) 
4 1 1 4 

e e e ~ 

e = ~ (X + X v'ffi + X rn + X v'm n ) 
4 o 1 2 3 11 

=: X 
Z I 

• X z 3 
e 

22 

x-x+x-x 
O I 2 3 

então 

=o. 
4 



então 

com 

com 

com 

com 

u) Se (m,n) = 
4 

[1,1) 

1 
e ::::: - (X + X rm + X rn + X Vm n ) 

4 o 1 2 3 11 

X ;;;; X 
o 2 1 

X 
3 

e x-x-x-x 
o 1 z 3 

m) Se (m,n) = [1,2) e e e e então 
4 

1 
+ xvm + x rn + x Vmn) e = - [x 

2 o 1 2 3 1 1 

X = X X = x3 o 2 1 2 z 

Iv) Se (m,n) =
4 

(2,3) e e e e então 

e ::::: .!. (x + X vm + X rn + X Vm n ) 
2 o 1 2 3 11 

v) Se (m,n) = 
4 

(3,3) e e e IB então 

X;;;; X 
o z 3 

23 
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DEMONSTRAÇAQ, 

Temos que a e IK pode ser escrito como: 

e=a +av'íD+av'n+arm-n 
a e O 

I 

o 1 2 311 
0,1, 2,3 

Assim os conjugados de e são: 

e' = a + aVrn avn a v'm n o I z 3 I I {e"- a- a Vm + a rn - a l"nln 
o I 2 3 I I 

e'''= a- a Vm- a rn + a v'm n 
o I 2 3 1 1 

(2) 

(3) 

Agora se tomarmos e e IB vamos ter que e' ,e" e e"' 

também estão em IB e portanto, 

{ 
e +e' = 2a + 2a vm e O(Vrn) 

o I 

e +e"= 2a + 2a víl e O(Vn) (4) 
o 2 

e +e'''= 2a + Za rmfl e G:J(v'm n ) 
o 3 I I I I 

também são inteiros sobre Z, assim são inteiros dos corpos IIJ(v'ui), 

IQ(v'n). O(v'm n ), respectivamente. 
I I 

Analisemos primeiro os casos (m,n) :
4

(1,2),(2,3) e 

(3,3) . Nestes casos, proposição 7 do capitulo 1 e observando a 

Tabela 1, pelo menos dois de (4) têm coeficientes inteiros; mas 

2a
0 

é comum à todas as sentenças de (4), assim a terceira 

deve também ter coeficientes inteiros. 

24 



Portanto 2a
0

, 2a
1

, 2a
2

, 2a
3 

E 7f. e fazendo b
1
= 2a

1
, 

para 1 = 0,1,2,3; podemos reescrever (2) obtendo : 

e = -21 (b + b rm + b Vn +b v'm n ) b e z para 1 = 0,1,2,3 (5) 
o 1 2 311 1 

O polinômio característico de e sobre ID é dado por: 

p(X) = (X - e)(X - e')(X- e")(X - e'") e Z [X). Assim 

p[X) 
[

bmne-bd] [d2
-mne

2] ...:c:3c_.:1c_:1 __ _::o_ X + 1 1 

2 16 
[6) 

b2 2 c = - m n b 
o 1 1 3 

b2 2 2 2 
(7) onde d = - mb - nb + m n b 

o 1 2 1 1 3 

e= 2(b0b3 - b b À) 
1 2 

Portanto temos que os coeficientes de ( 6) devem ser 

todos inteiros. 

Façamos agora algumas observações que usaremos no 

transcorrer desta prova. 

(a) Por (6), temos que 

2 d 2 o. 
4 

2c+d: O,istoé,dépar 
2 

e portanto 

{b) Também de [6) obtemos que 
2 

mne 
1 1 

O. Então: 

t) Se m n li!!: 1 então 4m n ~ 4. 
114 lllb 

assim: 

25 



d2 ~ m n e 2 
= 4m n (b b -

16 1 1 1 1 o 3 

Portanto d2 
= 

16 

z e. 

b b ;d ~ 4(b b 
12 16 03 

b b lc)
2 

I Z 

Suponha que d :r: .e então d ~ O e e = 2 , ou vice 
4 4 4 

versa, logo d2 :r: e2 
, o que é contradição. 

16 

Logo d = e. 
4 

n) Se m n = 2 , e como e é par então e
2 

~ O. Assim: 
1 1 4 4 

z o dz = o d ~ o. mne = .. .. 
I I 8 8 4 

Mas dz z logo z 
~ mne mne ~ o. Como 4m n ~ 8 temos 

16 I I 

que o~ ct 2 ~ S(bb 
16 16 o 3 

portanto .e = O. 
4 

Assim d = e. 
4 

I I 16 

m) Se m n = 3 então 4m n = -4. 
114 1116 

I I 16 

Assim 

Mas e = Z(b b - b b Ã), logo e 2 = 4{b b - b b Ã)
2 assim 

03 lZ 03 lZ 

dz = z 4m n (b b btbllz -4(b b - b b lc)
2 

mne = ~ = 16 I I 1 1 o 3 16 o 3 I Z 

Portanto dz + .ez ~ o e dai d ~ e= o. 
16 4 4 

Após estas observações consideremos cada caso. 

z -e 

Se (m,n) ;;: (1,2) temos 
4 

que À é lmparemn= 2 
I I 4 

(Tabela 1). 

Pela observação (b) parte (n) d = e :: O. 
4 4 

e 

Temos então que b
2 

b
2 

+ 2(b2 
+ b

2
) = d = O (7) o 1 z 3 4 4 

e também: 

o~ 2(b b 
4 o 3 

26 
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b
2 

:::: 1 e desta forma (7) é insolúvel. 
I 4 

Assim b 5 b implica que b2 5 b2 
• logo 2(b2

+ b2) 5 o que nos 
o 2 I o 4 I 2 3 4 

dâ b 5 b3 . Portanto 
2 2 

o caso (m) do teorema está provado, uma 

vez que (7b) está satisfeito. 

Se (m,n) = 
4 

(2,3) temos que À é ímpar e 

assim pela observação (b) 

m n:::: 2 , 
I I 4 

e também 

2(b2 
I 

b b 5 o 
I 2 2 

(8) 

(8b) 

Se b
0 

ou b
2 

é impar então por (8) obtemos que o outro 

também o é, e de (8b) vem que b 
I 

2 2 e portanto b - b =:
2 

O. 
I 3 

logo {8) nos dá uma contradição. Agora se b
0 

e b
2 

são pares então, 

por (8), b :: b , o que prova o caso (lv). 
I 2 3 

Se (m,n) = 
4 

(3,3) então À é impar e m n ,..
2 

1, logo da 
I I 

observação (b) parte (t), temos: 

+ b 2 + b
2 = 2(b b - b b ) 

2 34 0312 

- b )2 
3 

+ (b 
I 

b ~ o 
3 2 

e 

o 

b + b = o 
I 2 2 

e b
1 

=
2 

b
2 

, que prova o caso (v). 

Consideremos agora (m,n) 2 (1,1) 
4 

e 

de (4) temos que 2a
0

, 2a
1
, 2a

2
, 2a

3 
e Z ou são todos metade 

de números ímpares (ou seja, não são inteiros). 
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No caso de todos serem inteiros teremos, como pela 

observação (b), d • 4 e • o que implica em 

b2 b2 b2 + b2 • o 1 2 3 4 

Escrevendo e 

2(b b - b b ) .. 
o 3 1 2 

b 
2 

1 =- [2b 4 o +Zbv'ffi+ 
1 

(b b )
2

• (b 
o 

2b Vn + 
2 

3 4 1 

b ~ o . 
3 2 

2b v'm n ) 
3 1 1 

b )2 
2 

[9) 

e chamando c = 2b e Z para ;;::; 0,1,2,3 teremos: 
1 I 

c • c • c • c • o e o 2 1 2 2 2 3 2 

c c ± c - c = 2[b b ) ± 2[b b ) ~ o . o 1 2 3 o 3 2 I 4 

Portanto valem os casos (t) e (n) do teorema. 

Se 2a = b é metade de um inteiro lmpar podemos escrever 
1 1 

[2) 1 
e=-(c +cVrn+cVn-tc-v'iilil) com c e7L,'v'le 

4 O 1 2 311 I 
como 

c • c ~ c ~ c • 1 o 2 1 2 2 2 3 2 

2 2 c - m n c o 1 1 3 z c = e 
4 

2 2 2 2 c- me - nc + m n c 
Com isso temos d 

o 1 2 1 1 3 z [lO) 
= e 

4 

c c - c c À o 3 I 2 
2Z e = 

2 
e 

e sendo À • 1 • m ~ n • mn • 1 
2 4 4 1 1 4 

Como 
2 2 2 2 

~ 1 -c- me- nc + m n c m-n+ mn o 1 2 1 1 3 8 1 1 

~ 1-m-n+ m n À
2 [11) 

8 1 1 
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eÀm=m,Àn=n 
1 1 

temos de (11) que: 

z 
- nc 

z 
z 

+mnc 
1 1 3 

5 (I - m)(1 - n) 5 
8 8 

o. 

Assim podemos concluir que d é par. 

x4 -

Sabemos de (7) que e satisfaz o polinômio abaixo, 

c x3 

o 
c dl [dz -m n e~ o X + 1 1 

16 
(12) 

e também que e ~ G'J(.;m), G'Jh'ill, G'J("m
1
n

1
), pois caso contrário 

teríamos c = O para algum l. 
1 z 

Já que os coeficientes de (12) devem ser inteiros, 

temos: 

z 
m n e = 

1 1 16 
o (13) 

Porém como d = o em n 5 1 • de (13) obtemos pela z 1 1 4 

observação (b) parte (1) que d = e 
4 

Escrevendo c = 2d 
I I 

+ 1 (i = o,1,z,3) temos: 

c
0

2 
- mc2

1 
- nc2 

+ m n c2 

2 l 1 3 d = _::_ _ __,_ _ _.:. _ _..:c..:....:: 

4 

(2d
0 

+ 1)
2

- m(2d + 1)
2

- n(2d + 1)
2+ m n (2d 

= --~-----------'1----------~z'--------'1~1'--"3-----

4 

z 
-md 

1 

z -nd z +m n d
2

) + 
1 1 3 

-md 
1 

-nd z ) 

1-m-n+mn 
+m n d + -----------~

1
'-'

1 

1 1 3 
4 
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Agora observe que : 

1 - m - n + m n = (1 - m )(1 - n )+ (1 - 1\){m + n ) e portanto 
11 1 1 1 1 

Assim, se À 
4 

1, como (m ,n) 
I I 4 

(1,1), teremos que 

1 -m -n +m
1
n

1 1 
_ À 

1 - m - n + m n - 2(1 - À) = O , isto é, -----'--' ~ 4 -
2
-

1 1 16 4 

e desta forma d 

2 

d 
I 

4dd +2d +2d +1-4ddÀ-2dÀ-2dÀ-À 
03 o 3 12 1 2 e = ___:::__:: __ ::_ _ _.::_ ___ _:__:: __ __:_ __ ::__ 

2 

= (2d d - 2d d À) + (d - Ãd - Àd + d ) + [ I 
2
- À l 

03 12 o 1 2 3 

Assim se À ~ 1 e (m ,n ) •
4
n,ll temos que, d 

4 I I 

implica que Ido d )2 (d - d )2 

" o isto 
3 I 2 4 

I - À 
-2-

~ e 
4 

é, 

d d 5 d - d ou c - c + c - c " o o que completa a o 3 2 I 2 o I 2 3 4 

prova do caso (I). 

Se 1\ = 3 
4 

e (m ,n ) = (3,3) , como : 
I I 4 

1 - m - n + m n = (1 - m )(1 - n ) + (1 - 1\)(m + n ) 
11 1 1 1 1 
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temos que 

1 -m -n +m n - 20 + i\) = (1 +m )(1 +n )-(1 + i\)(m + n + 2} = o 
11 1 1 1 1 16. 

isto é, 

Assim: 

1-m-n+mn 
------'l--'1 == 1 - i\ 4-2-

4 

d+d +d-d-d+d+--Z ZJ I+À 
23 0123 2 

Agora como d s e e 
4 

À - I e s 2d
0
d

3 
+ 2d d + d + d + d + d + -

2
-

4 12 o 1 2 3 

temos que , (d-d)2-
o 3 

(d+d) 2
-

l z 2(d + d ) - I ~ 
l z 4 

d 
3 

= d + d + 1, o que implica em z l z 

como queríamos para provar o caso (u) do teorema • 

O, isto é, 

De posse deste resultado, fica bastante facilitado o 

trabalho de explicitar inteiros de um corpo biquadrático e também, 

ao examinarmos sua demonstração obtemos um algoritmo para o 

cálculo do polinômio característico de um elemento inteiro. 

Vejamos isto nos exemplos a seguir. 
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Exemplo 1 : Seja I 
e= "4 (S + 3>'5 + >'13 + 3r65 ). 

Podemos afirmar que e é um inteiro de O(V5,v'13) e 

mais, que e é raiz do polinômio 

n = 13. 
I 

f(X) = x4 
- 5X

3 
- 7IX

2 + 1zox + 1044 . 

, o que implica i\ = l, m = 5 e 
I 

Logo (m,n) !5I (m ,n ) !5I (1,1} 
4 1 l 4 

o que, pelo 

teorema 1 parte (I), nos dá a forma dos inteiros de O(Y5,Vl3), 

isto é, e é inteiro de IQ({'"S,-/13) se podemos escrevê-lo como: 

onde 

I 
9=4 

De fato 

(x + x V'"S + x v'l3 + x
3
V65 ) 

O I 2 

e X - X + X - X = 0. 
o 1 z 3 4 

e 5-3+1-3= Oentãooe 
4 

dado é inteiro de ID:(YS, -{13). 

Da demonstração temos que e é raíz do polinômio f(X) 

dado, pois calculando os valores de c, d, e, obtemos: 

c = -140, d = 138, 
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1 Exemplo 2 : Será e = 4 (1 + V21 + V33 - ..f'"??) inteiro do 

n=ll 
1 

corpo ~(V2I;(33)? 

Sim , pois 
{ 

m = 21 

n = 33 
, o que implica À = 3, m = 7 

1 
e 

e (m,n) = (1,1) e portanto 
4 

pelo teorema 1 parte (u), temos que os inteiros de O(v""21, v'"33) 

são da forma: 

com 

1 
e = - (x + x Y2f + x .,1'"33 + x YTIJ 

4 o 1 2 3 

e x 
o 

o. 

Como 1 = -1 
2 

temos o que queriamos; e mais 

calculando c, d, e como descrito na demonstração obtemos: 

c = -19 d = 6 e = -2 

Logo e é raiz do polinômio 

2.3.BASE INTEGRAL 

Como sabemos Z é principal e parisse a extensão de 

corpos IK/ID possuí sempre uma base integral, isto é, o anel de 

inteiros, U3, de IK é sempre um Z-módulo livre. 

De posse da forma expllcita do anel JB, em cada caso, 

poderemos procurar uma base integral de IK sobre GJ, já que ela 

existe. 
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Seja e um inteiro de IK = ltl:(v'ffi,rn). 

Se (m,n) = 
4 

(1,1) e (m 
1
,n

1 
= 

4 
(1,1) . Pela parte (t) do 

teorema l temos 

Fazendo z = 
3 

portanto existem y, zl,z2 

Agora, como X o 

z + 2y- z 
3 3 

2y - 2z + 2z = 
1 2 4 

e x 
o 

x+x-x=o. 
1 2 3 4 

X então X = X = X 
3 o 2 1 2 2 

{ 
X = z + 2y 

o 3 

e Z tal que X = z + 2z 
1 3 1 

X = z + 2z 
2 3 2 

= 2 

-x + X - X = o ' nós temos 
1 2 3 4 

Zz + z + 2z - z = o .. 
1 3 2 3 4 

o .. y- z + z = o 
1 2 2 

z e 
3 

y = z + z isto é existe z E Z tal que y = Zz + z + z 
2 2 1 

Substituindo os 

expressão de e obtemos 

1 + Ym I +Vn e como 
2 2 

extensão ovo encontramos 

o 

resultados 

+ z 
3 

o 1 2 

conseguidos acima na 

[

1 + Ym + rn • v'illn) 1 1 

4 

I + rm + rn. ~mn 
1 1 

são inteiros· da 
4 

ai uma base integral, a saber, 
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I e=- (x 
2 o 

Chamemos 

I e = - (z 
2 1 

1 + Yn 

2 

l+v'ill+Yn+v'mn} _______ __,1__:1 • 

4 

Se (m,n) (1,2) ' 
4 

pela parte (m) do teorema 1 

+ X rm + X Yn + X Ym n ) 
1 2 3 1 1 

então 

+22 + z rm + z rn + 
o 1 3 

{ 

X
2
= 

x= o 

2z Vn 
2 

= X 
2 1 

X =: 
2 2 

e dai 

+ z Vm n = 3 1 1 

1 1 

X 
3 

= z [I+Vm) + z + ZVn + z 
[ Vn +V'm n ]· o 1 2 

Logo 

integral de IK/IQ. 

Para o caso 

2 

+ Vm 
2 

(m,n) 

3 2 

Vn, 
Vn + vm:n } . 1 1 

é uma base 

2 

(2,3) ' 
4 

procedendo da mesma 

maneira obtemos a seguinte base integral para a extensão de corpos 

{ I , Vni , Vn , _Vni_m_•_:_m_,_1"_:1} 
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e para (m,n) = (3,3) obtemos como base integral os elementos 
4 

I + Vini1} I I 

2 

Podemos então sintetizar os resultados obtidos 

anteriormente no que será nosso resultado principal deste 

parágrafo. 

TEOREMA 2 : Uma base integral para a extensão de corpos IK/10 é 

dada por: 

{ 

I + Ym 
I) I , 

2 

1 + Vn 

2 

se (m,n) - {1,1) 
4 

e (m ,n ) "' 
I I 4 

(1,1). 

{ 
1+.;m 

H) 1 , 
2 

1 + Vn 

2 

se (m,n) = (1,1) 
4 

e (m ,n ) = 
I I 4 

(3,3) . 

111) { I , I 

se (m,n) - (1,2) . 
4 

.rm 
2 
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Vm ' Vn •,;;;; __ m_•_:_m-'''-n"", } 

se (m,n) = (2,3) . 
4 

se (m,n) = (3,3) . 
4 

I + 

Com a finalidade de exemplificar o teorema 2 vejamos: 

EXEMPLO 3 Seja !)( = ID(Ys, v'i3) como no exemplo 1. 

Vimos que e 1 = 4 (5 + 3v'S + V13 + 3v'"65 ) é inteiro 

da extensão IK = 10(1"5", v'TI) sobre ID e, em termos da base integral 

= { 1 .l+R,l+Vl3,l+R+V13+v'65} 

2 2 4 

é dado por e = d
0 

- a
2 

+ 3o::
3 

• 
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2.4.DISCRIMINANTE ABSOLUTO 

Como sabemos, o ideal discriminante de um corpo de 

números algébricos é gerado por elementos, que são discriminantes 

de bases integrais; logo em Z tais discriminantes se diferem por 

± 1. 

Assim, urna vez conhecida uma base integral da extensão 

OVO podemos provar o resultado seguinte, o qual será ponto de 

partida no nosso próximo capítulo. 

TEOJ::J.!:MA 3 : O discriminante absoluto de O:: = IIJ(vffi, Vll) sobre IIJ é 

dado por: 

I) i\zrnznz 
• se (rn,n) = (1,1) 

I I 4 

U) 16i\ 
2
m

2
n

2 
• se (m,n) = (1,2) ou (3,3) 

I I 4 

Ui) 64i\
2
m

2
n

2 
• se (m,n) = (2,3) 

I I 4 
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" I 

DEMONSTRAÇÃO: 

tlDo teorema 2 obtemos 

" 2 

= 1 + rn 
2 

uma base integral se (m,n) : (1,1) . 
4 

d = 

Chamemos d = D(a ,a ,a ,a ). 
o 1 z 3 

Sabemos portanto que: 

Tr(a
1
) 

Tr(a ) 
2 

Tr(u) 

Tda) 
I 

Tr(a2J 
I 

Tr(a a ) 
2 I 

Tr(a3al) 

39 

Tr(a a ) 
I 2 

Tr(a2) 
2 

Tr(a
3
a

2
) 

4 

Vmll} I I 

Tr(a a·) 
I 3 

= 
Tr(a

2
a

3
) 

2 Tr(a
3

l 



= 

4 2 2 1 

2 1 + m 1 
1 + m 

2 

2 
1 + n 

1 1 + n 
2 

1 + m + n + 
1 + n 

1 
1 + m 

2 

= mnmn 
1 1 

2 

= À2 2 2 m n. 
1 1 

Nos casos (u) e (m) a prova é análoga ll 

4 

mn 
1 1 

EXEMPLO 4 : O discriminante do corpo IK = IO(v'Z, VJ) é 256 pois, 

· (m,n) = (2,3) , À = 1 , m = 2 e n = -1. 
4 1 1 

Logo d = 256. 
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, 
CAPITULO 3 

, 
BASE 11\lTGRAL DE UM CORPO BIQUADRATICO l31CICLICO 

SOBRE UM SUBCORPO QUADRA TICO 

3.1.INTRODUÇÃO 

Dados IK um corpo biquadrático bicíclico e k um subcorpo 

quadrático de IK, sabemos que o anel IA, dos inteiros do corpo k, é 

um anel de Dedekind que nem sempre é principal. Desta forma, 

a indagação primeira do nosso trabalho, "Quando re. anel de 

inteiros do corpo biquadratico IK e um IA-modulo livre?", não 

possui uma resposta imediata. 

Neste contexto o estudo feito aqui tem como objetivos: 

l)Responder, explicitando condições, esta questão. 

2)Fornecer uma base integral da extensão IK/k, 

sempre que exista, 

Com este intuito dividiremos nosso trabalho em dois 

casos, primeiramente considerando k um corpo quadrático 
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imaginário, isto é, k = «l(v'ffi) com m < O; e em segundo lugar o caso 

em que k é um corpo real, ou seja, m > O. 

Observe que como IK é corpo biquadrático e k = «l(Yml. 

onde m e Z e é livre de quadrados, podemos encontrar um inteiro n, 

também livre de quadrados tal que IK = «l(Vffi,Yn). 

Corno no capítulo anterior usaremos congruência módulo 4 

para rn, n, mn 
1 1 

lembre-se que m ;; Àffi 
1 

e n = Àn 
1 

mddm,n) = À }. 

Note que O(v'ffi,Vri) ""' O(Yrri,V'm n ), 
1 1 

logo 

considerar apenas os casos 

(m,n) ~, 11,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1) e (3,2) 

onde 

podemos 

Para atacar os objetivos citados os próximos dois 

resultados, Criterio de Mann, [021, e Lema 1, !06], são 

fundamentais. As demonstrações que encontramos, destes resultados, 

na literatura envolvem o conceito de diferente, que é um conceito 

mais sofisticado. Assim para que o nosso trabalho mantivesse um 

caráter mais elementar preferimos procurar demonstrá-los evitando 

o conceito de diferente. Conseguimos fazer isto, mas as 

demonstrações ficaram um tanto longas, assim optamos por 

apresentá-las num apêndice. 

Portanto neste capítulo apenas enunciaremos os tais 

resultados. 
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• 
TEOREMA l (CRITERIO DE MANN): Sejam !K/k uma extensão quadrática, 

com chiK = O 
(I) 

e v!Kik o ideal discriminante de IK/k. 

Então existe uma base integral de DVk , se e somente se, 

lK = k(v'êtl, onde VUk = dfA. 

Sejam IK = O(v'ffi,v'il), k = a:J(Yrii) e :OIK./k o ideal 

discriminante de !K/k. Como sempre fA é o anel de inteiros 

de k e IB o anel de inteiros de !K. 

l) Se n ~ 1 ou mn ~ 1 então 
4 I I 4 

VOC/k = n ~-
I 

ll) Se n • 1 e m ~ 1 então 
4 4 

VVk = 4n IA. 
I 

111) Se m ~ 1 n ~ 1 e mn ~ 1 então 
4 4 I I 4 

VVk = 2n &. 
I 

De posse destes resultados partimos em busca de 

respostas mais objetivas. 

1) Vale Igualmente para chlK * Z [03J. 
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• 
3.2.CDRPD QUADRATICO lMAG!NARID 

Nesta parte do trabalho temos como resultado importante 

o teorema que passamos a enunciar, 

TEOREMA 2 : Seja k = OJ(Vm) corpo quadrático imaginário (m < O). 

Então a extensão IK/k possui base integral. se e 

somente se, vale uma das condições abaixo: 

b) (m,n) • (2,3) 
4 

c)m=-1. 

DEMONSTRAÇÃO, 

e m = -2Ã. 

Se m = -1 ou m = -3, já sabemos que o anel de inteiros 

de ti(VÍD) é principal e portanto nestes casos o teorema é 

verdadeiro. Logo podemos supor que m ~ -1 e m ;t: -3 e assim o grupo 

de unidades de otv'iii) é ~ ± 1 r. 
a) Seja m =

4 
1 oun= 1. 

4 

Desejamos mostrar que: 

IK/k tem base integral ~ À = 1 ou À = -m 

AFIRMAÇÃO IK/k tem base integral 
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é,d 

De fato, pelo Lema 1 temos VDVk = 

= ±n 
1 

ou d = ±4n 
1 

para VIK/k = d~. 

n ~ 
1 

ou 4n IA, isto 
1 

Assim usando o Teorema 1 obtemos o que quedamos, pois 

~ = k[Y±4n ) = k[2V±il ) = k[V±il ). 
1 1 1 

Mediante o resultado provado, podemos concluir que 

IO(v'Fri ) é um subcorpo quadrático de IK e neste caso I!J(v'±ri ) = IO(v'fi) 
1 1 

ou O(V'm n ). Portanto consideremos os casos: 
1 1 

Vn 
i) ~[V±il ) = O[vn) .. 'I = e ~ .. 'I 1 

À ±'J 
z 'I e O e À livre = com 

À = 1, pois À > O. 

n) O( v'Fri ) 
1 

= O[v'm n ) 
1 1 

.. 'I 

z 
±m = ~ q. com 'I E e m 

1 1 

portanto m = -1, pois À > O. 
1 

v'Fri 
1 

de quadrados .Logo 

Vmn 
1 1 o = E .. 

V'±n 
1 

livre de quadrados. 
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= ill e ~ 

'I = ±I e assim 

V'±m e ~ 'I = .. 
1 

Logo 'I = ±I e 



b) Seja agora (m,n) = (2,3) e mostremos que: • 
OC/k possui base integral, se e somente se, m = -2À. 

Do Lema 1 e Critério de Mann obtemos: 

IK/k tem base integral, se e somente se, IK = k(V2il). 
I 

Logo O(V'±2n
1

) é um subcorpo quadrático do corpo OC e 

portanto D(v'±Zn ) 
I 

= D(Yn) ou D( v'iili1 ) . 
I I 

Porem note que 

rn n 
i)tr:!(Y±2n ) = D(Yn) 'I = e D ~ 'I = E D 

I 
Y±2n m 

I 

com 4J E 10 e À livre de quadrados. 

Sntão 4J = ±I , que implica >.. = 2. Logo n = 2n = O ou 2 , que 
I 4 

é uma contradição. 

u)D(v'±Zn ) = D(v'm n ) 
I I I 

com -lJ E Q 

Logo 4J = :ti , que nos dá 

'I = 
v'iDil 

I I 
~~-E 

Y±2n 
I 

Vm 
I 

<j=--e 
v'±2 

e m livre de quadrados. 
I 

= -2 e portanto m = -2>... 
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c) Consideremos, para finalizar, {m,n) = (3,2) . 
4 

Nosso interesse aqui é provar ,que IK./k tem base integral, 

se e somente se, m = -1. 

Suponhamos então que m ;e -1. Como também, m ~ -3 ternos 

que as unidades de k são ±L 

Do Lema 1 e do Critério de Mann sabemos que: 

IK/k tem base integral, se e somente se, IK = k(..f ±2n/ 

Repetindo o argumento usado em (a) e (b) obtemos: 

Mas 

~[v'±Zn ) = ~[Vn) 
I 

novamente ~[v'±Zn ) 
I 

ou ~[Vnlii ) 
I I 

= ~[Vn) nos dá uma 

contradição e também tl(-1'±2n ) = O(V'm n ), implica que m = ±2, 
1 1 1 1 

que é impossível. 

Portanto m = -1 • 

Agora apresentaremos bases integrais para as extensões 

de corpos IK./k onde IK = k(v'n) e k = O(Vffi), em cada caso que exista. 
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TABELA I 

BASE (m,n) ~ CONDIÇÕES 
4 

I ' ( I + v'n)/2 (m,l) À = I 

I ' ({fi + vm n )/2 
1 1 

(m, 1) À = JmJ 

I ' "" ( l,n),n ~ 4 1 
1 

À = 1 ou 

I ' ( .;m + vm n )/2 
1 1 

( 2,3) À = JmnJ 

1 ' ! Vil + Ml/2 (3,2) m = -I 

Observamos que, verdadeiramente, estas são bases 

integrais em cada caso especificado. 

Para o caso (m,n) = (m,l) com À = 1 sabemos da 
4 

proposição 4, capitulo 1 que: 

1 +Yn 2 

1 
2 

o[1,0 + vnl/2] = = n = n pois À = L 
I -Yn 1 

1 
2 

Pelo Lema 1 parte (a), DIK/k = n1A , portanto do 

Critério de Mann {1.0 + 'Írl)/2} é uma base integral para lK/k. 

Mas se i\ = -m obtemos: 
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Vm+ Vm n 
2 

1 
1 1 

o(t.<Vm + Vm
1
n

1
l/z) 

2 
= = mn= n 

.,tffi- Vm n 1 1 1 

1 
1 1 

2 

pois À = -m e então m = 1. Logo pelo Critério de Mann 
1 

(v'ffi + Ym n )/2 } é base integral. 
1 1 

Para o caso (m,n) s (l,n) com n ~ 1 e À = 1 ou -rn, temos 
4 4 

que: 

assim pelo Lema 1 e Critério de Mann podemos concluir que 

{ 1 • rn } é base integral para IK/k, 

m 
Para (m,n) == 

4 
(2,3) e i\ = z , temos 

Vm+ Vmn 2 

1 
1 1 

D ( l,(v"ffi + v'm
1
n

1
)/2) 

2 
= = 

Vm - v'm n 
1 

1 1 

2 

m = i\m 
1 

concluimos que o(t.(Vm + v'm n )/2) = 
1 1 

mn 
1 1 

2n 
1 

, mas como 

Logo temos, novamente pelo Critério de Mano, uma base 

integral de IK/k, no caso de (m,n) = (2,3). 
4 . 
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Para o caso {rn,n) :: (3,2) com m = -1 obtemos: 
4 

Vn +V-il 2 

I 

n[l,(vn + V-iil/2] 
2 

= = 2n = 2n 
-Vn- V-il I 

I 
2 

poism=-1 implica À = I. 

Assim concluimos que { 1 , {Vri + v:ll)/2 } é uma base 

integral para IK/k. 

Nosso próximo resultado é uma versão forte do Teorema 4 

de [03} para o caso quadrático . 

• 
COROLARIO l:Seja k = ID(VÍil) um corpo imaginário. Então k tem número 

de classe ímpar, se e somente se, IK = k( v'ii) tem 

uma base integral sobre k, qualquer que seja n inteiro tal 

que n é livre de quadrados. 

DEMONSTRAÇÃo, 

Se o número de classe é 1 então IA é principal, logo 

existe sempre uma base integral de IK/k. 

Por outro lado sabe-se (veja [OI]) que k = ID(Vm) com 

m <O tem número de classe ímpar, se e somente se, m = -1 , -2 ou 

-p sendo p primo ímpar e p ~ 
4 

3. Como é sabido, para m = -1 ou -2 
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temos IA principal. Assim basta que nos restrinjamos a m ~ -1 e 

m ~ -2. 

Se m "" -p compprimoep= 3,temosquem= 1e 
4 4 

assim À = 1 ou p . Logo, pelo Teorema 2 parte (a), segue que para 

qualquer n livre de quadrados, IK = k(v'n) tem base integral sobre 

k. 

Reciprocamente se existem p e p' primos distintos tais 

que plm e p'lm então tomando n = ap onde a e 71., mdc(a,m) = 1 

e ap ;;;; 1, segue do teorema 2 parte (a) 
4 

possui base integral sobre k 

que IK = k(v'ii) não 

Finalmente se m = -p com p primo e p := 1 , então 
4 

m :: 3 e desta maneira tomando n tal que n := 2 segue pelo 
4 4 

Teorema 2 que IK = k(Vfi) não possui base integral sobre k. 

Portanto m = -1 , -2 , ou -p com p ;. 3. 
4 

3.3.CORP0 QUADRATICO REAL' 

Neste caso k = ID(Vm), com m >O. 

Já é sabido, utilizando o Critério de Mann e o Lema 1, 

que para a existência de base integral da extensão IK/k é 

necessário e suficiente que IK = k(/ 2ecn
1 

) , onde e = O ou 1 e c é 

uma unidade de k. Também sabemos que, se c e 'U(!A) então existe 

J e 71. tal que c = ± c~ , onde 

de k. 
(2) 

c 
o é uma 

2> c (Õ 'U(IA) ~ Nlc) e 'U(Z), ou seJa, NCc) = ± 1. 
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Uma vez que trabalharemos com -lê, de j somente nos 

interessa a paridade, logo podemos colocar j = O , 1 ou 3 ( esta 

última escolha feita apenas para podermos assumir que c = b + cVrn 

com b,c e Z) (veja (04], p.76). Além disto quando N(c) = -1, 

observe que j = O pois, suponhamos j = 1 . Logo 

e k = ID(Vffi) , portanto 

[ 
/7: l [ ]2 [2e ) [2e ]2 [2e ]2 N(x)= N v:-o e 10 , e N(x) = N '-X c

0 
= '-X N(c

0
)= - '-X 

o que nos dá um absurdo, uma vez que N(x) e !1. 

Agora se j = O então as condições do teorema 2 são 

necessárias e suficientes para garantir a existência de base 

integral de IK sobre k. Sendo assim nos ocuparemos de corpos 

quadráticos reais k, onde N(c ) = N(c) = 1. 
o 

Inicialmente demonstraremos um resultado sobre unidades 

o qual será várias vezes citado. 
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LEMA 2: Seja c = c ou 
o 

3 
c 

o da forma b + cYm com b,c e 71. e 

N(c) = 1. 

l)Se m =' 
4 

1 ou 2 então (b,c) • (1,0) e c • 
2 4 

o 

sempre que m =' 
4 

1. Além disto 

Ve = sru + tVv com mdc(u,v) = 1 e uv = m OI 

u)Se m • 3 então c • o e vale (1) ou 
4 4 

sV2U t.,rzv { mdc(u,v) ~ 1 
(b,c) (0,1) rc • (2) • e = com e 

2 2 
uv = m 

DEMONSTRAÇÃo, 

Verifiquemos as condições de congruência. 

Sabemos ~ b cVm e N(c) 1 logo b2- 2 
L que c • = c m ~ 

Portanto no caso (l), isto é, quando m ~ 1 ou 2 ternos que 
4 

bz :: 1 
2 b2 1 • 2c

2 Mas z quadrados possíveis • c ou • . em os 
4 4 4 

são o e 1 portanto c2 

4 
o e 1, isto é, 

(b,c) • (1,0). Já no caso (n), ou seja, quando m • 3 temos que 
4 4 

b2 2 
assim (b,c) =

2 
(1,0) ou (b,c) •

2 
(0,1). • 1 + 3c , 

4 

Note que se c=b+cv'ffi então c • 1 ~ (b • !) • CVm 

c - 1 = (b - 1) + cVm. Logo observando as normas temos: 

= 2(b • 1) 
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~2(b-l) 

V N(c + 1) + V N{c - 1) 
Portanto -----------------~ 

2 

Y 2(b + J) + Y 2(b - I) 
~ ---------------

2 

Note também que: 

[-"~2:(~b~+'__~J-:_I -:-" __ z_(_b _-__ 1 1-r= 

N(c + li - N(c - I) + d N(c + !HN(c - I) 

~------------------------------
4 

4b + 2/4b
2

- 4 (31 
- - = b + ~ = b + cViTi = c. 

4 

Assim, 

Y N(c + I) + Y-N(c - li Y 2(b + I) + Y 2(b - I) 

Vc ~ ~ ----------------------
2 2 

3J N(c) 
2 2 

b - c m 1 .. b
2
-l:c

2
m 9~:cYm 
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Quando b é Impar então { 

2(b + !) 
2 = 4s u 

(*) 

sendo u, v livres de quadrados e mdc(u,v} = 1, pois 

4 = 2(b + 1) - 2(b - !) 
2 2 = 4(s u - t v) e portanto 1 2 2 = s u - t v. 

Desta f arma: 

4(b + l)(b - 1) = 414lt2uv) [b2- 1) 22 
= 4s t uv. 

Porem 
2 2 2 

c m = 4s t uv, 

assim m = uv com mdc(u, v) = 1. 

Conciuimos, então, que: 

v 21b + 1) + v 2(b 1) zsYu + ztVv 
Ve=---------=---- =sv'u+tv'V. 

2 2 

Quando b é par temos {: : : ~ ::: (**) 

com u, v livres de quadrados. 

Suponhamos que existe um p primo tal que p I (b + 1) e 

pl[b - 1) , então p é ímpar e Pl2b, assim Plb e pl[b + 1) 

absurdo. Logo mdc( b + 1, b - 1) = 1 e portanto, de (**), 

mddu,v) = 1 e mais : 
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2 
Logo c m = (b2

- I) ~ (b + l)(b - I) m = uv. 

Assim: 

sv'2U + t{'ZV 
Vi~-----

2 

?revemos agora que quando m ;; 1 
4 

De fato, pois temos que : 

temos c = O. 
4 

e como c;.abemos b 5 I, logo (b + 1) =
4 

O ou (b - 1) ;;:
4 

O, 2.;-.s1m 

2 2 
s t uv 5 

2 

que 

Assim 2 
em 

c = o ,, 
4 ·" 

resultado: 

2 

o então s ~ 

2 

b + I 

5 
16 

o e dai c 

O ou t = O . Portanto de (*) concluirnos 
2 

5 o ou b - I 5 o 
" 16 

5 o 
4 

Analogamente temos que se m = 3 e b é lmpar , então 
4 

Nosso maior interesse nesta seção é o seguinte 

TEOREMA 3: Seja k = ID(v'iii) um corpo quadrático real. 

Então a extensão IK/k tem base integral, se e somente 

se, vale uma das seguintes condições : 

=loun=I] 4 4 
e 1, m, u ou v] 
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b) (m,nl = (2,3) 
4 

c) (m,n) ~ (3,2) 
4 

e 

e 

sendo u e v determinados no Lema 2. 

DEMONSTRAÇÃo, 

m, u ou v 

u ou v 

Observemos primeiramente que se .>.. = 1, m ou m Z as 

condições do teorema 2 (seção 3.2), são suficientes. 

a)Se m=Ioun=l. 
4 4 

Sabemos que neste caso :DIK/k = n/'" e usando o Critério de 

Mann, nós queremos mostrar que: 

~ = k(.rc;;) 
1 

À = u ou v. 

Sabemos do Lema 2 que 

f= 1 

se m = 1 ou z) e [r = 
2 sem =::-

4
3) 

s~+ trrv 4 

re 
= 

, com 
r 

uv 

= 
m, mdc(u, v) 

= 
1 

Portanto neste caso r = 1 e temos Vc = sv'u + tv'v 

Por outro lado, também é sabido que IK = k(v'n). Logo 

~ = k(ftn ) 
1 rn À 

=---- e k = O(y'ffi"). Portanto ~.-;e 
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v'Cii su + tv'iTí sv'iTí + tv 
À = u ou v temos que 

v'Cii 
I 

E k e IK = k(v'8ii ) 
I 

I = ou , isto é, 
À À 

Assim, neste caso, resta-nos provar que !K = k(v'cri ) 
I 

implica em À = u ou v Agora de !K = 

v'Cii 
I 

a: = e k e então sv'AU + tfu E k = I!J(v'm). 
rn 

AFIRMAÇÃO: rxü E I1J ou ..fTv E 10. 

k[VCil ) 
I 

obtemos 

De fato, suponhamos agora que v'XU ~ 10 e ..;-;;;:v t G;l. 

Assim 

c = o ou d = o 

lk = o z 
ÀU = d ÀV 

livre de quadrados logo u = v 

quadrados. 

d = ±1, pois u é 

absurdo pois m é livre de 

z)d = O i\.u = c2 ,absurdo pois VTu E: «J. 

nos dá uma contradição, pois sabemos que sv'XU + tfu E IO(v'IT}). 
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i)ÀU 
2 

= li 

u)Àv 2 
= l, 

Desta maneira concluimos, como queriamos, que 

rxtieo ou v'Tveo. 

Disto obtemos dois casos: 

com ' e z mas )l ,u e v são 

li lu e liiil e assim À 

com,EZ, 
I 

e analogamente 

bllm,n) ~ (2,3). 
4 

)l = 

livres 

= u. 

v. 

de quadrados logo 

Seguindo o mesmo raciocinio da parte (a) e sabendo que 

v'2en sV z;:tu tY 2Ãv 
r = 1 ~ .v!K/k (2ni ), isto é, 

I + obtemos = = . 
rn )l 

que (2À = u ou )l = 2u) ou (2)l = v ou 

Mas, À = 2u implica que, 2 =-
4 

)l = 2v). 

2 
mn=Àmn 

I I 

contradição. Idem para À = 2v. 

Assim concluimos que 211. = u ou v. 

c) (m,n) ~ (3,2). 
4 

Do Critério de Mann e Lema 1, temos: 

i Zen 
x=---'-Iek 

c + dYrn = (svzr:li + t..rziV) 

r>'X 

~ ervA + drii.Yrn = ~ + ttf2r'V 
I 
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Multiplicando c• l por v' 2ru obtemos que cn' 2rui\ + 
1 

drÃv' 2rum = 2sru + 2rtvrn e usando o mesmo argumento de (a) 
1 

temos V 2rui\ e o ou " 2rum 
1 

2rum = '
2 

1 
com 1 e Z. Mas u, i\, 

z e o isto é, 2rui\ = ' 
m são livres de qradrados 

1 

ou 

dividem m e m = 3. Logo r = 2 e u = À ou r "" 2 e u = m 
4 1 

mascamo uv:::m=i\m, temos U""À ouv:::i\g 
1 

Como dissemos no inicio deste capitulo é também nosso 

objetivo determinar uma base integral sempre que ela exista. Sendo 

assim iniciamos nossa busca observando que a demonstração do 

Critério de Mano , juntamente com o Lema 1, nos fornecem uma base 

integral para a extensao, dada por: 

unidade de 

{ I 

a + / 2ícn 

2 

~. sendo que 

.z -
= 4/A 

f 
2 Ell 

1 

pois N[a + /

2
2'm1] 

e ~-

1 }ondeae~.f 

+ co v'iiiJ 
1 

Consideremos portanto os casos: 
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I)Quando m e n = 
4 4 

1 então a 

h , j e Z. Logo de (2) obtemos: 

pois neste caso do Lema 2 vem que c .: O. 
4 

Assim concluimos que j = O z 

h = 1. Portanto chamamos z h = 1 

= h + J[ 1 ; rrn )• com 

e 

logo h
2 

= 1 e assim 
4 

j = o temos que 

{ 
1 • 

1 + VEii

2 

<n1 } 
é uma base integral de I!Vk. 

u)Quando rn " 1 e n • 1 então a = h + JVffi 
4 4 

com h,j E l. 

De (2) podemos dizer que: 

hz + .z 
+ 2hjV'iii = z bn + cnVm (3) JITl a • 

l l 

de onde vem que 2hj = cn e então c = O. Portanto c = O ou 2. 
4 1 2 4 

ll c = o 
4 

{: • z 

• z 

o .. 
o .. 

hz • 4 

j 1 ; 
z 
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De (3) temos que bn :: h
2 + lm "' 1 ou m. Mas bn é 

1 4 4 1 

lmpar , então m =: 3. 
4 

extensão. 

Logo quando c :: O uma base integral será dada por 
4 

2} c ~ 2 .. hj ~ n " I .. h ~ 1 e j - I. 
4 2 1 2 2 2 

{ I + Vrn + v'Eil 

} Assim 1 1 
é base in1egral da • urna 

2 

m)Quando m : 1 e n = 1 , de (2) temos que: 
4 4 

a 2 : O e assim se 
4 { 

....--rn } chamamos a = O obtemos 1 , ~ como base 

integral. 

Iv)Quando m • 1 e n • 1 • temos dois casos: 
4 4 

.) (m,n) ~ (3,2) .. 
4 

a h + jliií com h,j e z. 

De (2} h'+ .2 + Zhjliií ::: 2 
~ Zen= 2(bn + cn Vrn). vem jffi a 

4 1 1 1 

{ 
2hj " Zen " o .. hj ~ o .. h ~ o ou j " o 

4 1 4 2 2 2 

Assim 

h' .2 2bn o h' .2 o h= j + J m ~ ~ .. " J m " .. " 4 1 4 4 4 2 2 
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Podemos então chamar a = O e teremos uma base integral 

{ 
>"2Eil } dadapor 1, 

2

1
• 

b) (m,n) :: (2,3) ~ 
4 

a=h+j.;m 

2 =a = 
4 

Zen 
1 

com h,j e 71.. 

= 2(bn + cn .;m). 
1 1 

{ Zhj = Zen = o pois c = o ) " h = o ou j = o 
4 1 4 2 2 2 

Assim 

h' + .2 
Zbn h' o h o Jm ~ " ~ " = 

4 1 2 2 

Se j :
2 

O então f' "'\ O e dai 2bn 
1 

o, 
4 

que é um 

absurdo, pois bn é lmpar. Logo podemos chamar h = O e j = 1 para 
1 

Assim podemos sintetizar nossos resultados na tabela que 

se segue. 
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TABELA 2 

BASE (m,n) $ CONDIÇÕES 
4 

1 • (1 • rCn 1 )/2 lm,l) bn
1 

$ 1 • c $ o 
4 4 

1 • (VÍÕ + ~--cnl )/2 I 3 ,I) bn
1 

$ 3 . c $ o 
4 4 

1 • (1 + v'ni + Vcil )/2 I 2,1) bn ~ 3 • c $ 2 
1 1 4 4 

1 • ,....-;;n 
1 

I 1 ,3) ou (1,2) 

1 • I~ )/2 
1 

I 3 ,2) r ~ 2 

1 (VÍÕ + .; Zen )/2 I 2 ,3) 2À = u ou v • 1 

Agora veremos algumas consequências, bastante 

interessantes, do teorema 3. 

COROLARIO 1 : Se m > O, OC = k(\/n) tem base integral sobre k Vn, se 

e somente se, vale uma das condições abaixo: 

l)m=Zoup 

Z)[m = 2p ou pq com p =4 q] e N(E) = 1. 
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DEMONSTRAÇÃO: 

~= l)Quandom=2oupentãoi\=loum Oogou=l 

ou m), logo pelo teorema 3 temos o que queríamos provar. 

2) I)Quando m = 2p e N(c) = 1 do Lema 2 temos: 

-/C= siU + tVV com rndc{u,vl = 1 e uv = m. 

v = p 

Logo ou vice-versa. 

v = 2p 

Se n é lmpar então À = 1 ou p que implica em 

2i\ ·- u ou v. Logo pelo Teorema 3 obtemos o resultado pretendido. 

SenéparentãoÀ=2 ou 2p • assim se m n 
I I 

• 1 
4 

obtemos À = u ou v e pela parte (a) do Teorema 3, está 

demonstrado. Mas se m n =: 3 como IK = IJ;)(Vrn Ym n ) temos que 
1 1 4 1 1 

i\ = m e daí À = p ou 1 , logo 2À = u ou v . Pela parte (b) 
I 

do Teorema 3 verifica-se o resultado. 

p • q 
4 

u)Quando m = pq com p =: q 
4 

temos que m=pq=: l,e 
4 

.fê = sv'U + tVV com mdc(u,v) = 1 

{ 

u = pl 

u = 

e v = q 

ou 

e v = pq 

e N(c) = 1 então como 

do Lema 2 temos que 

e uv = m , portanto 

ou vice-versa, 

emais i\=1,p,q ou pq À = 1, u, v ou m. Desta 

maneira utilizando a parte (a) do Teorema 3 obtemos o resultado. 
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~ : Supondo que existe base integral da extensão IK/k, 

note que se m tem três ou mais primos ímpares como divisores, 

então existe para À, pelo menos oito possibilidades dependendo da 

conveniente escolha para n. Mas pelo Teorema 3 somente existe 

quatro valores que À pode assumir. 

Se m = 2pq é análogo ao anterior. 

Se m = pq comp= q e r=l 
' 

então quando n é par, 

temos pela parte (a) do Teorma 3 que não existe base integral para 

a extensão IK/k; o que também ocorre se r = 2 , i\ = p e n ímpar, 

pois, 

m n = 1 
I I 4 

e portanto (a) não se verifica. 

À = p e 

Finalmente quando m = 2p ou pq com N(c) = -1, se 

n = 1 
' 

a parte (a) do Teorema não se verifica , 

pois não nos é possivel usar o Lema 2 • 

COROLARIO 2 : Se k tem número de classe impar então IK = k(lÍn) 

possui base integral sobre k, \In. 
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DEMONSTRAÇÃo, 

Sabendo que k = O(Vrii) possui número de classe lmpar, se 

e somente se, m = 2, p, 2p ou p p com p = p = 3 . 
l lZ 1424 

q ~ 3 
4 

Podemos então ver que quando m tem um divisor primo 

então e tem norma positiva, pois se c = a + bYm e 

2 2 
N(c) = -1 temos que a - b m = -1 2 e portanto a = -1, que é absurdo 

q 

[ 

I ) q-1/2 
(lembre que - q = ( -1) e q = 3). Assim imediatamente do 

4 

corolário 1 obtemos o resultado proposto • 

COROLARIO 3 : Se k é um corpo quadrático então vale apenas uma das 

condições abaixo: 

I)Todas as extensões de corpos, biciclicas 

biquadráticas IK, possuem base integral sobre k. 

u)Existem infinitas extensões IK que possuem 

(ou não possuem) uma base integral sobre k. 

DEMONSTRAÇÃo, 

Imediata dos Teoremas 2 e 3, e seus corolários • 
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APtNDICE 

Como dissemos no capitulo 3, neste apêndice, 

demonstraremos o Critério de Mann e o Lema 3.1. Para isto vamos 

considerar sempre a seguinte situação: 11(/k extensão de corpos, IA 

um subanel de k tal que IA é algebricamente fechado com cfr(O!) = k 

e IB o fecho inteiro de IA em IK.. 

' TEOREMA l(Criterio de Mann): Sejam IK/k uma extensão quadrática, 

com ch(k) = O (1) e VIK/k o ideal discriminante da 

extensão. Então existe uma base integral de [1(/k , se e somente se, 

IK = k(v'd), onde 

DEMONSTRAÇÃO 

'* : Podemos escrever lK = k(Va), com a e k pois a 

extensão é quadrática. 

1) vale Igualmente para. chk * Z 103). 
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{ 

« = X 
S eja 

1 

I'=Y 
I 

+ x ra 
2 

+ y Va 
2 

com X, y E k, 
I I 

tal que ~ «,13 r seja uma base integral de IK/k. 

Pelo teorema 9, do capitulo 1, temos DIK/k = diA onde 

I' 
2 

" 
d = D(«,/>) = = [zra(x y - x y >]

2 

2 1 1 2 

" fj 

portanto 

Yii=Zva(xy -xyl. 
2 1 1 2 

verifica pois i o:,fj r é base. 

<= Temos por hipótese que fK = k(Vd) com Vll::/k = diA. 

Note que se 7 = x + yv'd. , x, y e k e 7 e 18 então 

2y = Tr [ ~] e A. De fato pois podemos supor que y * O e neste 

caso 1I,rf e 18 é base de IK/k com D(l,f) = (2y)
2
d e VIK/k= diA. Logo 

(2y)
2 e IA , mas 2y e k e IA é integralmente fechado, assim Zy e IA. 

Seja 1 o:,(3 f .!;;; 18, base de IK/k tal que : 

{

«=xl 

/3 = y 
I 

+ X ._ld 
2 

+ y v'd 
2 

com x, y e k. 
I I 
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Observe que 

~IX = (xly 1 - y X d) + ( xtyz - y X )Yd e A z z 1 z 

N(«) 
z z Tr[ ~] 2x e A = X - dx e A , = 1 z z 

N(~) 
z z Tr[ ~] 2y e A = y1 - dy E A , = 

2 2 

Tr(~(i) = 2[x y - y X d) e ~ 
1 1 z z 

D[«,~) 4d(x y 
z e ~ = - X y ) z 1 1 2 

Resolvendo o quadrado obtemos: 

Seja ~ o ideal de ~ gerado pelo conjunto { Tr [ ~]·" e m} 

AFIRMAÇÃO , ~ = ~-

De fato se 1 a,(l ~ s;;. IB é base de IK/k então temos 

D(a,(l) e :VIK/k e portanto D(a,(l) = bd para algum b e IA. Por 

outro lado, z observando a igualdade (*} vemos que D(o::,~} e f) d, 
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isto é,D(a,(3) 
2 

= bd, com b E h . Agora, como :Dii:Jk = diA, temos 

m 

d = l= cp(a1 , ~~) , onde c1 
E IA , J a , ~ ~ s; IB e é base de !K/k. 

1 I I 

1 = 1 

Mas como já vimos D ( o:
1 ~~l : bd 

I 

2 
com b

1 
E b , logo 

e assim 
m 

Lcb =l,comceiAe 
I I I 

2 
b 

1 
e b , portanto 

{]
2
= IA , isto é, b = IA. 

Portanto existem o:
1 

E IB , a::
1 

E IA , para 1 = I, ... ,m tal 

que: I: a: Tr[---'2_]+ a: Tr[--'2] + ... +a: Tr[ "m] : tvazva ma 

m m 

Assim ld: L a: a - L a:: a 
I I I I 

1==1 1=1 

m 

Somando e subtraindo L a: a 
I I 

temos: 
1=1 

m m m m 

v'd = 2 't" a: o: - 't" a: (a + a ) = 2 't" a: o: - 't" a: Tr(a ) 
L..ll L..ll I l...11 L..l I 

1=1 1==1 1=1 1=1 
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Como a E 19 Vt 
l 

m 

e IA é integralmente fechado, 

TR(a
1
) E IA VI. Chamemos b = - '" a: Tr(a ) 

L. l l 
então b e IA, pois também 

l = 1 

a::
1 

E IA. 

m 

Portanto Yci - b = 2 L a::
1
a

1 
E 2!8 , Jogo a: = 

1=1 

Yd - b 

2 

com b e IA e também, 

Portanto { I 
Yd - b 

2 } é base integral de lK/k li 

Provaremos agora o Lema 1 usando as bases integrais 

obtidas no capitulo 2. 
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LEMA 1 : Sejam 1K = ltl:(Ym,Yri), k = ~{Vrn) e o ideal 

discrimimante de llVk. Como sempre IA é o ariel de inteiros 

de k e !8 o anel de inteiros de IK.. 

temos: 

i) Se n :: I ou 
4 

VOC/k = n ~. 
I 

n) Se n • I e 
4 

VOC/k = 4n A. 
I 

m) Se m • I n • I 
4 4 

VOC/k = 2n A. 
I 

DEMONSTRAÇAO< 

Iniciemos observando que, tomando 

e 

mn:: 
I I 4 

I 

m = I 
4 

m n • 
I I 4 

m = Àm 
I 

I 

e 

então 

então 

então 

n = Àn 
I 

a)mdc(À,m ) = mdc(n ,m ) = mdc(À,n ) = mdc(m,n ) = 1. 
1 1 1 1 1 

b)Como IK = ID(v'ffi,Vn) = ID(Ym;v'm n ), podemos trocar 
I I 

n por m n sempre que necessário. 
I I 

clVOC/~ 

Àm Z 
I 

ou ou 

ou 4/\m z. 
I 
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1) Pela observação (b) podemos supor que n = 1. Tomemos 
4 

peZprimoe p In . Pelas observações 
I 

(a) e (d) podemos concluir 

que: 

t) piA. = IP t 
2 

, onde IP
1 
~ IP 

2
são ideais primos de IA 

ou 

z) piA = IP , sendo IP primo de lA. 

onde efg 

Teorema 

Por (c), p I :DIK/ID e portanto p se ramifica em 18, isto é, 

I) p~ = 

= 4 • e ~ 2, e os Q 

7, capitulo !). Logo 

1 

e 

' e = JT Q 
1 

são ideais 

= 4 é 

primos de ~ {ver 

impossível, pois 

p p ~ = p~ = II'J4 • r em IP = ID n IA = lP que é absurdo, portanto 
' ' 1 1mp 1ca 

' 1 ' 

e = 2 e g = 2, assim p~ = 1P IP 18 = 4liD
2 

com ID n A = p e 
1 2 1 2 1 I 

Q f'l IA = p Disto obtemos que IP 1 r :DIK/k e IP z r !?IK/k logo 
2 2 

Repetindo isto para todo pln temos 
I 

onde efg = 4 , 

ou 

z) 
g e 

= JT o, 
1=1 

e ~ 2, e os ID são ideais primos de 18. Logo e = 4. 
1 
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Assim p~ = !P~ 
4 

= IIJ , com IIJ n IA ;::; !P. Disto obtemos que 

logo piA j VIK/k • Repetindo isto para todo p I n temos que 
l 

1 +Vil (2) 
Agora, note que, se tomarmos o: = 

2 

e {3 = ...-'iilil teremos que D(l,o:) = n 
l l 

e D(l,/3) = 4m n . Logo 
l l 

e 

portanto 4m IA + n/A = /A. 
l 

Finalmente obtemos que : 

como querlamos. 

mdc(4m ,n) = 1 e 
l 

u)Observe que este caso se resume a (m,n) = (1,2) ou 
4 

(1,3). 

Assim da observação (a), ÃIA + m
1
/A = IA e 4n ÃIA + 4n m IA = 4n IA 

1 1 1 1 ' 

portanto 4n
1

/A s;; VIK./k' 

Para provar que VIK/k J; 4n
1

/A. , vamos primeiro considerar 

o caso (m,n) = (1,2). Sabemos que neste caso, 
4 

2) O: E ~ 1 pois n .:::;;: 1 
4 
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{ 

I + Vm 
1.----.rn. 

2 

v'ii + Ym n } 1 1 

4 

é uma base integral de !8/Z. 

Tome agora a e IB, {3 e 18 tal que 1 a,{3 ~ seja uma base da 

extensão rK/k. Logo a = z
0 

+ z
1 
e + z9 + z Vri + 

2 

obtemos: 

o: = Y 
1 

+ Y 
2 
Vn, com y

1 
e IA e ÀY 

2 
e IA. Analogamente temos que 

w 
1 

, com w 
1 

E ~ e ÀW E 
2 

~-

Agora calculando o discriminante de 1 a.,{3 t obtemos: 

= [z(y w - w y )]
2

n 
(Ãy w 

= 4n z 1 

2 
- Ày w ) 

1 2 

2 1 2 1 

onde X = Ày W - ÀW y E IA. 
2 1 2 1 

Portanto concluimos que 

Obtemos portanto que :DIK./k 

Agora no caso (m,n) ~ (1,3) 
4 

s; 4n IA. 
1 

temos que 

{ I • 1 
+ Vm Vn + v'm n 

v'm n 1 1 

2 
1 1 

4 

é base integral de 18/Z, portanto trocando n por 
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4X
2 

--n 
À 1 

4n ~ 
1 

E v~/k 

ffief_S 

mn 
1 1 

podemos 



1~epetir a prova realizada e teremos VIK/k S:: 4n
1
1l. 

m)Observe primeiramente que se (m,n} ;s: 
4 

(2,2) então 

mn=lou3, 
1 1 4 

mas o caso m n = 1 está excluído. Assim 
1 1 4 

trocando 

npormn 
1 1 

se necessário, podemos supor que (m,n) = (2,3) ou 
4 

[3,2). 

(m,n) 

D(!,a) 

Mostremos que 2n
1

1A S:: VIJUk. Comecemos com o caso 

4 
(2,3). Aqui seja o: = 

rm + v'm n 
1 1 

2 
E 

E VIK/k . Também é sabido que 4n = 

Chamemos m
1 

= 2s com mdc(2,s) = 1 

21A + sffi. = IA e então 

2n i\.IA = 4n i\.IA + 2sn ÀIA = 4n À/A + m n Ã./A ç: 
1 1 1 1 11 

e 

4Ã.n e 
1 

assim 

VIK/k' 

e portanto 

v~;k· 

Agora Ã.ifl + m DI = IA e 2n IA = 2n Ã.IA + 2m n IA S:: VIK/k 
1 1 1 1 1 

e então 2n
1
A S:: VfLik 

Façamos agora o caso (m,n) = (3,2) . 
4 

que 4n IA s; 
1 

visto 

VIK./k. Tomemos o: = 

D(l,a) z 
= 4o: E 

Vn + v'm n 
1 1 

2 
e 18 e como pode ser 

VIK/k , ou seja 
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D(l,o:) = n+nm 
1 1 

+ZnVm= 
1 

n {À + m ) + 2n Vm 
1 1 1 

mas observe que sendo m = 3 e m = Àm então À õE m 
4 1 4 I 

portanto À + m 
1 

O e 
4 

conseguinte, 2n/ffi e VIK/k" 

assim (À + m )n 
1 1 e VIK/k e por 

Agora mdc(m,2) = 1 e portanto 2/A + v'ffiA = A , logo 

4n IA + 2n VmA = 2n IA e desta forma obtemos que 2n IA !,;: V"'/k • 
1 1 1 1 .,.. 

conjunto: 

Mostremos para finalizar que VIK/k ~ 2n
1

1A. 

t)Caso (m,n) = (2,3) . 
4 

Neste caso temos como base integral da extensão IK/0 o 

Tomemos ex, {3 E 18 tal que 1 a,fj r seja base de IK/k. 

Observe que a = z
0 

+ z/'ffi 
[
v'iil + rm;n 1] 

+ z v'ii +z 
2 3 2 

2zo + (2z + z
3

)Vm (2Àz
2 

+ z v'ffi) 
1 3 rn. = + 

2 2Ã 

com z E Z \11. 
1 

Disto temos: 
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a:. = y + y v'n , onde 2y :::: a + b Vm e 2Ãy
2 

= a
2 

+ b
2
v'iil 

1 2 1 1 1 

Do mesmo modo, f3 =w +wYn,onde2w = 
1 2 1 

c+ 
1 

dVm e 
1 

Agora D(a.,$) 
z (4i\y w- 4i\w y )2 

[ ] - ----=''---'1'---=--~2-1:_ n = 2(y w - y w ) n = 
2 1 1 2 4Ã2 

2 

ou seja , D(a,J3) = 
x n

1 --. onde e 
4À 

portanto X = (a, + b v'ffi){c + d v'ITi) - (a + b VmHc + ct,VmJ. 
2 1 1 1 1 2 

Fazendo as contas temos: 

x = a c - c a + (b d - b d )m + (a d + c b - c b 
21 21 21 12 21 12 21 

= c
2 

= O , temos: 
2 2 

d=dem;O 
1 2 2 2 

x = 2(2a + hlffiJ, 

coma,beZ 

obtemos 2 que: x= 8(c + dv'iil) com c • d e z. Assim 

2 
x n 

2n (c + ctYiii) 
D(a,~) 

1 
= = 

4À 
1 

À 

Como D(oc,,B) E IA e mdd2n ,Ã) = 1 temos 2n IA + MA = IA, 
1 ' 

então (~c-'+,À~d~ IA = D(a,/nlA + (c + d.fffi)A !: IA 
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2)Caso {m,n) = (3,2) . 
4 

Aqui o conjunto { I, Ym , Vn , 
rn + .Jm n 

1 1 

2 
} é uma base 

integral da extensão IK/aJ. 

Tomemos a.,(j E IB tal que ~ «,(3 ~ seja uma base de JK/k. 

Assim o::=z +zYm 
o 1 [

Ym 
+zv'ii+z z 3 

com z E Z VI , isto é, o:: = y + y
2
rn , onde y = z + z Vm e 

I 1 1 O 1 

2Ãy =a z +bv'ID',coma,beZ,e a 

Do mesmo modo 

= b,poisi\= 1. z z 

f3 = W + W rn , onde W = X + X v'ID e 2i\w = C + dv'ID , 
1 2 1 o 1 2 

comc,deZ,e c E d . z 

2 (2i\y w- 2.\w y ) 
z 

Agora Dia.~) = Z(y w - y w ) n = ----''---''---=---'-=-- n [ J 
21 12 

2112 i\2 

ou seja , D(o::,/3) = 
x

2
n 

1 --, 
À 

onde x = Zi\y w - 2i\w y 
2 1 - 2 1 

e 
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portanto x = (a + bvm:Hx + x v'iii) - (c + dv'ffi)(z
0 

+ z v'iii), isto é, 
o 1 1 

x=ax
0

-cz +(bx 
o 1 

z d)m + (ax + x b 
1 1 o 

cz -dz)Vm= 
1 o 

=t+sv'íil. 

Sabido que m s: 1, a s: b, e c s: d 
2 2 2 

temos 

t = a(x + x ) 
2 o 1 

com y e /A. portanto D(cx,t3) = 

2 
x n 2n y 

1 1 = e!A,comye/A. 
À À 

Logo 'L A = 
À 

e assim t e IA , ou seja, 

D(o:,/3) e 2:n
1

1A e portanto concluímos que :DlK/k ç_ 2n
1
ta • 
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