S T T T T T T e T e s ST T TR T Rt B e e T o T s et

METODOS PARA ANALISE DE REGRESSAO L1

Este exemplar corresponde a reda-
¢¥o final da tese devidamente cor
rigida e defendida pelo Sr.

Manoel Ivanildo Silvestre Bezerra
e aprovada pela Comissidco Julgado-

a.

Campinas,s | decgqcﬁ‘.\%} de 1990

- "".ﬂl 7
A} Twiéntadora
s
I

Dissertagiio apresentada ac Institu
to de Matematica, Estatislica =]
Ciégncia da Computagio, UNICAMP, co
mo requisito parcial para obteng3o
do Titulo de Mestre am Estalistica



UNI VERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS |
~UNICAMP ~

INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E CIENCIA DA COMPUTACAO
- I MECC -

METODOS PARA ANALISE DE REGRESSAQ l...i

MANOEL IVANILDO SILVESTRE BEZERRA

ORIENTADORA: PROFY DRY GABRIELA STANGENHAUS l

CAMPINAS ~ 1000



AGRADECIMENTOZS

A Profa. Dra. Gabriela Stangenhaus pela orientacfe do

t.rabalho. o

Ao amigo José Ramos pelo auxilio na parte computacional.

Acs colegas do IMECC e alguns professores pela amizade

durante este tempo.

A UNICAMP, CAPES = CNPQ palo apoio financeiro.



Dedico este trabalho acs meus Pals



3.4.
3.4.

CAPI TULO

I L

Loy

@ N =N

!
1 NDICE

INTRODUGEO v v v et em et e me e e et e e et 1
REGRESSAO QUANTILICA .« ...vunrraneaanenninanannn. 8
INTRODUGHD .« vt ittt ttete ettt e e s et aa e 5
PROPRIEDADES . . ..ot vt v tete et eneeenann s 7
DI STRIBUI GXO ASSINTOTICA DOS ESTIMADORES DA REGRES

SAO QUANTILICA ..ottt 13
REGRESSXO DA MSEA (MINIMA SOMA DOS ERROS ABSOLUTOS)

OU REGRESSEO L +0vveiiinnernnaniniiannnnen e, 16
INFERENCIA ............ e e e 19
INTRODUGED - o v v v e e e e e et e e e e e e 19
INTERVALO DE CONFIANGA .. 'unvttrianennnnnnns 20
TESTE DE HIPOTESE .t ititttmitee et e, 28
ANALISE DE VARTACEO . .. oivttmeeee e inins 26
TESTE PARA A HIPSTESE LINEAR GERAL ............. L. 27
EXEMPLO PARA CONSTRUGAO DA TABELA DE ANALISE DE VA

123 97 ¥ov-(o T 30
SELECKO DE VARIAVEIS .. ..ovvvnmmmeees i, 32
INTRODUGEG . vttt eiae vt imar st imtteeraansenneenns 32

ALGORITMO DO NARULA E WELLINGTON (19790 PARA ENCON
TRAR O MELHOR SUBCONJUNTO DE VARIAVEIS PREDI TORAS

EM REGRESSZO L.1 .................................. 33
SISTEMA DE ROTULAGAD ........ ... inimnnvnnnnnn.n 36
SUGESTBES PARA ACELERAR O ALGORITMO DE ENUMERAGZO

IMPLICI A ...t it ettt 365
MODELOCS "QUASE-OTIMOS™ DE TAMANHO m . ............. 35
MODELOS "IGUALMENTE-BONS"™ ............ ... .. v 37
LIMITE PARA O NUMERO DE VARIAVEIS PREDI TORAS .. ... 38

Ff



CAPITULO B -~
8.1 -

B.2 -

5.2.1 -
5a.2 -
5.2.3 -
B.2.4 -

53 -

B.4 -
CAPITULO B -
6.1 -

6.2

5.3 -

6.3.1 ~
6.3.2 -

6.4 -

6.4.1 -
CAPI'TULO 7 -~
7.1 -

7.2 ~

7.3 -

7.4 -

BI BLIOGRAFI A

INTROIIR A . ... .ttt e et st e s e e naas 30
ANALISE DE SENSTBILIDADE .. ...oovnrinennannnnnnn.. 40
REGRESSZO LINEAR SIMPLES ...\ vvorerrneennnnnnn, 41
ALGORITMO DE KARST ... oon o, 42
INTERVALO PARA VARIAVEL RESPOSTA ¥ . .uuunnnnnn.... 43
INTERVALO PARA UM:VALOR DA VARIAVEL PREDITORA X .. 44

ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA O MODELO DE REGRESAO

L 0 = 7 U 46
ANALISE DE OBSERVACDES ... ... ...t 80
ANALISE DE RESIDUOS ... ...ttt ittt i vt s e s anan 52
INTRODUGED . v e vttt ettt it e et e et 52
HETEROSCEDASTICIDAIE . ... it i h s i it it et v s e s e s 53
VALORES ABERRANTES E VALORES INFLUENTES . ......... 54
METODXO PARA DETECTAR VALORES ABERRANTES ATRAVES DE

REGRESSHES QUANTILICAS ..... I J 55
ALGORI TMO | ... ittt st s st st rnr s s st s aens s enra 56
VERIFICACKO DO MODELO ...t ii ittt e cinee e 57

USO DO GRAFICO DE PROBABILIDADE NORMAL PARA DETEC
TAR DISTRIBUIGCOES DE ERROS COM CAUDAS ALONGADAS .. 60

FXTIN Cof Vv <o N A 64
INTRODUGED .« v vttt et e emteetaaeaaea i aenannnns 64
CONJUNTO DE DADOS .. vttt et ieieieeeeaas 64
ANALISE .« it ottt e ie et e et e 66
CONCLUSBES . o\ttt ettt e et ettt e e et 74
.................................................. 66



CAPITULO 1
INTRODUCIXKO

W

1 - INTRODU(AC

Na wvasta literatura estatislica, podemos encontrar
diversos livros e artigos sobre regressfio linear usande o método
dos minimos quadrados, e diversos programas para conputadores
estio disponivels.

A regressio de minimos quadrados serd 4tima, e ofereceré
estimadores de méxima wverossimilhanga para os parametros do
models, se ©s eorros sdc independantes o possuem  distribuiclo
normal, porém para diversos casos em gue os o arros nlo btem
distribui¢doc normal, ou possuem caudas alongadas, como por exemplo
as digstribuig¢®es de Cauchy e Laplace, a regressic de minimos
aquadrados nfo ¢ adedquacda.

Um outro problema ¢ o caso de valores aberrantes, quando
usamos a regressdo de minimos quadrados, mesmo que a distribuicio
dos erros seja normal, serid precisce usar algum procedimento
robusto, ou seja, que acomoda a possibilidade desses valores, ou
Ldenicas do diasgnédésticos que identificam ocsses valoraes,

A regressio da Minima Soma dog Erros Absclutos (MSEAY,
ou regressio L.l, & considerada adequada para cases em que a
distribuig¢io dos erros tem caudas alongadas. Varjios aulores,
consideram-na uma boa allernativa robusta para a regressic de
mi nimos quadrados. A robustez ocorre pelo fato da regressio L.i ser

menos sensivel a valores aberrantes do que a regressio de minimos

quadrados,



A regressio L':. tem inumeras aplicages, como por
exenmplo: (1) estimag@o de fungdes e previcsleo de investimento; (2
detecg8o de @rros em conjunto de dados, a fim de tentar descobrir
formag®es na superficie, onde recursos naturals podem existir; (32
processamente d4de dadoes orbitais cm objetos espacias; C4D
astronomia; (B mnodelagem de diversos dados geoefislicos; (62
estimacio de funeSes de cusios; (72 anidlise de dados sismicos; (8
estimagBo de pardmetros farmacocinéticos o (82 obtengioc de
estimaltivas de estados em sistemas de poténcia.

Se oz erros tem distribuig¢Bo de Laplace, oz estimadores
dos parametros da regressio L1 s83o estimaderes de méxima
verosaiml lhanga, portanto s8co assinlotjcamente nao-itendenciosos e
eficiaentes.

A regressio L'1 foi introduzida noe sécule XVIII  por
Bascovich (17872, ou seja, melo sécule antes da regressio de
minimos quadrados proposta por Legendre, meas seu deseanvel vimento
foi muite lenteo, devidc ao fato que a regressio de minimos
quadrados & computacionalmente mais simples. Sende assim, © seu
uso tornou-se praticamente impossivel por muitos anos.

Boscovich C 17800 Lambem desenvyol veu um algoritmo
geomét.rico para resclver o problema. A formulagfo algéhrica do
algoritmo foli feita por Laplace (17723.

A regressio L.1 reapareceud na decada de 1880 devido ao
trabalhe de Edgeworth, que em 1887 reformuloeu o problema de
regressao I..1 proposte por Boscovich (17B7), @ em 1888 disculiu
sobre a n8o unicidade da seclu¢ilc da regressic L.i, como  também
contribuiu na demonstragio que os estimadores Li_ =80 de mAxima
verosasimilhanga, quande os erros tem distribulgfc de Laplace, e em
um algoritmo para determinar a regressio Ls' |

Charnes, Cooper e Ferguson (18553 formularam o problema

de regressio I_.1 y <comoe um problema de programagdo linear, e
solucionaram-no usando o método  simples Dai ent8c foram
desenvol vidos vaArios al goritmos eficlentes. O problema de

regrassio L1 pode ser resolvide ne computader usande ¢ sistema de

programas estatisticos SAS @ o conjunto de rotinas IMSL. Ambos
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procedimentes para resclver o problema de regressico L{

A falta de ferramenta para inferéncia estatistica feoi
também outro problema para a regress3o Li, se comparado com a
regressiico de minimos guadrados. Pordm nos dltimes dez anos
diversos estudos de Monte Carle foram desenveolvidos sobre
propriedades dos estimadores para pequenas amostras. Resuliados
assintdticos scbre a distribuic8o dos estimadores & procedimentos
para inferéncia também foram apresentados.

A literatura sobre regressio L1 encontra~se espalhada em
diversos artigos, relatdrios, monografias e em poucos livros.
Dentre os livros poderfamos c¢itar: Bloomfield e Steiger (19832,
que irata sobre métodos de regressio L1 em vaArios aspectos. porém
de dificil compreencio e com linguagem e notagio inadequadas. Como
monografia poderfamos citar: Andlise de Regress3o L, CVIII
SINAPEY, mas ndc tem demonsirag@es e fol escrita noe nivel de
graduagdo.

0O trabalhe agqui apresentade consiste em um levantamento
bibliografico de diversos artigos, com varios mélodos para analise
de regressio Li, dispersos na literatura, com intuiteo de facilitar
o estudeo daqueles estatistices ou pesquisadores que se interessem

pela 4rea,.

No capitulo 2 apresentamos a classe das regressdes
quant{licas e alguns tecremas em relagio a esta classe, que s&o
baseadas nos quantis amostrais e tem como caso particular a
regressio Lf

No capitule 3 apresentamos uma seglo scbre inferéncia
astatistica, mostrando como calcular intervalos de confianga,
testes de hipdteses e construir a labela de anélise de "variag&o™
para regressio L1 e alguns resul tadoes assintdtices.

No capitulo 4 apresentamos um mélodo para selegfo de
varidveis baseade eoem um algoriitme e algumas sugesiles para
eficiéncia deste algoriimo,

No capltulo 5 apresentamos wuma seg¢dc sobre robustez,
usando andlise de sensibilidade para varidvel resposta e para uma

variavel preditora e anAlise de observagdes.
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No capitule 6 titratamos da analise de residuos,
observande o© case de heteroscedasticidade, ou seja, quandeo
varifdncia dos residuos nXc & constante, e apresentamos um
algoritme para detectar wvalores aberrantes através de regressdes

quantilicas,
Finalmante ne capitule 7 fizemos uma aplicagBie em um

conjunto de dados, usandoe os mébtodos acima citados,



CAPITULO 2

REGRESSOES QUANTILICAS

2.1 = INTRODUCAO

A regressio linear tem sido extensivamente exuio wda ha
literatura estatistica, ulilizando-se a ‘teoria dos minimos
quadrados. Porém, esse método nem sempre fornece estimativas
adequadas como, por exemplo, nos casos em que a distribuigio dos
erros possue caudas pesadas ou existem valores aberrantes no
conjunto de dados.

Pensando em resolver estezs problemas, muiltos autores
comegaram a estudar estimadores alternativos a média amostral
para o maodelo de posiglo, que fossem adequados para aquel es casos.
As primeiras propostas de estimaderes robustos de posicfo surgiram
no século XVIII. A mediana, médias aparadas, combinag¢fies lineares
de estatisticas de ordem e ocutras estati{sticas {foram usadas em
cAlculos astrondmicos no século HIX.

Mosteller 19480, propds estatisticas, chamadas
"ineficientes'" baseadas em quantis amositrais. Mostrou-se entfo que
estimadores desse tipo podem ser construldes de forma a serem
quase LtEo eficientes quanta o5 estimadores de mé&xl ma
verossimilhanga. Gastwirth (18660 e outros aultores estabeleceram
que existem vArios estimadores deste tipo com uma boa eficiéncia
para uma variedade de distribui¢Ses. Como por exemple, a média
ponderada dos quantis 13,12 e 2-3 com pesos 0.3, 0.4 e 0.3,

raspectivamente tem eficiéncia assintdtica de aproxdmadamente 80%
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para a distribui¢3c normal, Laplace, Logistica e Cauchy. Por outroc
lado, a média amostral & o estimador mais eficiente para a
distribui¢®o normal, mas para a distribuiclio de Laplace a sua
eficiéncia com relagfic A mediana ¢ 1-2 e para a distribuicfio de
Cauchy sua eficiéncia ¢ zero. Trabal hos recentes foram
desenvol vidos sobre estimadores baseados em comblinag®@es lineares
de estatisiicas de ordem, como '‘por exemplo: os L-estimadores. ©
L-estimador de posi¢glc mais comum ¢ a a-média aparada, que &
simplesmente a média amostral com uma proporgdc o removida das
extremi dades.

Andrews, et al.(19723 desenvolveram um estude de Monte
Carlo, que Lornou-—-se classico, e gual gtilizou-=se varias
alternativas de eslimadores de posigdo, e comparcu-se Suas
eficiéncias usandoe varias distribuigdes.

Com relagic aocs modelos lineares, Boscovich 1787
propds o ajuste de uma reta minimizando a soma dos desvios
absolutos, como btambém desenvolveu um algoritme geométrico em 1760
para resolver o problema, Em 1818, Laplace provou através de um
modelo de regressdo linear passando pela origem, gue o estimador
L1 tem menor varifncia assintdtica do que o estimador de minimos
quadrados. Muitos anos depeols, mostirou-se que a regressfo Li &
nenos sensivel a valores aberrantes do que a regressio de minimos
quadrados.

Bassett e Koenker (19782 provaram gue os sestimadores da
regressio Ljl s%o assintoticamente ndo-viciados com distribulcio
normal .

O trabalho apresentado por Basseti e Koenker em 1973,
sobre regressdes quantilicas, pode ser visto como uma tentativa de
estender para o modelo linear a idéia de gquantil amostral,. tendo
como caso particular a regress3o L'1' Oz teoremas agqui apresentados

Ja tem alguns dos seus resultados conhecidos em regressis }'"1' Coma

a teoria da regressic quantilica engloba a regressio L.1 .
apresentaremas alguns Lecremas para assa nova classe de
regressdes,



2.2 ~-PROPRIEDADES

Seja {yﬁ = 1,...,n) uma amostra aleatéria da varibvel
aleatdria Y, com distribuigdo F. O 6-ésimo quantil amostral pode

ser definide como solug3io do problema de minimizagfo

min z ely.~ i3] + z L= oy~ Bl

% € R i.e{t:y_‘szi} i €™y o B

onde O0< g1 (2.28.12
Seja Y = CYi,...,YhJ um vetor de varidvelis aleatdrias do

modelo linear
Y =X f+e ,i=1.....n (a.8.a2>
L . L3

onde 3 & um vetcor de pardmetros desconhecidos e XL ¢ a iL-esima
linha da matriz ¥ (rnxkd e oS 51’3 s80 os erros aleatdérios. Para a
amostra aleatdria (Y{t = 1,...,n¥, a 9-ésima regresgic quantilica

& qualquer solugfo do problema de minimizagHo

mi n oly.~xf3] + % 1 - ey ~x (3|
k . A e L 1 . . ~ L L
~ & [R [ {L:y ZX,{?} [ = {L:y,<x_ﬁ’}
£ i [ R
onde O < @ < 1 c2.2.2

O 8 & um parémelro que pondera a regressico quantilica,
ou seja, localizando~a no conjunto de dados de forma que, pelo
menos 1008% das observacBes enconira-se acima (ou sobre: resfduos

positivos ou nulosd da regressZo quantilica e pelo menos 100¢(1-62%



das observag@ies encontra-se abaixo Cou sobre: residucs negaliveos
ou nulesd a regressi3o quantilica. Quando & = 1.2 temos a regressio
Ll’ que é um caso importante da regressio quantilica, tendo como
medida de posigdo a mediana amestral. No final deste capitulo
trataremos da regressio Lx’ come caso particular da regressio
quantilica,.

' Introduziremos a segﬁir, as principais notagBes e
propriedades dos elementos ﬁ*{eb e B'C&, onde B(& & o conjunto
de todazs as solugdes possiveis do problema de minimizagfio (&.2.3)
da @-ésima regressdo quantilica.

Seja I' = 1,...,ny e H um conjunto de subconjuntos de
dimensXo k de I'. Os elementos h « ¥ @« h = ' -~ h, ambos servem para
particiocnar ¥ e X. Se tiwvermos um vetor y(h) de k elemenios <Yj i
& h}, ent3o XCh2 serd a matriz de dimens8c (n-kdxk com linhas
definidas por {)4:,t : i € h*. O vetor composio de k eloementos

iguais a um serd representadoc porlik. Seja
H1= {h € H | PostoXChy = k> (2.2. 43

ou seja, o posto XCh € M) serid igqual ao numero de colunas da

.matriz X.

TECOREMA 2.1 - Se X tem posto k enldo o conjuntc de regrossdSes

quantilicas, B*COD, tem no minimo um elemento da forma

1

ﬁ‘(@) = XChD T yChd para algum h € H (e.28.5)

onde XCh? & uma matriz C(kxk2 = ﬁ‘CQD = ﬁ. Além disso, B*CQB, & o

fecho convexoe de tLodas as scolugdes possiveis de (2.2.85.

PROVA: O problema de minimizagZo (2.2.3) pode ser formulado como

o seguinte problema de programagioc linear:

min [ &1°" + C1 - 9)1;6“ 1 CPD
m



Sujeito a

= X3+ & - &

B, e ) e kamf“,

G
|

onde 1; = C1,...,13, um vetor de n uns, e a sclugfo deste problema

& o estimador L1 de e &, & sXo os erros positivos e negativos
respectivamente. O dual de (P) & um problema de varidveis

limitadas, e ¢ definido coms

max [ ¥Y’'d 1
Sujeito a

X'd = 0O
delg -1, 81

™

onde (& -~ 1. 81" representa os n-produtos cruzados do intervalo

fechado [6& — 1, ©].
Pela solucio do problema (P) ou (D2 albravés do método

simplex temos que pelo menos uma soluglio & dada por (2.2.8) &m gue
XChd>™ & a inversa da base obtida na dltima etapa do método
simplex. Se a solucBo do problema (P) nic ¢ dnica entio gqualquer
combinag¢io convexa dessas solugBes tLambem ¢ solugfo dbima.m

Este tLeorema mostira gque pelo menos uma regressio
quantilica passa pelc menos por k das observagfes . Por exemplo os
quantis amosirais coincidem com estatisticas de ordem da amostra
ou, podem  assumir qual quer comblinagic convexa de duas
estatisticas de ordem adjacentes. O teorema acima generaliza esca
caracteristica para regressdo quantilica, onde normais aos
hiperplanos definidos por subconjuntos das k observagles fazem o©
papel de estatisticas de ordem.
TEOREMA 2.2 - Se ¢ 6, y, X D> e B'C 6, y, X D enl¥io as expressdes

abaixo serdo solugdes dos respectivos problemas transformados:



¢ AC O, Ay, XD =Af8C 6, y, XD, Ael O, oD

Cid BC 1-6, Ay, XD =23€C 9, v, XD, A € C =, O 1

Ciid BC 6, v + Xy, XD = BC O, vy, XD 4y, p e R

Civd Y 6, vy, XA Y = A% 6, v, X 0, A niio singular.

PROVA 1 Seja

W 8,y X0 = ) By, - x| L -y - xf
{L:y,ZX,{?} {i.:‘y_‘(x,l’?}
T L

e[y_ - x?i] - 1/8[y_ - }cﬁ] + 1/28sgnCy. -
1 L 1 L * i

-
-
c
W

[N
[od
AT

onde sgn{u) = { O, u -

entf¥o nés Ltemos que:

CO Ayl 8, yvo XD = wAf3; 6, Ay, XD, X e [0, o
LD AyCB; 8, vy XD = A L~ 8, Ay, X2, A € (-m, O]
Chd WCii: 8, v, XD = KB + y; 8, y + Xy, X, ¥ e R

10



Cvd wf% €, v, X0 = wA '3 6, v, XA, |A * 0.m

keseke !

Este teorema apresenta diversas propriedades sobre
caracteristicas equivariantes da regressfoc quantilica. Os itens
i) e (i) implicam que a 5013(,;30 da regressio L.=l & equivariante
em escala, C(ilii) constata que 7 (8 & equivariante de posi¢io @
Civd afirma que ﬁ*C$) ¢ equivariante a reparametrizagic da matriz
de planejamento.

Bassett e Koenker €1978) mostraram que 27 C6> = XChd 'y¢hd
¢ a solugfo uUnica para o problema de regressio quantilica,

se somente se

e - 131’ < z [1/2 - 1/2sgnCy, - x [ = e]x,Lxcm“‘ < et
LN L

vash

Sa na expressdo acima considerarmoes oS quantis

amostrais, em que x = 1, + = 1,...,k, ¥ = I e F ¢ continua
teremos que ;?'CSD = yvCh) & o tnico 8-ésimo quantil amostral, se e
somente se (& - 13 < 2 [1/2-3 = 1/88gnly. - y»(hdd) - 9] < 8. Esta
b L
teh

desigualdade implica que o ndimero de y, menor que yChd esteja
estritamente entre k€-1 e k&, portanto k& ni3o pode ser inteiro. A
continuidade de F elimina o problema de empates noe modelo de
posicio e também no modele linear. Na auséncia dessa condigfo, a
solugio Unica ocorrera dependends da matriz de planejamento. No
modele de posiglo isso implica que k& seja nEo inteiro. Para
obtermos uma sequéncia de solugdes Unicas , pode-se relirar de uma
sequénecia de matrizes de planejamento < Xk} uma subseguéncia {ou no
pior caso uma Subsequéncia perturbadal adequada, ou adotar uma

regra arbitraria para escolher um tnico elemento de um conjunto de

sol ugBes.

TEOREMA 2.3 =- Seja PCu C8d, NCu'(8I3 e Ztu"CO3) o niamero de

11



Cy ; . . ®
elementos positives, negativos @ iguais a zero no vetor u (6) = vy

- xr;"cea. Ent38c se X contém uma coluna de uns,

NCU'COD S né S n - PCU COID = NCu'Cesdy «+ ZKU‘CQDD e, 2,73

para tode 3C8) & B'C6>. Se (8 & unico, isto &, Yoy = B o,

entdoc as desigualdades acima aic estritas.

PROVA : Particionamos a matriz X com X =0 1 : ¥ 1. Pelo argumento

usads no teorema (2. 3D, ,G*CQJ e B‘CED ze @ somente so

3

wCH wy o= [1/3 - 1/Bsgn*CyL- xﬁ; —x W - G]Xi‘w >0 (2.2.8)

L

onde w’(ﬁ;w) & a derivada de wCﬁ; 8, y, X2 na direg3oc w, para todo

w # O, Em particular para W= €1,0,...,00 e w = €-1,0,...,0) eam
IRk. EntZo xi_w+ = 1 e xi.w_ = -1 para todo X dos resul tados
mostrados por Bassett e Koenker (14978) implica gue Zi (1.2 -~
t=4
1/Esgn'Cy - x_?';’-, #3132 - 81 > 0 que é equivalente as seguintes
T T

condi ¢cBes

i -8P + {1 - 8N + (1 - 834 > G
Cii) -8P + {1 -~ &N - 2 < 0

que sio equivalentes 4 relagBo (2.2.12D). Se {?*CQD ¢ dnico entfo
todas as desigualdades s3o estritas a

Este teorema ¢ importante para sabermos comoc vai ser
dividide o nimero de observagSes, acima o abaixo do hiperplano de

regressio qantilica, de acordo com o paramelro &.

Se F for wuma fungdo continua entie ZCu"Cedd = k com
probabil.idade um, entic exisiird no minimo n& observacBes abaixo

ou scbhre o O-éaime hiperplano de regressfo quantilica e no maximo



Cn@+kY observacBes acima do hiperplane de regress8o quantilica.

TEOREMA 2.4 - Se €8 e B'€O, y, X), entBo (6 e BCO, X5 +
L]
Du'ce>, XD, onde u(E = y - XFCO) e D & uma matriz diagonal

(nxn) com elementos nEo-negativos.

PROVA t 3 = (8 e B'CO, y, ¥ implica que

v 1

[1/2 - :I_/‘.:‘.’sgn*Cy‘_'— xi_ﬁ; - w2 - Q]x,w = O para todo w & O,
-q

r-Mj

Podems notar que

[1/2 - i/asgn*Cx_ﬁ + di_{y,- xiﬁ:’ - x_?';‘; —X W) - S]}{_w = (1s/2 -~
L i L 1 1
~ Ixw - 18 sgn'CdLCy_L - x - xWdxw 2 (102 - @xw — 18
T L +
sgn.C yL - xi-?i'; - }{ij}{tw

de onde segue o resultade do teorema.m

Este teorema tem uma interpretagio geoméirica importante
que se bageia no seguinte: se tivermos varias observacBes
dispersas no Rk, com a B-ésima redgresslo quantilica passando
através desses pontos, e se considerarmos o efeito do movimento
das observa¢c®es para cima ou para baixo do hiperplano, de tal
forma que cada observagfce continue do mesme lade do hiperplano
Co residuc n¥o troca de sinall, entfo a 6«-ézima regroessio

guantilica n8c se altera.
2.3 - DISTRIBUI CAO ASST NTOTICA DOS ESTIMADORES DA REGRESSAO
QUANTILICA
Neste item estudaremos a tecria assinbldtica da regresz3o
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quantilica, isto &, a distribuig8eo assintdética dos estimadores da
8-ésima regressio quantilica.

O seguinte Leorema, devido a Mosteller C1Q482,
proporciona o fundamento para a teoria das grandes amostras das
estatisticas sistemiticas, ou saja, aestimaderes que s8o
combinag8es lineares d4de quantis amostrais. A mediana & o caso
particular mais importante .:ecom varilnecia [2?(¥C1/2))]_{ Esse
val or é menor do que a2 varifincia da média, para uma ampla

classe de distribuig¢®@es com caudas alongadas.

TEOREMA 2.8 - Seja {E*CQJ.....E*CQ 2 com O € 8 ¢ 8 <£...< 8 <1

n 1 2] M 1 2 M
uma sequéncia de quantis amostrais Unicos de amostras aleatérias
de tamanho n de uma peoepulagio cuja inversa da fung¢ico de
distribuicZo £C8 = F%@). Se F & continua o tem f.d.p. f
positiva em £C@), i = 1,...,M, ent¥o vn [{ €8> -~ £COD,...,
E:CQMD - fCQH)} converge em distribuigio para um vetar de
variaveis aleatdrias normais M-dimensiconal, com m&dia O, = matriz
da covariincia {)C-E)i,. .. ,QM; FJ com

8 C1 - &
L J

1A
™
F\’\_
AL
e
A

L
fCECQ,{DDfCECQJ,DD

A analogia entrea quantis amostrais = regraessao
gquantilica no modele linear torna-se ainda mais evidente com a

forte semelhanga entre os comportamentos assintdticos, apresentada

no segquinte teorema:

TEOREMA 2.6 - (Bassett e Koenker (1978)) Seja < ,?*cel),...,ﬁ”cemn

com O < 91 G ¢ 9“ { 1 uma sequéncia de solu¢Bes dnicas das

regressdes quantilicas do modelo F’CY_L < ¥) = FQy - xip?'_)" Seja L8
= F %o, ECad = C¥CE2,0,...,00 = R* e E*CQD = ﬁ’*CGD - 3

Suponhamos que:

14



(i) F é continua e tem densidade positiva, £, em ¥C8)),
1

e =1,....M a
Cid % =1 1 i = 1,8,... e lim n™™'X = Q, uma matriz positiva
N300

- - [
definida. EntZo, YALE C8)D - £C8D,...,¢°C0 ) - £C6 D) converge em

™
distribui¢io para um vetor de varidvelis aleatérias normais
MK~-di menzional com média  zero e matriz de covaridncia
()Cé.?i,... ,QHDQQ_‘, onde O & a matriz de covarifncia dos M quantis

amostrals de amostras aleatdrias da distribuigiico F.

@] paralelismo aexistente entre o comportamento
assintético dos quantis amostrails no modelo de posiglEo e regressio
quantilica no modelo linear, sugere a extensio da teoria de
grandes amostras das estatisticas sistemiticas do modelc de

posi¢io para o modelo linear. O proximo teorema explicita esta

idéia.

TEOREMA 2.7 - Seja TI(83 = CHCQSJ,...,HCQMDZ)’ uma distribuigio de

probabilidade discreta e simétrica assumindo wvalores em < QC o=

1,....M | O < 91 < ... £ QH < 1 3. Suponha que F(OI = 1.2, entdo
12> = F'i/2) = 0, e as condigBes (i3 e (i) do teorema 2.6

valem, entdo ﬁ CICasx> = ZPCQDB:CQD é invariante de posigiio, escala
e reparametri;agﬁo do nmodelo, de acordo com o teorema 2.2 €
vﬁcﬁncnw}) - [ converge em distribui¢io para um vetor
k-dimensional com distribuigio normal de média QO e matriz de

covariancia [1°QNQ ",
PROVA: Do tacrema 2.2 nds temos que:

C z ncenﬁ:cs, Ay, XD = xz HCQJﬁ:(a, v, XD A e [0, «,

€ iid z nc1 - QDﬁ:CI -8, Ay, X2 = xz HCQ)B:CQ, v, XD A € ¢, 07,
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Ciiid ZHCSD(?:CB. y + Xp, X = ZHCQJ,G‘:CQ, v, XD + p, » e RY,

Civd Zrlcem:ce, y, XA = A“‘z ncedplce, y, Xd A ., n¥o-singular.

Do rozultado do toorema B .5 ndz tomoz que = o Looroma
2.7 satisfaz as condigBes (i2 e (i) entdo YECﬁnCHCQDD - ™
converge em distribuigfo para um vetor de varidveis aleatdrias
NCO, MPONQ Y de dimens¥o k.w

Neste Leorema nds temos que %NCHCGDD ¢ uma ponderagio de
B:CQD. cujos pescos sde os HCQEL Diversos estimadores da forma
%fTKSDJ s3o eficientes para uma classe de distribuigcBes, assim
como os estimadores de Gastwirth e a trimédia. A eficiénecia da
média @ do estLimador % de minimos quadrados para o modelo linear,
ac contrario dos estimadeores anbtericores, diminui a medida gue a
distribui¢8ieo dos erros distancia-se da disiribuigBoe normal om
diregcdo i distribul¢Bes com caudas mais alongadas.

Tukey 18782 sugeriu que deveriam ser desenvolvidos
esforgos para encontrar estimadores que medificassem o método de
minimos quadrades reduzinde significativamente sua sensibilidade a

valores aberrantes, mas conservando as suas boas qualidades.

2.4 - REGRESSAO DA MSEA C(MINIMA SOMA DOS ERROS ARSOLUTOSY  OU
REGRESSAO L,

Ezstudaremos aqui o caso &m gue & = 1.8, ou =&ja, a

regressio L{

O problema de estimagic da regressio L1 pode ser escrito

como um problema de programagio linsar (P.P.L.D3, como segue:

min [ 17 + 1°¢ 1 : CP1D
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sujeito a

onde a solugdo deste problema é o estimador Lide 3 e £, & sZEo os

arros positivos e negatives respectivamente ¢ 1* = (1,...,12 com

dimenzdo (1xn>.

Podemos assoclar este problema (P) as seu dual que é

definido como:

max { Y’'d ] CD1D
sujeito a

X'd =0, -1 < di <4, L =1,...,n

Quando a matriz ¥ & de postoe completo, podemos destacar
al gumas propriedades da regressio L1r que =350 casos particularaes

das propriedades da regressfo quantilica.

Propriedade P1 ~ Existe pelo menos um hiperplano otime da
regressao L1 que passa através de k pontos observados. Essa

propriedade ¢ consequéncia do teorema 2.1.

Propriedade Pz - Um solugd3po para o problema (Pl) & um hiperplanc
tal que | n"- n7] £ k em que n’ & igual ac nimero de observasSes
acima e n €& o numero de observagBes abaixo do hiperplano. Essa

propriedade ¢ derivada deo tecrema 2. 3.

17



Propriedade P3 - Sem perda de generalidade {3 pode mer localizada
de modo que FC(O> = 12, entio ¥C1./2) = 0. Temos entlc que a
distribui¢®o assintdtica da variavel aleatdria VEC{?‘Cl/B) - [ é
normal k-dimensional com média =zero e malriz de wvaridncia
rarcod175Q™, |

Vé-s@ portanto que a regressio ]_.1 & mais eficiente do
que a regress8c de minimes quadrades, no case linear, para
qualquer distribuigdio em que a mediana é mais eoficliente do que a

média noe modelo de posigido.
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CAPITUL O 3

INFERENCGCTI A

Neste capituloe desenvolveremos os seguintes aspectos da
Inferéncia Estatistica em Regressio Li: Intervalo de Confianca.

Leste de Hipdlese e AnaAlise de VariagHEo.
3.1 - INTRODUGAO

Varios autores analisaram, através de estudoes de
simulagio, a eficidncia relativa entre o estimador de regressio I_.i
e o) esiimador de mi ni mos guadrados, utilizande varias
distribui¢des. Dentre eles podemos citar Rice e Whitte (19640,
Pfaffemberger e Dinkel ((1978), Rosemberg e Carlson (1977).
Mostrou-se que © estimador L.‘ ¢ mails eficiente do gue o estimador
de minimos quadrados, considerando inclusive, pequenas amostras,
quando os erros tem distribuigdo Cauchy, Laplace & Paresto Estavel
com expoente menor ou igual a 1.5 ou certas distribuigS@es normais
contaminadas. Ashar & Wallace (1U633 o Wilson (19782 mostraram gue
quandao as suposi¢gles de minimos quadrados sdo satisfeitas a
eficiéncia do estimador Li & de aproximadamentie 30 X%,

Um dos primeiros estudos sobre propriedades dos
estimadores I_‘1 para pedquenas amostiras, alravés da simulagHo,
usande regresses midltiplas e utilizando erros com distribuicHo
normal e normals contaminadas simétricas fol feite por Rosemberg e
Carlson C19Q77), usande 100.000 regresstes L:’ e obtendo os

seguintes resultados:

18



(1) O estimador L1 tem menor desvio padr8c do que © estimador de
minimos quadrados para regress@es com curtose grande.

(2> Os estimadores L1 s3o quase normais quando a distribuilg¢Bo dos
erros Lem curlose grande.

(3> A diferenga i - 2 em regressdo Li, ¢ aproximadamente normal
com média O e matriz de covar"-.ié.ncia 22X, em que oom & a

variancia da mediana de uma amostra de tamanho n.

Outros autoresg fizeram também estudos sobre as
propriedades para grandes amostras, come por exemplo Taylor
{19745, foi o primeiro a provar algumas propriedades para os
estimadores L.1 e apresentou resultadeos para  estimadores L1
ndo-viciados cujo residucs Lem distribuicido simétrica em torno de
Zero.

Rosemberg e Carlson publicaram seus resuliados sobre a
teoria da distribui¢8o assintdtica dos estimadores L.1 em 1977, que
foi mais tarde desenvolvide analiticamente por Basset e Koenker
(19782, Este resultado apresentado por Bagssett e Koenker ¢ o mais
importante para distribuigfo assintdtica dos estimadores Li. Eles
provaram que <s estimadores Li, 3, s&o assintoticamenie normais e
consistentes, com média 3 e matriz de covarilncia AN T, onde
X & uma matriz (nxk> e A’/n é a varidncia assintética da mediana
de uma amosira aleatéria de tamanhe n. Esses resultados mostraram
que para as distribul¢les de erros, cuja mediana &
assinltoticamente mais eficiente do que a média. o estimador L1 tem
uma elipsédide de concentragZo estritamente menor do que a dos
minimos quadrados. Através da teoria assintdética dos estimadores
L’, podemos estudar Intervalos de Confianga, testes de Hipdtezse e

Andlise de Variaglc dentre da regressio L{

3.2 - INTERVALO DE CONFIANCA

Fur
Denotemos per 7 © estimador de regressio L,1 de I no
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modeleo (2.2,8), definido no capitulo 2. Estamos interessados em um
intervalo de conflanga para h'(3, onde h ¢ um vetor de constantes e
A& o vetoer de parimetros desconhecidos, entfo o estimador L1 de
h*f3 & h'f.

Baseado nos resultados assintdticos néds podemos escrever

um intervalo de (1 - o0100% de confianga para h'f? como:
h'f3 t z x[ h*CXXD *h ]“2 3.1
o
onde 202 ¢ o percentil]l da distribuigdoc normal padronizada., « A é

o desvio-padrio amostral da mediana dos residuos.
Para uma componente ﬁﬁ de 3, o intervale de (1 - o0100%

de confianga sera:

- ~1-2

Aotz AKX €3, 2D

onde CX’X}:/Zé a raiz guadrada do i-#&simo elementc da diagonal da
matriz CX'XD77.

B¢ o wvalor de X n¥o far conheclido., teremos gue
estimd-lo, Temos que A = 8.2, onde 8 = 1.f(n) e flno & o valor da
fungBo de densidade dos residuos calculado na mediana.

Para estimarmos A. serd necessario estimermos a {.d.p.
fCpd. Uma estimativa consistente de (£fCmd )™, dada por Cox e
Hinkley {19742 é:

5“ (L} (rs o= 1, . 3,30
(v =~ rd~-n r=1.....n
em que denotamos os residuocs observados por éL’ 1= 1,...n, onde
i v ] 3 .
& = vy o~ xX. 3, j = 1l,...,k e e e e s30 o i-ésimo & o
3 L V)] o) (L) {r}



r-ésimo residucos ordenados. Os valores i+ e r em (3.8 devem ser

simétricos em Ltorno da mediana amostral dos residucs. Além disseo
i=2in2)] + v =) r =Inel] - v 3,42

onde {.] indica o maior inteiro contido, € v & escolhido de tal
forma que t e r figquem simétricds em torno da mediana amostral dos
residucs. Recomenda-se que v seja pequenc e e. .. e 2 0, 8 & um

{r)
estimador consistente de 2\, logo uma estimaliva para A < dada por

el

A= B2
Cutras. propostas foram apresentadas por Maritz e Jarret
19782 ¢ Efron (1897890, ou seja;

a) O estimador proposto por Maritz e Jarret & oblido através do

L]

»
métode Bootstrap. Seja n = n-k e sejam e:....,e os residucs
™

*» .
diferentes de zer<., Para n  impar o estimador de A & dadoe por:

R o e »
N =2 e - *JE[BCm ~1; n,Ci - 1dmD - Bm - 1: n., -L/n’“s]
B L
L =1
3.5
onde n' = 8m - 1 & o numero de observagBes sem os residucs iguals

on . -
a zero, & & a mediana dos residucs que permanecem, B(k: n . p) &

a distribuicico binomial. Em Maritz & Jarret (19782 encontra-se a
expressio para n par.
B) O estimador proposto por Efron ¢ baseado em um intervalo da

R e D, onde © valor aproximade de k & cen™ o+
| 4 ‘5 n—k -T.}z
13722 - zaﬁfn ~43 e =z ¢ o percentil superior da N(O,12. O

& Fg-J

]
forma Ce(

estimador de A &,

o~ — e - »*
= —_ Py st} . -
A YnCe {h=k+1> € e CEZ g’ €3.80

oz



Scehrader e MeKean (19822 fizeram um estudo de Monte
Carlo c¢omparando w©s dels  estimadores, e concluiram que
considerande o modelo de posigdo, esles estimadores tem
aproximadamente o mesmo desempenho. No estudo feito por McKean e
Schrader (18872 o = 0.05 parece ser o melhor valor para o modelo
C3.560,

O intervalo de confianga, com (1-a0100% de h’'f3 pode ser

agora calculado como:

]
e
~J
L

h'is t 2 i[ R* X K37 ]"2
(s Vg

Podemos também construir um intervaloe de comiranca para
a resposta média Y . Seja X' = (X ,...,X 2 um vetor de
o o 10 ko

observag¢tes de X, a estimativa de Yo correspondente a Xo’ & dada

por:

Yo: Xoﬁ (3.83
e o intervalo (1 - «0100% de confianga serd dado por:

Y =z SCY O C3.9a2

(=} oz ©
onde S2CY 9 o= AECXTCXTXO TR D £3. 9bd
o O O
Ainda podemos consiruir um intervalco de confianga para

uma nova observacio, Yhova, em relaclo aoc vetor XO, que & dado por:



-2

+
N
R
P

C3.102

nova | OL/2 nova

Os intervalos de confianga acima apresentados sBo
baseadoz na normalidade assintdtica de Y, suposicio esta que
depende do tamanho da amostra ‘e da distribuiclio dos erros,

Dielman e Pfaffenberger (19883 fizeram um estudo,
através de sinulagd3oc Meoente Carlo para determinar o t{tamanho de
amostra necessario para obter normalidade, @ chegaram a conclusgo
que se os erros sdo normalmente distribuidos, o tamanhe de amostra
n = 20 parece ser suficiente rara utilizar-se os resultados
assintéticos., Se os erros nio s8c normalmente distribuidos. a
convergéncia para a distribuig&o normal depende do numero de
variadveis preditoras dentro do modelo e deve-se tomar uma amostras
suficientemente grande para garantir a normalidade assintéatica. Se
a distrbuigic dos erros tem caudas muite pesadas, tamanhos de
amostra n 2 200 foram recomendados para utilizar aproximacio
normal. A multicolinearidade parece ter um efeito na velocidade de
convergéncia para normalidade dos eslimadores Lx' Os resultados
sugerem que deve ser feita uma anidlise de residucs do madelo
ajustadc para depois usar a inferéncia em MSEA,

Stangenhaus e Narula (19870 em estudo de Monle Carlo.
mostraram que mesmo com tamanhos de amostra relalivamente poequencos
(10 £ n =< 1000 a aproximagio normal ja & satisfatdria e
proporciona bons resultados para fins de construgdo de intervalos
de confianca e tLestes de hipédlese.

O método Boolstrap tem sido sugerido na determinagio de
intervalo de confianga e construg8o de testes de hipdltese para
pequenas amostras, como por exemplo: Stangenhaus e Narula (10870
Schrader e McKean (189873; Filho, Pedro F. (19880 o Dielman o
Pfaffenberger (10330,

3.3 - TESTES DE HIPOTESE



Construiremos testes para as seguintes hipdteses:

a) Para testar a hipdtese nula, Ho: h'? = ¢ contra HA; h'fi # ¢ com

ur nivel _de significancia «, Lteremos as seguintes regiles:

Rejeitar H[:l Se

z* hipp - = > 2 ou Z* < -z €311
oL 2 Q2

MR CX Y IR 172

b> Para testar Ho: ﬁL = 0 contra H&: ﬁL 2 O, temos;

Rejeitar H se
o

73
= = : >z ou 25 < -2 €3.123
= n o2 o2
NS & e M
L L
¢2 Para testar HO: Gi = ﬁ2 = ... = ﬁk = O contra HA: {i # O para
Lzln...tk

Wt ., ﬂ, w* ok _ ]
w=C0 ~BXXCRH po 3,13

x2

om que (XD significa que a c¢oluna de 1's da matriz X foi retirada.

A expressio acima tem assintoticamente uma distribuicic
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ui ~Quadrada com k-1 graus de liberdade.

Rejeitar Ho se

W X gtk C3.145
onde xirak—n é o percentil da Qui-Quadrade (1 - od e k-1 graus
de liberdade.

Os Ltestes de hipdtese desenvel vidos acui s&o0

assintoticamente equivalentes ao de Neyman-Pearson & ac da razfe
de verossimilhanga, <como ol mostrado por Rassett e Koenker

C1Q78>.
3.4 - ANALISE DE VARIAGAO

A Analise de Variacgio fol proposta por McKean e Schrader
(187>, A Anadlise de Varlag3ioc em regressio L: ndo ¢ propriamente
como a andlise de variéncia em Minimos Quadrados, pols aqui ndo
temos proje¢des. O procedimento ¢ desenveolvido no mesmo espirito
utilizado no métode dos minimos quadrédos para testar uma hipdédlese
linear.geral, sendo que trocamos a soma de quadrados dos residuos
pela socma dos residuos absolutos, isto &, utilizando a redugZo na
soma de desvios absolutoz., O objetivo & criar uma estatistica que
tenha uma distribuicl3c assintotlicamente conhecida. e usando estas

estatisticas construiremos os testes de hipdlese.

3, 4.1 - TESTE PARA A HIPOTESE LINEAR GERAL
Na parte de teste de hipdtese vimos varios casos. Agui

construiremos um teste de hipdéitese parsa o modeloe linear geral da

forma,
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HO: H? = O contra HA: HB3 = O C32.18

onde H & uma matriz qgxp tal que HR & um conjunte de g fungles
estimavels, linearmente independentes, em cque a definicic de
estimabilidade aqui ¢ anadloga a definig¢l8c utilizada em minimos
quadrados,

Seja ¥ = X3 + £ © modele linear completo. Sob a hipdtese
HO-. Hp = 0, temos o subespago w = {X73| HF = 0> de O de dimensio
k-q do modelo reduzideo, onde k & a dimensic do espago das calunas
de X.

Para o© caso dos minimos quadrados o teste ¢ feito
atravées da S w?» (Soma dos erros ao gquadrade),. qus ¢ a disténcia
Fuclidiana entre ¥ e w, e a estatistica Q seréd baseada na roedugido
da soma dos quadrados gquando passamos do modelo reduzido para o

model o completo, que & definida como:

5Q = Sw) ~ XD (3.162

No teste para os parmetros da regress3o L1 apenas
substituiremos a distancia Euclidiana pela Li, ol seja, SEACGD
(Soma dos erros abselutos) que ¢ a distancia L“1 entre ¥ e w, e a
estatistica do teste serd baseada na redugBic da SEA (Soma dos
erros  absolutos), passando do modelo reduzide para o moadelo

completo:

SA = SEACw) - SEACGD C3.172

Rejeltaremos H0 para valores grandes de (3.173.



Se considerarmos o tesite da razdo de verossimilhanca,
denotado como A, ent3o SQ = -2lnA se os erros tem distribuigio
normal, e SA = -2lnA quando os erros tem distribuiclc de Laplace.
Em geral a forma da distribui¢fc n3o & conhecida ¢ devemos
encontrar uma padronizagdo adequada para a estalistica do teste. O

teste para os minimos quadrados ¢ dado por

v

SXwd — S

%Mo T = (3.18a)
qo
onde o = SO ¢3.18b)
Cn - kD

Para a estatistica L1’ teremos o seguints Lteste:

o = SACw - SAD €3 100

gl A2

o
onde A & a estimativa do desvio-padrio amositral da mediana
dos residuos, ji apresentada anteriormente na seg8fo 3.2

Se considerarmos o teste de hipdtese da forma:

H: Hy = n*"% 1] &€ || * 0 com n - oo

N ™

Schrader e Helimansperger (1978) provaram gue sob as seguintes

caondi¢®es de regularidade:

) lim SupCdiag PQ 3= 0 quando nn 3 o
n
onde (@ contém 2, gque & © espago das colunas de X, e F}) &

Ll

W

projegio sobre Qh.



Cid FPCpd = £ > O

ande % ¢ a mediana dos et's Cerros aleatdriosd, + = 1,...,n.
Ltem—se os seguintes resultados:

Cald) Sob Ho’ qQL Lem ' assintoticamente uma distribuic¢io
1

Qui- Quadrado com g graus de liberdade.

Cb> Seb H ., qQL tem assintoticamente uma distribuig¢So
1
Qui —Quadrado com g graus de liberdade ] parametro de

nio—-central idade,

H » BREY -1
CH3 D [ HCX* XD TH ] CHR > 5 505

an?

Se assumirmos que o erro da distribuigd3o tem variancia
finita entio unq’ é assintoticamente Qui-Quadradoe, e sob H tem

parimetro assintdtico de nfSo-centralidade

» » 1y -4
s - CHBD [ HCX* XD TH ] CHB 2

C3.210.
MG

207

Portanto a ERA (Eficiéncia FRelativa Assintdéticad de Q com

L
1
relagBo a Qmm 4 definida como a raz®o dos pardmetros de
nfo-centralidade,
2
o
ERA = (3. 280
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Se os erros tem distribuigds normal

se eles tiverem distribul¢io de Laplace,

ent.Zo ERA
ERA

0. 63,

2.0. Podemos assim

entretanto

verificar que a anidlise de regressfo Li ¢ mais eficiente do que a

anilise de minimos quadrados quando

_ caudas muito pesadas.

3.4.2 - EXEMPLO PARA CONSTRUGAO
VARI AGAC
Vamos supor que estam v

paralelismo entre duas retas, para

model o;

Y =
)

@t a + 33X + e
L L) Lj

onde i« = 1.2, & j =1,2,...,n.

a distribui¢dc dos erros tem

DA TABELA DE AMALISE DE

interessados em testar o

igszo consideramos o seguinte

Dese jamos testar a seguinte hipdlese:

H o = oo

0 1 2

= 3

f 1 r‘IZ
versus

H ol o

A 4 2

=
B.l Bz
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A tabela terd a seguinte forma:

TABELA DE ANALISE DE VARIACAO PARA © MODELO ACIMA

FONTE SA GRAUS DE SMA O
LI BERDADE L,
A SACL) - SACD 4 -2 SACw) - SAUD _SMa
. 2=
ERRO - 2Cn - 1D A2
TOTAL - Zn
onde
A =

FONTE REFERENTE A HIPOTESE Ho

SOMA ABSOLUTA

SOMA ABSOLUTA-GRAUS DE LIBERDADE DE A
ESTATISTICA QUI -QUADRADO

0

2 0
o> b
H 1l 1

1
i = ESTIMATIVA DC DESVIO PADRAO AMOSTRAL DA MEDIANA
DOS RESIDUOS
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CAPITULO 4

SELEQCAO DE VARIAVETIS

4.1 - INTRODUGAQ

Frequentemente em problemas de regressio, podemos
selaecionar um modelo com m < k varidveis preditoras sem perdermos
wssencialmente muita informaglic sobre a wvaridvel resposta. Um
modelo simplificado pode ajudar a interpretar melhor o problema em
estudo, diminuir (o) trabalho computacional =) as analises
estatisticas, ¢ que pode ser desejavel no ponteo de vista
ecdnomi ceo. Escolher um models com menos do que k varidveis implica
na busca dentre 2% * possiveis modelos.

Exiztam waArios procedi mentos para =Y selecio da
variaveis, como © passo a passo, © passo atrids e o passo a frente,
mas nem sempre estes métodes garantem encontrar o Ymelhor”
subconjunto de varidveis preditoras. Por outro lado, a enumeragfo
oxplicita de todos oz modelos possivelis nfo & conveniente pois

alguns modelos podem ser inadequados. Algoriimos de enumeragfo

implicita fornecem melhores solugBes para o problema. Além de
serem eficientes proporcionam o "melhor” modeleo de cada dimensio.
Um modele de tamanho m{=1,...,k-13, & dito ser © melhor

se, dentre os [ i ] possiveis modelos =le Ltem o menor wvalor para o
critério gque for usado. Marula e Wellington (19783, propuseram um
algoritme para selecionar © melhor modele de mi=1,...,k-1D

" varidvels preditoras que serid apresentade na préxima segfo.
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4.2 ~ ALGORITMO DE NARULA E WELLINGTON (1070) FARA ENCONTRAR O
MELHOR SUBCOMNJUNTO DE VARIAVEIS PREDITORAS EM

REGRESSXO L!

0O algoritmo proposto aqui reduzira bastante © e=forgo
computacional e n8o serd preciso examinar Lodos os subconjuntos do

model o completo, A sua ' eficiénecia ests associada as

sequintes observagdes:

12 Seja 20md o walor da MSEA (Minima Soma dos EBrros Absolutosd
refarente a menor soma dos desvios entre o2 modelos d4de tamanho m

{=41,...,k-13 wvaridveis preditoras, ou ssja melhor modelae, entio

2CkD s Zk-12 =5 ... % 2020 £ ZC1D 4.1
2) O wvalor da MSEA para um modalo com m varidveis preditoras ©
menor ou igual ao wvalor da MSEA de um modelo com rC=1,...,m-1D

varlaveis preditoras.

O algoritmo tem como base o tesle de sondagem ¢ o tLestie
de pré-ctimalidade, partinde do principice que, quando o problema
{P1D (Cdefinido no capitule 2 segdo 2.43 for primal ou dual
facti?el, entBc aplicaremos o algoritme primal ou dual, usando o
teste de sondagem, mas se este ndo tiver sucesso, usaremos o teste
de pré-climalidade que estd associado com © dual do problema.

O teste de sondagem & baseado nas observagdes citadas

acima, e seria definide como:

Se o valor da SEA (Soma dos Erros Absolutosd, asso-

ciado a um modelo com m varidveis preditoras ¢ mai-~

or ou igual a 2 para algum r < m, os modeloes com r,
r

r+l,...,m-1 variaveis preditoras nio precisa ser e-

xaminados.

22



O teste de pré-otimalidade gque estid associado com o dual

¢ definido da seguinte maneira:

En para alguma iteracio a ZTEA (Soma doz Erros Abmo-—
lutos) para um subconjunto de m < k varidveis predi-
Loras &€ maior ou igual ao valor da SEA associado a
qualquer modelo com m < k varidveis preditoras ja
encontrado, nfo sera preciso examinar os subconjun-—

tos restantes,

Para facilitar o uso do algoritmo, foi usado um arranjo,
para todes os possivelis subconjuntos, ao qual deu—-se o nome de
Arvore. Esta arvore fard com que o esforgo comnputacional seja
menor. Assim sendo, para conseguir este objetivo nés devemas

observar qgue:

(i) A factibilidade dual <de (P13 & mantida ou perdida gquando uma
ou mais varidvelis sfo retiradas (ou adicionadas) de  um
subconjunto, e quando o problema dual for factivel o iLeste de

pre—otimalidade e de sondagem pode ser aplicado antes de <ada

iteragio.

(w2l Devido a abservagio (20 se o wvalor da MSEA para um
subconjunte m é maior de que a MSEA para um subconjunto r < m,
entfc o= r, r+l,...,m-1 subconjuntos que podem ser obltidos das m
varidvels nio precisam ser examinados. E desejavel relacionar os
subconjuntos entre si de tal forma que diversos conjuntos sejam
implicitamente examinados, se o teste de sondagem tiver sucesso.

A Arvore fol construida da seguinte maneira: partimos do
models complete gque & chamado a raiz da Arvore c¢com suas
ramificages e seus respectivos nods, que s3o os subconjuntos das
variavels preditoras.

As seguintes relagBes entre os subconjuntos s3c feitas:
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se o subconjunto de tamanho m-1 ¢ obtido de um subconjunto de
tamanho m, entdo o subconjunto de tamanho m é chamado de pai, e o©
de tamanho m-~1 & chamado de filho ou sobrinhe, e todos o=
subceonjuntos de tamanhe m-1 do mesmoe subconjunto de tamanho m sEo
chamados de irm3os ou primos. A Arvore & construida de tal maneira
que wn subconjunte de variavels de mesmo tamanhe nio =saja
repetido. B

Como exemplo vamos construir a Arvore para um modelo com

4 variAvels preditoras:

R AT Z

C1 23 4 2>

¢c1 23> Cci2 492

//I//\

12> <1 3> C1 423 C23273 J

onde nds Lemos gue:

(i Araiz ¢ 1 2 343 & pal dos nas: (1 23 3, ¢ 1 2 43, C1 3
4 2 @l 23420, que sio irmios.

(i) Os nods C 1 3 4 23, ¢ 2 24 0 @ (1 2 4 ) s3o pals dos nods:

(¢ca 3>, ¢ 1 4 21; ¢ 8 3 >3, €8 4 3, ¢ 2 4 2] e £ 1 29I
respectivamente, onde [C 1 32 e C 1 4 231 580 irmos e primos de
(2352, €243 e 3431 e C 1 2D,

Cm)EosnOs(lnﬂL),Ca:i),C34)s§opaisde:Cl),(&)
e [ 32, ¢ 4 23 respectivanente, que sd8o irmdovs e primos analogo
a (2.0 nds C 1 2, € 2 2, € 3 2 e 4 3 s5o rchamados de nos

terminais.
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4.2.1 - SISTEMA DE ROTULACAO

Para podermos aplicar algum dos métodos de selacio de
varidveis proposte aqui, foli desenvolvido um sistema de rotulagio
de tal maneira gque nio examinaremogs um rédtulo duas vezes. A
rotulagic & feita em cada nd da &rvore com os inteiros 1,2,3,....,k
e um ponto a esquerda dos nimeros, ou seja, .1 2 ... k. As
variaveis que est3io no modelo s3o: aquelas que ficam & direita deo
ponte (n¥o sublinhadas) e as que ficam a esquerda do ponte, mas
que estiZo sublinhadas.

Se aplicarmos o mélodo passeo a frente {(de pai para
filho) para um nd, teremos o© seguints procedimente: move-se o
ponto um espago para direi£a. um né terminal tera sido pesquisado
s¢ Lodos os numeros est3c a esquerda do ponto @ sendo assim nenhum
passo a frente pode sar mals executado.

Para o método passoe atras (de filheo para paido
procedimento serid: escolhide um nUmeroe a direita de um numero
sublinhado e(oul 4 esquerda do ponte teremos um passo atrés. Se
todos os inteiros estio a esquerda do ponto e estfio sublinhados. a
raiz da &rvore foi pesquisada, € nenhum passo atras pode ser

executado.

4.3 - SUGESTOES PARA ACELERAR O ALGORITMO DE ENUMERACAC
IMPLICITA

Apresentarencs aqui algumas propostaz para acelgrar o
algoritmo de enumeragio implicita, descrite em 4.2, que ajudara a

seleciconar um modelo mails criteriocsamente.
4.3.1 — MODELOS “QUASE-OTIMOS" DE TAMANHO m

SHo modelos com mC=1.....,k-12 varidvelis preditoras gue
aproximamn—-se do melhor modelo com m vari&veis preditoras, estes

model os foram chamados (1 - &) - "guase dtimos” que saco definidos
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Como.

Un modelo serid (1-86) - “"quase étimo" com mC=1, ...,
k-1 varidveis preditoras dentre os ; possiveis
modelos, se o valor da MSEA difere do melhor medelo
com m varidvels prediteoras nio mais do que & por cen-—

te, com & = O,

Em outras palavras podemos dizer ques um modelo com m
varidveis preditoras & (1-462 - "gquase &timo" se o valor da MSEA,
Zm, ¢ menor ou igual a (1+83Z2Cm>.

Unm algoritmo para encontrar o modelo Clhé)—"quase At ime*

com m(=1,...,k~1) variaAveis preditoras teréd o 5@guinte il o

Se o valor da MSEA, Zm, & maior do que ZF/C1+63 pa-
ra algum r < m, o5 modelos r,r+i,...,m-1 varidve-

is prediteoras ndo precisam ser examinados.

Esta dliima regra acelera o algoriimo, tornando o

processo de selecio mais rapido.

4. 3.2 - MODELOS "IGUALMENTE-BONS".

Para alguns casos onde o nimero de wvariidveis preditoras
¢ muito grande, pode surgir o probliema <da muliicolinearidade entre
as wvaridveis, fazende com que a contribuigfo de algumas wvaridvelis
na regressao L1 seja muito peqguena, e o valor da MSEA para um
modelo com poucas variéveis n8co vai diferir muito do modelo
completo [Z2(k>1. Um modelo que tem o valor da MSEA préximo de ZCkD

ser4 chamado de modele (1-8) - "“igualmente bom™.

Un modelo sard C(1-5) - "igualmente bom'" se < valor da
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MSEA for menor ou igual a (1+8)2(kD, onde & = O.
O algoritma para este caso serd baseado na regra de

sondagem com uma pequena modificagdo, que &:

Se o valor da MTEA, Em, for maior do gue Er =
C(14532Ck3 para algunt r < m, os modelos com
ror+l,...,m-1 varilveis preditoras n3o precisam

ser examinados.

A modificagio no algoritmo acelera e processo
computacional diminuinde ¢ ndmero de modelos a serem examinados.
C & merid escolhido de acorde com problema que se esté

trabalhando 4 critério do pesquisador.

4.3.3 - LIMITE PARA © NUMERO DE VARIAVEIS PREDITORAS

Quando trabalhamos com um modelo cujo nimerc de
variadveis preditoras ¢ muito grande © ideal ¢ determinar um limite
infericor ¢ superior, ou seja, um interwvaleo tal gque o nimeroc m
C=1,...,k-1D esteja entre L < m ¢ U, onde L = limite superior e LU}
= limite infericor. Trabalhando com este intervaleo serd mais ffacil
analisar o modela & nFo havera perda de informag@es importantes. A
idéia do limite superior (U2 para o nimero de variaveis preditoras
foli mencionada por Lamoitte & Hocking (19702 e Furnival e Wilson
C1Q7ED .

O limite para o nimerco de wvari&veis preditoras pode
partir do investigador. Uma sugestifo inicial seria os métodos de
seleg¢lio e eliminag¢io de wvariavelis 'passo a fresnte” ¢ passo
atras".

Suande reduzimos © numero de wvariaveis preditoras nos
nEo &5 diminuimos o esforgo computacional come tambédm o nimere de

nodelos a serem escolhidos.
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CAPITULO 5

ROBUSTE 2

5.1 - INTRODUCAO

Métodos robustos em regressfo tem sido objeto de sstudo
hd longo ftempo e desenvalvidos de tal forma que n3o sio muito
afetados por desvios com rela¢io As hipdteses sobre a distribuicgio
dos erros ou pela presenga de wvalores aberrantes, isto ¢, acomoadam
a possibilidade de presenga desses valores.

A regressdo L.1 ¢ considerada por vaArios autores uma
aliternativa robusta para o caso em que valores aberrantes estdo
presentes. Mostrou-se que <o estimador I_.1 & menos sensivel a
valores aberrantes, ou seja, produz estimativas mais resistentes
do que o estimador de minimos quadradeos. Por exemplo, Huber (18745
affirmou gque com relagclo as estimativas da regressie L, "p = 1"

P
proporciona robustez do ponto de vista Lécnico, isto &,
resisténcia com relag¢ic a valores aberrantes arbitrarios.

Sposite, Smith e MeCornick (1978 mostraram que a
estimativa Li passa pelo mencos por k observagdes quando & dnica <
quando existem infinitas sclugles entioc existe pele mencs uma
colugcie que pazmsa por k observagdes. Escsas observagdes 8o
denomi nadas explicatlvas, engquanio Jque as outras com rexsiduo
diferente de zero serfo chamadas de nSco-explicativas., Se exisbirem
exatamente k observac®es <com reciduos iguais a =zero, entiHe o

estimador I_.1 ¢ completamente determinado por estas observagdes,

nZo sendo afelado pelo restante das observagdes.
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Cabe aqui observar que, a relagio gue existe entre a
regressio l_.i @ a regressio de minimos quadrados ¢ a mesma que
axiste entre a mediana ¢ a média amostrais. Por exemplo nés vimos
que tanto a média amostral como © estimador de minimos quadrados &
influenciade por todas as observagdes, enquante que a mediana
amostral e o estimador L.1 s8o determinados somente por  um
subconjunto de obzervaglies., Sendo assim, a mediana amosiral ndeo
sar& afetada pelo restante das observagdes mesmo que modifiquemos
uma delas, desde que elas permanegam com © mesmo sinal de residuoc
com relagio a mediana amostral. Um resultado andlogo ocorre na
regressao [1, ou saja, © valor do estimador Li'ngo & alterado
quando mudamos os valores da variavel resposta associados com as

observac®es nioc-explicativas e estas permanecem com o mesmo sinal

dos residuocs.

Com relagBc a estes fates faremos um estuls, neste
capituleo, baseado nos trabalhos de Narula e Wellington (10855, que
mostraram a existéncia de um intervaleo para o valor da variavel
resposta y, em relaglo a i-ésima observagio nio-explicativa, tal
que s& mudarmos Y. dentro deste intervalo a regressio L.1 nio se
altera para esse conjunto de dados. Um procedimento similar para
as observag®es explicativas tambhém fol desenvelvido, ou seja, um
intervalo para Y. tal que o conjunto de variaveis explicatiwvas

nio se altere.

Nesta mesma linha, Ha o MHarula 19860 desenvolveram um
"
algoritmo para determinar a maxima perturbagfo, » , que o vetor Y

ode sofrer independentemente e simultaneamente saem alterar o
P

cenjunte das obsevagdas explicativas. Peor exempleo, se a analise
revel a p‘ = 0.8, isto &, © valor da variavel Y pode mudar £ S50%

sem alterar o vetor de parametros ﬁ. Esse estudo fol baseado no
trabalho de Wendell (10984) que intreduziu uma certa tolerincia
para o estudo de analise de sensibilidade dentro do problema de
programagdo linear. No nosso case usaremes a exXpressac analise de

perturbac¢fo no lugar de tolerincia.

5.2 - ANALISE DE SENSIBILIDADE
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5.2.1 - REGRESSA0 LINEAR SIMPLES

Seja Y a variavel resposta @ X a variavel preditora,
1 18

i=1,...,n, no modelo de regressio simples
Y = +BX + &, i=l,...,n (5.1>
(=] 1 4 1

onde 7 @ 3 sdHo par&metros desconhecidos @ 0 & "5 530 oz Srros
o 1 i

aleatdrios.

Para o modelo de regressio linear simples nds vimos
anteriormente que a regressio L.i passa, no minimo, atraveés de duas
das n observacBes e a diferenga entre o nimerc de observagles
acima (n') e o ntmero de observag@es abaixc C(n 3 & menor -~ igual
a dois (pequenas varia¢des nhas respostas dessas observagles podem
alterar substancialmente a estimativa de /33.

Assumindo que a regressio L.1 passa exatamente por dois
pontos: Cxp, yb} e Cxq, yq). entio, os estimadores para ﬁo e {3

ES
s8o dados por

A o=y - fRx = - % (5. 2ad
Ry = Y, Pip Y r?iq
=
N vy — v D
A= P i 5. 2b)
Cx = x72
P <

Podemos também enceontrar o sstimador da regress=3o Li, em
relagidc ao meodelo B.1, atraves do algoritme do Karst (19585, gue
serié apresentado a seguir @ no qual usaremos os seus resultades

para fazer a analise de sensibilidade.
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E.2.2 - ALGORITMO DO KXARST
Para encontrar ﬁ‘o a (31 definimos:

Cy (WD <y, -y
N = ‘ , b= p,g; i=l,...,n, i # t

i - x CtLD Cx, = x93
L t

C5.3D

. . R
nfo definido, para i = L |

ordenando, ent3o, os valores de Z (L3 em ordem nI¥o-decrescenta:
L

ZOCLY £ T Ly < < 2 (L, L = p,q. C5. 4D
Li L2 Ln
Definimos:
[al I
5 (L = —z | % CL3 | + 22 | x €L |, L = p,g €5, 8
L=1 : =1 ‘K

S_ittD < 0O e SrCL) > 0 CH. 63

T

g © valor de r determina o ponto (x,y2? onde fyL - (?o - ﬁixt] &

[N 8

g &

minimo.

Seja u o valor de r para © qual as desigualdades acima
s5o satisfeitas para L = p; ¢ v o valor de r para t = g. EnL3o a
observacio gque corresponde ao pasto u, para bt = p, € a observagio

q e a observacic que corresponde ao poste v, para t = o, & a

4z



observag¢io p. Ent8o a estimativa ?;“ & dada por:

B=2Z Cpd = 2Cpd
id q

ou CB.'7D

{y = v D
- = - P

JES Z“rC g2 ZPC q>

x - xD
P 9
Baseado no desenvolvimente acima apresentado. foi

construido um algoritmo para encontrar intervalos para a wvaridvel
resposta v e para a variavel preditora x, tal gu= a regressio L1

ndic mude e as observagdes explicalivas permanegain as mesmas.

5.2.3 - INTERVALO PARA VARIAVEL RESPOSTA ¥

Um intervalo para a variavel resposta seri construide da
segquinte maneira: para cada observa¢io i nic-explicativa Lteremos
um intervaleo para y.» sem alterar a regressio L.i, usando t=p ou
t=q. Se para alguma observagdo i, © valor de ZLCP) ¢ menor Cou
- maior? do que ‘?;\1’ ent3o as estimativas ﬁ’o e :(\'31 nfo mudam desde que
o valor de Y. mude tal que © novo Z:Cp) continue menor Cou maiorl

oy

do que {?1' ou xneja , o intervalo & obtide resolvendo-se as

desigual dades:

Cy' - yI2Ax - xD =f3 (5. 8ad
L P L 2] 1
o

Cy" - yo4x - x2 2 3 €5, 8b)
L P L jal 1
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ondea yf é¢ o novo valor de vy .
L L

Entretanto, se considerarmos as observag@es explicativas
P ou ¢, o5 valores de ?'30 @ ?';’1 mudam para gualguer alteragfo em v
ou y . Para que as observagdes p ¢ g continuem sendo explicatiwvas,
nés iudaremcs os valores de yp Cou yg) tal que a observagio p (ou
q? continue a corresponder ao ponto 4 ou v s=satisfazende as
desigualdades (5.83. Para a observag®o p isto ocorre se o novo
valor y: & tal que Z:Cq) esteja no intervalo {2 Cgd;

Liw—11}

s L] b ] .
Zi.(v-rncq)]' O valer de Bi - chqj e ﬁo = }"q - ﬁixq. 0O mesmo

raciocinio segue para a observag3o q.

5.2.4 - INTERVALO PARA UM VALOR DA VARIAVEL PREDITORA X

Construiremes um intervalo para a variavel prediteora X
com relagio a cada abservagio i, Lal que a regressdo l_.1 ndc mude
ou as oObservagBes explicativas permanegam as mesmas. Qualguer
mudanga em um valor da wvariavel X altera os valores de Z (L) e

L
S CLo.
r
Se considerarmos uma observacio nSo-explicativa i, Z0t3
L

]
= r’? , ent¥o x ., © novo valor de x sera tal que
i 1 L

mn r -4

—z I Ct 1 =[x = x| + {x, = x| + az | CLI| < O C5. 9ad
L L 1 i L - "
(4] ) of

—Z x| = |x -~ x 1 + [%, = x| + az Ix, Ct3| 2 O CB. Gbd
C=1 ¢ =1 k

& y CL2/Cx, = xD 5 03 (8. 8cd
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Para 2 Ctd> 2 ?'?1. x',. sera tal que
L

L

™ -1
-z [xCtD | + |x - =} — ix - x| +2Y |x CtI| < O €5.10a)
o i 8 i i t ) Lk
- r
—S | CL2] + Ix - x| - |x - x[*+2) Ix CL2| =2 0 C5.10h2
Sy L L L i t _y Lk
e v CAD A - x> 2 f €5.10ed

& . . . .
Os valores x, que satisfazem as desiguadades acima s8o Lais que a
9

regressio L1 ndc muda.

Considerande agora uma ohservagio explicativa, as
s g
estimativas Bo e (% mudam, entretanto para que a observacdoc p
. . * .
continue como explicativa, X, o novo valor de x , deve satisfazer
34 P

as sequintes desigualdades:

[2) et §
"E fseCed | = % - x| + Ix — x| +2Y [x ¢gd] < O ¢5.11ad
i P q P q I
L=1 =1 k
Lol - W
-z IxCad] - Ix - x| + |x - x| + az ix Cgd| 2 O ¢5.11bD
¢ P q P a L
L= =g k
#
) yLC gl L xp - xq) = [ZLWM“C ad; ,L_wmc q> ] (8. 11eD

Para que a observagio g permanega explicativa o procediments seri

similar, ou seja;

*
y(pdAx - x2 = [2 Cpl, 2 Cpdl C5.11cd
¢ a

= Livg—d1} LOu+d)
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5.3 - ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA O MODELO DE REGRESSIO
MULTIPLA.

Estudaremozs agora a andlize deo zonzibilidode para a
regressio miltipla, ovbservande o quanto o vetor Y pode mudar sem
modificar o hiperplanc dea regraeassio L.* ou entfae sam mudar o
conjunto de varidveis explicativas.

Seja ¥ = X3 + ¢ um modele linear miltiplo j& apresentado
anteriormente no capitule 2. A regressio 1_.4 pode ser escrita para

oste modelo da seguinte maneira:

X o o 3
> ) ﬁ_‘_
Y = X I O « | € cB.12D
@ @ 2 ¢
o -1 <,
9) @ @ Co
onde os subscritos (12, (&) e (&) referom-se as Dbsarvagaes com

residuos zero, positivos e negativos, respectivamente. I - I o
s8%o0 matrizes identidades com dimens8Ses que sZo iguais ao ndmero de
residuos positivos e negativos, respectivamente. De (5.12) ndbs

Ltemos que:

ﬁ -1
- {4y {4}
+ -3 ’
e =Y - X XY (5,130
(2% (23 {2y (4 (L)
- -1
& = Y + X X
[} {8 (Y (4} {4

Do sistema (B.133 nds podemos escrever:
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G
) 1)

X X
{2} {2 (:} Ieh 2> {13 €5.145

T I P
d
It
-

[ M) (3r (1} f4: H

onde I & wuma matriz identidade (kxkd © a matriz & particionads am
Gﬂ) = I, G{z) a G{m, ze assemelha em alguns aspecitos & matriz H
= [h,J,] na regress8c de minimos guadrados, onde H = XCX¥ ’}(Dﬂ)(’ )

represaenta a projegio ortogonal de Y sobre Y-estimado no espago de

X. Os valores grandes de hi.i. represaent.am pontos influentes.
Podemos observar que Gm = I, 1isto ¢é, para observagdes
explicativazs g, = 1, loge, na terminologia da regressioc de

LL
minimos guadrados esgses wvalores Ltem ponte de ruptura grande.

Dantro desse estudoe foi usade o estimador % da 3 para
doterminar a dquantidade maxima que a variivel Y peode ser

modificada sem afetar a regressio L.‘-

Para estudar o efeitoc da perturbagfc na mudanga da
variavel Y, wvamos considerar o segquinte Problema de Programagio

Linear Perturbado {(PPLP):

B + =
min 1'e + 1'e&

Sujeito a

IR+ e -8 =Y + ¥°5 CPLP3

+ - e . )
€, € 2 0O,  nEo-restrito no sinal.

onde Y° & uma matriz diagonal (nxnd, com elementos na diagonal Y
v
e & ¢ um vetor (nxl>, usade para determinar a maior perturbagio

que o vetor ¥ pode sofrer simultaneamente e independentenente
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' perturbagSo & . Usaremos aqui i & || = max< |51, =t .un> = o .

dentro do CPLP). A matriz Y° servir& como peso para o vetor de
' &

Loge o lado direito da igualdade em (PLPD pode ser escrite como y,
o % v

+ P
Q intorvalo para & variavel Y podo zer construido, para

cada observa¢ie i, bLal que as observagBes explicativas nic se

L
alterem, quando tomarmos em y* + y?p > y? = 1 para todo . Se
T 1 L
tomarmos Y:'ﬂr- 0, Y?2}= 1 e YT3}= 1 em (PLP? poderemos sncontrar o
quanto cada componente Y, i=2,3 pode variar sem alterar a
L9

reqressio L.l. Considerando-se o problema (PLF), pode-se resclvé-lo

da seguinte maneira:

A%= Xx'cy +¥° & > (5. 18ad
{4} {13 ¢4y (1)
vio=Y + ¥ & - X X'cy +7¥° & > ¢5. 15bd
{2 (23 {2y (2% {2y 42 {1 (4) (4}
v ==Y Y& +X XY +%Y¥° & > (5. 18
{2 {3 {3 (M [+: ) ¥ % {1y {41 (1>

onde ﬁo ¢ o estimador L.i de (? para o problema perturbado. Os
vetores v:m e V:m serfio os novos reasiduos para o problema
perturbade correspondende as n cobmervagdes now conjuntos (2D o
(3, ou saja, relativo as observacles que estic associadas com os
resfiduos positivos e negativos respectivamente. Como a regressido
nZc se altera quande os valores de Y. s50 modificados tal que os
residucs permanacem com mesmo sinal, enquanto V:m @ v:m forem
maior ou igual a zero em (5.18a) e (5.165b>, as observagdes

explicativas continuam as mesmas.

O astimador L.1 ¢ determinade pele mesme conjunte de

observacdes para @ problema perturbado. As condig@es v:m Z 0 e

v 2 O podem ser estabslecidas como
$-1
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-1, & =] -1

- Y & <Y - X XY (5. 168ad
(25 4y {4 (1) {2y (2 {2 (2% (4} (4>
X X*Y" 8 +¥° & < -¥ +3x X'y C5.16bd
85y <4y {4y (1) {8y (&) (3 {8y {4 <1}

*

As desigualdades acima podem ser escritas da seguinte forma:
BS £ b CB.17>

onde B ¢ uma matriz (n-kdxn dada por:

-1 o _ L=
@ (2 -
B = .y (5. 18ad
-X x7y° 0 ¢
@ 0 cw
o=
Y - X %'y +
2 @ (1) ey € o
b = D = (5.18b).
~ -Y + X XY &
a3 {3y 1} A L=
Como atm, 6:3> = 0, podemos supor dque b 2 0. Como Y representa as

observag®es numa variavel resposta, nés podemos ter uma informagZo
a priori que os valores de vetor Y s¥o nEo-negativos ou que eles
est.ic dentro de um intervalo. Além dissoe, considerando um caso
geral, sem nenhuma perda de generalidade, & preciso que & pertenga
a um subconjunte A de [R". Porém, nos problemas préaticos, nos
podemos definir A = ACL, W) como sendo um intervalo, onde L e U
representam < limite supericor e inferior respectivamente para o

valor de 6. Estes limites podem ser baseados ne conhecimento da
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posi¢do dos valores de Y.
Os resultados obtidos por Narula e Wellington 198853

podem ser vistos como um caso particular. Por exemplo: seja A =

/]

R", Y:’“: 0O e Y‘:a o, Y?z’= 1 para um certo i dentro do conjunto
(&) & todos os outros valores s8o iguais a zero, entBo a condigio

para que a MSEA e MSEA-FPERTURBADA tenham a mesma regressio Li b

Céd 12 2 —Cae 2. CB.1a0

Ha e Narula (19880 e Wendell {18845 mostraram que o valor de
p:‘CL=1.... yn=~k2d & finito se @ somente se exite um & « A tal que a
i-ésima linha de (B&) seja maior do que b,. Do mesmo modo, se o)
< w, também satisfaz a desigualdade CBcSDi'S bi.’ onde || & || = p.
Sendo assim o conjunto de todos = 2 0 estd no intervaleo fechado
[0, p:]. Similarmente, o conjunto de itodos p 2 0 gue satisfaz a

desigualdade BS € b esté no intervalo fechado [0, p ). Entdo,

E )
[0, p°1 = n IO, o) ¢5. 20ad
L= L8
em que
s o * (8. 20bd
PSPl -

5,4 ~ ANALISE DE OBSERVACOES

A anidlise de ocbservagBes pode ser GlLil para analisar a
influéncia de cada observagcio. Ela & feita tLirando—sea cada
observa¢fio do conjunto de dados e analisando a sua influéncia
sobre as estimativas da regressio L's' Para sabermos o gquante a

chservagio estid influenciando a regressfo observamos as diferengas
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ﬁj - ﬁft). para cada observagZo i, onde ﬁj =] ﬁft) denotam as
sstimativas do j~duime coeficiente com todas as observaslBes & wmem

a i-ésima observagdo, respectivamente. Se o principal objetivo da
andlise de regressi&oc ¢ seu Uso para predigfo, as diferengas e -
@ i = 1,....,n, onde @ e @ representam os residucos com e
sem a i-ésima observa¢fo, respectivamente, podem ser uUteis para

e

analisar essa influéncia.

Py o
Se as diferengas (7 =~ [A{D ou a - e ., forem muito
i i t i
grandes entio podemas dizer que a i-ésima observagle influencia a
regressac.

Graficos dos residuos e e e, © das diferencgas ﬁ_ -
L |8 )

oy . y 4
FCw> @ e - @. . Vversus a cbsarvagio { podem auxiliar na analise
3 T L3

das observagdes influantes.

Dentro do contexto: andlise de observacdes Daniel o Wood
(19715 propuseram algumas sugest®es que podem ajudar muito na
anilise de observacSes. Como por exemplo, para analisar: (0 o
efeito de valores aberrantes, dentro de um conjunte de dades, que
podem cu ndo ser influentes; (W) o efeito da diferenga do erro

estimado de duas observagdes que est3io préximas.

Estas andlises sio feitas usando algumas eostatisticas
que mostram a influéncia que cada observacie pode ter nos dados. E
um processo qua exige vArios passos, jA gue val sor precise fazer
compara¢®es dos parametros do medelo, com e sam adquelas

observagdes que sdio consideradas influentes.
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CAPITULO 6

ANALISE DE RESIDUOS

6.1 - INTRODUCAO

Meste capitulo serid feito um estudo sobre anidlise de
residucs, que & dtil para analisar a validade do modelo e
pressuposi¢Ses astabelecidas sobre o modelo.

Este capitulo foi dividido em Lrés seg¢des:

Cid heteroscedasticidade;
Cid valores influentes @ abarrantes &

(it verificagdo do modelo.

A andligse de residucos é muite importante dentro da
andlise de regressfio. O gque o modelo de regressioc nio pode
explicar wal para @ residuc. & o modelo de regressfio ¢ correto, o
residuo mostrarad essa tendéneia confirmando as suposi¢Ses feitas

sobre o modelo, ou  pelo menos nifo mostrarad uma suposigHo

incorreta.

Na andlise de residuc devemes fazer uma cuidadosa
inspegio de Yy, - ;L' depois de ter ajustado ¢ medele ac conjunto
de dados, que ajudarid a descobrir alguma anomalia nos dados=,
evitando assim uma ma& estimag¢fo dos parametros do modele em

estudo.

Exicstem varias tdécnicas para examinarmos os rasiducs. As
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mais comuns s3o através de grificos, ou através do calculeo dae
estatisticas, que sdo utilizadas para detectar wvalores influentes
ou aberrantes em um conjunto de dados.

Oz gréficos de residucs s8oc muite dteis, principalmente
para observar que tendéncias tem os dados, come por exemplo:
linear, quadréatica ou expeconencilal.

Os graficos de residucs também sZo Uteis para detectar
valores aberrantes @ varifncia dos erros ndo-constante
(heteroscedasticidaded, verificar suposi¢gBes sobre o modelo
(digtribuig¢io dos erros) e determinar a importincia das wvariaveis
preditoras. Porém, a interpretagio de graficos de residuos ¢ algo
individual que requer uma cuidadoza andlize do investigador, para
n&o tirar conclusdes erradas scobre o modelo de regressio em
estuds.

Os graficos usados para a andlise dos resfiducs s3o:
residuos C;L) versus valores preditos C;f). residucs Cgf) versus
variadveis preditoras fo) & ©o grafico probabilistico. Nunca
devemos fazer o grafico de residuos versus valores observados
Cyg, por serem eles, geralmente correlacionados, levando-nos a
conclusSes erradas sobre © modelo de regressio em estudo. Através
dos residucs poderemos concluir se a andlise scbre um conjunte de

dados foi satisfatdéria ou nio.

6.2 — HETEROSCEDASTICI DADE

Neste item falaremos do caso eom que oz elementos da
diagonal principal da matriz de covaridncias nZo sfo iguais, e os
elementos fora da diagonal sBo zeros.

Existem varias Lécnicas estatisticas para sabermos se os
erros de um modelo de regressBo Lem varifncias desiguais. Uma das
man@iraz mais simples & construindo o grafico de reziduo=m Cgi.j
versus valores preditos C;kJ, este grafico pode mostrar se existe
heteroscedasticidade. S oxiste homocedasticidade ospera-se gue

haja dispers3o aleatdria dos pontos em torno de uma linha paralela
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a abscissa do gréfico. Para detectar modelos heroscedasticos
através de graficos de residuos precisa-se de um nilmerse razoAvel
de observagBeos.

A detecglo de heteroscedaslicidade atraveés da regressio
baseada em quantis amostrais ou regressic quantilica, apresentada
no capitule 2, é uma sugestio de alguns autores, como por exemplo
Hogg (19782, foi um dos primeiros a apresentar um exempleo, onde
s¥o usadas as rogressSes de percentis: 28%, BO¥ e 7B%, para
detectar a presenga de heleroscedasticidade.

O preoblema de heleroscedasticidade pode ser resolwvide
fazendo transforma¢@es na variavel resposta Y, comoe por exemplo:
1<y, lny e 7¥, ou usar MSEAFP (M{nima Soma dos Erros Absolutos
ponderados), ou seja, regressio L‘ ponderada, regressic esta que
nd3o foi citada neste trabalho. Estas transformag@es acima citadas

podem estabilizar a variancia dos residuos, deixando-a constante.

6.3 - VALORES ABRERRANTES E VALORES TINFLUENTES

Um ponto & congiderado valor aberrante entra os residuocs
se ele aestid bastante afastado do= demais em valor abseoluto. O valor
aberrante ¢ uma particularidade & indica um ponto nioc comum aos
demais pontes. Ele deve ser submetido a um exame cuidadoso para
determinar a sua importincia em relag¢doc as outras observag¢Ses,
podende ser um ponto influente, porém, o fate de uma observagio
ser um valor aberrante n3c quer dizer que ela seja influente no

conjunto de dados.

Exigstem wvariae regras para a remogio de valores
aberrantes, sondeo depols os dados reanalizados sem estoes valores
aperrantes. Nem <sempre <seria aconselhivel removear valores
aberrantes ou influentes sem anles fazer um séria analise nos

dados, algumas vezes o valor aberrante ou influente & de wviital

importincia para o conjuntoc de dados em estudo.
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6,.3.1 - MﬁTODO PARA DETECTAR VALORES ABERRANTES ATRAVéS DE
REGRESSOES QUANTILICAS

Una maneira de identificar wvalores aberrantes & através
das regressSes quantilicas propostas por Bassett e Kowenker (1078,

10820,
Duas sugestSes sdo-*feitas por Portnoy 19872 para

detectar valores aberrantes, baseadas em regress@es quantilicas.

Primeiramente espera-se que valores aberrantes sejam ajustados
pelos extremos das regressles quantilicas ??C o) @ ?'}C 12, Em uma
sequnda sugestio podemos ver que os valores aberrantes sS5o
provavel menie ajustados exiamente por um grande nimero de solugBes

ﬁca) O < @ < 13, ou seja, para cada observagfo (%, ¥ ) nds lLemos
L 1

T = €6: (362 =0, i=l,...,nd> (65.1)
1 1

onde T; @ o conjunto de valorezs para o gual vayzj & gxratamente
ajustado por [C8). Podemos ver que Tl ¢ uma unifo de intervalos da
forma: Cefquj’ J = 1,...,p~1 (p < n2, & I_,_L = ccmprimenLDCTR.
Portanto, grandes wvalores de L indicam que X yi) & um valor

L

aberrante.

Em relacsico &4 primeira sugestio oxistem d4dificul dades, ou
seja, através dela & possivel construir exemplos onde um valor
aberrante pode ndo estar posicionade entre asg ragressdes
quantilicas ﬁCOD a ﬁcn. Unma soluglc para este problema &
perturbar aleatoriamente todos os dados com uma pequena gquantia.
Portanto, como os valores aberrantes a_st.ﬁo distantes do centro dos
dados, ele se posicionarid na regressfSoc quantilica ﬁCO) ou ?@‘Ci)
perturbada Ccom probabilidade umd. Se a perturbacfo & menor de que
a precisdc que estd sendo usada para os dades, entio a

al@atorizagio ndc Lerd efeito para identificar valores aberrantes.
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6.3.2 ~ ALGORITMO

1- Somar uma perturbacfc aleatéria para todos os dados.

2- Identificar come poténciais valores aberrantes Aas

observa¢BSes dentreo do conjunto

I =< Cx, ¥ etc?écow O ou eCCIdd = O > <B.2>
1T

3- Escolhaer um particular Cx‘.y*D1 = I como o "mais
afastade” e remové-lo (formande um conjunto de dadﬁs de tamanho
n-13,

Foram sugeridas duas alternativas para escolher o ponto

malis afastado, ou seja,

2.1 ~- O ponto Cx.y)hi <= Ij que esta mais afastado da
mediana de todos os dados, usando como medida de distincia a
Euclidiana.

3.8- O ponto Cx,y)ﬁl = Ij que estd mais afastado do
hipaerplano da regressio L.1 de todos os dados, usando como medida
de distAncia a Euclidiana.

OB%. : Na pratica 3.1 tem-se mostrado melhor critéric para detectar

valores aberrantes. Além disso ¢ computacionalmente mais rapido.

4 - Jterativamente repetir os passos (23 e (3) p vezes
Cutilizando o conjunto de dados sem as observacdes consideradas
mais afastadas até aquela etapad determinande os val ores

* L » - 4 *
aberrantes (x , ¥y DI.CX v y‘)zg...,Cx y Y )p.

5- Depois de retirar as p observagdes. determina-se o

estimador L} Cﬁki/&)), baseado nas observaglles gue permanecem, o

-
qual chamaremeos de ﬁ .
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5- Paraer o grafico de todos oz residucs (nd, om relagfo

ac modele de regress8e¢ do passe B e identificar os valores

aberrantes como os residuos que Ltem ©s maiores valores.

OBS.: Q numero de pontos retirados fica a critério do analista.

6.4 - VERIFICAGAO DO MODELO

Come tinhamos falado anteriormente, os graficos
res{duns =sZo muite importantes e indispensiveis na andlise

regressaa. 0s graficos que estudaremos s3o:

(1) residucs (e versus valores preditos (¥ ) e
1 L

Fal
£23 residucs (e ) varsus varidveis preditoras Cx).
* LN

de
de

e
1- O grafice de residucss (e ) versus valores predites (¥ ), poda
18 L

ter os seguintes comportamentos:

C1._ad

Uma faixa aleatdéria que nido indica nenhuma tendéncia.

<1.b>
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Indica varidncia dos erros ndc—constante (heteroscedasticidade),

podo ser necesséric ponderar oz dadoes ou fazer Llransformagsdes na

variavel resposta y.

C1.¢ed

Tendéncia lingar no modelo (positiva ou negativad ndo removida.

C1.d0

O Modalo necesszita de um termo extra, izto &, um termo quadriatico

ou produto eruzado, ou uma transformagdo na variavel resposta y.

e
2- 0O qrafico de residucs (=20 versus variAveis preditoras (x ,
L vl
i=1,...,n; =1,...,k2, pode também ter o mesmo comportamento gue o
Ea Fal

grafico do e versus y , ou seja,
* LS
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2. ad
= - - - L] . . .
L] » - - " - L] .

- . - - - - - - - L]

L] - - - L] L] L] - - - -
- - L] L] - L] oty - - L] - - L]

u u L] v - L] . . - - - "

- [ [ [ [ - - - . .

- - - + - - -

Indica varilncia dos erros n3o-constante Cheteroscedasticidaded; &

necessArio ponderar os dados ou fazer itransformagdo na variawvel

preditora x, .

Ll
(2. bd
.-..t.l. Ou ...-.'-I

Efeito linear na variavel preditora = (positivo ou nagativol nio
v

removido.

(2.¢c2
- *
'-.--- n.n-..
L] L] L] L] L] L]

Neceszita de Lermos extras; isto @, um termo quadratico na

variidvel preditora x ou tranformagBo na varidvel resposta vy.
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6.4.1 - USO DO GRAFICO DE PROBABILIDADE NORMAL PARA DETECTAR
DISTRIBUI{OES DE ERROS COM CAUDAS ALONGADAS

Aqui o grafico de probabildade normal =zerd usado para
detectar distribuicdes de erros com caudas mais alongadas do que a
normal, caso em gque a redgressio L.1 ¢ mais adequada. A fim de
visualizarmoes o uso do grafico de probabilidade normal faremos a
simulaglio de trés amostras aleatérias de tamanho 200 baseada em
uma distribui¢ia gue supostamente ndo & normal. Como exaemplo
utilizaremos a distribuig8o da Normal Contaminada e a distribuig3o

de Laplace.

£ Grafico de Probabilidade Normal de uma amostra aleatdria de
200 obhservagSBes geradas segundo uma Normal Contaminada 0.7.N{0O,13

+ O.3.NC0,2853. Ver figura 6.1.

(iiD) Grafico de Frobabilidade Normal de uma amostra aleatéria de
200 obser vagSes geradas segundo uma distribui¢fo Normal

Contaminada 0.9.NC0,1D0 + O,41.N(0,258)., Ver figura &, 2.
(i) CGrafico de Probabilidade Normal de uma amostra aleatdria de

200 obssrvacBes geradas segundo a distribuigic de Laplace. Ver

figura B, 3.
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Ogs graficos das figuras: B5.1; 6.2 e B.2, mostram

claramente o comportamento das distribuicSes de orras com caudas

alongadas, ou seja,

forma de uma curva com as extremidades achatadas.
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¢ APITULOGC 7

APLITCAQCRO

7.4 - INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos a andlise de um conjunto
de dados, utilizando os mélodos apresentados nos capitulos

anteriores, com a finalidade de ilustrar ume aplicaglBoc dos métodos

de andlise de regressio L{
7.2 — CONJUNTO DE DADOS

Os dados aqui apresentados s8o referentes a varias
caracteristicas demograficas de 46 paises, e foram retirados do
livro de Gunst e Mason [C19803 - pag. 3581, que estio descritos

abaixo na tabela - 1:

TABELA 1 - CARACTERISTICAS DEMOGRAFICAS DE VARIOS PAISES

FAISES Y X1 X2 X3 x4 X5 X5
Australia 1316 19.5 860 1 21 o8. 8 856
Austria B70 37.3 895 84 1720 g8.5 5468
Bar bados 200 SO, 4 3000 545 71el 81,1 a4
Bélgica 1166 35. 4 819 301 5aB? 86,7 536
Guiana Britinica 235 B87.1 20CO 3 192 V4.0 27
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Bulgaria
Canadéa
Chile
Costa Rica

Chipre

Tchecoslovaquia

Dimamarca
El Salvador
Finl&ndia
Franga
Guatemal a
Hong Kong
Hungria
Islandia
India
Irlanda
Italia
Jamai&a
Japio
Luxemburgo
Malasia
Malta
Mauriecios
México

Hol anda
Nova Zelandia
Nicaragua
MNoruega
Panama

. Paldnia
Portiugal
Porto Rico
Roménia
Singapura

Espanha

368
1947
379
2[B7
467
580
1057
219
784
943

189
=272
490
572
73
560
516
318
208
1388
355
377
225
262
836
1310
160
113230
329
A78
224
553
360

228,
30.
48,
5.
37.
31.
68.
39,
50.
7.
16.
2a.
7.
20.
54.
74.
7T
B2,
7s.
32.
43.

B W ~N e 3NN d NN R0 0NN N0 D ED b ;1 b W~ b (] b b h) =

740
P00
1700
2600
1 400
620

830

5400
1600
1014
5400
3300
G50
840
8200
1000
746
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Sudcia 1380 16.6 1080 17 1708 B8. 5 401
Suicga 1428 a1 765 133 2320 08.8 308
Tailandia 161 30.5 18500 308 10446 54.0 329
Trindade 423 45, 4 2300 168 4383 73.8 B1
Reine Unide 1189 24.1 o35 217 2877 u8. 8 450
Estades Unideos 2B77 26. 4 780 20 309 G8s, 0 1683
USSR B0O 35.0 B8 10 339 g5_ 0 530
Alem. Ocidental @27 33.8 7TE8 217 3631 - 88.5 528
Tugoslavia 266 100, 0 1837 73 1218 77.0 524
onde Y & a variAvel resposta © X, « = 1,....,8, sio as varidveis

1
preditoras, definidasz abaixo:

Y = Preoduto Interno Bruto (calculado em délares - 19573

X1 = Mortalidade Infantil por 1000 criangas nascidas
vivas |

¥2 = Numero de Habitantes para cada médico

X3 = Populagio por km®

X4 = Popula¢fo por 1000 hectares de agriculbtura no pais

X8 = Percentagem de alfabeltizados maiocres de 15 anos

X6 = Estudantes matriculadoes no nivel superior para cada

180,000 habitantes

7.3 - ANALISE

Inicialmente procuramos encontrar um conjunto de dados
que fosse adequade para uwutilizar a regress3o L;' ou seja. JuUe
tivessem distribuigcfles dos erros nSc Normais., Para isso, testamos
varios conjuntos de dados, nos gquais feoram verificadeos se a
suposicfo de normalidade na distribui¢fco dos erros nrio era
satisfeita. Isso fol possivel utilizande o pacote de procedimentos
estatisticos SAS [28].

Utilizande os procedimentos acima citados no conjunto de

dados da tabela -~ 1, foi posszivel ent3oe: testar a normalidade;
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calcular a curltose; contruir os graficos: ramos e folha, box-plot
@ de probabilidade nermal, tante para regess3o de Minimos
Quadrados quanto para regressio L.1. Os resultados referentes a
regressdo de Minimos Quadradeos pode ser visto nas figuras 7.1,
7.2, 7.3, 7.4 e 7.5, engquanto que os resultados referentes a
regressio L‘ podem sar vistos nas figuras 7.6, 7.7 e 7.8.
Observameos enbl3o que os dados eram adequados para aplicar
regressio L(

Loge em seguida utilizamos um programa em FORTRAN - 77,
para calcular regress@es quantilicas, desenvelvide por Narula e
Wellington. Calculames algumas regressBes quantilicas para o
conjunto de dados acima citado, ou seja, para 6 = 0.2; 0.4; 0.5;
0.8 ¢ 0.8, Através destas regressdes, usando grafico dos residuos
contra preditos, detectamos heteroscedasticidade no conjunto de

dados. Mostraremos a segquir as regressfes dguantilicas r..ra &8 =

0.B; 0.2 o 0.8 com os seus respectiwvos gréaficos dos residuos

contra os preditos . Oz resultados sic mostrados abalxo:

1.2 - RegressSo quantilica para 8 = 0.8 ocu regress3o Li;

[a

Y = 134.8374 - 3.96818¥1 + 0.0333X2 + 0.0830X2 -~ O, 0046X4 +

+ 3,.06832X5 + 0.8B714X6

MSEA = 11182, 960 - Graifice - wver figura 7.9

1.b - Regres8o quantilica para 8 = 0.2;

; = 2\7,1313 - 3,28762X1 -~ 0.0100X2 -~ 0.1108X2 + O0.0031X4 +
+ 2,7063X8 + 0. 2248X6

MSEA = B6430. 878 - Grafico - ver figura 7.10
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l.c¢ - Regress3o quantilica para 8 = 0.8;
'Y = 5.0999 - 0.0071X1 + OX2 - 0.0001X3 + OX4 + 0.0192X5 + 0. OC0OHX6

MSEA = 2.808 - Grafico - ver figura 7.11

Olhando o gréaficos das figuras 7.0; 7.10 e 7.11 podemos
notar a presenca de heteroscedasticlidade no conjunto de dados.
Para resolver este problema usamos as transformacdes 1.y, lny e
Yy, e observames que a melhor transformag®o foi z = lny, ou seja,
aquela que melhor estabilizou a varifncia dos dados. Os resultados

5

abaixe mostrarZo as regressdes quantilicas para 8 = 0.8B; 0.2 e

C.8. com os seus respacbtives graficos de residucs contra predito:

Z.a - Regrescsio quantilica para & = 0.8 ou regressio Lf

utilizando a transformagio z = 1ny;

2 = B5.8421 - 0.0098X1 + OX2 - 0.0004X3 + 0X4 + 0.0072X5 + 0. 0008X6

MSEA = 13.842 - Grafice ~ ver figura 7.12
2. b - Raegressfio quantilica para & = 0.2, utilizando a
transformagio 2 = lny;

Z = 4.8214 - G.007BX1 + O.0001X2 + OX2 + 0OX4 + O, 018XE + O.Q000BX6

MSEA = 10.086 - Grafico - ver figura 7.13
&.c - Regress3do gquantilica para & = 0.9, utilizando &
transformagie = = lny;

&8



Z = 50899 - 0.0071X1 + OX& — 0.0001X3 + 0X4 + C.0192X5 + O.000BX6

MSEA = 9.508 - Grafico - ver figura 7.14

A sequir fizemos uma sele¢fc de varldvelis para o modelco
2.a utilizando um programa em FORTRAM - 77, propesto por Narula e
Wellington (187892 baseado no algoritme apresentade no capftulo 4.
Encontramos os melhores modelos de tamanhe p = 1,...,8 varidveis
prediteoras. Fizemos testes de hipdtese (capitule 32 nos parimetros
de cada modeloe de tamanho p = i,...,@f testandoe a significéncia
dos respectivos parimelros, & comparamos cada um dos modelos um a
um para verificar qual modelo seria mais adequado. Partindo dail
chegamos a conclus3c que o modeloe mais adequado seria aquele com
as variadveis X1, X8 e A6, cujo modele e testes de hipdtese

mostraremos a sSeguir:

3a. ~ Modelo escolhido para o conjunto de dados tabela - 1;

Z*- 5.2660 - 0.0061X1 + O.0111XB + O.0008X6

MSEA = 14.0425

1 - TESTES DE HIPOTESE

4.a - Teste para hipbdlese Ho: 81: O;

Z°- | ~4.8120 | = 4.8120

2¥- | B.3287 | = 5.3287
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4.c - Teste para hipdtese HO: ﬁd= Q;

Z¥= | 7.1311 | = 7.1311

A prababilidadé de smignificé&ncia para cada um dos testes
acima apresentados mostrou-se inferior a 0.1%, portanto rejeitamos

a hipdtese HO: =0, + = 1,5,8,
1

Loge em seguida ulilizamos o algoritme proposto por
Portnoy (1887) apresentado no capitulo &, para detectar possiveis
valores aberrantes no conjunto de dados, através das regressSes
quantilicas. Fizemos wvinte interagSes e encontramos 4 observag@eg
que consideramos valores aberrantes, ou seja, as observagdes: o4,
28, 37 e 46, que podem mer wvistazs no graficoe da figura 7.18, de
residucs contra observacSes (i = 1,...,482, 4qgue ol baseado no

seguinte modelo:

S.a - 2 %= 4.8404 - O.0058X1 + O.0127X5 + 0. 0016X6

MSEA = 7. 299

B.a - Modelo sem as observagdes: 24, 285, 37 e 46;

ar' T 7]

A = B.2816& —~ O, 0083X1 + C.0097XE + C. 001 3X6

MSEA = 11.179

Fazendo uma anidlise no modelo 6.a, ou melhor, observando
os parimetros desse modeloe e o grafico de residuocs contra preditos
Cver figura 7.16), podemos vear qua sio somal hantes ao do modelo 3. a

(var figura 7.173, nio mostrando diferengas significativas em
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relagcio a este modelo (3.ad, resolvemes entZo ficar com o modele
contende todas as observacSes.

Os grafices de residucs contra X1, X8 & X6, para o
modelo 3.a s8o mostrados nas figuras 7.18; 7.19 e 7.20.

Escolhido < modelo 3.a construimos intervalos de
confianga para os pardmetros do modelo, os quais sEo mostrados a

seguir:

~

— INTERVALOE DE CONE'I ANGA

7.a - Intervalo (1 - oD100% de confianga para /3= —-0.0061, com
1
a=0._05:

[ —0. 0086, -0. 0036 ]

7.b - Intervalo (1 ~ aD100% de confianga para ES: 0.0111, com

a=0, 05;
[ 0.0070; 0.01B2 ]

7.¢ - Intervale (1 - o0100% de confianga para ?§6= 0. 0008, com
a=0._ 05,

['0.0006; 0.0010 ]

8 - ANALISE DE VARIAGARO

Para lestar s« os parametreos sio conjuntamente iguais a
zoro, fizemos a anidlige de '"varia¢8So" para o modelo 3.a.

Seja SACX1l, XB, X835 a MSEA com relacio ao modele 2.a e
SA{D a MSEA com relag8o ao modelo complete Z2.a. A seguir

testaremos a seguinte hipdtese:
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OO
o0
OO

]
000

Q = SACHL L, XB, X8> - SA(MD  14.028 ~ 13.84z2 = 0.1288

. oz .30, 4846

1

onde As2 = 0.4848 ¢ a estimativa do desvio padr3o da mediana

amostal doz residucs dividido por dois.

TABELA DE ANALISE DE VARIACAC PARA O MODELO 3. A

FONTE GkAUS DE SACY1 . XB, X8> -~ QL
LI BERDADE - SACLD 1
i—lo 3 0. 0610 0.1288
ERRO 49-3 = 46 A2 = C. 4846
TOTAL 49

A probabilidade de significincia ¢ de aproximadamente

2%, portanto rejeitamos HO.

G - ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA A VARIAVEL RESPOSTA Z:‘E

Finalmenie fizemos uma anilise de sensibilidade para a
variavel resposta z¥= Ilny do modele (3.ad. com base no exemplo
apresentado por Ha e Narula (1887) e encontramos o valor p*=

* = 1.7%107% ou saja, o ax O.0002.

vma,. .ok Ok
Considerando somente as obsevacBes ndo explicatiwvas,

min

temos os seguintes resultados:



TABELA ~ 2 — INTERVALOS PARA A VARIAVEL RSPOSTA 2?
*

L]

i 2. VALOR DX LIMITE VALOR DO LIMITE
. INFERIOR SUPERI OR
1 &.0800 6. o508 0
2  6.5008 - 5.5010
3  5.9321 -0 : 8. 9323
4 6.5753 5. 5751 o
5 B.7033 —o0 5, 7035
& 6.3188 - 6. 3100
7 6.7248 B. 7246 oo
8 B.Boia 5.6017 0
9 5. 9412 - 5.0414
10 B.8230 5. 8228 o
11 6. 4087 6. 4055 s
12 6.60953 5. 6051 00
13 5.3136 5. 3134 o
18 6.6775 -® 5. 6777
18  6.7303 5. 7301 o
17 B.1454 5. 1452 ®
ie 5. 2006 -0 5. 8008
19 & 2773 - 6. 2774
21 6. BOSQ7 —c0 5. 5080
23 6.4708 00 6. 4800
=4 5. BOOB -0 5. BOOS
=5 5, 7848 -0 5, 7548
26 6.1780 6. 1787 m
=27 5.6704 5. 870z o
28 5.7928 5. 7026 o
28  B.4306 - 5. 4308
230 5. 5644 B. 642 o
31 7.0344 - 7. 0248
232 5. =BG 5. G254 a0
33 5. 3482 - 5. 3494
34 6.4588 6. 4585 0
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208 8. @735 -® B. Q738
35 6.1618 6.1613 o0
37 5.8430 - 8.8432
38 6. 8450 -0 5. 2462
40 B.ga41 - 5.9843
41 8. 1854 -0 5. 1886
42 6. 8974 6. BQ72 o ©
43 5. oB&gs —o0 5.8570
44 5. 8821 B.86810 @
45 6. 60O0oa 8. 8007 o
47 5.8568132 -0 5.5615
48 6. 5084 5. 882 00
49 5.0511 —m 50813

OBS. : As observagBes explicativas s3o: 14, 20, 22, 39 < 48.

7.4 - CONCLUSOES

Verificamos atravées do modelo 3.a gue as variidvels X1
(Mortalidade Infantil por 1000 nascidos vivos; X5 (Percentagem de
Alfabetizados Maiores de 15 anos) e X6 (Estudantes Matriculados no
Nivel Superior para cada 100, Q00 HabitantesD explicam
adequadamente o modelo com relagdo ao Produto Interno RBruto dos
paises apresentados nra tabela - 1, referente ac ano de 1057.

Observamos que © grafico de residucos contra preditos,
modaele 3.a, figura -~ 7.17, nlo mostra nenhuma Lendédneia neo
conjunte de dadeos, ou seja, o madelo estia adequads.

O grafico de residucz contra a varidvel predilera XNi,
modelo 3.a, figura — 7.18, parece razoavelmente bom, a n8o ser uma
obser vagio que se destacou das outras, ou melhor, a cbhbservagio 20,
referente a India que tem o maior indice de mortalidade infantil
para cada 1000 criangas nascidas vivas no ano de 1857.

O grafico de residucs contra a variavel preditora XS
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(Percentagenm de Alfabetizados Maiocres de 15 Ancs), modele 3. a,
figura - 7.18, apresemta uma pequena variabilidade, assim como
destacamos as observagBes: 13,156,30,20 e 32 que tem os menores
valores, ou seja, Elsal vador, Guatemala, india, Mal &d=ia e
Nicaragua respectivamente. Uma transformagio logaritmica da
variidvel X8 parece gque seria adequada.

E finalmente o griafico de residucs contra a variavel
preditora XB, figura 7.20 nio mostra nenhuma tenddncia nos dados,
a nio sar a observag3o 46, que se destacou das demais, ou melhor,
ecta observacio & referente asos Estades Unidos, gque tem o maior
numero de eastudantes matriculados no nivel superior para cada
100. 000 habitantes neo ano de 1957, OChservamos também que esta
obhservacio 46 foi  congiderada um wvalor aberrante a2 &  uma

observagio explicativa, ou seja, residuc igual a zero.
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