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' C A P I T U L O 1 

I N T R O D U Ç Ã O 

• 

1 INTRODUÇÃO 

Na vast,a li -Ler atura est.at.ist...ica, podemos encontrar-

diversos livros é artigos sobre regressão linear usando o mét.odo 

dos m1 ni mos quadrados, e di Vérsos programas par-a c·~-·rnpu-l:. ador-es 

estão disponiveis. 

A regressão da minimos quadrados sarà 6-lima, e oferecerá 

est,imadores de máxima verossimilhança para os pâramet..ros do 

modelo, se os erros são independent..Qs e possuem dis-Lribuição 

nor- ma.l , porQm para diversos casos em que os erros 

dist.ribuição normal, ou possuam caudas alongadas, como por exemplo 

as dist..ribuiç<:Ses de Cauchy e Laplace, a regressão de rninimos 

quadrados n~o é adequada. 

Um oui:.,ro problema é o caso de valores aberranLes, quando 

usamos a regressão de minimos quadrados, mesmo que a dis~ribuição 

dos e~~os seja no~mal, serà p~eciso usar algum procedimen~o 

robus~o, ou s&ja, que acomoda a possibilidade desses valores, ou 

A regress~o da Mini ma Sarna dos E~~os Absol ut.os C MSEAJ, 

ou rogrGos:s~o 

dis~ribuição 

L, 
' 

dos 

Q considerada adequada para casos em que a 

erros t.em caudas alongadas. Vários au~ores, 

consideram-na uma boa al t.arnat.i va robust.a para a regressão de 

m1 ni mos quadrados. A robust.ez ocorre pelo Iat.o da regress~o L ser 
' 

menos sensivel a valores aberrant-es do que a regressão de minimos 

quadrados. 
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A regress~o L 
1 

~em i numeras aplicaçeíes, como por 

exemplo: (1) estimação de ~unç~es e previsgo de inves~imento; (2) 

detecç~o de erros em conjunto de dados, a ~im de tentar descobrir 

~ormaç~~~ na super~icie, onde rgcurso$ na~urais podem Qxis~ir; (3) 

&o.s:d ... r onomi a; (8) 

orbit.a.is objet.os 

da.do!it 

esp&cias; 

geof'isicos; 

(4) 

(6) 

es:t.i ma.ç~o da f'unçõ&s de cus Los; .• C 7) anál i Sé de dados si smi c os; C 9) 

est..imaç:i;:o de parâmet-ros f'armacocinét.icos (Q) ohlenção 

estimativas de estados em sistemas de potência. 

Sê os erros tem distribuição de Laplace, os est..imadores 

da regressão L 
1 

são estimadores de máxima dos parâmetros 

verossimilhança, 

eficiên-lês. 

portanto são assintot..lcamente n~o-tendenciosos 

L 
1 

~oi int-roduzida sO:.culo XVI I I poc 

Bos.covich C1767), ou saja. maio século ant.as da ragrassão da 

mini mos; qu&o.dr&o.dos; propost.a. por Logondre, m&o.s ~ou dos;:;onvol vi mont..o 

foi muit.o lent.o, devido ao íat.o que a regressão de m1nimos 

quadr-ados t. compu'la.ciona.lmen'lê mais simples. Sendo assim, o seu 

uso tornou-se prat..icamenta impossivel por muit..os anos. 

Boscovich (1 760) também desenvolveu um algoritmo 

geomét..rico para resolv.er o problema. A formulação algébrica do 

algoritmo foi f.eita por Laplace C1772J. 

A regressão L 
1 

reapareceu na decáda de 1880 devido ao 

t..rabalho de Edgewort..h. que .em 1997 r.afor mul ou o problema dG 

1 
propos;ot.o por Bos;;covich (1767). Q 1898 di scut.i u L 

s:oobro a. não unicida.do da. solução da regressão L 
' 

como -lambém 

contribuiu na demonstração que os est..i madores L são de máxima 
1 

verossimilhança, quando os erros t.em dist.ribuição de Laplace, e em 

um algorit..mo para det.erminar a regressão L. 
1 

Charnes, Cooper e Ferguson C1956) formularam o problema 

regress~o L, 
1 

solucionaram-no 

como 

usando 

dosonvolvidos;; vários 

um problema programação linear, e 

o método 

algorit.mos 

simplex. 

e:f'icient.es. 

Dai 

o 
en"lão foram 

problema 

~ogrosg~o L podo ser resolvido no compu-lador usando o sist.ema de 
1 

progra.m~s ~st..a-list.iços:; SAS 101 o çonjunt..o d~ rot..inas IMSL. Ambos 
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procedimentos para resolver o problema de regressão L . • 
A falta de ferramenta para inferência estatística foi 

também outro problema 

regress:ão de mini mos 

diversos est.udos de 

para a regressão L ' • se comparado 

quadrados. Porém nos úl t.i mos daz 

Mon-le Carla f' oram desenvolvi dos 

com a 

sobre 

propriedades dos estimadoras para pequenas amostras. Resultados 

assintóticos sobre a distribuiçãO dos estimadores e procedimentos 

para inferência também foram apresentados. 

A lit.eratura sobre regressão L encontra-se espalhada em 
• 

diversos artigos, relatórios, monografias e em poucos livros. 

Dentre os livros poderíamos citar; Bloom:field e Steiger (1983), 

que trata sobre métodos de regressão L em vários aspectos, porém • 
de dificil compreenção e com linguagem e notação inadequadas. Como 

monografia poder i amos citar; Análise de Regr-essão L C VIII • 
SI NAPE), mas não tem demonstrações e f' oi esc r i "la no ni vel dê 

gr-aduaç:ão. 

O t-r-abalho aqui apresent.ado consiste em um levantamento 

bibliográfico de diversos artigos, com vários métodos para análise 

de regressão Li, dispersos na literatura, com intuito de f'acilitar 

0 estudo daqueles estatisticos ou pesquisadores que se in'leressem 

péla área. 

No capitulo 2 apresent.amos a classe das regressões 

quant..ílicas e alguns teoremas em relação a esta classe. que são 

baseadas nos quantis amostrais e tem como caso particular a 

regressão L . • 
No capitulo 3 apresent-amos uma sobre i nlerência 

estalist..ica, mostrando como calcular in-ler-valos de conf'iança, 

"lestes de hipóteses e construir a tabela de análise de "variação" 

par-a regressão L e alguns resultados assint6ticos. 
• 

No capitulo 4 apresentamos um método para seleção de 

variáveis baseado em um algoritmo e algumas sugest-ões para 

eficiência deste algoritmo. 

No capitulo 5 apresentamos uma seção sobre robustez, 

usando análise de sensibilidade para variável resposta e para uma 

variável predito~a e anAlise de observações. 
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No capi "Lul o 

observando o caso de 

variãncia dos residuos 

algoritmo para detect-ar 

quan-lilicas. 

6 t.rat.amos da análise 

heteroscedast.icidade~ ou 

de r-esi duas, 

seja, quando 

cons"lant..e, 

valores aberrant..es 

a apresen"lamos um 

at.ravés de regressê:ies 

Rina.lm""nt.Q no capitulo 7 f'izemoSl uma. aplica.ç2i:o .:.m um 

conjunto de dadoSl, USlando OSl mébodoSl acima ci-lada&. 
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' C A P I T U L O a 

R E G R E S S Õ E S ·'Q U A N T Í L I C A S 

2.1 - INTRODUÇÃO 

A regressão 1 i naar tem si do exlensi vamenle exp_;_ 01 ~Ja na 

estati stica, utilizando-se a teoria dos mini mos 1 i ter-atura 

quadrados. Porém, esse método nem sempre fornece estimativas 

adequadas como, por- exemplo, nos casos em que a dis-tribuição dos 

erros possue caudas pesadas ou existem valores aberrantes no 

conjunto de dados. 

Pensando em resolver- estes pr-oblemas, mui tos autores 

começaram a estudar estimadores alternativos à média amostra! 

para o modelo de posição, que lessem adequados para aqueles casos. 

As primeiras propostas de estimadores robustos de posição surgiram 

no século XVIII. A mediana, médias aparadas, combinaçeíes lineares 

de esta ti sti c as de ordem e outras es"la"li s"li c as for-am usadas em 

cálculos as"lronômicos no século XIX. 

Mos"leller (1946) ~ propôs es"la"lí sti c as~ chamadas 

"inef'icientes" baseadas em quantis amostrais. Mostrou-se então qt.1e 

estimador-es desse tipo podem ser construídos de Iorma a serem 

quase lão e:ficiént.es quanto os éstimadores de máxima 

verossimilhança. Gastwir"lh (1966) e outros au"lores est-abeleceram 

que existem vár-ios est.imadores deste tipo com uma boa e:ficiência 

par a uma variedade de di st.r i bui çê5es. Como por exemplo, a rttêdi a 

ponderada dos quantis 1/3,1/2 e 2/3 com pesos O. 3, O. 4 e O. 3, 

respect...i vamente tem ef'i ciência a.ssi nt.6ti c a. de a.proxi l!'.a.damsnta 80% 
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para a distribuiçgo normal, Laplace, Logística e Cauchy. Por out.ro 

lado, a média amostrai é o êstimador mais eficiente para a 

distribuiç~o normal, mas para a distr1buiçlro de Laplace a sua 

eficiência com relaç~o à mediana é 1/2 e para a distribuição de 

Cauchy sua eficiência é zero. Trabalhos recentes foram 

desenvolvi dos sobre estimadores baseados em combinaç~es lineares 

de estatísticas de ordem, como''por exemplo: os L-estimadores. O 

L-estimador de posiçâ:o mais comum é a 01.-média aparada, que é 

simplesmente a média amost..ral com uma proporç~o 01. removida das 

extremidades. 

Andrews, et al.C1G72) desenvolveram um estudo de Monte 

Carla, que t..ornou-·se clássico, qual uti 1 i zou-se várias 

alternativas de eslimadores de posição, 

eficiências usando várias distribuições. 

e compa~ou-se suas 

Com relação aos modelos lineares, Boscovich l..i.7S7) 

propôs o ajus~e de uma reta minimizando a soma dos desvios 

absolu~os, como ~ambém desenvolveu um algo~itmo geométrico em 1760 

para resolver o problema. Em 1818. Laplace provou a~ravés de um 

modelo de regr-essão linea~ passando pela origem, que o estimador 

L tem menor var i ãnci a 
' 

assintótica do que o estimador de minimos 

quadrados. Mui tos anos depois, most~ou-se que a regressão L é 
' menos sensi vel a valores aberran~es do que a ~egress~o de minimos 

quadrados. 

Basset~ e Koenker (1978) provaram que os est.imadores da 

regressão 

no~ mal. 

L 
' 

são assintoticamente não-viciados com distribuiç;à:o 

O trabalho apresentado por Basset.t. e Koenker em 1978, 

sobre regressões quantilicas. pode ser vis~o como uma tenta.liva de 

estender para o modelo linear a idéia de quantil amostral, lendo 

como caso particular a regressão L. 
' 

Os teoremas aqui apresentados 

já tem alguns dos seus resultados conhecidos em 

a teoria da regress@i:o quantilica engloba 

apr$S$ntaremos 

regressê::es, 

alguns teoremas para essa 

6 

regressão L . 
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a r·egressão 

nova classE» 
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2.2 -PRO P R I E DA DE S 

Seja <y_: i= 1, ...• n} uma amostra aleal6ria da variável 
' 

aleatória Y, com distribuiçã:o F. O 8-ésimo quant.il amostra! pode 

ser definido como soluç~o do problema de minimização 

'. 
min [, eJ..(i.: 

OIY- iíl + EI{,, (1 

/i -- E IR Y.~ } ' i y.< (I} 
(I ' ' 

onde o < e < 1 (2.2.1) 

Séja Y = 
modelo linear 

c y , . 
' 

,Y) um vetor de variáveis aleatórias do 
n 

Y =X(?+c .• ~=i, ... ,n 
' ' ' 

(2.2.2) 

onde (? é um vetor de parâmetros desconhecidos e X_ é a i -és i ma 

linha da matriz X Cnxk) e os c, 's são os erros aleat..6rios. Para a 
' 

amostra aleatória <Y; ~ = l, ... ,n), a e-ésima regressão quantilica 
' 

é qual quer sol uç:ão do problema de mini mi zação 

min 
IRk( . I,. 

~ E t:y 

e I y -x/i I + }: _c 1 
~X. 'jD t t t E {i.:y, <X_ (3} 

' ' ' 

-EJ)Iy-x/íl] 
' ' 

onde 0<$<1 (2.2.3) 

O G é um parâmet.ro qve pondera a regressêi:o quantilica, 

ou seja, localizando-a no conjun'lo doe dados de Íorma que, pelo 

menos 100$% das observaç~es encon~ra-se acima Cou sobre: residuos 

positivos ou nulos) da regressão quanlilica e pelo menos 100(1-8)% 
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das observaçeies encontra-se abaixo Cou sobre: residuos negativos 

ou nulos) a regressão quantilica. Quando $ = 1/2 temos a regressão 

L , que é um caso importante da regressão quantilica, tendo como 
' medi da de posição a mediana amostra!. No f' i nal deste capi t.ul o 

trataremos 

quanUlica. 

da regress:ã:o L ' 
' 

como caso 

Introduziremos a seQÜir, as 
• • propriedades dos elementos (3 CB) E B CB), 

particular 

principais 

• onde B (é'J) 

da regressão 

notações e 

é o conjunto 

de todas as soluções possíveis do p~oblema de minimizaç~o (2.2.3) 

da e-ésima regressão quantilica. 

Seja r "" <1, ... ,n) e 

dimensão k de r. Os elementos h 

H um conjunto de subconjuntos de 
-

E h' 0 h = r - h, ambos servem para 

particionar y e X. Se tivermos um vetor yCh) de k elementos {y: 
- ' 

o€ h). Gntão XCh) será a matriz de dimensão Cn-k)xk: com linhas 

definidas por {x 

' 
E fl). O vetor composto dlli') 

iguais a um será representado por 1k. Seja 

H :::: <h e H I Post.oXCh) = k} 
1 

k 

(2.2.4) 

ou seja, o posto XCh e }{) será igual ao número de colunas da 

matriz X. 

TEOREMA 2.1 - Se X tem po~to k então o conjunt-o de regre~sões 

• i . quantilicas, B ($), tem no m n~mo um elemento da ~orma 

(/C8) = XCh)-t.yCh) para algum h e H (2. 2. 5) 

onde XC h) é uma matriz Ckxk) e (/"(8) = ~- Além disso, e''\ e), é o 

fecho convexo de todas as soluç~es possiveis de (2.2.5). 

PROVA' O problema de minimização (2.2.3) pode ser Iormulado como 

o seguinte problema de programação linear: 

min $1 1 C+ + ( 1 - $) 1 I C ) CP) 
n n 
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Sujeito a 

~ + 
Y = X(' + c c 

C (1, &+, c ) e !R\(IR2
n, 

+ 

onde 1' = (1, ... ,1), um vetor de nuns, e a solução deste problema 
o 

+ - '. é o esti mador L 
' respectivamente. 

de f' e e • c são 

O dual de CP) 

os erros positivos e negativos 

é um problema de variáveis 

limitadas, e é de~inido como 

max[Y'd] 

CD) 

Sujeito a 

X'd := O 

d E [ 8 - 1 • GJ n 

onde [ 8 - 1 , " 8J representa os n-produtos cruzados do int...;,rvalo 

fechado($- 1, $). 

Pela soluçãc do problema CPJ ou CDJ &"lravés do método 

simplex temos que pelo menos l.lma solução é dada por (2.2.5) o:>m que 

XC h) -:1. é a inversa da base ob"li da na úl 'li ma etapa do método 

si mpl ex. Se a sol uç:ão do problema C PJ não é única então qual quer 

combinação convexa dessas soluç~es também é solução ótima.• 

Est.e t-eorema mostra que pelo menos uma 

quantilica passa pelo menos por k das observações . Por exemplo os 

quantis amostrais coincidem com estatisticas de ordem da amost~ra 

ou. podem assumir qualquer combinação convexa de duas 

estatisticas de ordem adjacenles. O teorema acima gener-aliza essa 

caracteris'lica para r-egressão quan'lilica, onde nor-mais aos 

hiperplanos defini dos por subconj unlos das k obser-vações fazem o 

papel de estatisticas de ordem. 

TEOREMA 2.2 -Se ~·c e, y, X ) E • B ( $, y, X ) então as expressões 

abaixo serão soluç~es dos respectivos problemas transformados; 

g 



Ci.O (J~C 1-e, Ày, X ) = À..(J•C e, y, X ) , À e C -oo, O ) 

Ci.ii.) (1~C 8, y + Xy, X ) = (1C6C e•, y, X ) + y, y e !Rk 

• Ci.v) ~C 8, y, XA ) 
_, . 

= A (:J C e, y, X ) , A nã:a singular. 
kxk 

PROVA 1 Sêja 

9, y, X) 

- x(i) (y - x(i] 
c ' ' 

onde sgn(u) 

então nós temos que: 

- { 1. u > o 
O, u ~ O 

-1. u < o 

+ l "" (1 
{l. :y <x.(J} 

c c 

e 

Ci.i.) -Ã.tp({3; e, y, X) :::: yÃ.À~; 1 -e, À.y, X), À e C-oo, OJ 

~ ~ k 
CüO lp(f1; e, y, X) = lp(f1 + r; e. y + Xy, X). y e IR 

10 
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C ) ""';; e X) = ,.,. A- 1 ~; ;.v 't''"-r~> • Y• r... rJ e, y, XA), JAkJ,O.• 
kx 

Est.e l.aorema apresenta diversas propriedades sobr-e 

caracl.9ri !iõl.icas e qui vari anl.as da regress~o quanl.i lica. Os; i l.ohs 

(i) e (ii) implicam que a sol~ç~o da regressão L é equivaria.nt.e • 
em es;;cala, Cii.i.) const.at.a que (i*CG) á aquivariant.a de posição e 

(;,.v) a:firma que (1•($) é equivariante à reparamel.rizaçS:o da matriz 

dG planejamenl.o. 

Basset.t e Koanker (1978) • mostraram que {$ (8) 

é a solução única para o problema de regressão quant.ilica, 

se somente se 

u> - D 1 ~ < l [uz -
"'h 

1/2sgnCy. 
' 

~ 

x_[3) 
' ] -· -· e xi.XCh) < e< • 

k 

na expressã:o acima considerarmos os quant.is 

cont.i nua amosl.rais, 
• teremos que {3 C 8) 

somente se ce - 1) 

X. = 1 • = 1 •.. • k • 11 = r e p 
' 
yC h) é o único 8-ési mo quard .. i 1 amos-lr-al • 

- e J < e. < f.Juz - 1/2sgnCy_ 
' 

- yCh)) 

se e 

Es-la 

desigualdade> implica que o número de y_ meonor que y(h) est..eja 
' 

est..ri-lament..e en-lre k8-1 e k8, portan-lo k8 não pode ser inteiro. A 

continuidade de F elimina o problema doa empates no modelo d.;:, 

pos:iç~o G também no modGlo linGa.r. Na ausência dessa condição, a 

sool ução única ocorrer-á dependendo da matri 2 da pl anêja.mGrd: .. o. No 

modQlo dg pos:ição isso implica gue kB seja não inteiro. Para 

obtermos uma sequéncia de soluçBes únicas pode-se retirar de uma 

sequência. de matrizes de planejamento -(}(k} uma subsequância Cou no 

pior caso uma subsequância perturbada) adequada, ou adotar uma 

regra aobitrária para escolhe> um único elemen-lo de um conjunto de 

s:oluçBes. 

TEOREMA 2, 3 Seja • PCu C8)) • C> número de 
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elementos positivos. • negativos e iguais a zero no ve~or u CGJ " y 

- x~*ceJ. En~~o se X con~ém uma coluna de uns, 

C2. 2. 7J 

para ~ode ~~C8) E B•C8). S9 ~·C8) G único. isto é, f•CBJ = g•ceJ, 

então as desigualdades acima são estri~as. 

PROVA : Particionamos a matriz X com X = r 1 X J. Pelo argumento 
• • usado no teorema C2.3J, (? C8) e B C8J se e somênt..e se 

~ ~ 

'I'' C (i; w) • 1/ê:sgn Cy. X (i· ' . -x. w) C2.2.8) 
' ' 

onde ~·c~;w) é a derivada de~~; e. y, XJ na dir·eção w, para todo 

w ;li o. + Em particular para w = C1,0,. ,0) e w = C -1 , O, ... , 0) em 

Então 

mos~rados 

• 1/2sgn Cy 

condiçZes 
' 

+ 
X.W = 1 e 

por Bassett 

~ 

x_(1; ±1) 
' 

" -1 para todo X.' 
' 

dos resultados 

e Koenker C1978) implica que l ± [1/2 
t "' :l 

8] > O que é aqui valente .às segui nl.as 

C i.J -BP + C 1 - 8J N + C 1 - 8) Z > O 

C i. i) -BP + C 1 - 8) N - Z < O 

que são equivalentes à relação C2.2.12). Se (1•CeJ é único então 

todas as desigualdades são estritas • 

Est..e teorema é i mpor+...arrle para saber-mos como vai ser 

dividido o númer-o de obser-vações, .acima e abaixo do hiperplano de 

r~gress~o qant.ilica, de ~corda com o parâmetro e. 
Sé F f'or- uma f'unção conl.inua ent..ão 2Cu.(8)) = k com 

proba.bilidadGo um, sn'Lão Goxist.iré. no minimo ne obso;;,r-vações abaixo 

ou sobre o 8-&simo hipe~plano de regressão quant.ilica e no máximo 

12 



Cn8+k) observações acima do hiperplano de regress~o quan~ilica . 

TEOREMA 2.4 - S.. r//Jjun • E B ce. y, X) • enl.~o rlce) e • ~ 

B ce. X (I + 

Du '*c e). X), onde u'*ce) = y X(l•Ce) .. D é uma mal.riz diagonal 

Cnxn) com elemenl.os nil:to-negat..i vos. 

• 1/2sgn Cy.-
' 

Podems not.ar que 

. ~ 

1/2sgn Cx_(~ + d.Cy.-
' ' ' 

• 8)x_ w - 1/2 sgn Cd Cy_ 
' ' ' 

• sgn C Y. 
' 

x)l; 
' 

X.\IDX.W 

' ' 

-x,w) 
' 

-x w) 

' 
:x. w) :x. w ~ C 1 /2 

' ' 

para t..odo w ;tt! O. 

= (1/2 

8)x_ w - 1/2 
' 

de onde segug o result.ado do leorgma.• 

Est..e teorema ~em uma int..erpret..ação geomét.rica imporlanl~ 

que se 

dispersas 

baseia no 

no !Rk • 

segu.i nle: se 

com a 8-ési ma 

t...i vermos 

regressão 

várias observações 

quanlilica passando 

através desses pont..os • e se considerar mos o ef'Eü -Lo do mov.i men-lo 

das obsarvaçê'Ses para cima ou para baixo do hiperplano. de tal 

forma que cada observação continue do mesmo lado do hiperplano 

Co residuo não -lroca de sinal). 

quant..ilica não se alt~ra. 

2.3 DISTRIBUI CAO 

QUANTÍLICA 

ASSINTOTICA DOS ESTI MAOORES DA REGRESSÃO 

Neste item est..udaremos a t..eoria assintót..ica da regressão 
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quant.ilica, isto é, a distribuição assintót-ica dos est.imadores da 

8-ésima regress~o quanlilica. 

o seguint.a teorema, devido a (1Q46). 

proporciona o f'undament.o para a l.<eoria das grandes amosl.ras das 

esrtat.i st.i c as: sist.emát.icas:. ou saja. es:t.imadorlôls sS:o 

combinaçeíes lineares de quant.is amost.rais. A mediana é o caso 

par li cul ar mais imporl.anl.ao ,, com vari.&ncia [2f'Cl;C1/2))]- 2
. Esse 

valor .. menor do que a variãncia da média. para uma ampla 

classe de dist.ribuiç~es com caudas alongadas . 

• TEOREMA 2.5- Seja {~ c e ) .... .~·ce )} 
n M 

com o ( 8 ( 8 < ... < 8 <1 
M n < ' 2 

uma sequência de quant.is amostrais únicos de amostras aleat.órias 

de tamanho n de cuja inversa da f' unção de 

distribuição 

uma população 

= F'-tc 60 . s.:. F é cont.i nua e ~em I. d. p. r 
çce),. . . 

' 
em !;CB ) , 

c 
1 •. [.!;*Ce) 

n < 
posit.iva 

e*ce ) 
n M 

ece ) J .. converge em distribuição para um Vê"l.Cr d<> 

variáveis aleatórias normais M-dimensional. com média O, e matriz 

de covariância OCG,. 
' 

.ew:; F) com 

w 
'J 

A 

e_ c1 
c 

e ) 
J 

f"C{ce ))rcece )) 
' J 

analogia 

~ ::; J 

quant.is 

(2. 2. 9) 

amosd..-rais r'"'gressão 

quan'lilica no mcdolo linear -Lorna-se ainda mais evidente com a. 

forte semelhança entre os comport.aman'los assint.ót.icos, aprasent.ada 

nc seguint.e 'leorema: 

TEOREMA 2.6 CBassett e Koenker (1978)) Seja < • (?CS),. 
n < 

.r/'"ce )} 
n M 

com o < e < ... < e 
' .. < 1 uma sequênci a 

quant.ilicas do modelo PCY_ < y) regressões 

== F- 1(8), = C{C9) ,O, ... ,0) E IT<k 

Suponhamos quê: 

14 
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e e·ce) 
n 

x({). Seja (CS) 
' 

= r·ce) (?. 
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(i.) P 9 contínua <ii tem densidads positiva, f', em (CB), 
c 

~=1 •...• M9 

(i.i.) X . "" 1 
h 

... "" 1,2, ... & lim n-1 X'X = Q, uma matJ-iz positiva 
n~OO •• - ece J •...• e c e J 

' " .. definida. Entã:o, 
- . "fn[e ceJ 

" . 
distribuição para um vetor de variáveis 

·' 

- ~(8 )) converge em .. 
aleatórias: nor·mais: 

MK-dimensional com média zero e matriz de cavariância -· oce, ... ,e )®Q , onde O á a matriz de covariãncia dos M quant.is . .. 
amost~~is dQ amo~t.ras aleat6rias da distribuiç~o F. 

o par al el i smo axist.ent.e entre o comport.amento 

assint6tico dos quant.is amostrais no modelo de posiç~o e reg<ess~o 

quant.ilica no modelo linear, sugere a extensão da teoria de 

grandes amostras das estat.ist.icas sistemáticas do modelo da 

posição para o modelo linear. O proximo teorema explicita esta 

idéia. 

TEOREMA 2. 7 - Seja nun = c nc e J , ... , nc e J J ' . .. uma distribuição de 

probabilidade discret-a 9 simét.rica assumindo valorQs: ' = 
1, ... ,M o ( " < < " < 1 } . Suponha guê F'CO) = 1/2, an'l:ã:o 

• ... 
{Ci/2) - F'- 1 C1 /2) - O, e as condições c i) e c Li) do teorema 2.6 

valem. ent.~o (l cncen = L:nceJf':Ce) é i nvari anle de posição, escala 
" 

e reparamet.!'"ização do modelo, de ac.ordo com o 'leorema 2.2 e 

f'J converge em di slr i bui ção para um vetor 

k-dimensional com distribuição normal de média O e matriz de 

cevar i ãnci a n • onQ- 1
. 

PROVA: Do teorema 2.2 nós lemos que: 

c 1.) Ày, y, X) À E [ 0, oo) , 

c~t) 2 nc1 - - e, À.y, X) • nceJf' ce, 
n 

Y• X) À E C -oo, OJ , 
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( l.i.i) y + X;r, X) = l y. X) + r. k y e IR , 

Ci.v) .l nC8)(3~C8, y, XA) = A-~;: nC8)(3~C8, y, XJ ~xk' nêlo-singular-. 

2. 7 sat-isíaz as condiçeses Ci.J e Ci.;.J ent.ã:o Yilc[1 cnceJJ 
n 

(l) 

conver-ge em dist.r-ibuiç3:o para um vet.or de variáveis aleat.6rias 

NC O, n • OflQ-1
) de di mens:Elo k. • 

Nes"le -Leorema nós t.emos que '(? cnc&JJ é uma pondar-açã:o da 
n 

rl'ceJ, cujos pesos são os nce J. Diver-sos est.imadOI"'SS da f"or-rna 
n 

~ r cnuJ)) 
n 

são ef"i c i ent..as par-a uma classe de di st.r i bui ções, assim 

como os es+...imadores de Gast.wirt.h e a t.rimédia. A ef'iciência da 
' média e do est-imador ~de minimos quadrados para o modelo linear, 

ao cont.rário do~ 9st.imadores ant..9rior-9s, diminui a medida que a 

dist-ribuição dos erros dist.ancia-se da dist.ribuiçgo normal em 

direção à dist.ribuições com caudas mais alongadas. 

Tukey C1Q76J suger-iu que dever-iam ser desenvolvidos 

esf'orços para encont.rar es+..imadores que modif"icassam o mé+..odo de 

minimos quadrados reduzindo signif"icat.ivament.e sua sensibilidade a 

valores aberrant.es, mas conser-vando as suas boas qualidades. 

2. 4 - REGRESSÃO DA 

REGRESSÃO L 
• 

regressão L . 
' 

' 
MSEA C MINI MA SOMA OOS ERROS ABSOLUTOS) ou 

O problgm~ d~ wst.imaç~o d~ rggrws~~o L pode sgr escrit.o 
' como um problema de programaç~o linear CP.P.L.). como segue: 

CP1) 

16 



suja i 'lo à 

Y = xí'l • 

?l. + 
& • 

& • 

" o . . 

onde a so!uç~o dest.e problema é o estimador L de f e 
' 

+ 
& • c são os 

erros positivos e negativos respectivamente e 1' = C1, ... ,1) com 

dimensão C 1 xn). 

Podtirmos assoei ar este pr obl Goma CP) Q.O SHOIU du•l qué Q 

d"f"inido como: 

sujeito à 

max ( Y 'd J 

X' d = O, -1 < d. < 1, L = 1 , ... , n 
' 

c 01) 

Quando a ma~riz X Q de posto completo, podGmos des~acar 

algumas propriedades da regress:i'lo L, 
1 

que são casos par t.i cul ares 

das propriedades da regressão quant.ilica. 

Propriedade p 

' 
Exist.e pelo menos um hiperplano ótimo 

regressão L que passa at.ravês de k pontos observados. 
1 

propriedade é consequência do teorema 2.1. 

da 

Essa 

Propriedade P -
2 

t.al que n+- n 

Um solução para o problema CP1) é um hiperplano 
+ 

::s;; k em que n é igual ao número de observaçêíês 

acima e n é o número de observaç5es abaixo do hiperplano. Essa 

propriodado ó dorivada do t.eorema 2.3. 
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Propriedade P -• Sem perda de generalidade ~ pode ser localizada 

de modo que FC 0) = 1/2, anUlo eci/2) = O. Temos ent..go 

dislribui9~o assinl6t.ica da variável 
- . 

aleat.6ria "'/nC(? Ci/2) 

que a 

- (l) 

normal k -di mensi anal com média zero " mat..ri:z d .. variànc::ia 

V~-SQ port..an"l,o qug a 

quê a rogrossa:o de mini mos quadrados • 

L 
' 

ma.is gf'icic:!nle do 

no caso linear, para 

qualquer dislribuiç~o em que a modiana ê mais ef'icionle do que a 

média no modelo de posi9ão. 
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C A P Í T U L O 3 

A 

I N F E''R E N C I A 

Neste capitulo desenvolve~emos os seguintes aspectos da 

Infer-ência Estat.i st.ica éffi Regressão L, 
' teste de Hipótese e Análise de Variação. 

3.1 -INTRODUÇÃO 

Vários autores analisaram, 

I nt.erval o de Confiança, 

através de estudos de 

simulação~ a eficiência relativa entre o estimador de regressão L 
' várias o estimador de nú ni mos quadrados, ut.ilizando 

dist.ribuiç~es. Dentre eles podemos citar Rice e Whit.te (1964), 

Pfaffemberger e Dinkel C1 978). Rosemberg e Carlson (1977). 

Mostrou-se que o estimador L é mais eficiente do que o estimador 
' 

de minimos quadrados, considerando inclusive, pequenas amostras, 

quando os erros tem distribuição Cauchy, Laplace e Pareto Estável 

com expoente menor ou igual a 1,5 ou certas distribuições normais 

contaminadas. Ashar ~ Wallac~ (1g63) ~ Wilson C1Q78) mos~raram que 

quando as suposi ç:C:Ses de mini mos quadrados são sat.i sf·ei tas a 

eficiência do eslimador L é de aproximadamente 90 %. 
' Um dos primeiros est.udos sobre propriedades dos 

êS~imadores L para pequenas amostras, alraves da simulação, 
' usando regr-essões múl t.i pl as e ut.i 1 i zando err-os com di slr- i bu.i ção 

normal e normais contaminadas simétricas :foi feito por Rosemberg e 

Carlson C1G77), usando 100.000 regressões 

seguintes resultados: 
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C 1) O esti mador L tem menor desvio padrão do que o est..i ma dor de 
1 

minimos quadrados para regress~es com curt.ose grande. 

(2) Os estimadores L são quase normais quando a distribuição dos 
1 

erros t.em curtose grande. 

C3) A diferença (~ - ~) em regressão L , é aproximadamente normal 
1 .• z -1 z 

com média O e mat.riz de covariãncia À CX'X) , em que À /n é a 

variância da mediana de uma amostra de tamanho n. 

Outros autores fizeram também estudos sobre as 

propriedades para grandes amostras, como por exemplo Taylor 

C1Q74), foi o primeiro a provar ê'.lgumas propriedades para os 

esti madores 

não-viciados 

zero. 

L 
1 

e apresent.ou 

cujo residuos tem 

resultados pard. esli madores L 
1 

distribuição sJ.mét.rica em torno de 

Rosemberg e Car 1 son publicaram seus resul t.ados sobr-e a 

teoria da dist-ribuição assint.6tica dos estimadores L em 1977, que 
1 

foi mais t.arde desenvolvi do anal i li camente por Basset e Koenker 

(1Q78). Este resultado apresentado por Bassett e Koenker é o mais 

importante para distribuição assintótica dos estimadores L. Eles 
1 

provaram que os estimadores 

consistentes, com média ~ e 

L, 
1 

(i, s~o assintoticamente normais e 

matriz de covariância 
• -1 

À CX'X) , onde 

X é uma matriz Cnxk) e )...2 /n é a variância assintótica da mediana 

de uma amostra aleat6~ia de tamanho n. Esses r·esultados mostraram 

que para as distribui ç~es de erros, cuja mediana é 

assintoticamente mais eficiente do que a média. o estimador L tem 
1 

uma el i ps6i de de concent.raçã:o est.r i lamente menor do que a dos 

minimos quadrados. Através da teoria assintótica dos es'limadores 

L , podemos estudar Intervalos de Confiança, testes de Hipótese e 
1 

Análise de Variação dent.r-o da r-egressão L. 
1 

3.2 - INTERVALO DE CONFIANÇA 

Denotemos por {3 o est.,i mador de regressão 
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modelo (2.2.2), delinido no capi~ulo 2. Es~amos in~e1essados em um 

in~ervalo de confiança para h'~, onde h é um vetor de cons~antes e 

~ é o vetor de parâme~ros desconhecidos, 

h'(J é h'lí. 

ent..~o o esti mador L de 
1 

Baseado nos resultados assintóticos nós podemos escrever 

um intervalo de (1 - o0100% de confiança para h'~ como: .. 

C3. 1) 

onde z á o percentil da distribuição normal padronizada. e À é 
cvz 

o desvio-padrão amostral da mediana dos residuos. 

Para uma componente f\ de (1, o i nt..er valo de C 1 - o01 OOYo 

de coflf'iança será.: 

(3. 2) 

d C X 'X) -i;"Z é on e .. a raiz quadrada do i-ésimo element..o da diagonal da 
" matriz CX'XJ-". 

Se o valo!"'" de À não for conheci do, teremos que 

estimá-lo. Temos que À ~ $/2, onde e = 1/f(~) e IC~) é o valor da 

função de densidade dos residuos calculado na mediana. 

Pa1a estimarmos À. será necessário esl..ima.rmos a f. d. p. 

Uma estimativa consi slente de 
_, 

[f(>))). 

Hinkley (1Q74) é: 

e - ., • ' ' ' > ' " > ' = .~ • ' e = 
c ' r)/n r = 1 , .n 

em que denotamos os residuos observados por é.' 
' 

é = 
' 

y 
' 

~ 

X. . (1 .• 
' J J 

J = 1 •... 'k e 

21 

e e 
«> 

e são 

'"' 

dada pcw Cox e 

(3. 3) 

~ = 1, ... n, or1de 

o i-ésimo e o 



r-ésimo residuos ordenados. Os valores ;. e r em C3. 8) devem ser 

simétricos em torno da mediana amostra! dos residuos. Além disso 

i. = [ n/2] + v " r = [n/2J - v (3. 4) 

onde [ . J indica o maior inteiro contido, e v é escolhido de tal 

forma que ' e r fiquem simétriCOs em torno da mediana amostrai dos 
~ 

residuos. Recomenda-se que v seja pequeno e e • e "' o. e é vm 
(C) ,., 

est..imador consistente de ZÀ, logo uma estimativa para À é dada por 

À : 8/2. 

Outras propostas foram apresentadas por Mar i t.z e Jarret 

(1978) a Efron (1979), ou seja; 

a) O estimador proposto por Maritz e Jarret é ob-tido a-través do 

método Boo-ts-trap. Seja • n n-k • • e sejam e , ... ,e 
' n 

os res.l duos 

diferentes de zero . • Para n impar o estima dor d<c' A. é dadu 

~, 

À 
DS 

• 
(e • 

"' 
- e ) BCm --· 2 [ • • 1; n ,(i. - 1)/n ) - BCm - 1 ; • n , 

c 3. 5) 

• onde n = 2m - 1 é o número de observaç~es sem os residuos iguais 

a zero, e é a mediana dos residuos que permanecem, • BCk: n • p) é 

a distribuição binomial. Em Marit.z e Jarret. C1978) encontra-se a 

• expr essã:o par a n par. 

b) O estimador proposto por Efron é baseado em um intervalo da 

forma C e • 
<b' 

1)/2) - z 
<Y./2 

es-timador de 

~ 

• e 
<n-lc-ti) 

) . onde o valor aproximado de 

Cn • /4)1/2 e z é o 
<Y./2 

percentil superior 

À é, 

-· . = Yn Ce 
( n-lc+ü 

• - e )/C2z ) 
()c) Cll/2 
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Schr-ader- e McKean C 1 992) fizer-am um estudo de Monte 

Carla comparando os e-stimador-es, .. 
considerando o modelo 

dois 

de posiçã:o, estes 

concluíram 

estimador-es 

que 

lem 

apr-oximadamente o mesmo desempenho. No estudo fei t.o por McKean e 

Schrader C1987) a= 0.05 parece ser o melhor- valor para o modelo 

(3.6). 

O intervalo de confiança, com C1-c0100% de h'(J pode ser 

agora calculado como: 

(3. 7) 

Podemos também construi r um intervalu de coJu lctn._,.;a para 

Y . Seja X' 
o o 

= ex , ... , x ) 
:to ko 

um vetor- de a resposta média 

observaç~es de X, a est.i mat.i va de Y
0 

corr.espondenle a X
0

, é dada 

por: 

A 

Y = x•(i 
o o 

(3. 8) 

e o intervalo (1 - ~)100% de confiança será dado por: 

A A 

Y ± z SCY ) 
O CV2 O 

C 3. 9a) 

onde s"c Y ) (3. Qb) 
o 

Ainda podemos construir um intervalo de conliança para 

uma nova obser-vação, Y , 
novo. 

em relação ao vetor X , 
o 
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' A 
Y ± z SCY ) 

nova. ct/2 nova. c 3. 1 0) 

Os intervalos de conriança acima aprêsen'lados são 

baseados na normalidade assintótica de Y. suposiç~o esta que 

depende do tamanho da amostra ê da distribuição dos erros. 

Dielman e Pf a :f f enber ger (1988) fizeram um estudo. 

a-lravés de simulação Monte Carlo para determinar o t.amanho dê 

amostra necessário para obter normalidade, e chegaram a conclusão 

que se os erros são normalmente distribuidos. o tamanho de amostra 

n "" ao parece ser suficiente rara utilizar,-se os resultados 

assint6'licos. Se os êrros não são normalmente distribuidos. a 

convergéncia para a distribuição normal depende do númer-o de 

variáveis preditoras dentro do modelo e deve-se tomar uma amostras 

suficientemente grande para garantir a normalidade assintótica. Se 

a distrbuição dos erros tem caudas mui to pesadas, tamanhos de 

amostra n ~ 200 foram recomendados para utilizar aproximação 

normal. A multicolinêaridade parece ter um efeilo na velocidade de 

convergência para normalidade dos eslimadores L. 
1 

Os resul 'lados 

sugerem que doevé soar f'ei-la uma análise de residuos do mod8lo 

ajustado para depois usar a inferência em MSEA. 

Slangenhaus e Nar t..Ü a C 1 987) em esl udo de MontAo~ Car lo, 

mostraram que mesmo com tamanhos de amostra relativamente poque-nos 

C 1 O < n < 1 00) a aproximação nor·mal já é satis1at6ria e 

proporciona bons resultados para fins de construção de intervalos 

de confiança e testes de hipótese. 

O método Bootst.rap t.em sido sugerido na determinaçào de 

intervalo de conf'iança e const.rução de l.estes de hipótese para 

pequenas amost.r-as, como por exemplo: Slangenhaus e Narula C1Q87); 

Schrader e McKean (1987); Filho, Pedro F. C1988) e Di.;;.lrnan e 

Pfaff'enberger (1989). 

3.3 -TESTES DE HIPÓTESE 
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Construiremos testes para as seguintes hipóteses: 

a) Para testar a hipótese nula, H : h'f = c contra H ; h'f ~c com 
O A 

um nivel_9e s.igni!~icância o., teremos as seguintes regiões: 

Rejeitar H se 
o 

~ 

z* = 
h'f - c ______________ > z 

:c 0</2 
~c h· ex 'X) - 1 h) .1/

2 

b) Para testar H : 
o 

Rejeitar H se 
o 

~· ou L. < -z 
"-/2 

f\ ~ O, lemos; 

> z ou z"" < -z 
CV2 0V2 

c) F'8.ra l8star H : 
o = 1\ = O contra H : 

A 

v= 1 ....• k 

(3.11) 

c 3. 12) 

c.:.~.13) 

~m que(*) significa que a coluna de 1's da matriz X ~oi retirada. 

expressão acima lem assintoticamente uma distribuição 
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Qui-Quadrada com k-1 graus de liberdade. 

Rej e i 'lar H se 
ó 

w > 2 

X< 1-ot,k-ü 
c 3. 14) 

onde x~i-Ol,k-1> é o percent.il da Qui-Quadrado (1 - o0 e k-1 graus 

de liberdade. 

Os 'lestes de hipótese desenvolvi dos aqui são 

as si ntoti camente aqui valentes ao do? Neyman-Pearson e ao da razão 

de verossimilhança, como roi mostrado por Bassett e Koenker 

(1978). 

3.4- ANÁLISE DE VARIAÇÃO 

A Análise de Variação foi pr-oposta por McKean e Schrader

(1987). A Análise de Variação em regressão L não é! pr-opriamente 
' 

como a análise de v ar i ânci a em Mini mos Quadrados. pois aqui não 

lemos projeções. O procedimento é desenvolvi do no mesmo espi ri to 

utilizado no método dos minimos quadrados para testar uma hip6tese 

linear geral, sendo que trocamos a soma de quadrados dos residuos 

pela soma dos residuos absolutos, isto é, utilizando a redução na 

soma de desvios absolu~os. O objetivo é criar uma estalistica que 

lenha uma distribuição assintoticamente conhecida, e usando es~as 

~slatisticas cons~~uiremos os testes de hipótese. 

3.4.1 -TESTE PARA A HIPÓTESE LINEAR GERAL 

Na parte de teste de hipó~ese vimos vários casos. Aqui 

construir-emos um teste de hipóte-se para o modelo linear gEi'ral da 

forma, 
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H ' o H(J = O contra H : 
A H(J " O (3.1!3) 

onde H é uma matriz qxp tal que H(3 é um conjunto de q f'unções 

estimáveis. linearmente independentes, em que a definição de 

eslimabilidade aqui é análoga·' à definiçã:o utilizada em mínimos 

quadrados. 

Seja y = xr + & o modelo linear completo. Sob a hipótese 

H ~ H/1 = O, temos o subespaço w = (X(? I H(1 = 0) de O de di m<::ms~J.'o 
o 

k-q do modelo r-eduzido, onde k é a dimensão do espaço das co.l un;a.~; 

de X. 

Para o caso dos mínimos quadrados o leste é feilo 

através da S(Xw) C Soma dos erros ao quadrado). que é a distância 

Euclidiana enlr-e Y e w. e a est.at.i st.i c a Q será baseada n~"i r 'o:dução 

da soma dos quadrados quando passamos do modelo reduzj do para o 

modelo completo, que é definida como: 

SQ = SQ(w) - SQ(ffi c 3. 16) 

No teste para os parâmetros da regress~o apenas 

substituiremos a distância Euclidiana pela L. ou seja, SEAC0>) 
1 

C Soma dos erros absolutos) que é a distância L entr-e Y e w. e él 

' 
es'la'lislica do leste será baseada na reduç:Êlo da SEA (Soma dos 

erros absolutos), passando do modelo reduzido para o modelo 

compl elo: 

SA -- SEAC w) - SEAC ffi 

Rejeitaremos H para valetes grandes de (3.17). 
o 
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Sê consider-ar-mos o teste da razão de verossimilhança, 

denotado como A. ênt~o SQ = -2lnA se os erros tem distribuição 

normal, e SA = -2lnA quando os erros tem distribuiç~o de Laplace. 

Em geral a forma da distribuição não é conhecida e devemos 

encontrar uma padronizaçiro adequada para a estatistica do t.este. O 

teste para os minimos quadrados é dado por 

Q .. ., 

onde 

A 

·' 

S(Xw) - S(Xffi = 
~2 

qa 

~2 sq:ro 
a = 

Cn - k) 

Para a esta ti stica L • teremos o segui n'c -~ lest.e: 
• 

SAC w) - SACro 
= 

~ 

q0./2) 

C3.18a) 

C3.18b) 

c 3. 1 g) 

onde À. é a estimativa do desvio-padrão amostr·al da mediana 

dos resi duos, já apresentada anteriormente na seção 3. 2. 

Se considerarmos o teste de hipótese da Iorma: 

H ' n 
H(i = n -v2 e 

n 
com 

Schrader- e Het.t.mansperger- (1976) provaram que sob as seguintes 

condiç~es de regularidade: 

C L) lim SupCdiag ? 
0

) o:: O quando n --+ oo 

onde O contém O, 
n 

projeção sobre O . 
n 

n 

que é o espaço das cal unas de X, 
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(CC) J"'(-ry) = f(ry) > O 

onde ~ é a mediana dos e 's 
' 

(erros aleal6rios), ~ = 1 , ... • n. 

tem-se os seguintes resultados; 

C a) Sob H
0

, q~ tem-' assintoticamente uma distribuição 

' Qui- Quadrado com q graus de liberdade. 

( b) Sob H n, qQL tem as si ntoti camente uma distribuição 

' Qui-Quadrado com q graus 

não-central idade, 

6 
L • 

= CHt9
0
)' [ HCX'X) H' 

2h
2 

de liberdade e parâmetro de 

é3. 20) 

Se assumirmos que o erro da distribuição t.em variância 

finita então qQMQ' é assintoticamente Qui-Quadrado, 

parâmetro assintótico de não-centralidade 

ó 
MQ 

e sob H t.em 
n 

(3.21). 

Portanto a ERA CEiiciência Relativa Assintótica) de QL com 

' relação a Q é delinida como a razão dos parâmet.r·oS de 
MQ 

não-central idade, 

ERA = 
z 

" (3. 22). 
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Se os erros tem distripuição normal ent~o ERA = 0.63, entretan~o 

se eles ~iverem distribuiç~o de Laplace, ERA= 2.0. Podemos assim 

verificar que a análise de regress~o L é mais e~iciente do que a 
• 

análise de mínimos quadrados quando a distribuição dos err-os t.em 

caudas muito pesadas. 

3. 4. 2 - EXEMPLO 

VARIAÇÃO 

PARA 

Vamos supor 

CONSTRUÇÃO DA TABELA DE ANÁLISE DE 

interessados em testar o 

paralelismo entre duas retas, para isso consider-amos o seguinle 

modelo; 

Y :::: !-1 + o. + f). X + t~. c ~l. 23) 
tj 1.. t J lJ 

onde i.= 1.2. e j = 1.2, ... ,n. 

Desejamos testar a seguinle hipótese; 

H ' " = " o • z 
(! = (J • z 

versus 

H ' " "' " A • z 
(!, "" (Jz 
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A labela terá a seguinte forma: 

FONTE 

A 

ERRO 

TOTAL 

onde 

TABELA DE ANALISE DE VARIAÇAO PARA O MODELO ACIMA 

SA GRAUS DE 
LIBERDADE 

SACw) SACw) - SAC (l) 4 - 2 

- 2Cn - 1) 

- 2n 

A = FONTE REFERENTE A HIPóTESE H 
o 

SA = SOMA ABSOLUTA 

SMA 

- sAem 

2 

A 

:\/2 

SMA = SOMA ABSOLUTA/GRAUS DE LIBERDADE DE A 

QL = ESTATISTICA QUI -QUADRAOO 

• 
A 

QL 

• 

SMA 
-

A 

:\/2 

:\ = ESTIMATIVA 00 DESVIO PADRÃO AMOSTRAL DA MEDIANA 

OOS RESl DUOS 
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C A P I T U L O 4 

S E L E Ç A O -D E V A R I Á V E I S 

4. 1 INTRODUÇÃO 

Frequentemente em problemas de regressão, podemos 

selecionar um modelo com m < k variáveis pr-ed.i toras sem p~cdermos 

r~Õl'soposotbl... Um 

modelo simplificado pode ajudar a interpretar melhor o problema em 

estudo, diminui r o computacional análises 

estat.isticas, o que 

trabalho 

pode ser desejável no ponto de vista 

ecónomico. Escolher um modelo com menos do que k variáveis implica 

k-' na busca dentre 2 possiveis modelos. 

vário~ para 

variáveis, como o passo a passo, o passo atrás e o passo a frente, 

mas nem sempre estes métodos garantem encontrar o "melhor" 

subconjun"lo de variáveis predi"loras. Por outro lado, a enumeração 

expl.í c i la do todos; os;: modelos poss.í ve.i s niSto Q conveniente pois 

alguns modelos podem ser i nado01-quados. Al gor i t.mos de enumeraç~o 

implicit.a f'ornecem mGtlhores soluções para o problema. Além de 

serem ef"icien"Les proporcionam o "melhor" modelo de cada dimensão. 

Um modelo de t-amanho m( =1 , ... , k -1) , é di-Lo ser o melhor 

se, dentre os possiveis modelos ele tem ( km ) o menor valor para o 

critério que for usado. Narula e Wellingt.on (1979), propuseram um 

algoritmo para selecionar o melhor modelo de mC~1, .. ,k-1) 

variáveis preditoras que será apresentado na pr6xima seção. 
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4.2- ALGORITMO DE NARULA E WELLINGTON C1979) PARA ENCONTRAR O 

MELHOR SUBCONJUNTO 

REGRESSÃO L • 

DE VARIÁVEIS PREDITORAS EM 

O algoritmo proposto ... qui reduzirá ba:st..ant..e o e:sf"orço 

computacional e não será preciso examinar t.odos os subconjuntos do 

modelo completo. A sua-· ef'iciência es"lá associada às 

seguintes observações: 

1) Seja ZCm) o valor da MSEA CMinima Soma dos Erros Absolutos) 

rêf'oarent.e a menor soma dos desvios en+~re os modelos ds tamanho m 

C= 1, ... ,k-1) variáveis; pred.i-Lorh:o~. ou seja melhor modelo, ent.6i::o 

ZCkJ :$ 2Ck-1J :5 :'5 ZC2J :5 ZC1J (4. 1) 

2) O valor da MSEA para um modelo com m variáveis predi-Loras e 

menor ou igual ao valor da MSEA de um modelo com rC=1 •...• m-·1) 

variáveis prediloras. 

O algoritmo tem como base o lest.e de sondagem e o leste 

de pré-ot.imalidade, partindo do principio que, quando o problema 

CP1) (definido no càpi~ulo 2 seção 2.4) for pr i màl .ou dual 

factivel, então aplicaremos o algori-lmo pr.tmal ou dual, usando o 

-les-le de sondagem, mas se es~e não tiver sucesso, usaremos o les~e 

de ppé-olimalidade que eslá associado com o dual do problema. 

O ~este de sondagem é baseado nas observações c i t..adas 

acima, e sePá definido como: 

56 o valor da SEA CSoma dos Erros Absolulos), asso-

ciado a um modelo com m variáveis preditoras é mai-

or ou igu;;:.l a 2 para algum r < m, os modelos com r, 

r+1, ... ,m-1 variáveis preditoras não precisa ser e-

xamil'lados. 
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O teste de pré-otimalidada que es~á associado com o dual 

é definido da seguin~e maneira: 

SQ p~ra algu~ i~~raçao a SEA CSoma do~ Erro$ Abso

lutos) para um subconjunto de m < k variáveis predi

loras é maior ou igual ao valor da SEA associado a 

qualquer modelo com m < k variáveis predi~oras já 

encon~rado, não será preciso examinar os subconjun

l.os r est..anl. es. 

Para facilitar o uso do algoritmo. foi usado um arranjo, 

para todos os possiveis subconjuntos, ao qual deu-se o nome de 

árvore. Esta árvore fará com que o esforço computacional seja 

menor. Assim sendo, para conseguir este objetivo n6s devemos 

observar que: 

A fact..ibilidade dual de CP1) é mant-ida ou perdi da quando 

adicionadas) de 

uma 

ou mais variáveis 

subconjunto, e 

pr·e-ot..i mal idade 

i ter ação. 

C n) Devido a 

quando 

e dê 

s:slo retiradas (ou 

o problema dual 

sondagem pode ser 

(2) se o 

:for fact.i vel o 

aplicada ant..es 

valor da MSEA 

um 

de cada 

para um 

subconjunto m é 

observação 

maior do que a MS'EA par a um StJbconjunlo r < m, 

então os r, r+1, ... , m-1 subconjuntos que podem ser obtidos das m 

variáveis não precisam ser examinados . .t: desejável relacionar os 

subconjuntos ent..re s~ de lal forma que divGrsos conjuntos seJam 

implicitaman~e examinados, se o ~est..e da sondagem ~iver sucesso. 

A árvore foi construida da seguinte maneira: partimos do 

modelo completo chamado a raiz da árvore com suas 

ramificações e seus respectivos nós, que são os subconjuntos das 

variáveis preditoras. 

As seguintes relações enLre os subconjuntos são feitas: 
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se o subconj unt.o de tamanho m-1 é obt.i do de um subconj unt.o de 

tamanho m, então o subconjunto de tamanho m é chamado de pai, e o 

de tamanho m-1 é chamado de íilho ou sobrinho, e lodos os 

~ubconjun~o~ d~ ~am~nho m-1 do mg~mo ~ubconjun~o dQ ~amanho m ~ão 

chamados de irmãos ou primos. A árvore é cons~ruida de lal maneira 

que um subconjunto dQ variáveis de mesmo tamanho não seja 

repei...ido. 

Como exemplo vamos construir a árvore para um modelo com 

4 variáveis prediloras: 

R A I Z 

(12-34) --- / '\----------
( 1 a 3 J c 1 a 4 ) c 1 3 4 J c a 3 4 ) 

-------------~~I "" 
C12) C13)/4~4) 

(1) (2) (3) c 4 ) 

onde nós lemos que: 

C i.) A raiz C 1 2 3 4 ) é pai dos nós: C 1 2 3 ) , C 1 2 4 ) , C 1 3 

4) e C 2 3 4 ), que são irmãos. 

C ü) Os nós C 1 3 4 ) , C 2 3 4 ) e C 1 2 4 ) são pais dos nôs: 

[Cl 3 ), C 1 4 )); [C 2 3 ), C 2 4 ), C 3 4 )] e C 1 2 ) 

respec"Livamen~e, onde EC 1 3) e C 1 4 )) são irmãos e primos de 

[ C 2 3 ) , C 2 4 ) e C 3 4) J e C 1 2 ) . 

C w.J E os nós C 1 4 J, C 2 4 J, C 3 4 ) são pais de: C 1 ) , C 2 ) 

e [( 3 ), C 4 )) respectivamente, que são irmãos e primos análogo 

a C .. i.) . Os nós C 1 ) , C 2 ) , C 3 ) e C 4 ) são chamados de nós 

terminais. 
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4.2.1 -SISTEMA DE ROTULAÇAO 

Para podermos aplicar algum dos mét.odos de selaçâo de 

variáveis proposto aqui, foi desenvolvido um sist.oma de rotulação 

de lal maneira que não examinaremos um rótulo duas vezes. A 

rotulaç~o Q feit.a em cada nó da árvore com os inteiros 1,2,3, .. ,k 

e um ponto a esquerda dos númt:rros, ou seja, .1 2 k. As 

variáveis que estão no modelo são: aquelas que ficam à direita do 

ponto (não sublinhadas) a as que fica.m à esquerda do pont.o, mas 

que estão sublinhadas. 

Se aplicarmos o método passo a f'renle (de pai para 

filho) para um nó, tt?remos o sGguinl.-;;. procedimet'1lo: move-se o 

ponlo um espaço para direita, um nó tsrminal t.erà sido p<=1squisado 

sa lodos os números astão a esquerda do ponto e sendo assim n~nhum 

passo a frente pode s~r mais executado. 

Para o método passo atrás C de filho para pai)o 

procedi mer1lo ser à: escolhi do um nUmero a di rei la de um número 

sublinhado .;.(ou) à esquerda do por1lo leremos um passo atrás. Se 

todos os inteiros estão a esquerda do ponto e estão sublinhados. a 

raiz da árvore foi pesquisada, e nenhum passo alrás pode ser 

execulado. 

4.3- SUGESTÕES PARA ACELERAR O ALGORITMO DE ENUMERAÇÃO 

IMPLÍCITA 

.õo.lgorilmo de enumeração impl.icila, descri 'Lo em 4. 2. que ajudará a 

selecionar um modelo mais c r i ter i osamente. 

4.3.1 - MODELOS ''QUASE-OTIMOS'' DE TAMANHO m 

São modelos com mC=l .... ,k-1) variáveis prediloras que 

iiproximam-se do melhor modelo com m variáveis predit.oras. estes 

modelos foram chamados (1 - Ó) - ''quase ótimos" que são def'.i.nidos 
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como: 

Um modelo sará Cl-6) "quase 6t..imo" com mC=l, ... , 

k-1) variáveis predi"loras dentre os ( ~ J possiveis 

modelos, se o valor da MSEA difere do melhor mod9lo 

com m vari&vois predi·toras n~o mais do que 6 por cG>n

to, com 6 ~ O. 

Em outras palavras podemos dizer que um moda! o com m 

variáveis predi tora.s é Cl-ó) "qua-=;~ ótimo" se o val ar- da MSEA, 

Z , é menor ou igual a (1 +ó)Z(m). 
m 

Um a.lgorii...mo para en.cont..rar o modelo (1-Ó)-"quas-a- ótimo" 

com mC=l, ... ,k-1) variáveis predi+~oras terá o ,,~guin'le _; _:_ '. 1.0: 

Se o valor da MSEA, Z , á maior do que Z /(1+6) pa-
m r 

ra algum r < m, os modelos r ,r+1, ... ,m-1 variáve-

is prediloras não precisam ser examinados. 

Esta úl 'li ma regra acelera o algorilmo, lornando o 

processo de seleção mais rápido. 

4.3.2- MODELOS ''IGUALMENTE-BONS". 

Para alguns casos onde o número de variáveis pradiloras 

é muilo grande, pode surgir o problema da mullicolinearidade en'lre 

as variáveis, fazendo com que .a cont-ribuição de algumas variáveis 

na regressão L • seja muit..o pequena, e o valor da MSEA para um 

modelo com poucas variáveis não vai diferir muit..o do modelo 

comple~o (2(k)]. Um modelo que lemo valor da MSEA pr6ximo de ZCk) 

será chamado de modelo C 1-6) "igual ment..e bom". 

Um modelo ser á C 1 -6) "igual menl.e bom" se o valor da 
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MSEA for menor ou igual a Ci+óJZCk)~ onde ó ~O. 

O al geri 'lmo par.::. est..Gt caso sGtrá. bQ.SGado na regra de 

sondagGtm com uma pequena modificação, que é: 

~ o valor da MSEA, Z , for maior do que Z = 
m r 

Ci+óJZCkJ para algunt r ( m, os modelos com 

r,r+1, ... ,m-1 variáveis predit.oras não precisam 

ser examinados. 

A modificação no algoritmo acelera o processo 

computacional diminuindo o número de modelos a serem examinados. 

O ó será escolhido doEI acordo com prob.l ema que se est..á 

trabalhando à critério do pesquisador. 

4.3.3- LIMITE PARA O NUMERO DE VARIAVEIS PREDITORAS 

Quando trabalhamos com um modelo cujo número de 

variáveis preditoras é muito grande o ideal é determinar um limite 

inferior ê superior, ou seja, um intervalo t..al que o número m 

C=1, ... ,k-1) esteja ertlre L ( m ( U, onde L= limi'Le superior eU 

= limite inferior. Trabalhando com est.e intervalo será mais fácil 

analisar o modelo e não haverá perda de informações impor·t.ant.es. A 

idéia do limit-e superior CU) para o número de variáveis predit..oras 

foi mencionada por Lamot.t..e e Hocking (1970) e Furnival e Wilson 

(1976). 

O limit-e para o número de variáveis prediloras pode 

partir do invest..igador. Uma sugestão inicial seria os mélodoo:;; da 

seleção e o;ol i mi nação de variá. vais "passo a í'rent.6>" a "passo 

a.Lrás". 

Quando reduzimos o número de variáveis pradit..oras nós 

nãc ~ó diminuimcs o êS~orço ccmputacional como lambém o número de 

modelos a serem escolhidos. 
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C A P I T U L O 5 

R O B 'U S T E 2 

S. 1 I NTRODUÇAO 

Métodos robustos em regressão tem sido objeto de estudo 

há longo t-empo e desenvolvi dos de tal forma que não são mui lo 

afetados por desvios com relação às hipóteses sobre a distribuição 

dos erros ou pela presença de valores aberrantes, islo é, acomodam 

a possibilidade d~ prq~ença desses valores. 

A regressão L G considerada por vários autor-gs uma 
• 

alt-.;.rnati va robusta para o c;;..so em que valor .;;os aberrantes es"lão 

presentes. Mos"lrou-se que o 

seja, 

eslimador L menos sensi vel a 

valores aberrantes, ou 
• 

produz es"li mal i vas mais 

do que o eslimador de minimos quadrados. Por exemplo, Huber (1974) 

afi ~~mau que com relação às esti mal i vas da regressão L , 
p 

proporciona robustez do ponto de vis'la 'lécnico, 

resistência com relação a valores aberrantes arbitrários. 

"p = 1 11 

is'lo é, 

Sposilo, Smilh McCornick c 1978) mostraram que a 

o;;.st.i m..._"li v a L passa pelo menos por k obs..,.r-vaçÕ9s quando .;. única ..,. 
• 

quando e:x:i slam i nf'i ni -Las sol uç~as 9n"lão axi ste pal o manos uma 

solução quo por k 

denominadas explicativas. enquanto que as oulras com residuo 

dilaranta de zero serão chamadas de não-explicativas. Se exis"liram 

exalamenloe k observaç2'5es com resi duos iguais a zero, enlão o 

estimador L é comple-Lamente delerminado por estas observações, 
1 

não sendo afetado pelo restante das observações. 
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Cabe aqui observar que, a relaçâ:o que existe entre a 

L • 
axi sle entre a 

a r-egress~o de minimos quadrados á a mesma que 

mediana e a média amostrais. Por exemplo n6s vimos 

qu~ la.nlo • módia. a.mo~lr<ill como o g~lim•dor d~ minimo~ qu-dr•do~ ó 

influenciado por loda.s as observaçê':es, enquanto quê a mediana 

amostral 9 o 

:.o:ubconj unlo d'ii 

est.i ma dor L são • 
ob::;;~r v.oa.çei~~, S..ndo 

determinados somgnte por um 

.-.:s:a;;i m, - mQ'di a.n<il .-mo~lr al 

será afelada. pelo restant.e das observaç2>es mesmo que medi :fiquemos 

uma delas. desde que elas permaneçam com o mesmo sinal de residuo 

com relação a mediana amoslral. Um resullado análogo ocorre na 

regressão L ou seja, o • 
valor do esli mador L n:ilo é aller a do 

• 
quando mudamos os valorgs da vari~vGl resposta associados com as 

observações não-explicativas e eslas permanecem com o mesmo sinal 

do~ residuos. 

Com rQlo;;o.ç:ão "'- os;;los;; fa.tos;; far-émo'ii um Qç;t_t_;_l.-_~ .. 

capilulo, baseado nos trabalhos de Narula e Wellington (1985), que 

moslraram a existência de um intervalo para o valor da variável 

respost.a y, em r-elação a i.-êsim.a. observ.a.ção não-explicativa, tal 

que se mudar mos y, dentro deste intervalo a 
' 

regressão L não se 
• 

altera para essa conjunto de dados. Um procedimento similar para 

as observaçê'>es explicativas t.ambém foi desenvolvido, ou seja, um 

intervalo para y, t.al que o conjunto de variáveis explicat.ivas 
' 

não se al -lere. 

• algoritmo para determinar a máxima perturbação, p que o v e -L o r· Y 

pode sofr.:.;,r i nd9p9ndent9mente e si mul tan9am..,.n-Lg sQm al-L.,.rar- o 

conjunto das obsevações expl i cal i v as. Por exemplo, se a análise 

• revela p = 0.6, isto é, o valor da variável Y pode mudar ± 60~-;; 

sem alter-ar- o valor de paràmetros {3. Esse estudo f" oi ba:se-ado no 

trabalho de Wendell (1994) que introduziu uma certa tolerância 

para o estudo de análise de sensibilidade dentro do problema de 

programação linear. No nosso caso usaremos a expressão análise de 

perturbaç:ito no lugar de tolerância. 

5.2 -ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 
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5.2.1 REGRESSÃO LINEAR SIMPLES 

Seja Y. a variávBl resposta e X. a variável predilora 1 

' ' 
i=1, ... ,n, no modelo de regress~o simples 

Y. = (10 + rx. + s_, L=l;: ..• n 
~ 1 L L 

C5. 1) 

ond~;~ (1 Q f] ~a:o p~r.:lmgt.ro::.o dQs;;conhgci dos;; Q os;; & ::.:;; s;;~o o~ Qrros;; 
o 1 i 

aleal6r-ios. 

Para o modelo de regrebsão linear simp!Gs nós vimos 

anteriormente que a regressão L passa, no minimo, através de duas 
' 

das n observaçZos e a di farença el'Jlre o número de observações 

acima Cn+) e o número de observações abaixo (r,-1 é mArtuJ i_ gual 

a dois Cpequenas variações nas respostas dessas observações podem 

alterar substancialmente a estimativa de (1). 

pontos: 

Assumindo que a regr-essão 

(X , 
p 

y) 
p 

e Cx , 
q 

y ) • 
q 

então, 

L 
' 

passa exatamente 

os es ti ma dores para 

por dois 

,, 
o 

são dados por 

~ 

(!, " 

-fx =yq-(!x 
1 p 1 q 

C6.2a) 

Cy y ) 
p q 

C6.2b) 

Cx X ) 
p q 

Podemos também encontrar o e~~imador da regressão L , em 
' 

relação ao modelo 6.1. através do algoritmo do Karst C1958J, que 

sêrá apresenta.dc a seguir e no qual usaremos os seus resullados 

para fazer a análise de sensibilidade. 
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5.2.2 -ALGORITMO DO KARST 

z.c t..J 
' 

Para ~ncontrar (3 a (1 definimos: 
o 1 

= {.y __ ' (:-:~-:)
X, ( t) 

' 

Cy 
= ' 

y ) 
l 

X ) 
l 

t.= p.q; l=l •... ,n, 

nãà'deíinido, para~ 

(5. 3) 

= ~ 

ordenando, ent.~o, os valores de Z.Cl) em ordem não~decrescent.e: 

Z. C L) S Z C l) 
' ' 

Defini mos: 

' 2 

::::; z c l). 
n 

X. ( l) 

' 

L = p,q. 

X. ( lJ ', I, 

(5. 4) 

l = p,q (5. 5) 

a somaS CLJ determina o valor de 1 :5 r ::; n, 
' 

para lodo t, tal que 

S C tJ < O e S C LJ > O 
r-i r 

e o valor de r determina o ponlo Cx,y) onde ~ IY._ 

'" ' 
mini mo. 

(5. 6) 

- (l 
o 

Seja u o valor de r par a o qual as desigualdades acima 

são satisfei las para l = p; ~ v o valor de r para l = q. Então a 

observação que corresponde ao posto u, para t ~ p, é a observação 

q e a observação que corresponde ao posto v, para = q, a 
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obs&r vaç~o p. Q dada por: 

il= 2. Cp) = 2 Cp) 
• '" q 

ou (6. 7J .. 
Cy yq ) ~ 

(l= Z. Cq) = z (q) = 
p 

• .v p 

Cx X ) 
p q 

Baseado na desenvolvi msnlo acima apresentado, foi 

construido um algoritmo para êncontrar intervalos para a variável 

respos~a y e para a variável predi~ora x, tal qc..~ a regressão L • 
não mude e as observações explica ti v as permaneça,n as mesmas. 

5. 2. 3 - INTERVALO PARA VARIAVEL RESPOSTA Y 

Um in~ervalo para a variável respos~a será cons~ruido da 

seguinte maneira: para cada observaç:ão ~ nâi:o-explicat.iva teremos 

um intervalo para yi. sem alterar a 

alguma observaçâi:o i, a 
~ 

(J , ent.ão as • 
es~imat.ivas 

• 

regressão 

valor da 
~ ~ 

L • usando t =p • 
Z. C p) é menor 

• 

ou 

C ou 

(l e 
o 

(J não mudam • desde que 

t=q. Se para 

mai or J do que 

o valor de y, mude tal que o novo Z_ Cp) continue menor C ou mai ar) 
• 

do que f? •• ou seja 

desigualdades: 

• Cy y )/(X 
• p • 

ou 

• Cy y )/(X 
• p • 

• 
o intervalo é obtido resolvendo-se as 

~ 

X ) < fl, C6. SaJ 
p 

~ 

X) ;, fl, (5. 8b) 
p 
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onde y • 
' 

é o novo val ar da y .. 
' 

En~re~an~o. se considerarmos as observaç~es explicativas 

p ou q, os valores mudam para qualquQr ;al ~eraç::i(o gm y 
p 

ou y . 
9 

Para que as observaçees p ~ q con~inuem sendo explica~ivas, 

n6s mudaremos os valores de y 
p 

Cou y) 
9 

ao pont..o 

~al que a observaç~o p Cou 

q) continue a corresponder u ou v satisf'azendo as 

desigualdades 

• valor yp 

cs. 6). Para a observaç~o p isto ocorre se o novo 

é ~al • que Z (q) esteja no i nt.erval o ( 2 c q); 
~(v-il 

z. (q)J. o 
I.(V+tl 

valor 
~ p 

de (l 
1 

• ~ Z CqJ 
p 

~ 

e (l = 
o 

(1 x . O mesmo 
' q 

raciocínio segue para a observação q. 

6.2.4 -INTERVALO PARA UM VALOR DA VARIÁVEL PREDITORA X 

Construiremos um intervalo para a variávsl preditora X 

com relação a cada obs:ervaç:ão ~, ~al que a regressão L 
1 

ou as observações explicativas permaneçam as mesmas. 

não mude 

Qualquer 

mudança em um valor da variável 

s c t). 

X al t.era os valores de Z. C l.J 
' 

Se considerarmos uma observação não-explicat..iva ~. z. c l.) 
' 

s f. 
' 

• 
en~:;to x. , 

' 
o novo valor de x. será tal que 

' 

n c-1 

-2: xl • xl 2f lxi. CtJ lx CU I lx - + lx. - + 
' ' ' ' ' '"' •• k 

o c 

-2: xt I I • xt I 2f lx,CLJI I X (t) I IX. - + X. - + 
' ' ' l'"i "'1 k 

• y. Ct)/Cx. 
' ' 

~ 

x)S,(1 
t ' 
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~ • 
P~ro;~. z cu "' fl,. X s;c;r;.. L>.l qu<> 

' ' 

" ·-· -1: lx.CU I + lx. - xl - !x~ - x,l + 2f lx, CU I ( o C5.10aJ 
' ' l ' ' .. 

-· k 

-! ' lx.CU I + lx. - xl - lx~ - X j·• + 2f=:11x\Ct.J I " o C6.10b) 
' ' l ' l ·-· 

" 
. -

-y_("l)/Cx. - x) > (l 
... t. - :1. 

C5.10cJ 

. . ~ Os valores x. que sa~~s~azem as desiguadades acima s~o lais que a 

regressão 
' 

L não muda . • 
Considerando agora uma observação 

estimativas e mudam, entretanto para que 

• continue como explicativa, x , 
p 

as seguintes desigualdades: 

" -2 lx Cq) I lx I lx • - X + -

• p q p 
l =i 

" -1: I • I X Cq) I - lx - X + lx -
' p q p 

l =i 

o novo valor de 

v-> 

I 2~-•lx,k(q) I X + 
q 

v 

X I 
q 

+ ef_,lx\Cq) I 

X ' p 

< 

?: 

e • y_(q)/(x - x ) [ z c qJ. z c qJ] 
l\v-11 ' úv+il ' p q 

similar, ou seja; 

• y_CpJ/Cx - x J -e [2_ CpJ ~ z. CpJJ 
c q p c<u-:1.) \.I<...L+:I.> 
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5.3 - ANÁLISE DE SENSIBILIDADE PARA o MODELO DE REGRESSÃO 
' MULTIPLA, 

E~~ud~r=mo~ ~gor~ ~ ~n~li~= d= ~=n~ibilicl~d= p~r~ ~ 

regressâi:o múll.ipla, observando o quant..o o vet..or Y poda mudar sem 

modi f' i c ar o hiperplano de regress~o 

conjunt..o de variáveis explicat..i~as. 

L 
' 

ou sem mudar o 

Seja Y = X~ + & um modelo linear múlt..iplo já apresent..ado 

anl.eriormenl.e no capit..ulo a. A regress~o L pode ser escrit..a para 
' 

X o 
'" X I (5. 12) 
<2> <2> 

X o ,., 

onde os subscritos C1J, C2J Q (3) rQf'Qr~m-s~:< ~s obsoarv;;o_çâ~s com 

residuos zero, posi t..i vos e negat..i vos, respQct..i vamanl.e. I e I 
{2) (<~) 

sgo m;;o_l.rizes ident..idades com dimensBes que s~o iguais ao número da 

resi duos posi t..i vos e negal.i vos, respecl.i vamenl.e. 

temos que: 

• e = y x x- 1 Y 
(2) (2) {2) (i) (Ü 

Do sisl.ema (6.13) n6s podemos escrever: 
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I 

x x- 1 

( 2> (i} 

x x-t 
( 9) (i) 

.. 

c 5. 14) 

G 
'" 

I • G 
<2> G • ,., se assemelha alguns aspectos à matriz H 

= [h .. J regrassão de mini mos quadrados, onde H 

a projaçao ortogonal de Y sobra Y-aslimado no espaço de 

X. Os valores grandes 

Podemos observar que 

1. explicativas 

de h_ 

G 
'" logo, 

representam pontos 

I • isto é, para observações 

na "ler mi nol agi a da regressão de 

minimos quadrados esses valores l-em ponto de ruptur-a grande. 

[)Qn-l.ro das:sr;~ est-udo f'oi usado o est-i mador (J de (1 para 

dl9t.~n· mina r máxima 

medi f i cada sem afet-ar a regressão L . • 

a variável y pode 

Para estudar o efeito da perturbação na mudança da 

variável Y, vamos considerar o seguinte Problema de Programação 

Linear Perturbado CPPLP): 

min 1'e.,.+ 1'.c 

~ • o 
X~ + e - e = Y + Y 6 CPLP) 

. ~ 

e , e ~ O, (3 não-restl~ito no sinal. 

onde Y0 
é uma matriz diagonal Cnxn), com elementos na diagonal Y0 

e 6 é um vetor Cnx1), usado para det.erminar a maior pert.urbação 

que o vel.or Y pode sof'rer si mul -L.aneamenl.e e i ndependenl.ement..e 
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dentro do CPLP). A mat.riz Y0 
servirá como peso para o ve-lar de 

pert..urbação Ó . Usar.:tmos aqui li I I = ma.x< 16_ 1. i.=1,. 
' 

• ,n} ;;;;_ p . 

Logo o lado ?ireit.o da igualdade em CPLP) p::>de ser esc r i t.o como Y._ 

O in-lgrv•lo p•r- • v•ri~vgl Y podg ~gr con~t.ruido, p•r• 

cada obSEH'vaçâ:o '-• t.al que as observaçêSes expl i cat.i vas n~o se 

alt-erem, quando tomarmos 

-loma.rmos Y
0 = O, 
(1) 

em y_• + 
' 

e Y
0 = 1 

'"' 

o • o 
Y. p , y_ = 1 para 

' ' 
t.odo L 

em C PLP) poderemos encontrar o 

quanto cada componente i=2,3 pode variar sem alt-erar a 

regressão L. Considerando-se o problema CPLP), pode-se resolvê-lo • 
da seguinte maneira: 

• v 
<2> 

v 
'9> 

+ y"" ó ) 
(i.) (i.) 

= y + y"" ó 
(2) ( 2) (2) 

= -Y Y
0 

Ó 
(3) < S> (3) 

onde (lo é o est-i ma.dor L de (I para 
• 

ve-Lares v • " v serã:o os novos ,., '., 

CS.1Ba) 

+ YC) ó ) 
(i) <il 

C6.18b) 

C6.18c) 

o problliloma per'Lurbado. Os 

residuos para o problema 

p._rturb,..do corrgsopondo!õõ~ndo .h n ob~QíVô;I,I)=ÕQS no~ conjuntos C2) "' 
C3), ou seja, relativo as observaçêSes que estão associadas com os 

residuos posit-ivos e nega:t..i vos respecti vamentEL Como a regressão 

não se alt-era quando os 

residuos permanecem com 

maior ou igual a zero 

valores de y_ 
' 

m9smo sinal 

em C5.15a) 

explicativas continuam as mesmas. 

são modi f' i cados 

enquanto 

e C5.15b), 

+ 
v 

<2> 
as 

Lal que os 

v Íorem '., 
obsêr v ações 

O Qs;:l.i mado!" L 6 dê'lormi ns..do p.:.l o mo;.s;:mo conjunto d~ 

' 
observações para o problema p9rl.urbado. 

v- ~ O podGm ser es~abelecidas como 
<>> 
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X X-:1 Y0 6 
(2} (i) (i) (il 

Yo 6 ~ Y 
( 2) (2) (2) 

+ Y
0 

Ó ::5 -Y 
C 9l (9) <lU 

.. 

x x-:1 Y 
<2> <U Cil 

+ x x-1 y 
(9l (:l) {1) 

CS. 16a) 

C!3.16b) 

As desigualdades acima podem se~ esc~itas da seguin~e ~arma: 

Bó S b c 6. 1 7) 

onde 8 é uma matriz Cn-kJxn dada por: 

[ 
X x-:1 yo 

<2> w "' B = 
-X x-" yo ,., w "' 

o 
C5.18a) 

[ 
y X x-1 Y 

"' <2> w "' b = 
~ -Y + X x-i Y 

<a> '"' "' '" 
] = [ :::: ] 

C5.19bJ. 

• Como s , s ~ O, podemos supor que b ~ O. Como Y represen~a as 
(2) (3) 

observaçÕQS numa vari~vel respos~a. n6s podemos ter uma inlormação 

a prior-i que os valor-es do ve~or- Y sâo não-negativos ou que eles 

9S~ão dentr-o de um int.érVAlo. Além disso, considerando um caso 

ger-al sem nenhuma perda de generalidade, é preciso que 6 per-tença 

A um subconjunto 1::. de !Rn. Porém, nos problemas práticos, nós 

podemos de~inir 11 = 11CL, UJ como sendo um int.er-valo, onde L e U 

r-epresentam o limite superior e in~erio~ respectivamente para o 

valor de ó. Estes limites podem ser baseados no conhecimento da 
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posiç~o dos valores de Y. 

Os result..a.dos obt..idos por Narula. e Wellingt..on C1Q86) 

podem ser vist.os como um caso pal"ticular. Por exemplo: seja 1::.. = 

IR"' 

(2) 

Yo = O 

"' e todos 

e Y0 = O, ,., 
os outros 

yo = 1 
'2> 

valo1es 

para um carta i. dentro do conjunto 

s~o iguais a zero, ent~o a condiç~o 

para que a MSEA e MSEA-PERTURBADA tonh&m a mesma regross~o L 9: 
• 

c 6 ) ~ -c 
(Z) i 

. : ) 
<Z> \. 

CB.1m 

Ha e Narula C1996) e Wendell (1994) mostrar-am que o valor de 

pMC~=l •... ,n-k) é ~init..o se e somenle se exile um 6 e ó tal que a 
' 

i-ésima linha de C86)_ seja maior do que b,. Do mesmo modo, se • p 
' ' ' < co, também satis~az a desigualdade CBó). ::5 b,, onde li ó li :5 p. 

' ' 
Sendo assim o conjunt..o da lodos p. ;::: O est.á no int.ervalo f'echado 

' • [O, pl. Si mi 1 ar menta, o conjunto da t.odos p ~ O quG ~at..isf'az 

' 
desigualdade B6 ::5 b está no intervalo f'echado [0, • p J. Então, 

n-k • • [o. p l = n [o. p. l C6. 20a) 
L= i ' 

em que 

• • p = min 
. ,n-k>p i. 

(6. 20b) 
11..-:t,. 

5,4- ANÁLISE DE OBSERVAÇÕES 

A análise de observaçaas poda ser útil para analisar a 

inf"luéncia da cada observação. Ela é feita tirando-se cada 

observação do conjunto de dados e analisando a sua inf'luência 

sobr-e as estimativas da regr-ess~o L. Par-a sabermos o quanto a • 
observação est.á inf'luenciando a regressão observamos as diferenças 
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í'l (,). para cada observação "• 
J 

onde ~ e 
J 

í'l.c u 
J 

denotam as 

a i-ésima observação, ro~pec~ivamento. Se o principal objetivo da 

análise de regressão é seu uso para predição, as dif'erenças e_ 

e. L "" 1 , ... , n, onde e. e e . represen'lam os resi duas com e 
ü.l I. (\.} 

sem a i-ésima observação, respectivamente, podem ser úleis para 

analisar essa influência. 

Se as di i'êre-nyas 

grandes então podemos di2er 

r<il'gr<õl's;s;;ão. 

.. 
í\ 
que a 

{§_co ou e a_ 
J i (L) 

f' orem mui to 

i.-ési ma observação in.fluencia a 

Gráficos dos 

71 c~) a versus 

r as i duas e. e 

a observação \ 

e. e 

'" podem 

das diferenças 'fj 
auxiliar na análise 

J 
das observaçBes;; influentes. 

Dentro do contexto: análise de observações Daniel a Wood 

C1971) propuseram algumas sugestões que podem ajudar muito na 

análise de observações. Come por exemplo, para a!'lalisar: (~) o 

efeilo de valores aberran~es. den~ro de um conjunlo de dados, que 

podem ou não ser influen-tes;. (ii..) o efeilc da diferença do erro 

estimado de duas observaçaes que est~o próximas. 

Es:lQ.~ &:~.nál i s;gs; ~:Qo f'gi t.,Q.~ us&ndo &1 gum&:~.s Gsot..&:~.t-1 sot.i c&:~.s 

que mostram a influência que cada observação pode 'ler nos dados. ~ 

um processo qug. exige vários pass;;os;;, já. qug v.:;;..i s,;:,r ·preciso f·azGr 

comparações dos parâmetros do modelo, com sem aquelas 

observações que são consideradas influenles. 
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C A P I T U L O 6 

-· 
A N Á L I S E D E R E S Í D U O S 

-6.1 INTRODUÇAO 

Neste capitulo será feito um estudo sobre anàl i se de 

r.-.siduoso, para analisoar 

pressuposiç~es estabelecidas sobre o modelo. 

Este capitulo foi dividido em três seções: 

(\.,_) valores inf'luentes e a.harrant...es e 

(~.i.i.) verificação do modelo. 

A .análise de residuos é muito import.ant...e dent.ro da 

análise de regressão. O que o modelo de regressão não pode 

~xplicar vai para o r9siduo. ~ o mod~lo d~ regress~o Q corret.o, o 

residuo most.rará essa tendência confirmando as suposições feit...as 

sobre o modelo, ou pelo menos não most.r-ará. uma suposição 

incorreta. 

Na análise de residuo devemos fazer uma cuidadosa 

inspeção de y - y., depois de ter ajust.ado o modelo ao conjunto 
' ' 

de dados, que ajudará a descobrir alguma anomalia nos dados, 

evitando assim uma má estimação dos parâmetros do modelo em 

est.udo. 

Exist9m vál~ias técnicas para examinarmos os residuos. As 
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mai~ comun~ são a'lravó~ dG gráf'icos, ou a'lravás do c:..lculo dQ 

ws~atistica~, quG 5~0 u~ilizadas para dQloctar valorQg influent-e~ 

ou aberrantes em um conjun~o de dados. 

Os gr~ficos de rosiduos s~o mui~o úteis, principalmento 

para observar que tendltnci as 'lem os dados, como por exemplo: 

linear, quadrá~ica ou exponencial. 

Os grá.Iicos de resídUos também são úteis para detectar 

valor as aberrantes variãncia dos erros n~o-constant.e 

Cheleroscedaslicidade), verificar suposiçêSes sobre o modelo 

(dist..ribuição dos erros) e determinar- a import-ância. das variávGis 

preditoras. Porém, a int..erpret..ação de grá~icos de resíduos é algo 

individual qu9 requar uma cuidadosa análise do ihves'ligador, para 

não Lirar conclusêSes erradas sobre o modelo de regressão em 

Qstudo. 

Os gráf'i c os usados para a anà1 i se dos resi duas são: 

r&siduos Ce) v&rsus valores: prg.ditos Cy_), residuos Ce_) vc;.rsus 
' ' 

variáveis predit.oras Cx_) e o gráfico probabi 1 i sti co. Nunca 

devemos fazer o gràfico de residuos versus valores observados 

Cy), por serem eles, geralmente correlacionados, levar.do-r.os a 
' 

conclusões erradas sobre o modelo de regressão em estudo. Através 

dos residuos poderemos cor.cluir se a análise sobre um conjun~o de 

dados foi satisfa~ória ou não. 

6.2 - HETEROSCEDASTICIDADE 

Nest.e i tem f a1 are-mos do caso em que os el emgn-los da 

diagonal principal da ma~riz de covariâncias não são iguais, e os 

elementos fora da diagonal s~o zeros. 

Exis~em várias ~écnicas es'la'listicas pa.ra sabermos se os 

erros de um modelo de regressgo -lam variâncias desiguais. Uma das 

m.-n<wiroo.::;;; m.itis; s;impl'W:s;; Q c:ons:'lruindo o gr-~f·ic:o dlõõl rc;:~!:.;;iduoo:.:; Cc.) 

' versus valores predit..os Cy_), 
' 

es~e grálico pode mos'lrar se exist.e 

haja dispersão aleatória dos pontos em torno de uma linha paralela 
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a abscissa do grA~ico. 

através de gráficos de res1duos precisa-se d& um númorc ra2oável 

de cbservaç~es. 

A dg~gcção dg hg~groscQdas~icidadg através da regress~o 

baseada em quan~is amos~rais ou regress~c quantilica, apresen~ada 

no capi~ulo 2, é uma suges~ão de alguns au~ores, como por exemplo 

Hogg C1Q78), ~oi um dos primei i--os a apresent..ar um exemplo, onde 

26%, 80% Q 78~. para 

det..ect..ar a presença de het..eroscedast..icidade. 

O problema d.a h.a-Leroscoedas-Licid.stdoe podG ser r~solvido 

fazendo trans:formações na variável respost..a Y. como por exemplo: 

1/y, lny e Yy, ou usar MSEAP CM.fn.i..ma Soma dos Erros Absolu~os 

ponderados). ou seja, regress~o L ponderada, regr-essão es~a que 
• 

não foi citada nes~e trabalho. Estas transfor-maçBes acima citadas 

podem estabilizar a variância dos residuos, deixando-a constante. 

6. 3 - VALORES ABERRANTES E VALORES INFLUENTES 

Um ponto Q considerado valor aberran-Le entre os resíduos 

se ele está bastante afast..ado dos demais em valor absoluto.O valor 

aberrante G uma particularidade e indica um ponto não comum aos 

demais pontos. Ele deve ser submetido a um exame cuidadoso para 

determinar a sua importância em relação as outras observaçé5es. 

podendo ser um ponto i nfl uoen~e. porém. o fato de uma observação 

ser um valor aberrante não quer dizer que ela seja influente no 

conjunto de dados. 

Existem várias rêgr-as par-a remoção valores 

aberrantes. Nem sempre ser-á aconselhàvel valor és 

aberrantes ou influentês sem antes fazer um séria análise nos 

dados. algumas vezes o valor- abG!""rante ou influer.te Gr de vii...al 

importância para o conjunto de dados em estudo. 
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' 6.3.1 METO DO PARA DETECTAR VJ.LORES ABERRANTES A TRAVES DE 
~ ' REGRESSOES QUANTILICAS 

Um~ ~n~ira de idontilic~r valores aberran~es Q atravQs 

das regress~es quan~ilicas propos~as por Bassett e KoQnker C1Q78, 

1Q92). 

Duas por Port..noy C1987) para 

det..ect..ar val orês aberrantes, baseadas em regresse5es quant..i 1 i c as. 

Primeiramente espera-se que valores aberrantes sejam ajustados 

pelos extremos das regressões quant..i 1 i c as {5c 0) e (K 1). Em uma 

segunda sugestão podemos ver que os valores aberrant..es são 

provavelment..g ajustados extamenle por um grande número de soluç~es 
~ 

{3(.8) CO < 8 < 1), ou seja. para cada observação Cx., y_) n6s temos 

T = {8: 
' 

a_c{k.eJJ = o, i.=l, ... ,n} 

' 

' ' 

(6. 1) 

ond~ T lã o conjunt..o d~ valore~ para o qual ex_ ,y_J é Q:<e;at..amli9nt..~;;~ 

' ' ' 
ajustado por (keJ. Podemos ver que T. é uma uni~o de intervalos da 

forma: C8 ,8_ ) , J 
JH 

Por lanlo, grandes 

abosr r anl.e. 

= 1 , ... , p-1 C p < n) , 

valores de L indicam 
' 

e L. 

que 

= compr- i menloC T ) . 
' 

Cx_,y) é um valor 
' ' 

s:ailjóOL, at..ravQs d<õ>l;;;,. Q possív.a.l cons;;-l.ruir &xemplos onde um valor 

aberrante 

quant..ílicas 

pode 

(ícoo 
est..ar posicionado as 

Uma solução para este problema é 

pêrlurbar aléaloriaménle lodos os dados com uma pequena quan-lia. 

Por-lanlo, como os valores aberrant..es eslão distantes do cant..ro dos 

dados, ele se posicionará. na regress.ã:'o quant..ilica {K_o) ou {K1) 

perturbada Ccom probabilidade um). Se a perlurbaç~o é menor do que 

a precisão que eslá sendo usada para os dados, então a 
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6.3.2- ALGORITMO 

1- Somar uma par~urbaç~o aleaL6ria para todos os dados. 

2- Iclenti~icar como pol&nciais valores aberrantes às 

observações dentro do conjunto 

-· 

I = O ou e.C(k1)) 
' 

= o } (6. 2) 

• • 3- Escolher um particular Cx ,y) E I como o "mais 
' 

af'ast..ado" e removê-! o Cf'ormando um conjunto d~ê.~ dados de tamanho 

n-1). 

Foram sugeridas duas alternativas para escolher o ponto 

mais alastado, ou seja, 

3.1 o ponto C x, y). e I . que está mais 
J+:l J 

aíast..ado da 

mediana de todos os dados, usando como medi da de distância a 

Euclidiana. 

3.2- O ponto (x,y). e I que está mais a.fast..ado do 
)+1 J 

hiperplano da regressâ:o L de lodos os dados, usando como medida 
' 

de distância a Euclidiana. 

OBS.: Na prática 3.1 tem-se mostrado melhor critério paoa detectar 

valores aberrantes. Além disso é computacionalmente mais ràpido. 

4 It..erativ.amente repetir os passos C2J e (3) p vezes 

(utilizando o conjunt..o de dados sem as observações consider-adas 

mais a.fas+..adas até 

• • • aberrantes Cx , y) ,Cx 
' 

aquela etapa) determinando 

• y ) ' 
p 

os valores 

6~ Depois de retirar- as p observaçõ<:t>s. detQr-mina~se o 

es.timador L c{K.1/8)), baseado nas obser-vações que permanecem, o 
' 

~· qu~l ch.;~.=r-gmos dg r -

66 



5- F'caziin- o gr~f"ico d~ t..odos;: o:s; rgs.fduo~ Cn). ~m r~la.ç~o 

ao modelo de regress~o do passo 6 e ident..ilicar os valores 

aberrantes como os residuos que t..em os maiores valores. 

OBS. O número de pon~os ret..irados Iica a crit..ério do analist..a . 

.. 
6.4- VERIFICAÇÃO DO MODELO 

Como t..fnhamos; os gráf'ic::o::s de 

resi duas são mui t..o i mport..ant..es e i ndi spensávei s na análise de 

regressão. Os gráficos que estudaremos são: 

A 

(1) residuos (Q_) 
A' 

A 

versus valores predit..os Cy_) e 
' 

C2) re-síduos C.:t_) 
' 

versus variáveis predit..oras Cx). 
' 

A 

1- O gráfico de rêsiduos versus valores predi l-os Cy_) • 
' 

ter os seguint..es comport..ament.os: 

Cl. a) 

• 

Uma Íaixa aleat..ória que não indica nenhuma t..endªncia. 

c 1. b) 

• 

ou 
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Indica var i ânci a dos erros n:ão-const.ant.e C het.eroscedast.i c i dada), 

c 1. c:) 

• • • 

ou 

TendSncia linear no modslo Cposit.iva ou negativa) não removida. 

(1. d) 

O Modelo nece~$ita de um teimo ext.ia, isto e, um teimo quadiàt.ico 

ou produt-o cruzado, ou uma transformaçâo na variável resposta y. 

2- o gráfico 

i=l . ,n; 

gráfico do e 
' 

A 

de resi duas c" ) versus 
c 

.... ,k) pode também ter 

versus ou seja, 
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C2. a) 

• • 
• ou • • • 

.. 

Indica variãncia dos erros n~o-cons~an~e Che~ercscedas~icidade); é 

os; dados; ou Iaz9r t.ra.ns;Iormação na var iávGl 

predi t.ora 

(2. b) 

removido. 

C2. c) 

X, 
'J 

• 

• 

ou 

pr~dit.ora. x _C posi ~i vo ou nega. li vo) 
' J 

qu•dr~-Lic:o 

variável predit.ora x ou t.ranformação na variável resposl.a y. 

ist.o ... um 
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' 
6. 4.1 USO DO GRAFICO DE PROBABILIDADE NORMAL PARA DETECTAR 

~ 

DISfRIBUIÇOES DE ERROS COM CAUDAS ALONGADAS 

Aqui o gr4d".i. <.::o d..- problõlbi 1 d-.dor.õ~ norm.-1 :;;gr~ U!õôiõl.dO pMFõ:'l. 

detectar distribuiçÕ9s do erros com caudas mais alongadas do que a 

normal , caso 

visualiz.armos 

em que a regressão 

o uso do grárico de 

L 
' 

mais adequada. 

pr obabi 1 i da de no r mal 

A f'im de 

Íaremos a 

simulação de três amostras al eat.6ri as de tamanho 200 baseada em 

uma distribuição que supostamente não é normal. Como exemplo 

utilizaremos a dist.ribuiç~o da Normal Contaminada e a distribuição 

de Laplace. 

(i.) Gráfico de PrababilidadG Normal da uma amostra alraat.ória de 

200 observações geradas segundo uma Normal Contaminada 0.7.NC0,1) 

+ 0.3.NC0,26). Ver figura 6.1. 

Cü) Gráfico de Probãlbilid&~.dg Normal de uma amostra ale;;t+...6ria de 

200 observações geradas segundo uma di s"lr i bui ção Normal 

Co~+...ami~ada O.Q.NC0,1) ~ 0.1.NC0,26). Ver figura 6.2. 

(\.ii.) Gráfico de Probabilidade Normal de uma amos+...ra alea+...ória de 

200 obsGrvações geradas Ségundo a dis+...ribuição de Laplace. Ver 

figura 6. 3. 
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FIGURA- 6.3 

Os gráficos das figuras~ 6. 1. 

2.8 

6.2 e 6.3, 

.. 
;,.:; 

I 
I 
I 

mostram 

cl&~amQntQ o compo~~am~nLo dag digL~ibuiçÕQg dQ Q~rO$ com caudQ~ 

alongadas, ou SQja, es~as dist~ibuiçães ap~esentam os g~álicos em 

fo~ma de uma curva com as ext~emidades achatadas. 
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C À P Í T U L O 7 

À P L r c A ç X o 

7.1 -INTRODUÇÃO 

Nesta capitulo apresentaremos a análise de um conjunto 

de dados, utilizando os m&todos aprasen-lados nos capitulas 

antQriorQs, com a fin~lidadQ dê ilustrar um~ aplicação dos m~todos 

de anál i s9 da regrgssão L . 
• 

?.2 -CONJUNTO DE DADOS 

Os dados aqui apresentados são relerentes à várias 

caracteristicas demográficas da 49 paisoes, e foram retirados do 

livro de Gunst e Mason [(1980) - pag. 358], que est~o descritos 

abaixo na tabela- 1: 

CARACTERÍSTICAS DEMcx;RÁFICAS ' 
PAÍSES TABELA 1 - DE VARIOS 

PAlSES y X1 X2 X3 X4 X6 X6 

Austràl i a 1316 1Q. 5 850 1 21 98.5 866 

Ãustria 570 37.6 6Q6 84 1720 98.5 646 

Bar-bados 200 60.4 3000 648 7121 91. 1 24 

Bélgica 11Q6 36.4 91Q 301 5257 96.7 636 

Guiana Britànica 236 67.1 3QOO 3 1Q2 74.0 27 
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Bulgaria 

Canadá 

Chile 

Co:oo:+..a Rica 

Chipre 

Tchecoslováquia 

Dinamarca 

El Salvador 

Finlândia 

França 

Guatemala 

Hong Kong 

Hungria 

Islândia. 

lndia 

Irlandlõl 

I t..ál i a 

Jamaica 

Japão 

Luxemburgo 

Malâsia 

Malt..a 

Mauricios 

México 

Holanda. 

Nova Zelândia 

Nicarágua 

Noruega 

Panamá 

Polónia 

Port.ugal 

Porto Rico 

Romênia 

Singapura 

Espanha 

366 

1947 

379 

367 

467 

690 

1067 

219 

794 

943 

189 

272 

490 

672 

73 

660 

516 

316 

306 

1389 

356 

377 

226 

262 

Q36 

1310 

160 

1130 

329 

476 

224 

663 

360 

400 

2Q3 

46.1 

27.3 

127.Q 

79.0 

2Q.O 

31.0 

23.7 

76.3 

21.0 

27.4 

91.9 

41.6 

47.6 

22.4 

228.0 

30.6 

48.7 

69.7 

37.7 

31.6 

69.9 

39.3 

69.6 

77.7 

16.6 

22.9 

71.7 

20.2 

64.8 

74.7 

77.5 

62.4 

75.7 

32.3 

43.5 

740 

900 

1700 

2600 

1400 

620 

.• 930 

6400 

1600 

1014 

6400 

3300 

660 

940 

5200 

1000 

746 

4300 

930 

910 

6400 

980 

4600 

1700 

000 

700 

2800 

946 

3200 

1100 

13Q4 

2200 

798 

2400 

1000 

65 

72 

2 

11 

24 

62 

109 

107 

127 

13 

93 

36 

3092 

109 

2 

139 

40 

164 

143 

264 

123 

54 

1041 

362 

18 

346 

9 

10 

11 

16 

96 

100 

271 

79 

2Q04 

61 

1390 

267 

1164 

048 

1042 

1821 

1434 

1497 

1512 

1299 

1366 

99143 

1370 

70 

227Q 

609 

2323 

3410 

7663 

2286 

2980 

8060 

4711 

296 

4866 

170 

924 

3420 

938 

1411 

1087 

4030 

1249 

108214 

1347 

86.0 

97.5 

80.1 

70.4 

60.6 

97.6 

99.5 

39.4 

99.5 

96.4 

29.4 

67.5 

97.6 

08.6 

1:1.:? 

08.6 

87.5 

77.0 

Q8.0 

96.5 

39.4 

67.6 

51.8 

50.0 

QB.S 

99.5 

38.4 

QB.6 

67.6 

95.0 

66.Q 

81.0 

BQ.O 

60.0 

97.0 

466 

646 

267 

326 

79 

3Q8 

670 

99 

629 

667 

135 

176 

258 

446 

220 

362 

362 

42 

760 

36 

476 

148 

14 

258 

023 

839 

110 

269 

371 

361 

272 

1192 

226 

437 

269 



Suécia 1390 

S:uiça 1429 

Tailândia 161 

Trindade 423 

Reino Unido 1189 

Estados Unidos 2677 

USSR 600 

Alam. Ocidental 927 

Iugoslávia 268 

onde Y é a vari àvel 

16.6 1099 

21.1 766 

30.6 1800 

45.4 2300 

24.1 936 

26.4 790 

35.0 "879 

33.9 798 

100.0 1637 

resposd:,a ,... X.' 
' 

preditoras, de~inidas abaixo: 

17 1708 g9_5 401 

133 2320 09.8 309 

306 10446 64.0 329 

168 4383 73.8 61 

217 2677 98.5 460 

20 399 99.0 1993 

10 339 gs_o 539 

217 3631 98.5 528 

73 1215 77.0 524 

L=i •...• s. são as variáveis 

Y = Produto Interno Bruto (calculado em dólares - 1957) 

X1 ~ Mortalidade Infantil por 1000 crianças nascidas 

vivas 

X2 ~ Nó mar o de Habitantes para cada médico 

X3 Popul.;.çao km 
2 

~ por 

X4 c Populaç~o por 1000 hectares de agricultura no pais 

X6 = Percentagem de alfabetizados maiores de 15 anos 

X6 = Es.t.udant.ês matriculados no ni val supérior· para cada 

100.000 habitantes 

7.3- ANÁLISE 

Inicialménté procuramos encontrar um conjunto de dados 

que fosse adequado para u"li 1 i zar a 

tivessém dist.ribuiç3es dos erros não 

regressão L • ou seja, que • 
Normais. Para isso, leslamos 

vários conjuntos de dados, nos quais foram verificados se a 

suposição de normalidade na dis~ribuição dos erros nao era 

satis~9i"la. Isso foi possivel utilizando o paco~e de procedimentos 

estaListicos SAS [281. 

Utilizando os procedimen~os acima citados no conjunto de 

dados da label a 1 , f' oi possi vel en~~o: testar- a normall dade; 
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calcular a cur'lose; contruir os gráficos: ramos e folha, box-plol 

Q de probabi 1 idade 

Quadrados quanto para 

regress~o de Mínimos 

nor-mal. tanto 

regress:?ro L. • 
pode Quadrados 

para reges são 

Os resultados 

ser visto nas 

de Mini mos 

referentes à 

figuras 7.1, 

7.2, 7.3, 7.4 e 7.8, enquanto que os result.ados ref'erent.es a 

rogras:s:lli:o 

Observamos 

regressa:o 

L • podom 

ent~o que 

L 

vis:t.os; 

os dadoS 

f"igura.s= 7.6, 7.7 7. a. 

eram adequados para aplicar 

• 
Logo em seguida u'lili2amos um programa em FORTRAN - 77, 

para calcular regressf::Ses quantilicas, desenvolvido por Narula e 

Well i ng-lon. Calculamos algumas regresseJes quan"lilicas para o 

conjunto de dados acima ci-lada, ou seja, para e = o.a. 0.4; 0.5; 

0.6 e 0.8. Através destas regressões, usando gráfico dos residuos 

contra preditos, det9ct...amos het9roscedast.i cidade no conj unt.o de 

dados. Mostraremos a segui r as regressões quan+_i 1 i c as :-_.r-.-.. 9 "" 

0.8; 0.2 e 0.9 com os seus: respect.ivos grá.f"icos dos rasiduos 

contra os preditos . Os resultados são most...rados abaixo: 

' y = 134.9374 3.Q61QX1 + 0.0333X2 + O.OQ3QX3 0.0046X4 + 

+ 3.0632X5 + O.B714X6 

MSEA 11162. Q80 Gráf"ico- ver Iigura 7.Q 

1.b- Ragrasão quant.ilica para e= 0.2; 

A 

y = 287,1313 3.2762X1 0.0100X2 0.1108X3 + 0.0031X4 + 

+ 2,7063X5 + 0.2248X6 

MSEA = 6430. 875 Gráfico- ver figura 7.10 
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!.c- Regress~o quan~ilica para 8 = 0.8; 

f • 5.0999- 0.0071X1 + OX2- 0.0001X3 + OX4 + 0.0192XS + 0.0005X6 

MSEA • 9.508 Grárico- ver ~igura 7.11 

·' 

Olhando os grAfico~ das figuras 7.Q; 7.10 & 7.11 podemos 

no~ar a presença de het.er-oscedast.icidade no conjunto de dados. 

Para resolver este problema usamos as t.ransformaçê5es 1/y, lny e 

iY. e observamos que a melhor ~ransformação foi z = lny. ou seja, 

aquela que melhor est.abi 1 i zou a v ar i t..nci a dos dados. Os resulta dos 

abaixo mostrarão as regressões quan-Lilicas para e = O. 8; O. 2 e 

O. B. com os seus r,;;,spec-livos gráficos de resíduos conl.ra predi-Lo: 

2.a Regress~o quan~ilica para e ~ 0.6 ou 

u-Lilizando a -Lransí'ormação z = lny~ 

' 

regressão L, 
' 

2 = 5.8421 - O.OOQ9X1 + OX2- 0.0004X3 + OX4 + 0.0072X6 + 0.0008X6 

MSEA = 13.842 Gráfico - ver f'igura 7.12 

2.b qt.u~.nt..ilica. para 0.2, utilizando 

t.ransformaç~o z = lny; 

' 2 = 4.8214- 0.0076Xl + 0.0001X2 + OX3 + OX4 + 0.015XS + 0.0006X6 

MSEA = 1 O. 086 Gráfico- ver figura 7.13 

3. c R"'gressão quant...ilica para 0.9, u-lilizando 
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' Z = B.OQQQ- 0.0071X1 + OX2- 0.0001X3 + OX4 + 0.01Q2X5 + 0.0008X6 

MSEA = 9.608 Gráfico- ver figura 7.14 

A segui~ ~izemos uma seleç~o de variáveis para o modelo 

2.a u~ilizando um programa em FORTRAN - 77. propos~o por Narula e 

Welling~on (1979) baseado no algori~mo apresen~ado no caplLulo 4. 

Encont.ramos os melhores modelos de t.amanho p = 1 •...• s varJ.áveis 

predit.oras. Fizemos test.es de hip6tese Ccapit.ulo 3) nos parãmet.ros 

de cada modelo de tamanho p = 1 •...• e. t..es'lando a signif'icância 

dos respect.ivas parâmetros. e comparamos cada um dos modelos um a 

um para ver-ificar qual modelo seria mais adequado. Partindo dai 

chegamos a c anel usão que o moda! o mais adequado ser i a aquele com 

as variáveis X1. X8 e X6. cujo modelo e testes de hip6~ese 

mos~raremos a seguir: 

3a.- Modelo escolhido para o cor1jur1~0 de dados t..abela - 1; 

A. 
2 = 5.266Q- 0.0061X1 + 0.0111X5 + 0.0008X6 

MSEA = 14. 0425 

4 - TESTES DE HIPóTESE 

• 2 = -4.912Q 

4. b - Tesle para hip6lese H : (1 = O· o 5 • 

• z = 1 6.3287 
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4.c -Teste para hip6~esa H: ~=O· 
o " • 

• z = 7.1311 = 7.1311 

acima apresentados mostrou-sg i'r~ferior a 0.1~. portanto rejeitamos 

a hipótese H : {3_= O, ~ = 1,6,6. 
o ' 

Logo .:.m seguida utilizamos o algoritmo proposto por 

Portnoy C1987) apresentado no capitulo 6, para detectar possiveis 

valores aberrantes no conjunto de dados, at-ravés das regresse>es 

quantilicas. Fizemos vinte interações e encontramos 4 observações 

quê con~idara.mo~ valor9~ &b9rrant9~, ou $9ja, as observações: 24, 

26, :37 e 46, quGP pod. ... m s::Gor vis::l.a.51; r-.o gráfico da. f'igura. 7.16, d.;;. 

residuos contra observaçeies C i = 1, ... ,49), qu<êt foi bas<êtado no 

seguinte modelo: 

"'•• 5.a- Z = 4.8404- 0.0068X1 + 0.0127X6 + 0.0016X6 

MSEA = 7.2QQ 

6.a- Modelo sem as observações: 24, 25, 37 e 46; 

"'••• 2 = 6.2616- 0.0063X1 + 0.0097X6 + 0.0013X6 

MSEA = 11. 179 

Fazendo uma análise no modelo 6.a, ou melhor, observando 

os parâmetros desse modelo e o gráfico de residuos cont...ra preditos 

Cv001r rigura 7.16), podomos ver quê sGlo sêmGolha.nt..es &o do modt;;~olo 3.a 

(ver figura 7.17), n~o mostrando diferenças significativas em 

70 



rel açâ'o a QSt,Q mod9l o C 3 • .l:l), rosol vc;omos êt"lt~o f' i ca.r com o modelo 

contendo todas as observaçees. 

Os gráf'icos dê rêsíduos contra Xi, X6 e XB, para o 

modelo 3.a s~o mostrados nas f'iguras 7.19; 7.10 e 7.20. 

Escolhido o modelo 3.a const.ruimos int-ervalos de 

confiança para os p.a.râmêl.ros do moda-lo, os quais são mostrados a 

seguir: .. 

7 - INTERVALOS DE CONf."IANÇA 

7.a Intervalo (1 oUiOOU de conf'iança para ?í= -0.0061, com 
' 

a=0.05; 

[ -0.0086; -0.0036 ] 
7.b Intervalo (1 01.)100% de confiança para fl, 0.0111, com 

ot=0.06; 

[ O. 0070; 0.0182 ] 
7.c I nterva1 o (1 o0100~ de confiança para ?í = 0.0008, com 

6 

01=0.05; 

[ o. 0006; 0.0010] 

8 - ANÁLISE DE VARIAÇÃO 

zoro, fizemos a .:;,.n,:;.lise do "v.:;.ria.ç~o" par-a c mod..,lo 3.a. 

Seja SACX1, X6, X6) a MSEA com relação ao modelo 3. a e 

SACOJ a MSEA com relação ao modelo completo 2.a. A seguir 
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o 
1 
o 

SA(X1,X5,X6) -SACO) = = 
A 

qx)../2 

14.086- 13.848 

,,3x0. 4846 
= 0.1258 

onde X.,/8 = O. 4846 é a estimativa do desvio padrão da mediana 

~mos~al dos rQsiduos dividido por dois, 

TABELA DE ANÁLISE DE VARIAÇÃO PARA O MODELO 3.A 

FONTE GRAUS DE SACX1,X6,X6J - QL 
LIBERDADE - SAC ill ' 

H 3 0.0610 0.1868 
o 

A 

ERRO 49-3 = 46 i../2 = O. 4846 

TOTAL 49 

2%. 

A probabi 1 i dad9 de si gni f'icânci a 4 de apr-oxi mad.amenle 

porlanlo r-~jeitamos H . 
o 

g - ANÁLISE DE SENSIBILIDADE PARA A VARIÁVEL RESPOSTA z* 

F' i nal mente f' i zemos uma análise de sensl bi 1 i da de par a a 

variável • resposla z = lny do modelo C3. a). com base no exemplo 

apresentado por Ha e Narula C1987) e encontramos o valor • p = 

. ,n-k 
• p 
' 

-· . "" 1. 7~10 ,ou sG>ja, p:::.: O. 0008. 

Considerando somente as obsevaçSes não explicativas, 

lemos os seguintes resultados: 
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TABELA - 2 - INTERVALOS PARA A VARIAVEL RSPOSTA z• 
' 

z" VALOR 00 LIMITE VALOR 00 LIMITE 
' INFERIOR SUPERIOR 

1 6.9600 6.9899 "' 
2 6.6QOS -oo 6.6Q10 

3 5. Q321 -oo .. 8.Q322 

4 6.6763 6. 8781 "' 
6 8.7033 -oo 6.7035 

6 6.3188 -oo 6.31QO 

7 6.7248 6.72:46 00 

g 6.6010 6.6017 00 

g 5.9412 -oo 5.9414 

10 8.9230 s.eaas 00 

11 6. 4967 6.4966 00 

12 6.6953 6. 6981 00 

13 6.3136 6.3134 00 

16 6.6775 -oo 6.6777 

16 6. 7303 6.7301 00 

17 6.1454 6.1482 00 

19 6.8006 -oo 6.8008 

19 6.2772 -oo 6.2774 

21 6.6987 -oo 6.5989 

23 6. 4798 -oo 6.4800 

24 8.8006 -oo 6.8008 

2!3 6.7646 -oo 6.7548 

26 6.1789 6.1787 00 

27 6.6704 6.6702 00 

as 5. 7928 6.7926 00 

29 5.4306 -oo 5.4308 

30 5.5644 8.8642 00 

31 7.0344 -oo 7.0346 

32 6.0286 6.0284 00 

33 5.3482 -oo S. 3494 

34 6.4568 6.4866 00 
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36 5.Q736 -a> 8.0729 

36 6. 1615 6.1613 00 

37 5.6430 -oo 5.6432 

38 6.8450 -ro 6.8452 

40 5. 9841 -oo 5.9843 

41 6. 1854 -oo 6. 1856 

42 6.8Q74 6.6Q72 .. 
00 

43 5.9868 -oo 6.Q670 

44 8.8621 6.861Q 00 

45 6.600Q 6.6007 00 

47 6.5613 -oo 6.5618 

49 6.5984 6.5Q82 "' 
49 5.9611 -oo 6.Q513 

OBS. As obsarvaçBas axplica~ivas s~o~ 14, 20, 22, 3Q a 46. 

7.4 -CONCLUSÕES 

Varificamos através do modglo 3.a que ;;;ts variáv~:.is Xl 

(Mortalidade Infantil por 1000 nascidos vivos; X5 (Percentagem da 

Alfabetizados Maiores da 16 anos) e X6 (Estudantes Matriculados no 

Nivel Superior para cada 100.000 Habi"lant.es) E>Xplicam 

adequadamenle o modelo com relação ao Produto ln"l,erno Bruto dos 

paisas apresentados na tabela- 1, referente ao ano de 1Q87. 

Observamos quo o gráf'ico de residuos contra predi'los, 

modglo 3.a, figura 7.17, 

conjunto dg dados, ou SQja. o modelo es~á adequado. 

O gráf"icc dQ residuos conl.ra a var-iávél pr-.;.dilora X1, 

modelo 3.a, figura- 7.18, parece razoavelmen~e bom, a não ser uma 

observação que se des~acou das ou~ras, ou melhor, a observação 20, 

referente a lndia que tem o maior indica de mortalidade inf"ant...il 

para cada 1000 crianças nascidas vivas no ano de 1957. 

O gráf"ico de rêsiduos cont...ra a variável predit..ora X6 
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C Percentagem de Alfabetizados Maiores 

Iigura 7. 1Q, apresem-La 

destacamos as obser vaç~es: 

uma pequena 

13,16.20,26 

de 18 Anos), modelo 3.a, 

variabilidade, assim como 

e 32: que lem os menores 

valores, 

Nicarágua 

ou seja, E! salvador-, 

r-espectivamente. Uma 

Guatemala, :Cndia, Malásia e 

lransf'ormação 1 ogar i tmi c a da 

variável XS parece que seria adequada. 

E f'inalment.e o gráfico de residuos conl.ra a var-iável 

pradit.ora X6, f'igura 7.20 n~o mostra nanhuma tandência nos dados, 

a não ser a observação 46, que se destacou àas demais, ou melhor, 

gst-a observação G rgf'erent..:;. aos Estados Unidos, que l.Gm o maior 

número de est-udantes matriculados no ni vel superior para cada 

100.000 hã.bi-Lã.r-..t.es n.o ano de i OS?. Observamos l.ambém que est-a 

observação 46 foi considerada um valor ab<flrrante e uma 

observação explicativa, ou seja, residuo igual a zero. 
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