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INTRODUCAG

Sistemas eletrénicos e mecdnicos estéo sujeitos
a sofrer uma variedade de falhas que multas vezes comprometem seu
funcionamento. As falhas podem afetar alguns componentes do sistema ou
o sistema como um teodo. Essas falhas serfic ags vezes de tipo
catastréfice, l.e., o sistema ou equipamento deixa de funclonar, ou
ndo catastrofico, representande neste caso uma degradagfio da funcgfo
gue 0 sistema deverd cumprir., Em cads caso deverd ser estabelecido um

eritéric que especifigque se o sistema ou componente falhou ou nio.

Ds conceltogs de tempo de falha, fempo até falha
ou também tempo de vida serfo conslderados como nogdes equlvalenies,
Deste modo, a nogSo de falha, nogdo especifica da disciplina
Conflabllidade, pode ser extendida ac campo da eplidemiologia,
medicina, etc... onde tempe de falha serda Interpretado como o instante
em gque o individuo morre, ou o Instante em que contral uma determinada
infeccde, ou até que acontega um evento de interesse. Assim as
técnicas que estudaremos neste trabalho sfio de uma spllicabllidade mals
ampla que o campo especifico da Confiablilidade. Porém, para fixar

fdélias, utllizaremos preferentemente a linguagem desta discipiina.

Métodos graficos tém-se mosirado bastante ulelis
no primeirce estéglo de tratamenico dos dados, tornando-ge uma
ferramenta versatil que allada a experiénclas anterliores e a oulros
nétodos wmals analitlcos, permitem um melhor conhecimentio de como se

degenvolve o processo estudado.



Heste trabalho, apllcamos métodos de analise de
dados sobre tempos de falha capazes de oferecer ferramentas utels,
tanto nog problemas de sjuste de distribulgbes, quanto na estimagho e
teste de hlipéteses. Esses métodos tém um apelo grafico gue os torna de
grande utilidade no estudo da propensBic & falha de componentes e

sistemas e sua evelugdo no tempo.

Para clagsiflicar o comportamento da razfio de
falha e compenenies, ou de funcBes egquivalentes, que oportunamente
definiremes, surglrem varias classes ou famillias de distribuigdes que
tentam jdentificar algumas caracteristicas de Interesse no estudo do

tempo de vida destes componentes.

Q conceito bésico que expluraremoé ¢ o de Tempo
Total em Teste [T.7.7T), Iintreduzide por Epstein e Sobel (1853}, e
estudada  por Barlow e Campo (1975), através de diferentes
generalizagles do conceito orlginal do T.T.T., seguido por uma
ilteratura crescente onde este concelto & explorado consideravelmente,
provando ser muite Utll em um grande namero de aplicacgbes, come
identificacéo de modelos, como base para caracterizacio de c¢lasses de
distribulgdes de tempo de vida, para testes de hipéteses, e para
determinagfic de intervalos otimos em politicas de manutencgio

prevent lva,

Antes de comegarmos a descrever o5 nétodos e
conceitos usados neste trabalho, faremos, no capitulo I, uma abordagem
dos conceltos bésicos da teoria da confiabllidade, dande énfase

aqueles relevantes zos problemas aqui abordados.

0 conceito de Tempo Total em Teste sera
formalmente introduzlde no capitule 11, onde s8o estudadas suas
propriedades teéricas fundamentais. Nossa contribuicfic se inicia neste

capitulo extendendo a2 aplicabllidade do T.T.T. a0 caso de dados com

2



censura miltipia gue constitul a situaglo gue se apresenta com malor
frequéncela na realidade. Exploramos também o T.Q.T., outra extensfio do
T.T.T., que em alguns casoes generaliza e melhora, como & visic mals
adiante nos capitules IV e V, sua aplicabilidade com {fins de

identificagdo de familias de disiribuiglo e estimagBo de parametros.

No ecapitulo J1I discutiremcs amlguns testes de
hipbteses assoclados a distribulgles de tempo de vida que utililzam a
estatistica T.T.T. Algumas estatistlicas destes testes mostrar-ge-do

itels quande considerames o problema de estimagdo de parfmelros.

No capitulo IV, proporemes um esiimador para os
parametros da distribui¢fic de Weibul, wutllizando uma extensdio do
T.T.T., que se mostra indicade no tratamento de observagdes
censuradas. Também analisaremos alguns conjuntos de dados reals,
aplicando algumas das técnicas descritas nos capitulos precedentes, a
titulo de ilustracgfo.

Por fim, ¢ capitulo ¥ veremos duas aplicacies
dog conceltos introduzidos, aproveliiando aspeciog geoméiricos do
T.T.T. na solugdo de dols problemas fundamentals na 4area de
confiabllidade, no problema de determinagfio de tempo Stimo de burn-in

2 no problema da substitulcgiic preventliva.



CAPITULO I

CONCEITOS BASICOS EM CONFIABILIDADE

1.1 - INTRODUGAD

Veremos a gegulr alguns conceltos bésicos de
interesse na linguagem aplicada A teoria da conflablilidade e que

utilizaremos mais adiante.

1.2 - CONCEITOS

Dos possivels aspectos de interesse para a
Estatistica que apresentam populagdes de componentes ou sisiemas,
conslderaremos ao longo desse trabalho o tempo de vida dos componentes
da populacio de interesse. Em geral, a duracho da vida é aleatéria e
portanto somos levadeos a estudar a distribuicgdo do tempo de vida come
uma varidavel aleatéria. Restringiremo-nos agqul a essa importante parte
da teoria da confiabliidade,

Ura noglo de grande Inleresse nesiza parte da
confiabilidade & a idéla de raz#io de falhas e de envelhecimento,
Define-se razfo de falhas, de uma forma bem Intultiva, come a
proporciio de indlviduos de uma populagio que falha em um determlinado
infervalo de tempo, seja por morte, quando conglderamos séres vivos,
ou por falha, quando consideramos compenentes ou sistenmas figicos,

Considerando o tempo, temos entfio uma fungBo dessa razéo de falha.

O fendmeno do envelhecimente ou desgaste pode



ser, como veremos, convenlentemenie estudada em termos da fungfo razéio
de falhas. Em wm casoe bastante simples, onde nenhuma forma de
envelhecimento gue afete o comporiamento do componenie estd preszente,
oblemos uma razio de falbas constante, correspondente a distribulgdo
exponencial. Essa distribuigfo é, em muitos sentidos, uma distribuigio
fundamental na teoria da  confiabilidade, devido as HURS
caracteristices especlais, Deste modo, de acdrdo com o forma de
envelheclimente dos componentes de uma populacio, classificamo~los em

vérias classes por comparagfio com s distribuiglio exponencial.

Antes de discutirmos classes de varlavels
aleatdriasg dentro do contexto de conflablilidade, introduziremos
algumas definigdes que facilitarfio ¢ entendimento das propriedades que

teis clasges poderdo apresentar,

Consideremos entfo uma variavel aleatédria X, que
representa o tempo alé falhar dos componentes de uma populagio en
estudo. Sela Fix) = PlX=x] a fungBo de distribulg¢lio da varigvel X, e
X=G, isto &, F(0 )=0, Assumiremos tmmbém que F & absolutamenie
continua (a.c.) com funcgiic densidade de probabilidade £ {f.d.p.}.

A fungdo conflabilidade, ou probabilidade de
sobrevivéncia  do componente € dada, por definiglo, por F=1-F{x),
representando a probabllidade de um item sobreviver a um instante x. A
confiabilidade condicicnal correspondente, de um componente com idade

1 sera:

Flt+x)
Fit)

Flx/t) = se F{t) > DO. {1.1)

Simllarmente, a probabilidade condicional de
falhar dursnte um intervale proxime de tempo, de duracio x de um

componente com ldade § &



F(x/t) = P{Xe(t, tex)sxot} = ECEEXFUE) 0 2o, (1.2)
F(t)

Ubteremos, agora, = razdo de falhas, ri{t}, como
uma probabilidade condicional no tempo ¢

) = 1im % " F{t+f) - F{1) £1.3)
x50 - F{t)
de forma gue
£{t)
rit) = — {1.4)
F(t)

quando F{t) exliste e F(1)>0.

Outros nomes s#o dados a ri{t), como fungio
hazard, risco, forga de mortalldade, fungio Intensidade ou taxa
instantnea de falhas,

Podemos interpretar r(t} ecomo um Iindicador
natural do envelhecimento de um componente e sua propenséc a falhar.
Em efeito, em um curto intervale de tempo x, de t alé t+x, uma

proporgio {(x x r{t)) da populacido que chegou a idade t, falhara.

Qualquer fungdo h{f)} satisfazendo:
(1.8)

i} h{f)z0 para -3 S we

¥ _ y _(1.8)
11)  1im hit) dt =0 e lim h(t) dt =
Yo oo y,.)m 00

& uma funciio hazard de uma disiribuigio.

_ Como exemplo, temos a fungio razdc de falhas de
uma distribuicio exponencial:



r{t} = =5 t=0, (1.7}
]

Esta razBo de falhas Iinstantéinea é constante durante gualquer

intervalo de tempe, uma caracieristica especifica da distribuicéo
exponencial., Isse significa gue as chances de falha de um componente
que ainda nfc falhou, em um intervalo de tempo gualquer, s8o as mesnas

que para um componente novo, sobire o mesmo perliedo de tempo.

Chama-~ge fungBo hazard acumulada, ou razéo de
falbhas acumulada, ou alinda fungdo de risco acumiiada de uma

distribulclo, a relagio:

¥
Riy) = J r(t) dt,  Osysw (1.8)
0

Em particular, a fungio de falhas acumulada para a distribulgho

exponencial é dada por

¥
R(y) = J (1/8) dat = y/e,  yz0. (1.9)
o

Temos portanto, que no caso exponencial R{y) ¢é

uma fungfo linear no tempo.
Da  integragio de r{(t), definide em (1.4},
cbtemos = relagio:

¥
Riyl = J 0—r§é%%?TT dt = ~logl1-F{¥)]. {1.10)}

Equivalentemente,



Fly) = l-expl-R(y)] ou Fly) = exp [~R{¥)]. (1.11)

Esta dltima equagBo é multe util, Ja que
relaciona a fungfo de conflabilidade como uma fung@o da razfo de

falhas acumulada.

A fungio Riy) verifics as seguintes

propriedades:
1) R(y}sR(y') se y < ¥y (uma funclo crescente)
11} Hm Rly}) =0 e 1im R(y) = », e
y-0 Y30 {1.12)
111} R {y) continua a direita

Toda funcBo R(y) que satisfaz 1), ii) e 1ii) ¢

uma distribul¢io de falhas acumulada de uma distribulgfo continua,

Voltando agora ao caso de uma distribulgdo
exponencial, a probablilidade condicional de sobrevivéncia a um perioedo
adiclonal de tempo, de duragio X, ¢ o mesmo, independente da idade f,

ou seja,
F{x/t) = F(x) para todo tzO0, (1,13)

Suponhamos agors, que um componente envelhece de
forma degradativa, no sentlido de gue a probabillidade condlclional de

sobrevivéncia é uma funcgio decrescente do tempo:

Flt+x)
F(t)

Flxst) = & decrescente em 0siswe para cada x20, ' {1.14)

Notemos entBo que



rle) = 1im & |ELEXX) - FOB) L oy 1, [AFQEx)

x50 ¥ Ft) x50 * F(t)

, {1.18)

& crescente em {20, quando a densidade fF{x) existe. Da nesms

forma, p(t) crescente Iimplica que

- t+x
Flx/t)=exp| - J r(u) du {1.18)
t

¢ decrescente em {20, para cada x20, o que equlvale 8 forma anterior.
Deste modo, quando a densidade existe, {1.14) & equivalente a raz8o de
falhas, r{t), crescente. Hote que (1.14) nfiv requer a existéncia de

una densidade, enguanto que r{t)} crescente reguer.

Definiremos, neste ponto, classes de
distribulgbes que visam formallzar esse envelhecimento degradative e

outras caracteristicas que dependem da lidade do componente.

Definigéio 1,1:

F & uma distribuicio com razBo de falhas
crescente {I.F.R. ~ Increasing Fallure Bate) se F satisfaz (1.14).m

Por outro lado, suponha que, de alguma forma, o
envelhecinente seja benéfico, noe sentide de que um componente tera
probabllidade de scbrevivénclia condiclonal crescente, a medida que o

tempe passa:

Flast) = Flart) & crescente em tz0 para cada x20. {1.17)

Flr)

Em analogia as distribuigdes com razdo de falhas crescentes {(I.F.R.},

defininmos a seguinte classe:



Definic8o 1.2:

F & wuma distribulqBo com razlo de Tfalhas

decrescente {D.F.R, - Decreasing Fallure Rate) se F satlsfaz (1.17).s

Come veremos no capitule II, existe outra
maneirsa de deflinlir classes de distribulgdes com razBio de falhas
crescente ou decrescenie, onde a geometria deo T.T.T. apresenta
comportamento bem definido que serd utilizade para caraclterizar esias

familias.

Gutras classes de distrlibulgio de vida surgem, a
partir das duas classes definidas anterlormente, quando apresentam um
comportamento diferente da razéio de falhas, em diferentes periodos da
vida de uma populag@c. Por exemplo, alguns componentes tém uma razio
de falhas decrescente nos primeliros momentos de sum vida e uma razio
de falhas crescente depols de certo tempo. A flgura a seguilr

representa tal fungBo razfio de falhas,

-
8

-
7

ilnraunme

HFANTIL

Taxa DE FALHA

1 L3 L) 1 S T T b T
¢ & - 4 A 10 13 34 ia a8
TEMFG

figura 1.1 - Curva de uma fungBo com razdo de falhas em forma de

banheira, “bathtub curve".

Em confiabilidade, chama-se a funcio acima de

uma curva em forma de banhelra, ‘“bathtub curve"., Ela descreve o

10



compartamento de multas populagdes. A razfio de falhas decrescente nos
primelros momentos de sua vida, regléio chamada de mortalidade infantll
por analoglia com a teoria atudria, revela geralmente o efeito de uma
pequena porcentagem da populacfio, que por defelto de fabricagio ~ ou
cutras causas - ¢ mais propensa a falha ou morte na fase Inicial de
sua vida, A fase final, onde a fungBo de falhas & crescente,

representa o processo de desgaste ou envelhecimento.

Un tipo de clasgse multe importante em
confiasblliidade é aqueisn definida para representar o comportamento de
sigtemas com componentes independentes que possuem razée de falhas
cregcente. Sobre certas condigles o sistema passa a fer tal

comportamento. Mals precisamente:

Definicho 1,3:

Uma digtribuigfo F tem razdo de falhas crescente
em média, F & I.F.R. A, se

-(1/t) x log(F(t}) & crescente em t20.m (1.18)

E, como vimos em (1.11), ~log(F(1)} representa a

razdo de falhas acumulada, R{f).

Definicio 1.4:

Simllarmente, F Lem razéo de falhas

decrescente em média, D.F.R.A. {Decreasing Fallure Rate Average), se

~{1/t) x log(F(i}) é decrescente en (20. & {1.19)

Qutras classes nio-paramétricas de interesse enm

aplicacBes serdo deflinidas a meguir:

i1



DefinicBes 1.5:

F tem distribulc8o Novo é Melhor que Usado,
K.B.U. {(New Better than Used), se

Flx+y)sF(x)+F{y), para 0 e y>0. (1.20}

F tem distribuigBio Nove é Plor do que Usado,
N.W. U, {New Worse than Used), se

F{x+y)=F(x)+Fly), para »0 e yO. (1.21)

F tem distribuigd@o Novoe é Melhor que Usado em
Esperanga, N.B,U.E.(New Better than Used in Expectation), se

[r:]
i) jo F(x) dx € o :

4] 253
i1) J'y Fx) dx = [J'O Fx) dx] x Fly) para y>0. (1.22)

Muitas outras distribuicgdes podem ainda ser
definidas em aplicagdes mals especificas. Para uma revisfc mails
apurada de caracterizagbes e propriedades de tais classes, ver em
Barlow = Proschan (1881), Halnes e Singpurwalla (1874}, Bergman e
Klefsjo (1884}, Bergman (1878} e Langberg, Léon e Proschan {(1978).

As distribulgdes parsmétricas mnals usadas em
aplicagiies em confiablilidade s@ic a Exponencial, a Weibul, a Gama, a a
Lognormal, a Normal e a Gumble {ou valores extremos). O Teorema
Central do Limite fornece argumentogs para o usc das distribulgles
normal e lognormal. Para ser exato, as distribulgdes Normal e Gumble

ndo s#o distribulgbes de vida, mas fornecem aproximagdes ulels.

Podemos snallisar os dadogs de acérdo com varlas

defini¢tes de falhas. Pode-se decidir que o tempo € dado em dias ne

12



calendario, em horas de operaglio, ou de alguma outra medida de
exposigiio do produte, por exempio, o nimero de vezes gue se liga um
aparelhe, o nimero de quilbmetros‘rodados, o consumo de energla ou de
ciclos de operagdo. E preclso, também, definir se o tempo de exposicfo
ao teste comegs guando da fabricagfic do produte, gquando da instalaglo,
ou qualguer outro modo, mas € necessarlo gue se leve em conslideragio

todos os fatores e defini-los o mais claramente possivel.

Av procedermos uma andlise, precisamos definir
que tipo de dadog estamos sanallsando. Multes dades de wvida sfo
completos, isto &, o© tempo de vide de cada unidade amostral &

obzervado integralmente até que cada uma falhe.

GQuando congideranos os dados obtidos em umm
pesguisa em campo, freqlientemente nfio teremos acesso as informagdes de
forma completa, como se executassemos um teste em laboratério, Varles
problemas lavam & Impossibllidade de se observar Integralments »
svolucBo das falbme a0 Jongo do lewmpo de Lodes om vomponenltes da
smostra. Disponibllidade de tempo, de recurscs e de mio de obra s&o
ajguns deles, fazendoe com que delxemos de acompanhar alguns

componentes até gue falhem. Estes tipos de dados sbo dltos censurados.

Existem wvarias classificacbes a respeito dos
tipos de dados, quando os problemas acima ocorrem. O mals comum @

dizer que os dados estfio censurados das formas abalxo.

Conglderando gque todos os componentes conegairan
2 funclonar ao mesme tempo, que chamamos de tempo zere, e gue alguns
componentes alnda nfo tenhanm falhado, sabendo-se somente gque o tempo
de falha esté além do periodo analisado, dizemos gue exlste uma
censura @ direita e ps componentes gque ndo falham s80 chamados de
perdas. Quando somente se sabe que uma falha ocorreu antes da Ultlima

observaciic efetunda, diz-se {er uma censura a ssquerda.
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Se todos os componentes comegarem a funcionar no
mesme tempo zero, e somenie alguns deles falbarem, as falhas ndo
observadas 530 ditas terem censura simples a direits, o
unjcensurados. Be o tempo dispenivel para acompanhamento é fiwo, entéo
ag falhas ndo obgervadas a partir deste tempo s8o chamadas de
censuradas com censura simples pelo tempo e o namero de falhazm

observadas & aleatério.

Quando ¢ teste termipa se um nimero prefixado de
falhas ocorrer, as observacdes s@o ditas terem censura simples pelo
nimero de falhas e, nesie caso, é o lempo alé que aguele nlmero

especiflicado de falhas ocorrer que é aleatdrlo,

Quande og dados sfo censurados a direita, mas os
componentes comegam a funcionar em tempos diferentes, as falhas nfo
observadas sfo ditas fterem censura multipla, também conheclda por
progressiva, podendo também serem censuradas pele tempo, 0 que ocorre
com multa freqliencia, Os valdres dos tempos até falha e os tempos até

censura aparecem, neste caso, misturados.

Una combinagio de formas de falhas competindo
para a falha de um componente, ocorre quando um componente amostrado
falha por diferentes causas. Dados de um modo especifico de falha
conegiste do tempo até falhar de um cowmponente que falha por causa
dagquele modo. Tais dados, para um dos modos de falha ndo observado,

tém censura miliipla.

A fungBo de distribuigfie de uma varlavel
aleatéria, as funcles de confiabilidade, taxa de falha e de risco
scumulado possuem informacfo equlivalentes a respeito da varlével
aleatéria que representam ou da amostra, no caso das correspondenies
fungdes empiricas. Esta equivaléncla se manifesta pela possibilidade

dge passar de uma a outra funglio através das {ormulas
{1.1) a (1.12).
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No préximo caplitulo definiremos a transformagioc
T.T.T., equivalente as funcles antericres e obtlda destas através de
zimples transformacdes. Como veremos, o T.T.T. exibe com maior clareza
aspectos multo relevantes na érea de conflabllidade e andlise de

sobrevivéncia,
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CAPITULD 11X

A TRANSFORMACAO PADRONIZADA TTT

2. 1~INTRODUCAC

Neste capitule introduziremos o conceito do
T.T.7., suag propriedades bisicas e sua ubtilizagdo na caracterizacgio
de familiss de distribul¢les representande tesmpos de vida, A geomeiria
do T.T.7. permitird o desenvolvimento de varias ferranentss graficas,
baseadas neste conceito. Introduziremos também a estatistica T.Q.T,
generslizagido de T.T.T., gque aumenta =& flewibllidade deste na

aplicacfio a ldentificagio de distribulcdes e estlimacio de parametros.

A aplicag8c dus estatisticas T.T.T. e do T.Q.T.
até agora estudades na Illteratura consideram sexclusivamente casos
envolvendo amostras com observacgtes completas ou unlcensurades a
direita. Neste capitulo apresentaremos nossa contribulgdo neste campo
que conslistird numae extensfo das estatisticas T.7T.T. e T.Q.T., que
permitira suas utilizagdezs pa andllise de amosiras com censura

miltipla, caso este da malor importéncia pratica.
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2.2-A TRANSFORMACAOQ DO TEMPO TOTAL EM TESTE

A Transformagdo de Tempo Total em Teste de uma
fungfo de distribulgfio F, assoclada a um tempo de vida X - que
indicaremes por H;lit) - foi origimalmente definida em Barliow,
Bartholomew, Bremner e Brunk {1972) da segulinte forma:

. F e
H; (t}mJ [1-Flu}idu 0st s (2.1)
0

onde F ' (ti=inflx : F(x)>t} (2.2)

Para distribulcdes em que F ¢ estritamente
crescente em seu dominlo, a fung8o inversa Fﬁl € univocamente definida
em [0;1), sendo F’iil} tomada como lgual ac ponto mals a direlia do

dominio de F, possivelmente +w, ou seja Fi) = sup{x ; F{x) < 1}.

Note que H;}(D}mo e

[143
H;f{lh J [1~Flu)ldu = u {2.3)
0

orgie 4 € a média de F.

Pela sua definigfio, a fungio H;i & estritamente

crescente em [0;1]. Conseqilentemente sua fungfio inversa, H_., sera uma

distribuicBo com dominic em [O;ul.

Para a distribulgfic exponencial, G(x} = 1~e_xye,

17



¢ ) gt o)

H&lft} = J e Y 4y = [ 8 de{x) =ext, 0 st s 1. (2.4)
0 0

Logo, & média de G ¢ dada por u, = 8 = H&l(lL

Em particular, se 8=1, F(x) = t-e %, para x 2 0,
H;itt) w t, 0% ¢ 51, i.a,, HF & uma distribulcgfio unlforme em [0;1].
A observagdo anterior sugere uma culra

transformacio, invariante em escala, definlida como

-1
H (1)
L (2.5)

e
H (1)

que sersd chamada Transformagdo Padronlzada do Tempo Total em

Teste,
Para o cas¢ particular Glx)=1-e X9,
H (1)
—_— = gxt/e = t, {2.8)
HE;{})

isto &, € é transformada em uma reta com Inclinaglio de 45° em {0;1],
propriedade esta explorada no caplitule III para construlr testes de

exponencialidade.

Para estabelecer o lema a segulr usaremos a
definicéo;

Definigio 2.1:

Un ponte ¥ & um ponto de incremento de F se
Flx~h} < F{x) < F(x+h), para todo k>0, E dF(xo} ¢ a derlvada a
direita de F no ponto X, ®
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Lema 2.1

Seja {a;b} um Intervalo de pontos de incrementos
e de continuldade de F. Entdo, dH;.liF(x)] existe e é diferente de

zero, para xela;b) se, e somente se, dR{x) existe e ¢ diferente de

Zero,

Prova:

Note que, no intervalo {(a;b), F' & = funcho
inversa de F. O resuliado é obtide usando-ge diferenciagio simples, ou

se ja,

d 1-¢ . 1=Flx) 1

-1
BTSS! -t = = (2.7)
dt °F t=F{x} -1 fix} rix)}
FLF G p)
ongle r{x} € a funcio razido de falhas em x.w
Deste modo,
d K LF(0)Y x d R(x) = 1. (2.8)

0 resultado sclma confilgura-se numa Importanie
propriedade da transformec8oc JA que relaclona-a com & razdo de falhas,

proplcliande a proposigéo a seguir,

Proposicdo 2.1:

Uma distribulcgfio de vida nSo degenerada F é;
{1] I.F.R. se e somente se R{x} & convexa en [0 F (1)), ou ge ja,

se rix} & crescente.

{11) D.F.R. se e somente se R{x) & céncava en (FH0):w), ou seja, sme

r{x) & decrescente.w
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2, 3-CLASSES DE DISTRIBUICOES E SUAS RELACOES COM A TRANSFORMAGAQ
PADRONIZADA T.T.T.

Em confiabllidade, a nogBo de envelhecimento tem
um papel importante. Vimes no capitule I varias classes, que foram
criadaz de forma a modelar alguns aspecitos do envelhecimento de um
sistema. Este processo classiflicatorio comegou com o resultade de
Barlew e Campo (1975} estabelecido no teorema a segulr, sende mais
tarde explorado mals Intensivamente por Bergman e Klefsjo (1984),
Bergman {1873}

Tecrema 2.1

Ura digtribuig¢o de vida F é I.F.R. {(D.F.R.) se,
e somente se, H;l & cdncava {convexa) em [0;1]1.0

Para provarmos o teorema e mostrar a
suficiéneia, consideremos H.' c¢oncava (convexa). Se ! & constante em

F F

[0;11. entfo F ¢ degenerada e portante I[.F.R. (D.F.R.). Se H;i n&c for

constante em [0:;1], entéo:

(1) F' & continua em [0;1);

{11) o intervalo [F }0};F (1)) consiste de pontos de incremento de F
{111) H;iiF{x}) & estritamente crescente em (F (0);F (1)); e

(1v) F & continua em [0;F (1)) ((F'(0);w)).

Desde gque a concavidade {convexldade) de H;i

implica, por {(iv}, que F(F(0))=0 {Prl(l)ww), temos, pelo lema 2.1 e
pela proposicio 2.1, que F é I.F.R. (D.F.R.).

Para mostrar a necessldade, suponha que F &

20



I.F.R. {D.F.R.}. Se F é degenerada, entio H;,l é constante em [0;1] e,

portanto, cbncava (convexsa).

Se agsumirmes, entretanto, que F & nio
degenerada, entfio, pela proposicio 2.1, R & convexa (cbncaval en
(F'0); F(1)). Desta forma, R é continua, estriteamente crescente e
tem como derivada a direlta em (F '(0);F (1)) um valor positivo.

Conseqlentemente, a necessidade advénm do lema 2.1.m

Una fungfio g definlda em [O;b), tal que glx)/x &
crescente no intervalo, & dita ser “"estrelada”, com respelte a

origem.

Se G{x) €& a distribuicso exponenclal, entdo F &
I.F.R.A., se e somente se !de(x)/x é crescente para Osx<F (1}.
Ent8o, a fungio (T4F(x} = Rix) tem a forma estrelada com respelito a

origem, e diz-se que F ¢ &.

Em termos de transformagéioc T.T.T., se F ¢
-1

HF (1)
t

em O = ¢t % 1, e H}i(t}/ﬂgl(li fica acima f{abalxo) da reta conm

I.F.R.A. {D.F.R.A.), entdo ¢ ndo crescente (ndo decrescente)

inclinacéo de 45° com forma estrelada.

De mode geral, as distribuigfes Lém as segulnies

formas guande trensformadas pela padronizagdo T.T.T.:
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Dlstribuigéo de vida | Fungdo Hazard | Transformaglic do Tempo Total
F R=- log F | em Teste H;.‘
Exponencial =iz llinear e linear

I.F.R, iz  convexa &b CONVeXa

D.E.R ei=m  cOncava L chncava

I.F.R.A. «i= estrelada =» estrelada

D.F.R.A «i=» anti~ = anti-
estrelada estrelada

tabela 2.1 -~ conexf3o légica entre distribulgdes, fungtes Hazard ¢ T.T.T.

Uma claesse de dlstrlibulcles de vida de

guando se considera problemas de substitulcgdo
- New Better than Used in Expectatlion,

interesse especlal,

. breventiva, ¢ a classe H.B.U.E.

Em termos de transformagfo Padronlzada T.T.T., a
clasge N.B.U.E. pode ser caracterizada da segulnte forma, se F & uma

distribulgfo de vida com média finita uF,

0=t =1, (2.9)

Esta & uma conseqiéncia lmnediata da defing8e da  transformagio

Padronizada T.T.T. e da definiciio de distribuigdes N.B.U.E.

Vemos entfio, que a classe acima definida inclue

digtribuicdes 1,.F.R., assim como as I.F.R.A.

{2.8) nuitas

importantes nfo estfic incluldas na classe

A careclierizagio indica
dlstribulgtes de vida
N.B.UE.

"bathtub”.

que

como as chamadas distribulcbes em forma de banheirs, ou

Para completar, Iintroduziremos a segulr uma

classe mals ampla, Introduzida por Bergman (1972), que inclue multas
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das distribulgdes de vida importantes.

Definicio 2.2:

A distribuicgio F pertencente 2 classe
H.B.5.U,E, ~ New Better than Some Used Iin Expectation, se p <o e

F
existe um x, tal que

0

J Flu)du < ;lFx?(xo), {2.10)
X
4]

ou, equivalentemente, existe no minimo um tQG(O;l) tal que

B )
95t
o .M {z.11)

1)

A c¢lasge acima € mulic genérica, contendo
distribulgbes gque sio de grande interesse pratlco nos problemas

relacionados ao envelhecimento,

Cada uma das classes até agora definidas possue
um duzil. Para estas classes duals, exlistem resultados correspondentes

aos descritos acima.
Os grafices =a seguir nos mostram algumas

distribugdes paraméiricas gquando aplicamos a Transformagio Padronizada
T.T.T.
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T A A 4 A e 3 0

[T

TR A e S e B

dinizibuighe lognermni : divizuleke neronl ruaoads

grafice 2.4.1. - fermas do grafico da transformagBo Padronizada T.T.T.
para algumas distribuicgdes paramétricas conhecldas, com seus

respect ivos parfmetros de forma,

2.4 ~ A TRANSFORMACAO PADRONIZADA T.T.T. EMPIRICA

Barlow e Campo (1975), definiram a transformagdo
T.T.T. da distribuigfo empirica , que serd utilizada como estimador da
transformagio Padreonizada T.T.T. que fornece uma nova forma de

identificar e estlmar distribulgbes de tempos waté falha.

Suponha uma amostra aleatéria, de tamanho n, de

uma distribuig8o arbiiraris de tempos de wida F, com F(O“}_= 0. Sejam
=X = X =X =, ., .%X |, as estatisticas de ordem relativas a
lin 2:n i

O:n
uma, amostira de tamanho n da distribuiglo F.
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Definicéo 2.4

F;, a distribulglio empirica da amostra, ¢
definida por:

0 se u < Xl‘n
F;{u) w £ iI/n se th s u < Xi*izn para 1 = { s n {2.12}
1 se ux X
ntn

Podenos agors deflnir
F't) = tnf{ u: F(u) >t} (2.13)

e também a transformagdo T.T.T, empirica pela expresséo

F-l(r/n) r
- ry _ ¥ " - - =
HFn[_I;] = [ o Fn(u} du = Z {1-14J 1)/’1”)‘[}{1;“ j-i:n]

j=i

1
szn ¥ (n_r)xxrm] B m;im X T[er]s pare bErsa

(2.14)

Obtemos, entdo, a szoma de todos os tempos de vida, tanto os
observedos gquanto dos nio observades ainda, T[&”n], chamado de

estatistica do Tempo Total em Teste.m

Portanto,
xr'n
-1fr jdef. ~1{r | _ i
HF;[ - ] Hn [ = ] = J . {1 F;(u)} du para 1 S r = n (2.15)
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H:(t). para 0 s ¢t = 1, ¢ definida por

interpolagfio. Asslm, para 0 < t 5 1/n,

-1
Hn {t} = nxk'lmxt (2.18)
enquanto que, para i/ns it s i+l/ne l = 1 s n-1
-1 _ 1
Hn tt) "“?lw % [nxx1=n+' - -*n i+1)x[x1=n x!-l:n]]

+ {t*i/n}x(n"i}x[ Xi+1=n* Xi=n] (2.17)}

Para llustirar, a figura abalxe & um gréafico de
H: para n=3, Note que H: & continua e que H:(i) coincide com a

média amostral.

§ [y 2t X)) §

T

o 2ug 4

“\-..}_ﬁ;‘b'}

$03x)

o R T 7/ S N

figura 2.3.1 ~graficoe de H: come fungdo de trés observagdes,

Observemos também que
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~1f I 1
" [W] T X [nxxl:n* (n“l) X [sz* J('1:1\1] *

...+(n—i+1)x[ X-X ]] B el X T[X ], para 1sfsn.
ftn i~1i:n n imn (2.18)

A expressBo entre colchetes serd o tempo total em teste até a i-ésima
cbservagio, isto &, se n itens foram colocados em um tests de vida no

tempo £=0 os n itens sobreviveram até o tempo Xl , n-1 itens
n

sobreviveram durante o intervale [Xl ;Xé ], etc, enquanto que
i in

{n-i~1)} itens sobreviveram ac intervalo [X 1 X ].
i«I:n  {im

Definimos a transformagio Padronizada T.7T.T.

empirica come sendo

) F:(i,fn}
H”‘[—f—] T[x } F (u) du
11 n i:n O n
= = —— 1sisn {2.19}
-1f n F "{n/n}
" ["a“] T["'m} n -
F {u) du
lo "

A transformacio Padronizada do Tempo Total em
Teste empirica de amosires de umé distribuigio F, converge
uniformemente em [0;1] & Transformacfo Padronizada do Tempo Total enm
Teste da distribulgde subjacente F, a medida que n cresce. Para

provarmos esta afirmaglo, usaremos a definiglo e o teorema a seguir:

Definigio 2.5:

o
Uma segiiéncia {[k;za]} . de pares ordenados
r r r=

de ntmeros naturais é uma t-seqliéncia (0 < t < 1) sme

(i) 1=k =n <n , para todo r, e
r r ¥+l

(11} [}cr/nr] —3 L quando r - w.@
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TEOREMA 2.2

Se ja H;l(-), equlivalentemente F(-), continua en

1e{(;1) e seja (k,n) variando sobre uma t-segiiéncia. Entdo, quande ne

1 - gtf k -1
uniformemente em te(0;1), com preobabilidade um,

Prova:

Se F{t) & o unico x tal que Fix ) = t s F(x),
entio para (k,n} varlando sobre uma t-gegliencla, Xk.nmwa F—ltt} quase

_.1 .
certamente, quando n — w, se e somente se F (+} & continua em t.

Pela lel forte,

1 1 1 d-¢. -1
H (1}-11“1[——-—]me [X ]-—X —rmeny Jg = T {0)
n n I 1 I'n i:n

]

H“’[F"*(i)] - H“‘[F“‘(o)], (2.21)

0 resgultade desejado € entl3o uma conseqgiléncia
direta do teorema de Glivenko Cantelli.m
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2.8, ~ CARACTERISTICAS ESTOCASTICAS DE ORDEM DO GRAFICO T.T.T.

Para compararmos o grafico T.T.T. e suas
relages com as varias classes de distribuigBes, uma desigualdade
tirada de Barlow e Proschan, 1866, possibilita estas comparagtes,
estocdsiicamente, para processos total tlme on test. Para tanto,

precisaremos de algumas definigdes:

Definicio 2.6

Um processo estocéstico {X(t), Osts1l} donina
owt,
estocasticamente ( & ) um processo {Y{t), 0stsl} se

est.

fI{X(t}, O=ts1}] = FI{Y(¢), Ostsi}] {2.22)
est.
para todo funclional crescente f; onde ( = ) significa ordenagio

estocastica ou probablilistica.

1

Se ja H%I{t}, Os=tsilr o processoe padronizado
Ho (1)
Mal(t)
T.T.T. Empirice correspondende a F, e seja f1 y  Ostsi
Ma (1)

o correspondente a G

Proposigio 2.2

Se F ¢ G, l.e., (&' F(x))/x é nfic decrescente,

com forma estrelada, F{O}=G(0)}=0, e F e G sfo continuas, entfo:

~% est. w1
o (1) osts1l = Mo () hetsilm (2.23)
(D Matl1)
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Tal proposigBo vem do Teorema 3.12 (i11) de Barlow e Proschan (1988).

Em particular, se F & 1.F.R.A. (D.F.R.A.), entio
o grafice da transformagfio Padronizada Total Time on Test Empirica
domina, estocésticamente o (& dominado pelo) grafico correspondente

baseado na distribuigic exponencial com o mesmo tamanho de amostra.,

A proposigio acima sugere, entfic que se o
grafico da transformagfo das observagdes calr aclma da reta de 45°,
poderemos rejelitar o modelo exponenclal em favor de um I.F.R.A. ou
I.F.R. No capitulo III introduziremos esie teste mais formalmente e
veremos dque seu nivel de significlneia & 1/n, ode n indica o
tamanhc da amostra,

2.8 - A TRANSFORMAGAO PADRONIZADA T.T.T. PARA DADOS CENSURADOS

Os tipos de amosiras gque consideraremos agul

estie submetidas a um tipo de censura chamada de "maltipla®, isto &,

os valores observados 21,22, ..., Zn, sio definidos por Zimmin(}(l,’!i),
para i=1,2,...,n, onde X1"“’Xn sfio os valores da variavel aleatéria
X, o itempo de vida até falha, e Yi,..,,Yn representam  {empos de
censura , podendo ser varidvels aleatérlas independentes de X1" - ,Xn,

com distribulgio G, ou valores flxos,

Para cada item, se

Xis}’i, 2i Xi { uma falha }
ou (2.24}

Xiﬂ", A

]

\ Y1 ( uma perda ).

Oz itens na amostra estarfio divididos em duas
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classes mutuamente exclusivas, chamada de falhos e perdides para
observagdo. Uma perda, pela definic¢fo, sempre impede o conhecimento
dese Jado de Xi.

Ordenandoe 05 componentes da anostra, de forma
que Uﬁze_nszl.nﬁ. . .SZn_n, os itens representande os k primeiros tempos
de falha observados serfio representados por 0=2%sz7's. . s2¥,

Notemos gque censuras podem ocorrer entre os
tempos Zi e ARRIIPN gque o valor de k, em Zk. & ums varlavel aleatéria

guando a censura adotada & pelo tempo.

Seda nfu) o nimero , aleatdrio, de itens em
teste até o tempo u. Define-se a transformacéo Padronizada do Tempo
Total em Teste Empirica como T(Zi)/T(Zk), onde

i 7
. Z J nfu) du
TiZ)

= ozt
%

s 1= 1=k (2.28)

rm{u} du

T(Z9) ) z
/s
3

e sz 1n(u) du representando o tempo total em teste entre a
R

{j-1)-ésima e 2 j-ésima falha observada, que depende dos valores de

censura ¥i, neste Intervalo.

Para construlr a estatistica da transformada do
Tempo Total em Teste para uma amosira com censura multlpla propomos a
utilizagic do estimador de Kaplan e Meler da digstribuigfio de vida

{Kaplan ¢ Meler, 1858).

0 estimador de Kaplan e Meler, K que
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definiremos a seguir, fornece uma estimative ndo paramétrica da
probabilidade de sobrevivéncia do tempo de vida teérice F. Algumas
propriedades assintéticas deste estimador podem ser vistas em Breslow
e Crowley (18974).

Definigdo 2.7

Se Z. , Z g’ ‘o0& . » 580 n tempos ordenados

itn 2:n
de uma amostra com censura maltipla, dog gquals k sio falhas e n-k

sdo tempos de censura, o estimador de Kaplan e Meler ﬁn ¢ definido por

L=1 se u<2 15 i=n
L i:n
Ry =4 cL=tmd) se Z su<Z 1<rsicysn
n r (n-i+1) r-1 i:n i
Y se uzzk‘ ks j=sn
! Jem (2.26)

onde Zi.“ representa a r—ésima falha observada em ordem crescenie e o

indice I representa a posicio que o valor Z ocupa na amostra

ordenada e [ g posicfo ocupada pelo valor 2x+{

Definindo Kn= 1 ~ En, e analogamente a {2.13)},
K:(t) = inf{u : K (u) > t). (2.27)

A generalilzacic da transformacio do Tempe Total

en Teste empirica para dados com censura miltipla serd dada por
kL) i
41 i

H}%‘[‘;i;‘] i J K“(u} du = ZLr«ix [Z" - Zr-x]

O
r=1
1% §f s k. {2.28)

sendo Lr como em (2.30),
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Em conseqlencia, a transformagico Padronlizada

T.T.T. Empirica pode ser definlda como

kML)
-3 i n } —_
HK [———} K (u) du
1 o n
2 = 1 =ik (2.28)
H»z[ k ] K (L)
K n nook
n K {u) du
0 n
0 grafice T.T.7T. pode ser obtido plotando (2,29)
contra Kg(Zl}. para I = 1, ..., k.

Segulnde os mesmos passos do teorema 2.2 pode-se
provar que, se f/n - e K/n —» u quando n -3 o &7 expressio

{2.29) converge uniformemente a HF(t)/HF{u).

A flgura a seguir llusira bem a capacidade de
recuperagiic de parte da informagiic perdlda devide 4 censura quando

usamos o estimador de Kaplan e Meler.

.ll: .
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T
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figura 2.6.1 - Graficos T.7.T. da distribulicéo de Welbul com parémetros
w=2 e B=3 em {c}, de uma amostra simulada da distribuigfio, de tamanho
50 em (b) e em (a) de uma amostra com censura miltipia a direita

usando o estimador de Kaplan e Meler na transformagéio T.T.T. Empirica.
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Se a censura for forte a partir de um
determinado tempe, pa férmula (2.28) acima, o indice Kk serda nmulto
menor que m, En nido poderéd ser determinado a partir deste ponto, sendo
impossivel calculd~lo adequadamente. Se esta indeterminagio & pequena,
iste &, k/n # 1, o esiimador de Kaplan e Meler para F & praticamenie
ndo viclado ¢ o mesmo é verdade para ﬂ, a estimativa da vida média

dada por H;;(k/n].

Se a indeterminagfo acima ¢ grande, k/n << 1, o©
grafico da transformag@o Padronizada Total Time on Teste empirica por
K;{Zi} ficard deturpado, Jf& gque K;, calculada a partir dos valores
sbservades de falhas, néo variard de zero a um, mas sim poderd variar
de zero a um valor F(x}, x = Zk. que representa a probablilidade de
falha dos componentes testados em um tempo menor ou igual a x, momento
em que & censura se torna total, ou seja, a partir deste ponto ndio se

obgserva falhas, estando todos os tempos censurados.

Da forma aclima definlda,

X o0

J (1~K (1)) dt <<[ (1~K (t)) dt. (2.30)
0 " 0 "

A deformacio no grafico estis evidente na figura
2.5.2(a), para uma amostra simulada de uma distribuiglo expenencial

fortemente censurada a partir de um determinado tempo.

Uma forma de corrigirmos esta deformagéoe #
multiplicarmos {(2.29} por Kh{zk), come um fator de corregho. Com esta
corregice, a transformagio Padronizada T.T.T. Empirica variara no

intervalo {O,Kn(Zk)).

Podemos ver na figura 2.5.2 abalxo, em uma

simulagfiio de uma amoestra com distribulgéo exponencizl, com censura
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mGltipla, e censurada pelo tempe a partir de um determinado tempo x,
gquande ndo usamos a correcio em {a), em (b) com a correcgfio, que
reflete bastante bem o compoertamento das falhas observadas antes da
censura se tornar progresslvamente completas, comparando com {¢) que
jlustra o grafice com a mesma amosira completa, sem considerar a

CensSura.
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grafico 2.86.2 - transformacdo Padronizada T.T.T. empirica sem corregio
(#)}, com correcgiio (b), de uma amosira simulada da distribuigio
exponenclial com parameire =4, com 50 elememtos, censurada por uma
distribuiclo de Weibul com parametros «=i e B=2, censurando os malores
valores da amostra a partir de um determinado wvalor I, e em (c} a

mesna amestira sem censura,

2.7 - TQT - UMA GENERALIZAGAO DA TRANSFORMACAQ DO TEMPO TOTAL
EM TESTE

Em 1977, Jewell Introduziu uma generalizagldoc da
Transformacic Total Time om Test, como proposta  para analisar
conjunto de dadogs na ldentificagBo de modelos e na estimagho de
parametros., Esta generalizaglo mostrar-se-d particularmente utll no

caso de inferéncia em familias com riscos proporclonals.
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Una fungBo de sobrevivéncia pode ser escrita
como F{x/6)=exp{~R(x/8)), onde R(x/6) é a fungiio de risce acumulada,
dado um parémetro €. Uma maneira conveniente para parametrizar esta
forma ¢ supor que R(x/8)=6xQ{x), sendo Q{x) uma fungho mondtona, nio
decrescente. Assim, Q{x) conterd toda informegio sobre a forma das
falhag, devido a sua relacBo com R{x/8), preservando, para tode 8, as
propriedades de I.F.R., I.F.R.A., etc., Tal funglo de risco & chamada
protétipo cu unitaria.

Em termos da funglio de sobrevivéncla e da
densidade, uma familla com risces proporcionais pode ser definida

COmo:
Flarg)=expl-oxQ(x)] ou f{x/8)}=6xg{x)expl~6xQ(x}] (2.32)
onde qfx)=dQ(x}/dx.

Notemos qgue a familia de distribulgdes de Welibul

com parametro de forma dado, pode ser escrito da forma (2.32} com

Q{x)=xﬁ.

A familia com riscos proporcionals apresenta as
seguintes propriedades:
ilinclue as distribuigdes Exponencial, Weibul com parémetiro de forma
dadeo, e a Gumbel ou Valores Extremos.
i1) Um tempo de vida aleatérlio, X, com distribulgioc (2.32) e @

inteiro, pode ser interpretade como mein(Yl,..‘.Yei, onde

Fr{¥i>y} = expl=-Q(y)}, para todo i=1,2,....9.
111} Pode ser razoavel pensar que a produgfo de diferentes lotes
de componentes, sob condigbes varifveis, mantém a mesma forma
da funcio razéo de falhas, mudando somente a intensidade relativa

das falhas.
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Analogamente a Barlow e Proschan, 1875, .Jewell
definlu a Transformaglio Total § on Test (T.7T.Q.T.) para uma
distribuigio F, com respeifc a @ como:

Fn
HMI{t)=H;1 (€}=J {1~F{u)1dQ{u) Osts1, (2.33)
ris o

-1
onde HF!Q, a lnversa de Hrfq’ é a distribuigéio em [O;ul, e

. F i
u=H_ (1}=} {1-Flu)1dQf{u) = w, (2.34)
FrQ 0

e & a médla de F se Qix}=x, a transformagfo Total Time on Test usual.

No caso de familias proporcionais, onde
Flx)=expl-oxQ(x}1,

Fhen 1-"“‘(:11

exp{—ﬂxQ(u}]dQ(uhf i dF(u)=eie, (2.35)

s | -

Para uma funcéo de falhas genérica,
Fix)=expl-R,(x}1,

-1

dff = {t) q{x)

_____g_,_;_{z__ i e £2.38)
=Fiey Tpf

onde rF{x) = dRF(x)fdx e qixi=dQ{x}/dx.

Portanto, se fizermos um grafico com &
transformacio T.0.T. para uma funclo @ previamente escolhlda, podemos
lsolar areas onde r(x) for malor {menor) do que g{x), como as regides
onde a T.T.Q.T. tenha InclinagSo menor (malor} do que a fungio

prototipo.
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Constantes de proporcionalldade podem ser
eliminadas considerando a Transformagfo Padronizada Total Q on Test,
T.P.T.Q.T., lﬂjQ(tLdgjq(l). dando-nos uma funglo coniinua crescente

no quadrade unitarioe.

Noe caso de familias proporcienais, segundo
{2.38), quanto mals préxime a Q(x) escolhida estiver da forma de R(x),
wais proxima a T.P.T.Q¢.T. estara da reta de 45°, no quadrado unitario,
come & distribuigio exponencial, quando conslderames a Transformacio

Padronizada T.T.T. em que Q{x)=x.

A definigdo da transformagBo T.Q.7T. Empirica, da
transformagio Padronlzada T.G.T. Empirica e de suas propiledades é a
mesma que para a transformagéo T.T.T., bastande para tanio substituir
em {2.14) a {2,19) Z“n per Q{Zun) onde Z“n & o l-ésimo elemento de

uma amostra ordenada de tamanho n.

Como exemplo de um caso particular, simulamos
uma amostra da distribuigio de Weibul com parametros o=2 e B=2,
pertencente & familia com razfic de falhas proporcional onde
Q{x)=xﬁ,sendo B o pardmeiro de forma. Na figura 2.8.1 abaixo vemos em
(2} a T.P.7T.Q.T. para Q{x)=x e em {b} a T.P.T.Q.T. para Q{x):xz,

-2
u ¥ T T t g ¥ ¥ T t ¥ ! ! T ¥ T T y 4 g
mf md 2y ¥ ®: &3 4 AT &R R 1D =8 &' A&y &F BX A% RE AP GR UM M
i} i
¥ [£2]

figura 2.7.1 - grafico da transformagio Padronizada Total § on test para
uma amostra simulada da distribulgBo de Weibul com parametros a=2 e

8=2 com Qlx)=x em (a) e Q(z}=x" em (b).
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2.8 ~ EXTENSAO DA TRANSFORMACAO T.Q.T. EMPIRICA A DADOS COM CENSURA
MULTIPLA

Suponha que estejamos analisando tempos de vida
de uma amostra de n itens, dos quals k correspondem a falha e os nk
restantes sfo tempos censurados, com censura miltipla. Ordenando os
tempos da amosira, O‘m‘zﬁmszlms....sznm. e consequentenente Z's7%=
.‘.£Zk, vs tempos correspondende a falha, e estimando a disiribulgio
acumulada F pelo método de Kaplan & Meler, podemos deflnir a
transformacio Total ¢ on Test empirica, T.Q.T.E., para dados con

censura maltipla da mesma forma que em {(2.28) pele expressio

-1
. Ly def. K (L1} ) i .
Hy /Q[""f{”“] o J . K (u) dQlu) = ZLr % [Q{Zr} -z )]
B r=l
1% [ = k. (2. 37)

Asgim sendo, a transformagdo Padronizada Total Q

on Test Empirlca é definlda como

) K:u,a}
-1 i =
B’K fQ[_ﬁ_] . Kn{UJ dg(u)
n n 15 1= k. (2.38)
gt [k ] K (L)
K00 " =
B K (u) dQtu)
lo "
Como na segdo (2.4),
-1 i
f fQ["”ﬁ""} W (1)
n N - Ostsl {2.39)
wi k H (u) .
By /Q["ﬁ"] F/Q

n

uniformemente, quando n — », /n — t e k/n - u.
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Em outras palavras, a transformacfic Padronizada
Total @ on Test Empirica tende a se comportar como a transformagio
Padronlzada Total Q on Test quando o nimero de observagBes cresce, e
isto pode ser usado para estlmar parfmetros para a distribuicdo
ajustada, pela tentativa de diferentes fungbes @, até que uma delas

seja a apropriada.

5e a censura for forte serd recomendével, tanbém
neste cago, usar a correglo, que corresponde 2 multiplicar (2.38) por
K (Q(Z")).

Analogamente ao caso exponencial, em que Q{x)=x,
podemos, escolhendo adequadamente a transformagfo Q(x), ldentificar
caracteristicas especials, pertencentes a algumas distribulgdes, tals
como as formas céncava, convexa ou uma combinagBo das mesmas, que
serdo faclimente Identificévels por Inspegfio. Entfio, pelo .usoc da
sobreposicio gréfica de familias, poder-se-& ldentificar visualmente -
ou por méltodos tals como os que definiremos nn capitulo III ~ aguela

gue melhor se aproxima da distribuigfie final.

0 use de sucessivas tentallvas para diferentes
formas de @, no grafico T.Q.T., pode ser efeluade como sugestfo a uma
nova modificagfio empirica em @, até que a forma de Q{x) seja

apropriasda,

Novamente come exemplo, para o casce particular
de uma amostra de uma distribuiclic de Welbul, simulada com 50
elementos e com parémetro de forma £, podemos identificar tal
paréametro, tentando sucessivas formas para Q{x), apropriadas a esia
distribuicgio, tals como Q{x)=x; Q(xl=xLS; Q(x)xxa.

Ao fazermeos os graflcos correspondentes, como
abaixoe, figura 2.8.2, poderemos identicar visualmente uma distribuigio
pertencente & classe com fungido razico de falhas proporclional gque
melhor se ajusta.

-
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figura 2.8B.1 - gréfico da transformaglo Padronizada T;Q.T empirica
para as varlas fungfes ( sajustadas onde (a}:Q(x)#xg, {b}:Q(x)was,
{c}: QY x)=x pars uma simulacio da distribuigfio Welbul com parfmetros
a=4 e fi=2,

Se a amostra estiver fortemente censurada a
partir de um certeo momento t, propomos a utilizacfio da transformacdo
Padronlzada T.Q.7. empirica corriglda come definida anteriormente,
possibilitando a obtenclfio da forma de Q adegquada mos tempos de falha
abservados na amoestra, conforme os grafico da flgura 2.8.3 abalxo,

correspondendo a mesma amostra gerada para a flgura 2.6.2 acima.
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figura 2.8.2 -~ grafico da transfermagio Padreonizada T.Q.7T. empirica
gorrigida para varias funcbes Q ajustadas onde (a}:Q{X)=xa.
(b):Q(x)le‘s, (c):Q(x)=x, para a mesma amostra gerada  na figura
(2.6.2), mas censurada gradualmente a partir de um determinade pente

por uma distribuigéo de Welbul com parameiros o=18 e £=3.
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CAPITULO 111

TESTES DE HIPOTESE PARA RAZAO DE FALHAS E Q CONCEITO DO T.T.T.

3. 1-INTRODUCAD

Dentre as varlas classes de distribuicles de
vida que modelam caracteristlcas Iimportantes do envelheciments,

destacamos:
i} razdo de falhas crescente (I.F.R.)
1i} razfio de falhas crescente em média (I.F.R.A. )

ii1) Hove & melhor que usado em esperanca (N.B.UWE.)

e meus respectivos duais D.F.R., D.F.R.A. e N.W.UE., cabendo neste
ponto uma observacgio que 1.F.R. = [.F.R. A, =» N.B.U.E.

Varios testes tém sido sugerilidos para testar
HB:F & a distribuic¢io exponencial
conira

H1:F tem coutra distribuicgio que nio a exponencial,

onde esta outra distribulgdo pode ser a I.F.R., LF.R.A ou N.B.UE,

ou qualquer outra.
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Estes testes podem ser encontrados em Proschan e
Pyke (1967), Barliow (1988) e Bickel e Docksun {1969), gquando a
distribuigio alternativa for a I.F.R., Barlow e Campo {1975) e Bergman
{1977) quando for I.F.R.A. e por Hollander e Proschan (1875) e Koul
(1978) quando for N.B.U.E. além de outros testes considerande familias
de disiribulgdes como as gue tém forma de banheira, Bergman {(1878) e

darset {1985} que descreveremos neste capitulo.

Ao se estudar o mimero de cruzamentos do grafico
T.T.T. com & reta de 45° de inclinagdo no graflco unitarlo, e da
posicie dos mesmos, obtemos informacbes Utels a respelto da amostra em
estudo. Partindo-se deste principle, gslguns testes procuram uma
distribulgfio para o nimero de talg cruzamentos ou para estatisticas

que descrevam a proximidade da curva com 2 reta.

fiuando algumas observagdes da amostra estéo
censuradas, uUsamces o estimador de Kaplan e Meler conforme

degerito no capitulo I7.

Negte gaplitulo, que dedicamos a tesies,
apregentaremos as ldélias inlclals dos testes de hipdleses relaclonados
a transformagio T.T.T., e um deles, onde consideramos razéc de falhas
monGtona contra propriedades de I1.F.R.A., proposto por Barlow e Campo
em 19758. Veremos também um teste proposto por Aarget (1985), testando

exponenclalldade contra distribugdes com razfo de falhas "bathtub®,



3.2-TESTES PARA RAZAQO DE FALHAS BASEADOS EM DADOS CENSURADOS

Seja X1,X2,..., % variavels aleatérias
independentes com distribuicgBic de vida F. Suponha, entretanto, gue
somente observamos Zi=min{Xi,l1}, onde Li, i=1,2,...,n, sic variavelis
aleatérias ou constantes, como deflnidas no capitule 1I. Por
conveniéncela, suponha que as n unidade foram colocadas em teste no
tempo t=0 e que a unidade [ tinha ldade a1 guando o teste comegou. Ela
& retirada do teste ao tempo Li>wmi, se ela ndo falbar ne intervalo
{os, L1).

Sob &g suposicies aclma, Vamos definir
OZo:n%Z1:n%,,..32mn 05 tempos ordenados, e 05205215....32? 05
primeireos k tempos de falha cbservados, Segundo a definigdo de perda,
dada anteriormente, quando observamos Z1 e if+1, sabemos gue perdas

podem ocorrer neste intervalo e k €, em geral, uma varldavel alealéria.

Seja n{u) o numero, aleatério, de itens em teste

até o tempo 4, e gue

i

Z
1 nluldu {(3.1)
z

representa o tempo total em teste entre a i-1 e & i-¢sima falbha

observada, tal que,

X .
T(x)m[ nlu)du {3.2)
0

é o tempo total em teste até o tempo x, uma soma finita, J& que n{ul é

uma funcéo de passos, nesie caso.
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Barlow e Proschan, 1889, mostirarem que, sob o

modelo exponencial, Glx)=l-exp(-x/el},

z? z ® z ¥
rr i, s, L. riurdu {3.9)
0 7t

z,k-!.

s8o0 distribuldos como varidveis aleatdrias independentes, cada uma com

distribulcfio exponenclal F{x)=1-exp(-x/9).

Segue—-se entio, condliclonadeos a observarmos Kk

falhas, que
i 7}
1 }: J zjwin(u)du
THZ) =1 . , i=1,2,...., k-1 (3.4)
T(Z") z
n{u}du
0

sfio distribuldas como k-1 estatisticos de ordem de uma distribuigio

Uniforme em (0;1}.

Se definirmes, entiio,

H
g =2 ysr2,..., k1, (3.5)
ket T(Z)
E(Ui:k-13=~«§(-. 1=1,2,....,k1, e o grafico T.T.T. tenderd segulr uma

reta com inclinagiio de 45°.

Os cruzamentos com & reta de 45°, ne Caso
exponencial, sfo lmportantes, quande analisamos uma amostira com as
observacdes transformedas pele T.T.T.. Os testes que usam o niGmero de
cruzamentos come estalistlca sic baseados no seguinte teorema, provado
en Barlow e Campo, 1975:

S
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Teorema 3.1

Se F & Exponencial e k ¢ o numero de falhas
observadas, com o esquems amostral definide anteriormente, entfio
Plgrafice T.T.T. cair acima da reta de 45°]=

Plgrafico T.T.T. cair abaixo da reta de 45’“]:% .=

3.2.1- A DISTRIBUIGAD NULA PARA UM TESTE DE RAZAQ DE FALHAS CONSTANTE

Varios testes baseados no graficeo T.T.T. para
ftestar exponencialidade contra I.F.R.A. sfo propostos por varios
autores. Barlow e Campo (1875]) sugerem alguns. Entretanto, segundo
eleg mesmos, tals testes tendem a ser bons somente quando a
aliternativa para exponencialidade ¢é bastante marcante. Sugeriram
entfdo, um procedimento para teste, usando o nimerc de cruzamenios, que
definiremos Ck, entre ¢ grafice T.T.T. e a reta de 4S°, gsendo tal
teste nflo viciado e consistente, assegurado pelo teorema 2.2 e pela

proposicac 2.2.

A dlstribuicio exata e a assintdética de Ok, sob
2 hipbtese nula de razfio de falhas constante, foi oblida por Bergman
(1977). Para tais distribuigBes precisaremos de algumas definiges,

dadas a seguir:

Definiges 3.1

~Cruzamentos:

Um cruzamentoe de balxoe para c¢lima do gréafice
T.T.T. & a8 reta de 45“. Cr.b., ocorre no intervalo (isk;(i+1)/k],
se Uik-1<i/k e Ui+tek-az{i+i}/k, 1=1,2,...,k~1, onde Us:ee1 €& como
definido em 3.5.
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Um cruzamento de cima para balxe, Or.c., ocorre
no intervalo (i/k; (I+1} /K], i=1,2,..., k"2, se Uisk-1> 57K e
Uierix-15(1+1)/k.

Um cruzampente, Cr., é tante um cruzamento de
baixo, Cr.b., ovorrendo em (1/k;{k~1}/k], gquanto um cruzamento de

clma, Or.c.

Observe 4que, pela deflnigdo, um Cr.b. no
intervale ({k-1)/k; 1] n8o & um cruzamento, Cr. A definicglo de Cr.b., a

qual pernite uwm cruzamento ccorrer em i fol felta por razées Lécnicas.

Seja Kx o nimero de Cr.bh. e Cx o nlmero de

cruzamentos. Temos a relagéo basica

Cr=2x Ky~ Au—Sk {3.8}
onde,

{(U1:k-1€1/K)

1 se o ponto {(1/k;Uiik-1) cal abaixo da reta de 45°,
Syp=
0 caso conirario

e

Ap= (w1 w-12€k~1)/k)

1 se o ponto {{k~1)/k;Uk-1:x-1} cal abalixo da reta de 45°,
0 caso contrario,

Esta relagio é facllimente comprovada
considerando~se as quatro formas possivels que o gréfice T.T.T. comega

e termina em relaclo a reta de 45°,
Deste  modo, g distribuicio de Ok estd

determinada essenclalmente pela distribuigio de Kk, dada da seguinte

forma
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it-1~-2

_ayirl -1 i {(k+i) (k-1)t
{~1) x[ ; ]x[l]x e TR = . {3.7)
4]

PlKiz 3l= Z

J-1
1=Q i=

restringinde j como mendo menor que k-1,

A forma de obtengfo desta distribuicfo pode ser
encontrada em Bergman, 1977.

Trivialmente, P{Kuz(k+1)/2)=0.
Como o nomero de cruzamentos, Ok, & determinado

por Kk, d&x e Ax, podemos usar as segulntes probabilidades para
determinar as distribulgdes de Ck:

Para jsk-2,
j-1 1
L o [0 () G152 (k1)1
Pl Kuz J/Ak=1]= 5: E: (-1 x[ i ]x[l]x (o8 ® = ,{3.8)
=0 1=0

) ! k-1-1
. i) (k+i-1) (k=1)1
PLEx=], 8k=0]= Z Z (—-1)'i 1x[‘g]x[j] X =1 X ——,  (3.9)

k
1=0 1=0

3 : Kelwl

\ a1 [3) (1) (ke1-2) (k~1)1
O N I R I e 630

=0 1=0 k-1
Juntamente com

k-1
PlAk=1] = P[Uk-mqs 3‘{}] = [’i;i] (3.11)

Ja que Ux-1:k-1 é estatistica de ordem de uma distribuigfio uniforme em
{0:1), podemos obter a distribuiglo de COk:
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PiCu22x j] =PlEkzj+1]+P[Kez], 81=0, Ak=0]~P| Kx=J+1, 8x=0, 8k=0]
= PlKezJ+11+P{Kiz j, 8x=0]-P{ Kz j+1, 5%=0]
—P[Ak*l]x{P{Kkaj,6k=0]Akm1}"P[KkkJ+1,ﬁkmO|ak=13},
para jz1, {3.12)
e
P[Ckz2x J+1] = PlEuzj+1, x=1, Ax=0]+P{KxzJ+1, 8x=0, Ak=1]
= P{KkzJ+1]1~{Plak=1IxP[Kuz J+1 | bk=1]-PlKur j+1, Su=0]
+P[ Bie=§ | 2P Kk j+ 1, 8k={}]£u<=1 1}+PLAR=1 Ix P Kk J+1, Sk=0 |£mm1}
= P{KkxJ+1]+PlKiz J+1, 8x=0]-P{Ak=1]xP[ Kxz J+1 | Ax=1]
para Jz0. {3.13)

Como exemplo,

PICkz] J=P[Kix1]+P[ Kx1, 8i=0]~Pl fk=1]xP[ Kkz1 | Ak=1]=

fk=1 k-1151 1 k-1t . 2
“{k}*’{k]- k"'[k] -1""“"&** (3.14}
=4
K2
PlCi=2] = 1 —mlm+-"3§-—?mx [-i}-] . (3.15)
K K K

A seguir, temos na tabela 3.1 algung valores
para P{Cwx=]}]l, calculados a partir da distribuicfio obtida, com diversos

valores para k ¢ J.
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J

0 1 2 3 4 5 8 7
k
4 (0.50000.406310,0937 .
5 10.400010. 41120, 16000, 0288 .
T 10,2857 10,3734 0. 22080, 0868 |0, 0232
8 10.2800:0.350610.231410. 123610. 0444 .
1010. 200010, 3087 |0. 2349 10. 1605 |0. 0865 0. 0284 . .
1510, 13330, 233010, 2106 (0. 182810, 1151 {0. 0683 0. 0281 [0, 0119
2010, 100010, 185710, 18180, 1808 0. 13330, 1015 0. 0545 {0. 0313
3010, 0867 (0. 131410, 13910, 1865 |0. 1346 0. 1264 0. 0843 0, 0658
5010.0400(0.082710.0928]0. 123210, 1113 0. 1227 |0. 0873 0. 0839

Tabela 3.1 - PlCx=)J} ~ Probabilldade do nimero de cruzamentos
para uma amosira de tamanpho k.

Bergman também obteve a distribuicfio assintética
do nimero de cruzamentos, dada por

2 2
P{C&akif?xj] — e T8 gquande n — w, (3.18)

verificando que tal convergéncia € lenta.

Se usarmos 2 T.P.T.Q.T.E. em uma amosira que,
supostamente, tem uma distribulg¢fo pertencente a uma familia com razéo
de falhas proporcicnal, como a Welbull por exemplo, podemos aplicar o
teste para verificarmos se a amostra provem desta distribuigio ou nfio,
J& que o comportamento do grafice, guando a forma Q for a correta, € o

mesmo da distribulgfio exponencial se Qlx)=x.

Por simulaclo, estimamos a curva poder para este
tegte considerando dols tamanhos de amostras, tendo como classe de
distribuicfes alternativas a distribuigfo de Weibul, com f.d.a. dada

por
F(t) = 1 ~ exp {~(t/)f}, 20, w0, B0 e g#1.
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A famila de distribuligdes de Weibul, Juntamente
com a distribuiglio exponencial, caso particular da Weibul com B=1,
constitul uma familia muito utilizada em confiabilidade, com unma
particularidade de pertencer a classe D.F.R.A. para B<l e I.F.R.A.
para B>1.

Tonamos dols tamanhos de amostra, 20 e 50, e
estimamos & curva poder do tesie contra B#1 na distribuicéio de Weibul.
Com nivels de slgnificancia iguais a 0.10. U numero total de
replicagbes fol de 11.000, 1.000 para cada valor de B8 invesilgado
{(0.3; 0.5 0.7; 0.8, 0.9; 1; 1.1; 1.2; 1.3; 1.5 1.7},
tamanho de amostra.

para cada
He figura 3.2.1 vemos o comportamento da curva
poder pars os dois tamanhos de amostira, e como podemos ver o poder

do teste € tanto malor guanto major o tamanho da amostra.

+
23]

T 3 T T ¥ T T ¥ T T T
o0 b3 44 06 08B 18 17 14 HE 1.8 io
BT

figura 3.1 - grafico da curva poder estimada para testes contra B#1 na
distribuicéic de Welbul. 0 nivel de slignificancia sfic iguals 2 .10
para os dols tamanhos de amostra de tamanho 20 { ~) e B0 (-},

0 principal mérito do teste baseado em Cx & a

facilidade com que ele pode ser aplicado a dados de falha em um
grafico T.T.T. ou T.Q.T.
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3.2.2 - UM TESTE DE RAZAD DE FALHAS CONSTANTE CONTBA RAZAC DE FALHAS
"BATHTUR",

Uma. classe de distribulgfes de interesse & a com

razic de falhas em "forma de banhelra", Ja definlda anteriormnete,

Quando vistas em um grafico T.T.T,, tals

digtribulgdes tém uma forma peculliar, conforme a figura abalxo:

vy

1 W A e ) -

ool . T Ay T g 1 I}
figura 3.2 - grafico de uma amosira proveniente da c¢lasse de

distribulgdes em forma de banheira em um grafico T.T.T.

Bergman, em, 1979, sugeriu um procedimenio para
testar exponencialidade contra a classe de disiribuigBes com razfo de

falhas "Bathtub". Para isso, definiu

Vn=min{izl:izi/n}, (3.17)
Mn=max{isn-1:Uisi/n}

Gnﬂ( n~Mn ) +¥n.

rejeitande a hipétese de exponencilalidade quande Gn ¢ grande., A
motivagio para este teste & que, gquando a distribuigfc tem uma razfio
de falbas “Bathtub", entfo podemos esgperar que, tante Vo quantc n—Ma

serde relativamente grandes. On, obviamente, tomard valores Intelros

em [2;n+1].
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Definiremos as  expressdes para  P{Gn=i],
I=2,...,m]l, sob & hipétese de exponenclalidade encontradas por

Aarset, 1985, assim como a distribuicio assintética,

Como J& wvimos no Inicio deste capitulo,
Jisn, ..., Un-1:n  s&o distribuidas como estatisticas de ordem de n-1
cbservagfes Independentes de uma distribulgBio uniforme em {(0;1).
Seguindo sugestfes de Bergman, 1979, a dlstribulgio nula de Gn,
considerando o experimento de se colocar aleatoriamente n~1 bolas, os
U's, em n celas, os intervalos {{j-1)/n;J/n}, J=1,...,n e contar o

numero de bolas em cada cela & dada a segulr,

Primeiro considera-se os eventos {Gn=i} onde
I=2,,..,0~1, observando que {Gv=i} pode ser escrito como uma unidoc de

eventos disjuntos da seguinte forma:

13

1Go=i} = U [{Fo=v} n {Ge=1}]; i=2,...,n~1. (3.18)
v=1
Entéo,
{~%
FlGn=t]= Pi{Vo=v} n {Gn=i}]; I=2,...,n~1. (3.19)
vl
Segunde Aarset,
_ ~ {n-1)1 v =1 i 141
P[{an—v} ﬂ {Gﬂ:"’i}}"‘“ (V*I}!X{n—ii'l}!x(i"v"l}! x ["ﬂ] x [""I"i""]
I~vy=1
x[ﬁ] x L A ge2. .. nelivel, ..., i-1,  (3.20)
n Y i-v
e
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1-1
= im {n~1)1 M T ) S P
F[Gn'i}*z (v=1)tx{n-i¢1 ) fx{iev~i71 * [ﬁ] X [T} X [ME"]
vl

WL
A4

X e x pho i I=2,...,001. (3.21)

Considerandoe agora, ©» evento {Gn=n}, temos que
esse evento ao evento {FesMo}, o qual ocorrerd se e somente se
o grafice T.T.T. cruza a disgonal somente uma vez, e de baixo, em unm
dos pontes [J/n; i/nl, J=i,...,n-1. Mas este evento tem probablilidade
zero, ou seja, PlGn=nl = P[Uj:n = j/nl=0, J=1,2,...,n~1,

Finalmente, vamos considerar o evento {Gn=n+i},
Para obtermos P[Ge=n+1], iremos precisar de algumas definicles dadas
por Bergman, 1877, e descritas em 3.2.1, definindo os tipos de
eruzamentos.

0 evento {Ga=n+1} pode ccorrer somente de trés
manelras disjuntas: se o grafice T.71.T. permanecer completamente acima
da diagonal, se o grafico T.T.T. permanecer completamente abzixe da
diagonal e se o grafico T.T.T. tiver somente um cruzamento da diagonal
e este cruzamento for de baixo, Cr.b., no Intervale (1/n;{n-1)/n}. A
probabllidade de cada um des dols primelros eventos &, segundo Barlow
e Lampo, 18975, lgual a 1/h. gconforme dado no teorema 3.1, neste
capituleo. A tercelra possibilidade pode ser expressa como {Ca=l, Su=1},

de acordo com a notagho introduzida em 3.4.1.
Derivando entfe, teremos
P[Co=1, 81n=1]=Pl Cn=1 }~P] Ko 1, 800, An=1]=
PLCo=11-P{ An=1]xP{Kn=1, Sp=0/8n=1]. {3.22}

Como as probabllildade acima J4 foram deduzidas

em 3.2.1%1, teremos:
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. 1L & n+l _
PLOn=1, Sn=1]=-2- {[»-E-] 1}, (3.23)

e, finalmente,

n-2

.2 a1)"2 2 2 n+1)"7
PIGn—-»n+1]-—--r-1— x {[’"ﬁ"—] 1} + o = o x [ n ] . {3.24)

Resta forma, a distribuicic de Gn estd completamente conhecida sob a

hipétese de exponencialldade.

Para alguns valores de i, temos a tabela abaixo
que fornece alguns valores para PlGnzn-1], que sfo obtidos através das

f'érmulas acima:

i 10 50 100 150 200
~1 0.42872 0.10348 0.05303 0.038565 0.02688
1 0.466898 0.11081 0.086873  (¢.03811  0.02869
2 0.51102 06.11843 0.060G41 0.04055 0,03051
3 0.56003 0.12564 C.0638B9 0.04284 0.03222
4 0.61577  0.13257 (.06718 0.04489  0.03383
5 0.68138  0.13927 0.07030 0.04703  0.03534
8 0.78202  0.14578 0.07328  0.04887  0.Q3877
7 0.88578  0.18217 0.07817  0.05082 0.03814.
8 1.,00000 0,15846 0.07885 0.052581  ¢.03845

Tabela 3.2 ~ PlGuen-i] para valores seleclonados de I e n
Aarget tambén encontrou a distribuicso

assintética do numero de cruzamentos., Do resultade obtido para

PiGw=1]l, i=2,...,n-1, obiem-se
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k+1
e T m k Y. b
iiﬁ Pl Gr=n~k] = 2 x e % exp{-k); k=1,2,... {3.25)

ou seja, uma aproximacho pode ser dada por

k+1

X TRRTIT % expli-k) {3.26)

e 2
PlGn=n-k] 5

onde tal formula & valida tanto para Gon=n+l quanto para Go=n,
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CaPITULO 1V

ESTIMACAC DE PARAMETROS DA DISTRIBUICAC DE WEIBUL

4.1 ~ INTRODUCAO

Apllecaremos agora os conceltos esiudados nos
capitules anteriores a alguns problemas de estlmagio de particular
interesse na préatica. Proporemos, neste sentido, um estlmador para
parametros da distribuicho de Weibul, que tem se mostrado eficaz no
tratamento de amostras censuradas, quando comparado com o método de
maxima vercossimilhanga, implementado no procedinmento LIFEREG do SAS -
Statistical Analysls System.

Apresentaremos neste capitulo resultados de
simnuiacio que permitem uma avaliacgBo comparativa dos dols métodos

conslderando dados submetidos a diferentes estruturas de censura.

incluiremos também uma anadlise comparativa sobre
deis conjuntos de dados reals. O primeiro deles analisa os dades de um
exempleo utillzado por Barlow e Campo {1875) sobre tempos até falha de
frelos traseiros de tratores Caterpillar. O segundo exemplo analisa
os tempos até falha de equipamentos eletrénicos provenientes do
servigo de assisténcla técnlca de uma empresa local. Estes dados foram

devidamente alterados para manier o sigilo.
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4.2 - ESTIMACAQ DE PARAMETROS DA DISTRIBUIGAO DE WEIBUL
CONSIDERANDO OBSERVACGES CENSURADAS USANDO O T.Q.T.

Com as transformactes e resultados do capitulo
I1 & 111, wveriflcanos que akbravés do graflco da transformagBo T.(.7T.
Empirica, quando usamos o estimador de Kaplan e Heler, dispunhamos de
informagles suficientes para estlmarmos os parémetros da disiribuigio
de Welbul, quando o grafice indicava ser esta ums distribulgfo
possivel de ser ajustada sos dados egtudados, através de certas
caracteristicas préprias apresentadas por esta distribuigfe guande

aplicada a trapsformagio Padronizada T.T.T.

Sendo uma distribulgo de grande utlllidade em
gonfiabl lidade, a distribuigfe de Weibul possul caracteristices

apropriadas a muitas das populagtes estudadas.

Ezsta distribulgio tem f[unclo de sobrevivéncia
dada por

Fix) = exp [*(XK&)B], x>0 B>0e x>0 (4.1)

com « chamado de parmetro de escala ou vida caracteristica, desde que
ele & sempre iguasl a 100x{i-exp(~1}) = 63.2-ésimo percentll. « tem a

mesma escala de ¥ e B ndo tes escala.

A flexibilidade da distribulcgico de Welbul esta
patente em suas ceracteristicas, pertencentes a classe de
distribuicdes com taxa de falha decrescente guando 8 < 1, a classe de
distribuicdes com taxa de falha crescente quando 8 > 1 e a

distribuicio exponencial quando B = 1.
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Pertencente a classe [.F.R.A., possue a forua
"estrelada”, o que lhe confere  caracieristicas facilmente
identificéavels no grafico da transformagio T.T.T., devide a sua perda
de curvatura a medida que oz valéres na abscissa do grafico se
aproximam de 1. Perience também a familia com razdo de falhas
proporeional, permitindo a apllcacfico da transformacfo Padronizada
T.0.T. Empirica.

Com as caracteristicas acima verificadas no
grafico da transformegio Padronizada T.0Q.T. Empirica e com os valdres
egtimados para a funglo de sobrevivéncia através do estimador de
Kapilan e Meler, estimamos o parmetro £ através da transformacio

Padronlzada T.Q.T. Eapirica.

- Fgtimegao do Parémetro de forma B

Para estimar o parfmeiro B da distribulgso
de Welibul, o métode gque estamos proponde segus os segulntes

PasSsos;

1 ~ Defline-se um intervale de possiveis valores de § e divide-se este
intervalo em sublntervalos de amplltude pré-fixada com pontos de

subdivisio ﬁl < 32 < .., < 6a‘

2 - Para cada B}, 1 % J = M, calcula-se a transformada Padronizada
T.G.T Empirica generalizada, com Q{x) = xBj. A seguir c¢alcula-se o

valor correspondente da estatistlca Ci{ﬁj) definida na seglo 3.2.1.

3 - 0 valor estimado de B serd % = Bjﬂ

onde ﬁj* maximiza Ck(BJ) para 1 s j = M.
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- Egtimag8e do Parfmetro de Escala «

ApOs a estlmagio de B, a estimag@o de « segue os

segulntes passos:

1 ~ Com a estimativa de F, dada por Rg, determina~se o wvalor

Kﬂ(Zk] onde Z*° ¢ a Gliima falha observada na amostira.

2 - Inverte-se a relacgio

R(Z )= expl-( z"/a)ﬁl (4.2)

resultando em

K
- Z (4.3)

[ t-topt (2 A ]

i
i

Ze entre os udltimos temposg observados constar
tempos de falha, isto ¢, se k estlver proximo a n em Zk, conglderande
anostras com censura, tem~se um indicative de gue ndo existe censura
farte e, para estimar «, usamos ¢ estimador de mdxima verossimilhanga

em vez de (4.3}, dado por

K 1/8
};E " Z {z‘J& (4.4)
1 =1

Qo
i

A estatistica Ck, descrita em 3.2.1 e utilizada
come critério de escolha da melhor fungio Qi{x) ne estimaglo de B,
cumpre no método acims descrito a funglo de avallar a disténcia entre
dois graficos. Exlistem outpos critérios de se avallar esta disténcis,

o que nos permitird extendermos este trabalho nesta dlireglo,
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4.3 - COMPARACAO DAS ESTIMATIVAS COM AS DO LIFEREG DO SAS

Para wuma comparaglo de resultados usamos o
procedimento LIFEREG do BAS, Statistical Analysis System, que ajusta
modelos paraméirlicos a tempos de falha que podem estar cénsuradog a
direita. Os parametros, neste procedimento, s#c estimados por méxima

verossimilhangs usando o algoritme de Newton Raphson.

Por simulagio, conforme descrito no apéndice
Ai.1, geramos amostras de tamanho 350, sem censura, tabela 4.1, com
censura maltipla, tabela 4.2, e censura miltipla forte pelo tempo em
i, o tempo médio de vida até falha das distribuigies de Welbul,
tabela 4.3,

Para cada Lipo de censura, e cada comblpagfo dos
parémetros da simulagio, estimamos o e B pelos dols mélodes gerando os

resultados das tabelas.

Obgervando as tabelas, wvemos que o métoedo
proposte produz resultados bastante préximos ac do método usado pelo
LIFEREG quando a amostra é sem censura, ocorrende variagdes devido a

aleatoriedade das amostras geradas.

Pare as amostras com censura multipla, nas
tabelas 4.2 e 4.3, os resultados do métode proposio se mostram
superiores sos do LIFEREG, assim como em todas as simulagdes alé agora
efetuadas, sendo que os resultades do LIFEREG se mostram bastante
distorcidos quanto malor o grau de censura, princlpalmente se esta

censura for forte apés um determinade tempo.
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Para eliminar as flutuagdes devido 2
aleatoriedade, e estudar algumas caracteristicas do estimador aqui
proposte, € nossa intengBo estudar a distribuiclBo destes estimadores
astravés do metode Bootsirap, descrito no apéndice Al 2, comparando-as
com ¢ LIFEREG.

A conclusi@io a que chegamos & gue este método tem
até agora se mostrado Gtil quando temos amostras com censura miltipla,
apregentande resultados superlores ao LIFEREG que, dlante dos
resultados obtldoz nas simulacgles, nfo tem se mostrado confldavel

quando & censura & forte,

De modo a aplicarmos o método a dados reals,
apresentamos apés as tabelas dols exemplos, seguidos do grafico da

transformacéo.
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VALOR REAL DO VALORES FSTIMADOS PELO VALGRES ESTIMADOS PELD
PARAMETRO LIFEREG - SAS T.Q.7T.
o« B o 8 o g
5 0.5 4,548 0.53380 4.685 0. 5585
5 1.0 4.710 0.99393 4. 650 0. 965
5 2.0 4,583 2.02008 4.610 2.080
5 3.0 5. 068 3.13498 5.038 2. 985
19 0.3 7.344 0. 29788 8.759 0. 340
10 0.8 18.378 0. 48570 15. 494 0. 490
10 1.0 10.833 0.98860 10.643 £3.930
10 2.0 8,282 2.30015 g. 230 2.230
10 3.0 10,332 2.788%84 10,253 2.850
100 0.3 104, 930 0. 35669 88, 192 0.320
100 0.8 71.704 0.50943 68. 481 0.4658
100 1.0 84, 640 0. 97628 86. 990 1. 040
100 2.0 104. 502 2.11954 105. 845 2.235
100 3.0 84.334 2.65588 §3.244 2.470
200 0.3 315.544 0.35201 253.905 0,285
200 0.5 222,891 0.58108 222.588 0. 580
200 1.0 201, 310 1.03503 184, 970 0.958
200 2.0 204,630 2.38928 203. 402 2. 280
200 3.0 187.981 2.88730 187.476 2.840

tabela 4.1 - resultados da simulag8o de amostras

censura,
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VALOR REALTO VALORES ESTIMADOS PELQ VALORES ESTINMADOS PELO
FARAMETRO LIFEREG ~ SAS T.Q.T.
& B & B o B
5 0.5 36.77 I 0.587811 10.009 0.715
5 1.0 8.27 1. 18769 5,894 0.975
5 2.0 7.23 1.73843 4.639 1.B00
5 3.0 6. 25 2. 49124 4.393 2. 860
10 0.3 78.09 0.28135 14.943 0. 345
10 0.5 27.28 0. 55868 6,918 0.645
10 1.0 18. 89 1.38787 g, 953 1.575
10 2.0 14.08 2.01486 10.115 2.510
10 2.0 12.04 3.24586 10,784 2.870
100 0.3 1625. 13 0. 28302 84.243 0.295
100 0.5 634.37 0.524286 75.680 0.610
100 1.0 207.19 0.768414 81,082 0.829
100 2.0 152. 12 1. 80077 108,922 1,930
100 3.0 131,862 3. 063389 96.673 2.925
200 0.3 1253, 14 0.33062 206. 049 0.318
200 0.8 1504, 04 0. 46464 178. 158 0. 560
200 1.0 341.25 1.24728 229.647 1. 440
200 2.0 281,02 1.37368 144.945 1.740
200 3.0 255. 10 2.76858 202,872 2.825

tabela 4.2 ~ resultados das simulagdes de amostras com tamanho 50 com
censura miltipla em aproximadamente H0¥ da amostra.
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VALOR REALTO VALORES ESTIMADOS PELO VALORES ESTIMADOS PELO
PARAMETRO LIFEREG -~ SAS T.Q.T.
& B &% B o 8
5 0.5 18,151 0.38372 8. 479 0. 490
5 1.0 g. 305 0. 63480 5. 856 0.868
5 2.0 8. 902 1.07284 5. 744 1.835
5 3.0 7.212 2.233932 5.441 3.000
10 0.3 68. 174 0.20292 27.283 0. 200
10 0.8 30.948 0. 37850 13. 252 0. 440
10 1.0 17. 420 0.752286 g.748 1. 200
10 2.0 18.257 1. 17588 10. 846 1.780
10 3.0 14. 988 1. 83038 10. 868 2.320
100 0.3 365. 542 0.26218 211.843 0.320
100 0.8 278,011 0. 42483 148,210 0. 595
100 1.0 266,073 0.72928 118.531 1.758
100 2.0 144.033 1. 25848 107.746 1. 700
100 3,0 153,334 1. 83728 110,749 2.708
200 0.3 489.718 0. 26566 483.58748 0. 350
200 0.5 665. 982 0. 35396 308. 884 0.555
200 1.0 487.387 0.82248 213.597 0.975
200 2.0 385, 037 1.07885 225.515 1.730
200 3.0 311.583 1.94847 220.872 2,640

tabela 4.3 - resultados das simulacdes de amostras com tamanho 50 com
censura mdltipla forte a partir do tempo médio até falha

H.
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4.4 - APLICAGAO A DADOS REAIS

1 ~ EXEMPLO 1

Q primeire conjunto de dados a ser analisado
corresponde aos tempos até falha de frelos traseiros direitos de
tratores Caterpiilar DaG-BBA tirado de Barlow e Campo (1975},

compondo-se de una amosira compieta, sem censura.

{ls dados @ o program para o grafice T.Q.T.

encontramse ho apéndice Al.3.3,

Aplicando ¢ métedo da transformagio T.Q.T.,
encontramos um valor estimado para B=1,573, ¢ um valor estimado para
w=2807. Usando o B estimado, o grafico da transformacic & dado ma
figura a seguir, Juntamente com o gréafico da transformagio T.T.T.,

que fornece a forma original do gréfico.

L
6.3
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K
5 0.6

¥
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20,1
ad}
b

0.

4.1

LR , _.J

6§ B 03 01 of 65 48 o1 0F oe 10
figura 4.1 - gréafico da transformagfio Padronizada T.Q.7. Empirica para
Q(x}ﬂxi { } e para Qx)=x" 5" (emmnm ), correspondendo a xQ

De modo a compararmos og resuliados, estimamos
os parémetros também pelo LIFEREL, obtendo o5 segulntes resultados

f=1.4855 e &=2238.8.
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2 - EXEMPLO 2

Os dados utilizados neste exemplo correspondem a
tempos até falha de equipamentos eletrbnicos provenientes do servigo
de assisténcia técnica de uma emprésa Jocal., Como nfo estamos
autorlzades a divulgar as Informagdes contidas na amostra estudada,
0os dados foram alterados, maz sem comprometer as caracteristicas de

interesse para o exemplo.

Analisando a forma do grafico da transformacfo

Padronizada T.T.T. Empirica generalizada, ( } na figura 4.2 abalxo,
notamos uma mudanga ne comportamento da fungfio de falhas apés 0.25,

retornando ao comportamento anterior a este ponto apds 0.40.

Como se trata de dados com censura miltipla,
comd peodemos veriflcar observando~os no apéndice Al 3.4, com censura
pele tempo aumeniands gradualmente, a itransformagio fol corrigida por

K;(1939}. a estimativa de Kaplan e Meler para F(1939}.

AJustando uma Welbul a estes dados, o método
proposto  estimou os parémetros como a=3713. 15 e 3:0.855,
correspondende a {~-~~} na figura 4.2 abaixo conira os valores

estimados pelo LIFEREG iguais » 8=4233.8 e B=0.852.

Rona L RRENREEEnTREES AT

T T T T T ¥ T L T T
BOG QBS540 D05 430 DS 030 D05 D4g 0 4AY
[3)

£ e T A e D
B O DD O R T KT O 4T A R D D R s

SRS E e e o b e

=222

figura14.2 ~ graficoe da transforpacio Padronizada T.Q.7T. Emplirica para
Qix}=x" { } e para Q{x)=x" (~——- ), correspondendo a
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CAP{TULO ¥V

A TRANSFORMACAQ PADRONIZADA T.T.T. E TEMPOS OTIMOS EM POLITICAS
DE MANUTENCAO PREVENTIVA.

5.1 ~ INTRODUCAC

E comum na indistria de componentes eletrénicos,
principalmente de componentes de alta confiabiildade, que apresentenm
razéo de falhas decrescente nos primelros momentos da vida dtil, como
capacitores ¢ semlcondutores, passar por um processo de burnin, uma
operagdc de pré-uso efeluada de forma a eliminar os componentes que
possuem curta duraglo de vida Gtil. Freqlentemente esta operagio de
burnin é executada sob condicgfes meveras, isto €, sob estresse, quando
variavels como o tempoe ou a temperatura sfo alterados, de forma a
acelerar o processo gue desencadeia uma falha, mas tomando culdado em

manter as caracteristica normals do componente.

Se um periode de burnin escolhido for mulice
curto, alguns componentes com baixa qualldade seréco colocados enm
operacio utll e provavelmente falharfio prematuramente. Por cuire lado,
se¢ o periedo de burnin é muite grande, os custos da operagio serioe
altos. Portanto, um periocdo étimo de burnin deverd ser encontrado para

minimizar estes custos.
Quando em operaglo, a falha de uma unidade pode,

en multas situagdes, ser altamente prejudiclal e cera. Se se tem

raziies para acreditar que componentes velhos estdo mals propensos a

658



falhar do que compenentes noves, pode ser vantajoso substitui-los em

algum momento de suas vidas.

Em algumas sltuagbes temos Informagbes nfo
somente sobre a idade de uma unidade em estudo, mas também scbre suas
condiges. Se ifemos razles para acreditar gue a propensfio a falhar
depende das condigdes do componente, entfo serd bem razodvel que se

use um plano de menutengfo preveniiva.

Ao serem postos em pratica os procedimentos
acima, permanecerfic em servigo somente aqueles Individuos com razdo de
falhas préxima s constante durante suas vidas dleis, e a distribuigo
exponencial poderda ser adeguadamente usads para descrever sua

digiribuicio de falhas.

0 propdsito deste capitulo é de llustrar como a
transformacsio Padronizada Total Time on Test (T.T.T.), sua contraparte
empirica, e o grafice T.T.T., podem ser usados em conexf8o com 08
problemas de otimizagfio de modelos aplicavels a politicas de

manutengio preventiva.

Da mesma forma gue para problemas de burnin e
substitulcie pelo envelheclmento abordados mneste capitulo, qualquer

problema que possa ser resolvido pela maximlzagdo de

T
{ o+ B x EO Fixldx )}  com B ey >0,

(3 + SxF{T) } (5.1)

pode ser analisados de forma similar.
Varlos modelos para tempos otimes de burnin e de

substituiciio por envelheclimento sfo propostos per Bergman e Klefs]o
{1978, 1979, 1882, 18983, 1885),.
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Um modelo para burnin guando conzideramos que as
unidades em teste nfo sfc repardveis e outro para substituigfio por
desgastie sfo dados a segulr. Alguns exemplos serfio dades para ilustrar
o método e mpresentaremos Lambem algumas simulagdes relaclonadas aos
exemplos, onde verificamos a {nfluéncia da variacio dos custos nos

modelos, através da técnica Bootstrap de reamostragem.

O modelos agul utiliizados, assim como os
métodos propostos para se estimar os pontos Otimos normalmente sdo
definides para amostras completas, obilidas por tesles que permitem
observagio integral dos tempos de falha dos componentes da amosira, o
gque se pode congeguir com métodos de aceleraglic dog processos que
desencadelam as falhas, submentendc os componentes da amostra a algum

Lipo de estresse.

Quande a censura for malilpla sem se concenirar
nog Gltimos tempos da amostra, usando Kaplan e Meler, este tipo de

censura pode ser tolerado pelos méltodos aqul utllizados.

Se a distribuicio de Weibul puder ser usada para
ajustar os dados da amostra em estudo, ¢ que pode ser verificado
usando © grafice da transformagio T.T.T., o métoedo de estimagho dos
parémeiros de distribulgfio descrito no capitule IV pode ser usado para
estimar pu, e o método proposto a segulr poderd ser aplicade para
egtimar o tempe Otimo de burnin consliderando censura miltipia que
permlize os Gltimos tempos da amestra ordenada, desde que o grafico da
transformacfo padronizada T.7.7T. empirica mostre ser possivel a
estimagBo de tal tempo 6Stimo, quando substituimos H;iik/n} peia
estimativa de u, previamente obtlda, na formuia da transformacso

padreonizada, conforme exemplo H5.2.3. a segulr.




5.2 ~ UM MODELO PARA BUBNIN E A TRANSFORMACAC T.T.T.

SUPOSIGOES E DEFINICOES

Definiremos X como a variavel aleatéria que
representa o tempo até falha de uma unidade em estudo. Se F denota a
distribuicéo de vida, entfio F(x) = P{Xsx). Como consideramos até
agera, F € continua e estritamente crescente, com média, ou tempo

médio de vida até falha, suposta finita, denotada por u, onde

w = f: Flx) dx. (5.2)

Pare apllcagfo do modelo de burnin, tem-se um
custo fixo do teste Igual a a, por equipamento utilizado. Um custo b
por unlildade de tempo de burnin e o custo de cada unidade igual a ¢,
Uma unidade que falha em coperagiio Gitil apdés o burnin tem um custo
conseqliente igual a k. Geralmente tal custo, k, ¢ multo maior que o
custo da falha durante os testes, J4 que a ocorréncla de falha em
cperagiio util, paralisa tedo ¢ processo. Todos estes custos sio
medidos em termos de custos unitarios, Isto €&, para compra ou

fabricagieo, o custo é um.

0 tempo em que a unidade permanece em operagio
atil apds ¢ periodo de burnlin, que tem duragho T, & uma variavel
aleatéria e & denoteda por U e o custo total assoclado a uma unidade &
chamado de €. 0 que se desela & deteralnar a duragdo de T, ¢ pericdo
de burnin, para o qual C{T), ¢ custe final esperade por unidade de

tempo de operagfic utll seja minlmizado, Poderemos definir C(T) como:

. E(C)
c{r} = 0T - {5.3)

Neste caso, uma suposicdo subljacenie & felta de que os tempos entre asm

falhas sfo os tempos de operagio Gtil das unidades em burnin.
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S.2.1 - MODELO DE BURNIN PARA UNIDADES NAO REPARAVEIS

G modelo que estudaremos refere-se a unidades
nédo repardvels, o que significa que a unidade é tirada do teste se

falhar antes do término do pericdo de burnin.

Vamos assumir Inlclialmente que =me conhece =&
distribulglc do tempo alté falhas das unidades em estude e,
conseglientemente, seu tempo médio até falha, M.

Podemos entfio definir C(T), o custo final

esperado por unidade de tempo em operagio util como:

¢ + a + bxE{min(T,X)} + kxF(T)

er)= Hamax(X-T, 0} (5.4)
observandoe que
T FFTY)
E{min(T, )} = [ {1~F(x)}rdx ﬂ~§~ ® J {1-F{x)}dx = u x p(F(T))
0 0
{6.6)
&
o r
E{max(v-T,0)} = J {1~F{xl}dx = u - J {1-F{x)}dx =
T 0
T
=4 "“%f{ {1-F{x}}dx = ux{1-g¢{F(TH)], (5.7
0
substltulnde
k_ lc+ a+ bxuxg(FIT))1/k + F(T) (5.8

oir) =— T=g(F(TT)

onde ${-) ¢ a transformagSo padronlizada T.T.T. de F.

Fazendo u=F(T)}, e Clu)=C{T), se queremos
encontrar um u que minimize C{u), podemos também encontrar um periodo
6timo de burnin T =F *(u").
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Teremos entfio que,

.k (¢ + a + bxuxg{ul))/k + {1-u)
Clu) = i * T=g ()
- bxelu) + kK {c + a)/k + (1)
i-glay = T " 1~¢(a)
_ b k {c + al/k + {1-u)
= b i-¢(u} ¥ TR iy
o k (c + a + bxul/k + {1-u)
= ~h + i * 23069 {5.8)
& definindo
S(u) =P8 e De(cvatbxu) /k (5.10)
P4 0~u ! * ’

ou seja, para minimizar ©{u), basta meximizar S(ul.

Mas S{u)] pode ser llustrada graficamente como a
inclilnag@o da reta determinada pelos pontos {u,¢{u)} e {1+D2,1},
conforme llustragio abaixec.
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figura §.2.1 - grafico da reta com maior inclinagdo S$(u), fornecendo o
valor de o que minimiza C{u), possibilitando estimar o periodo o6timo

de burnin.
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Uma solug8e grafica é entdio obtida e um periedo
Stimo de burnin pede ser determinado.

Finalmente comparames o custo desta solucico com
uma sem gualgquer burnin. Tal custo corresponde a incliﬁaqﬁo da reta
entre os pontos {0,0} e {1+P,1}, onde P={c+bxul/k. Se esta
inclinegfo € malor gque S(u‘) nde & necessarice executar burnin, Ja que

n&o compensa, economlcamente, o gasto adlicional que se terd
0 exemplo a segulr nos darduma jdéia de como

aestimar o melhor ponto de burnin € se a execugho do processo & viavel

ou nio,

Exemplo 5.2.1

Suponha que estudamos um componente que tenha um
tempo de falha com distribulc¢Bio dada por F{t)= 1 - exp{“(t/ZfLB},
1z, isto &, uma distribuicio de Welbul com parémetiros a=2 e g=0.5.
Entdo a vida média é& dada por p=4. Além disse, vamos supor que os
custos envelvidos sfio dados por a=4, b=0.1, c=10 e k=8.8, o gue nos da
um valor para 1.5, Desta forma, tragando a reta que passe pelo ponto
{1+D;1) e que togue o gréfico T.P.T.T.T. e que tenha a maior
fnclinagdo possivel, fornecendo-nos um valor para u; de
aproximadamente 0,33, conforme a figura 5.2.2 abalixo, com um valor de
¢(u*} % 0.07. Portanto, o periodo 6timo de burnin que minimiza C(T} &
a soluglo para F(T') % 0.35, isto &, T & 0.37.
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flgura 5.2.2 - graficoe da transformacgio padreonizada T.T.T. de
Fle)=1-exp{-(t/2)>%, =0 . oOnde a reta otima (---) toca =
transformac&e ne ponto u*=0,35 2 o valor de T que minimiza C(T) ¢ a
solugfio para F{Tg}ao,ﬂﬁ, isto é, 1’&0,37. A reta 6tima peste caso tem
inclinacfio menor que a reta que passa por ((;0) e (1+P1) (— - —3},

portante burnin ndo & recomendado.

Caliculando a inclinagio da reta que passa por
{0;0) e por {1+P;1), P = 2.08, com inclinagio de 0.48, malor portante
que a inclinagdBo da reta iragada que toca o graflico T.T.T., com
inclinag#ic 0.43. Desta forma, nfo & viavel a utilizaclo do processo de
burnin com estes custos que utilizamos, J& que o custo final esperado
por unidade de tempo, €, com burnin, € aproximadamente igual a 5,45 e
sem o burnin, aproximadamente igual a 4,9, ou selja, 11,2 por cento

mepor que o custo final esperado se aplicarmos burnin.

§.2.2 - ESTIMACAO DE T , O TEMPO OTIMO DE BURNIN

Quando a distribuiclo do tempo até falha 6

desconheclida, podemos usar uma amostra de tempos até falba observados
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e obtermos um estimador do tempo étimo de burnin usando a mesma
técnica sugerida acima, substitulnde & transformaciic padronizada
T.T.T. pela transformagic padronizada T.T.T. empirica, desde gque a
mesma converge & transformacfo padronizada T.T.T. da distribuligdo

subjJacente, quando ¢ numero de cbservagbes cresce para infinite.

Para estimar o tempo T 6tlmo, T*, tragamos uma
reta partinde do ponte {1+0,1} que toque o gréfico T.T.7. e que tenha
a malor inclinagfic entre todas as possivels, Se a reta com a malor
inclinacg8o toca o %fafico T.T.7. em {j/n,e(j/n}} entéo Th = xj=n sera
a estimativa de T, onde ¢(-} & a estatistica do grafice T.T.T.,

conforme podemos ver no exempico 5.2.2, a seguir.

Desta forma, o custo final 6timo C(T ) pode ser
esiinado por C;(T:}, onde

k  |lera +bxfi) 7k + (1=1/n)

"
I
A 1 i
com i we—— X X,
I 1= jin.
- c + k
Se C;(Tn} > n ¢ burnin nic serd necessario.
i
T; possui as saguintes propriedades

asgintdticas:

i) 0 custo Cn(’f;) usande o periodo 6timo de burnin estlmado tende, com
probabilidade um, para G(T‘} quande n tende a Infinito, onde T ¢ o

periodo 6timo de burnin.

i1} O custo 6timo C;(T:) & um estimador fortemente consistente.
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Para provarmos i), seja T* um intervale 6timo de burnin. Definimos:
{ay=1/0{x) e Gn(xrn)=1/0h{xpn}, (5.12)

¢ para valdres de x diferentes das estatisticas de ordem definimos
Gnix) por interpolagio linear, notando que Gh(T;) E Gn{T*), devido a
interpolagio. Além do mais, com probalilidade wum, Gn{-) converge
uniformemente a G{-} pelo Teorema de Glivenko-Cantelll e pela lel

forte dos grandes numeros. Temos

0 % GITH~GITR) = (G I-CalT I + [Ga(T 1~CalTa}] + [GolTa)~C{Ta)]
{8,131},

0 lado direlito de (5.13) converge com probablidade um a zero gquande n
tende a infinito, desde gue o primeiro e o lercelro termo convergem a
zera pela convergéncla uniforme, e o segundo & menor que zero, sendsc a

soma dos trés termos positiva.

A propriedade (il} segue do fato de que o
primeiro e o segundo termo & direlta de (5.13) convergem a zerc com
probabllidade um,

Exenplo 5.2.2

Simulando uma smostra de tamanho 20 da
distribuicio de Weibul dada no exemple 5.2.2.1, com os mesmos custos
gnvolvidos, teremos a reta com malor inclinac¢fo que passe por (1+D;1})
e toca o grafice T.T.T. em {0,485;0,032}, com um valor estimado para T*
igual & Tn = 0, 1785, com ¢(0.45)=0,032 e f = 4,0774.
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flgura 5.2.3 - grafice da transformagfio padronizada T.7.T. empirica de
uma amosira simulada de uma distribulgio de Welbul com parfmetros a=2
e B=0.5, como no exemplo 5.2.2.1. Onde a reta &tima (-—————- } toca a
transformagio no ponto J/n=0,45 e o valor que minimiza Cn(T:) é
Tn=0, 1785, A reta 6tima neste caso tem inclinaglo préxima a da reta
que passa por (0;0} e {1+/;1) {~w ~ ), portante burnin pode nio ser
abil.

0 custo final esperado, Cn(Th) obtido & igual a
4,88 conslderando o burnin. Sem burnln, teremoes um custe final
gsperado de 4,87, multo proximo do custe com burnin, come podenmos
verificar nas Iinclinagfies das retas correspondentes na figura 5.2.3
acima, © que nos da uma IindicagBo de que neste caso o burnin seria

desnecessario.

Para efelto de comparagfo, os resuliados do

exemplo acima podem ser comparados aos resultados do exemplo 5.2.1.
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Considerando ¢ caso em que tenhamos uma amostira
da distribucdo usada no exemplo 5.2.1, censurada com censura miltipla
a direlta pele tempo, onde os tempos até falha sfc gradualmente
censurados até o serem completamente e, supondo que possulmes uma
estimativa do tempe médio aié falha obtida a partir de esperiéncias
passadas, que também Ilndicam ter tals componentes uma distribuicio de
vida até falha de Welbul. Podemos entfio estimar o tempo 6timo de

burnin, T, como no exemplo a seguir.

Exemplo 5.2.3

Simulande uma amostra de tamanho 50 da
distribulicio de Weibul dada no exemplo 5.2.2.1, com os mesmos custos
envolvidos, mas censurada, com censura multipla a direita pelo
tempo, exerclda por uma disiribulglic de Welbul c¢om parmetros
=g e B=2, que censura oz tempos até falha gradualmente até
exercer cengura tetal, teremos a reta com malor incllnaglo gue passe
por (1+5;1) e toca ¢ grafice T.T.T. em {0,46;0,088}, com um wvalor
egtimado para r igual =a Tn= 00,5188, com ¢(0.46}=0,088 obitida pela
substituligio de ﬁ obtida por H;lik/n}, por uma estimativa prévia de pu

obtida por outros melos, dada por ﬂ=4.1,

0 custo final esperado, Cn(T;) obtido & igual a
5.14 considerande o burnin. Sem burnin, teremos um custe final
esperade de 4,87, mulito préximo do custo com burnin, como podenmos
verificar nas inclinacdes das retas correspondentes na figura 5.2.3
abaixo, 0 gue nos da uma indicaglo de que neste case o burnin seria

desnecessarioc.
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figura 5.2.4 ~ gréfico da transformaciio padronizada T.7.7. empirica de
upa. amostra simuiada de uma distribuigfic de Welbul com pardmetiros o=2
e B=0.85, como no exempio 5.2.2.1, censurada conforme descrito ne
exemplo 5.2.3. Onde a reta 6tima (-—w=——- J toca & transformacgio no
ponto j/r=0,46 e o valor que minimiza CalTn) & Tn=0,5188. A reta 6tima
neste caso tem inclinaglo préxima a da reta gue passa por (0;0) e

(1+P;1) {~ = —}, portanto burnin pode néo ser Gtil.

Uma observegio a ser felta € gque o valor

estimado para o tempo S6timo de burnin depende diretamente da qualidade

da estimativa de pu usada.

5,3 -~ A TRANSFORMAGCAO PADRONIZADA T.T.T. E A SUBSTITUICAC PELO
ENVELHECIMENTO

~ SUPCSICOES E DEFINICOES

Suponha que uma unidade esieja em continuo
processpe de operagfo. Esta unldade podera ser substltulda quando
falhar, com um custo c + k, ou com uma substituigic planelada a um
custo ¢, Neste caso, k poderd ser tomado como um custo conseqliente de

uma falha em operag8o, gque inclul a paralizaglo de tode processo de
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produgao.

No caso aqui conslderado, as unidades em questio
se desgastam apds um fempo de uso, aumeniando sua taxa de falhas,
assuminde caracteristicas de distribuigdes com razfo de falhas
crescente. Desta forma, se se tem razdes para crér gque as unidades
mais antigas estfio mals propensas a falhar do gue unidades mals novas,
pode ser multo vantajoso substituir tals unidades velhas por novas em

algum momento de suas vidas.

Definimos entdo, que um custo estd assoclado
com ¢ada substituigio e que um custo adleclonal incorre a cada falha enm
operagio. O probliema & epncontrar uma boan estratégis de conirdle gue
balancele os custos e resulie em um custo final nédio por unldade de

tempo o menor possivel.

5.3.1 - MODELO PARA UMA POLITICA DE SUBSTITUIGAD OTIMA

Agsumindo que conhecemos F, a distribuligio do
tempo até falha das unldades em estudo, que ela seja continua e
estritamente crescente, e que as unidades sejam independentes, para a
regra de substitulcfio "substitua gquande falhar ou na {dade T, © que
gcorrer primeiro", tferemos um custo final esperade por unidade de
tempo lgual a

c + kxF(T})

(T} = (5.14)

7 .
[ {1-F{t)}rdt
0

Como podemos observar, esta expressfo possuil algumas simlliarldades com

a transformacfo padreonizada T.T.T.

Chamando T* um intervaleo 6timo para substitulcBo

pelo envelhecimento, onde, T& minimiza a expressfo C(T})., Podemos ter
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*
um valor t, determinade por t* - F{T’) que maximize a expressio

1 H;‘(t}
= , 0=t 51 {H5.18)

ctF i) t + o/k

ou, equivalentemente, que maximize

Frontion

S(t) B =

(5,18}

onde o numerador £ a transformac8o Padronizads T.7.T.

Desta forma, podemos encontrar t’ graficamente,
quande encontramos a reta que tenha malor inclinagBo, S(i}, e que seja

determinada pelos pontos {-c/k,0} e {t,¢(t)}, de forma que

p(t)

»
plt )
‘ Ry T

" (5.17)
ek + t

entSo, T & determinado resolvendo T = F(t").
0 exemplo a segulr ilustira as idéias acima.

Exemplo 5.3.1

Suponha que estudamos um componente que tenha um
tempo de falha com distribulcgio dada por F(t)= 1 - exp{mitlezi. tz0,
isto é, uma distribuiclo de Welbul com parémetros o=2 e 8=2. Enido a
vida média ¢ dada por u=1.772. Além disso, vamos supor gue ©s custoes
envolvidos séo dados por o=5 e k=10. Desia forma, tragando a reta que
passe pelo ponte {~¢/k;0} ¢ que toque o grafice da T.P.T.T.T. e que
tenha a maleor inclinagho possivel, fornece-nos um valor para t‘ de
aproximadamente (.42, conforme a figura 5.3.1 abalxo, com um valor de
¢{t*) 2 (3.704. Portanto, o periedo étlme de substituigio que minimiza
C{T) & a solugho para F(T ) = 0,42, isto &, T @ 1.476.
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figura §.3.1 - gréfice da transformagiio padronizada T.T.T. de
F(t)=1-exp{~(t/2)®}, t20 . Onde a reta otima (---) toca a
transformagio no ponto £'=0.42 e o valor de T que minimiza C(T} ¢ a
soluclio para F{T }20.42, iste &, T =1.478.

Podemos entfc calcular o wvalor do custe final

#
esperadoe por C{TF }=7.375,
Mo caso acima, como & a&penas um exemplo para

demonstragfo, o valor 6timo para substituiglo ¢ menor que a vida média

dos componentes com tempos de falha com a distribulgdo escelhida.

5.3.3 - ESTIMACAD DE T', O TEMPO OTIMO PARA SUBSTITUICAO

Da mesmwa forma que para ¢ tempo 6timo de burnin,
quandoe ndo conhecemos a distribulcgfo até falha das unidades estudadas,
podemes usar transformag8o padronizada T.7T.7T. empirica para estimarmos

o ponto 6timo de substituigéo.
Para estimar o tempo T o6timo, T’, tragamos uma

reta partinde do ponto {~c/k,0} que toque o grafico da T.P.T.T.T.

empirica e que tenha a malor inclinagBo entre todas as possivels. Se a
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reta com a malor Inclinagdo toca o grafice T.T.T. em {j/n, o{j/n)}
entéo T; = zj-n serd a estimative de T', onde gi-) ¢ a estatistica da
transformagdo padronizada T.T.T. empirica, conforme poderemos ver no

exemplo 5.3.d a segulr.

EnlTn), para o casc do tempo 6timo  de
substituigfio, possul propriedades assintéticas semelhantes ao Ch(T;J

para o case de burnln, necessitando apenas de pequenas modiflicagBes.

Para ilustrar, o seguinte exemplo:

Exemplio B.3.2

Simulando wuma amostra de tamanho 100 da
distribuicéio de Welbul dada no exemplo §.3.1, com os mesmos custos
envolvidos, teremos a reta com malor inclinagBo que passe por {(-0.5;0)
e toca o grafico T.7.7. em {0.49;0.763}, com um valor estimado para T‘
igual a Ta= 1.6875, com ¢{0.45)=0,763, e 1i=1.8355 com um custo final
esperado estimado por Cn(T;}“?,U?l, 81 por cente do custo real

caleulade no exemplo §.3.1.

LA

o=
3

L L T
@ s oS e oo
i m o

rrrrrrrrr

8lit
figura 5.3.2 - grafice da transformagio padronizada T.T.7T. empirica de

uma amostra simulada de uma distribulgfo de Welbul com parametros a=2
e B8=2, come no exemplo 5,3.1. Onde a reta otima [(=—w- =~} toca a
transformacfio no ponto j/n=0,48, "REPLACE" no gré&fico, e o valer que
minimiza Cn(Ts) & Tn=1.B87S,
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8.4 - SIMULAGDES

Para verificarmos o comportamento do estimador
do tempo Otimo de burnin e do tempo 6time de substitulgdo pelo
envelhecimento, e algumas de suas propriedades, fizemos algumas
simulag@es, variando os valdres dos custos envolvidos nos modelos e
também © tamanhe das amostras, 20 e 100, simuladss com as mesmas
distribulgcdes usadas nos exerciclios 5.2.1, e 5.3.1. para verificarmos
o comportamento dos lempos Otlmos estimados guando variamos os custos

dos respeclivos modelos, asslm como o tamanho da amostra.

JA gue nogs exemplog B.2.2 e 5.3.Z ndo
conslderamos censura, reallzamos também simulacdes com cengura enm
aproximadamente 40% da amostra para burnin, tanto para amestras de
tamanho 20 gquantoc de tamanho 100, e em aproximadamente 50% da amostira
para gubstitulgfio por envelheclmento psra os dols tamanhos de

amostras.

De modo a obtermos uma estimativa para o vicio e
também uma aproximaglo para o Intervalo de confianga para os periodes
otimos estimados, wusamoz a iécnica de reamosiragem bootstrap,
executando 2000 reamosiragens para cada combinag8o dos custos em cada
modelos para obtermos uma  aproximagfo  razoivel de  algunas

caracteristicas dos estimadores.

Para uma apresentacio rapida da melodologla
bootstrap utilizada, bem com os programas, ver no apéndice Al.Z2 no
final deste trabaiho.

Nas comparagbes e simulages nos abteremos

somente ao valor das estlimativas para T, o tempo 6timo para cada caso,

nio extrapolande para os custos finais esperados, C(T), J& gque nosso
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interesse no momento estd voltade para o tempo O6timo T e suas

estimativas, usando a transformagfo padronlzada T.T.T. empirica.

Uma observagio a fazer é que a relagio entre os
custos envolvidos nos modelos e suas Influéncias nos mesmos, tanto
para burnin como para substituicdo por desgaste, estiio assocliados 3
forma do grafico da transformagdo, Isto €, diferentes graus de
curvatura do grafice produzem diferentes relacgdes entre os custos e o
ponto Otimo em cada modelo. Adotamos as mesmas distribulgdes de
Welbul nos exemplos e nas simulagbes para fecilitar a compreensic dos

resultados obtidos.

5.4.1 -~ SIMULACOES PARA 05 TEMPUS OTIMOS DE BURNIN

Para efeito de comparacio, calculamos
numericamente o valor do tempo 6timo de burnin quando a distribuigio
dos tempos de falha ¢é considerada uma Welbul com parametros =2 e
8=0.5, a mesma distribulciio usada nos exemplos 5.2.1 ¢ B5.2.2. Os
valdres dos tempos otimos pars cada combinagiio de custos estid na
coluna denominada T na tabelas (5.4.1), (5.4.2), (5.4.3) e (8.4.4}, no
final deste caplitule.

Composte por quatro valdres diferentes para os
custog, o modelo egtudade em (5.2.2) mostra-se, como podemos ver na
coluna T das tabelas (5.4.1) e (5.4.2), bastante 1influenciado pelo
valor do custo k, o custe conseqlienie de uma falha em operagdo, tendo
um valor malor para o tempo 6time de burnin quando este custo cresce,
o gue & de se esperar, J& que ao aumentar este cusio, deve-se Lomar
cuidados em relaclo acs {tens testados que est@io fora das
especificagbes ou com problemas de qualldade, que terfio menor vida
Gtil e que deverfio ser eliminados no periocdo de burnln e, portante, um

aumentc deste tempo possibilita uma melhor selegdo dos 1ndividuos.

826



0 comportamentc deserite acima pode  ser
verificade também na simulacBco boolstrap executada, tanto para

amostras de tamanho 20 guanto para de tamanho 100.

*
b’
Otimo de burnin estlimado usando a transformagfo padronizada e o valor

Sempre que k=3.5, os tempos T, T eT., o tempo
esperado bootstrap estimado de T respectivamente, diferenciam multo
dos tiempos correspondentes a k=0.85, Este comportamento & bem
pronunciade para og dols tamanhos de amostra, mostrando a
sensibllidade do estimador a tal custo que, para qualquer tamanho de

amostra, detecta a mudanca. Quande o tamanho de amostra ¢ peqgueno, 20,
E 3

na maloria das vezes, o comportamento do valor esperado boolstrap Tb

também segue o acima,

Com relacBo aos outros custos, quando combinados
de forma crescente, produzem efeito inverso ao descrito acima. Mas
esta influéncia ndo é tHo drastica quanto a de k, a nfo ser para

grandes varlagfies dos mesmos.

Os resultados bootstrap confirmam as afirmagBes
acima, notando-se gue a estimativa booistrap para o valor esperado de

*

T, T;, aproxima-se razoavelmente do valor verdadeire T, melhorande

chviamente, quando ¢ tamanho da amostra aumenta,

Intervalos de confianga aproxinmados foram
est imados, correspondendo ao quinto e ao nonageésime quinto percentil
da distribuicglio dos valdres estimados pelo wmétodo bootstrap,
fornecendoe uma sproximagfic bootstrap parsa Intervalos com 904 de
confianca do intervalo conter © verdadelro valor ' da amostra
semente, o que se pode confirmar observando as colunas LI e LS gque dfie
o limite Inferlior e superior do Intervalo, para cada combinagio dos
custos nas tabelas {5.4.1) e (5.4.2). Os limites destes 1ntérvalos S80

bastante influenciados pelos tamanhos das amosiras, Ja que, quanto
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menor a amestra, menor precisfio teremos.

Observando o vielo estimado, coluna VICIO das
tabelag, vemos gque T“ tende = sobreestimar T, obtende, na maloria das
vezes, valires esperados malores que os da amostra semente bootstrap,
o qué, de um certo modo, aumenta os custos quando comparados com os do
valor real T, mas este vicio tende a diminuir quande aumentamos o
tamanho da amosira, um comporitamento bastante influenciade pelos

valdres dos custos.

8. 4.2 ~ SIMULAGAQ COM OBSERVACOES CENSURADAS PARA TEMPOS OTIMOS DE
BURNIN

2 mesme processe deflinide anteriormente fol
executadoe considerande os dados da amostra censurados, que neste caso
situoy-se em 404 da amostra. (O tipo de censura utllizada nesta
simulagdo fol a censura maltipla, conslderande que a censura bio se
concentra nos tempos malores de falha., Assim gendo, considera-se gque
ogs tempos de falha e os de censura estfio distribuldes de forma regular

ao longe dos componentes da amostra.

Como podemos ver, has duas tabelas resultantes,
tabelas (5.4.3) e (5.4.4), o fato de os dados estarem censurados nio
influenciou de forma significatlva os resultados. Para amostras de
tamanho 20, o fatc de exlstir censura aumenta a variabilidade do
estimador alnda mals como podemos verificar comparande as colunas

referentes ao desvio padréo e ao intervalo de confianga.

Se compararmos o valor estimado bootstrap da
-]

esperanca de T, Tb’

T.

para cada tamanho de amostra, sempre superestima
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Neste caso a censura se distribui uniformemente
2¢ longo da amostra, mas em casos em gue a censura seja mals forte as

estimativas poderfio estar serlamente prejudicadas.

5.4.3 - SIMULACOES PARA TEMPOS OTIMOS DE  SUBSTITUICAO PELO
ENVELHECIMENTO

Para simulagbes considerando ¢ ponto 6time de
substlitulglo pelo envelhecimento, da mesma forma gue para os exemplos
5.3.1. e 5.3.2., usamos uma disiribuigfio de Weibul com pardmetros a=2
e f=2. Os resultados estlo tabelades em (5.4.8), (5.4.8), (5.4.7) e
{5.4.8].

Composto por dois valéres diferentes para
custos, © modelo estudado em (5.3.2) tem uma relagic que indica
formas lnversas de influéneia destes ne valor do tempo 6timo. Isto &,
quarkic ¢ custe k, que corresponde a2 um valor conseqgilente de uma falha
em operagio, que inclui a paralizagfo de todo o processo de predugio,
por exemplo, aumenta, o tempo T diminul consideravelmente, dependendo
do valor de ¢, o custo de uma substitulglio planejada, que, por sua
vez, influencla de forma crescente o valor de T se considerarmos o
cugto k fixo.

A explicagdo para o comporiamentoacima &
simples, J& que se o0s custes envolvidos em uma politice que ovs levem
em consideracio ird substituir o componente em um periedo de tempo
menor, tanto mals curto gquanto menor for o custo c, 1nvgrtendo tal

comportamento se o custo k nfio for t8c alto, se comparado com c.
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Quanto a consideragfes sobre as simulagSes

bootstrap, os valdres esperados bootstrap, T;,

do valor real 7, com tendéncia a sobreestimd-lo, melhorando quando

se aproximam bastante

aumentamos ¢ tamanho da amostra,

Da mesma forma que para burnin, os intervalos de
confianga foram estimades, assim como o viclo que, neste caso, nio
diminul quando se aumenta o tamanho da amostra, o que pode indicar que
existe uma relagdo entre os custos envolvidos e o tamanho da amostra,

tendendo, para amnosiras pequenas, a sobreestimar Tﬂ

Com um tamanhe de amostra malor, em geral, a
varlacio do estimador T‘ tende a ser menor, concentrando-ze mals em
torno do valor esperado, como podemos verificar na coluna referente ao
desvic padrféo bootstrap, D_P nas tabelas, observando que se reduz, na
grande wmaloria dos casos, gquando aumentamos ¢ tamanho da amostra,
mostrando mals uma vez a relagBo do estimador com o5 custosg

envolvidos e com o tamanho da amostra.

5.4.4 ~ SIMULACAO COM OBSERVACOES CENSURADAS PARA TEMPOS OTIMOS DE
SUBSTITUICAC PELO ENVELHECIMENTO

Para wverificarmos a influéncia da censura neste
estimador, realizamos também estlimativas bootstrap para amostras de
tamanho 100 e 20, censurados em aproximadamente 80% das observagbes,
nas tabelag (5.4.7} e (5.4.8), com um processo de censura COmo o
desorito em 5.4, 1.2,

Como podemnos cobgervar, 08 valores sdo
sobreest imados guando o8 dados sdo censurados, com un
comportamento mails acentuado que para os wvaléres nio censurados mas

gque n#o chega a comprometer os resultados finals, que s8o semelhantes
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aos obgservados sem censura.

Os limites da simulagdc bootstrap se mostram
mals generoseos, com uma dispersfo major dos valfres estimados, como
podemos observar na coluna do desvio padréie, para os dois tamanhos de

amostra.

Dependendo da forma como se comporta 0 processo
de censura, a influéncia sobre este estimador, pode ser grande,
alterando todas as caracteristicas da distribuigdio do tempo de falhasg
pogsivels de serem delectadas com a2 transformaclo padronizada T.T.T. e
gque s#o utilizadas pelo método para encontrar a estimativa do ponto
6timo. Para os casos em que os tempos de falhas estfio censurades por
um processo de censura pelo tempo, onde os malores tempos de falha
estario censurados, J& que sfio o elementos com malor probablilidade de
sobreviverem, as estimailvas produzidas poderfo estar fortemente

influencladas pela censura.

Temos a seguir ag tabelass obtidas nag

simulagdes, usadas nas observag@es aclma;

81



alb| el k T T | Ls T; LI D.P | vicio
111{ 1/0.50/0.0112{0.0169/0. 0169{0.0117 |0. 0012 |0. 00858 | ~. 0O522
1{1{ 1{3.50]0.23890.3504 0. 6945 0. 2761 |0. 0597 0. 19508 | . 07428
111{10]0.5010.0020 0. 0012 0. 0041 0. 0017 |0. 0000 |0. 00171 {0. 00053
1111103, 5010, 08582 0. 0706 |0, 0706 (0. 052010, 013210. 02434 1, 01863
1i2] 1]0.50]0.0044]0.0041|0.0169 |0, 0055 10. 0004 0. 00554 0. 00134
1{2| 1|3.500.1203]0. 07086 |0.3342]0. 0985 |0. 0390 |0, 08095 |0. 02787
1{zi10|0.50|0.001310.001210.00410.0014 10. 0000 |0. 00123 10. 00015
112110|3.50 0. 0445 {0. 0708 |0. 0706 |0. 0428 0. 0120 |0. 02450 | - 02778
1131 110.501{0.0022]0.0024 0. 0041 [0. 0028 |0. 0004 [0. 00307 |0. 00024
113] 1]3.50]0.0727|0. 0706 |0. 0706 [0. 0625 |0. 0169 |0. 02600 | - 00814
113|10lo.50{0. 0008 0. 0012 |0. 0023 |0. 0011 |0. 0000 {0. 00103 | ~. 00012
113}10(3.50(0.03240.0169 |0.0706 |0, 0338 0. 0041 |0. 02389 10. 01689
1141 1|0.50(0.0014{0.00120.00410.0017{0.0000|0.00172 0. 00052
114} 1!3.50|0.04870.0706|0. 0706 |0. 0521 0. 0132 |0. 02350 [~ 01853
11a}10]0.5010. 0606 0. 0005 0. 0024 }0. 0008 0. 0000 |0. 00095 | 0. 00045
11a{10{3.5010. 0246 |0. 0189 0. 0708 |0. 0259 | 0. 0024 |0. 02093 |0. DogSS
511} 1l0.5000.0042|0.0024 0. 0144 0. 0041 (0. 0004 |0. 00473 |0. 00171
5i1] 1]3.5010.1203|0.0708 |0. 2056 |0. 0814 |0. 0168 |0. 06118 |0. 01077
511]10(0.50{0.0013]0.0012 (0. 0041 |0.0013 0. 0060 {0. 00119 |0. 0000
5i1110(3.50|0. 0445 |0.0169|0. 0706 |0.0394]0. 0041 0. 02460 0. 02255
5l2! 1]0.50(0.002310.00240.004110.0022 0. 0004 0. 00232 | ~. 00020
5127 1(3.80(0.072710.0708 |0.0708]0. 0588 |0. 0144 |0. 02588 {—. 01179
5i2110(0.50(0.000810.0008 0. 0024 10. 0010 0. 0000 {0. 06100 0. 00057
5|2110(3.50(0.032410.0162 0. 0706 10. 0309 0. 0041 |0. 02303 0. 01401
si3! 1]0.5010.0014]0.001210.004110.0016 0. 0000 0. 00153 0. 00040
glal 113.5010.048710.070810.0708]0. 048010, 0132 0. 02402 |~ 02157
5|311010.50]0. 0008 0. 0005 0. 0024 |0. 000Y |0, 0000 | 0. 00091 |0. 00039
5(3110!3.50]0.0246|0.0169 0. 0706 |0. 0238 {0. 0024 (0. 01998 |0. 00695
5(4f 110.5010.0009!0.001210.0041[0.0013 0. 0000 0. 00115 |0. co00S
514 113.50]0.0351!0.016910.0706 |0.0398 |0. 0107 |0. 02452 0. 02290
514110|0.500. 0004 |0. 0005 {0, 0024 |0. 0007 |0. 0000 | 0. 0008G |0. 00026
514f1013.5010.0194|0.018910.0597 |0.0186 |0. 0024 0. 01594 |0. 00168

tabela 5.4.1 - tempos 6timos de burnin reals, T, de uma amostra de
tamanho 100, T*, e eztimativas do tempo Stimo ezperado através de 2000

amoestras bootstirap, T‘ intervalos de conflanga estimados pelas

b!
ancstras bootstrap, (LI;L8), desvics padréic das estimativas bootstrap
2 wiclos estimados para cada combinagio dos custos envolvidos no
moedelo, Sipulacbes de uma distribuiclc de tempos de falha Weibul com

parametros o2 e §=0.5.
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10
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k T T LS T, LI D_P vicio
0.50,0.0112(0.0014 0. 04546 0.0135{0. 00004 {0. 02212 (0. 0121
3.50]0.2389 |0, 4265 |0. 98816 ]0. 3420 0. 00144 (0. 32980 | . 0845
0.50{0.0020]0.0014 |0, 03004 [0, 0080 [0. GO004 [0. 01719 0. 0045
3.50|0.0652}0,0454]0. 18818 0. 0466 |0. 00004 10. 06727 10,0012
0.50[0.0044{0.0014 0. 04546 [0.0078|0.00004 0. 01883 {0, 0063
3.5010. 1203 (0. 0454 (0. 42656 (0. 1428]0.00144 (0. 16175 (0.0974
0.5010,0013!0.0014 (0. 03004 0. 0058 {0. 00004 |0. 01708 |0. 0044
3.5010.0445}0.0454 (0. 1312010, 032910, 00004 |0, 04353 |-, 0126
0.50(0.00230.0014{0.03004{0. 0082 |0.00004 0.01741 0. 0047
3.5010,072710.045410. 24678 (0. 0789 0. 00004 |0. 08739 10.0334
0.5010.0008{0, 0014 {0, 03004 |0. 0058 {0. 00004 {0. 01708 (0. 0044
3.5010.0324 |0. 0454 |0. 04546 (0. 0266 |0, 00004 (0. 063280 |-. 0187
0.50410.001440.0014 |0.03004 10,0060 10.000040.0172310. 0045
3.501{0.0487]0. 0454 0. 1881810. 0502 0. 00004 0. 06507 | 0. 0048
0.50(0.0008]0.0014{0. 03004 [0, 0058 |0. 00004 | 0. 01705 {0, 0044
3.5010.02460.0014]0. 04546 |0.0223!0. 00004 | 0. 02648 0. 0209
0.5010.0044 (0. 0014 0. 04546 0. 0069 0. 00004 {0. 01806 | 0. 0054
3.50{0. 1203 0. 04584 |0. 42656 {0, 1048 {0. 00004 |0. 130686 |0. 0503
0.50(0.001310.0014 [0. 03004 0. 0059 {0. 00004 |0. 01708 0. 0044
3.500. 0445 0. 045410, 04546 10, 0300 |0. 00004 {0, 04180 | —. 0154
0.5010.0023{0.0014 0. 03004 |0. 0060 |0. 00004 }0. 01730 | 0. 0046
3.80:0,072710.0454 0, 24678 ,0. 0604 ;0. 00004 (0. 08147 10. 0149
G.50{0. 0008 [0.0014 |0. 03004 |0. 0059 {0. 00004 |0. 01707 |0. 0044
3.5010.0324]0. 0014 |0. 04546 0. 0248 |0. C0004 |0. 03230 |0. 0233
0.50{0.0014{0.0014|0. 03004 0. 0053 }0. 00004 |0.01716{0. 00458
3.5010. 0487 |0.0454 (0. 18818 10. 0417 {0. 00004 0. 05486 | —. 00386
0.50{0. 000610, 0014 0. 03004 {0, 0058 |0. 00004 {0, 017064 {0. 0044
3.50[0.02461{0.0014 0. 045848 (0. 0208 0. 00004 /0. 02621 10,0193
0.5010.0008{0.0014{0. 03004 {0.0058|0. 00004 {0.01708{0. 0044
3.50(0.0351 0. 0454 {0. 04546 0. 0318|0. 00004 {0. 03731 {~. 0135
0.50(0.000410.0014 0. 03004 [0. 0088 {0. 00004 1 0. 01704 {0. 0044
3.50(0.019410, 001410, 04546 [0. 0182 0. 00004 { 0. 02446 |0, 0168

tabelan
20,

5.4.2 -~ mesma

tabela

gque (5.4.1) mas com amostras de tamanho
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ai blel k| T T LS T, LIs | pp | vicio
111 11 10.85010.011210,026510.265710.022310, 008010, 00901 ~. 00427
141 |1 {3.80i0.2388(0, 138110. 34880, 2447 1 0. 08947 10, 1453 (0. 10664
1 11 {10)0.80{0.002010,.008010.90162 10,0062 0. 0001 [0.0050{0. 00119
1 i1 §110(3.800.0688210, 138110, 138110,0843(0.0261 |0. 0448 |-, 04372
112 j1 j0.5010.004410,.011110.0265:0,0121 (0. 00300, 0083 (0. 00097
1 (2 i1 13.5010.1203{0. 1381 {0. 3405 (0, 1324 |0.048010, 0681 |-. 60583
1 j2 [10i0.50:0.0013(|0.0050|0.01110.0043 /10,0001 {0. 0028 |—, 00086
1 312 110)3.5010,044510, 138110.138110.070710.0162:0. 0442 . 08738
1 43 11 [0.5010.002310.0058010.0162:0.0065:0. 0001 0. 005210,00152
1 13 {1 |3.850(0.0727i0,1381:0.1381{0.08890.0282(0.0431{~. 03817
1 (3 {1010.5010.0008i0,0030{0.0050{0. 0033 |0.0001 10,0023 |0. 000358
1 13 {1013.5010.032410.0265 (0. 1381 (0.0800;0. 016210, 0370 (0. 02347
1 14 (1 30.5010.0014(0.0050(0.0111[0.0045]0.0001 0. 0029 )-.00081
1 i4 (1 13.50i0.048710.138110.1381,0.0739{0.0237{0.0442{—.08418
1 14 |1010.50{0.000610.003010.005010, 0062810, 0001 :0, 0020 -, 0023
1 14 110(3.50{0.024810.026510.087010.037010.0154 0. 02680, 01050
5 i1 j1 |0.80(0.0044i0.011110.028510.0127 (0. 0030 (0, 0088 (0. 00158
5 i1 i1 12.5010.1203:10. 12381 {0.3488{0. 1385 |0. 0480 (0. 0728 |-. GQ157
5 11 11010.50]0.0013|0.0050i0.0111 (0. 0044 (0.0001 {0, 0030 | ~. 00058
5 11 11013.50{0.0445(0. 1381 (0. 1381 |0.0716{0, 023710, 0444 ;. 06645
g |2 {1 16,80{0.002310.0050(0.016210.006810.002110.005410.00178
5 12 |1 i3.850{0.07270.138110.138110.088210.0285 0, 0438 -.03888
g 12 [1010.5010.000810.0030160.0080i0.0034 ;0. 0001 0. 0023;0.00041
5 12 [10]3.5010.032410.026510. 138110.05140.0162 (0. 0380 {0. 02483
5 i3 i1 10,.50]0.001410.0058010.0111{0. 00480, 6001 |0, 0028 —. 00050
5 13 i1 |3.80(0.0487:0.1381i0.1381{0.0749|0.0237|0.0444|~. 068321
5 i3 {10(0.5010.000810,00301{0.0050i0,0028|0.0001|0.0021 |—. 00020
5 {3 110{3.5010.0245 10, 026510, 103810.037970.015410.027910.01138
5 14 {1 [9,.8010.000910,0030(0.0050{0, 0035 |0, 0001 |0. 0023 (0. 00046
5 {4 11 13.50(0.0351(0.02650.13810,0637(0.0182(0.0383(0.02713
5 14 {1010.8010.000410,000110.005010.0024 |0.0001 10, 0020 |0. 00231
5 {4 11013.5010.0194(0.0265{0.0514[0.0288(0.011110.01850. 00336
tabela 5.4.3 - tempos Otlmos de burnin reais T, de uma amostra de

tamanho 100, censurada em aproximadamente 40%, T*, e estimativas de

2.000 amostras bootsirap, T‘ Intervalon de confianga estimados pelas

b
amostras bootstrap, (LI;LS), desvios padréo das estimativas bootstirap
DP e viclos estimados, VICIO, para cada combinagdo dos custos
envolvidos no modelo. Simulagfes de uma distribulgio de tempos de

falha Welbul com parametros «=2 e B=0.5.
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al bi el k T T Ls Tb 1.1 D_F | ViCIo
T 11 [1 i0.50i10.0112]0.0488]0.2809:0, 0793 {0.0487 (0. 08290, 02854
1 i1 |1 13.50{0.2389i0.6589]0.658910.4491 0, 0487 |0. 2470 |-. 20977
1 11 110{0.80(0.002010, 048710, 273510, 0775 (0. 0467 |0. 0814 |0. 03077
1 11 110|3.80|0.0685210.0498:10, 280810, 1037 (0, 0467 10. 1084 |0. 05385
1 12 11 10.58010.004410,049810,2809(0,0785|0.046710.082110.02878
T 12 11 i3.8010.1203(0.6589(|0.6B58%(0,.36812:10.048710.2805 -, 29770
1 12 11010.50106.0013(0. 0457 (0.2735|0.077410.036710.0813{0. 03069
1 12 [10i3.5010.044510.0488|0.2803]0.09501{0. 04687 10.0883 0. 04528
1 13 |1 10.50{0.0023(0.049810,28090.0783i0.04870.0818{0. 02858
1 13 |1 {3.850{0.0727!0,2808]0.085810. 2688910, 0487 0. 2250, 0119849
1 i3 [10i0.50]0.000810.0467{0.273510.0773:0. 0467 |10.081310. 030861
113 {1013.80(0.032410.049810.2808{0.0884 10, 0487 |0.0825:0. 03861
1 i4 {1 |0.80(0.0014:0.048810,280810.0782(0.04567 (0.081510. 02847
1 14 11 13.50|0,0487i0.28091{0.8348:0, 1931 |0.04867 (0. 1783 |- 08782
134 Y 1010.8500. 000810, 048730, 273510, 077310, 046714, 0B1310. 63053
1 14 110(3.8010.024610.0408{0. 28080, 0846 |0. 0467 |0. 0883 (0. 03483
5 {1 i1 [0.8010.00441{0.0498(0.2808(0.0780]0.0467]0.0816 (0. 02827
5 i1 {1 13.8010.1203(0.0495|0.8588 (0. 194810, 0487 (0. 1825 {0. 14508
5 {1 11010.50:0.0013(0.0487|0.273510. 077310, 0467 10.0813;0. 03053
5 (1 11013.5G]0.0445 0. 049810, 2809 10.0865{0.046710.08131{0. 03673
g 12z {1 i0.80(0.002310.046810.280910.0779:0.048710.0814:10. 0212
5 Iz [1 [3.50(0.072710.0488{0.413410, 1492 (0. 0467 10. 15080, 08940
g 12 [1010.8C[0.0008{0, 0487 10.2735{0.077210. 0467 (0. 0813 (0. 03049
5 {2 11013.5010.032410.049810. 2808 10.0834 (0. 0487 |0.0878 (0. 033684
5 13 11 10.8010,001410.0498:0.273510. 0778 (0. 0467 |0. 0814 10. 02802
B i3 i1 {3.5010.0487{0.0408{0. 28080, 1211 (0.0487|0. 1202 0. 07133
5 13 11010.8010.000810, 0467 10.273510. 0772 (0.0487 (0. 0813 0. 03046
5 13 11013.50(0.0248 (0. 0498 10. 2803 0. 0816 |0. 0467 |0, 0857 |0, 02183
5 14 {1 10.8010.000910.048710.27358(0.0776(0.0467(0.0813 (0. 43082
5 |4 11 13.50{0.0351{0.0498{0.2808(0. 1085 0. 0467 10. 1084 |0. 0674
5 {4 11010.80(0.000400.0457(0.2735(0.077110.046710.0813 10, 03041
§ 14 110(3.5010.019410.0498(0.28030.080510. 0467 {0.0843 0. 03073

tabela 5.4.4 - mesma tabela que (5.4.3) mas com anmesiras de
tamanho 20.
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e | ki T 'l LS r; LI | P VICIO
1] 1] 1.4850] 1.e6473| 1.9621} 1.8974| 1.8520! 0.1971! 0.0501
1} 3| 1.0424! 1.1398] 1.8473| 1.2885| 1.0088] o0.1795] ©.1180
1} 5] 0.8669( 1.1396! 1.4130] 1.0781! 0.7819! 0.2023! -0.0835
1{ 7| 0.7644| 0.8180] 1.2439| 0.8980! 0.4481! 0.2552| o0.0810
1] 91 0.6943] 0.7819] 1.1808| 0.7179] 0.3840! 0.2857| -0.0639
1|12} 0.6221] 0.4461| 1.0058] 0.5565] 0.3840| 0.1992]| o©.110s
2| 1| 1.6814] 2.8376| 3.6340] 2.6493| 1.7875| 0.5802] -0.1882
2] 3l 1.2086] 1.8473] 1.6618! 1.5429| 1.218a! 0.1558] —0. 1044
21 51 1.1101] 1.1396] 1.6473] 1.3248] 1.1398! 0.1880! 0.1850
21 71 0.9877| 1.1396( 1.5520| 1.2022] 0.8180( 0.1778| 0.0B286
2| 9! 0.9016| 1.1396| 1.4260| 1.1143] 0.7818| o0.1922| ~0.0252
2121 0.8110! 1.1396| 1.3018] 0.9954] 0.5008| 0.2253| 0. 1442
3! 1} 1.7483| 2.8376] 3.97201 3.1788] 2.8754| 0.4658] 0.3413
30 3] 1.4850{ 1.6473] 1.9821] 1.6974| 1.5520| 0.1871] 0.0501
3} 5] 1.26711 1.64731 1.8595! 1.5019] 1.1805) 0.1722] -0.1454
al 7| 1.1383! 1.4130! 1.8515] 1.3502| 1.1398! 0.1897] -0.0828
3! o| 1.0424{ 1.1396] 1.6473{ 1.2585| 1.0059| 0.1795! ©0.1190
3l12| 0.9411] 1.1386] 1.5018] 1.1584( 0.8180! 0.1844] 0.0158
4l 1] 1.7891] 3.8349] 3.9811] 3.4208] 2.8375! 0.4386| -0.2143
4l 3| 1.5687| 1.6473 2.8375| 1.9250] 1.5138{ 0.4194| 0.2777
4! 8! 1.3800! 1.8473] 1.8088| 1.8081] 1.4130| 0.1281| -0.0382
4 7{ 1.2681] 1.6473| 1.6596| 1.4815] 1.1398| 0.1800| -0.1658
4| o} 1.1802] 1.4130| 1.6515{ 1.36876) 1.1386] 0.1917] -0.0454
al12] 1.0824] 1.1398] 1.84723] 1.2885] 1.0059! 0.1785] 0.1180
]

tabela 5.4.8 ~ tempos 6timos de substituic8Bo pelo envelheclmento reais
T, estimados de uma amostra de tamanho 100, T’, e estimpatlivas de 2000
amostras boolstirap, T;. Intervalos de confianga estimados pelas
amostras bootstrap, (LI;LS}, desvios padréc das estimativas bootstrap
D P e wviclos estimados, VICIO, considerando diferentes comblnagles
para os custos envolvidos no modelo. Sinulagtes de uma distribuigdo de

tempos de falha Welbul com pardmeiros o=2 e =2,
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» &*
el k T Ty LS T LI D_P vicio
1} 1| 1.4650( 1.2389] 2.8481} 1.8328| 1.2389] 0.4827} 0.3939
11 3| 1.0424) 1.1197] 1.4320[ 1.2047) 1.1187] 0.1448] 0.0850
1] 5y 0.8868] 1.1197 1.2770] 1.1508] 0.7398}{ 0.1378| 0.0312
11 7)1 0.7644 1.1187] 1.2822] 1.11768% 0.7398 0.1802|-0.0021
1 8) 0.6943| 1.1197{ 1.2522| 1.0862{ 0.7398( 0.2033|-0,0335
1{12] 0.8221| 1.1197| 1.2522| 1.05281 0.4318| 0.2382(-0.0870
2| 11 1.8814} 2.6481| 2.7027] 2.2878! 1.4320) 0.4596|-D.3502
21 31 1.3086] 1.2389] 1.9451) 1.38687 1.1197! 0.3182) 0.1277
2] 8| 1.1101] 1.2389} 1.85315{ 1.2420| 1.1187] ©. 1878 0.0030
2{ 70 0.9877§ 1.1197} 1.3072{ 1.1801| 1.1197} 0.1347} 0.0803
21 9] 0.8018] 1.1197} 1.2770{ 1.1800] 1.1197} 0.1343| 0.0403
2112) 0.8110| 1.1197} 1.2770( 1.14471 0.7398| 0.1433| 0.0250
3] 1f 1.7483| 2.8481] 2.7052| 2.8112{ 1.7761| 0.3306|-0. 1388
3| 3f 1.4650] 1.2388| 2.8481] 1,8328| 1.2383) 0.4827] 0.3839
3| Bi 1.2671] 1.2389| 1.8401} 1.3288| 1.11971 0.2795] 0.0878
J) 7 1.13631 1.2383) 1.7781} 1.2803| 1.1197} 0.2024! 0.0214
31 8] 1.0424} 1.1187] 1.4320} 1.2047| 1.1197] 0.1445} 0.0850
3112 0.9411 1.1197] 1.2770} 1.1884| 1.1197{ 0.1377] 0.0488
4} 1] 1.7691{ 2.6481) 2.9085} 2.B013} 1.9451} 0.2454(-0.0487
4} 3| 1.5667] 1.7761] 2.7027] 1.9180{ 1.2389] 0.5374| 0.1428
4} 85| 1.3800C| 1.2389; 2.6481| 1.4588} 1.1197| 0.3930] 0.2177
41 7| 1.2481| 1.2389 1.8401! 1.3136} 1.1187| 0.26B61] 0.0746
41 9} 1.1502| 1.2389| 1.7761] 1.2689| 1.1197! 0.2082] 0.0310
41121 1.0424] 1.1197| 1.4320] 1.2047{ 1.1197) 0.1445] 0.0850

ifabela 5.4.6 - mesma tabela que (5.4,5) mas com tamanho de amostra 20.
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el ki T ral LS T; LI D_P vicIo

1] 1| 1.4650] 1.8674] 2.4401{ 1.8416| 1.3414| 0.3760] -0.0258
1] 3| 1.0424| 1.2818| 1.4506] 1.2153] 0.8818| 0.1788] -0.0465
1] 5/ 0.8868| 1.0055| 1.3414! 0.9991 0.6783] 0.1952| -0.0064
11 71 o0.7844| 1.0058| 1.2618| 0.8813] 0.6783] 0.1658| -0.1242
1] 9 o.6943| o0.6783| 1.005%| 0.8202] 0.6783] 0.1448| O0.1419
1{12| o0.8221| 0.6783] 1.0055| 0.7821] 0.8783| 0.1274| 0.1039
20 1] 1.e814] 2.4303] 2.8825| =2.4238| 2.0418| 0.1505] -0.0157
2i 3] 1.3086] 1.3414] 1.8674] 1.4527| 1.2818| 0.18%0] 0.1114
2! 5! 1.1101] 1.3414] 1.4505] 1.2889| 1.0055| O0.1543] -0.0525
2! 71 o0.o877! 1.0055| 1.4457! 1.1495! 0.8818] 0.1820] 0.1440
21 9! o0.g018] 1.0085| 1.3414] 1.045a] o0.808B9| 0.2008| 0.03%9
2l1z2! o.8110| 1.0055| 1.3414! o.e3886! o0.8783] 0.183%| —0.0889
al 1| 1.7493| 2.4333| 2.7327] 2.5276! 2.4393] 0.1542] 0.0883
a)l 30 1.4880] 1.8874! 2.4401| 1.8415] 1.3414} 0.3760] -0.0259
2l 5| 1.2671] 1.3214)] 1.ss74| 1.4189| 1.2818| o0.1885] 0.0758
3l 7| 1.1363] 1.3814] 1.4651] 1.3130] 1.0055| O©.1465| —0.0283
3l gl 1.0424 1.2618! 1.4506! 1.2153! 0.8818| 0.1788] -0.0488
3{12] ©0.9411] 1.0088| 1.4457] 1.1006] 0.8088] 0.1980] 0.0951
4l 1| 1.7891] 2.4393| 3.1679] 2.8430| 2.4353] 0.2201] 0.2037
al 31 1.5887| 2.4393| 2.4478| =2.1838] 1.7286] 0.3092| -0.2454
4 51 1.3800| 1.4457| =2.4358] 1.5781] 1.26181 0©.2908] O0.1323
4] 71 1.2481 1.3414| 1.7812| 1.3980 1.2618| O.1588| O.0587
&l 9! 1.1s02! 1.3414 1.4651] 1.3219| 1.0055| ©.1440] -0.0194
41127 1.0424] 1.2618] 1.4508] 1.2153| 0.8818| 0.1788] -0.0465

tabela 5.4.7 - tempos 6timos de substitulgdo peloe envelhecimento
reals 7, de uma amostra de tamenhe 100, censuradas em aproximadamente
50% das observagdes, T*, e estimativas de 2000 amostras bootstrap, T;.
Intervalos de confianga estimados pelas amosiras bootstrap, (LI;LS),
desvios padrfio das estimativas bootstrap, D_P, e viclios estimados,
viCI10, considerando as varlias comblnagdes para os custos envolvidos
ne modele . Simulagdes de uma distribuigfo de tempos de falha Welbul

com pardmetros o=z e B=2.
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» L3

¢l k T T LS T LI HIR Y viclo

11 1.4850 1.268221 2.2468 1.6408 1.1933: 0.4542| 0.3786
1( 3 1.0424 11,1833 1.4787 1.0900| 0©0.70589¢ 0.3050| -0.1033
11 5y 0.8889F 0.7059 1.2781| 0.8236! 0.4731; 0.3027{ 0.2177
1) 7y ©0.7644: 0.7058 1.2822) 0.8238( 0.4731; 0.3085, 0.1176
11 91 0.89437 0.7069 1.26822 0.7794; ©.4731)] 0.2847; 0.073%
11121 0Q.6221; 90,7089 1.2622] 0.7407; 0.4731] 0.2758¢ 0.0348
211 1.68141 2.1594; 2.4798| 2.0727 1.28227 0.3848! -0.0B66
21 3 1.3086 1.18337 2.1594 1. 40600 1.319331 0.3841; 0.2087
21 8 1.1101 1.1833 1. 4767 1.15251 0.70897 0.3207] -0.0408
21 7] 0.8877 1.1833 1.4767 1.0371¢y ©.70884f 0.3108; -0.1562
21 87 0,80i6¢ 0.7059 1.2781| 0.98467 0Q.4731] 0.3083] 0.2487
21121 0.8110fF 0.7058 1.2781) O0,8337; 0G.4731; 0.3123F 0.1478
31 1 1.74831 2.2465: 2.85181( 2.2301 1.4767; 0,30231 ~0.0165
3] 3 1.4650 1.28227 2.2468 1.6408 1.1933] 0.4842; 0.37886
31 8 1.2671 1.1833) 2.18041 1.3518% 0.7083| 0.3664! 0.1585
3} 7 1.1383 1.1833] 2.1594 1.18868; 0.0706| 0.3308]7 -0.0047
31 8 1.06424 1.1833 1.4767 1.0900; 0.7089( 0.3C060f ~0.1033
3127 00,9411 0.7059] 1.3286!¢ 0.9886; 0.4731( 0.3083] 0.2837
41 1 1.7691; 2.4798| 2.5181( 2.2979 1.4787| 0.2511) ~0.1818
4: 3 1.56687] 2.1584| 2.4798 1.82307 1.1833] 0.4864] -0.3364
41 5 1.3800 1.2822| 2.24857 1.8013 1.1833] 0.4215| 0.23%1
41 7 1.2481 1.1833| 2.1584] 1.3302| 0.7089; 0.3546, 0.1368
41 9 1.1802 1.1933| 2.1594 1.2118) 0,7058{ 0.3238( 0.0i83
4112 1.0424 1.1933 1.4767 1.08001 0.7059; 0.3080| -0.1033

tabela 5.4.8 -~mesma tabela que em (5.4.7) mas com tamanho de amostra
20,
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APENDICE

Al.1 - SIMULACOES

A fim de verlficar & aplicabilidade dos métodos
propostos neste trabalho, algumas simulagbes foram efetuadas para que,
partindo de conhecimento a prlori da distribuigfio dos tempos de falha

da amostra, verificarmes o desempenho de cada método empregado.

Toda programagic, simulacio e confeccdc dos
graficos fol felta usando o SAS -~ Statistical Analysis Systen.

Para geragdo dos valores nas simulagbes
utlllzamos as fungbes geradoras de nimeros pseudo-aleatdrios do SAS -
RANUNI, RANGAM, RANNOR, NORMAL.

Para gerar valores da distribuicBo de Weibul,
W{a,8), utilizamos a funcho RARUNI, que gera nimeros aleaidrios de uma

distribuigéo Uniforme em {0,1), R, usando & relagio
Wia,B) » o x {-log R)l/B, «>0, B0

Para cutras distribulqtes como Gama e Lognormal,
usamnos as fungbes RANGAM & RANNCH.

Para slimular os processos de censura miltipla,
gera-se, para cada valor slimulado da amostra, ume variavel R com

distribui¢ic uniforme em (0,1} para determlnar se este valor

1G0



corresponde 8 censura ou ndo. O valor simulade da amostra sera
censuradoe se R < r, onde r determina a proporgiio de componentes da
amostra que serd censurada. Case isto ocorra, o valor gerado seré
multiplicado por um nove R, que determinard o tempo observado na
amostra, censurado, gue cbviamente serd menor que o valor gerado para

o tempo de falha.

Para simular tempos de falha com distribuicio de
Weibul censurados pelo tempe, usamos ¢ valor esperado da distribuigio,
#, multiplicando-o por uma constante que determina o tempo a partir do
gqual os valores estarée censurados, TC¢, permitindo-nos graduar a forga
da censura bastandc para tanto fazer esta constante um niémero menor ou
malor gque um. 5e o valor gerado para a distribulclie for malor que TC,

o valor da amostra sera censurado por TC.

Se amisturarmos og  dols tipos de censura

descritos acima, teremos uma censura wiltipla pelo tempo.
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A1.2 - O METODO BOOTSTRAP

0 método Boolstrap pode ser definido como sendo
uma. técnlca de reamostragem que permite a estimacfo de distribuigdes
amostrals para estimadores. E uma técnica estatistica bastante
recente, desenvolvida por Efron (1878}, com o objetive de resolver

algumas quesifes que surgem em problemas préaticos de esiimagio,

Tem—se uma variavel aleatéria de Interesse
A(X;F), que depende dos dados amostirais X e da distribuigéo
desconhecida F. 0O objetivo ¢ estimar algum pardmetro da distrlibuicgio
de A(X;F}. Através de qualquer técnica de estimaclo F & estimado por £
a partir dos dados x, gque no nosso caso sera a funglo distribuigfo
empirica. Tende estimado F por ?, o método de Monte Carlo ¢ aplicado
para gerar os conjunios de dados bootsirap gf a partir de ?, da mesma
forme que x ¢ gerade a partir de F. A varlével alealéria ﬁ[gf:F] é
observéivel e podemos encontrar sua distribuigfo, em geral, tasmbém por
Monte Carle. A estimativa Bootstrap de EF[A(K;F}] é £%£A{§‘;%}] e a
idéia & & mesma para qualquer oulro parémetro da distribulgio de

#®
ALX F).

Considerando-se a amostra X = {(X1,...,Xn), onde
Xt ~ F, independentes para i=1,..,n, com F descenheclda, a metodologia
geral bootstrap para estimar a distribulc¢fio amostral de A(&;F} pode

ser descrita come segue:

1} Constrol-gse a fungfo de distribuicfio de probabllidade empirica %,

colocando-se massa 1/n sobre cada observagio X i=1,2,...m

11) Com P fixa, seleciona—se uma amosira com reposlicdo de tamanho n =

partir de ?, ou seja,
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X = x, X ~F (i=1,2 )
g e %y ind, (TorEreeB
* » * *
X = {Xi,X%...,,X;} é a amosira bootstrap., Calcula~-se a estimativa

bootstrap de A(X;F}, ﬁ(ﬁﬁ;%) = &';

111} Aproxima-se a distribulgfic de A(X;F) através da distribuigio
bootstirap de A’,

Na préatica, a aplicaglo do método bootstrap
envelve 1831 algoritmo de Monte Carle cnde seleciona-se,
independentemente, um grande nimero de amoostras bootstirap, e para
cada uma calcuyla-se A‘. Com esses valbres constréi-se a distribulgio
empirica que fornece uma aproximagfio para a distribuicio de A(X;F}.
Essa metodologia & conhecida como bootstrap Monte Carloc e um algoritme

€ dado nos segulntes passos:

1. Através de um gerador de numercs aleatérios seleclona-se,
. »
independentemente, um grande nimero B de amostras bootstrap: x (1},
L
X (21, % (B).

2. Para cada amostra gf(b}, b=1,2,...,B, calcula-se a estatistica de
interesse: A (b) = A(g:(b).%3;

3. Aproxima~se a distribulgiio de A{X;F} pela distrlbuiqo boolstrap de

A (b,

Supondo-se que ¢ objetivo é estimar o vicio do
estimador de um parametro 6 de F, 3(&), A varigvel aleatéria de

interesse, nesse Caso £:

AGF) = B(x) - o (A1.2.1)
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ELAGF)] = EB(X] - @ (A1.2.2)

¢ o parémetre de Interesse da distribuigio de A(X;F).
A estimativa beotstrap do vicio é dada por
Vicio(8) = Ep LA(X;F)] = fzgiéq'} - 6] = EplB(R)] - 6. (A1.2.3)

Parsa calcular o Vicio(@) numerjicamente, segue-se o alporitmo de Monte

Carle apresentado anteriormente e caicula-se

B B
vmoB{él = % % Z Alx (b)) = %g x ): B(x"(b)) - 8 (A1.2.4)
b=1 b=1

Quande B — w, a expressfo (A1.2.4) se aproxima da expressiio (A1.2.3).

Se estivermos interessados em estimarmos EF{A},

caloulamos

B
x Z ax'(63;8) (ar.208)
br=i

* 1
Eglatx;#)1 = 3

Un métodoe simples de obter Intervalos de
conflanga aproximados para qualquer parametro 6=60(F)}, baseado na
distribulgio bootstrap de B = o(?) & o método dos Percentls, que

veremos a segulr.
Seja

#(t) = prob {8 st (A1.2.8)
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a funglo distribulglo acumulada da distribuigfio bootstrap de ﬁf gue
aqul € obtlda pelo método de Monte Carlo, cu seja £ aproximada por
#{g*(b) = t}/B. Para um dado a entre O e 0.5, por exemplo, define-se

LIgta) = P, LSpla) = #1-0), (AL.2.7)

que denctaremos somente por LI, LS. O método dos percentls consiste em
tomar [LILS] come uma aproximacfo do intervalo de confianca central
1-20 par 6. [Desde que o = ?‘(LI@), g = ?’(L‘Sg), o intervalo obtido
pelo métode dos percentis consiste da proporgiie 1-2Za central da
distrlibuicéo bootsirap.

0 método bootsirap tem a vantagem de evitar
todas as supesigdes e dificuldades analiticas de gualquer tipoe. (aso
se conheca qualguer caracteristica de F, esta Informagio pode ser
incorporada ac processc de esiimagio de F através de # e neste caso o

processe & chamade boolstrap paramétrico.
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Al.3 - PROGRAMAS

Os programas a segulr foram uillizadeos para
obter os resultados comentados nos capitulos deste trabalhe. Através
de pequenas variacgles destes programas apresentados, variosz resultados
podemn ser obtidos.

Al.3.1 - §EHUL&CEO DE TEMPQS DE VIDA E DE CENSURAS E ESTIMACAO DOS
wEéRﬁMETRGS DA DISTRIBUIGCAO DE WEIBUL CONFORME O CAPITULO IV.

DATA LIFER (KEEP=REF AAl BB1 TF CF CONST)
RESULT (KEEP=REP AA1 BB1 TC ALFA BETA );

ARRAY Z{50} Z1-Z50;

APRAY Y{80} Y1-Y50;

ARRAY X{S0} X1-X5O;

ARRAY W{B0} Wi1-W30;

ARBAY A{50} Al-ASO;

DO ﬁAi*S,IO,lUO,EOO; /ﬁ*i#‘ﬁ#***!&*lﬁ***ﬂ******ﬁ*ﬂ***ﬁ*&&ﬁ!****x
0 BB1=0.5,1,2,3; /* definigBo dos parfmetros da */
7% distribuigfo de Weibul */

/&***&ﬁ*&ﬁﬁ*******ﬁ****ﬂ‘*ﬁﬂ******ﬁ****ﬁ**/
DO REP=1 TO 1,
T=B0;
MM=0, 7

/Eﬁ**#****##***ﬁﬁ##t**iit*t#/

;:*/ FORMA DE K*:X f**ﬁﬂ*ﬂ******ﬁ‘ﬂ!ﬂ****ﬁ‘*‘ﬂ‘ﬁ*#****i*/
o gggghﬁi*gﬂﬂﬁA As U 3 *; /% ESCOLHA A DISTRIBUICAO DE FALHAS: */
% 1-» CENGURA PELA WEIBUL */ 7 DISTRIB=1 OU 2; */
/* 1-> WEIBULL SIMPLES .
SN ALFA=1.8: BETA=3; /%%
-8 ; /%%/  ALFA2=2; BETA2=0.S5; 2Ly,
/% 2-» CENSURA PELA NORMAL */ ; ;
/% 2-> MISTURA DE WEIBRULLS * 7
/**/MEDIA=1.5; DP=0.5; /%*/
ey DISTRIB=1: Ly

/* 3-> CENSURA ALEATORIA  */
/* 4-» SEM CENSURA */
P4 FORMA=4; SRy
JEREHRR KRR RRBR TR AR A AN AR S

fﬂ*&ﬂﬁﬁ#&&iiﬁ!i#*i*ﬁ*ﬂ**ﬂ*ﬁ*ﬁ&***#m*¥/
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TC=T*{AA1*{CAMMA{1+{1/BR1})}};
DO ¥=1 TC 50;
I¥ DIST=1 THEN DO;
U=RANUNI{O):
P=0, 1; Al=1; A2=10:Bi=0, 3; B2=2;
IF U <= P THEN XK=A1*({-~LOG(1-RANUNI{O})})**{1/B1)};
IF 1>P AND U <= 1 THEN XE=A2%({-LOG{I-RANUNI(0}))**(1/B2)};
END;
ELSE IF DiST=2 THEN DO;
ZEPARAMETROS==> */
KE=AAL*{(-LOG{I-RANUNI{O) ) }**{1/BB1) );
END;
ELSE IF DIST=3 THEN DO;
F*PARAMETRDG==> */ AA=5; BB=3;
REK=AA*RANGAM(O, BE}:

ERD;
ELSE IF DIST=4 THEN DO;
Z*PARAMETROS== i S=2 MU=4;
XK=EXP{MU+SORT(SI*RANNGR(Q) )
END:
f“’*ﬂ‘*ﬁ**ﬁ'ﬂ/
/% CENSURA */
SRR RRRG .

IF FORMA = 1 THEN
IF XK<=BETA*({(-LDG{1-RANUHI{20}))**{1/ALFA)) THEN CF=9;
ELSE CF=0;

ELSE IF FORMA = 2 THEN
IF XK<=DP*(NORMAL{30)+MEDIA) THEN CF=8;
ELSE CF=0;

EISE IF FOBMA=3 THEN X}
UP=RANUNI(O);

IF XE>TC THERN CF=1;

FLSE IF UP<=MM THEN CF=0;

ELSE CF=9;

END;

ELSE CF=8;

IF CF=0 THEN Z{K}=-(RANUNI{O)*XK};

EILSE IF CF=1 THEN Z{K}=~TC;

ELSE Z{K}=XK;

TF=XK; CONSET=1;

OUTPUT LIFER:

END;
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f&**ﬁ*!ﬂ&*ﬂlﬁ%**ﬂt!i*#****iﬁﬂ&/

/*  DRDENACAO DA AMOSTRA sy

f&t&ﬁ*ﬁ*ﬂ**t*l!#*ﬂ**ﬁ*ﬂ&!!**ﬁﬂf

DO K=1 TO 50;

E=1;

DO L=1 TO 50;

IF ABS(Z{K}) > ABS{Z{L}} THEN E+1;

ELSE IF ABS(Z{K})=ABS{2Z{L}} AND K>L THEN E+i;
END;

Y{E}=Z{K};

END:

CRUZA=0;
DO B=0.2 TO 3 BY 0.008;

fﬁ*ﬂﬁﬁﬁﬁl*#*ﬁ***ﬂ&ﬂ**ﬁ!***&*ﬁ&*ﬂ&!/

/7% CRIACAQ DO TOTAL TIME ON TEST */
SEERRERBRRRNBERERERARRRNR R R R RS HS

H=1;

J=1:

RA=1;
EERD: IF v{J}>0 THEN Z{H}={Y{J}**Bl*RA;
QUATRG: D=J;
[§:5H

iF ¥{J}>0 THEN IX;

RA={(B0~J)/(50~J+1) 1*RA; X{H}=1-RA; W{H}=Y{J}; U=J; END;

J+1
IF J»50 THEN GOTQ FIM;
IF Y{J}<0 THEN GOTO UM
IF Y{D}<0 THEN GOTC ZERO;
L=H;
H+1;
Z{Hy=2Z{L} +RA* (({¥Y{J})**B)~{(Y{D} }**B));
GOTO QUATRO;
FiM: =H;
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/&#ﬂ*!#*#i*ﬁ****ﬁ********i*ﬁﬂ******#i##Qiﬁ*&*ﬂ*&ﬂ***ﬁﬁ*ﬁﬂt*ﬁmﬁﬁ/

/#* CONTAGEM DO NUMERO DE CRUZAMENTOS E PROCURA DO MELHOR 8 s
Pt e R e

KE=0;

Al=X{V}*{21/2{V});

DO J=2 TO V;

A{ Jp=X{V}*(Z{J}/2{V});

IF A{J-1}<=X{J~1} AND A{J}>=X{J} THEN KK+1;
END;

IF A1<¥Xi THEN DMIN=1;

ELSE DMIN=0;

IF A{V-3}<¥{V-1} THEN DMAX=1;

ELSE DMAX=0;

NCR=2¥KE-~-DMIN~DMAX;

IF CRUZASNCR THEN DO; CRUZA=NCR; BETA=B; END;
END:

fﬁﬂﬁ*ﬁﬁﬁﬁ*!&**Iﬂiﬁ&!*ﬁ**ﬂ&i*&/

/% ESTIMACAC DO PARAMETRO & */

fﬁ***ﬁ*ﬂiﬁ!&‘*ﬂﬁtlﬁlii*l***ﬁﬂ/

IF {U/50}<0.95 THEN

ALFA=(W{V} /{(~LOG(1-X{V¥} )} }**{1/BETA});
ELSE D)5

SOMA=0;

DO 5=1 TO Y,

SOMA+ (W{ S} **BETA};

END;

ALFA={ {SOMA/VI** {1/BETA));

ENDy

QUTPUT RESULT;

END; END; END;

RUN;

PROC SORT DATA=LIFER;BY REP AA1 BBIl;
RUN;
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;iitﬂ*ﬂt**!t*ﬁl#&*iﬂmﬁ!H*#*ﬁﬁﬁ****&ﬁﬁ*t!i!#*&***ii*ﬁ**#**&t/
/% ESTIMACAQ DOS PARAMETROS DA WEIBUL PELO LIFEREG DO SAS */

fﬁ**ﬁ&*ﬁ**i#l**ﬁ#ﬁ***ﬁ!#****ﬁ&ﬁ&**ﬁ*ﬁ%*ﬁiﬁﬂ&***!%il&ﬂﬂﬂ**ﬁ*/

PROC LIFEREG DATA=LIFER OUTEST=PARAM NGPRINT;
MODEL TF*CF{0 1)=CONST;

BY EEP AAl BBi;

RUN;

DATA PARAMI{KEEP=AAl BBl REP ALFASAS BETASAS};
SET PARAM;

BETASAS=1/{_SCALE };

ALFASAS=EXP( INTERCEP);

RUN;

PROC SORT DATA=PARAMIL;

BY REF AAl BB1,;

RUHN;

f*#*ﬁ*ﬁ**#*kﬁ&*#**ﬁ#*&**#**ﬂi*/

/% COMPARACAC DOS RESULTADOS */

{*****&ﬂ&*ﬂ‘*ﬁ!ﬂﬁﬁ**ﬁmﬂ**%ﬁ*ﬂﬁ/

PROC SORT DATA=RESULT; BY REP AAL BBIL; RUN;
DATA PARAMET,
MERGE RESULT PARAM1;BY REP AAl BBI1;
LABEL, BETASAS="BSAS'
ALFASAS=" ASAS'
ALFA="'ATQT'
BETA=' BTQT'
AA1="VALOR REAL DE ALFA’
BB1='VALOR REAL DE BETA";
RUK;

FRUOC PRINT DATA=PARAMET MOQOBS LABEL;
VAR AA1l BB1 ALFASAS BETASAS ALFA BETA;

RLUN:
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A1.3.2 ~ PROGRAMA DE SIMULACAC PARA PROCURA DO MELHOR TEMPO DE BURNIN

COM APLICAGCAO DE BOOTSTRAP

DATA GERASO (KEEP=Z1-Z50) BURNIN {KEEP=CA CB CC CK I0_A BURNIN);
ARRAY Z{50} Z1-Z50; ARRAY Y{50} Y1-Y50; ARRAY X{50} X1-X50;
ARRAY A{B0O} Al1-A50;

f**ﬁ****&&ﬁ#****ﬁ&*ﬁ#*ﬂ/

A% GERACAU DA AMOSTRA */

ft&*ﬂ**ﬂ**ﬂﬁ!#ﬁ**ﬁﬂ*ﬁ!*/

JERERERABCRNRERBERER RN RS GS Y
oLy o
/* ESCOLHA A FORMA DE W4
/® CENSURA:FORMA =1,2 OU 3 */

/*ﬁﬁ*#&ﬂ****#i***!#ﬁﬂ*ﬂ*ﬂ&ﬂ*&#ﬁ**ﬁ!**/

/% ESCOLHA A DISTRIBUICAG DE FALHAS: */

" DISTRIB=1 OU 2; ./
. / = ;

/% 1-> CENSURA PELA WEIBUL */ /¢ (o yrrnos aim! oo .
/*%/ALFA=1.8; BETA=3; %%/ 7 /
-8; ; %%/ ALFA2=2; BETA2=0.5: .

A% 2-> CENSURA PELA NORMAL %/ ' .

* - *
e AL ey /" 2-> MISTURA DE WEIBULLS Y
- 93 55 ey DISTRIB=1: ey

/% 3-> CENGURA ALEATORIA %/
7* §-» SEM CENSURA */
sy FORMA=4 ; Vaa V4
P T e Ty

/iK*t*ﬁ!**ﬁ#*ﬁ#*i**ﬂ&ﬁ&#%**ﬂﬁ***t#***/

DO K=1 TO 80; IF DISTRIB=1 THEH
AX=ALFAZ*( (~-LOG{1~-RANUNI(20))1**{1/BETA2));
ELSE IF DISTRIB=2 THEN DO; U=RANUNI(10);
IF U <= 0.1 THEN XK=0.01%((~LOG{1-RANUNI(20)})**{1/0.2)});
IF U»0. 1 THEN XK=0.1*{({~LOG{1-RANUNI(50)))}**(1/0.3)}; END;
LTI I AL

A% CENSURA */
/#&&#*&Kstﬁﬁ/
IF FORMA = 1 THEN YK=BETA*{(-LOG{1-RANUNI(50)))**(1/ALFA});
ELSE IF FORMA = 2 THEN YK=DP*{NORMAL{30)+MEDIA};
ELSE IF FORMA=3 THEN DO; UP=RANUNI{30};
if UP<=0.85 THEN YK=0Q,
ELSE YE=XK+1;end; ELSE YK=XK+2;
IF ¥K<=YK OR YK<0 THEN Z{K}=XK;ELSE Z{K}=-XK;
END; GUTPUT GERABO;

SRR R
/% ORDENACAO DA AMOSTRA %/

fﬂﬁ_ﬁﬁ*ﬂ‘i&*ﬁ**ﬁﬁﬂﬂﬂﬁiﬂ&ﬁ*/

DO K=1 TO 50;E=1; 00 L=1 T0 50;

IF ABS{Z{K}) > ABS{Z2{L}} THEN E=EBE+l;

ELSE IF ABS(Z{K})=ABS(Z{L}) AND K > L THEN E=E+1;END;
¥{E}=Z{K}; A{E}=Y{E}; END}
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fﬁ*ﬂl&ﬁﬂiﬁ**ﬂﬂ!&ﬁ!&**ﬂ*ﬂ*ﬁ#*&***i*;

/* CRIACAD DO TOTAL TIME ON TEST */

!ii*ﬁ&#**l***#ﬂ*“ﬁ%*ﬂ**ﬂﬁ*ﬁﬁ*&**ﬁﬂ/

H=1; RA=1; J=1;
ZERQ: IF ¥{J}>0 THEN Z{H}=Y{J}*RA;
QUATRD: D=J;
UM RA=( (50~J)/{80-J+1} } *RA;

IF ¥Y{J}>0 THEN DO; X{H}=1-RA; A{H}=Y{J};END;J+1;

1F J>50 THEN GOTO FIM;

IF ¥{J}<0 THEN GOTC UM;IF¥ Y{D}«<0 THEN GOTO ZERD;

L=H; H=H+1; Z{H}=Z{L} +RA® (Y{J}-Y{D} ); GOTO QUATRO;
FIM: V=H;

f&*!**&ﬂ&**ﬁﬁﬁ*ﬂﬁ*****&#*k%&ﬁﬁﬁiﬂ&ﬂ&ﬂi&ﬁl*ﬁ*ﬁt#**&**i*K&ﬁ***/

/% CRIACAQ DA TRANSFORMACAC TTT ESCALAR */
/% CALCULO DOS VALORES OTIMOS DE BURNIN VARIANDO OS CUSTOS */

f&ﬂﬂ&i!*&&*ﬁ*3*!ltiiﬂﬁ!**ﬁﬁQﬂﬁﬁ*ﬂt*!!ﬂﬁ**!**ﬂ***ﬁ#****i*!ﬁ*ﬂ/

D0 CA=1,5;00 CB=1,2,3,4;D0 CC=1,10 ;D0 CK=0.5,3.5;

D= [CA+CC+CB*Z{ V} }/CK; BURNIN=0;

DO J=1 TG V;ST = Z{J}/72{V}; Y{J}=(1-ST3/(D+1-X{J} );

IF BURNIN < Y{J} THEN DO;BURNIN = Y{J}; 10_A=A{J}; END; END;
DUTPUT BURNIN; END; END; END; END;

/ﬁ#***ﬂ*ﬂ*ﬂﬁ#!ﬁ*ii##*i*#ﬂ*(ﬁﬂ&i*ﬁi**ﬂ#*l{

A SIMULACAC BOOTSTRAP */

/**ﬁ*#*ﬁ*‘**&ﬂ&**ﬁi*ﬂ#&ﬂ&i&ﬁ*ﬂ****ﬁﬁ***&/

DATA BOOTS {(KEEP=I0 CA CB CC CK);

ARRAY Z{50} Z1-Z50; ARRAY X{80} X1-X50;

ARRAY Y{BO} Y1-YS0; ARRAY A{B0} A1-AS50; ARRAY W{B0} Wi-W50;
SET GERABO;

/&ﬂ*ﬁ**ﬁ**G#***ﬂ&#**ﬂ*ﬁ&ﬂ&**i**ﬂl!*/

7% CRIACAC DAS AMOSTRAS BOOTSTRAP */

/ttﬁ#tﬂﬁ***ﬂ**i***i*%*&**ﬁii**i#ﬁ##/

DO I=1 TO 10Q0; /* DE O NUMERD DE AMOSTRAS */
DG J=1 TQ 80; /% DE O TAMANHO DE CADA AMOSTRA */
P=INT{ {BO*RANUNI{O0))+1); X{J}=2{P}; END;

fﬁﬂﬁ&*&ﬁ**ﬁﬂ#ﬂ&ﬂ&**!ﬂ***ﬁ*i&&!ni!**/

/* ORDENACAQ DA AMOSTRA BOOTSTRAP */

fﬁﬂﬁ*ilﬂ****ﬁ**#ﬁﬁ&#*ﬁ*&*&ﬁ%**ﬂiﬁ*ﬂf

BO k=1 T0 50; E=1; DO L=1 TO 8O

IF ABS(X{K} )}>»ABS{X{L}) THEN E=E+1;

ELSE IF ABS(X{K})=AB3{X{L}} AND K>L THEN E=E+1;
END;  Y{E}=X{K}; END;
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/U***b*ﬁ**iﬁ*ﬁt‘ﬁ&*t**ﬁ*&*!*ﬁ**i#ﬂ/

A* CRIACAQ DO TOTAL TIME ON TEST */

f*ﬁ##ﬁ&ﬂiﬂ*ﬂ#*ﬂ*#**&&*ﬂﬁ*ﬁii&#ﬁﬁﬁ#!

H=1; RA=1; J=1;
ZERO:  IF Y{J}>0 THEN W{H}=Y{J}*RA;
QUATRG: D=J;
LM IF Y{J}>0 THEN DO;RA=({(50~J}/{50~J+1})}*RA; X{H}=1-RA;

A{H}y=Y{.J} ; END; J=J41;

IF J>B0 THEN COTO FIM; IF Y{J}<0 THEN GOTO UM;

IF ¥Y{D}<0 THEN GOQTO ZERO;

L=H; H=H+1; W{H}=W{L}+RA*(Y{J}-Y{D}); GOTO QUATRO;
FIiM: V=H;

f&&!*%ﬂh!****!!i!ﬁ!Htt*ﬁ**!ﬁ*ﬁ!**ﬁl*&*t*ﬂ/

/* CRIACAOQ DA TRANSFORMACAO TTT ESCALAR */
#* E PROCUBA DO PONTO QOTIMO DE BURNIN %/

/#*ﬁ&!l&*%*ﬂﬂ#ﬂﬁﬁ*ﬁ**&*#*&tﬁ*%&ﬂﬁ*iﬁ*!ﬂ!!/

DO CA=1,5;D0 CB=1,2,3,4,D0 CC=1,10 ;D0 CKE=0.5,3.5;
D={CA+CC+CRB*W{V} ) /CK; BURNIN=0;

DO J=1 TO V;8T = W{J}/WVl; ¥{Ji=(1-8ST}/(D+1~X{J});

IF BURNIN < Y{J} THEN DO; BURNIN = Y{J},; 10=A{J}; END; END;
GUTPUT ; END; END; END; END; END; RUN;

PROC SCRT; BY CA CB CC CK; RUN;

PROC UNIVARIATE; BY CA CB CC CK; VAR I0; RUN;

PROC SUMMARY DATA=BOOTS; CLASS CA CB CC CK; VAR 10;

GUTPUT OUT=CUSTOSBT MEAN=I0_M STD=D_P ;

PROC BORT DATA=CUSTOSBT; BY CA CB CC CX;

DATA DAD. JUNTABGhL; MERGE BURNIN CUBTOGBT,; BY CA (B CC CK; RUN;
PROC PRINT; RUN;

113



A1.3.3 -~ PROGRAMA DA APLICACAO (4.1) DO CAPITULO IV.

data gera;
input =zl &;cens=];
z=zi*¥L; /% <=== transformacac Q */

cards;

56 B3 104 118 244 305 420 462 453 803 552 614 661 673 683 685 7583 783
806 B34 B38 862 897 804 981 1007 1008 1048 1089 1107 1125 13141 1153

1201 1253 1313 1329 1347 1454 1464 1490 1491 1532 1548 1568
1599 1808 1723 1769 1785 1827 19857 2008 2010 2016 2022 2037
2139 2150 2156 2160 2180 2210 2220 2248 2285 2325 2337 2381
2548 2565 2584 2624 2675 2701 2755 2877 2879 2822 2385 3087
3191 3439 3817 3685 JT756 3826 3995 4007 4159 4300 4487 5074

1154 1183
1874 1586
20688 2096
2437 2454
31680 3185

5878 5623 6869 7739

FROC SORT DATA=GERA;BY 2;
DATA WEIl (KEEP=ST J X J);
RETAIN ST £A J CA RA IHND O

fi&&ﬁ**ﬁﬁ#ﬁ&ﬁ*ﬁ**ﬁﬂﬁ#*ﬁﬂi&###*ﬁ*&ﬁ/

£* CRIACAQ DO TOTAL TIME ON TEST */

/i***#*ﬂ&lH&***#ﬁ**ﬁ*ﬁ*ﬂ*&*ﬁ&**!#*/

ZERO:
QUATRG:
U

FIM:

TM=107; /% <== ENTRE AQUI COM O TAMANHO DA AMOSTRA */
B=1;SET GERA POINT=H;J=1;CA=-1;RA=1;

IF CENS=1 THEN DO; ST=Z*RA;END;

ZA=Z;

IF IND=0 AND CENS=1 THEN RA=((TM-J}/(TM-J+1})*RA;
IF IND=1 OR CA=-1 THEN DO;

RA={ (TM~J) /{107~J+1} ) *RA; X=1-RA; END; J=J+1; H=J; CA=1;
1F J<=TM THEN SET GERA POINT=H;ELSE GOTO FIM;

IF CENS=-1 THEN IND=0;IF CENS=-1 THEN GOTO UM;

IF CA=-1 THEN GOTQ ZERO; IF (ZA NE Z) THEN DO;
OUTPUT WEI1; IND=1;END; ELSE IND=1;ST=ST+RA*(Z-ZA};
GOTO QUATRO;

STOP; RUN;

PROC SORT DATA=WEIL; BY DESCENDING ST descending J; RUN;
DATA TTT (KEEP=W1 ST 2V X XC);

SET WEIL:BETAIN 2V XC O;

IF _N_=1 THEN DO; 2V=ST; XC=X; END;W1=XC*{SI/ZV};RUN;

/&ﬂ***ﬂ*ﬁ#ﬁ#*i**ﬁ&%&!&!&ﬂ*#*ﬁ#*ﬁ*ﬁ**#&%*ﬂ!ﬁ/

/% CRIAGAO DO GRAFICO DA TRANSFORMACAD  */
SREERRE RN RRBNERER AR ML RET RSB R R R RE RN R R S
SYMBOL1 I=JOIN L=20;

SYMBOL2 I=JOIN ;

SYMBOL3 I=JOIN L=10;

PROC GPLOT;

PLOT Wi*X=2 X*¥=2 /OVERLAY FRAME

haxis=0 to 1 by C.1 vaxis=0 Lo 1 by 0.1;RUN;
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Al.3.4 -~ DADCS DA APLICACAC (4.2) DO CAPITULO IV.

Tempos de falha em dias,

negativo correspondem z censura.

21
21
21
21
586
98
112
112
126
140
140
147
161
168
175
175
175
182
196
168
203
210
210
217
224
~224
-224
224
~224
~2d4
~224

~224
224
224

245

294

3587

371

392

434
~434
434
~434
-434
-434
~434
-434
-434
-434
~434
~434
~434
~434
—434
-434
434
~434
~434
~434
-434

~-434
-434
-434
-434
483
497
504
532
538
533
588
595
630
830
~B51
-B851
~851
-651
~B51
-B51
-651
-651
~B81
-851
-BE1
~651
~-651
-651
~-B51

-B851
-551
~651
-651
-851
-B51
-651
~BB1
~GE51
-B51
~B51
-651
~651
651
-681

686

£93

819
~861
~861
-B&1
-861
~B61
-861
-861
~861
~861
~861
-861

~861
-861
~861
~B61
-B861
-861
~861
-861
~BE61
-861
-861
~861
~881
-861
-861
~861
~881
-861
-B61
-861
~8651
~861
889
910
8966
-1078
-1078
~1078
~1078

118

~1078
~1078

1120

13120
~-1295
~1298
-1285
~12495
~12885
-1288
-1285
-12895
-1285
-1289%
~1295
~1285
-1285
~1295
~1285
~1235
-1295
~-1285
~1285
-1265
~1295
-1288
-1285
~1298
~-1288

~-1285
~1288
~-12886

1519

1561

1561

1581

1610

1610
~1722
~1722
-1932
-1832
-1932
-1832

1839

1438
-2149
~2348
-2345
-2348
-2345
~2345
~2345
~23458
-2345
~2345
-2345
~2345

valores com sinal

~2345
~2345
—-23458
~2345
~2345
~2345
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