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Introducao

Realizamos no presente trabatho uma apresentagdo da Teoria de Homotopia
Regular de Gralos, a qual se faz de maneira similar 4 Teoria de Homotopia Classica.
Tal teoria nos permite associar a cada grafo orientado seus grupos de o-homotopia
e o*~homotopia, 0s quais refletem propriedades estruturais dos grafos erientados,

O trabathio estd composto em trés partes.

Na primeira introduzimos os conceitos e defini¢des necessarias para o desenvol-
vimento da teoria de homotopia regular de grafos, a qual ndo necessita ser desen-
volvida sobre a categortia dos espagos topologicos e fungbes continuas mas somente
sobre a categoria dos pré-espacgos e fun¢es pré—continuas que sio versdes mais fra-
cas da primeira, ¢ portanto mais gerais.

Uma vez que podemos identificar os digralos com os pré-espagos finitos, po-
demos entiio associar a cada gralo orientado G dois pré-cspagos finitos e coin este
artificio definimos naturalmente o p—ésimo grupo de o-lhomotopia e o n-ésimo grupo
de o*-homotopia denotados por Qu(G) ¢ QFH(G), respectivamente.

Na segunda parte apresenlainos varios resultados centrais para a demonstragio
de dois teoremas fundamentais para o calculo de @,(G) e Q5 (G).

Finalmente na ditima parte apresentamos uma interessante aplicagio dos resul-
tados precedentes dando uma caracterizagio estrutural dos torneios tendo o primeiro

grupo de homotopia nio nulo.



Filtros. Pré—Espacos. Digrafos.

Grupos de Homotopia.

Para o desenvolvimento da teoria de homolopia regular precisamos definir uma
estrutura pré-topoldgica sobre umn conjunto, a qual se faz através da nogio de filtro
sobre um conjunto. Assim sendo, comegamos com algumas definicdes rapidas a res-
petlo de filtros.

Definigao 1. Seja A um conjunto. Uma colecio ndo vazia F de subconjuntos de
A é chamada um filtro sobre A, se as seguintes condigdes forem verificadas:

(i) XeF, YeF=XnNnYeF,
i}y XeF, XCY=YEeF

Se além disso, " # exp A (onde exp A denota o conjunto das parjes de A),
ou svja, se ¢ € I, enlio ' é chamado um fillro prdprio sobre A.

Seja B uma cole¢do de conjuntos. Se A € um conjunto, 3 CexpA ¢ F éum
filtro sobre A que consiste dos Y C A tais que existe X € § com X C Y, entéo
diremos que 8 ¢ uma base do filtro F' (sobre A). Diremos também que # é um
Jiltro base (um filtro base proprio) sobre A, se existe um filtro (um filtro préprio)
F sobre A do qual § é base (se existe um tal filtro F, entao ele é, naturalmente,
unicamente determinado, por isso denotaremos tal filtro por 8).

Uma. colegido de conjuntos 8 é um filiro base se, e somente se, para qualquer
Xepg Yef exsteum Z € F com ZC XNY; B € um filtro préprio se, e
somente se¢, em adigio, ¢ & 5.

Dados dois filtros ¥ e F' em X, dizemos que F’ é mais fino que F, F' < F',
se F'C F¥. Se além disso I" £ I, dizemos que [ ¢ estritamente mais fino que F.

Um filtro I sobre A & chamado filtro principal se existe um subconjunto

B C A tal que FF={B}, ouseja, F={XCA|BCX}.
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Definigao 2. Sejam dados, um conjunto ndo vazio I e para cada elemento z € [
um filtro F, sobre I tal que Ta:_}' < F,. Chamamos de filtro de vizinhancas do
ponto x ao filtro F,. Denominamos pré-topologia sobre [ a familia dog filtros
P ={I} (« € 1), e chamamos de espago pré-topolégico ou pré-espaco de suporte
I e pré-topologia P ao par P = {I, P}.

Se os {iltros da familia P sao principais dizemos que P é um pré-espago a
filtros principais ou um pf-pré-espago.

Finalmente, dois pf-pré-espacos P = {I, P} e P' = {I, P'}, possuindo o
mesmo suporte I e pré-topologias P = {A,;} (x € I)e P'= {'AL} (z € I) séo
ditos simélricos sc para cada ® € ] ecada y € I tem-se: z € A, <=y € A,.

Observagio 1. Os pré-espagos coincidem com os espagos fecho de Cech. De fato,
sc pode definir wm operador fecho w para P, pondo para cada subconjunto X C I:

wWX)={esel|UeF,=UNX # ¢}.

*

E imediata a verificagiio das seguinles propriedades:
(1) u(é) = ¢
pois para todo z € I etodo U € I tem-sc UN¢ = ¢.

XN Cu(X)V XCI.
Pois se & € X cntéo como « € U paracada U € F, temos que z € UN X =
UNnX # ¢.

By u(XUY)=uX)Uu(Y) VXCI, VYCL
Porque se z € (u{X) U u(Y)), entdo cada conjunto de F; enconira X ou Y e
consequentemente, X UY,logo z € u(X UY) => u(X)Uu(¥Y) Cu(X UY). Para
provar a inclusdo contraria, seja z € (u(X)Uu(Y)), pela definigio de v existem U
e Vem F, com UNX = ¢ =V NY, disto scgue que (UNV)N(XUY)=4¢ e
como VNV € F, temos, pela definigio de v que z € u(X UY). O que prova que
(X UY) C (u(X)Uu(Y)). Donde: w(X)Uu(Y) =u(XUY).

Reciprocamente, pode-se demonstrar que um espago fecho de Cech é um pré-—
espaco. (cl. [8], cap III sec. 14).
Usaremos de agora em diante a notagdo X = u(X) para o operador fecho de



Cech definido acima.

Observagao 2. Os espagos topoldgicos sao em particular pré-espagos. De fato,
acrescentando a seguinte condicho:

YereP e VUe€F, existe VeF, talque
paracada yeV  IW e F, talque W CU”;

a defini¢do 2 temos que o pré-espaco P = {I,P} torna-se um espago topoldgico.
De fato, neste caso vale u(u(X)) = u(X) para cada subconjunto X de I (cf. [8],
pg. 251).

Introduziremos a seguir as fun¢des pré-continuas entre pré-espagos de modo
perfeitamente andlogo ao caso das fungdes continuas entre espagos topoldgicos.

Definigdo 3. Sejam P = {I, P} e P’ = {I', P’} dois pré-espagos. Uma fungao
f: I — I' édita pré-continua se para cada « € I resulta:

J(F) < Fyy = (VU € Fuey IV € Fy  tal que  f(V) CU)

Observagio 3. Cousiderando dois pré~espagos P e P como espago fecho de Cech,
a fungdo f : I — I' é pré-continua se, ¢ somente se para cada A’ C I’ e para
cada B’ C I’ vale a implicagdo:

0T =¢= fHA)N[HB) = ¢;

pois supondo que f:1 — I' é tal que f(I;) < Fy,) lemos que dados A', B' € I’
tais que f~HA) N f-UB) #£ ¢

= ¢# [(STAVNF(BY) C [ITANNFFBYC AN (B C

{) — —_—
C AnffyYpycAnp

=}A’ﬂ§?%¢



(*} é uma consequéncia do scguinte resultado:

) fIUB) & FUBY)

De fato, dado y € f[~1(B) = T & € [~1IF) lal que f(z) = y. Assim, sc
UerlF,=Fj= 3V ek, talque f(V)CU pois f épré—continua. Logo:

UnfyBy2 f(Vynsi By f(vaf(B)) +é,

pois VN f1(B)#£djdque VEF, e z € F(_B_’) donde U N ff~1(B') # ¢
e portanto y € ff~1(5). Reciprocamente, se f: I ~— I' é tal que, para todos
AVB C I ais que ANT = ¢ = [“HA)N J-1I¥) = ¢, mostremos que
?(F‘:T < Fyy (onde Fy denota neste caso o sistema de vizinhangas de z segundo
o operador {echo definido na observacio 1, denotado aqui por uma barra —}.

Dado U € Fyy = f(z) € intU = I' — (I' ~ U). Quero mostrar que existe
Veltalque zel—~(I-V)e f(V)CU. Afirmo que V = f~1(U) satisfaz as
propriedades desejadas. Como:

fz) € imtU=I'-(I-U)= f{f}cfI-(I'-V))=

(wx)
-

= 1= [{IT=U)

[wm

C I-F I =0)=I-{T=jIU)=int fHU)=intV

= s fMf@)}CiV e [V)=[{U)CU

Resta mostrar (**} o que € equivalente a mostrar que:
f_-l(I’ -U)C i =-u).

Masse z € f-1(I' = U) = f"l{f( )INF-Y{I"=U) # ¢ isso implica por hipStese
que

(f@INI -U)# = fa) eI -U) =z f{I'-0)



Podemos desenvolver uma teoria de homotopia para os pré-espacos de maneira
similar & clissica. Consideramos como um n—caminho de wm pré-cspago £ uma
fungao pré-continua f : I — P, tendo como dominio o n-cubo unitirio I* e
como contradominio o pré-ecspago . Fixamos para isso, um pré-espago P ¢ um
ponto = € 7 oblemos desle modo os grupos de homotlopia 7,(P,x) de 7 corn
ponto base z.

A fim de obter uma interpretagio combinatéria dos grupos de homotopia dos
pré-espagos finitos devemos associar a cada grafo orientado dois particulares pré-
espagos finitos.

Definigdo 4. Sejam I um conjunto finito ndo vazio e A um conjunto de pares
ordenados formades com clementos distintos de f. Denominamos grafo orientado
ou digrafo ao par G = {I, A}.

Os vértices de G siio os elementos de I a ordem de G é a cardinalidade de
I os arcos de G sho os pares de A. Para indicar um arco orientado (z,y) usamos
a notagdao mais expressiva ¥ — y. Usaremos a notacdo z /= y para denotar que
(x,y) ndo ¢ um arco de G, ou scja, (z,y) & A.

Finalmente se © — y dizemos que x é um predecessor de ¥ e que y é um
sucessor de .

Definicio 5. Dado um grafo orienlado G = {1, A} deflinimos os pré-espagos as-
sociados a G como sendo os dois pf— pré-espagos simétricos P(G) = {I, P} e
P*(G) = {I, P*}, de suporte I e de respectivas pré-topolégicas, P e P~, construi-
das da seguinte maneira:

Para cada vértice z € I consideramos dois subconjuntos

A(z) ={z}U{yeGlz—ry} e ANe)={a}U{yeGly — a}

e pondo

P={A)} (zcl) e P ={A()} (zel).

Em oubras palavras os liltros de vizinliangas do ponto z € I em P(G) (em P*(())
tém como base os conjuntos formados por x e seus sucessores (por z e seus prede-

cessores).

Exemplos: (1) G={I, A} I={z,y} A={(x,y)}
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Teinos

Az) = {{=,}} A(z) = {{z}}

Aly) = {{y}} A*(y) = {{z,v}}
Alz) = {{=,9}} A(z) = {{=}, {=,9}}
Ay) = {{y}: {=.9}} "A@)= {{=,9})

[ ey |

P(G) = {I,{'A(z], AW} }} P(G)={I, {A*(z], 2*(») }}.

Figura 1

(2a). G={I, 'A} I={z,y, z} A= {(m,y),(:z:,z), (ysz)!(zam)}'

A(z) = {{=,y,2}} A*(z) = {{=,2}}

Aly) = {{y,2}} A*(y) = {{y,z}}

A(z) = {{z,=}} AY(z) = {{=,y,2}}

Ale) = {{=9,2}) A(z) = {{z,2}, {z,9,7}}
AW) = (v =} {295 2)) A(y) = {{y. 2}, {=,5,2}}

A(2) = {{z,2}, {w,9,2}) Ar(z) = {{z,y, 2}}



-1

Figura 2

@b). G={l, A} 1={a,y,2) A= {(ny)(z0)

A(z) = {{=,y}} A*(z) = {{=,2}}

Aly) = {{v}} A(y) = {{y,=}}

A(z) = {{z,2}} A*(z) = {{z}}

A(e) = {{=z,y}, {2,9,2}} A(e) = {{z,2}, {z,,2}}

Aly) = {{vh {=.9), (w2} {mow, 2} A(y) = ({v,3}, {z,9,2})

A = {{z2}, {2,3,2}) Az} = ({2}, {=,2}, {y, 2} (=9, 23}
X Ty

Figura 3
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(2¢). G={, A} I={z2,y,2} A={(z,y), (y,2), (2,2)}.

A(z) = {{z,y}} A*(z) = {{z,2}}
Alyy = Hy, 21} A (y) = {{y,=}}
A(z) = {{z,z}} A*(z) = {{z,¥}}
A(e) = {z.y} {o,y, 2}) As(z) = {{=,2}, {=,y,2}}
AQY = {{v, 2}, {z,y,2}} W) = {{y. 7}, {29, 2})
m={{x!z}a{msyaz}} m:{{zay}a {mayaz}}
E
X ¥
Figura 4

(3). G={I, A} I={1,23,4} A={(1,2),(1,3),(1L4)}.
A ={{1,2,3,4}} A () ={{1}

A(2) = {{2}} A*(2) = {{1,2}}
AQ) = {{3}} A*(3) = {{1,3}}

A(d) = {{4}} A*(4) = {{L,4}}



A = {{1,2,3,4}}

A = {20, 102), (3,20, (4,23, 10,2,3), {1,2,1), {2,3,4), {1,2,3,1}}
| "A(3Y = {{3}, {1,3}, {2,3), {4,3}, {1,2,3}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,1})
A(4) = {{4}, {1,4}, {2,4}, {3,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}
A1) = {{1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}}
A(2) = {{1,2}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,3,4}}

‘A=(3Y = {{1,3}, {1,3,4}, {1,2,3}, {1,2,3,4}}

| raara—|

A1) = {{114]1 {152:4}: {1:334}3 {1:21'3:4}}

Figura 5

Observagio 4. Reciprocamente cada pré-espago finito P = {I, P} determina de
um modo natural dois digrafos G(P) = {I, A} e G*(P) = {I, A*} dualmente
orientados. Como o conjunto I é finito, segue que os filiros da familia P sao prin-
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cipais. Indicando enldo para cada z € I, com A, a base do {iltro F, obtemos os
l b &X T

dois grafos G e G* pondo (z,y) € A ou (z,y) € A* conforme y € A, ou z € A,
respectivainente.

Observagao 5. L parlicular lemos P(G) = P*(() <= G = G* onde se
G = (I, A), entao G* = (I, A*) com A* = {(z,y)|(y,2) € A}.
Neste caso, G pode ser identificado com um grafo ndo orientado.
Analogamente tiramos G(’) = G*(P) <= o pré-cspago P é simétrico, ou
seja, para cada x € [ e paracada y €I tem-se z € A, <= y € A,.

Observagao 6. Notanos que em geral ndo € possivel identificar o par (G,G’) de
grafos e subgrafos orientados com o par (P, P’) de pré-espaco e sub-pré-espago.
De fato, dado o par (G,G’) nio € dito que o pré-espago P(G’) seja um sub-pré-
espaco de P(G), porque a pré-topologia de P(G') pode ser estritamente mais fina
do que a pré-topologia induzida de P(G), enquanto um subgrafo ¢ de G nio
deve necessartamente conter todos os arcos orientados de G.

Para ver isso, Lome:
G={I, A} (lig.6) G CG, G'={I' A} (fig. 7)

com

T={1,2,34) A= {(1,4),(2,4),(3,1),(3,2)}

I'={1,2,3,4} A = {(1,4),(2,4),(3,1)}
{ -2 ! e ?
{ 1 !
- - ——
4 2 4 Vo

Figura 6 Figura 7
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Fntao:

A(l) = {{1,4}} AQ@) = {{3,1,2}}
AQ2) = {{2,4}} A(4) = {{4}}

Donde P(G) = {I, P} = {{1,2,3,4}; {A(1), 'A(2), "A(3), ‘A{4)}} onde:
A = {{1,4}, {1,4,2}, {1,4,3}, {1,2,3,4}}

AQ2) = {{2,4}, {2,4,1}, {2,4,3}, {1,2,3,4}}

4B = {{1,2,3), {1,2,3,4})

AMY = {4}, {14}, {2,4}, {3,4)}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}
A1) = A1) = {{L,4}}

A(2)=A(2) = {{2,4}}

A'(3) = {{1,3}}

A() = AM) = {{1}]

Donde P(G') = {I;', Py = {{1,2,3,4}; {41}, A(2), A(3), A(4)}} onde:

AEY = {{1,3), {1,2,3), {1,3,4}, {1,2,3,4}}

A(4) ="A4)
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Assim, vé-se que a pré-topologia de P(G') ¢ estritamente mais {ina que a pré-
topologia induzida por P(G) (a qual neste caso coincide com a pré-topologia de

P(G)).

Definigio 6. Dados win pré-espago P e um grafo orientado (¢, uma fungido
f: P — G édita oregular {o*~regular) se f é uma fungio pré-continua en-
tre os pré-espacos P e P(G) (entre os pré-espagos P e P*(G)).

Propriedade 1. Uma func¢do f: P — (G entre um pré-espaco P e um grafo ori-
entado G & o-regular (0" -regular) se, e somente se para cada. par de vértices distintos

x ¢y de (3 tais que x A=y tem-se f7H )0 f1({y) = (Y =)N S y) = ¢).
Demonstragao. No caso em que f & o-regular:

rAy e afoyiesyg AR < A@)N{y) = ¢ =

@m&’m(:r{m}ﬂ{—y}ﬁ:qﬁ

Assim, se f € o-regular, pela Observagao 3 segue que paratodo £ £y com = /— ¥
tem-se f'(a )ﬂf Hy) = ¢.

Reciprocamente, se esta condigdo se verifica, entdo dados A, B C P(G),
tails que A’'N B = ¢ temos: uma vez que A’ e B’ sio finitos, podemos por
A' = {21,...,2} e B '={y1,...,yn}. Assim:

AND =¢ =
R n k
= Utepn 0t = Ut n U1 = U Ut =6

i=1 j=1 i=

= {wIn{py=¢ i=1,....n5 j=1,....k =
= g Fy e zifoy o i=l.an j=1,... k&=

= fHeInfHpl=¢ i=1l...,n j=1,...k <
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n k . k =
= UUr=infHul=¢= U {=}n _L_Jf“{y;} =

i=1j=1 i=1

= [TNA)YN Ty = ¢

donde f: P — (¢ ¢ o-regular em virtude da Observagiao 3.

Observamos neste ponto que uma fungao o-regular ndo é necessariamente
o*—regular, pois tomando P = [0,1] com a topologia usual de R! ¢ G =
{{u, v}, {(v,0)}} e f: P — G dada por, f([0,1/2])) = v e f((1/2,1]) =
temos que f é o-regular, mas f nao é o*-regular.

Analogamente vé-sc que g : P — G tal que, ¢{[0, 1/2)) =u e ¢({1/2, 1]) =
v € o*-regular e nio é regular.

<

H

Definigdo 7. Seja § um espago topoldgico e I = [0, 1] o intervalo unitario
em IR'. Duas fungdes o-regulares (o*-regulares) f,¢g : § — G sdo chama-
das o-homotopicas (o*-homotopicas) se existe uma fungdo o-regular (o*-regular)
F:5xTI-— @G, tal que

F(x,0) = f(z), F(z,1)=g(z), Yzes

chamamos o-homotopia (¢*~homotopia) a funcde F.

Observacio 7. A relagio o-homolopia (o"~lhomolopia) ¢ uma relagio de equi-
valéucia sobre o conjunto das fungdes o-regulares (o"-regulares) de S em G.
O conjunto das classes de o-homotopia (o*~homotopia) é denotado por Q(S5,G)
(Q'(5,G)) (ck. [2], pe. 258).

Seja § = I™ o n-—cubo unitario em X" e consideremos as fungdes [ :
", I" — G, {v} o-regulares (o*-regulares), ou seja, f: I* —+ G e [l :
" —s {v} sio o-regulares (o"-regulares), onde, I™ = {(t1,...,t,) € I"/3i,
1<i<mn, t; =0 ou t = 1} chamado bordo de I, e v é um vértice de
(7. Neste caso, sobre as condicdes da definicio 7, duas fungdes o-regulares (o*-
regulares) f, g: I", I" — G, {v} sdo chamadas o—homotépicas (0*~homotépicas)
se existe uma funcdo o-regular (o*-regular) F: 1" x I, "% T — G, {v} tal que
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F(z,0) = f(z), F(z,1) =g(z) Vz € I". Aqui também a relacio de o-homotopia
(o*-~homotopia) é uma relagio de equivaléncia, denotamos o conjunto das classes
dessa relagio por Q(I™, I™; G, v) (Q*(I*, I™; G, v)).

Dadas f, g : I", i" — G, {v} o-regulares (0*-regulares) podemos definir,
(f+g): I, I" — G, {v} da seguinte forma:

=

f(2t11t2!°"1tﬂ) _<~.tl

[FaN

1
2
(f + g)(tl, cery tn) =

g(Qtlml, t29'--!tﬂ) =t

B =
A
j—

Prova—se que f + g ¢ o-regular (o*-regular) ¢ pode-se por uma estrutura
algébrica de grupo em Q(I*, I*; G, v) (Q*(I", I*; G, v)) definindo-se

1+1dl=1[f+4]

onde [f] denota a classe de o-homotopia (0*-homotopia) com representante f.
A demonstracio dessas afirmacées é virtualmente a mesma acerca dos grupos
de homotopia cldssica, a qual pode ser encontrada em {9] pgs. 5-8.

Observacao 8. Se o grafo G é fracamente conexo, ou seja, se cada vértice z € G
pode ser oblido de qualquer outro vérlice y € G movendo-sc ao longo de arcos ¢
prescindindo de¢ sua orientacgio, os grupos de hiomotopia de G nio dependem do
vértice base @ e podem ser indicados simplesmente com Qn(G) e @} (G).

Observagao 9. Idecutificando os pré-espagos P*(G) e P(G*) obtemos uma lei de
dualidade valida na teoria de homotopia dos grafos orientados. Essa nos permite
colher de wma propriedade demonstrada a propriedade dual trocando seus conceitos
duais de o-regularidade e o*-regularidade, o-homotopia e o*~homotopia, etc.



Cialculo dos Grupos de Homotopia

De um Grafo Orientado

Dado um grafo orientado G, (que por simplicidade supomos fracamente co-
nexo). O célculo dos grupos de homotopia regular Q,,(G) e @%(G) esta ligado aos
correspondentes grupos de homotopia cldssica 7,(P) de um oportuno poliedro P

mediante a apligdo dos dois seguintes teoremas
Teoremas de Isomorfismo.

(1) Os grupos de homotopia regular Q.{(G) ¢ @%(G) sdo isomorfos.

(2) O grupo de liomotopia regular @,(G) e isomorfo ao grupo de homotopia
mn(|Agl), onde A éo complexo simplicial associado ao grafo G. (|K¢| é o espaco
subjascente de Ke).

Uma vez que desejamos precisar a construgao do complexo Kg e apresentar

uma demonstragio esquemdtica do primeiro teorema, precisamos introduzir algu-

mas definigoes.

Definigdo 8. Sejam G um grafo orientado e X C G um subconjunto nio vazio.
Um vértice v de G é dito testa {cauda) de X se v é um predecessor (um sucessor)
de todos os outros vértices de X. Denotamos por Hg(X) o conjunto das testas
de X em G e por Tg(X) o conjunto das caudas de X em G. O subconjunto X
é dito testado (caudado) se X admite ao menos uma testa (uma cauda), ou seja,
se Ha(X) 5 ¢ (16(X) # ¢). Enlim X ¢ dilo lolalmenic testado (totalmente
caudado), se cada subconjunto ndo vazio de X ¢ testado (caudado).

Observagio 10. S¢ X € ¢ possai um dnico clemento (X = {v} onde v ¢ um
vértice de (), dizemos que Hg({X) = Tg(X) = X. Assim X ¢ totalmente testado
e também totalmente caudado.

Se X é um par, X é testado <= X ¢é totalmente testado <= X ¢ total-
mente caudado <= X ¢é caudado.

15
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Observagao 11. Um subconjunto X de G é totalmente testado se, e somente se
¢ totalmente caudado, (cf. [3], pg. 43 Proposigio 4).

Definigao 9. Scja ¢ um gralo orientado. Denominamos complexo simplicial asso-
ciado a G ao complexo K¢ tendo como vértices os vértices de G e como simplexos
os stmplexos gerados pelos subconjuntos totalmente testados de . o poliédro |K¢|
do complexo simplicial g é chamado o poliédro de G.

Observagao 12. Da observagio 11 acima segue que os grafos G e G* dualmente
orientados, possuctn o mesmo complexo simplicial associado, isto é, K = Kg..
Portanto, podendo-se identificar P*(() com P(G*), o primeiro teorema de iso-
mofismo ¢ também uma consequéncia do segundo, pois pelas identificagbes acima
temos:

QuG) = ml P(G)) = mu(P(G7)) = Qul(G") ~ ma{| K-

) ~ ma(lKel) ~ Qa(G).

Exemplo 1. Seja G = {{a,b,¢,d}, {(a,d), (a,¢),(a,d), (b,¢), {c,d), (b,d)}}.
Entdo Kg = tetraedro com vértices a, b, ¢, d (Fig. 9).

.

b

Figura 8 Figura 9

Pois os simplexos de K¢g sdo:
0 - simplexos: g, b, ¢, d.
1 - simplexos: [a, 8], [a, |, {a, d], [b, €], [&, d], [c, d].
2 — simplexos: {a, b, ¢, [a, ¢, d], [a, b, d], [b, ¢, d]
3 — simplexos: [a, b, ¢, d] '
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Exemplo 2. Scja G como na figura 10.
¥ /'Wr J W
\f—" ‘/_,/ \\\?‘ ’

X X
Figura 10 Figura 11

Euntao hg ¢ dado na ligura 11.

Definigao 10. Sejam dados um pré-espago P, um ponto z € P, um grafo ori-
entado G e uma fungdo f: P — G entre P e . Indicando com F, o filtro
das vizinhangas de z em P, denominamos embrulho da imagem de = por f ao

subconjunto {f(x)} C G, base do filtro imagem f(F,).

({(f(@)) = n{f(U:) ] U € Fo} = NJ(Fy)),

.

Observagio 13. O subconjunto {f(x)) admite lambém a scguinte definicio

(f@) ={veG/ze (v}

Um primeiro passo para desenvolver os dois tcoremas de isomorfismo consiste em
obter alguma propriedade (teoremas de Normalizagdo) que pode ser considerada si-
milar aos teoremas de aproximagio simplicial de fungdes continuas entre poliédros e
que aqui servem para escolher um representante particular de cada uma das classes
de homotopia regular.

Comecemos por wm primeiro teorema de Normalizagio que nos permite subs-
tituir uma funcdo regular por uma outra num certo sentido “sem singularidades”.
Da propriedade 1 e observagio 13 segue imediatamente:

Propriedade 2. Uma fungiao [ : P — G enire um pré—espago P e umn grafo
orientado G é o-regular (o*-regular) se, e somente se para cada ponto z € P resulta
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que:
(1) {(f(x)}) ¢ testado {caudado);
(2} f(z) é uma testa {uma cauda) de {f(z)) (cf. [4] Proposicio 2).

Esta propriedade sugere a seguinte delintgio:

Definigao 11. Uma funcio f : P — G entre um pré-espago P e um grafo
orientado G ¢ dita completaimente o-regular (completamente o*-regular) se:

(1) {f(z)) é totalmente testado (totalmente caudado);

(2) f(z) é uma testa (uma cauda) de {f(z}}.

Observagao 14. Um subconjunto X C G e dito singularidade de uma funcio
o-regular {(o*-regular) f: P — G, se X é nio-testado (ndo-caudado) e se em P
a intercecgio dos fechos das imagens inversas por f dos vértices de X é nio vazia.
Portanto uma fungao o-regular (0" -regular) ndo possui singularidades se, ¢ sornente
se cla € completamente o-regular (completaimente o*-regular) (cf. [4] Proposigio 3).

Observagao 15. Note que toda fungio completamente o-regular (completamente
o"-regular) ¢ o-regular {o™-regular), mas a reciproca nao vale cm geral, pois to-
mando P = [0, 1] com a topologia usual de R' e G = {{u,v,w}, {(v,v),(u,w)}
vemos que [ i P —— G dada por, f([0, 1/2)) =v, f(1/2) =, f((1/2, 1]} =w é
o-regular mas nio € completamente o-regular, pois embora {f(1/2)} scja testado,
(f(1/2)) nao é totalmente testado, e a propésito uma singularidade de f (neste
caso a unica) é dada por {v,w}.

Nota. De agora em diante, por brevidade omitiremos nos enunciados as proprieda-
des e delini¢oes duals.

Propriedade 3. (Primeiro Tcorema de Normalizagdo). Sejam S um espago to-
poldgico normal, G um gralo orientado ¢ f: 5 — G uma fungdo o-regular entre
S ¢ . Enldo, existe uma [uncio completamente o-regular o-homotdpica a f. Se
o espago produto § x I (onde I = [0, 1}} é normal, duas fung¢des completamente o-
regulares f, g : § — (& o-homotopicas sdo também completamente o-homnotdpicas
(cf. [3], Teoremas 12 e 16).
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Demonstragio. Com uin procedimento delicado se desenvolve inicialmente o se-
guinte resultado (cf. [2], Lema 6 e Corol. 7).

Sejam Y um subconjunto fechado de & e v um vértice de G tais que
@) NY =¢ e [~(0)NY # ¢, enliio existe uma fungio o-regular h: S — &
o-homotopica a [ de modo que A {v) NY = ¢. Além disso para cada n-upla
(v1, va,...,0,) de vértices de G com

fPA) N el NN (va) = 6

implica

h=Y(v)) Nh-Yey) NN h~Hw,) = ¢.
Com isso pode-se provar que: (cl. [3], Proposigio 11).

Se S & um espago topoldgico normal, ¢ um grafo orientado, f : 5 — G
uma fungio o-regular e X = {vy,...,va} uma singulandade de f. Entdo existe
uma fungio o—regular £ : 8 — G, que é o-homotdpica a f e tal que:

(1) X ndo é wma singularidade de h;

(i1) Todas as singularidades de & sdo lambém sigularidades de f.

Por repetidas aplicagdes desse resultado eliminamos sucessivamente as diversas
singularidades de f e obtemos a fungio g.

A segunda parte da propriedade é enfim uma consequéncia da primeira.

Para podermos obter o segundo e terceiro teoremas de normalizagio precisa-
mos por as seguintes definigoes:

Definicao 12. Dado um conjunto 5, definimos a decomposicio de S relativa &
partigao P = {X : 7 € J} ao par (5, P) onde:

S = UXJ e X;an‘:'—Qf) se ¢ # J.

ied
Seja (5, d) um espago métrico, definimos para cada z € S

We(z) ={y € §/d(z,y) <e}, e

W(X) = U W(z) onde XC8S.
reX
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Lema 1. Scja S um espago métrico compacto e X,,..., X, subconjuntos de §
tais que X1 N---NX, = ¢. Entdo, existe £ > 0 tal que:

We(X)n---nWeX,) = é.

Demonstrag&o. Suponlamos por absurdo que para todo m € IV tem-se:
Fop = WYX )N O WY™(X,) # ¢

Tomando para cada m € IV, y, € Fy, temos em virtude de S ser compacto que
(ym) possul uma subsequéncia convergente a um pouto y € S.
Uma vez que:

— —_ 1 — 1
W/NE) ={yeS|Fne Xi com d(zi,y) < —}={y€S|d(y,X:) < )
é fechado, temos que cada F, é fechado, ¢ com:

Fm Q Fm-{—l Vm = IN.

Segue que y € Iy, para cada m € IV, ou seja:

Ugd(y,f,')<i- YmelN, 1<i1<n
m

donde, X;N---NX, # ¢ o que contradiz a hipotese do lema.

Definigao 13. Seja f : § — G uma funcdo de um espago topolégico S a um
grafo orientado G. Uma fungio ¢g: § — G é chamada um o-molde (0*-molde) de
f, se para todo @ € 8, g(x) ¢ uma tesla de {f(z)) (g(z) é uma cauda de {f(z))).

Definigado 14. Uma fungdo f: S — G de um espago topolégico S a um grafo
orientado G é chamada quase-o-regular (quase-o0"—regular), ou simplesmente ¢.0-
regular (g.0"-regular) se o embrulho {f(z)} é testado (caudado) para todo z € S.
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Além disso, a fungio f ¢ chamada completamente quase regular, ou simples-
mente c.¢. regular, se (f(z)) é totalmente testado.

Observacoes:

16. Uma [ungio f:5 —+ G & q.o-regular se, e somente se, existe wm o-molde
de f. (cf. {4] Propesigio 5).

17. Uma fungéo c.q.-regular é g.o-regular e g.0*-regular. Portanto, existem am-
bos o-moldes e o*-moldes para uma fungao c.o.—regular.

18. Se f:S5 —— G é q.o-regular entdo (cl. [4] Proposi¢io 6):
(i) Todos os seus o—moldes sao fungdes o-regulares;
(i) Quaisquer dois o-moldes de f sdo o-homotépicos.

Dizemos que duas fungdes f, g : § — G c.o-regulares (completamente o-
regulares) sdo completamente o-homotdpicas, c.o-homotdpicas se existe uma,
o-homotopia c.o-regular entre f e g. A relagio c.o-homotopia é uma
relagido de equivaléncia (¢f. [4], Propoesigio 8). O conjunto das classes de
c.o-homotopia sera denotado. por Q (S5, G).

19. Secja f:8 — G c.g-regular. Butao (cl. [1] Proposigio 7):
(i) Todos os seus o—moldes sao fungdes c.o-regulares;
(i) Quaisquer dois o—moldes de f sdo c.o-homotépicos.

Definigdo 15. Sejam S um conjunto (ndo vazio), P = {X;} (j € J) uma partigéo
de 5 e G um grafo. Uma fungio f: 85 — G ¢ dita quase constante com respeito
a P, se as restrigoes de f a cada subconjunto X; sdo fungbes constantes. Se § é
um espago topologico, a fungdo f é dita fracamente quase constante com respeito a
P, se as restrigdes de f aos interiores int(X;) de cada X; sio funcoes constantes.

Propriedade 4. (Segundo Teorema de Normalizagio). Sejam S um espago métrico
compacto, G um gralo orientado e f : 5 — G uma fungio c.o-regular. Podemos
entdo determinar um niimero real r, tal que para cada partigio P = {X;} (j € J)
de S em subconjuntos tendo didimetro menor que r, existe uma fungao g: § — G
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fracamente quase coustante com respecito a P, complelainente o-regular e comple-
tamente o-homotopica a f.

Demonstragao S¢ X = {al, .,4,} € G é nao-testado, como f é c.o-regular,
segue que f-(ag) Me--NJf- 1((:,.) ¢. Assim, pelo Lema 1 exisle ex > 0 tal que:

Fop = W(F (@) N - N W (F{a,)) = ¢

J. . . - ’
Tomando r = 5 min{ex { X C G} temos que cada ¥ C § cujo didmetro é menor

do que r é tal que f(Y) C G ¢ testado, pois caso contririo, existe ¥ C § com
didmetro menor que r e tal que f(Y) = {a1,...,a,} € ndo-testado. Assim tem-se:

fp)=a 1<i<n, onde {y...,ya} C V.

Por um lado, temos que F,, = ¢, por outro temos, d(y;,y;) < r 1 <¢ < n,
1<7<n.

Donde segue que:

nEeEW ()N - NWi(y,) CF,,=¢ absurdo.

Portanto se P = {X;} é uma partigho de S tal que cada X; da partigio
tem didametro menor que 7, podemos delinir & : § — G escolhendo como valor
constante de h em cada X; uma testa de f(X;).

(i) » é uma fungado c.q. regular,

Suponha que existe € 5 e X = {a1,...,a,} C {h(z)} nio-testado. Entdo
segue que x € A~1(ay)N-- -ﬂmeassim, W (z)nh™ a;) # ¢ t=1,...,n. Por-
tanto, em W7 (z) existem n pontos zq,...,z, tais que z; € A~a;) 1=1,...,n
Mas da definicdo de h, existem n elementos X; € P e n pontos 3; tais que
h(zy) =a; = f(y;) i =1,...,n onde z;, 3 € Xi. Desde que d(z;,y:}) < r e
d(x,2i) < r scgue que

dla,y:) <min{ex [ X CC} =6
donde:

z € Wiy N NWya) S W ai)) N - nW(f1(an)) =
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onde ¢ ¢ o nimero real positivo forncecido pelo Lema 1, o que nos da um absurdo.

(ii) A funcdo F: S x I -—— G, dada por:
f(z) Yz el Ytelo, 1/2)
Fla,t) =

h(z) Vo €8, Vtell/2,]]

> ’ 1
é completamente quase-regular. Isto é verdade V& € §, Vi # 3 desde que f e

h sdo fungdes c.q. regulares. Temos que provar que
(Fz, 2)) = (f(z)y U{h(z)) étotalmente testado Vz €S,

Suponha x € § eseja X = {ay,...,¢,} C {f(2)}U{h(x)) um subconjunto nio

testado de {F(x, 3)) Podemos ordenar os «; de tal modo que qj,...,q, € {f{(z))

- — e r——

e Gpyrr..r 0 € (R(2)) — (f(z)). Portanto z € f~I{a;)N---N f~1(a,) e assim
Wrz)n f1 (@) # ¢ i=1,...,p

Logo existcem W"(z) p pontos x;,...,2, taisque z; € fa,) i=1,...,p
enido:

g€ Wi (z)N-- MW (z,) SW (FHa )N+ NW(Fa,))

Além disso x € h=1(ap4y) N+~ N k~1(a,) e pelo que acabamos de demonstrar em
(i) 2 € W(f~apgpr)) - NWT(f~1(a,)). Logo:

¢ € W(f~a))N---NW ([ (aa)),

o que contradiz o fato de X ser ndo-testado. Agora, considerando qualquer o—molde
g de h temos:

(i) g : S — G é c.o.—regular (Observagao 19.1)

(ii") ¢ é fracamente P-constante pela defini¢io de o-molde de uma funcio
quase—constante,

(iii’} g € c.o-homotdpica a f.

Desde que a homotopia I é c.g-regular, existe um o-molde £ de F' (que
¢ co-regular pela Observagio 19.4).  Além disso podemos cscolher E tal que
E(z,0) = f(z}, F(z,1) = g(z)Vz € 5, desde que f e ¢ sio c.o-regulares,
ie, fz) € He({f(2))) = He((F(2,0))) e g(z) € He({g(x))) = He({F(z,1)})
Vo € S. Entdo g é c.o-homotépica a f por I,
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Observagao 20. Podemos delinir A, escolhendo como imagem constante de

X; € P qualquer vértice de Ho({f(X;)}). (cf. Observagio 1 pag. 67 de [5]).

Usaremos agora cerlos termos e resultados da Teoria dos Complexos Simplici-
ais, 03 quais podem ser encontrados em [I12] pgs. 78 a 108 ou em [13] pgs. 106 a
153.

Definigao 16. Seja € um complexo simplicial e I} um subconjunto de simplexos
de C. Denotamos por |C| uma realizagio de C, ou seja, |C| é o espago topolégico
constituido por poutos dos sitplexos de € munido de uma topologia coerente. De-
notamos por || o subespago de |C| conslituido pelos pontos dos simplexos de D.
(cf. [13] pgs. 110 e 111).

Definigido 17. Scja D um subconjunto nizo vazio de simplexos de um complexo
simplicial €' Chamamos estrela de um ponto z € |D|, e escrevemos stp(z), o con-
junto dos simplexos de D) cujo fecho em |C|, € portanto em |D| contém z. Além
disso, chamameos estrela de um subconjunto X C |D|, e escrevemos stp(X), o con-
junto dos simplexos de D), cujo fecho tem intersecgio néo vazia com X. Se D =C
escrevemos simplesmente st(z}), st(X).

Definigao 18. Scja I} um subconjunto de simplexos de um complexo simplicial
C. Um simplexo 7 € D é chamado simplexo maximal em D se 7 = sip(7).

Definigiao 19. Seja D wm subconjunto de simplexos de um complexo €, z um
pouto de |D| ¢ X um subconjunto de [P]|. Denotamos por sifi(z) (stf(X)) o

conjunto dos simplexos maximais de I, cujo fecho contém z (cujo fecho tem inter-

secgao ndo-vazia com X). Se D = C escrevemos simplesmente st™(z) ¢ st™(X).

Definigao 20. Ui espago topologico S é dito triangularizavel se existem um com-
plexo simplicial K ¢ um homecomorfismo & ¢ |K| — 5. Delinimos a triangulagéo
C de S relativa a (f, k) como sendo a decomposi¢io C' = (5,P) de S relativa a
particio P = {h(¢) /¢ € K}. ldentificaremos C com o conjunto {A{c) /o € K}
e |C] = S chamado espago subjascente a C.
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Definigao 21. Sejam § um espago compacto lriangulacizdvel, T uma triangulagio
de 5§ e G um grafo orientado. Uma funcio f: S — G é dita pré-simplicial em
relagdo a T se:

(1) f & completamente o-regular;

(2) f ¢ quase constante com respeito a 1

(3) Para cada simplexo ndo-maximal s € T existe um simplexo s’ distinto de

s tal que [s| € [3'] e f(ls']) = f(ls]).

Uma fungdo f : |T| — G satisfazendo a condigéo (3) é chamada propria-
mente T-constante.

Lema 2. Scja C' um complexo simplicial, G um grafo orientado ¢ f: |C] — G
uma fungdo quase—constante com respeito a parli¢io determinada pela decomposicio
simplicial de |C|. Eutdo tem-se:

{(f(=)) = flst(z)), VzelCl.
Além disso, a fungio f é propriamente C'-constante se, e somente se:

f(st{a)) = f(st™(a)), Vo e€|C]

8¢, ¢ somenle sot
(fla)) = f(st™(x)), VzelC|
(cf. [5] Proposigao 4).

Propriedade 5. (‘l'erceiro Teorema de Normalizagio). Scjam S um espago triangula-
rizdve] e compacto, G um grafo orientadoe f:.S —— G uma fungdo completamente
o-regular. Entdo existe uma fungao g : 5 — G que é pré-simplicial com respeito a
uma triangulacio adequada de S e completamente o~homotépica a f. Além disso,
dadas duas fungbes pré-simpliciais e completamente o-homotépicas f, ¢: § — G,
existe entre elas uma homotopia, que € também pré-simplicial com respeito a uma
triangulacdo adequada de S x 1.

Demonstragio. Seja C uma triangulacdo de S, tal que:

mdx{diamo /o & C} <r
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onde r ¢é dado pclo Segundo Teorema de Normalizagao.
Entao construimos a fungio g cscolhendo, para todo o; € C, um vérlice em
He({f(@:)}) (ver Observagao 19).

- Portanto, Yz € |C] temos HHg(g(st™(z))) C Hg({g(z)})), pois: dado um
vérliee a € Hg{g(«t™(2))) ¢ 1 € st™(x) tal que g(r) = @, provarcimos que «
é um predecessor de todos os vértices de {g(z)}. De fato, se b € {g(z)) e a ndo é
um predecessor de b entdo pelo Lema 2 {g{z)) = g(st(z)) ¢ assim, existe o € st(z)
tal que b = g(|o|) ¢ z € |7, o quc implica pela definigao de ¢ que b € He({f(|7))})-
Desde que 7 é maximal, temos:

lo| S 7l = [e| € [7] = F(I=) € F(I71)

logo b€ He({/([71)}) € £(Ja1) € F(7I), o que implica que @ & He({f([7)}), o que
¢ uma contradicdo, esta contradigdo surgiu da suposigio de que a /- b, portanto

a— b

Observando que, para todo z € |o], g(st™(z)) = g(st™ (o)), podemos definir
um o-molde 4 da seguinte maneira: '

h(|ol) = um vértice de lg(g(st™(0)}), Vo e C.

Resta mostrar que kb € propriamente C-constante.
Se 7 ¢ um simplexo maximal, enldo ¢(si™(7)) = {¢(i7])}}, o que implica
h(|7]) = g(|7|). Porlanto, por delini¢io, temos:

h{lo}) € g(st™(0)) = h(st™(a)), Vo€l

O que nos mostra que

h(st{e)} C h(st™(a))

e como tem-se trivialmente a inclus,do contraria, segue do Lema 2 que & é propri-
amente C'-constante.

Para uma demonstragio da segunda afirmacdo da Propriedade 5 ver [5] Teo-
rema 8.

Propriedade 6. Seja S x I utn espago topoldgico normal e G um grafo orientado.
Entéo existe uma bijegio natural do conjunto das classes de c.o-homotopia Q. (5, G)
sobre as classes de o-homotopia @(5, G).
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Demonstragao. Scjam F(S,G) ¢ I(5,G) os conjuntos de fungdes o-regulares e
co-tegulares de & em G respectivamente, ¢ 31 Fo(5,G) — F'(S,G) a aplicacao
inclusio. Obviamente, j induz uma aplicagio 7 : Q.(5,G) — Q(S,G) a qual é
bijetora em virtude do Primeiro Teoreima de Normalizagao.

Propriedade 7. Seja S um espago topoldgico e G um grafo orientado. Entdo
existe uma bijegdo natural do conjunto das classes de c.o-homotopia @.(5,G) ao
conjunto das classes de c.0*~homotopia @;(S,G).

Demonstragao. Denotamos por Fi(S,G) (Fr(S,G)) ao conjunto de todas as
fungdes de S em G c.o-regulares {e.0*-regulares). Definimos:

@ : F(5,G) — FI(5,G)
a qual envia cada [ € Fi(S, Q) em qualquer de seus o"~molde ¢(f) ¢ similarmaente:
P IP(S5,G) — IS, G)

a qual envia cada h € I(S,G) em qualquer um de scus o-molde (4}

(i) ¢ induz uma funcio ¢ de Q.(S,G) a Q:(S,G).

Pelas obscrvagdes 17 e 19-(i) ¢ é definida sobre todo o conjunto F(S,G) ¢ pela
observagio 19-(ii} todo o*~-molde de f é c.o*-homotdpico a ¢(f). Entdo deflinimos

?: F(S,G) — Q(S,G) pondo:

Vf € Fc(SaG)! G(f) = {‘PU.)]

a classe de @{f) em @Q:(S,G).
Agora seja g wmna fungdo c.o-homotdpica a f pela homotopia H, e seja ¢(g)
um o*-molde de g. Construimos a c.o-homotopias:

1
f(z) Ustsy

1 1 2
F(e,t) =1 H(z,3t—1) St
3 3

9(z) %S‘SI



Seja F' um o"~molde de F, segue da observagio dual & Observacio 19 que F
é uma c.0*~homotopia enire as restrigbes f = I?’|Sx{0}he g = I?'|Sx{1}.' Desde que
f = Flsx{oy e H nao interferem na construgio de f, f é um o*-molde de f.
Similarmente, § é um o*~molde de ¢. @(f)} e f sdo c.0®-homotopicas, ¢ 0 mesmo
acontece com @{g) ¢ g em virlude da mesma obscrvagdo dual 4 Obscrvagio 19,
logo w(f) e (g) sdo c.0*-homotdpicas. Isso mostra que ¢ induz uma fungio @
de Q.(5,G) em QXS,G) dada por: Va € Q.(S5,G), ®{a) = [¢(f)],onde f éum

representante de «o.
(1) ¢ induz uma fungio ¥ de Q%(S,G) em Q.(S,G).

Por argumentos duais podemos provar que ¥ ¢é dada por: VA € Q2(8,C).
¥(3) = [(h}], onde h é um representante de 3.

(iii) e ¥ sdo fungdes bijcloras.

Temos somente que provar que ¥ ® & a identidade em Q.(5,G) e & T éa
identidade em @3(S,G).

Seja o uma classe de Q.(S5,G) e f um representante de a. Temos que
d(a) = [p(/)], ¢ por conseguinte, ¥ d(a) = [ o(f)]. £ como

Vo€ G, Pe(/) () Cp(J) 1 (v) C f-1(0) segue que

(bo(f)(e)) C{f(=)) Vzeb.

Logo, pondo:

o) {%W(f)(ﬂf) para t =10
K(z,t) =
f(z) Vit e (0,1].

Temos que K é uma c.o-homotopia entre ¥ (f) e f, pois:

{(pe(FN @) V{f(z)) = (f(z)) para t=0

(K (z,t)) = {
{(f(z)) Yte (0,1

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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e desde que {f(x)) é totalmente testada secgue que {(K(x,t)) € totalmente testado
e K(x,t) é obviamente uma testa de {(K(x,!)) donde K é c.o-regular.
Consequentemente ¥ ®(a} = [ (f)] = [f] = a. Similarmente

VAE QIS G), dU(f)=p.

Os tres teoremas de Normalizagdo bem como os dois precedentes resuitados
podem ser desenvolvidos com uma cerla dificuldade para pares de espagos e gra-
fos orientados. Portanto isso pode ser aplicado aos grupos de homotopia regular
Qn(GI, v) e Q%(G,v). Temos que as fungbes similares §, 4 e ¥ para o par I*, n
sao também homomorfismos (cf. [4] Teorema 34). Com isso obtemos a:

Propriedade 8 (Primeiro Teorema de Isomorfismo). Os grupos de homotopia regular
Q.(G) e Qr(G) de um grafo orientado G séo isomorfos de um modo natural.

Propriedade 9 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sejam G um grafo orientado
e Kg o complexo simplicial associado a G (ver Definigio 8). Entdo o grupo de
homotopia regular @,.(G) é isomorfo ao grupo de homotopia w,({K¢}).

Uma demonstragio detalhada desse tecorema sc encontra em [6] o qual faz uso
do Terceire Teorcma de Normalizagio,

Exemplos (1) Scja G o gralo da figura 12. Entdo |{Kg| € homeomorfo a E? =
{(z,y) € R* [ 2* + y* < 1}, e temos Qn(G) ~ ma(E?) = 0.

i

Figura 12

(2) Se G € o grafo da figura 13, ou o 3-ciclo (figura 14), entdo |Kg| € homeomorfo a
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S" (o circulo), e obtemos QH{G) ~ m(S") = Z e para n > 1 Qu(G) ~ m,(5") = 0.
i o —————————y 2 {
Y i

Figura 13 Figura 14

(8) Se G é o grafo da figura 15 ou o grafo da figura 16, entdo |Kg| & homeormorfo
a S? (a esfera) e Qu(G) ~ 7, (5?).

L

Figura 15 Figura 16



Torneios e sua Estrutura Algébrica

Apresentamos agora uma interessante aplicagdo dos resultados precedentes,
caracterizando estruturalmente a classe dos torneios tendo o primeiro grupo de ho-
motopia ndo nulo. Para tal fim precisamos apresentar algumas delinigdes.

Definigio 22. Um grafo orientado é chamado um torneio, se cada par de vértices
distintos do mesmo, forma um e somente um arco.

Um torneio T' ¢ dito transitivo se, para cada @ € ', para cada y € T ¢ para
cada z €T, v ~— y ¢ y — 2z implica £ — 2. Enfin, um torncio € dito Hamil-

toniano sc existe uin ciclo passante (una sé volta) alravessando todos os vértices de

T.

Definigo 23. Um torneio T' é dito regular se, para cada ¢ € T, o nimero dos
predecessores de @ ¢ igual ao nimero de scus sucessores {e como consequéncia a
ordem de T é {mpar). Um torneio T é dito altamente regular se existe uma or-
denagao ciclica vy, v2,...,Vamt1, ¥1 dos vértices de T tais que v; — v; se, e 56

se v; é um dos primeiros m sucessores de v; na ordenagao ciclica dos vértices de

T.

Exemplo L Seja G o grafo da figura 17. Vé-se que G € um torneio:

Figura 17

31
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(1) Transitivo
(2) Nao Hamiltoniano. Pois os tinicos ciclos sio:

T — =z I —— w y—+w
I—tWw—r2z T—y Yy —rw— 2
T Y W rT— Yy —Z y—rz

T—ry— w2

como vemos, tenliuma dessas rotas ¢ umn ciclo (rota fechada).
(3) Nao Regular: pois G tem ordem par.

Exemplo IL. Scjam G como na figura 18 e G’ como na figura 19. Entdo G e G’
sdo torneios. '

kol
|

L

N

Figura 18 Figura 19

(1) G ndo ¢ transitivo, pois  — 2, z—y e z /= y. G’ é transitivo.
(2) G é Hamilloniano, pois existe o ciclo passante ¢ — 2 — y — =
contendo todos os vértices de G.
G’ nao é Hamiltoniano, pois nao contém 3-ciclo.
(3) G é altamente regular e G' néo é regular, porque G admite a seguinte
ordenacio vy =z, V9 =2, va=y € em G z possui dois sucessores e nenhum
predecessor.
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Exemplo III. Counsidere o grafo G. (Figura 20)
W

Figura 20

G € um torneio altamente regular onde a ordenagio é dada por:

=, W= v,

€ venos que

ty — Uy,
Py —* Uy,
Ug =™ Uy,
vy — Us,

Us A

Logo, ¢ é também Hamiltoniane.

Y = vg,

Uy

U5

z=1v,, k=us

— Ug
—t vy
— Us
— vy

— Ug.

A caracteristica mais marcante que diferencia os torneios dos outros grafos ori-

entados consiste no fato de que os torneios podem ser dotados de modo natural de

uma estrutura algébrica. De fato vale a

Propriedade 10. Um torneio T' torna—se o grupoide comutativo A(T), quando se
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introduz em T' a operagao bindria o assin definida:

£, se T-—Y ou T=y
VYo, y€T zoy=yoz=

Observagao 21. De maneira anéloga podemos associar a T' o grupoide comutativo
dual A*(T), pondo

r, 8 y—zT ou I=y
mo*yzyo*;]):
¥, s¢ & —ry

Obervagao 22. Obviamente cada homomorfismo entre dois torneios 7' ¢ 77 é
também um homomorfisme algébrico entre os grupoides comutativos A(T) ¢ A(T")
(A*(T) e AX(T")), e vice—versa. (Aqui por homomorfismo entre grafos G e G' sig-
nificamos wma fungdc f: G — G’ tal que para todo z,y € G, tal que x — y

tem-se, on f{z) — f(y) ou f(z) = f(y)).

Definigéo 24. Sejam T um torneio, A e B subtorneios de T'. Se cada vértice de
A ¢ um predecessor de cada vértice de B, escrevemos A —— 3. Os vértices de uim
subtorneio A sdo chamados equivalentes se, para qualquer ¢ € T'— A,ou ¢ — A
ou A—gq.

Agora, seja T, um torneio de ordem n. Podemos particiona-lo em subtorneios
disjuntos S, S, .. S(M) de vértices equivalentes, e se R, denota o torneio
constituido por m vertices wy, wq,...,wy,, tal que w; — w; se, e somente se
S —s 5U) entdo T, é chamado a composigio T, = R (S, SB), ..., 50™) dos
m torncios ST, para {=1,2,...,m, com o tornecio R,,.

Sobre as mestnas suposi¢gdes temos

Definigio 25. S 1), = R, (S, 8™, .., 80%), R, ¢ chwnado um torneio quo-
ciente de T, e SY) é chamado componente de T,,. Dizemos enfim que um torneio
T, é simples, se a unica composicio possivel de T, se obtém para m = 1 ou para
m = n, ou seja, quando o torneio quociente ¢ o torneio trivial 77 ou € isomorfo a

T.. (neste ultimo caso cada componente é trivial).
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Para os torneios quociente as scguintes propriedades sdo vélidas.

Propriedade 11. Sejam T um torneio ¢ 7% um torneio quociente de T'. Entao
existe um subtorneio 7" de T isomorfo a T* ([7], prop. 1.1).

Demonstragdo. Para obtermos 1" ¢ suficiente eleger um vértice em cada uma
das componentes de T e considerar o sutbtorneio de T formado por estes vértices.

Propriedade 12. Sejam X e Y subtorneios do torneio T constituidos por vértices
equivalentes. S¢ XNY #é ¢ XUY £ T, entio X UY & um subtorneio composto

de veérlices equivalendes.

Demonstragido. De fato, scja © um vérticeem X NY e v um vérticeem T ~
(X UY). Para todo vértice w € X UY temos que

Ww—rvTE—SUuU—v e

v W= VU — U

Propriedade 13. Todo torneic ndo trivial admite um, e somente um quociente
simples nao-trivial.

Demoustragdo. Por absurdo, sejam FPi(SM),...,..., 8"} e Qi (TO),..., TH)
duas composigoes distintas do torneio D, tals que os tornelos quocientes P, e (g
sdo nao-triviais ¢ simples. Entio devemos ter:

D= Ph(S[l)s tray S(h}) = Q-’c(T“)a- .. sT(k})

Suponhamos & > 3. Desde que as duas particoes sdo distintas, existe necessaria-
mente duas componentes S e T diferentes entre si tendo intersecgio nao vazia. Se
assumimos que S nio cstd contida emt T' ¢ considerando as outras componentes 7'
tendo intersecgdo nao vazia com S, temos que ao menos uma destas nao pode estar
contida em S, pois caso contrario na particio ¢ podemos substituir estas compo-
nentes particulares T’ pela {inica componente .5, mas isso contradiz a simplicidade

de Q.
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Portanto existe ao menos uma componente S e uma componente T tal que
SNT #¢, SCT e T LS. Escolhemos essas componentes como sendo S e
TW), Numeramos as componentes S de tal modo que SM, $@), ., S0 intersec-
tam 7' enquanto o resto SUHD gU+2) 6M) nio intersectam 7). Devemos

distinguir dois casos:
(a) 1 <r<h

Desde que as componentes SM), §@) . S} intersectam TV, a uniio U =
SM Y Sy, ... US & um subtorneio de vértices equivalentes em virtude da Pro-
pricdade 12, portanio & particio P = (U, SO+D, 5042} 8(h)) podemos associar
uma nova composicio 1), que induzird uma composicap de I, Mas isso contradiz
a simplicidade dc P,.

Dado u € S — T') tem-se pela Propricdade 12 que:
V —ru ou u— V

onde V = SAUSEY..-.USM, pois todas as componentes S ¢ =2,3 ...,k inter-
sectam a componente 119, Isto nos diz que a partigio (SM), V) & uma composigio
de 1. Absurdo, pols supomos que o quociente % ¢ stmples de ordem A > 2.

Finalmente se & = 2, k deve ser também igual a 2, pois caso contririo po-
demos trocar b com k e repetir o processo acima, e neste caso obviamente P, €
isomorfo a ¢},

Observagao. Para 2 > 3 nao somente o quociente simples de T é 1nico, mas sao
taimbém univocamente determinadas as componentes de 7'. Isso nio é verdade para
h = 2, por exemplo, para o torneio transitivo I3 = {a, b, ¢; a — b, ¢ — ¢, b —
c} temos T3 = I3({a, b}, {c}) = Ta({a}, {b, c}), onde T3 é o torneio transitivo de
ordem 2.
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Torneios Simplesmente Desconexos

Damos inicialmente a definigio homotépica da classe dos torneios Hamiltonia-

nos que vamos caracterizar em scguida.

Definicao 26. Um torneio T' é dito simplesmente desconexo (simplesmente conexo)
se seu primeiro grupo de homotopia regular Q4(7") é nio nulo (€ nulo).

Para o célculo de @Q((T') observamos que Q,(T) ¢é isomorfo a my(|K;]) e que
os subconjuntos totalmente testados em T, gerando os simplexos de K7, coincidem
com os subtorneios transitivos de T'. Recordamos, além disso que o grupo (| K7}
pode também ser determinado usando unicamente lagos formados pelas rotas to
poliedro |A'r|, procedendo da seguinte maneira:

(1) Um lago rota com base = é uma sucessdo—finita de vértices de 7' do tipo
T T 22,...,24 2 onde um par qualquer de vértices distintos gera um 1-simplexo de
KT.

{(2) Dois lagos rota comn base z sio homoldpicos se podem ser obtidos um a
partir do outro aplicando-se um niimero finito das seguintes operagoes.

(a) Um vértice repetido yy pode ser substituido por um sé vértice y e vice-
versa;

(b) se uma terna de vértices consequtivos y z¢ gera um simplexo de K7, (isto
¢, se os trés vérlices nio sao lodos distintos ou se o sublorneio de vértices y, 2z, £ ¢
transitivo), a terna y z¢ pode ser substituida pelo par yt e vice-versa.

(c} O conjunto das classes de equivaléncia de lagos rota com base z, dotado da
seguinte operagio de multiplicagdo: \

{zziag,..,znz) - {2pya,. oo} ={raizy,. . ,onzzyiys,.- .y}

é um grupo isomorfo a (| K7|). (cf. [12], Teorema, 5).

Propriedade 14. Umtornelo 7, ¢simplesmente conexo (simplesmente desconexo)
se, e somente se, cada um de scus torneios quociente nao triviais é simplesmente co-

nexo (simplesmente deseonexo),

Demonstragio. Seja Ty = R, (SO, ...,80*), com m > 1. Obteremos a propri-
edade mostrando que os grupos fundamentais @(73) e @1(R,,) sdo isomorfos,
(i} Primeiro, notamos que se v = v---baa’d’- v é um lago-rota de K7,
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tal que a,a’ € S6 o b0 € SUY, 4,7 = 1,2,...,m, entio v é homotipico a
Y =wv-- b v desde que:

—Se t# 3, y,ver-bad v, 4 sdo lagos-rotas homotopicos;

— Se i =34, ~wuvecbead v, veoobed’d v, vo-ibel-oov, 4 sE0
lagos-rotas homoldpicos, onde ¢ ¢ S0,

(i1) Escolhamos um vértice v} € S), para cada { = 1,2,...,m. Pela Pro-
priedade 11 R,, é isomorfo ao subtorneio T;, = {v},v},...,v,}. Se provarmos
que @1(T7,) é isomorfo a Qy(T,), obteremos também o isomorfismo entre Q(7},}
e Qi(Rn). '

A projesio p : I, — T, dada por p{v;) = v, para todo
v; € 884 =1,2,...,m, induz um homomorfismo p* : Q,(T,) — Q,(T",) da sc-
guile maneira:

p*([o'v'o? - v"]) = ['p(v!)p(v?) -+ p(v* )]
onde podemos escollier o ponto base v e 7, (ja que torncios sdo digrafos fraca-
mente conexos).

Desde que T, é um subtorneio de 1, a inclusio j : T/, — T,, induz um
homotnorfirmo j*: Q1(17,) — @1(1%)-

Diretamente das dcfini¢des, p* o 3° é a aplicagio identidade em Q(7},).
Resta provarmos que j* o p* também € a aplicagéo identidade em @y(7,). Seja
v = v'vlo? .- v*v, um lago-rotarde Ky,. Considere v = (* o p*) ([7]) = p*([7]) =
[v'p(v!)p(v?) - - - p(v*)v’] € construamos:

Y(y')F = v'vle? R p(vk) - - - p(v! o

Usando (i), temos que (y')~! é homotdpico ao lago-rota trivial v'. Portanto

v e ' sdo homotdpicos, ou scja, j* o p* & a identidade em @,(7%).

Para provarmos o seguinle teorcma necessitamos dos seguintes lemas to-
poldgicos, que sio facilmente provados (cf. [10]).

Lema 3, Scja § um cspago Lopoldgico ¢ scjam X e Y subespagos fechados de S
tais que X UY = S5. Se Z é um retrato por deformagio de Y tal que XNY C Z,
entdo X U Z é um retrato por deformacio de §.

Lema 4. Se X ¢é um retrato por deformagao de um espago topoldgico S e Z €
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um retrato por deformacio de X, entdo Z é um retrato por deformagio de 5.
Teorema 1. Todo torneio altamente regular ndo—trivial é simplesmente desconexo.

Demonstragdo. Scja 1%,41 (n > 1) um torneio altamente regular com vértices
V1, Ugy..-,Vans1- Consideremos os subtorneios T5, = Tou41 — vnt1 € Topoy =

Iy, — Vnt1-

Primeiramente, mostremos que:
(i) O poliédro |Kr,,| € retrato por deformagio de |K7,,,, |;
(it) O poliédro Ky, ,} ¢ retralo por delormagio de | Ky, |.

Demonstragdo de (i). Desde que T5,,; ¢ altamente regular, o poliédro do
complexo~-simplicial associado a T3,y pode scr cscrito do seguinte modo:

[ K ypaa | = (V20 -+ - Ung1)| U (203 - vng2}| U o U [(Vangavn - - vl

entdo: |Kp,,| =Y UX, onde:

Y = |(viva -+ - vpg1)] U [(va03 * - vng2)] U e+ U [(Vng1Vnga - Vang1)| = [8(vng1)]

X = |("'--'u+21’ﬂ+3 v vl)l U I(vn+3vn+*l T Uz)l U.u l(v2n+lvl Tt anl'

Agora, seja Z a uniao dos fechos dos simplexos, obtidos dos simplexos de Y,
pela supressao de v,41, ou seja:

Z = |(vava - 0a)| U [{(0205 - 0a¥ng2)| U+ U [(ng2¥nta - - V2ng1)]-

Segue que Y € o cone |v,41Z| com vértice ,v,.1.
Podemos provar que Z e homeomorflo ao cubo unitario I*~1, Procedendo por
indugéo sobre o nimero m de termos da uniao, temos:

Se m = 1 entdo a assergao é verdadeira. Assumamos que

[(v1v2 -+ va )] U [(vav5 - vnvng2) | U+ U [(UmVma1 * ** Vnnga ** * Ungom )]

é homeomorfo a I™1. Se adicionarmos o (m + 1)-ésimo termo

|(Vms1 """ UnVnt2 - Vnims1)| ainda obteremos um espago homeomorfo a 1™, desde
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que v, 4,41 DAO € um vértice dos simplexos anteriores.

Por um processo anélogo se mostra que Y é homeomorfo a I™, assim, como
I™"1 é retrato de I", segue que Z é retrato por deformagio de Y. E como
Xn¥ € 7, scgue do Lema 3 que Z U X ¢é um retrato por deforrnagio de
YUX = |h,,,|. Mas, por coustrugio, temos que ZUX = |Kg,,|, e com isso fica
mostrado (i).

Demonstragio de (ii). Scja W a unido dos fechos dos simplexos, obtidos dos

simplexos de X, pela supressio de vg,.1, ou seja:

W = |(¥ny2Vnss V2200 | U [(OngaVnga - - Vaav vz} U - U J(vgvg - -v,m.

Como antes, podemos provar que W é homeomorfo a I™! e, portanto W é um
retrato por deformagio de X. Entdo, pclo Lema 3, ZU W é um retrato por de-
formagio de Z U X = |KT,,|. Mas, por construgio, Z UW coincide com |Kr,,_,|,
e assim fica mostrado (ii).

Pelo Lema 4, (i) e (i1) segue que |Kr,,_,| é um retrato por deformagio de
K7, |. Entdo, os grupos fundamentais Q1(Tan41) € Q1{T2,_1) sdo isomorfos.

Agora o teorema pode ser provado por indugdo sobre o nimero n, rclacionado
a ordem do tornecio Ty, q. Paran =1, Ty éo 3-cicloe Q,(7T4) ~ 7Z.

Assumamos que, para n — 1, a assergio é verdadeira e considere 1o,
e Ton_1 = Tons1r — {Unt1, Vong1). Se 12, é o torneio altamente regular com
vértices ordenados wy, wy,..., w1, segue dirctamente que a fungdo g, definida
por glwi) =v;, 1 <i<n,e glw)=vit1, n+1<i<2n—1,éum isomorfismo
entre os torneios 13| e Ty,;. Por liipdlese de indugdo segue que 15,1 € Ton
sio simplesmente desconexos. Finalmente, desde que Q:1(T2ny1) € Q1{T2n-1) sdo
isomorfos, Ty,41 € também simplesmente desconexo.
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Desenho da demoustagao para n = 2

|Kr,| = |K7y — v2| retrato de Ko,

\/

Vi

A

\

S ~ | K33} = | K1, — vs| retrato de K,
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Corolario. Seja T um torneio ndo trivial. Se o torneio—quociente simples nao

trivial T ¢é altamente regular, entdo T & simplesmente desconexo.

A reciproca do corolirio também pode scr provada a pariir do seguinte ra-
ciocinio, indutivo.

Para n = 3 temos que T3 é simplesmente desconexo implica que T3 é o 3~
ciclo.

Agora, supondo o resultado vélido para n, temos o seguinte:

Se T,,1 € um torneio simplesmente desconexo, entio T,,; contém um 3-
ciclo ndo homotdpico a zero, reordenando os indices de 7T,.; se nccessario, po-
demos supor que esse 3-ciclo nio homotdpico a zero seja (z,%2,23,21) onde
Tos1 = {@1,%2,23,. .., Tny1}. Considerando agora o subtorneio T, = T 41 — {Tas1}
temos que (g, 2, #3,21) € T, donde seguce que T, é simplesmente desconexo, assim
por hipdtese de inducio segue que Ty = Romy1 (S, 5@ .., 5C™+1)} onde Ry
¢ um torneio simples ndo-trivial altamente regular. De posse disso, analisando as
possiveis diregoes de 41 com os outros vértices de T), chegamos a conclusao de
que o lorncio-quocicnte simples ndo-trivial de Tn4y ¢ altamente regular (cf. {7,
Proposicio 3.9).

Com isso chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 2. Dado um torneio nio trivial T' tem-se: T' é simplesmente desconexo
se, € somente se, seu quociente simples ndo trivial é altamente regular.
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