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INTRODUCAO

Neste trabalho lidamos com sistemas de campos vetoriais complexos de classe C™ em
variedades com bordo, denotadas aqui por M. Assumimos que o sistema é localmente
integravel, i.e., se este, localmente, é dado pelos campos vetoriais linearmente indepen-
dentes Ly,... , L, entdo existem fungdes C*° Zi,... , Z,, (chamadas integrais primeiras
do sistema) satisfazendo L; Zy = 0, dZy A...AdZ,, # 0; m +n = dim M. Assumimos
também que o bordo OM € no-caracteristico para o sistema: isto significa que, em cada
ponto de OM, pelo menos um dos vetores bdsicos Ly,... , L, é transversal ao bordo.
Localmente, associamos a estes sistemas complexos diferenciais, C*° e distribucionais,
determinados pela derivagio exterior e consideramos o problema de resolubilidade local,
ou seja, a validade ou nao do Lema de Poincaré para estes complexos.

Organizamos o texto em trés capitulos e trés apéndices. Usamos basicamente a
notagdo, ja bastante estabelecida, de Treves: [I5] é uma boa referéncia.

No Capitulo I, através de uma argumentagao intrinseca simples, concluimos que, para
pontos p € M, existem dois casos de naturezas distintas a serem considerados, Pro-
posicoes 1.1.16 € 1.1.19. Estes casos serao tratados separadamente no Capitulo II. Ainda
no Capitulo I obtemos representacées locais mais explicitas que, por exemplo, aquela
descrita em [T%], que néo faz distingdo entre os casos mencionados acima. Apresenta-
mos também a nogio de forma de Levi em um covetor caracteristico, relacionando-a
com a expanséo em série de Taylor de integrais primeiras apropriadas do sistema, con-
forme [T5], e introduzimos os complexos diferenciais ja mencionados. Na construcio
dos complexos distribucionais usamos algumas idéias de Melrose, [M].

Em [A-H], Andreotti e Hill apresentaram uma condigio necesséria para resolubilidade
local do complexo tangencial de Cauchy-Riemann em hipersuperficies reais § de C".
Q resultado estabelecido foi o seguinte: se a forma de Levi num ponto p € § é néo-
degenerada, tem p autovalores positivos € ¢ autovalores negativos (p+ ¢ = n — 1) entéo
o Lema de Poincaré falha em dimensées p e ¢ do complexo no ponto p. Em [A-F-N]|,
Andreotti-Fredricks-Nacinovich estenderam o resultado para quando 5 ndo € mais uma
hipersuperficie, mas uma subvariedade “genérica” de C" (a subvariedade S determinada
pelas relagdes py = -+ = pp = 0 é “genérica” se Ipy A.. . Afpr # 0 em S). Esta extensio
foi obtida com uma adaptagio do argumento usado por Hérmander para a obtengio de
condigdes necessarias para resolubilidade local de equagGes diferenciais parciais lineares

([H], Cap.VI). No Capitulo II, usando uma verséo adaptada desta técnica, Lema 2.1.17,
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estendemos este resultado para sistemas, ndo necessariamente de Cauchy-Riemann, com

forma de Levi “fortemente néo-degenerada” (veja Se
2.2.1 e Coroldrio 2.2.17. De maneira quase que idént
os Teoremas 2.3.1 e 2.3.5. No primeiro, as condigoes
caso de uma hipersuperficie S de uma variedade abe

em dimensdo ¢ em ambos os lados de 5. No segundo,

¢do 1.3 para a defini¢do): Teorema
ica obtemos, para pontos p € oM,

sobre a forma de Levi implicam, no

rta, na falha do Lema de Poincaré

as condigdes sobre a forma de Levi

implicam na falha do lema em dimenséo ¢ de um ladg (apontamos qual!) e em dimenséo

n — g — 1 do outro. Estes dois dltimos resultados nd
se poderia imaginar, via Teorema 2.2.1 e a seqliénci

FEm {T3], Treves considerou sistemas de campos vef

a

a |
% b o— . —
( ) LJ - atj +’\J(mst)a$1 J

poderiam ter sido obtidos, como
de Mayer-Vietoris (veja [T5)).

toriais sobredeterminados da forma

1,...,n

onde os coeficientes Aj(z, t) sdo fungdes real—a.nalitical (a valores complexos), em abertos

de R™*1, satisfazendo as condigbes de involugio L ; A4
chamada Propriedade (P) é a condi¢fio exata para a
dimensao 1. A Propriedade (P) pode ser definida

solu¢do analitica do problema de Cauchy L; Z = |
Propriedade (P) ¢ verificada no ponto p se p tem 1

uma das quais as fibras de Z sfio conexas. A demonstr

na teoria de conjuntos analiticos, semianaliticos e su

= L Aj e demonstrou que a assim
validade do Lema de Poincaré em
usando-se, por exemplo, a tinica
D, 7 =1,...,n Zly = 2 a
tma base de vizinhancgas em cada
acao deste fato se apoia fortemente

banaliticos. Mas os coeficientes A;

néo precisam ser analiticos para que a Propriedade (P) possa ser definida; usando-se o

principio de invaridncia local das fibras das integrais

ser formulada para sistemas de classe U (veja [T4]

e Treves (veja [M-T]) demonstraram que a hipdtese
pode ser dispensada. No Capitulo III deste trabalho

semi-espacos fechados de R™1,

Assumimosn analiti

primeiras, a Propriedade (P) pode
[B-T2]). Recentemente, Mendoza

s de analiticidade dos coeficientes

estendemos estes resultados para

cidade, contudo. Por outro lado,

acreditamos que as técnicas utilizadas em [C-T| podem ser adaptadas a estruturas com

bordo para se demonstrar que a Propriedade (P) é ¢
do lema em classe C°°.

Os resultados obtidos nos Capitulos II e III estdo

ondigio necesséria para a validade

todos relacionados, como é trans-

parente nas demonstragoes, com a conectividade das fibras das integrais primeiras do

sistema. Para evidenciar isto, no final da Se¢io 2.2 mostramos que, para complexos

determinados por sistemas localmente integraveis da

degenerada, o ndo anulamento do (g~ 1)-ésimo espag

 tipo (*) com forma de Levi ndo

¢ de homologia reduzida das fibras
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das integrais primeiras do sistema determina, a menos de sinal, a assinatura da forma
de Levi: esta deverd ser £(n — 2g).

Finalmente, no Apéndice A, seguindo idéias de Nirenberg em [N], damos um exemplo
de um sistema involutivo de campos vetoriais em uma variedade com bordo que ndo é

localmente integravel em um ponto do bordo.



CAPITULO I
CONCEITOS BASICOS E NOTACOES

Seja M uma variedade com bordo, de classe C™ e paracompacta. Escrevemos N =
dim M; assim, o bordo de M| M, ¢ uma variedade aberta, de classe € ¢ dimensao
N—1.

Denotaremos respectivamente por TM e TP M os fibrados tangente e cotangente de
M; cles sio fibrados vetoriais, N ¢ a dimensao das fibras, sendo cles proprios varie-
dades com bordo de classe €. Por CTM ¢ CT* M denotaremos suas respectivas
complexificagoes.

O fibrado tangente do bordo, Td.M, é um subfibrado hiperplano de TM. Ao ortogo-
nal de TOM em T M, (com respeito a dualidade entre vetores tangentes e cotangentes),
nos referiremos como o fibrado conormal do hordo, N*9.M, que ¢ um fibrado de linhas

sobre OM. Analogawmeunte, com prefixos C| denotaretnos as respectivas complexificagoes.

1.1 - Estruturas involutivas com bordo

1.1.0 Definigio. Uma estruture inveluting (on formalmenie integrdvel) sobre a varie-
dade comn bordo M ¢ o dado de mn subfibrado vetorial complexo V de CT M satisfa-
zeudo as ditas propriedades seguintes:

Quadsquer gue scjam as seqoes locais de elasse C° Ly e Ly de V,

(1:1:1)-

o colchete de Lie [Ly, Ly] também ¢ uma seciio local de V

(1.1.2) (Vigm )‘ﬁ CTIM ¢é um fibrado vetorial sobre JM.

A propriedade (1.1.1) ¢ conhecida como a propriedade de Frobenius.

Existe uma descrigao dual da estrutura precedente. A dualidade a que nos referimos
¢ aquela entre vetores tangentes (valores de campos vetoriais num dado ponto) e vetores
cotangentes (valores de formas diferenciais no mesmo ponto). O ortogonal, no sentido
desta dualidade, do subfibrado vetorial ¥V de CT'M é uin subfibrado vetorial do fibrado
cotangente CT* M de M, gque denotaremos sempre por TV; escrevemos T = V4, V =
T . A dimensio das fibras de V serd n, o posto da estrutura de M, e a dimeusao das

fibras de 77, m, o eopesto da estrutura,

1.1.3 Definmigao. Diremos que um subfibrado T de CT* M é fechado se dada qualguer

seciio U o de T sobre um subeonjunto aberto  de M todo pouto p € 2 tem uma
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vizinhanga aberta £, C §2 sobre a qual existem segées C® de T", 4,,... ,0,, e igual

nimero de formas diferenciais C* #y,... ,¢n, tais que, em Qp
d‘P =6, A’!"l +or by A

1.1.4. Proposigao. O subfibrado vetorial V de CT M tem a propriedade de Frobenius
se, e somente se, o subfibrado vetorial T' = VL de CT* M é fechado.

Demonstragao: Segue facilmente da identidade

(d(p, 81 A 92) =6 ((,0, 62) — b, (90,91) - ((Io‘! [91192])

onde {, } é o colchete de dualidade entre p-vetores e p-covetores, ¢ forma diferencial

complexa e &y, 8, campos vetoriais complexos em algum subconjunto aberto de M. 11
Por dualidade (1.1.2) é equivalente a
(1.1.3) (T"g4) + CN*OM é um fibrado vetorial sobre M.

Neste trabalho chamaremos tanto V como T' de o fibrado da estrutura involutiva de
M. Para diferencid-los chamaremos V de o fibrado tangente da estrutura e 7' o fibrado

cotangente da estrutura.

Note que (1.1.2) é equivalente a
(1.1.4) (Vlga) + CTOM é um fibrado vetorial sobre aM.
Por dualidade em (1.1.4) temos que (1.1.2), (1.1.3) e (1.1.4) sdo equivalentes a

(1.1.5) (T'|gpq) NCN*OM ¢ um fibrado vetorial sobre OM.

1.1.6 Proposigao. Uma das duas seguintes propriedades mutuamente excludentes vale:

(L.1.7) (Vlpp) + CTIM = CT My,

(1.1.8) Vg C CTOM.



Demonstragao: Imediata. |

Agora (1.1.7) é equivalente a
(1.1.9) CN*OM & T'| g4
enquanto que {1.1.8) € equivalente a

(1.1.10) CN*OM C T'lgp-

Denotaremos por T a intersecgdo de TV com o fibrado cotangente real T*M; T° é o
conjunto caracterisiico da estrutura. Vemos entéo que (1.1.7) e (1.1.9) sdo equivalentes

a
(1.1.11) N*OM g T°| 504
enquanto que (1.1.8) ¢ (1.1.10} sdo equivalentes a

(1.1.12) N*OM C T°| 04

1.1.13 Definigao. Diremos que o bordo M é ndo-caracteristico com respeito a es-
trutura de M se vale (1.1.9). Caso contrario, se vale (1.1.10), diremos que IM é

totalmente-caracteristico.

Observe agora que, em qualquer um dos casos, a aplicago natural de restrigio
(1.1.14) T CT " M|y, — CT*OM

cujo nicleo é CN*9M, aplica T'|, ,, sobre um subfibrado vetorial T3 ,, de CT*OM;
T} a4 define uma estrutura involutiva sobre M a qual nos referiremos como a estruture
involutiva em OM induzida pela estrutura de M.,

O bordo @M é nao-caracteristico se, e somente se, a aplicagao (1.1.14) indnuz um
isomorfismo T3, >~ T'|,,4; © bordo M é totalmente caracteristico se, e somente se,
a aplicaglio (1.1.14) induz um isomorfismo T3, & T'|,,, /CN*OM. Quando M é
nio-caracteristico a dimensdo das fibras de T} ,, é igual a m e é igual a m — 1 quando
OM é totalmente caracteristico.

Seja ¢ uma fungio C™ em algum subconjunto aberto 2 de M tal que IM N # ¢
é definido por ¢ = 0 e tal que do # 0 em todo ponto de 2. Entdo do gera CN*IM em
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dM N L. Dizer que M é nao caracteristico é equivalente a dizer que do ¢ T' em todo
ponto de IM N Q, enquanto dizer que IM ¢ totalmente caracteristico é equivalente a
dizer que do é uma segio de T” sobre IM N §2.

Denotaremos por Vga¢ o fibrado tangente da estrutura involutiva de M induzida pela
estrutura de M; Vo é o ortogonal de Ty, em CTOM. Assim, Vom = V|5, NCTIM.
Quando M é néo caracteristico a dimens@o das fibras de Voaq éigual an—1 e é igual
a n quando dM ¢é totalmente caracteristico. Sobre M N £ (veja acima) as se¢des de

Vam s8o os campos vetoriais que sdo simultaneamente ortogonais a 7'|,,, € a do.

1.1.15 Definigao. Diremos que a estrutura involutiva de M é localmente integrdvel
se todo ponto de M tem uma vizinhanga aberta sobre a qual T" é gerado por formas

diferenciais exatas.

E imediato que se 7' é um subfibrado vetorial de CT*M localmente gerado por
diferenciais exatos entdo T' é fechado. Por outro lado, nem toda estrutura involutiva
com bordo é localmente integravel. No Apéndice A damos um exemplo de uma estrutura
involutiva em R? x R que ndo é localmente integravel em nenhuma vizinhanca da
origem.

Tudo o que foi dito aqui na categoria C°° pode ser repetido na “categoria analitica”;
analitica aqui significa real-analitica. Se M é uma variedade com bordo de classe C“
os fibrados V ¢ 7' da estrutura podem ser tomados analiticos, i.e., localmente, eles sdo
gerados por campos vetoriais e formas diferenciais analiticas. Diremos entio que M esta
munida de uma estrutura involutiva (ou formalmente integravel) analitica. Se, local-
mente, T’ é gerado por diferenciais de funcdes analiticas, (a valores complexos), diremos
que M estid munida de uma estrutura localmente integravel analitica; desnecessdrio di-
zer aqui que por uma funcio analitica em um subconjunto aberto de 2 = RV¥~1 x R
entendemos uma fun¢fio que se estende analiticamente a um subconjunto aberto de RV,

No restante desta secfio assumiremos que o bordo M de M é ndo-caracteristico.

Entdo a aplicagéo (1.1.14) induz um isomorfismo
©: T'|ops = Topm-

Para cada ponto p € OM o espago caracteristico Ty da estrutura de M ne ponto p
se aplica linear e injetivamente sobre o espago caracteristico (T M);’,, da estrutura em
OM induzida pela estrutura de M, no ponto p. Mas esta injegio ndo é em geral uma

sobrejecdo; entdo, via ©71, vamos identificar (Tyu)5 com o subespago vetorial real

Hp =07 ((Tom)p) de Ty,
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1.1.16 Proposi¢cio. Uma das duas seguintes propriedades mutuamente excludentes

vale
(1.1.17) Hp =T2
(1.1.18) H, ?:é) T7; neste caso dim Hy, = dim T + 1.

Demonstragao: Se € Hy, ©(6) = #(0) = n(Red) + in(Im8) € (Tom)p. Logo,
7(Im8) = 0, ou seja, Im § € (N*OM),. Agora suponha que 8 € H, \ T3; entdo
Imé # 0 esewé€ Hp, Imw = cIm#é para algum ¢ € R. Assim, w —cf € T3. 1§

1.1.19 Proposigao. A condigio (1.1.17) é equivalente a
=4
(1.1.20) (CN*OM)p ¢ T, + T,
e a condigdo (1.1.18) € equivalente a
N =
(1.1.21) (CN*OM), C T, + T

T indica o fibrado vetorial obtido de T por conjugagio complexa.

Demonstragdo: Suponha que vale (1.1.17) e tome 8 € (N*8M), N (T}, + T:,) Se

9=w+§comw€T;,

wlrgp = i Rew|pap — Imwlpgp = —Imw|psaq

de modo que #w € T3 e portanto Rew = 0, ou seja, § = 0.
Agora suponha que vale (1.1.18) e tome w € Hp \ T, Podemos escrever w = w, + 16,
ondew, € (T*M), e, € (N*OM)p, 8, # 0. Entdow = w,~i8, e portanto 8, = w; 4

onde wy; = ;j—;w € Tl‘;. 1

1.1.22 Coroldrio. As condigtes (1.1.17} e (1.1.20) so equivalentes a
(1.1.23) (VNV), ¢ (CTOM),
e as condigOes (1.1.18) e (1.1.21) sio equivalentes a

(1.1.24) (Y NV)p C (CTIM)p.



Demonstragao: O resultado segue por dualidade. 1

1.1.25 Corolario. As condigdes (1.1.17), (1.1.20) e (1.1.23) sdo equi.va.lentes a
(1.1.26) Ve ¢ (TOM),

e as condiges (1.1.18), (1.1.21) e (1.1.24) sdo equivalentes a

(1.1.27) Vo C (TOM)p.

Aqui V§ =V, N (TM)p.

Demonstragio: Obvia. I

1.2 - Representacoes locais

Procuraremos agora obter representagoes locais especiais da estrutura localmente in-
tegrivel de M onde M é (parte de) um hiperplano em R¥. Vamos nos reportar aqui
tdo somente ao caso em que M é ndo-caracteristico, que é o nosso interesse neste
trabalho. Raciocinaremos numa vizinhanga aberta §2 de um ponto p € OM reduzindo
esta vizinhanga tantas vezes quantas forem necessarias.

Comegamos escolhendo uma fungdo real o de classe C° em {2 tal que @ N oM é
definido por o = 0 e tal que do # 0 em todo ponto de §}. Por hipétese, existem
m funcdes de classe C*° Zy,... ,2Z,, cujos diferenciais formam uma base de 7" em {2;
podemos assumir que estas funcoes se anulam em p. Como M é nio-caracteristico,
do ANdZy A ... AdZ, # 0 sobre &N IM. Apéds uma substituigdo C-linear podemos
assumir também que

doAdReZi))A...ANd(ReZ,) #0

e ag fungdes Re Z; (7 = 1,... ,m) assim como ¢ podem ser tomadas como parte de um
sistema de coordenadas em £2. Fazemos entdo ¢, = ¢ € selecionamos n — 1 func¢des reais
adicionais t;,... ,¢,~1 de classe '™, se anulando em p, tais que dt;,... ,dt,1,dt,
geram em  um complementar de T' em CT*M. Escrevemos z; = ReZj; assim
Z; = z; +igi(z,t), 2 = (21,...,2m), t = (t1,... %) ¢;|, = 0. Fagamos agora a

matriz (%‘%)*IL agir no m-vetor Z = (2y,... ,2m): &' = (4%) _Ilp .Z. Temos

Z,;’ = z; + Rj(z,t} + ip;(z, )
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onde ;| =0, dzp;l, =0e R = OJe* + ) ( =1,...,m).
Fazemos entdo a mudanca de varidveis
:1:}:3:_;+RJ-(9:,£) i=1,...,m

th =1 £=1,...,n

Com isto, temos provada a seguinte proposicio:

1.2.1 Proposigao. Seja p € M. Existe um sistema de coordenadas U em torno de
p onde U é uma vizinhanca aberta da origem em R™ x R™™! x R, (aqui escrevemos
as coordenadas como (x,%,24), T = (ZT1,..+ +Tm ), t = (t15+.« yin-1)), tal que a origem

corresponde ao ponto p e, em U, T’ é gerado pelos diferenciais das fungdes
zi=z;+idi(z,t) F=1,...,m

onde cada ¢; é uma fungio real C*° com ¢; e d; ¢; se anulando na origem, IM &
definido pela relacgo t, =0 e dzq,... ,dzy,, diy,... , di, é uma base de CT*M.

Usaremos a Proposigao 1.2.1 no Capitulo III. Entretanto, no Capitulo Il necessita-
remos de representagdes locais mals sensiveis, que facam clara distingdo entre os casos
(CN*OM), C T, + T, e (CN*dM), ¢ T/, + T, (veja Segio 1.1). Para isto alguns
fatos de algebra linear real/complexa nos serdo tteis:

Seja E um subespago vetorial complexo de CV, E o seu conjugado complexo. Existe

entdo urm subespago vetorial (complexo) Ey de E tal que

(1.2.1) E=(ENE)o E.

Obviamente F N By = 0 de modo que temos

(1.2.2) E+E=E®E, =(ENE)® FE,® E;.
Se E° = ENRYN entdao ENE = E° + (iE°) ou, equivalentemente,

(1.2.3) ENE=E"®C.
R

Suponha agora que existe um vetor real distinto 8 € (F + E) \ E pelo qual temos um
interesse especial (quem é este vetor ficard claro nas aplicagdes). De (1.2.2) e (1.2.3) § =
w+v+vondew € E° e v € E'; assim § = vy +7; onde vy = %w+v € E\(EHE)
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Isto mostra que quando tomamos o subespago vetorial F; de E satisfazendo (1.2.1)
poderiamos té-lo escolhido de forma que E,; satisfizesse ainda

(1.2.4) 9c E\®E,;.

Vamos entao assumir que assim o fizemos na situagao hipotética explicada acima.

Fagamos agora v = dimgE; = dimg E; e d = dimg E° = dimgE N E. Seja

{e1,...,e,} uma base de Fy; entdo {€1,...€,} é uma base de E;. Tome uma base
qualquer {€y41,...,€u4a} de E° para obter uma base de E consistindo dos vetores
€ly---1€p; Cutly- - 3 Eptd (portanto, m = dimg F = v 4 d) tais que
€pt1y-- - s Eptd SAO reals
€15-++ ;€0,8yd1s--+ »Eptds €1+ » €y SB0 LI sobre C.

Aplicamos agora estas consideragdes as fibras de Tj,: substituimos C¥ por (CT*M)p,
RY por (T*M), e E por T},. No caso em que (CN*dM), C Ty, + T:,, como M é
nio-caracteristico, podemos tomar # como qualquer covetor ndo nulo em (N*9M),; no
caso em que (CN*OM), ¢ T, + T;, nio temos interesse especial em nenhum vetor em
(T}, +_TJP)\T;,. Em ambos os casos obtemos entdo uma base {€1,... y €4, €up1y: -+ €ptd}
de T}, com

€ytiy--rem €Ty

1A AeNEL LI AL A Ae, ATIA L AT F .

No caso em que (CN*dM), C T, + T;, teremos ainda
(1.2.5) (CN*OM), C spanies,... e,,€1,... ,Eu}.

Voltemos & situagio inicial: temos numa vizinhanca aberta 2 de p, em M, m fung¢oes
de clagse O™ Z,...,Zm que se anulam em p e cujos diferenciais geram 7" em Q.
Substituindo-se cada Z;, j = 1,... ,m por combinagdes lineares apropriadas de Z, ... ,

Zm podemos assumir que
(1.2.6) dZJ-|p = e; j=1,...,m.

Escolha agora n' = n — v fungdes reais t1,... ,ty, de classe C°° em 2, que se anulam

em p e tais que, em 2,

dZi A . ANdZy AdZypi A ANAZu ADZy A AdZ, Ady AL Adty # 0.
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No caso em que (CN*OM), ¢ T}, + T;, podemos assumir que ¢, = ¢ onde ¢ é uma
fungéo de classe C™° em 2 tal que IM N2 é definido em £ por ¢ = 0 e do # 0 em todo
ponto de £2.

Fagamos agora

t; =ReZ;, y; =ImZ; 1<7<w

sy, =Re Zyqx 1<k<d
onde d = m — v. Teremos também, em 2,
dZy A ... NdDyAdsy Ao Adsa NdZy AL AdZ, Adty AL Adin # 0.

Assim, a aplicagdo (Z1,... ,24,81,... ,8d,t1,... ,in) define um difeomorfismo C'®
de § sobre uma subvariedade com bordo U de C¥ x R% x R™'; este difeomorfismo aplica.

p sobre (0,0,0) € OU. Temos entao demonstrado o seguinte resultado:

1.2.7 Proposigdo. Suponha que (CN*OM), ¢ T}, + T;. Entdo existe um sistema
de coordenadas U em torno de p, onde U é uma vizinhanga aberta da origem em
C” x RE x R" 1 x R, (aqui escrevemos as coordenadas como (2, s,,tn)), tal que a
origem corresponde ao ponto p e, em U, T" é gerado pelos diferenciais das fungdes

Zlyevs 3 %y, wk=3k+3‘f,0k(z,3,t,tn~') 1Sde

onde cada ¢ € uma funcio real C°°, com ¢; e dpp se anulando na origem, OM ¢
definido pela relagdo £ty = 0 e dzy,... ,dz,, dwy,... ,dwq, d21,... ,dz,, dty, ... ,dt é
uma base de CT* M.

Por outro lado, se (CN*dM), C T}, + T’p e ¢ é uma funcéo definidora do bordo,

como acima, de (1.2.5) e (1.2.6) segue que
“ do do
do = ; a—zj(o,o,owzj + 6“75(0’ 0,0)dz;.

Podemos assumir que 5‘%(0,0,0) # 0; na verdade, apds uma mudanga linear nas

variaveis z; = x; + ty;, 1 < j < v, podemos assumir que

a
3_:r;(0,0,0)=0, 1< <y g_;(O:U,U)=0, 1<j<y—1;
i

1.2.8
(1.2.8) .

Oy

(0,0,0) = —1.
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Do teorema das fungbes implicitas aplicado a ¢ = o(z, 3,%), (aqui ¢ = (t3,... ,t,)), obte-
mos uma fungéo real de classe C° @(z1,... ,2y-1,2,,8,%) em U tal que o(z,s,¢) =0
se, € somente 8e, Y, = Po(21,. ., 2Zy—1,2,, 3, t); note que (1.2.8) implica que dp,(0,0,0)

= 0. Fazemos entdo a seguinte mudanca de varidveis

!
Yo =Yu — (Po(zl 1o 3 Zp—1, Ty, 5 t)'
Nfo mudamos a notagéo: denotamos por U o novo sistema de coordenadas € passamos

a denotar y,, por {, e z, por s,. Provamos entdo o seguinte:

1.2.9 Proposigao. Suponha que (CN*OM), C T, + T;,. Entédo existe um sistema
de coordenadas I/ em torno de p, onde U é uma vizinhanga aberta da origem em
C*~1 x R4 x R.. x R™, (aqui escrevemos as coordenadas como (z,s,t,,1) com
2= (21, ,2p~1)y 8 = (80,815.+.,8d), te S 0 et = (,...,%y)), tal que a origem

corresponde ao ponto p e, em U, T é gerado pelos diferenciais das fungées
Z1yene yZye1y Wo = 8o+ i(ts + o(2,8, 1), Wi +ipr(2,8,15,8) 1< k<d

onde cada ¢y € uma fungio real C™ com i e dip se anulando na origem, 0< k <d, OM
é definido pela relagio £, = 0 e dzy,... ,dz,_1, dws, dwy, ... ,dwy, dZ1,... ,dZ,_y,
dt,, dty,...,dt, é uma base de CT* M,

Denotaremos por M o interior de M
M= M\ M

e diremos que p € M é um ponto interior de M. Das consideragbes que precedem a
Proposi¢do 1.2.7 é aparente que se p € um ponto interior de M entéo vale o seguinte

resultado:

L]
1.2.10 Proposicao. Seja p € M. Entdo existe um sistema de coordenadas U em torno
de p, onde U é uma vizinhanga aberta da origem em C¥ x R? x R (aqui escrevemos

as coordenadas como (z,$,1))} tal que a origem corresponde ao ponto p e, em U, T" é

gerado pelos diferenciais das fungdes

Z1yeer s 2v, Wk =Sk +ipx(2,s,1) 1<k<d
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onde cada ¢ é uma funcéo real, com ¢y € di) se anulando na origem, ¢ dzy,... ,dz,,
dwy,... ,dwg, dzy,... ,dz,, dt;,... ,df, éuma base de CT*M.

1.3 - A forma de Levi
Sejam p um ponto qualquer de M, L) e L se¢des C™ de V em alguma vizinhanga
aberta (! de p em M, w um elemento néo-nulo no conjunto caracteristico I3,

1.3.1 Lema. O valor do niimero complexo

(1.3.2) -2%.<w,[51,32”p>

depende apenas dos valores I; fp e Lglp das secbes Ly e L no ponto p.

Demonstracao: Como w é um covetor real, tomar o conjugado complexo de (1.3.2)
é o mesmo que substituir Ly por Ly e Ly por L;. Por esta razéo é suficiente mostrar
que (1.3.2) ndo se altera se substituirmos Ly por uma outra segdo C*° de V em  cujo
valor no ponto p é o mesmo de Ly. Por subtragdo isto equivale a mostrar que (1.3.2)
é igual a zero se o valor de L; em p é igual a zero. Suponha que existe uma base
C® L; (j=1,...,n) de V sobre { e escreva

n
. Ll = ZCJ' LJ'
Jj=1
com ¢; € C°(f1). Devemos ter ¢;(p) = 0,7 =1,... ,n. Mas entdo
(L1, Lop = = ) (T2 c;)p) L;
i=t P
¢ ortogonal aw € T,. K

Podemos entdo definir, em V), o produto hermitiano
(133) Bu(vlavl’)

como aquele cujo valor no ponto (vi,v2) € igual ao nimero (1.3.2) com segdes Ly € Lo
que assumem, no ponto p, os valores v; e vy respectivamente, Denotamos por Q.(v) a

forma quadratica em V,

(1.3.4) Qu(v) = Bu(v,v).
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1.3.5 Definigao. A forma quadratica (1.3.4) serd chamada a forma de Levi ne ponto
caracteristico w da estrutura formalmente integravel de M. A (1.3.3) nos referiremos
como o produto hermitiano associado a Q..

Se p € OM e w € T3 indicaremos por wp a restrigio

Wy = leTaM € (TSM)OP

se wg # 0, (que é sempre o caso quando M é nédo-caracteristico), teremos duas formas
de Levi a considerar: @)y, a forma de Levi no ponto caracteristico w da estrutura
formalmente integrivel de M e @, , a forma de Levi no ponto caracteristico wy da

estrutura formalmente integravel de M induzida pela de M. Claramente,

Qup = Q“‘"l(st)p )

Note que a defini¢do da forma de Levi no ponto caracteristico w € T, p € OM, nao
faz referéncia alguma a uma extensio de M (e da estrutura de M) a uma variedade

aberta M. Todavia, isto é sempre possivel localmente, pelo menos no caso de estruturas

localmente integraveis, ¢ muitas vezes conveniente. Suponha ent@o para o restante

[+]
desta segdo, que a estrutura involutiva de M é localmente integrivel e p € M. Vamos
procurar obter uma expressdo mais concreta para a forma de Levi Q... Do Teorema
1.2.10 podemos supor que T" é gerado, em uma vizinhanga aberta da origem em C¥ x

R? x R, pelos diferenciais das fungies basicas
zp=axj+iy; (1<7<v), wp=s+ipp(z,s1) (1<k<d)

com ;. e dypy se anulando no ponto p, i.e., na origem. Um cdlculo simples mostra entdo

que o fibrado V é gerado por campos vetoriais da forma

R 8
L= . - < k<
L; o7, + kg_lhjk(z,s,t)ask 1<k<Ly
(1.3.6) d"
L g=—a +§ ,ugk(zst)*—a 1<é<n
AT =1 " sy -7

onde Ajz e s x sao fungdes de classe C° que se anulam na origem.
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Qualquer covetor caracteristico w € T, terd a expressiio w = o*.d.s|p com o € R?. Assim,

se Ly e Ly séo segdes C™ de V com Ly|, = vy e Ly[, = v, teremos:

Bo(v1,v2) = < w, (25)_1[Llsf2][p>
- ;ak< dsk,(2i)“[L1,fz]|p>

d
= (27" Y ou[Ly, La)sx
k=0

P

Por outro lado, como wy = 8 + iws anula Ly e L,

L1Las; =i L1 Ly

fgquk = —?:Z2L](Pk.

Tendo-se em conta que dpi|, =0,

Llfz?-’v‘klp = (L1|p) (fz|p) Pr = (lep) (L1|p) Pr = f:!Llka P
obtemos entéo
(1.3.7) B(vy,v2) = zd:crkvlﬁggok.
k=0

De (1.3.6) segue que

8 . 7]
(1.3.8) Lil,=5=— 1<j <y L,+g|p = o, 1£8<n.

p BEJ'

Fazendo-se ¢ = g1p1 + -+ -+ o4pq e levando-se (1.3.7) ¢ (1.3.8) em consideragao, a

forma de Levi no ponto p pode ser identificada 4 seguinte forma quadritica em C¥ x C*'

(onde a variavel é denotada por (¢, 7)),

a6 = () oz,

i, j=1

n 4
+2Rezz(32,-6tk

k=1 i=1

) O+ 3; (5es) @neme
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Abreviando-se um pouco a notagdo podemos escrever esta férmula como

(1.3.9) {¢:7(0)¢, ¢} + 2Re (¢z(0)(, 7) + {be(0)7, 7} .
Aqui {-,-) denota o produto interno usual de C* e C*',

Agora nés fazemos uso das mudangas lineares de coordenadas do seguinte tipo:
(1.3.10) ¥ =Az, t'=Bt+FEz+Fy, s =s

onde A é uma matriz invertivel » X v, B uma matriz real invertivel n’ x n' e E e F'
matrizes reais n' X v. Esta mudanga de coordenadas implica nas seguintes substituigdes
no espago tangente complexo

0 d — 0 a d

— ='A—+'G— — ='B—

Oz 9z o’ at at’

onde G = (E + iF). Devemos ainda fazer as substituigdes
¢'= A ' = Br + G(.

A idéia aqui é escolher A, B e G de modo que possamos obter uma expressio mais
simples da forma quadratica (1.3.9) nas novas coordenadas. Vamos decompor esta
transformagio em trés passos. No primeiro passo tomamos G = 0, A = Id; escolhemos

B de modo que
{B¢u(0)B™! = Py — P_

9

onde
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Assim a expressdo da forma quadratica (1.3.9) nas novas coordenadas (que ainda deno-

tamos por (C,7)) serd

(6:5(0)¢,¢) + 2Re ($5(0)¢, BV ) + |Pyr | — |P_r .

Escreveremos
™ =7_ Pyr— P_1T.
Entao,
|Po(7+ (B ™)$(0)0))" — [P-(r — {(B™)du(0)0)|” =
|Pyr)? = |P_7|* + 2Re{r — 7% ,}(B™")9yz(0)¢)
+{(Py = P_Y(BMe(0)C, (B )e(0)C).
Assim,

Q(¢,7) = | Pr(r + (B (0)O)] — |P=(r = B 1)ex(0)C)[]
+ 2Re (%, 4(B7)¢(0)C) + (T, ()

onde I’ ¢ uma matriz hermitiana v X v.

No segundo passo tomamos A e B como a identidade e tomamos
G = (Py - P_)"(B™)¢::(0).
Ficamos com a forma quadratica
[Pyl — |P_r[? + 2Re (r#, 4B~ )4x(0)C) + (I, ()
No terceiro passo tomamos G = 0, B = Id e escolhemos A de forma que
(AP(A)y ' = Q4 - Q-
onde

& O )

Q+ = 0
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b
Il

\ ) ) 0/

Finalmente, ficamos com a seguinte forma quadrética

(1.3.11) 1Pt — [Porf® + Q4¢P ~ [Q-¢F + 2Re (r#,TC)
onde T é uma matriz n' x v.

1.3.12 Proposigao. Suponha que a restri¢io da forma de Levi no ponto caracteristico
w € T ao T-espago (V NV)p é nio-degenerada. Entdo existe uma mudanga de varidveis
da forma (1.3.10) que transforma esta forma de Levi numa soma de quadrados positivos

e negativos.
Demonstragao: De fato, sob esta hipdtese 7# =0. |

Agora vamos relacionar a expressdo (1.3.11) da forma de Levi em w com a expansio
de ¢ em série de Taylor. Temos, de (1.3.11)

T 0)=0 1<ii<v i
8z:07; " ) =5t = J
6205 1 se 1_<.j_<.P
%% 0 se p+g<j<v
&

=0 1<k, €<n k#{
6tk6tg(0) <kt<n k#
32¢ 1 5€ lsﬁsp,
Pr0={ -1 s F<t<p+q
t 0 se pP+qg<é<n

9% 8%
02;0t¢ (0) = Ot 9%;

(0)=0 1<i<vy, 1<kL<p+q
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Assim,
p ) p+e r+d
Blomo =D lzil = D Izl +~ Zfz 3
i=1 j=p+1 £=1 f=p'+1

(1.3.13)
+2Rez Z anz_,tg+ReZ (

J=1é=p'+¢'+1 i,j=1

+O(l2l” + ).

) (0)z2

Mas podemos substituir as fung¢bes wy pelas fungbes

1.3.1 =i 3 (22 Y 0z k=1,....d
(1.3.14) wk—wk—-zij_z::l m‘; (0)ziz; k=1,...,d
-~ d
Entéo, se defintrmos ¢ = Eak(lm W) de (1.3.13) e (1.3.14) segue que
k=1
3 r , M +d
Bl =Dl = 3 g th— > 4
i=1 J=p+1 =1 t=p’+1

+2Re D Y ajezite+ O(lz + [t°).

j=1t=ptq'+1

Por outro lado

-

b= 8| _, +00sl (=1 + [s] + ¢
de modo que

e Pty
¢ = EIZ;I - ) =3 {th— >, fz}

j=p-1 1 {=p'-+1
+2Re) " 3 ajezite+ O(lal’ + 17 + [s] (2] + |s] + [¢]))-
J=1f=p'+¢'+1

Entretanto, @, ndo é da forma s, + ¢ Im @y como gostariamos; facamos entdo a

geguinte mudanga de coordenadas

Gk |
s =s+1Im z (32,—32_,-) (0)z2;.
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Note que ds’|, = ds|,. Entéo, passando a denotar &' por s, thg por wy, é por ¢ e Im

por ¢ chegamos ao ponto desejado: T' é gerado pelos diferenciais das fungées bdsicas

zi=gzj+iy; (1<j<v), wi=sk+ipi(z,s1) Q1<k<Ld)

d
com @il, =0e dppl, =0 k=1,...,d, w= odsl, e ¢ = Zaktpk satisfaz

k=1
P ) pte , 1 ? \ +q
p=> Izl = 3 Izl +5 Y- ) 8
j:l J=p+1 =1 =pf41

v n'
2ReY " D ajezite+ Oz + |t + |s| (2] + Js| + |t]))

J=1 f=p'tg' 1

Para uso futuro faremos ainda aqui uma definicio & algumas observagdes finais.

1.3.15 Definicao. Diremos que a forma de Levi @, é forltemente ndo degenerada se
Qw ¢ néio degenerada e a sua restrigio ao r-espago (VNV), também é néo degenerada.

De (1.3.8) vemos que o T-espago (VNV),, é o subespago de Vp, gerado pelos vetores reais

3‘«37 srees 3—?7' . Se Q. é fortemente nio degenerada, nas coordenadas especiais que
P nlp
diagonalizam @, (veja acima), o subespago de V;, gerado pelos vetores ;9% Cy 3=
p “ip

é precisamente o ortogonal de (VN V), em V,, com respeito ao produto hermitiano B,,;
indicaremos este espago por (V N V)tv.

Finalmente, de (1.3.11) segue que se a forma de Levi (). é nio degenerada no 7-
espago (VN V), entdo a sua restrigio ao r-espago real Vg = (V N T'M), também ¢ néo

degenerada.

1.4 - Os complexos diferenciais associados

Denotemos por A¥CT* M (k = 0, 1,2,...) a k-ésima poténcia exterior de CT* M,

Para cada par de inteiros ndo-negativos p, g, definimos o fibrado vetorial complexo

T;Pl?
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como o subfibrado de A?P*9CT™* M localmente gerado por produtos exteriores de (p+¢)-

formas onde p das quais, pelo menos, sio segoes de T'. Claramente
AR A2

e como T" é fechado a derivada exterior define uma aplicacdo linear continua do espaco

das secoes C de I i 1O espags (1aS Se§0~es C d.e I ot f I&Ze.ﬂ.do-se
%
APT — Tfp" /T."?Ij‘” L

e passando-se ao quociente obtemos para cada p = 0,1,...,m e cada subconjunto

aberto {1 de M uma seqiiéncia de operadores diferenciais
(1.4.1) d'=d"":CP(R,APT) = C(Q, A7) ¢=10,1,2,...

tais que "' 0 d”* = 0.

Vamos nos referir a seqiiéncia de operadores diferenciais (1.4.1) como o complezo
diferencial C° de grau p sobre ).

Em (1.4.1) podemos evidentemente substituir C por C° e também, se QNIM = ¢,
por D' e &'. Todavia, se  intercepta OM, a construgio dos complexos distribucionais,
aqueles que estendem (1.4.1) para espagos de segdes distribuigdes, é mais delicada e € o
objetivo desta segdo.

Nas aplicagdes estaremos interessados em vizinhangas abertas {1 muito pequenas de
um ponto p € M); assim, podemos assumir que a variedade com bordo {} seja orientével
e desde ja fixamos uma orientagio para . Nestas condigbes é facil ver que os fibrados
vetorials A™TP"4 ¢ (AP)* ® (U s@o canonicamente isomorfos; aqui (A??)* denota o
fibrado dual de AP? e Q2o o fibrado densidade de f2.

Entéo, é razodvel definir D’(Q, AP*7), o espago das secdes distribuicies de AP, como
o espago dual de C2°(Q,A™™P"~1), o Gltimo equipado com a topologia localmente

convexa usual. Aqui a inclusdo
C=(Q, APT) < D'(Q, AP)

identifica f € C*°(£}, A?¢) com o funcional

sOHfwa-
Q
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Analogamente definimos £'(2, AP9); se K é um subconjunto compacto de Q2 denotare-
mos por £'( K, AP?) o subespago de £'(2, AP7) consistindo das segdes distribuigdes com
suporte contido em K.

Se substituirmos a estrutura localmente integrivel de M pela estrutura localmente
integravel trivial T' = 0, V = CTM vemos que D'(€, A™) = C(Q, ANY ¢ o espago
das distribuigdes escalares sobre §); denotaremos este espago por ' (2), como é usual.

Voltando & situa¢io mais geral, suponha que existem fungdes zy,... , zZm, t1,... , {5 de
classe C*° em ! tais que dzy,... ,dzn 580 segoes C® de T e d2y,... ,dapm, dt1,. .. diy,
formam uma base C*° de CT*M em ). Entdo toda u € ’b’(Q,AP'g) tem uma nica

representacao da forma

(1.4.2) w= Y Y usdzyAdtg

|J[=p |K]=¢

onde cada uyr é uma distribuicio escalar. Aqui J e K sdo multi-indices: J =
(J1sev-adph 1< J1 < <jp Sm, K = (kyyeon hg), 1 <k < -0 < kg S5 dzy =
dzj, Ao Adzj, e diy = dig, AL Adiy,.

Vamos considerar também os espagos de Sobolev Hy (2, AP9). Eles podem ser defi-
nidos considerando-se uma realizagio < §) de  como uma subvariedade com bordo

de uma variedade aberta
HE (2, AP?) = {u € HE (S, AP7) : Suppu C Q)

admitindo-se que 1" tenha sido estendido a uma estrutura localmente integravel em §2.
Os espagos Hl'f)c (€, AP+?) sdo espagos de Fréchet e para cada conjunto compacto K C 2

08 espagos

H(K,AP?) = {u € Hjs(Q, A7) : Suppu C K}

tém topologias Hilbertaveis.
Observe que existe s, € R, dependendo apenas de N, tal que C°(K, AM?) C H *(K,AP9)
se 3 < 3o € K C § é compacto.
Seja
£ C C®(Q,CTM)

o espago dos campos vetoriais totalmente caracteristicos em

LeL & L,e(CTAM), Ypeom.
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O espago Diff k(Q) dos operadores diferenciais de ordem < k em §2 € localmente finita-
mente gerado como um C'°°(§2)-médulo por produtos de até j fatores, 0 < j < k, de

campos vetoriais agindo por derivagio de Lie. Isto nos permite definir
Difff () c Diff*(x2)

o submédulo dos operadores totalmente caracteristicos de ordem < &, como sendo aquele

localmente gerado por
Li=Loof j fatores

para 0 £ 7 € k; note que multiphcag¢do por uma fungdo € ¢ um operador totalmente
caracteristico de ordem zero.

Denotemos por Diff k(Q,AP*q) o espago dos operadores diferenciais de ordem < k%
entre secoes U de AP'9. Definimos entéo da maneira 6bvia o espaco Diﬁ"g(Q, AP:?) dos
operadores totalmente caracteristicos de ordem < k entre secdes de AP7,

Agora, para cada subconjunto compacto K de 2, fagamos
.«4(8)(1(, AP = {u € é(I,AP?): Pu ¢ fI’(K, AP} ¥ P ¢ Diff°(Q, AP9)]
Em f'l(*')(K , AP1%) tomamos a topologia limite projetivo dos espagos
{u e é'(J],A”9) : Pu e H*(K,AP)Y P € Difff(Q2, AP4)}

que sio claramente Hilbertiveis para cada k, k = 0,1,.... Assim, A®(K, AP?) & um
espago de Fréchet. Note que os elementos de A(®)(K,AP?) sio C* em Q.

1.4.3 Definigdo. Denotaremos por A'(£2, AP7) o espago de todas as segdes distribuigdes

u em fb’(ﬂ, AP7) tais que dados s < s, e K C 2 compacto, o funcional linear
CPK,ATP0) 5 C
o+ ulyp)

se estende continuamente a A(S)(K, Am—Pn=1),

Para esclarecer melhor estes conceitos é conveniente especializarmos para a variedade

padrio com bordo

Z=R" ' xRy={(z,t):ze R t>0}
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com interior
2={(z,t)€ Z:t>0).

Assumiremos também que o fibrado cotangente da estrutura, 7", é trivial sobre Z, como
¢, localmente, sempre o caso.

Dado um conjunto compacto K C £ entdo g € A®)(K,AP9) se, e somente se
(t0:Y (0:)"g € H*(K, A7)
paratodos j €Z, e a € Zf_l € as seminormas

u e [|(80) (8:)uf|

definem a topologia de AG)(K, A1),

Como conseqiiéncia
A se¢do distribuicdo u € 'I.D'(Z,A”’q) pertence ¢ A'(Z,AP7) se, e somente se,
pare todo subconjunio compacio K de Z e 3 < 3, ezmistem uma constanie C' > 0

e um interro posilive N, tais gque

@l <C 3> @0 (@:) ¢l Ve & CF(KA™P"T).
jH|el£N,

Definimos agora
HY(Z2)={uec HR"): Suppu C £}.

Necessitaremos ainda do teorema enunciado a seguir, cuja prova incluimos num apén-

dice, Apéndice B, para ndo quebrar a sequiéncia das 1déias apresentadas aqui.

1.4.4 Teorema. Seja x € C°(Z) tal que [x = 1. Para ¢ > 0 defina

Q. | J Hi(2) - CP(Z),  Qulu) = Xe *u
scR

onde x.(z,t) = e~V x(z/e, t/¢), (z,t) € RY. Dados K e K’, subconjuntos compactos
de Z com K contido no interior de K', s € R e u € ACNK, AP), entdo Qc(u) —» u em
AWK’ AP} quando & — 0.
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Voltemos agora ao caso geral. Tome uma seqiiéncia {Kj;} ez, de subconjuntos com-
pactos de 2 com I contido no interior de K4y e K; /' §. Considere os limites

indutivos

A(K;, A7) = || AWK, A7)

a8,

A(Q, AP = | | A(K;,AP9),

JEZy

Evidentemente, o espago vetorial topoldgico ./-ic(ﬂ, A?9} independe da particular se-

qiiéncia {K;};jez, escolhida. Do Teorema 1.4.4 segue que a inclusdo continua
CRQ, A™=P=1) <y A (Q, A™TPRTT)

tem imagem densa e podemos considerar o dual de A (@, A™~?"~9) como um subespago
de D' (£2, AP+9). Este subespago é, precisamente, A'(2, AP'?). Em A'(£2, A?7) tomaremos

sempre a topologia fraca.
Note que C'°(£2, AP+7} é um subespago de A'(2, AP9}; a inclusdo

COO(‘Q, APuQ) —y A‘(Q’ AP}E)
identifica f € C°(§2, A7) com. o funcional em A (Q, A™~P:"~1)
© (_1)(p+q)(N—P—q) w(f).

Considere agora a inclusio
15: 00 — Q.

Vamos mostrar que a aplicagio “pull-back” natural
(1.4.5) ip: CP(Q, A7) — CP(9Q, ADY)

onde AP = T4' /ngl'q"‘ se estende a A'(Q2, AP).

1.4.6 Teorema. Existe uma tinica aplicagdo fracamente continua
(1.4.7) A'(Q, A7) — D'(88, ADT)

que estende a aplicagio “pull-back” (1.4.5).



27

Demonstragio: Para ¢ € C°(90, A™~P7—9-1) considere a secio distribuigio Ty €
€'(Q, Am~P"~1) definida por

Ty(p) = /8 @AY, pE 0N, A,

E facil ver que Ty € A, A™=P"—9), Entéo definimos, para u € A'(Q, A7),
i (w)(@) = (-DTHPVID (T, g e CF(ON, A7),
A aplicagio u + tf(u) € entdo uma aplica¢do linear e fracamente continua
A'(Q, A7) — D80, AD?)

que estende (1.4.7). A unicidade decorre da densidade de C2°(2, A"?} em A'(2, AP);
esta por sua vez decorre do Teorema de Hahn-Banach pois, para u € A (0, Am=pn—1),
0 = p(u) = (—1)P+D V== 4 () para toda ¢ € C®(, APY) implica u = 0. §

Novamente substituimos a estrutura localmente integravel de M pela estrutura trivial
T =0, V¥ = CTM. Observe que a inclusio continua e de imagem densa

CP(Q,A™") o A (2, A™™)

identifica, por transposigio, A'(£2, A%} com um subespago de /24 (Q); denotaremos este
subespago por A'(£2).

Note ainda que a aplicagfio (1.4.7) com p = ¢ = 0 estende a aplicagio trago natural
C*°(Q) — C*(611) a uma aplicagio fracamente continua A'(Q}) — D'(9R).

Voltando novamente & situacdo mais geral, se v € D'(2, AP?) tem a representagio
(1.4.2), é imediato que u € A'(Q2, AP?) se, e somente se, u i € A'(Q2) para cada par de
multi-indices J ¢ K comparecendo nos somatorios.

_ Consideremos agora u € C®(R,AM?) e ¢ € CP(Q,A™P"""1). Do Teorema de
Stokes,

/ d'u A p = (=1)prrH! / undp+ / ip(u) Aty(p).
Q @ a5}
Esta identidade nos permite estender a aplicagio

d': O™, APT) = C(§, APTHY)
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a A'(Q, AM?) via a formula
du(p) = (1P u(d'p) + i3 (u)(i3 (@)
se u € A'(Q,APT) e p € C2(, Am—Pmme71),

1.4.8 Teorema
| d(A(Q A7) C A(2,APTH)

1%
(1.4.9) LA, AP T (0, AP

define um complexo diferencial que estende (1.4.1).

Demonstragao: Para demonstrarmos a primeira afirmacio devemos mostrar que da-
dos u € A'(,AP7), s < 8, e um subconjunto compacto K de £, o funcional em
C&(K,Am—pm—9—1)

(1.4.10) o = w(d'p + (-1 PHOWPEDHL T )

é continuo na topologia herdada de A®)(K, Am~Pn—0-1)  Considere como antes uma
realizagiio @ < ! e assuma que 7" foi estendido a (). Dada ¢ € C2°(Q, A™—Pn—e-1)
defina

_J em {2
=10 em 0\
Entio ¢, € £'(}, A™~Pn~9~1} & um célculo simples fornece

Logo, a aplicagdo (1.4.10) é o funcional

c(Q, Am"p’n“q—l) — C
P u(d’ﬁ"a)

Como a aplicagao

d’;,ﬁi(s}(f{, Am—P,n*q-l) - A(sml)(I{, AP
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+, ’ . — oo
¢ continua, o resultado segue. Do exposto acima, a segunda afirmacio agora é ime-
diata. 1

Vamos nos referir a sequiéncia de operadores diferenciais (1.4.9) como o complezo
diferencial distribucional de grau p sobre {1, Note que quando ) ndo intercepta M

(1.4.9) coincide com
D'(2, AP9) L /(Q, AP,

Os espagos de cohomologia destes complexos sdo definidos da maneira usual.

A esta altura torna-se importante mostrar que os espagos A'(§2, A??) contém outros
elementos que néo as segdes C™® de AP?, No Apéndice C introduzimos o espago
R(Q) C D'(Q) das distribuigbes C'°° transversalmente ao bordo (esta definigio pode
ser facilmente estendida a se¢bes distribuigdes de A™?) e mostramos que R(£2) é um
subespaco de A'(Q)); R(£1), sem divida, é um espago muito maior que C*°(§2). Para
os elementos de R(Q) existe uma nog¢éo natural de trago; R(§2), considerado como su-
bespago de A'(Q2) é invariante por derivagio e portanto seus elementos tém todos os
tragos. Mostramos também que o trago natural de um elemento de R(Q) coincide com

o seu trago quando considerado como elemento de A'({}).



CAPITULO II

CONDIGOES NECESSARIAS PARA RESOLUBILIDADE LOCAL
BASEADAS NA FORMA DE LEVI

Em todo este capitulo M denotard uma variedade com bordo, de classe C*°, munida
de uma estrutura localmente integravel com fibrados estruturais V e 7. Assumiremos
que dM é nédo-caracteristico. Denotaremos por m a dimenséo das fibras de 1” e por n

as de V.

2.1 - Condigoes necessarias preliminares

Os lemas que apresentaremos a seguir sdo adaptagoes rotinetras para estruturas com
bordo de resultados bem conhecidos.
Sejam W C V subconjuntos abertos de M com W N 0M nio vazio e considere a

seguinte propriedade:

(2.1.0) Dado um cociclo f € C°(V, AP7) existe uma segéo
B u € A'(W,AP 1) tal que d'v = f em W.

2.1.1 Lema. Se (2.1.0),, vale, ento, para cada subconjunto compacto K' de W,
existe um subconjunto compacto K de V' e ntumeros C > 0, £ € Z4, tais que, para todo
cociclo f € C°(V,AP9) e toda cocadeia v € C(W,A™ P79} com Suppv C K' vale

a estimativa

212) [ £ 89] < Ut aole+ ol

onde || - ||, denota a norma da convergéncia uniforme de todas as derivadas de ordem
<.

Demonstragao: Denotemos por E o nicleo do operador diferencial d' em C°°(V, AP9)
munido da topologia herdada de C*°(V,AP?}; E é um espago de Fréchet. Denotemos
por F o subespago de C*°(W, A™ ?:1) consistindo das segdes com suporte contido no

compacto K' munido da topologia definida pelas semi-normas

vis fd'oll +fliselly  €=0,1,2,...
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Note que F ndo ¢, em geral, um espago de Hausdorff. O fecho de {0} em F é o
subespaco Z formado pelos cociclos pertencentes a F cujos “pull-backs” para M se
anulam identicamente; o espago de Hausdorff associado é o espago quociente F, = F/Z
munido da topologia quociente; F, é um espago metrizavel.

No espago produto E x I considere o funcional bilinear

(2.1.3) (Fo)m [ 1o,

Fixado v € F, a continuidade do funcional linear f — [ f Av em E € ébvia. Agora
fixemos f € E e assuma que (2.1.0), , vale. Escolha u € A'(W,A?771) tal que d'u = f
em W. Como v € C°(W,A™ P17}, do Teorema de Stokes obtemos

f f/\vz(—l)p"'q_I/ u/\d’v+/ i Adyv
M M aM

o que mostra a continuidade do funcional linear v ++ [ f A v. Segue-se que este fun-
cional induz um funcional linear continuo em F,. Assim, (2.1.3) induz um funcional
bilinear separadamente continuo em E x F,. Por outro lado, é uuma conseqiiéncia do
Teorema de Banach-Steinhaus que qualquer funcional bilinear separadamente continuo
no produto de um F-espago com um espago metrizdvel é continuo; dai a continuidade
do levantamento para B x F, que é o que (2.1.2) expressa. 1

Vamos nos referir a qualquer fun¢io ou distribuigio £ tal que d’h = 0 como uma

solugdo; em outras palavras, uma solugdo é um zero-cociclo.
2.1.4 Lema. Sejam p, g inteiros com 0 < p < m, 1 € ¢ € n. Suponha que vale a

seguinte propriedade:

Existem uma solugdo C°° h em V, um cociclo f € C'°(V, AP:T)

(2.1.5),,4 e uma cocadeia v € C'f"(ﬁ’, A™TP"71) tals que
Re h < 0em Supp f, Reh > 0em Suppd'v, [ fAv#0.

Entéo a propriedade (2.1.0), , néo vale.

Demonstragdo: Suponha que (2.1.5),,4 vale € seja ¢ um nimero real positivo tal que
Reh > c em Suppd'v. Consequientemente, para cada inteiro £ > 0 existe uma constantte

Ce > 0 tal que para todo p > 0

(2.1.6) ”d'(e_"hv)”e < CepteeP,
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Por outro lado, qualquer que seja o subconjunto compacto K de V existe C o > 0 tal

que
(2.1.7) le?" fll 1 ¢ < Crep®

Substitua, em (2.1.2), f por e’* f e v por e~?*v e considere (2.1.6) e (2.1.7). Se (2.1.0), ,

valesse, nos obteriamos, para algum subconjunto compacto K de V apropriadamente

o

Fazendo-se p — oo concluiriamos que [ f Av =0, o que contradiz (2.1.5), .. 1

escolhido,

< const, nge_c".

Suponha agora que W C V séo subconjuntos abertos e néo vazios de M com WnN

OM = ¢ e considere a seguinte propriedade;

Dado um cociclo f € C°°(V, AP} existe uma segdo

!
(2.1.0); , u € D'(W,AP4~1) tal que d'u = f em W,

2.1.1° Lema. Se (2.1.0), , vale, entdo, para cada subconjunto compacto K' de W,
existe um subconjunto compacto K de V e niimeros C > 0,£ € Z,, tais que, para todo
cociclo f € C®(V,AP9) e toda cocadeia v € CP(W,A™"P"~1) com Suppv C K’ vale

a estimativa
l f fAv

onde || - ||, denota a norma da convergéncia uniforme de todas as derivadas de ordem
< 4.

SClflk,elldle

Demonstragao: ébvia, da prova do Lema 2.1.1.

2.2 - Condigoes necessdrias: p € M
Temos o seguinte resultado geral para pontos interiores de M.

2.2.1 Teorema, Sejam p € ./‘c'l ep,g €Ly com0<p<m1<qg<n Suponha
que existe um covetor caracteristico w € T \ 0 tal que Q.,, a forma de Levi em w, ¢
fortemente ngo-degenerade e o niimero de autovalores positivos de @, € igual a ¢ ou
n —¢. Ento, dadas duas vizinhangas suficientemente pequenas W C V de p, (2.1.0),, ,

nao vale,



33

Observacdo: E claro que se ¢ < n-1 as hipoteses do teorema implicam que (2.1.0};, . _,

também nao vale.

Demonstragao: Se o niinero de autovalores positivos de Q. € n — g entio o niimero
de autovalores positivos de @, ¢ g. Assim, podemos supor que @, tem precisamente g
autovalores positivos. Claramente, podemos nos limitar ao caso p = 0. Da Proposigio
1.2.10 segne que, localmente, podemos identificar M com um subeonjunto aberto U de
C" x BT x R contendo a origem, que identificamos com o ponto p, 79 com o fibrado

gerado pelos diferenciais das fungoes basieas
=gty (1S5S m)  we=sdigalza ) (1< k< d)

onde cada g ¢ uma fungho real de classe C™ em U, com @g e dipp se anulando na

origem, V cont o fibrado gerado pelos campos vetoriais

d
d - d )

L = — Ajp(z s, t)s— (1<) <v)

0z; k=1 Ost

(2.2.2)

L g +Xd: { r)a (1<£<n')
pdt = teel 2, 8,0)— St=n

+€ i, 2 Herl =, EPS

que sio determinacdos pelas relacoes de ortogonalidade

Lizi=Ljwg =10 1<;<n, 1<i<y, 1<k<d
L.z, = &; 1<, <v
(2.2.3) ’ !
Loyelr = 8¢ 1< r<n
Ljff:Lu-l-fzj:O 1§j§V. 1565?1’

e w com 7.ds|, para algum 7 € RY.
Desnecessario dizer, as fungdes Ajx e jrer sao todas de classe C°° em U e se anulam na

arigem; se ' ¢ uma fungiio de classe ¢ em U,

dF =3 (L FV5 4> (LyyoFdte.
=1

j= =1

Iniciamos efetuando uma mudanga linear nas variaveis s (e wma nmdanga conco-
mitante nas funcoes wy) de modo a transformar 7 no vetor (0,...,0,1). Como ). é

fortemente nao-degenerada, pelos resultados da Se¢io 1.3 podemos supor que

(2.2.4) wa=Qa+ O’ + 117 + s =] + {s| + 1)
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onde Q4 ¢ a forma quadratica
2 2 2 2
{2.2.5) o Qas =" = 1T+ W = 1)

Aqui estamos cserevendo

E'.F(Zh---,zn) 3”:(3:\“1----2:})

(2.2.6) f )
t ,:(?(],...,f.ﬂj f :(f!g_{_[,.._l.,fnr)

onde 0 < a <v, 0 <A< sao tais e o + 3 = q.

Com ¢ > 0 a ser escolliido ofetuamos a mudanga de variaveis

e também eserevemos

Temos

Wr o= S b QR ) e Be(308,1;0))

onde (J; ¢ wmna forma quadriatiea e

|Ru(3,8,F0)] < coust 2"+ [+ 1513+ 131+ [7])

t <k <d; aeconstante 8 independente de e,

Tomando outro mimero ¢’ > 0, também a ser escollindo, definimos

i

heig+ic Eﬁ s
- . - L — = kt

ket

Unteplenda simples fornece
t‘z

‘Im h—Qq—¢ |87 <

Cu{etl3 + 1317 + 1T et + 1 4 1)

f

onde 4 ¢ uma constante independente de s e g



Escolhemos entio ¢ e &' de modo que

1
, Cle' < =
4

BN | —

l
(2.2.7) <e<e <1, Ce < Ze’, Clet+e) <

onde C' ¢ uma constante que antecipamos aqi e, como veremos, independe de € e de

e

Neste instante estao fixadas as coordenadas £, & 7 bem como as fungoes @y, qne
passaremos a denotar novamente por z, s, ¢ wy. Tomamos a vizinhanca aberta V C U

de tal modo que em V7

‘ 1
R e N R

Com estas escollias segue que em ¥

' ' 2 ' 3 I '
(2" + & s 4 )t ) - 5(’2 I” + |f-"]2) <Imh <

b2 La L=

12 ' Iy 1 ey r?
('] + " [sf* + 11 )= U1+ 1)

Introduzimos agora as fungoes:

d
=i =2 - 2 S wd

k=1
By = i = 2([="1 0 ).
De (2.2.2) segne gque

. Lilhy =0 se a+l1Zj<rourv+dt1<)<n
(2.2.8) . .
Lihg=0 s 1<j<ooupr+1<)<p4f

Caleulos simples mostram que em 1

1
(2.2.9) Rely < ——a(|:|* +e s 4 1h
i . ¢
(2.2.10) Reh < —E(fz[z el lslPH Y + 4’ (Qu + el

k=1
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Por ontro lado, também em V',

Q2 < const.(|z]* + [11*)
e|Qu | Rl < sconst.(fz]° + |« + |17)

< const.(J2* + £ |s]? + 17

b 2 2 2
e RE < eonst.(|21° 4 €' [s|* + 1)
onde as constantes acima independem de £ e /5 assim,

o
(2.2.11) 1Y Qg+ e R < C (12 4" s+ 1))
k=t

onde C7 é a constante que anteeipamos em (2.2.7); assim, de (2.2.7), (2.2.10) ¢ (2.2.11)

segie que em 1
1 . .
(2.2.12) Redy < = (=l 4 < s+ 1119

Vamos agora nos utilizar do Lema 2.1.17 para conelnir a demonstracao:
Seja W C V ooutra vizinhanga aberta da origem ¢ tomemos o € C¥{1W ) com 3 = 1

numa terceira vizinhanga da origem: existe portanto wm nimero real b > 0 tal que
. - 7

(2.2.13) Suppdy CC {{zys ) |22 4 < |s|P 4+ 1] > 4b).

Para cada p > 0 definimos

fo=c™ds AL AT N AL A dig
(2.2.14) Py = p%!/'c”""’-d'fﬁ.,.; ANdE, Adigay AL A dE A

doy Ao Adzy Adweg AL A ding
De (2.2.8), (2.2.9) ¢ (2.2.13) conchumos que

fp € C(V, A%, d'f, =0
vy € CO(,A™T T, Rehy < ~bem Suppde,.

Entio, dados win conjunto compacto arbitrdario ¢ 1V e £ € 7. ¢ fazendo-se K =

Supp# CC W temos de (2.2,12) e (2.2.15)

| Folt s el el < const.p TR ps 0
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Assim, para completar a demonstragio, ¢ suficiente mostrarnos que (cf. Lema 2.1.17)

e

‘ /fp A ‘”ﬂ{ — 21} !}N/}!

. . {8
onde D = det{I + 12,.}); pa denota a matriz (5,-"9—)

— 7. v > 0.
p—ro

Temos

/‘“p( n'?|‘i' h?) ;}.ﬁDd’.r (,’y {i.q (f'f

Na integral efetuamos a mudanca de varinsels

= \/‘5;;-, y' = \/f_;y, <= \/f—m1 i \/Ff.

Ficamos entio com

]

(2.2.16) o
SUVRt I IS . i = 1rl ey of ! ¥
./.‘ (y }(p!;-z‘,,,l,rz-;,1/2",,1/2 Ay s

9y

oede

J.,n' yf R.‘ fl
H =plh + f.?.-z) (W, ‘”—1;3 ’{;WE ;}]fj)

2 y) 2 of y s’ a
—_— "“‘.Z(F:’I +€’|q,’ +|ff| J+251p1p| (pljgyplix.szl/a‘p]/-z

f t ! !
o2 (T Y 8 t
—diz p s (p‘f'é"p‘fz'p’/?'plﬂ :

Mas para pontos (/. 5, &, #Y € p'/2 Supp i temos, para cada k= 1,... .d

7 y; &' t =f # ! s 1
lfpk (pl,’?’p'ﬂ’p‘/?‘p‘/? W P I & ;‘-"’}2‘.“’”21!"/2,6

1 : .
- r‘tmsl‘.(]z'|z + {H'|2 + !f'|z).
P

+ ¢

Fa

IA

Assim, o integrando no segundo membro de (2.2.16) converge pontualmente a,

. .12 ’ 7. ? ’
e AT nande g — oo,
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uma vez gque (0} = D(0) = 1; por ontro lado, para p suficientemente grande, o inte-

grando ¢ limitado por

const, ¢~ FE I 17)

Segie entdo do teorema. da convergéneia tinstada de Lebesgue gue

/f,., A, e ¥ = / (U TN gy dy dsdt
. RN

o que completa nossa prova. I

No importante caso de estrnturas CRL (nma estratura involutiva ¢ dita de Cauwchy-
. . . = N, . —
Riemann (abrevindamente, CR) se 7' 4T = CT" M on, equivalentemente, VAV = 0),

obtemos o seguinte corolario:

2.2.17 Coroldrio Suponha que a estrutura localmente integravel de M ¢ CR. Dados

a
p e M, peginteiros, 0 < p < m, 1 € g < n, suponha que existe wn covetor
caracteristicow € T9 \0 tal que @, a forma de Levi em w, ¢ nao-degenerada ¢ o nimero
de autovalores positivos de Q. ¢ ignal a ¢ ou » — q. Entdo, dadas dnas vizinhangas

suficientemente pequenas 1V C 1V de po(2,1.0);, , vio vale
Demonstragao: De fato, neste caso VN V=10 1

o1 - 7! . £y

Uma estrutura involutisa & dita real se 77 = T on, equivalentemente, se V = V.,
Neste easo, nna vizinhanea de cada ponto, V ¢ gerado por campos vetoriais reais e 77
por 1-formas reats. Embora nao sejn de nso corrente, diremos que s estrutura involutiva

definicio podemos enunciar o seguinte corolario:

2.2.18 Corolario. Suponha que a estrutura localmente integravel de M ¢ real no

L]
ponto p € M. Dados inteiros p, g com 0 < p < m 1 < g < n, suponha gie existe um
covetor caracteristico w € T\ 0 tal que (4., a forma de Levi e w, é nao-degenerada
e o nimero de autovalores positivos de @, ¢ igual a ¢ ou n — q. Entdo, dadas duas

vizinhangas suficientemente pequenas 17C Vode po(2.1.10)) - ndo vale,

Demonstragao: De fato, neste enso V, = (VN 11_')],. 1

2.2.19 Exemplo. Chame de 1y, € as coordenadas de R*. A estrutura de Lewy é a

. - . . 2 .
estriutura CR definida pelas fungoes = = o+ 1y, w = 417 |z], e, o fibrado cotangente
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da estrutura é gerado aqui por dz e diwe. O fibrado tangente é gerado pelo campo vetorial

(l{‘ I;(‘“")’

J 0
2.2.20 L= -1 =.
(2:2.20) ERRRT:
Facamos
-0 D
0 h 1813
¢ observe que
- -

O conjunto caracteristico, que aqui ¢ um fibrado de linhas, ¢ gerado pela forma real
w=d&l+a{zdz — Tz}

Assiim, de (2.2.21) e da defini¢do da forma de Levi, @, ¢ positiva definida em todos
os pontos. Segne entao do Coroldrio 2.2.17 que a estrutura de Lewy nao ¢ localmente
resolitvel em ponto algnm de RY, nem mesmo o vendido de distribiigoes,

No caso particular em que m = 1 (Le., T7 & perado, locahmente, pelo diferencial de
uma \nica fungio Z de classe €7°) e a ecstrntura tem formas de Levi ndo-degeneradas,
podemos formular condigoes necessarias para resolubilidade local em termos da homolo-
gia singular das fibras da cstrutura, conjuntos nos quais todas as solugoes classicas das
equaches homogéneas sdo constantes, cuja existéncia ¢ assegurada pelo Teorema 3.1.0.

Neste caso, num sistema de coordenadas conveniente (Veja Segao 1.3), Z temn a forma
" 2 p: 2 2 : 1
Z = e b5k e 1] e 20 O L] D)

para algum inteivo &, 0 < F < 1. Do Lema de Morse com pardametros (veja [H3]) segue

gie, apos uma midanca de coordenadas apropriada. 7 tera a forma

Z=s4+i{z(F4 1l =t = =12 4 v(9)}

B =

owde i ¢ uma funeao real. As fibras de Z em vizinhaneas apropriadas da origem em

t

R*H! teriio portanto a homologia di esfera S¥1 ou da esfera Sk o1 a de wm ponto,
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conforme os valores dos quais elas sio pré-imagens tenham parte imaginaria positiva,
negativa, o1 nula respectiviamente. Assim, se para alguma fibra P de Z o seu (¢ - 1)-
ésimo espaco de homologia reduzida HI7'(F) for ndo trivial, H97(F) £ 0, entao k = ¢

o b = n — g e as hipoteses do Corolirio 2.2,18 estio satisfeitas,
2.3 - Condigbes necessarias: p € .\

Aqui trataremos separadamente os casos (CN*OM)p ¢ T, + T—P’: e (CN*OM), C

T 4+ T'. Para a notacio referimos o leitor a Seciin 1.3,
p p <1 4

2.3.1 Teorema. Scja p € IM tal que (CN*OM), ¢ T, +T£. Dados inteiros p, g com
D<p<m 1< qg<n—1, suponha que existe wmn covetor caracteristico w € TS \ 0 tal
(e
(1} Qu ¢ Q.. sio ambas fortemente nao degeneracas.
{11) O munero de autovalores positivos de ., ¢ ignal no niimero de autovalores posi-
tivos de @, e ambos sdo iguais a q
o1
() wrimero de autovalores positivos de L, ¢ ignal a n — ¢ - 1 ¢ o ndmero de
antovalores positivos de Q¢ jguad a n - 4.
(it} (VNV)le € (CTOM),.
Entéo, dadas duas vizinhangas suficientemente pequenas 187 C ¥ de p, (2.1.0), , ndo

vale.

Demonstragao: Claro, podemos nos limitar ao caso p = 0 ¢ supor que as formas de Levi
(. e Qu, tém, cada uma delas, precisamente ¢ autovalores positivos; Q.. terd entdao n—
g—1 e, Q.. n—q antovalores negativos, Tomemos um sistema de coordenadas U7 em torno
de p exatamente como na Proposicio 1.2.7. Nestas coordenadas o fibrado V ¢ gerado em
U pelos ecampos vetonais (2.2.2) determinados pelag relacoes de ortogonalidade (2.2..3).
Podemos assnmir que w = dsgly. Comeo Q.. é niao degenerada, pelos resultados da Segao
1.3, podemos assumir também que (2.2.4), (2.2.5) ¢ (2.2.6) valem. Todavia, U nfo é
mais, et geral, uma vizinhanea da origem em CV x RYx ! x R, agora I7 é nma

L
vizinhanca aberta da origem num semi-espago fechado de C¥ x R? x R™ ¢ o bordo de
n 14
’ “ T — - - -
Moem U ¢ (parte de) umn hiperplimo da forma L bely -+ 2 ;2 +0;%; = 0 com e R

f=1 =1

e ay; € C. Como por hipotese (VN i)-)lf+' C(CTOM)p, segue que ay =0, 1 <7 <y
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!

Tt
assim, o bordo de M em U ¢ na verdade um hiperplano da forma Z hete = 0.
=1
Observe agora que (Vaam N Vau)p = (VN _lj)p N (CTAM),; dado que M é ndo
caracteristico, do Coroldrio 1.1.22 concluimos que dimg{Vase N ?(—W),, = dimg{(V N
V)p — 1 =n' — 1. Como por hipdtese ()., ¢ ndo degenerada em (VN V) e em (Vo N

Vas)p), segie da observagio feita no nltimo pardgrafo da Secio 1.3 que Q. é nfo

o,
p"
nas variaveis f¢,... .t de modo que, nas novas varidveis, que ainda denotamos por

foeotury Dugely € (Vo) 1S <n" = 1 Luyf, € V) e {Lyyrl, bicecnt forma uma,

degenerada em Vi ¢ em (Vaug)]; assim, & possivel efetnarmos tma mudanga linecar

hase ortonormal de (VN 15),, com respeito ao produto hermitiano B, associado a Q.
Como @, ¢ Q. tém igual niimero de autovalores positivos, posstvelmente apdés uma
reordenacio das n' ~ 1 primeiras variaveis #,, teremos ainda (2.2.4), (2.2.5) ¢ (2.2.6) com
a+ f# =4q. O bordo de M em U7 sera, agora, dado pela relagao t,,, = 0; U é portanto
uma vizinhanca aberta da origem em C" x RT x R™ ~1 x Ry. Em U, o fibrado V é
geracdo pelos campos vetonais {2.2.2) determinados pelas relagoes (2.2.3).

O restante da prova segne paralelamente a prova do Teorema 2.2.1; definimos h,- hy,
hy e 4 exatamente como foi feito 1a, Definimos f, ¢ v, por (2.2.14); o “pull-back” para
o bordo de v, 13{1, ), se anula identtcamente e completamos nossa prova fazendo uso

do Lema 2.1.1. B

2.3.2 Corolario. Suponha que a estrutura localinente integravel de M é real no ponto
p € OM. Dados intetros p, g com 0 < p <, 1 < ¢ < n 1, suponha que existe um
covetor caracteristico w € T5 \ 0 tal que
(1) Q. e @, sdo ambas nio degencradas.
(i1) O munero de autovalores positivos de Q¢ ignal ao wimero de autovalores posi-
tivos de @, ¢ ambos sio iguais a ¢
(324
() nimero de autovalores positivos de @, ¢ ignal a 1 — ¢ — 1 ¢ o munero de
antovalores positivos de Q.. ¢ igual a n —q.
Entao, dadas duas vizinhangas suficientemente pequenas 1V C V de p, (2.1.0), 4 néo
vale.

!

Demonstragao: De fato, neste caso (CN*OM), ¢ T, + Tp

terfstico, ¢ Vo = (VN V). B

Para podermos enunciar o teorema a seguir necessitaremos das seguintes definigoes:

, pots M é nao carac-
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2.3.3 Definigao. Dados um ponto p € M e um covetor real § € (N*dM),\ 0 diremos
que 8 aponia para fora de M se {8, v) > 0 para todo vetor v € (T M), apontando para
fora de M.

2.3.4 Definigao. Seja p € M. Dado um covetor caracteristico w € (To ), diremos
que w aponte pura fora de M se Im(OQ~'(w)) € (N*OM), (veja Secio 1.1) aponta para

fora de M. Diremos quie w é tangente a M se ©7{w) for vun covetor real.

=
Se (CN*OM)y ¢ T, +T, todos os covetores earacteristicos em (Tha )y, sfto tangentes

a M; é precisamente para pontos p € IM com (CN*IM), C T:,+T;_., que esta definiciio

tem nteresse, comao mostra o teorcma a seguir.

2.3.5 Teorema. Scja p € dM tal que (CN*OM), C T} +T:D. Dadons inteiros p, ¢ com
0 <p<m,1<q<n—1,suponha que existe um covetor caracteristico w € (Toam)pn \ 0
tal que

(1) w & tangente n M on aponta para fora de M,

(11) Q. ¢ fortemente ndo degenerada,
(i) . tem g autovalores positivos ¢ n — ¢ — 1 autovalores negativos.

Entao, dadas duaas vizinhangas suficientemente pequenas W C Vode p, (2.1.0), , nio

vale.

Demonstragio: Podemos supor p = (. Suponhamos que existe w € (Tas)p \ 0
satisfazendo as condigdes (1)-(iii) e tomemos nm sistema de coordenadas U em torno
de p exatamente como na Proposicio 1.2.9. Nestas coordenadas, wm edlenlo simples
mostra que as relagoes de ortogonalidade

Lizi=Lur =10 1<j<n, 1<i1<v—-1,0<k<d

Lj:-:i:éij 1< 3<rv-1

Loyit, = &g, 0l r <

Lite=Lygez; =0 1<j<p—1,0<0<q

definem os campos vetorials

9 Z“ 9
; = ¥ 1 P fa, - < ] S - 1
LJ az) * k=0 /\JL( o f) s, 1=y g
(2.3.6) ,
L _0+} (25,1 ”___0 0<<n'
v d = ekl o, 8y tp, y - i
o el Dex
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que formam uma base € de V em U7,

O conjunto earacteristico (Taa)p, ¢ gerado pov dag |y dagly o0, daglys qualquer co-
vetor caracteristico na origem terd a expressio r.ds|, com 7 = (1,,7y,... ,74) € R
Como, por hipotese, w ¢ tangente & M ou aponta para fora de M, cscrevendo-se
w = 7.ds|, teremos necessariamente 7, > 0. Assin, basicamente, temnos dois casos
a discutir: 7, = 1, 7, = 0. Através de nma mndanga linear nas varisiveis 53, 0 < k < d,
podemos assuinir que 7 = ¢, = (1,0,... ,0}on 1 =¢4 =(0,...,0,1).

Suponha que a afirmagio é verdadeira para 7 = ¢, (i.e., verdadetra para qualquer
covetor caracteristico apontando para fora de M); ¢ uma conseqiitnein ficil do Teorema
de Ronuché da teoria de funcoes de uma variavel complexa que uma pequena perturbagio
de eq da forma 7' = eq + dco, 6 > 0, produz um covetor caracteristico w' = T".ds’u €
{(Toat)p apontando para fora de M tal que a forma de Levi em ' também tem g
autovalores positivos ¢ n—g—1 antovalores negativos e portanto a afirmacio também sera
verdadeira para covetores caracteristicos tangentes a M. Assim, é suficiente provarmos
a afirmagio para w = €,.ds|, = dsl,.

Como @, é fortemente nio-degenerada, pelos resultados da Segao 1.3 podemos supor
que

Pa = Qo+ OUs” + I#1” 4 (fs] - [ta1)(z) + Is| -+ ol + 1)
onde @, ¢ a forma quadratica

- ri2 e .
N e S N I

com 2, 2 " comoem (226) e 0<a<ry—-1,0< A<, a4 B =g

Efetuamos a mudanga de vardvels

fj:E"I:-:J' 1<;<wv-1
G =¢"2a 0<k<d
t, = e %,

fe=¢ g 1<(<n

e também cscrevemos
Wy = € Tty <k <d
Temos
Wy = o + 1{Ey + QolE. 1)+ eRo(3,5,8,.8;6)}
i = 8k + H{Qr(E,0) + eRi(3,8,1,.06)) 1<k <d

UNICAmMmP .
BIBLIQITCY MLrbiNay
S 1
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onde cada Q¢ ¢ uma forma quadrdtica e

o

+ )

UE| -+ |3+

|R;.(}:',§, f,,,f;s)l < const. (]5|'ﬂi + M? + (8] + Ifo

<k <d, a coustante ¢ independente de & > (),

Agora definimos
d

— N 2
h=w, {ie 2 Tty

k—=n

Obtemos entio

Tmh = (1~ 26'8,)Q, — €' |3]* —f, 4+ ¢'T?

S CLeCa] + 13+ {5+ 15 + 0" + 31+ (B + (1]}

e escolhemos € e ¢’ de modo que

1 1
[ ! v
(2.3.7) Dce<e <1, Ce<=e', Cle+eN< -
' 4 4
onde C' & uma constante independente de ¢ ¢ &' que antecipamos agni.
Neste instante fixnmos as coordenadas 2, 8, #,, f bemn eomo as funedes 18y, que pas-

samos a denpotar por z, s, {,, f ¢ wi. Tomamos a vizinhanga aberta 17 C U de tal modo

que em V

1
,fn<"'.
ol < 5

, : 1 1, 1
(2.3.8) ]f+hfﬂﬁ<LCWf<aCﬁ<Z2qM{a

Com estas escolhas segue que em V
T, ,2 5, 2 2 N2, 3, u? w2 2
;;(lz| +&' sl + [tal” + 1] )w;(]: " 1Y+t~ 12 < Tmh <
3 12 IXIRY 2 Y l-huz i y 2
S5 1 R 10 = SO+ 1Ty + 1, = 15,

Introduzimos agora as fungocs:

a

hy = —ih = 2| +[7) = 26"y

k=0

hyp=1h— 12(|z”|2 FIP) =2+ —2pt), s>
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De (2.3.6) segue que

Lihy=0 se o+l <j<romr+8+1<3<n
(2.3.9) e T =7 =
Lihpy=0 se 1<j<aoonurv+1<;<ut4

Caleulos simples fornecem

1 ,
Reho < = oIzl &' s+ [fal” + 1°) + £ + 21

(2.3.10) d
+ 5;(_4%990 +2 Z QE)
k=0
1
(2.3.11) Reh, < =5 (" eI 4 1tal” +107) + 2 (p.10)
oncle

Vpta) = =ty — 15 - 2pt}.
Lembrando que e U {, < 0, de (2.3.8) segue que
(2.3.12}) ta+212<0 em V.
Evidentermente, existe uma constante €7 > 0, independente de € ¢ €', tal que
d
(2.3.13) 4to0n + 2 prf <P+ P+ 1) em V.
k=0

Scgue entdo de (2.3.10}, {2.3.12}, (2.3.13) ¢ (2.3.7) que em V
1
(2.3.14) Reh, < _Z(pzfz +e' o)+ [t + |#%).

Iremos agora nos utilizar do Lema 2.1.1 para concluir a demonstragio:
Seja W C V outra vizinhanga aberta da origem e tomemos ¢ € C°(W) com ¢ = 1

numa terceira vizinhanga da origem; existe portanto um niimero real & > 0 tal que
I R Y4 REMY i2 2
(2.3.15) Suppdy CC {(z,8,8508) 2]+ " 8] + 1.7 + [H]” > 45},

Note agora que se
M(p)=sup{r{p.ts):t. €R}, p>0
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entio M(p) — 0 quando p — oo, Assim, se p é sificientemente grande, digamos p > p,,

Leremos
{2.3.16) Wpta) <h P2 pe. e € R

Para eada p > p, definimos:

fo=c™odzi AL AdTL AdE AL AdE
N ' -
M, =p? u"c””'d?ﬁH A AdI,_p Adigey AL A g A
dsy A Adz, ANy Adhey AL A dieg Adt,,

De (2.3.9), (2.3.11}. (2.3.15) ¢ (2.3.16) concluimos que

£, € CO(V A, d'f, =0

(2.3.17)
vy € CP(WA™"77) Reh, < -bem Suppd'rﬂ.

Entdo, dados uin conjunte compacto arhitrario &' € Ve { € Zy facamos K’ =
Suppy» CC IV, De {(2.3.9). (2.3.14) ¢ ({2.3.15),

‘. - FOA —hp ks
1 Fpll e Ul ol b 50l ) = constop¥ #2300 =be o,

Assitn, para cotnpletar a demonsteacio (ef. Lema 2.1.1) ¢ suliciente mostrarmos que
’ /fp A Pﬂ

— 2::—] p;\'/‘?

30 v £

Temos

/(:"’{ hathod i drdydsdi ,dt

'/fﬂ/\l’p

onde D = det(I + 7¢,).

Na integral efetuamos a mudanga de varidvels

= pr, v = oy, s = Spso by, = pt,, = Jpt
Ficamos entao com

(2.3.18) '/fp Aw,



47

-1 Hipz' p'et ) ", ! v ! s t! Fpo b3 b gt 2o
z ‘fn?v-}—dwlxi_xnﬂ’ € e (ufD} 172 !p1!2!p1?2| )‘2 ‘91['2 dx dy d3 dtodt

once

:J ! ‘_r t." !
H = p(hy + h,) (_‘_ Y& L _’f__)
= =2([2' [P+ & |+ 187+ 117 + ) — die st

— i Mt _r,,_ + 9! |@|2 _T‘_
ep Y oz = plfar

'
RN o
+4ds'p M, ({,_-1/'2 ‘e ) .

Assim, o integrando no segundo membro de (2,3.18) converge poutualmente a.

a2 a2 2 1¢]2. R PR
o= 20l P P ) — e, quando  p — co.

Por outro lado, para p sufictentemente grande o integrando é limitado por

const, ¢~ T Htl? 4107

Segue entio do teorema da convergéucia dominada de Lebesgue gue

|/fp A ?”.,{ ’:; h[

onde

N IRINE: ? ? Ay g
¥ = / et UL S B g L U e LR A R el fodydsdt ,di.
R2v+4-txR_ xR

Queremos agora mostrar que ¥ # 0; para isto recorremos i identidade

: H 2
(2.3.19) / e T = ‘.l"-TEr""*' e Coa> (0.
R {1

Escrevendo-se & = (s,,'), com s' = (sy,...,s4). do Teorema de Fubini ¢ de (2.3.19)

obtemaos
P R E A 2. ? 4 et Cmt a2
v = dﬁ'”.'y(-’ﬁ'(k‘fnrh (,""2”" +r '!I |I"o| *“I *Ifn" )/t" e fo0,—2r .ﬂodSO

-/R?H"'“?x_li_ xR"' R.

i T E N P o 2 3 4
——;/ e 2] e T+ 2 4 )d;l‘rfyn'..c'rffndt
& RIv+di-2 Xﬁ._ XRHF
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o que completa nossa prova. |
Para estenturas de Caneliy-Riemann temos o segninte interessante coroldrio:

2.3.20 Corolarto. Suponha que a estrutura localnente integravel de M é CR. Dados
pEIM, pegqginteiros com 0 < p <. 1 <g < n~—1, suponha que existe um covetor
caracteristico w € (Tom)p \ O tal que

(1) w é tangente a M ou aponta para fora de M.

(1) @, tem ¢ autovalores positivos ¢ n — ¢ — 1 autovalores negativos.

Entdo, dadas duas vizinhancas suficientemente pequenas W C ¥V ode p, (2.1.0), 4 nio

vale.

Demonstragao: Claro, neste easo T 4 T =CT*MeVn V=0 1

2.3.21 Exemplo. Chame de z =7 iy ¢ = € + iy as coordenadas em C? ¢ considere
al a estrutura complexa definida por dx ¢ d{. O fibrado tangente da estrutura, V, é

. . \ 9 ) . . P
crado pelas derivacoes anti-holomorfas 2=, <50 Sein 33 a hipersuperficie real
B I : A5 pe Ot 1

T={{z,) € C*olr.y &) =0)

onele
2 2
(e &) =n—{r" +y°)
Note que © tem a forma de R x {paraboldide}. Considere também S = {o > o} e
57 = {o < 0); obvinmente T = LT = I, A estrutura tangente indnzida em 5 é

gerada pelo campo vetorial tangencial de Cauchy-Riemann

g .0
L= -2i:—.
dz ¢
{Em coordenadas r,y, €, L ¢ o campo vetorial de Lewy {2.2.20)).
Fazendo-se L = £ + 2z £ verificamos que
_- a d )
2322 L, L == 2? - + —nm -
(2.3.22) LI =2 (50

O conjunto caracteristico (Tv)?, que aqui ¢ am fibrado real de linhas, é gerado em X
pela forma real

w = é(rf( F dCY + i T — Fdz).
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E facil ver que se 8 = d¢ — 213dz entio
fel w = Re# do = Tm 8.

E imediato entio que w aponta para fora de T Por outro lado, de (2.3.22} e da
defini¢io de forma de Levi, Q. 6 positiva-definida em todos os pontos de X. Segue
entho do Corolario 2.3.20 que a restricio a £ da estrutura complexa de C? nao é
localinente resoliivel em ponto algum de X7, nem mesmo no sentido de distribuigoes,

A restricdo a &7 da estrutura acima é Jocalmente resoliivel em todos os pontos de &F,

conforme [A-HJ.



CAPITULO 111

CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES
PARA RESOLUBILIDADE LOCAL DE ESTRUTURAS ANALITICAS
DE COPOSTO UM EM VARIEDADES COM BORDO

Neste capitulo M denotarda uma variedade com bordo, analitiea, muntda de uma
estrutura localmente integravel, também analitiea, com fibrado tangeute V e fibrado
cotangente TV, Asstnimos que o bordo .M é nio-caracteristico e que a dimensdo das

fibras de T' & ignal a un; 77 ¢ entdo um fibrado de Linhas. Denotamos por n 41 a

dimensido de M e assumimos 1 2> 1.

3.1 - A Propriedade (P) e algumas consideragoes geométricas

Localmente, T' ¢ gerado pelo diferencial de uma 1inica fungdo analitica. Secja entao
7 uma vizinhanga aberta de nm ponta p € M onde T ¢ gerado pelo diferencial dZ de

uma fungio analitica Z e considere a segninte proprredade:

Eztste wma base de vizinhancas de p em M
(r)
em cada wma das quats as fibros de Z st0 coneras,
Por fibras de Z eny uma vizinhanea 1V ode pem M entendemos as pré-imagens de pontos
soly a aplicagao Z] 0V — C.
Neste contexto, dispomos do seguinte resuttado basico, enja demonstracao pode ser

encontrada em [T3] on [T4]:

3.1.0 Teorema. Existe uma vizinhanca aberta 17 C U7 de p em M tal que toda solugio
h e CHU) ¢ o limite uniforme, em V7, de mun seqiieneia de polindmios, a cocficientes

complexos, em 2.

(Uma sohigio h € CH{U) ¢ uma fungio de classe C' em U tal que dh 6 nina segio de

T em U h &, portanto, solucao das equagioes homogenes associadas a V).

Segue imediatamente do Teorema 3.1.0 que se {P) é satisfeita por Z, entio, para qual-
quer outra funcao Z',de classe ¢ em numa vizinhanga aberta U de p em M, eom 427
gerando TY em 17, () serd satisfeita com Z' substituindo Z. Assim, podemos fazer a

seguinte definigiio:
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3.1.1 Definigao. Diremos que V satisfaz a Propriedade (P) no ponto p € M se (P)
¢ satisfeita parn algima hancao analitien Z definida e mma vizinhanega aberta U de p
em M com dZ gerando T' em U. Diremos também que V satisfaz a Propriedade (P)

em um subeonjunto aberto V de M se V satisfaz a Propriedade (P} em todos os pontos

de V.

Esta propriedade, intrinseca da estrntura, é conhecida como a Propriedade (P) de
Nirenberg- Trevea,

A Propriedade (') & equivalette a

Toda vizinhanga aberta 1V, C U de p contém outra
(3.1.2) viznhanca aberta W, de p gue immiercepta, no mdrimo,

uma componente conera de cada fibra de Z em V.

De fato, snponha que ¥y, contém uma vizinhanea 11 de p sobre a qual toda fibra de 2
¢ conexa. Entao podemos tomar 11, em (3.1.2) como o interior de 110 Reciprocamente,
se vale (3.1.2) tome 11 como a reunido de todas as componentes conexas de fibras de

Z em 1}, que mterceptam 11,

Da Proposi¢io 1.2.1 (Proposigio 1.2.10resp. } scgue que, dado um pontop € M (p €

o

M respee.), podemos raciocinar, localimente, w0 se M fosse um subeonjunto aberto
Ude Rx R x Ry (R x R" respee.), p a origem de R™! (onde escrevemos as
coordenadas como (. f,,... ,14)), ¢ o fibrado T’ gerado, em U, pelo diferencial da

funecio
{3.1.3) Z =+ ig(r.t)
t = (f;,...,tn ), ¢ funcao analitica real em U com & e d ¢ se amnlando em p. Em

qualquer dos casos, o fibrado Voserit entao gerado em U7 pelos eampos vetortais

J . :
(3.1.4) L '+“‘ /\J'(.'I'1 f}‘,ﬂ: ,’ = ].1' s 1”-.
[

= A
Ot
definidos pelas relagoes de ortogonalidade

L;Z2 =0 7=1,....n
Ljf_{-:ﬁj;- F.h=1,... ..



Claro,
(3.1.5) Ay = =20 = iy 1+ idy.

Sera conveniente mtroduzirmos tambéim o campo vetorial

(3.1.6) L,=z-12
ar
Claramente,
Loty =0, bF=1,...,m L,Z =1.

Assim, L,, Ly,... . L, é a base em CT.M dual de o Z, dt{, ... . dt,, em cada ponto de U,

Temos amda
(3.1.7) [L;. Li] = 0 Sk =01,

De fato, Lyl — Ly Ly anulac Z e todos os fe's.

Tomaremos I7 da forma
(3.1.8) I"=J7IxD

oncde J & um intervalo aberto da vetn centrado em 0 e I3 ¢ wma bola aberta centrada na
origemt em R x Ry (R” respee.). Devido & forma especial da fingio Z (veja (3.1.3))

as fibras Z71(2,) em U siio da forma
(rf)eVir=ur, ér,.t)=y, (zo = 2o + 1Y)

¢ podem ser tdentificadas a subconjuntos da bola B.
No restante desta se¢ao vamos nos inferessar apenas pelo caso e que p é uin ponto
do bordo de M: p € M. Denotemos por D', B" duas holas abertas centradas na.

origem em R,,_1 X Ry e por B uma bala aberta contrada nn origem em R" tals que
g n—1 + €] g q
B-‘." C Bi‘ C C B

e considere uma funcdo analitica real o definida emn B, Se A é gqnalguer subconjunto de
I ¢ ¢ ¢ um mnnero real qualquer escreveremos
Aty ={t e A : () > ¢} ATy ={t € A p(t) < ¢}
A’(e)y = {1 € A p(l) =}
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3.1.9 Lema. Suponha que

I " Fl - ) .
para todo niimero real ¢, B (¢) estd contido cm uma tinica

componente concxa de B (c).
Entao vale a seguinte propriedade:

p + p - .o
para todo nimero real ¢, B (¢) cstd contido em uma tinica
+ " , : .
(3.1.10) componenie coneza de ' (e} ¢ B" (¢} estd contido em wma tinica

componentc conera de B' (c).

Demonstragao: Imediata. N

O Lema 3.1.11 a seguir é uma reciproea parecial do Lema 3.1.9. Na sua prova usamos
o seguinte fato: todo subconjunto semi-analitico compacto de R” pode ser finittamente

estratificado, i.e., escrito como uma rennido disjunta. finita de subvariedardes conexas de

R".

3.1.11 Lema. Suponha que vale a propriedade (3.1.10). Entdo

i* | J
para tode wintero veal ¢, B (¢) pald contide em uma dnica

(3.1.12)

componente concra de 3 (e),

fr‘

{'l_)" denota o fecho de DY)

Demonstragao: Considere os conjuntos singulares de @ ¢ .Lp|,":n na hola B:
(t€B:dp(1) =0}, {F€D:t=(10} dpep(t) = 0}.

. ; : —
Apenas mm niimero finito de siuas componentes conexas mterceptam 3. Ein cada uma
dessas componentes ¢ € constante e, portanto, a soma do ntimero de valores criticos de
’ N =, .
@ com o nimero de valores eriticos de |, _o em B ¢ finita,
n =
Suponhamos primeiro que ¢ nao ¢ um desses valores criticos ¢ scjam #; (j = 0,1)
. a r) . I - - 0 L]
dois pontos na fibra B" (¢); estailtima ¢ a intersecgio de BY com wmna hipersuperficie
. = : .
analitica. cm uma vizinhanga de B em R” que, easo intereepte o hiperplano 4, = 0, o
faz transversalmente. Necesssariamente ¢ — ¢ tem sinais diferentes em cada lado desta

hipersuperficie. Assim, para cada j = 0,1 podemos encontrar pontos ij,f}' em B,
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arbitrariamente proximos de ¢; tais que p(f7) < ¢ < cp(f:r) Em virtude de (3.1.10)
podemos encontrar uma poligonal 3%, inteiramente contida em pt (¢), higando t} a t];
analogamente obtemos uma poligonal 37 ligando ¢ a ¢t em B' (¢). Escolliendo-se tj-:
suficientemente proximos de ¢ podemos ligar f:f a t; por uma poligonal constituida de

no méximo dois segmentos de reta interceptando B (¢) somente em t; (7 =0,1). Desta
maneira obtemos uma curva poligonal fechada v C B', passando por {, e ¢, tal que
as duas componentes de y\ ({f,} U {#1}), que chamaremos vt e 47 estio inteiramente
contidas em B'+(r-) ¢ B' (¢) vrespectivamente, Apds uma suavizagio podenios supor que
7 é difeomorfa ao circulo nnitario. Podemos tmnhém snpor que o difeomorfismo aplica
vt sobre o semi-cirendo superior, ¥~ sobre o semi-eirculo inferior, o ponto #, sobre (-1,0)
e o ponto 1 sobre (1,0). Usando-se coordenadas (£, 1) no plano ¢ o pardmetro £ sobre
vF e y7 (via “pull-back™ dos semi-cirenlos), chamemos de f¢ o segmento de reta (no

* ¢ 47 respectivamente, correspondendo ao

t-espaco) ligando te a f.£+, 0s pontos sobre ¥y
valor £ (=1 < € < 1) do parametro. A segnir nds aplicamos linearmente, ¢ de maneira
a preservar ofientagao, sobre £¢ o segmento vertieal ligando o ponto (€, —y/1 + £2) ao

ponto (£, /1 + £2) no plano. Isto define uma aplicagio continua 7 do interior do disco

= lJ

e

nnitdrio sobre o subconjunto

do t-espago; a aplicagdao 7 se estetcde continuamente como uma aplicagio do circulo
unitario sebre a cirennforéneia 4, a fronteira de €. Podemos portanto considerar o
“pull-back”™ da funcio ¢ de € Uy para o disco nnitirio fechado D. Serd suficiente
mostrarmos que (-1,0) e (1,0) pertencem a mesma componente conexa da curva de nivel
de g, 1 ¢que contém estes dois pontos. Note que a curva de nivel em questio (p,7 = ¢)

Intercepta a fronteira de D apenas em (-1,0) e (1,0) e, em virtude de nossa construgao,

~

2 o grafico de wna fungio continna de £ mma vizinhanga desses dois pontos. Se (-1,0)

» (1,0) pertencessem a duas componentes conexas distintas A_p e Ay da curva de nivel

-

Yo = ¢ em I, serta entio possivel tracar no plano uma curva continna, fechada ¢ sem

auto-interseecao envolvendo Ao ¢ nao interceptando o conjunto

{(£.9) € D: (&) =}

Tal curva necessarinmente interceptaria as sen circunferéneins superior ¢ inferior e
portanto a parte desta curva em I seria wm areo econtinuo ligando um ponto no qual

@,m > ¢ a um ponto no qual 7 < ¢ sem nunea se igualar a ¢, o que ¢ um absurdo.
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Agora seja ¢ um nimero real qualquer e suponha que ¢, e t; sio pontos em B”
pertencentes nocomponentes conexas digjuntas do conjnnto de uivel ¢ - ¢ em ﬁr, C,
e C;. Como C, e (E’)"(c) \ C, sio compactos, existern dois subconjuntos abertos e
disjuntos de B, TV e IV, contendo cadn um desses conjuntos respectivamente. Note
que i = F\(II:,UII’,) ¢ wn conjunto cotmparcto ¢ @{f} # ¢ para todo f em K. Podemos
encontrar dois pontos t} (J = 0,1) no segmento de reta ligando £, a #; tais que t! € W,
ety € Wy, o(t,) = ¢(t}) = ¢ um valor nio-critico de @ ow @}, _o em Bed ¢ o(K).
Da primeira parte da prova sabemos que existe wna hipersuperficie {possivelmente com
bordo} analitica conexa M' C B” (') contendo " e ). Como IV, e I} sio disjuntos,

M certamente intercepta A e portanto ¢’ € ('), wma centradicio. R

Agora trazemos de volta a variavel x. Se 4 ¢ um subconjunto qualquer de U = J x B

{veja (3.1.8)) e r,y mimeros reais qualsquer, cscrevenios

At(ry)={ped:x(p)=r. &(p) >y}
A (x.y)={pe d:x(p)==r &p) <y}

3.1.13 Proposicao. A Propriedade (P) é equivalente a

Toda vizinhanga aberta Vi, C U de p rontdm outra mzinhanga aberta

W, de p il que dadns nitmeros reais v,y quatsguer
p i 1q q

(3.1.14)

Wy intercepta no mdrimn wma componente coneza de I'p* {ir,y)

e no mdzimo uma componenic concra de Vi (. y).

Demonstragao: Decorre imediatamente de (3.1.2) e do Lema 3.1.11.

Tomemos agora uma ontra vizinhanga da origem V CC U = J x B da mesma forma
que U7,V = J' x B'. Denotemos por 17 o fecho de V', podemos aplicar o seguinte

resultado de [Hi):

A tmagem Z(17) ¢ uma reuntio diggunia fintte dr subvariedades analilicas conczas

de R?, M; (1 < i < v), com a sequinte propriedade: pare cada i, Z7V(M;) €
. wma reunido disjunta finita de subvariedodes analiticas conczas de V, Nij (j =
1,...,4), tats qutlz-rl restricdo de Z a Ni; é uma aplicagio analitica de posto

constante sobre M;. Alémn disse, cada N;; ¢ um subconjunio subanalitico de V.
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A fronteira de Z(V) consiste entdo de dois segmentos verticais e de duas curvas

definidas por equacaes analiticas por partes
'
y = F*(r), r €]

onde

FHa) = sup é(r.1) Fo{r) = inf é(r.t).
te iy el

Contraimos J' em torno de zero de maneira que FY e 7 gejam ambas analiticas em
=7 . P . T~ ,

J \ 0. Desconsiderando-se. os segmentos verticais da fronteira de Z{17) e também os
pontos da frontetra correspondentes a r = 0 (existem um on dois apenas) sobram entio

quatro curvas analiticas. Se J' =]ry, x| as curvas b esquerda sao

C'Ci o <<, i = Fi(;r)

¢ ns curvas a direita
C;L 0 <> <y, y = FE(r).

Pelo resultado de [Hi] citado acima, podemaos selecionar quatro subvariedades analiticas
de ¥V que também sio subanaliticas em 17, C'F, C'r}‘t tais que Z aplica cada uma delas
sobre a correspondente €. Podemos também selecionar quatro poutos 17, f.f em
tais que (0.1F) pertence ao fecho de CF (respee} e ((},fj) pertence ao fecho de C'di
(respec.). Aplicamos agora a Proposigio 3.9 de [Hif:

Fxiste wma aplicacan analitica
| = L[ s s (r(s).H{s)) € R

tal gque
Oy =+#F, 20y =0, (rs)Hs) €T para s #0.

Necessarinmente, #(s) = 25 [C 4 0(s)] para algun inteiro & > 1 e algum ¢, > 0. Entao,
para algmn 5 > 0 temos wma mversa da aplicagio 2 e p{s),

(0091 30 5 = A (1) € (0.1

onde y é analitica numa vizinhauga aberta do intervalo fechado [0,9'/2¥]. Podemos
entao definir
1’.+(.T)‘——.f(\[.i"]/2k)', r € [0,y
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Argumentos semelhantes nos levam as definicoes de t4(z) em [-n,0] ¢ de t7(2) em
[ﬂ~”] ¢ em [—1), 0]. Note que como os pontos f} It I';{T podem ser diferentes, os limites
de $*(z) quando & tende a zero pela esquerda e pela direita nio sio necessariamente

1guais; mesma observagio para ~(r). De qualquer forma podemos afirmar:

Ezistem duas aplicagies analiticas de J'\ 0 em v}j', T ti(:r),

{3.1.15) tais que parn lodo (r,t) em V
dlr,t7 (1)) < 1) < o, 1¥(2)).

_ : =, .
Além disso, ezistem pontos tF, tdi em I3 lais que

5= hm () tf = lim 1¥(r)

r— = L ()

e extste um anterro ¢ > 1 tal que

(3.1.16) ﬂt{-fi[.r') < const. |:r.'|ml'H’!rJr O£relt.

Suponha agora que extste nma vizinhauca da origem ¥ CC 1 da mesma forma que

Vell,V=Jx B, coma seguinte propriedade:
V' oindercepta no mdxzimo nma compenente conera de cada fibra de 7 em V

Tal vizinhanga scipre existe se a Propriedade (P) ¢ verifieada em p. Neste caso podemos

afirmar:
Ezisie uma constante L > 0 tal que dados 7, € J', t; € B'(j=0,1)
erisie uma curva analifica por partes (continua) v = y(xq,1,.71)
(3.1.17) Ligando os pontos (xg.1,) e (x,,1 ), tnterramente contida em Vv

e de comprimente menor que L, sobre a qual v ¢ constante

e @ aplicagdo @(t) = @(r,.1) ¢ mandfona.

O leitor interessado encontrard a demonstracio deste fato em [T3]; os argmmentos 14
utilizacdos para vizinhancas em R" se aplicam ignalmente para vizinhangas relativas a

L



Nas segoes seguintes estaremos interessados nas equaghes ndo-homogeneas

(3.1.18) Liu=Ff Jj=1,...,n
onde fi,..., fn sdo fungdes de elasse O™ satisfazendo as condicoes de compatibibdacde
(3.1‘19) Ljfk:L;_-fj : j‘ATZI,... W1

numa vizinhanga V* = J* x B CC U de V. Serdi ntil introduzirmos as seguintes formas

diferenciais na bola aberta B* ¢ R x R, dependendo suavemente de @ € J*:

f(l‘t) = Zf}(f‘,f)(”]

i=i

¢
Fla,t) =Y (Afy — X fe)dt; A dty.
J<k
Derivando-se L;Z = 0 com respeito a 7 ¢ nsando-se as equagoes de compatibilidade

(3.1.19) verificamos imediatamente que, gqnalguer que seja o niinero complexo ¢,

(3.1.20) de(e™ % Z. ) = 50_(r—*<2 Z,F)
A

o que nos permitird permutar diferencia¢io comr respeito a f por diferenciagao com

t'[‘ﬂ])(‘if.() aor.,

3.2 - A suficiéncia da Propriedade (P)
Estendemos agora a variedades com bordo o Teorema 2.2 de [T3]:

3.2.1 Teorema. Suponha que o sistema L = (L, ... | L,) satisfaz a Propriedade {P)
no ponto p. Entio toda vizinhanca aberta V. C U7 de p contém outra vizinhanga aberta
de p, TV, com a segninte propriedade:
Dadas n funcoes de classe O f),..., f, e V satisfazendo as condigoes de com-
patibilidade (3.1.19) existe mma fingao v de classe C™ em B satisfazendo (3.1.18)
em T,
Se p ¢ um ponto interior de M a afirmagiio acima ¢ o contetdo do Teorema 2.2 de
[T3]. Supemos entiao que p € M, Como em {T3], dividimos a demonstragio em dois

passos. No primeiro passo, idéntico ao de {T3]. damos apenas uma tdéie da prova.



1°passo - Construgao de “pré-solugdes’™: Vamos considerar integrais do tipo

(3.2.2) Fla.t) = 51‘ f// 2N =2unl=¢€ o(NZ (4 ) f(y, s)dy dE

onde g € C2°(J') ¢ uma fungao corte (g(y) = 1 para todo y em um intervalo aberto

apropriado J) CC J' contendo zero) e e ¢ mm niimero real positivo que faremos tender

a zero. A Integracio com respeito a y ¢ feita sobre R e agiela com respeito a € é feita

sobte Ry : £ > 0ou Ro 1 € < 0. O mtegrando em I é nma 1-forma no s-cspago que

integramaos sobre wma poligonal € higando wm certo ponto 4, ao ponto varidvel £,
Integracio por partes com respeito a y em (3.2.2) fornece

(3.2.3)

1 Ty 2 N
Flat)= - [[ [ aanen-man =€ g, (I+Z;‘-(%) lo(y) @, ) dyde.

Apds uma deformagao do domimo de integracio de £ € R4 para a 1-cadeia em C

c:g(u—.ii-——?i) £c Ry

2ir —yl,

tomos

Re{i[Z(a d) - Z(y, 5] - I_;-C‘E] _
(3.2.4) 1 .
— E”‘f?(.‘r‘f} - fij’(‘r, %)] + 5 |.r - yr 1 (q- — y)(ﬁil(_q‘ T, y” _ ZEE )

Se I¢(x, t) denota a mesma integral que I°(r 1) exceto que o caminho de integragio
em s ¢ substituido pelo segmento de reta hignundo 0 a f e a integracio em € ¢ feita sobre

toda a reta, nao ¢ dificill mostrar que Z9x 1} 6 C° em V7 e que quando ¢ — 40
L T%(x.1)] converge para f; e C°(J| x B').

Entrctanto, nio podemos assegurar a convergencia de I¢(r. ) em algum espago conve-
niente de distribuigdes que garantisse que o seu limite al fosse uma solugao das equagoes
(3.1.18). A dificuldade estd em nao termos informagoes sobre o sinal de (3.2.4) que
depende do sinal da diferengn —€[@(r, £} — d{y, )]; ai ¢ que nos valemos da Propriedade
(P}. De (3.1.2) podemos assumir que V = J' x B’ CC 1] é tdo pequena que

V' intercepia no mdziine wma componente conecre de ceda fibra de Z em 1.
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(Vi = J* x By, B; CC B* bola aberta centrada na origem em R"~! x ﬁ+)

¢ escolhemos o ponto ¢, 1 1, = +7(x) quando a integragio cm € ¢ feita sobre Ry e
t, = tT(z) quando a integracao é feita sobre R_. Em ambhos os casos, em virtude de
(3.1.15)

E4e,t,) SEHnt),  (n)EV.

De (3.1.17), para cada (x,t) em V' podemos selecionar uma eurva analitica por partes

v = ~{x, ) ligando os poutos f, ¢ £ com as seguintes propriedades:

¥ estd inteiramente contida e I
E¢lr, 1) <Epa,t) VI €.

O comprimento de 4 ¢ hmitado independentemente de {(z,1) € V

¢ chamemos de 4, = 7(r, 1) o segmento de reta ligando £, a £; a poligonal € consistira do
sogn:innto de reta tigando 4, & origem do f-espaco seguido do segmento de reta ligando
0 a t. Denotemos por I (respee. I7 ) a mesma integral (3.2.2) exceto que a integragio
em s é feita sobre a curva v (respec. sobre o segmento de reta +,).

Uma aplicagio do Teorema de Stokes seguida de nma aplicagio de (3.1.20) e integragio
por partes cott respeito a y produz

1 " ; >
(3.2.5) I;o = Ii + 7r ///( RPN EAC R LA gf(y)zy(%‘Q)F(y,sjdydf

onde C = C(x,t) é wma certa 2-cadeia inteiramente contida em B, cujo bordo é y—1, €
cujardrea ¢ limitada independentemente de (,1); uma formula analoga pode ser obtida
com Ifm oI no lugar de I5. Tomando-se N suficientemente grande em (3.2.3) ¢ no
analogo (3.2.3) tl.r.'. (3.2.5), ¢ possivel entao mostrar que I5, 15— IS e I" — 1Y convergem
uniformemente em J) % D' ¢ que .T_i, f_‘;_ —I: i [:,. nssin como todas as snas derivadas
pareiais .('(mw‘.rgc'm miformemente em subeconjuntos compactos de (J7\0) x B'. Assim,
indicando-se por I’i(:r,t) as infegrais (3.2.2) quando a integragio em € ¢ feita sobre
"Ry e definindo-se .
| Iz, 1) = kliwi;{][ff*'(.r,r_} + I (o, )]

temos que I(r, ¢} ¢ uma funcdo C>° em W) = J) x B' para &' # {) com um salto C v(t)

em =0, O salto » resulta da forma

n=(t) = #(Z(0.4))
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onde ¥ é uma funcio C* no plano.
Calenlando se, obtemos, no interior de 117, l?'l A,y e Wyt > 0},
{3.2.6) L;I = f; = X;Q° — X, v(t) @ 6(x)

onde é(z) ¢ a distribuigio de Dirac e

n

_ _ 2/ LS € A LA
(3.2.7) Q" =) —=QF + ~2—0;
Py Ox dz

L+
sendo Qf: fungoes C°° em 1, para r # 0, comn um salto €™ em x = 0. As fungdes

Q,‘:E dependem apenas de x ¢ de Z(r, 1) ¢ portanto (J° ¢é constante nas fibras de Z em

(JI\{0}) x B".

A idéin agora ¢ “absorver” os termos A;Q7 ¢ (1) (2 8(r). Para isto definimos
vrd) = Z{r t)a(r)

onde a{ry = 575 parar # (L Temos:

1
2ir|

Liyv=L(voZ)o{r)4 \,HZ{0 1)) d(x)

LifoZ)=(fz0Z)NL;Z)=2)\(Pro Z).
Entio, de (3.2.6} vemos que, em 117,

Li(I+\)=f; - X0Q

onde

Q=0Q" — izo Z)o(r)

¢ constante nas fibras de Z em 1. O “push-forward” via Z de ¢ ¢ uma fungio @@ em

Z(W)) tal que @ = Qo Z em TV, Além disso. de (3.1.16) ¢ (3.2.7),
’Q(:)’ gt‘mlﬁt.|.r|—]+i (2= r+1y)
Estendemos ¢ como zero em G\ Z(IDI', Y, assim, @ € L' o definimos

.2 .
) w=1od

=)+ {

2rz
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o
onde * indica a convolugiio de distribui¢oes no plano. Temos entdo que, em W,

I,:J"m:/‘\}'() ,!‘_—1, N

Definindo-se entao
v o Ao

a

Liv = f; J= 1,00 .n em o 11
e das propriedades de I,y e w pode-se mostrar que v € L2(TV)).
2° passo - Construgao e solugdes ('™

De (3.1.7), L, (veja (3.1.6)) comuta com Lj para todo j {7 = 1,... ,n) e portanto

as funcoes L, fi, ..., L, f. também satisfazem as condiches de compatibihidade (3.1.19).

[}
Euntio, dado um inteiro positivo N podemos resolver, em 1y, o problema
N . - -
Liny =L, f; J=1.....0 rn € L)

Tomando-se um intervalo aberto J3 CC J| centrado em zero ¢ ¢ € C2(J]), ¥ = 1 em
2]
g3, teremos, em ¥V,

(3.28)  L;[h(r)en(e )] = p() LY fi(e ) + N, (e W (e (o t) j =1, ,n.

Q
P:\.I‘:l. (‘H{l:l. nc }: (l(‘ﬁl]i‘l‘ll()h‘ E,, cO110 .l:mu]n 0 OSPACH tl:m (]ish'iinlit;fws H oI ”"1 cOLn
suparte e (J]N[e, co[) x B, Note que a restricho de L, a E, (que também indicaremos

. . ‘ . .
por L,) ¢ um isomorfistno de E, sobre E,. Conseqientemente, quando restrito a By,

(3.2.9) (L L7 =0 j=1,....n
mna vez que [LJ', L,} = 0. Note ainda que para f € E, 0 L3 W)

_(LJ'f)(-r,f):/ Zoly iy, f)dy

[x v

qie também pertence a L2(117,).

Podemos reeserever (3.2.8) na forma

Li(yon) = LY ) + S;
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onde §; € L}(W), S; =0se z € J5. Aplicando-se L;™ em ambos os lados e usando-se
(3.2.9) resulta:

(3.2.10) LiL7N(pon) = f; + L7V S

Mas se W, = J; x B’ entéo

L;V(L;NSJ—) =0 em ¥,
o que 1implica
N_—~I o
(3.2.11) LyNSita )y =) oia(NZ(r,0)* em W
k=0

com a;,(t) € L*(B").

Por ontro lado, de (3.2.10), vemos que e 1V,
ENS =L LN (o) = f;

e portanto

Li(L7VNS)=LiL;NS0)y  j.j =1,....n

2
o.l
(e, aplieada a (3.2.11), mostra que as distribnicoes a0 em B satisfazem

8 a a F
W Ok = Tk
y 0#‘)' d

ot

o
Segue entio que existem distribuigoes o em H! (B} tais que

J :
Oik = 0% Johk=1,...,n
ot
Facamos entao
N1
Ty = Z (N Z{r. )
k=0

Temos

LiTv =L7NS, =1, .n



0
¢ portanto, em 1V,
(3.2.12) Liuy = f; J=1...,n

onde

uny = L7 %(pen) — Ty,

Ohserve que a aciio de LT aumenta a regularidade com respeito a x e nio prejudica

a regularidade com respeito a . Assim, up tem todas as derivadas com respeito a

0
r até ordem N em L2(1V5). Por outro lado, usando-se as equacdoes (3.2.12) podemos

permutar diferenciabilidade com respeito a  por diferenciabilidade com respeito a t.
De fato, de (3.1.4}, (3.1.5) ¢ (3.1.6) ohtemos

2,
Cme —— by
Ly = i = 14 Lo

¢ portanto

J _ ‘
g = fy 410y Lo J =1

[+]
Segue entiio que ny tem todas as derivadas parciais até ordem N em LEH(W,), ie.,
[+ o
uy € HIEC(I-VZ). Pelo Lema de Sobolev, up € CY(12) se N > v + H:QLI. Mas sc
N>vidntlentionuy € C'(TW;) 10, uy é de classe € até o bordo {f,, = 0}; isto é
uma conseqiiéncia do seguinte resultado elementar:

1

Se u ¢ uwma fungio de classe C"HE em R"™ x Ry fal gue 0™u é indegrdvel para

todo multi-indice a com [a] < n entdo u é de clgsae C*¥ em R"™! x Ry

Demonstracao: E suficiente provar a afirmagao para k = 0. Porindugao ¢ facil inostrar

que dado um ponto z, = (xl ... ,27)em R"™! x R entdo, para todo x = (a!,... ,z")



em R"! x Ry vale a férnnia
(3.2.13)

u(:rl,...,:c"]:?lf.(:r."...,;r"‘],.r:,’)-!-—/;; .../r: %;(E],...,f")dél...dén
+Z/ / / A (€Y. adv . en)det . den .. dEm
: dal . Orh . Da .

N "z‘:' / / /3‘11 ll/f" .#(9?1—21;
LT N LN IR S A NN £ S s

JI 132_
1<z

(€Y el B e e e de”
+ .
™ Du \
. I .‘H— H (f n
%/f arn(r vy &N

"

onde o sinal 7 sobre nm simbolo indica que este simbolo deve ser omitido.

Assim, se escolhermos o ponto r, € "N x Ry, de forma que todas as fungoes

"l :
— (o' i)
2 1S TS bl
0!!—2” _ )
1
— {r . ... ;r'f,' \ , -r-r’)’, Jat)

arl ... 5;' P XL L

n
8 u(_] | _n]
61" "o“‘“!'ro W

sejam integraveis ¢ imediato que (3.2.13) define wina extensio continua de f para R?™!

Ry n

A seguir nos supomos que os indices foram selecionados de modo que a solugio uy
de (3.2.12) pertence a CNTIT,). Finalmente chegmmos

- e "

simplesmente exigindo que BY < B o J" CC 1) sejam suficientemente pequenos para

que possamos nos utilizar do segninte resultado, a versio CV do Teorema 3.1.0:
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Toda solugio h € CNHI(IV,) do sistema homagéneo Lih =0 (j = 1,...,n) é o

fimite em CNAVY de wmna seqivéneia de polindmion, a cocficientes complezos, em

Z,

Demonstragao: Por inducio em N. Se NV = 0 a afirmacho ¢ o proprio Teorema 3.1.0;
siponhamos que a afirmacio é verdadeira para N = m ¢ seja b € C™H2(1;) uma
solngao do sistema homogéneo. De (3.1.7), L,k € C™H(TV,) também é solugio do
sistema homogéneo; assim, pela hipotese de inducio, Lok é o limite em C™ (W) de uma

seqiiencia {p, },ez, de polinémios em Z.

Se
Py = Eu.}:Zk
facamos
ak
, = W0) + S—E_Zkt1,
B (0) + 11
Entio

Loq, = pp» = Lol Lig.=0—-0=L;h (j=1,....n)

uniformemente em 17 quando p =+ oc. Como 4,(0) = h(0) para todo v segie que a
afirmacao ¢ verdadeira para ¥ = m 4 1. 1
Aplienmos o resnltado elementar. Denotemos por [ -] n norma natural de CV (1),

Para eadae N =0,1,2,... seleciouamos nm polindmio py € C[Z] tal gue
(3.2.14) engr = na = palZ) g 27N
e fazemos

Uiy = U, Wy =N —palZ)—- - —py_{Z) para N > 1L

Segie entao, de (3.2.14},

’”(N-i—]] - ”(NJI‘.\' S 2—-N.

Isto mostra que a seqiiéneia (v y) )y >y converge para um clemento w € CY{(I}, inde-
pendente de v, e portanto u € C°(H"). Como todos os w(x) satisfazem (3.1.18) em W
o seu limite # tamhém satisfaz. A prova do Teorema 3.2.1 estd completa,

3.3 - A necessidade da Propriedade (P)

Provamos o seguinte resnltado:
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3.3.1 Teorema. Suponha que o sistema L = (L,,... ,L,)} ndo satisfaz a Propriedade
{(P) no ponto p. Erlao existe uma vizinhanca aberta V¢ U de p tal que para toda
vizinhanga aberta W C V' de p existirdo funcoes f, ..., fu, de classe O™ em V, satis-
fazendo as condigoes de compatibilidade (3.1.19) para as quais nao existird v € A'(W)
satisfazendo (3.1.18) em TV,

Para a demonstragio do Teorema 3.3.1 necessitaremos de algtins fatos elementares
(ue passamos a descrever:

Considere 0 semi-espaco fechado 2 de R
Z={e=(r,... .00} R" 0, >0}
com interior
Z = {.-r. = (.-r,‘... ,.'I?,,) e R B P U}

e bordo
OZ = {.‘I‘ = (.T‘].... ,;F‘,,} € R": Tn = 0}

o

Se A é um subconjuutto aberto qualquer de Z denotaremos por A o conjunto

o [s]
J"! —_— 4‘1 rj Z.
Observe qne se V¥ ¢ um subconjunto aberto de Z ¢ 1, (... sile as suas componentes
o =] [+]

conexas entao O, Ch, ... 80 as componentes conexas tde 1.

Se A é um subconjunto qualguer de " ¢ ¢ uma funcao real definida em algum

sobreconjuntio de A, para cada « € R, denotaremos por 4, = A, (¢} o conjunto

do={re i) >al.

3.3.2 Lema. Sejam V um subconjunto aberto de Z ¢ B uma bola aberta qualquer em

Z com V C B. Entio, 17 é nao-cotiexo se, ¢ somente se, existem f, fungio localinente

L4} o
constantc em Ve a € C2°( D, A" tais que Suppda CC Ve f fde F£ 0.

[+]
(C(B, A" 1) denota o espago das n — 1-formas de classe C'*° com suporte compacto
. .
em 3).

Demonstragio: Suponha que existamn f e o como acima. Pelo Teorema de Stokes

[da = 0 e portanto f ndo ¢ constante. Logo, ¥ niio € conexo. Reciprocamente, se V
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1]

Pom V pertencentes a componentes conexas

nao é conexo podemos escolher pontos x°, r
L[]
disjuntas de V' e um numero real € > o tal que as bolas fechadas B? de raio € centradas

em a? (7 = 0,1) estejam ambas contidas em V. Agora escolhiemos p € C®(R"™) com
Jp#0, p(x) =0 para |z} > 1, ¢ definimos

wlr) = [ple —x°/e) = ple — 2 [)dry A Adr,, xeR™
Observe que fw = 0 ¢ que o fecho convexo de Suppw é um subconjunto compacto

de B, Assim, podemos obter oo € C7(R?, A" satisfazendo dov = w e Suppe C B.
| B 1’1

Definimos entao

f(x) | se e % pertencem @mesma compotente conexa de 17
x) = .
) 0 sexex” pertencem a componentes conexas disjuntas de V

A prova do lema esta completa. |

3.3.3 Lema. Scjun B' C B holas abertas e Z e ¢ uma funcio real de classe C®

definida em B. Suponha que para algrun a € R B! intereepta componentes conexas

o

disjuntas de B,. Entao existem o € R, f, € C(B}e a, € C(B, A7) tais que

w < o em Suppdf,, ¢ >d em Suppda,, /f(,r'fu,, # (.

Demonstragao: Da prova do Lema 3.3.2 ¢ imedinto qne existem f loealmente constante

o 0
em B, e o € C2(B', A1) tais que Suppda CC B, e [ fda # 0. Seja entio a” > a
tal que ¢ > a” em Supp da; obviamente, ¢ assume todos os valores no intervalo fa, a”).
Do Teorema de Sard segue que existe @', a < a’ < a" que ndo é valor eritico de ¢ e nem
é valor eritico de |, _, (caso B intercepte 9Z). Geometricamente isto significa que o
conjunto de nivel ¢~ !(a'} é a intersecgio comr I de uma hipersuperficie em R™ que, caso
mtercepte A2, nunea o faz tangeneinhinente. Ox fechos em B das componentes conexas
de By, €1, C,. .. cotncidem com as compotentes conexas do conjunto {r € B p(z) >
a'}; estas components conexas sio tais que o renntao de um mimero qualquer delas (finito
on infinito} ¢ mn subconjunto fechado de . Apds uma reordenacio de indices podemos
ASSUNUT (e ﬁ(ﬂ,‘ . ,fN siio precisamente as comwponentes que interceptam Supp da.
Do Lema de Urysohn diferencidvel obtemos fungoes f; € C®°(B) (j = 1,...,N) tais
que
fi{e} =1 parar € 6J'. filz) =0parar € Fj = U Cx.
k#j
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Infelizmente poderia ocorrer que a seqiiéneia €', Cy,... fosse a seqiiéncia finita com
nm nnico termo Cy. Neste caso, tomamos Fy como sendo o conjunto constitmdo de wm
tmico ponto x, tal que p{r,} < 0.
: N p
Finalmente tomamos o, = av ¢ f, = Z;‘:; Cy f; onde C; ¢ o valor (constante) que f

asstune em C; (= 1,...  N). 1

Demonstragao do Teorema 3.3.1: Como a Propriedade (P) nio ¢ verificada no
ponita p, segue da Proposi¢cao 3.1.13 que existe nma vizinhanga aberta ¥V C U de
p tal que para toda vizinhanca aberta 117 C 1 de p existirio niuncros reais z, ¢ a
para os quais W (r, a) (veja Secho 3.1} intereeptard componentes conexas disjuntas
de V¥ (x,,a) on W (x,, a} interceptard componentes conexas disjuntas de V7 (7,,a).

Podemos tomar Ve W daforma V= Jx B, 1V = J' x B onde B e B' sao holas abertas

-_— [+
centradas na origem do f-espaco em R x Ry (caso p € M) ou R (caso p € M)
e J,J' intervalos abertos da reta centrados em 0; podemos assumir também que V é
relativamente compacto em U, Possivelmente apos substituicio da fungao Z por —2
e da varidgvel  por —r podemos assumir ainda que W H{z,,a) intercepta componentes

conexas disjuntas de ¥ *(x,,a). Do Lema 3.3.3 obtemos a € R (passamos a denotar a'

por a), fo € C®() e ov, € CX(B' A" 1) tais que
Hlra b)) < a VieSuppdf,., @lr..1}>a Vi Suppda,, /f,,a’n-,, # 0.

Escolha wm ntero real v > 0 tal que ¢{r,,1) = a4 3r para todo t e Suppda,.

Existe entio nm niimero real y > 0 tal que o intervalo [r, — 00 + 5] C I e
(3.3.4) dr.f) 2 a+2r V(r )€ |ro—y.rs+ 3l x Suppda,.
Reduzindo-se 1, se necessario, teremos também
(3.3.5) dlr.ty<a+r V{r.1) € [to ~ .7y + 5] X Supp df,.
Tome entio um niunero real £, ¢ < R < 5 e uma fangao v € C0(J') tal que x(z) =1
para |r —z,] < R/2 ¢ x(z) = 0 para |r — r,] > K. Agora vonsidere uma fungao real

F € C>=(R?) com suporte no retangulo

R={r+iygeC:|lr—r)<bat+r<y<atr+e)
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e ' > 0 nointerior de R; aqui € e § sflo numeros reais a serem escolhidos oportunamente.

Por enquanto sd exigimos que

0<é<R/2, O<e<r,

Definitnos agora as cocadelas

f=FoZfdZ e Co(V,A™)

v = ydZ Aa, € C(I, A1),

De (3.3.5) segue que f é um cociclo. Queremos mostrar que [ f A v # 0. Para isto
introduzimos a funcio G ¢ C(R?)

Note que

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)

Entao,

G{zr,y) = /‘!' Flr, r)dr.

o0

y<a+r=Gry)=0

y 2 a+2r = Gle,y) =p(r), ¥ € C°(R)

A G(x,d)dr)= ~FoZ dr Adé.

/Fo Z fodZ AdZ Ao,

2;‘./1?0 Zdr Adb A (fan)

2 / HC(r D)) A (fora) (A (3.3.8))

9 / Glr ¢)dr Ad(f,an)  (Teorema de Stokes)
o / Gla$)fo dr Adan  (de (3.3.5) e (3.3.6))

_9 | ptedde | Foda, A0 (de (3.3.4) ¢ (3.3.7)).
2/;/()]f A0 (de (3.34) ¢ (33.7))
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Agora, a imagem de Supp f pela aplicacio Z esta contida no retdngulo R e a2 imagem

de Supp d’y pela aplieagiio 7 esta contida na reunido AU B dos segnintes conjuntos:

A={z+iyeC:lr~2,] < Ra+2r <y< M)}

n
B={a+iyeC: 0 <lr—w | <R M. <y <A

onde
M = sup{@(z,1) : [ — .| < R\t € Suppda,)
My =sup{@(x,t}: R/2 < |z — 2,] £ R,t € Suppa,}
M_ =inf{¢(2,t): R/2 < |e — 7, < R,t € Suppa,}

0O que nos queremos mostrar agora ¢ que ge £ ¢ 6 forem escolhidos suficientemnte

pequenos existird um polindiio p = p(2} € C[z), 2 = 7 + 7y, tal que

(3.3.9} Rep<0 em R, Rep>0 em AUB,
Feito isto, a fun¢iio A = p(Z) serd uma soluciio das equagdes homogéneas Lu =
satisfazendo

Relh <0 em Suppf, Reh >0 em  Suppdv

o que completard nossa prova, conforine Lema 2.1.4.

Observe que 88 = B; U B, onde B ¢ B, sio retangulos; assim, a imagem de Supp d'v
pela aplicagao Z esta contida na reunido AU 8y U By de trés retangitlos ¢ a imagem
de Supp f pela aplicagio Z estd contida no retingnlo R. Todos cstes retangulos tém
lados paralelos aos cixos cartesianos e R nao intercepta AU 8; U B2; logo existe um
subconjunto aberto O do plano, limitado ¢ simplesmente conexo, com bordo suave,
contendo os retangulos A, By, By, o conjunto R\ {r, + i(a + r}} ¢ nao contendo o
ponto ©, + t{a + r) que deverd pertencer a 90. Pelo Teorema de Riemann existe um

biholomorfismo H de @ sobre o disco
A={z+weC:la+iy—1} <1}.

Este biliolomorfisto se esteude contiimatmente ao fecho de @, aplicando o bordo de O
sobre o bordo de A. Podemos ent&o assumir qiie H apliea o ponto r, + i(a 4 r) sobre

a origem. Existe entdo uwimn ntunero real e > 0 tal que

ReH > %r‘ et AUB,



Por outro lado, possivelmente apds uma redugao de £ e §, teremos também
1
Re H < ¢ cm R.

Do Teorema de Mergelyan obtemos umn polinfmio p, € C[z] satisfazendo
Rep, >¢ em AUB, Rep, <¢ em R

Fazendo-se p = 1, — ¢, 3 satisfaz (3.3.9) ¢ nossa prova esta completa, |1
! 1
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APENDICE A

Exemplo de estrutura involutiva com bordo

nao localmente integravel

Em R3, onde escrevemos as variaveis como z, #y, {5, consideremos a variedade com
bordo

Z = {(.’E,tl,fg) ' tg Z 0}

e seja V a estrutura localinente integravel sobre 2 definida pelos campos vetoriais

g .0

L] —-5;'1"—?.?(-]%
g . 0

= — fo—.
Ly= g tihg

O fibrado T' é gerado por dZ onde Z = r +iQ(#) e
1 o 0
Q) = 5 (1~ 12).

Consirucgao da nova estruiura:

Em C, com coordenadn z = & + 1y, consideremos nma seqiiencia de discos fechados
disjuntos { D} contidos no semi-espaco {y > o} tais que Dy - {01,

Seja F' € C(C) a valores reais tal que

. T, T o
Supp F C U D;, F>0 em Dj(Vj).
320

Como F se anula de ordem infinito quando y < 0 segne que a fungdo ¥ o Z se anula
de ordem infinito quando ¢; = 0. Se H denota a fungio de Heaviside sobre R entdo a
funcao

f(x, ) = HW)F(Z(x,1))
¢ de classe O™ sobre 2.

A.0 Lema. Scjam
d
My=L,+ttyf —,
I 1 F et f e

: %,
ﬁrfg =L2—Ef2f "c,;
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Entao

(M, My] = 0.
Demonstragao: Um cilculo simples fornece
[My, AL = —i(t, L f + thgf)%
que se anula trivialinente quando ¢; < 0. Por outro lado ‘

a=
sz = (—1)j Qi:fj

Li(FoZ)= (?ﬁ o z) L;Z

e portanto o comutador acima tamhém se anula para ¢y > 0. §

Assim os campos M definem uma estrutura formalmente integravel sobre Z. Vamos
agora mostrar que esta estrutura nio é localmente integravel em nenhuma vizinhanga
da origem em Z.

Para tal suponhamos que n seja uma fungio de classe C! em uma vizinhanga O
da origem em Z ¢ satisfazendo, em O, as equagoes Af;n = 0. Vamos mostrar que

necessariamente o diferencial de v deve se anular na origem,

a

A aplicacao ¥: 2 — R?,

‘I’(:I‘,h,frz) = (.I‘. ), Q(f))

o
define wmn difeomorfismo de Z sobre um aberto de R? que contém um subconjunto da

forma

U= {{z,tr,y) ER 2] < b, J1a] < b, —b <y < 17/2}

(b >0).
Consideremos a fungdo u* = 1 o ¥ ! definida sobre . Das relagoes Mju = 0 segue

que u* satisfaz as seguintes equagoes sobre U:

du* | Ju* . -1 out
- -z(fo v ) dr

(A1) oy ' ox

du*
oty

(A.2) =0,



Obtemos de (A.2) a seguinte conclusio:
Se
= {(x, t),y) €U : 1, > 0},
U™ ={(xt,y) €U : t; <0},
R={zeC:|r| <b -b<y<b/2}

existem fungoes ht, 1™ definidas sobre R tais que

w (r by, y) =0z +iy) em Ut
w(rty,y) =0T (e +iy) em UT.

Em partienlar At = b~ quando y < 0.
Observando que (f o U~ (a, ¢y, 1) = H{t,)F(z) de (A.1) segue que h

em R e que

= ¢ lhiolomorfa

ant 1 ont
g 2 dr '

- Em particular 2+ ¢ holomorfa em

=R\ |J p;

120

¢ portanto h*t = h~ em § wma vez que este é conexo.
Scja j, tal que Dy C R se j > j,. Entio, pelo Teorema de Cauchy, temos

% ht(z)d: =0 para j > j,
ap;

o portanto, pelo Teorema de Stokes,

oht

// onx J‘/\d~=// Fz) S (z)dedy = 0
AR

¢ J 2 Jo-
Como conseqiiéneia, existirdio pontos z;,w; € D; (j 2 j,), tais que

ont ont .
: =0 (J 2 Jo)

Re W(QJ) = [ —(,—)—(w
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Por meio do difeomorfismo ¥ obteremos entéo seqiiéncias {p;}, {p;} em O convergindo

para a origem bals que

On Ot
Re a;(pj) = Im 5;(1’;') =0.
Assim
du

Finalmente, das relagoes Mju = 0 concluimos também que

03! .
'ét—j(U.U,U) =0 (j=12)

e nossa afirmaciio fica, portanto, demonstrada. §



APENDICE B

Demonstragao do Teorema 1.4.4

Para u € AU K} a convergéncia de v, *u em AP(K') é uma conseqiiéncia imediata
das identidades

(Tp)*{(xe *u) = xo #{0r)%u

7 .
(10 (xe + 1) = xe * (10 + Y (1’) (100, ][00 ve w ). )00
k=1 o

L colchetes

e do seguinte fato:
B.0 Proposigdo. Scja P(wx, D} um operador diferencial parcial linear de primeira
ordem com coeficientes de classe C*° em R”. Entio, dados s € Re v € H(R") tem-se

Few=[P{x,D),[... ,[P(z.D),xex]]...Ju =0

cm HXR") quando ¢ — 0.

Para a demonstragio da Proposiciio B.0 necessitaremos dos dois lemas a seguir, onde
fazemnos uso do Calculo Basico da teoria dos operadores pseudo-difereneiais. A notagéo
que usamos € a de [H3]. Recordemos alguns fatos:

ados a, i = j , ) = 1,2 enta
Dados a; € 5™ = ™ (R" x R" 1,2, entio

a(x, D) oay(x,D) = bz, D)

onde b € §™*™2 ¢ a aplicagio bilincar {a;,a;) = & ¢ continua. Por outro lado, do

desenvolvimento assintético de b, vé-se facilmente (que

[ety(x, D), ag(x, D)} = e(r, D)

+mq—

onde agora e € 5™ V. Uma stiples aplicaciio do teorema do grafico fechado fornece

a contimidade da aplicagio bilinear

Snu % Slllg — Sm|+m;—l

{a),u) — ¢
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B.1 Lema. Scja {c,} uma familia limitada em 5. Entao, para todo s € R, {c.(z, D)}
forma um eonjunto limitado em BUIT*(R™)).

Demonstragao: Basta notar que, escrevendo
- 2 y 2 -
C.E(.T--_.D) =(1+ |Dl ).‘H Cs("riD)(l + I-Dl ) &
a familia {&,} também é limitada em 5°, de onde segue que {¢,(z, D)} forma um

conjunto limitado em B(L2{IRR")) (cf. [H13], comrntario que segue a demonstragio do
Teorema 18.1.11). 1§

B.2 Lema. Scja b € S!. Entao, dados s € R e v € H*(R") tem-se
Zeu= bz, D),[...,[B(#,D),xe*]]...Ju—0
em H’(R") quando ¢ — 0.

Demonstragao: Seja a.(z,€) = x.(£) = x{e€) onde x.(§) =€ "x.(£/€) e ~ denota a
transformada de Fourier. Entdo {a,} forma uma familia linitada em 5° ¢, para u € S,
onde § denota o espago das fungoes de decrescimento rapido, temos

(B.3) af(r, Du=,*u—u

em § quando ¢ — 0. Assim, T, = c.(r, D) onde {¢,} forma uma familia limitada em
8% do Lema B.1 o conjunto {e{a, D)} ¢ limitado em BUH(R™). Além disso, (B.3)
itmplica que, parau € 8

colr, Dyu — 0

e & quando e — 0,
Dada uw € HY(R") ¢ dado ¢ > 0 tomemos v € S tal que |Ju — v, € o. Entio, para

algwna constante € > 0
”Ce(;r,D)u”(” < leele, D) (e~ ”)"{.-.} + ”Ce(IvD)””{,)
< Co e, D)"”(s]
de onde segue o resultado. 1

Demonstragao da Proposigao B.0: Seja I um subeonjunto compacto do R" tal
que
Supp(y, * 1) C K Ve €l0,1].

Tomermnos ¢ € C°(R") tal que ¢ = 1 numa vizinhanga de A, Entdo SuppF,u C KN e
Feu = [Y(2)P(x, D), ... ,[¥{zx) P(2, D), xe+.]]...]u
para todo ¢ €]0,1[. Como ¥{z)P(x,£} € S! o resultado segue do Lema B.2. I



APENDICE C

O espago R({1) e a coincidéncia dos tragos

Seja U € C®°(R4,T'(R™)). Podemos associar injetivamente a U a distribuicio u €

D'( £) colocando-se

(o) = [ Wnetaa pec2@),

¥

Para ver que u € 'I..)'(Z) basta lembrar gue todo subeonjunto compacto de T'(R") é
equicontino (Veja {T], pdg. 349).
Tal distribuigio ¢é dita regular em t o valores distribuigées em z = (z,,... ,z,) e defini-

mos scu trago sobre {t = 0}, Tru € T/(R"), por Tru = U(0). E imediato que a%:ﬂ- éa
J

distribui¢io associada & aplicagio t — r—uf,—i(;!u, 1 < j < n; denotaremos por 1) a distri-
buigao associada a %}l € C®(R4, T'(R™)). No que scgue nao faremos distingdo entre
U e a distribuigio a associada a U. Definigoes andlogas identificam U € C*([0,¢[, V), V
subconjunto aberto do R" ¢ ¢ > 0, com u € D'(V x [0,£]).
Introduzimos agora o espaco R(1), onde © ¢ uma variedade com bordo, das distri-
buicoes C'°° tmnmmrmlﬁwntrt ao bordo:
u € R(Q) se, e somente se, u € D'(Q) e pare todo ponto p € O ¢ toda carta local
X:U = U em torno de p, cxiste wma vizinhanca eberte W de p, W C U, com
W= X{(W) da forma W =V x [0,¢[, € > 6, V subconjunto aberto de R™, tal que,
em W, u € C([0,¢[, D' (V)).

Especializemos agora para a variedade padrdo com bordo
Z=R" x ﬁ+

onde escrevemos as coordenadas como {r t).

C.1 Lema. Seja v € CP(Ry,¢'(R")). Entdo, dado p € Z, existem £ € Zy e v, €
CP( 2} tais que
v=(1-A,) vp.

Demonstragao: Para cada inteiro positive j, os conjuntes H; = {U{J)(t)]fZg 880

subconjuntos compactos de D'(R") e portanto cquicontinuos. Segue entfo que para
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todo inteiro § > 0 existem um subconjunto compacto K;de R",C; > 0e Nj € Zy tais

que

<Um(t),¢,>| <c; Y sp|D%| Vi e CP(R?) Vi 0.

[l <Ny T

Introduzimos agora a transformada parreial de Fourter de v com respeito a z € R,

que ¢ o seguinte elemento de C®(2):

(&, 1) = (v(t), e™'"¢)

(a agao da distnnugiio ¢ na variavel 7). Da designaldade acima seguem as estimativas:
s scaien™  jzo, i20

Entao, dado p € Z, se { € Z,. é suficientemente grande

v (7 — 1 eir.f ﬁ(ﬁat)
(1= ey / T iery™

pertence a CP(Z). B 6bvio que v = {1— AI)'r!p. ]

Consideremos agora 1 € C'm(ﬁ.*.,'ﬂ'(ll“)) ¢ 'D"(Z) e sejn N ¢ 2 um conjunto
compacto. Tome v € C®(Z), v = 1 numa vizinhanca de I e faca v = yu €
CP(Ry, &' (R™). Do Lema C.1 temos que, para toda p € Zy existem v, € CP(Z)

e P ¢ DIlf;°(Z) com coeficientes constantes tais qne

{tt,0) = {v, ) = ftv,, P Ve CP(N).

Recordemtos agora dois fatos:

1. Dado s € R existe p € Z4 tal que CP(R"H') ¢ H_(R"H).

2.C(R) C H*(K) para todo s € R ¢ tode subconjunto compacto K de Z; existe
S0 = 8,(n) tal que C>*(L) C H*(K) para todo s < s, ¢ todo subconjunto compacto K

de Z.

C.2 Coroldrio. Seja u € C*(R4,D'(R™}). Dados s € R ¢ um subconjnnto compacto
K de¢ Z existem P € Diff}°(Z) com coeficientes constantes e C > 0 tais que

(C.3) (o) < CIPell, Vo€ CR(R).
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Se s < 5, a mesma estimativa vale para p € C°(A).
Demonstragao: Scgue das consideragoes acima. Jf
Usaremos a seguir og operadores de regularizagio

Q. | H2(2) - c2(2)

reR

introduzidos na Segio 1.4 (veja Teorema 1.4.4); note que @@, comuta com operadores
cotl coeficientes constantes. N

Sejag € AC(Z). Existemn ¢ € R e A subconjunto compacto de Z tais que g € A(’)(K).
Entao se A’ é outro subeconjunto compacto de Z enjo interior contém K, podemos

aplicar (C.3) com K7 substituindo K. Obtemos, para e > 0 suficientemente pequeno,

{16, Qe[| < CIPQelgllly) = CNQe[Pglll 5, < C' 1|1 Pyl -

[sto mostra que
lim {u,Q.[q]}
e—0%

existe e que o funcional

g+ lim {(u, Q. g}
0+

¢ coutinuo emn A (Z). Em resumo, demonstratmos a

C.4 Proposigao. Todo elemento de C°(Ry, PY(R")) C '1.7’(2) se estende continua-

mente a AC(Z).

C.5 Proposigao. Seja u E. C>®(R4,D'(R")) e seja it a extensiio de u a J‘lc(Z). Entdo
(i@ 6(1) = (W(0h9) Vi€ CR(R™).

Em outras palavras, interpretando v como un elemento de A(Z) seun trago emn 92

coincide com u{0) € D'(R").

Demonstragio: Seja v € C(R") e tomemos y € CZ°(Z), v = 1 numa vizinhanga

aherta de Suppy % {0}. Entio, para ¢ > 0 suficientemente pequeno teremos

(1, Qe @ 8(N)]) = {(x1. Qe[ @ 8(2)]) -
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Agora, existe ¢ € R tal que
Q(1 ~ A)Pe ® (1) S5 (1 - A, ) ® 8(x)

e H7(Z) qualquer que seja p € Zy.
Para cada m € Z; denotemos por £, (Z) o subespago de €'(Z) consistindo das
distribui¢oes de ordem < m (05 elementos de e;"'[m)(Z) sfio precisamente aqueles que se

estendem continuatnente a C™(2)).

Em correspondencin a o existe ne, € Ziy tal que
Hg(Z) — s‘{mo)(Z) continuamente.
A seguir tomamos p € Z; tal que
= (1-=4,)v

para alguma fungiio v € C™°(Z). Logo
{1, Qelp @ 8(1)]) = (1 — Ay, Qe @ 8(2}])

:/:!(3‘,#)(25[(1-A,)"@@é(m)](r,i)drdt
zZ

onde na iltitma igualdade usamos o fato que @, e (1 — A,)’ comutam. Portanto,

(it,p @ 8(1)) = lim {1, Q,[p © 6(1)))

e—0+t

= ((1 - Ar]p‘ro @ 5(}')‘ "‘)
= /1‘(;1"‘0).(1 — A p(x)dz

= {(1-A)"0(-,0},¢)
= {(u(0), ). I

Segue imediatamente das Proposigoes C.4 ¢ C.5 os resultados enunciados no final da

Secio 1.4.
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