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“E hd poetas que s3o0 artistas
E trabalham nos seus versos
Como um Carpinteiro nas tabulas! ...

Que triste nao saber florir!

Ter que por verso sobre verso, como quem constréi um muro
E ver se esta bem, e tirar se nao esta! ...

Quando a tnica casa artistica é a Terra toda

Que varia e estd sempre bem e é sempre a mesma” ...

F.P. - Alberto Caeiro

(Pessoa, F. Figoes do Interlidio, 1: poemas completos

de Alberto Caeiro, Rio de Janeiro; Nova Fronteira, 1980)
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Introducao

Contrariando o titulo desta dissertagao, daremos alguns resultados basicos da
teoria de semigrupos na forma em que sio usualmente empregados no estudo das
diferenciais parciais doi tipo de evolugao. Mais especificamente, escolheremos a
equacao do calor pelo interesse matematico. A equacio do calor é o modelo das
equagdes parabdlicas e o operador Laplaciano, A, é o exemplo mais natural do ge-
rador de um semigrupo analitico.

Como veremos, a teoria de semigrupos nio termina meramente com os resul-
tados de existéncia e unicidade mas, também, constitui-se em uma ferramenta til
para atacar outros tipos de problemas.

A preocupagio que norteou este trabalho foi, sempre que possivel, de funda-
mentar a resolugao e o estudo da equagio do calor. O que justifica este carater é,
por exemplo, o uso do teorema de Friedrichs para esclarecer a escolha do dominio
do operador A na resolugiao do problema linear do calor.

O primeiro capitulo ocupa-se de apresentar os resultados necessarios da analise
funcional, teoria de Semigrupos e equagoes de evolugio abstratas. Daremos apenas
algumas demonstracgdes dos resultados que nao constam de uma bibliografia organi-
zada.

O segundo capitulo é, de modo natural, uma aplicagao do Capitulo 1. Neste
sao tratadas questdes relativas as equagdes linear e nao-linear do calor no sentido

da existéncia local e global, unicidade e “blow-up” para tempo finito.
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Capitulo 1

Preliminares

Nas segbes que se seguem apresentaremos um resumo dos resultados necessarios

para o estudo e resolugdo da equagao do calor que serao feitos no Capitulo 2.

§1.1 Alguns Resultados Abstratos

Listaremos neste paragrafo alguns resultados classicos da analise funcional que
serao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. As demonstragoes sao
encontradas em [Taylor]. Denotaremos por L(X,Y) o espaco dos operadores lineares

continuos do espago Banach X no espaco de Banach Y.

Teorema 1.1.1 (Teorema do ponto fixo de Banach). Seja (E,d) um espago métrico
completo e f : E — E uma aplicagdo tal que existe k£ € [0,1) que verifica
d(f(z), f(y)) < kd(z,y) para todo (z,y) € E x E. Entio existe um unico ponto
zo € E tal que f(zq) = o

Teorema 1.1.2 (Teorema do Grifico Fechado) Sejam X e Y dois espacos de Banach
e A: X — Y uma aplicagio linear. Entdo A € L(X,Y) se e somente se o grafico de
A é fechadoem X xY

§1.2 Espacos de Sobolev
Seja ! um conjunto aberto do R". Se a = (¢3,...,0,) € IN*, chamaremos
comprimento de a ao niimero |a| = e; +- - - + a, e denotaremos, por D* o operador

diferenciacio
olel

O0z1' ...0z»



Designaremos por C™(f1) o conjunto das fun¢des m vezes continuamente dife-

renciaveis em {2, a valores reais ou complexos. Por C*(f2) indicaremos a intersecgio

de todos os C™(2),m € IV.
Seja a fungao f: ) — IR (ou D).

Definigao 1.2.1 O suporte de f, suppf, é menor fechado que contém o conjunto

{z €Q; f(z) # 0}.

Denota-se por C§°(§2) ou D(f2) ao conjunto das fungdes pertencentes a C*(2)

cujos suportes sao compactos contidos em §2.

Definigao 1.2.2 Seja ¢; uma sequéncia de elementos de D(f2), e seja ¢ € D(f).
Dizemos que ¢; converge para ¢ e denotamos por ¢; —— ¢ se : i) existe um com-
pacto k contido em 2 tal que para todo j, o suporte de ¢; estd contido em Kj; ii)

para cada o € IN", a sequéncia D*¢; converge uniformemente para D¢ em 1.

Chamamos distribui¢do sobre ) a qualquer forma linear T : D(Q) — IR (ou
) que é continua no seguinte sentido: se ¢; —— ¢, entdo T(¢;) — T(¢) em IR (ou
). Representamos o niimero complexo T'(¢) por (T, ¢), ¢ € D().

E de facil verificagio que se T e S sdo duas distribuigoes sobre 2 entao '+ S e
oT, a € €, sdo também distribuigdes sobre €. Portanto, a colegio das distribuigdes
sobre () é um espago vetorial denotado por D'(9).

Definigao 1.2.3: Seja k = (ky,...,km) com 1 < m <ncommen € IN. A
derivada de ordem k de uma distribuigio T sobre 2, é o funcional D*T definido em

D(Q) por

(DkT,(P) = (—1)'kl(T, Dk(p) ,p €DV elk| =k +---+kp.

Vemos que toda distribuicio sobre ) possui derivadas de todas as ordens, que



também sao distribuigoes sobre 2, visto que, ¢ € D(2).
Dada uma fungéo f € L} () fica bem determinada a distribui¢ao
Ty : D(2) — € sobre Q2 dada por

T/(¢) = [ f@e(z)ia Ve e D@)

A partir do lema de Du Bois Raymond, a saber: seja f € L}c(9?) entdo, Ty = 0 se,
e somente se, f = 0, quase sempre em §; que as distribuigdes Ty sao univocamente
determinadas por f. Deste modo D’(§?) possui um subespago o qual é identificado
com o espago Li () via a aplicagdo injetora u — T,. Deste modo, identifica-
se T, & funcio u que a define. Vemos assim, que as fungdes (classes) de L]oc()
possuem derivadas de todas as ordens no sentido de distribuigdes. Entretanto, ha
distribui¢bes ndo definidas por fungdes localmente integraveis, como no caso da dis-
tribuigao de Dirac é.

Para fungdes f € LP(Q); p € [1, 00] vemos que estas possuem derivadas de to-
das as ordens no sentido de distribuigio via a aplicagio f + T;. Logo D*f = D*(Ty)
para todo a = (ay,...,a,) m > 1. Assim, quando f € LP(Q), p € [1,00] e D°f é
uma distribuiciio definida por uma fungio de L? (). A préxima defini¢do baseia-se

neste fato.

Definigdo 1.2.4. Sejam m € IN e p € [1,00], definimos o espago de Sobolev
Wm™?(Q) por:

Wmr(Q) = {f € L*(Q); D*f € L*(§2),Ve € N™[|a| < m}
Onde por D°f € LP((1) entendemos que existe g € LP(Q) tal que D*f = D°Ty = T,,.

0O espa'go Wm™P(Q) torna-se de Banach quando munido da norma

(X IID°flE)"?, 1<p<oo

laj<m

Denotamos por Wy ?(f1) ao fecho de D(2) em W™P(Q2). Se ! = IR" entdo
W) = WmP(Q). Se 1 # IR" entiao WoP(Q) # W™P(Q). Veja [Giglioli],
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pag. 333. Quando p = 2, usualmente denotamos W™2(2) por H™(2) e Wg™*(Q)
por H} ().
Para H™ (1) utilizaremos a norma
W llmm = ( 32 11D I72)"

laj<m

que torna H™(!) um espago de Hilbert real munido do produto interno
(u,v)gm = Y, | D*uDvdz
lor]<m L

Quando ) é limitado, existe uma constante C((2) tal que

[Jullzz < C(Q)||Vul|L2, para todo u € Hy(R)

A desigualdade acima é conhecida como desigualdade de Poincaré.

Assim, é mais comodo munirmos o espago H}(f?) com o produto interno:
(u,v) = / VuVvdz
0

Proposigido 1.2.5 (Regra de Cadeia) Seja f : IR — IR uma fungdo C' por partes
com f' € L*(IR). Se u € W'?(1) entio f.u € WP(Q) e além disso, se L denota o

conjunto onde f nao é diferencidvel temos que,

D(fu) = { fbu Se ¢L

Dem. Veja [Gilbarg e Trundiger] teorema 7.8, pig 153. O

Corolério 1.2.6 Seja p € [1,00]. Entio para toda u € W1?(Q)) temos que ut,u™, |u]

pertencem a W1?(Q) e além disso

Du u>0

Du ,u>0 - 0 , u>0 ’
Du"’={0 v <0 ,Du ={Du w <0 eD|u|={0 ,u=0 .
= ’ —Du ,u<0



Observagao 1.2.7: A regra da cadeia dada pela proposicao 1.2.5 pode ser esten-
dida para o espaco W, () bastando para isso que f também satisfaca f(0) = 0

§1.3 Fungoes integraveis
Sejam X um espago de Banach e I um intervalo de IR.

Definigao 1.3.1: Uma fungao f : I —» X é mensurdvel se existem um conjunto
E C I de medida nula e uma sequéncia f, : I — X;f, € Co(I,X) tais que
fa(t) = f(t) quandon - o0 et € I\E

Observagao 1.3.2 Se f : I — X é mensuravel entao ||f]| : I — IR é mensurdvel.

Definigao 1.3.3: Seja f : I — X uma fungio mensuravel. Dizemos que f
é integravel se existe uma sequéncia (f,)nen de fungdes de Co(I,X) tais que

Slfa = fll = 0 quando n — oo e a integral de f em I é o elemento /If € X.

Proposigao 1.3.4 (Teorema de Bochner) Seja f : I — X mensuravel, f é integravel
se e somente se ||f|| é integravel.

Além disso,

1 si< fus

Teorema 1.3.5 (convergéncia dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia
de fungGes integraveis de I em X que converge quase sempre para uma fungao

f: I — X. Se existe uma funcao integravel g : I — IR tal que ||f,]] < g para todo

/leim/fn.

n, entao f € integravel e



§1.4 Os espagos LP(I,X)
Sejam X um espaco de Banach e I intervalo de reta

Definigao 1.4.1 Seja p € [1,00]. Denotamos por LP(I,X) as classes de fungdes
f:1 — X mensuréveis tais que t — || f(t)|| pertencem a L*(I).
Para toda f € L?(1, X) definimos

Al = ([P, 1< p< oo
Ml = supesslif(

Proposig;'-'io 1.4.2: (LP(I; X),||-||lLr) é um espago de Banach.

Dem: Andlogo ao caso real O

Observagio 1.4.3 Se I é limitado e 1 < ¢ < p < o0 entao LP(I,X) C L1, X).
§1.5 Os espagos WlP(I, X)

Denotamos por D'(I, X) o espaco das distribuigdes vetoriais, L(D(I), X), sobre
I a valores em X.
Seja T pertencente a D'(I,X) definimos a sua derivada T’ pertencente a

D'(1,X) por

(Tlv()o) = —<T’ )’VSO € D(I)

Definigao 1.5.1 Seja 1 < p < co. Denotamos por W1?(I,X) o conjunto das
classes de fungdes f pertencentes a LP(I, X) tais que f' € L?(I,X) no sentido de
distribuigdes. Para toda f € W?(I, X) definimos

S llwre = | £llze + 11flr
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Proposigao 1.5.2 (W?(I, X);||.|lwi») é um espago de Banach.
Dem: Analogo a caso real. Veja [Brezis]. O

Proposigao 1.5.3: Suponha que X é um espago de Banach reflexivo, sejam
p € [l,00] e f € W'P(I,X). Entio f € W'?(I,X) se, e somente se, existe
¢ € L*(1, R) tal que

1f(T) = fOl < I/tT ¢(s)ds| para todo t,7 € I

¢ neste caso,

M eexy < HlpllLeer,ry

Dem: [Cazenave] O

Corolario 1.5.4: Seja X um espago de Banach reflexivo e seja f : I — X uma
funcio Lipschitziana e limitada. Entdo f € W'°(I,X) e ||f'|lL~ < K, onde K é a
constante de Lipschitz de f.

Dem: Basta tomar ¢(s) = k no teorema anterior, onde k é a constante de Lipschitz
def O

§1.6 Semigrupos de Operadores Lineares Continuos.

Daremos neste paragrafo alguns resultados a respeito de semigrupos de classe
C® sobre um espago de Banach. Denotaremos por X um espaco de Banach real e
L(X) o espago de todos os operadores lineares continuos de X em X com a norma

usual



[1T|| =sup{”%?lm; z#0em X}

Definigao 1.6.1: Uma familia a um parametro de operadores lineares continuos

{T(t);t > 0} C L(X) é chamada um semigrupo de operadores lineares fortemente

continuos, ou simplesmente, um C°-semigrupo, se satisfaz as seguintes condigoes:

)T (t)T(s) =T(t+ s) para t,s >0
1)T(0) =1
iii)lting(t)x = z, para cada z € X.

Além disso, se

a) [|T(t)]| < M, para todo t > 0, dizemos que {T'(t),¢ > 0} é uniformemente

limitado.
b) Se no item (a), M = 1, dizemos entdo que {T'(t),t > 0} é de contracses.

c) Se ||T(t) — I|| — 0 quando t | 0, este semigrupo é chamado uniformemente

continuo, isto é, T'(t)z — z quando t | 0 uniformemente para ||z|| < 1.

Observagao 1.6.2: As propriedades (i) e (iii) implicam que a fungdo t — T'(t)z é

continua em [0, +00) para cada z € X

Definigao 1.6.3: Seja T'(t) um C°-semigrupo definido sobre X. O gerador infini-
tesimal A de T(t) é um operador linear definido por

T(h)z—=z

z para z € D(A)

Az = lim
hl0



T(h)z —=z

Onde D(A) = {z € X;lﬂ? h

existe em X'}

Proposigao 1.6.4 Seja T'(t) um C°semigrupo e A seu gerador infinitesimal.

Entao:

1) Existem constantes w > 0 e M > 1 tais que

T < Me**
2) Para todo z € D(A),T(t)z € D(A) e%T(t)x = AT(t)z = T(t)Az, isto é,
se z € D(A) entdo T(-)z € C'([0,00); X) e u(t) = T(t)z é solugao do problema de
valor inicial

u(t) = Au(t) ;120
{ u(0) ==z ;z € D(A)

3) D(A) é denso em X e A é um operador linear fechado.

Dem: [Pazy] O

Da defini¢do 1.6.3 estd claro que o semigrupo T'(t) possui um unico gerador
infinitesimal. Por outro lado, se um operador linear A gera um semigrupo entao

este € unico. Isto é a consequéncia da préxima proposigio.

Proposigao 1.6.5: Sejam T'(t) e S(t) C°-semigrupos de operadores lineares com

geradores infinitesimais A e B. Se A = B entao T'(t) = S(t).
Dem: [Pazy] O

Exemplo 1.6.6 T'(t) = e#! para t € [0,00) e A € L(X) tem gerador infinitesimal
AeD(A)=X



Uma pergunta natural que surge é sob quais condigbes um semigrupo de ope-
radores T'(t) é da forma e#! com A € L(X). A resposta a esta questido é dada pelo

préximo resultado.

Proposigao 1.6.7: Um operador linear A é gerador de um semigrupo uniforme-

mente continuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Dem [Pazy] O

Tendo em vista este resultado concentraremos nossa atengdo para os semigru-

pos fortemente continuos, ou simplesmente, C°semigrupos.
§1.7 O Teorema de Hille-Yosida

Vimos no {tem (2) da proposigio 1.6.4 que se z € D(A) entio a fungio u(t) =
T(t)z resolve

{ u(t) = Au(t) t>0
u(0) ==z

Portanto, um semigrupo esta associado a uma equagio de evolugao e ele a resolve.

Entdo, a questdo que surge é saber sob que condigbes o problema de valor inicial

du

= - >
= Au(t) t20
u(0) =z

tem solugio dada por u(t) = T(t)z. Onde T'(t) é um C°-semigrupo. Para respon-
der a esta pergunta estudaremos quando é que um problema de valor inicial, como
acima, € “bem posto”.

Definigao 1.7.1: Seja X um espago de Banach uma -solugéo da equagao

10



(1.7.1) { du _ Au

Onde A é um operador linear com dominio, D(A), denso em X, é uma funcio u(t)

definida em um intervalo [0, T]. Satisfazendo as condigdes:

t)u(t) € D(A) para cada t € [0,7]
i1) Para cada t € [0, 7] existe a derivada v'(t) de u(t)
211) A equagdo u'(t) = Au(t) estd satisfeita para todo ¢t € [0, T].

O problema de valor inicial ou de Cauchy em [0, 7] significa o problema de

encontrar uma solugdo da equagdo (1.7.1) sobre [0, T} satisfazendo a condigao inicial

u(0) = z € D(A).

Definigao 1.7.2 O problema de Cauchy estd bem posto em algum intervalo [0,7]

se:
1) Para todo = € D(A) existe uma tnica solucao definida neste intervalo.

2) Esta solugdo depende continuamente da condigio inicial, no sentido que se

u,(0) — 0 entdo u,(t) — 0 para t € [0,7]
Observagao 1.7.3: Se o problema estd bem posto em algum intervalo [0,4], entdo

ele estd bem posto em todo semi-eixo [0, +00)

De fato, suponha que u(t) seja uma solugdo do problema
du
{ E = Au
u(0) =y
em [0,7], seja v(t) solucio da equagio

11



—d—t'ZA’u

com condigdo inicial v(0) = u(y) € D(A).
Defina

[ u@) ,telo,q]
w(t)—{ o(t) t=v+1,7€[0,7]

Logo, w(t) é uma solugdo do problema

dw
'U)(O) = Up
sobre [0,27].

Se u,(0) — 0 entdo u,(y) — 0. O que significa que u,(t) € v,(t) tendem a
zero para todos t e T pertencentes ao intervalo [0,7]. Logo, w,(t) — 0 para todo t

pertencente a [0,27]. Repetindo o processo provamos sobre [0, +c0) O

Considere agora um problema bem posto. Seja operador T'(t) que associa a cada
condigdo inicial z € D(A) o valor da solugdo u(t) no instante ¢t > 0, z s T'(t)z.

A familia de operadores {T'(t),t > 0} assim definida é um semigrupo de ope-
radores lineares continuos.

Porém se adotamos uma definigio mais forte para “bem-posto” definiremos
uma outra classe de operadores lineares continuos sobre X, a saber, operadores li-

neares fortemente continuos.

Definigao 1.7.5: Um problema de valor inicial bem-posto é dito ser uniformemente
bem-posto se u,(0) — 0 entdo u,(t) — 0 uniformemente em ¢t pertencente a cada

intervalo [0, T']

12



Proposigao 1.7.6: Se o problema é uniformemente bem-posto, para cada z € X

entao,
1311(1)1 T(t)z==

Dem: [Krein]. O

Teorema 1.7.8: Para que o problema

du
= =4
{ dt “
u(0) = uy € D(A)
onde A é um operador fechado, seja uniformemente bem-posto, é necessario e sufi-

ciente que A seja o gerador de um C°-semigrupo.
Dem: [Krein] O

Assim, a questdo natural que surge neste ponto é saber quais operadores A ge-
ram C°-semigrupos. A resposta para esta pergunta é dada pelo seguinte resultado
fundamental que daremos a seguir. Antes definiremos algumas nogdes. Se A é um
operador linear, ndo necessariamente limitado, sobre X, o conjunto resolvente p(A)
de A é o conjunto de todos os niimeros complexos A para os quais o operador A] — A
é inversivel, isto é, (\] — A)~! é um operador linear limitado definido em todo o
espago X. O resolvente, de A é a funcio X € p(A) — (AI — A)~! = R(A : A)

Teorema 1.7.9 (Hille-Yosida). Um operador linear A sobre X é o gerador infinite-

simal de um C°-semigrupo T'(t) satisfazendo

IT@)I] < Me™

Se, e somente se,

13



i)A é fechado e D(A) é denso em X

i2) O conjunto resolvente, p(A), de A contém o intervalo (w,+00) e

[|R(A: A)"|| < —~ paratodo A >wen=1,2,...

M
(A - w)
Dem [Pazy]. O

Observagao 1.7.11: O teorema de Hille-Yosida fornece uma caracterizagiao do gera-
dor infinitesimal de um C°-semigrupo. Para obtermos tal caracterizagio é suficiente
caracterizar o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contragdes, bastando
para isso introduzirmos uma norma equivalente ao espago de Banach X de modo
que, na nova norma o C%semigrupo torne um C°-semigrupo de contragdes. Veja-
mos com mais detalhes. Seja T'(t) um C°-semigrupo, entdo pela proposigao 1.6.4,
existem constantes M > 0 e w > 0 tais que ||T'(¢)|| £ Me**. Considere o seguinte
C®-semigrupo S(t) = e *'T'(t). Entao,

IS@I < M.
Defina

|z] = sup [|S(t)z|]

£>0

entao

ll=ll < |=] < M]|z]|
E portanto, |-| é uma norma em X equivalente a norma original || - || sobre X. Além
disso

15(t)z] = sup ||5(s)S()=]| < sup ||5(r)zl| = |=|
520 r2>0

isto é, S(t) é um C°-semigrupo de contragdes sobre X munido da norma |- |.

E facil verificar que A é um gerador infinitesimal de T'(t) se, e somente se A—w]
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€ o gerador infinitesimal de S(t).
Ent3o, para finalizar mencionaremos a citada caracterizagdo do gerador infini-

tesimal de um C°-semigrupo de contragdes.

Teorema 1.7.12 (Hille-Yosida): Um operador linear A é o gerador infinitesimal de
um C®%semigrupo de contragdes T'(t),t > 0, se, e somente se,

i)A é fechado e D(A) = X

i1) O conjunto resolvente, p(A), de A contém R* e para A > 0,

/(A A)|] <

Do | bt

Dem [Pazy]. O

Corolario 1.7.13: Seja A o gerador infinitesimal de um C?-semigrupo de contragdes
T(t). O conjunto resolvente de A contém o semiplano a direita, isto é,
{A: ReX > 0} C p(A) e para tais A
1
IIR(A = A)|| < 5

Dem: [Pazy]. D
§1.8 O Teorema de Lumer - Phillips.

Neste paragrafo daremos uma formulagio alternativa do teorema de Hille-

Yosida. Sejam (X, ]| - ||) um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador

linear nao-limitado sobre X.

Definigao 1.8.1: A é dissipativo se, e somente se, para qualquer A > 0 e para
qualquer u € D(A)
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Jlu — AAul| > [Ju] (1.8.1)

Definigao 1.8.2 A é m-dissipativo se, e somente se,

i)A é dissipativo;

i2) Para quaisquer A >0 e f € X, Ju € D(A) tal queu — Mu = f

Observagao 1.8.3 1) A é m-dissipativo se, e somente se, |[|[(I—AA)7!|| < 1,VA > 0.
2) Se X é um espaco de Hilbert a condicio (1.8.1) é equivalente a

(Au,u) <0 Vu € D(A).
As proposigbes que seguem dao caracterizagbes uteis dos operadores m-

dissipativos.

Proposicao 1.8.4: A é m-dissipativo se, e somente se, A é dissipativo e existe

Ao > 0 tal que para qualquer f € X existe u € D(A) tal que u — AgAu = f.

Dem: Basta somente mostrar a reciproca. Suponhamos que A é dissipativo, isto
é, A > 0eu € D(A) temos ||lu — AAu|| > ||u||, entdo, ||I — AA]| > 1. Como
I-)A: D(A) — X ésobrejetivo, segue que I—XoA éinversivel e ||(I—XA) 7| L 1,
mostraremos que para todo A > 0,/ — AA : D(A) = X é sgbrejetivo. A equagdo .

u — Au = f pode ser escrita na forma

u 1
Y~ Av=ys
que pOI' sSua VezZ s€ escreve como
1 1 11
(/\—O—AU) = Xf+_(/\—o—x)"—
_ F (A=2X)
=3t o
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Dai,

(A = Qo)
A

(I——/\OA)uz%f+ u s

A= o

A
u=(I- /\OA)“(—/\Ef+ u)
Defina, T : X — X por

A— Ao

Ty(w) = (I = doA) (2 + 25 20)

para f € X e Ao > 0 fixos e A > 0.
T) é Lipschitziana e com constante de Lipschitz

A=l _ A=l

BT = doA) P52 < 25

Se A € (32, +00) entdo k < 1. Pelo teorema 1.1.1, existe u € D(A) tal que Tj(u) = u
para todo A € (52“,+oo) isto &, I — AA : D(A) C X — X é sobrejetivo para todo
X € (22, +00). '

Seja \; € IR* tal que o <A <X Entiol -2 A: DA CX - X

2
¢é sobrejetivo. Repetindo o argumento utilizado para Ao temos que o operador

I —XA:D(A) C X — X é sobrejetivo para todo A € (&, 00). Como A, € (%2, X0)
segue que X € (%1, +00), isto é, [ — %“A : D(A) C X — X é sobrejetivo e, portanto,
para todo A € (‘2\-3,00) o operador I —AA : D(A) C X — X é sobrejetivo. Repe-
tindo o mesmo argumento resulta que para todo A € (%‘,}, +o0) n € IN, o operador
I-)A: D(A) — X é sobrejetivo: tomando limite n — oo concluimos a proposigao.

a

Proposigao 1.8.5: Qualquer operador A m-dissipativo em um espago de Banach é

fechado.
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Dem: Em consequéncia que A é m-dissipativo segue que (I — A)™1 : X — D(A) é
um operador linear e limitado com ||(I — A)7!}| < 1.

Portanto, (I — A)™! : X — D(A) é continuo. Logo, pelo teorema do grafico
fechado, A é fechado. O

Lema 1.8.6: Seja A um operador m-dissipativo, densamente definido em X, para

/\>Osejam JA=(I—AA)—1 eA,\=-i-(J,\—I)

Entao:
i)  limysohv=v VweX
i)  Ayv= A(Jy) Vi>0eWweX
ili) Axv = Jy(Av) Vv € D(A), VA > 0.
iV) limyo0 Ayv = vAv Vv € D(A)

Dem:

t) Seja v € D(A)
1930 — o] = [lJxv = Ja( = AA)o]| = ||Jx(v — (I = AA)v)|| <

< |lv = (I = AA)v|| = A]|Av|| — 0 quando X | 0.
Se v € D(A), existe v, € D(A); v, > vem X

[|Jav = v]] = ||Jav = Jave + Javy, — v, + v, — v

< |Jav = Javn]| + [|Jave = val| + |Jva — 0| <
<2jv = val| + ||[Iavn — va]| VR €N

dado € > 0, existe ng € IV tal que ||v — v,|| < € para todo n > ng
Logo, ||Jyv — v|| < 2e + || Jvn, — Vno ||

Em consequéncia,
}\in())sup Hhv —v]| <2 Ve>0,
Logo, ||Jxv — v|| — 0 quando A | 0.
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i)Aw = (- I =30 — Al - M) =

= JHI=(I= ) = TH0Aw
= J\(Av) VA>0, Vve D(A)

1t

iv) liglA,\v @ lﬂiolJA(Av) D40 We D(A) O

Observagao 1.8.7 : 1) Os operadores Ay,A > 0, definidos no lema 1.8.6 sio

limitados e satisfazem

1L <1 e [JANl £

>t

para todo A > 0

2) O item (iv) do lema acima estabelece que todo operador m-
dissipativo densamente definido admite uma aproximacio por operadores limitados.

Agora denotemos por X um espago de Hilbert com o produto interno (-).

Definigao 1.8.8 Seja A um operador linear densamente definido sobre X, o opera-

dor adjunto A* de A é definido pela equagio

(Az,y) = (2, 47y)

z € D(A) e y € D(A%)

ou precisamente: y € D(A*) se, e somente se, z — (Az,y) é um funcional linear

limitado sobre D(A), o qual pode ser estendido continuamente para D(A) = X.
Entéo pelo teorema de Hahn-Banach analitico, existe w € X tal que (Az,y) = (z,w)
para todo z € D(A). Neste caso, definiremos A*y = w.

Como consequéncia da defini¢do acima, se D(A) = X entdo A* é um operador

fechado.
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De fato, se y, € D(A®) tal que y, — y e A®y, — z, utilizando a continuidade

do produto interno,

(Az,y) = lim(Az,y.) = lim (z, A'ys) =

= (x’z)

Assim, (Az,y) = (z,2) Vz € D(A). Portanto, y € D(A*) e A*y = z.

Definigdo 1.8.9: Seja A um operador linear sobre X densamente definido. A é
chamado auto-adjunto se A = A*.

Proposigao 1.8.10: Seja (H, (-)) um espago de Hilbert, se A é um operador linear
dissipativo com D(A) = H entdo A é m-dissipativo se, e somente se, G(A) é fechado

e A* dissipativo.

Dem: Suponhamos que A é m-dissipativo, pela proposicao 1.8.5, A é fechado e,
portanto, G(A) é fechado. Basta somente entio mostrar que A* é dissipativo. Para

isso seja v € D(A*)

(A%, Jhv) = (v AJ,\v) ' (1.8.2)
(v,Ayv) = (v—JDwv+ v, Ayw) =
(v — Jav, Ayv) + (Jhv, Arv)
= /\(X(v — Jav), Ayv) + (Jav, Ayv)

1
- —’\(-A_(J'\ — v, Ayv) + (Jyv, Ayv)
= —A(A,\v, A,\U) + (J,\U, A)“U) =
= =AAw|]? + (Jav, Arv)
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Pelo lema 1.8.6 (iii)
(v, Ayv) = =)||Arv|]? + (Jav, AJyv)

Como A é dissipativo (Jyv, AJyv) <0
Portanto, (v, Axv) <0

Logo, (A*v, Jyv) (43 (v,Alyv) = (v, Ayv) S0Vv € D(A*) e A >0

Novamente, pelo lema 1.8.6 (i)

(A*v,v) = lifg(A‘v, Jyw) <0

Logo, A* é dissipativo.

Reciprocamente, para todo v € D(A), {Av,v) < 0 pois A* é dissipativo.

Para todo A > 0 o operador I — AA : D(A) — H é sobrejetivo. De fato, pela
proposigao 1.8.4, basta mostrar que R(I — A) = H. Suponha que R(I — A) # H.
Como G(A) é fechado, segue que R(I — A) é um subespago fechado de H. Entao
pelo teorema de Hahn-Banach na forma geométrica, existe ¢ € H*, ¢ # 0 tal que

(p,z — Az) =0 Vz € D(A)

Dai,

0 = (p,z— Az) = (p,z) — (p, Az) =
= (SO,.'L‘) - (A“p,x) = (‘P - A‘(p,.’l!) Vz € D(A)
De D(A)=H; ¢— A" =0
Como A* é dissipativo, [|¢|| < [J(I — A%)]| = 0.
Logo, ¢ = 0 contradizendo a construgao de p. O

O préximo resultado serd importante para o estudo da equagao diferencial ho-

mogénea.
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Corolério 1.8.11: Seja (H,(-)) um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um

operador linear nio-limitado satisfazendo

i)D(A)=H
1)A = A*
i11) A é dissipativo, ou seja, (Au,u) < 0 Vu € D(A).
Entio A é m-dissipativo
Dem: A* é dissipativo, pois, para todo v € D(A*) = D(A) temos,
(A*v,v) = (v, Av) L 0.

Como A* é um operador fechado e A = A* segue que G(A) é fechado. Entéo, pela
proposicao 1.8.10, A é m-dissipativo O
Daremos agora em termos de operadores m-dissipativos o teorema de Lumer-

Phillips.

Teorema 1.8.12: Seja A um operador linear densamente definido sobre um espago
de Banach X. A é gerador de um C°-semigrupo de contragdes se, e somente se, A

€ m-dissipativo.
Dem [Pazy] O

Corolirio 1.8.13 Se A é um operador linear com dominio D(A) denso em um

espago de Hilbert H e existe Ay > w > 0 tal que a imagem de Aol — A é H e
(Az,2) < wllell? Vo € D(A)
Entdo A é gerador de um CP-semigrupo T'(t) tal que
IT(®)] < e
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Dem: Seja z € D(A)

(A-whz,2) = (Az,z)—wllell* <

< wlfz]f? — wljz|* =0

Logo, A — wl é dissipativo.
Dado h e H existe z € D(A) tal que

(Ao - A)a: =h
Logo,
h=Xz—-Az=(A—w)z—(A-wl)z

Como Ay > w > 0 temos que Ay —w > 0. Portanto, dado h € H existe v > 0
tal que R(yl — (A — wl)) = H. Em consequéncia, A — wl é m-dissipativo. Pelo
teorema de Lumer-Phillips, A — wI é gerador de um C°-semigrupo de contragdes
S(t). Seja T'(t) = e“*S(t). Portanto, A é gerador de um C°-semigrupo T'(t) tal que
Tl < e* O

§1.9 Diferenciabilidade

Definigao 1.9.1 Seja T'(t) um C°-semigrupo sobre um espago de Banach X o se-
migrupo T'(t) é chamado diferencidvel para t > t, se para cada z € X,t +— T'(t)z é

diferenciivel para t > #o. T'(t) é chamado diferenciavel se é diferenciavel para ¢ > 0.

Proposigido 1.9.2 Seja T'(t) um C°-semigrupo diferencidvel para t > t, e seja A

seu gerador infinitesimal. Entao

a) para t > ntg,n € IN,T(t) : X — D(A") e T"(t) = A"T(t) é um operador

linear limitado
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b) TO)(1) = (AT())" = (T(5))",m € IV.
Dem [Pazy]. O

Conclusao: Se T'(t) é um semigrupo diferencidvel entio para qualquer z € X,t —
T'(t)z é infinitamente diferenciavel e além disso, T'(t)z € D(A"™) para todo z € X e
n=12...

§1.10 Semigrupos Analiticos

Até este ponto lidamos com semigrupos cujo dominio do parametro t é o eixo
real ndo-negativo. Veremos agora que é possivel (em alguns casos) estender este

dominio para uma regido do plano complexo que inclui o eixo real nao-negativo.

Definigao 1.10.1: Seja £ = {z: ¢y, < argz < @2 : p; <0 < 3} € para z € X seja
T(z) um operador linear limitado. A familia T'(z),z € ¥ é um semigrupo analitico

em ¥ se:

i)z — T'(z) é analitica em X;

1)T(0) = I e limT(z)z = z para todo z € X
F73)

111)T(z1 + 22) = T(21)T(Z;) para 21,2, € L.

Um semigrupo T'(t) serd chamado analitico se ele é analitico em alguma regiao X
contendo o eixo real nio-negativo.

Restabeleceremos o teorema de Hille-Yosida para semigrupos analiticos.
Teorema 1.10.2: Se A é um operador linear com dominio denso em X, D(A4) = X,

tal que:

24



¢) O conjunto resolvente de A, p(A), contém o setor

E={/\:/\9€0;|argk|<%+6}

para 0 < § < 7 /2

@R : A)|| < ITMI para A € T3 A # 0

Entdo A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T'(t) com extensdo analitica

para o setor As = {2z € C : |arg z| < 6} satisfazendo

AT S 2, t>0, ne N

onde C depende somente de A e n
Dem: [Friedman] O

A seguir daremos um importante resultado para C°-semigrupos uniformemente
limitados T'(t). O caso geral para C°-semigrupos segue multiplicando e** a T'(t);

para w > 0.

Teorema 1.10.3: Seja T'(t) um C°-semigrupo uniformemente limitado, seja A seu
gerador infinitesimal. '

As seguintes afirmacgGes sdao equivalentes:

a) T'(t) pode ser estendido a um semigrupo analitico no setor
As = {z:|argz| < 6}

e T'(t) é uniformemente limitado em todo subsetor fechado Ay, 6’ < 6

b) Existe uma constante C tal que para todos 0 > 0e 7 #0
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[|R(o + i : A)]] < Igl-

c) Existem 0 < 6 < Z e M > 0 tais que

p(A) D {X:]arg}| < g—+5} e

IR : A)]] < % para A € S5\ # 0
d) T'(t) é diferencidvel para t > 0 e existe uma constante C tal que

AT < < para >0

Dem: [Pazy] O

Em consequéncia do teorema 1.10.3, item (d), temos que T'(t) é diferenciavel
para t > 0. Aplicando a proposicao 1.9.2, item (a) segue que T'(t) : X — D(A")
para todo n € INV.

§1.11 A Equagiao Homogénea

Sejam X um espago de Banach e A um operador linear de D(A) C X em X.
Dado z € X o problema abstrato de Cauchy para o operador A com condigio inicial

z consiste em encontrar uma solucdo u(t) para a equagdo homogénea

du
(1.11.1) { w A
u(0) =z

onde por solucido entendemos uma funcdo u definida para todo ¢ > 0 com valores

em X tal que u(t) é continua para t > 0, continuamente diferencidvel e u(t) € D(A)
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para t > 0 e a equagdo (1.11.1) estd satisfeita.

Vimos na proposigio 1.6.4, item 2, que se T'(t) é um C°-semigrupo com gerador
infinitesimal A e z € D(A) entdo a fungdo t +— T'(t)z é diferencidvel parat > 0 e
T(t)z é a solugdo do problema de Cauchy para A com condigio inicial z € D(A).

Quando = g D(A), a fungio t — T(t)z é chamada uma solugdo mild do pro-
blema de Cauchy para A com condigao inicial z € D(A). Pela densidade de D(A)
em X, existe sequéncia =, € D(A) tal que z, — u(0) = £ quando n — oo e
T(t)z, — u(t) uniformemente para ¢t em intervalos limitados. Em alguns casos esta

solugdo mild é a solucdo do problema de Cauchy como veremos no préximo resul-

tado.

Proposigao 1.11.1: Sejam H um espago de Hilbert € A um operador linear den-
samente definido, auto-adjunto e dissipativo. Para qualquer z € H, u(t) = T(t)z

satisfaz:

com u € C([0,00); H)NC((0,00); D(A))NC'((0, 00); H) e satisfazendo a estimativa

|=]

lAu(ll < |

N

Dem:

Pelo Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos temos que o espectro
de A,a(A), é real, e como A é dissipativo, 0(A) C R™.

Temos, entio, que o setor {z € L : jargz — 7| < a} com 0 < a < 7/2 contém
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o espectro do operador A.

Logo, o conjunto resolvente de A contém o setor
As={A: X £0; |arg)| < 6+ 7}

com0<é<n/2

Seja A no complementar do setor {z € L;|argz — | < a}. Seja v € D(A) com

llv]] = 1. Assim:

(Av,v) <0 e

[Alsena < dist (A\,R7) = 'isrg_ d(A,r) LA = (Av,v)| =
= [Mo,v) = (Av,0)| = [{(A = A)v,0)| <
< I = A)o|| < [T - A]]

‘ M 1
— A1 <« =22 - —
Logo, [|(A] — A)7Y|] < nl onde M, p—
Portanto,
M.
B )] < T3

Pelo teorema 1.10.2, A é gerador de um semigrupo analitico T(t) e portanto dife-
renciavel para todo ¢t > 0 e u(t) € D(A) para todo t > 0. Provaremos agora a
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estimativa.

Pelo coroldrio 1.8.11, A é m-dissipativo. Entdo, pelo Lema 1.8.6, item (iv),
A admite uma aproximacgio por operadores limitados dados por Ay = -A_(J x—1I).
Defina u,(t) = T)(t)z onde Ty(t) = e*4*. Entio temos as seguintes afirmagdes:

1) ||u,\(t)|| e || || sdo nao-crescentes para t > 0.

2) % llux(t)ll2 = 2(AAUA(t) ux(t))

De fato, seja h > 0,

(e + Bl = s ) = €3] — [[e4r2]] < (4] = 1) a
mas, 1M = e < Jeb ] = edle=t < bt =1
Logo, ||u,\(t + h)” - IluA(t)Il 0, o que demostra que ||u,\(t)|| é nao-crescente.

Andlogo demonstra-se para ”—d?” Para mostrar (2), basta derivar o produto in-
terno e utilizar que A} = A,

A partir da afirmacdo (2) temos para todo T' > 0 que

[)T %llux(t)llzdt =2 /OT(A,\u,\(t), uy(t))dt

Dai
| () mhit = [ GGl =
Sl = (O} = 5D = llal?) >
1 2
> —2lel
Portanto, ’
(1.11.1) [ (s, ur(@)de 2 =3 lel?
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Por outro lado,

(1119 S5 A, (1)} = I

O que é de simples verificacdo, bastando somente diferenciar o produto e usar que
3= Ax
Em consequéncia de (1.11.2) temos,
duy . T d,1
=(= t
% par = [ 2 (2 Avur(2), w0
Integrando por partes o lado direito da iltima igualdade segue que
du A2
[ 152 Pt = 3 (A (T), () ~ 5 [ (Arus(t),un(the

Por (1.11.1) temos,

[ 1% Pt < Z(Avun(T), wa(T)I + el

2
Uma conta facil mostra que (A uy,uy) <0
Dali,
(1.11.3) / tlldu'\llzdt ||:c||2
Pela afirmagio 1, [|S2(T)| < [[52(2)] Ve € [0, 7]
Logo,
T?  duy 11.3)

SIS = [ 52 mira < [ a5 t)uzdt“g

1
< kel
Portanto,
du,\ 1
1. | < VT >0
(1.11.4) 1 ON < gsllell vT >
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Denotemos J(A, A) = (I — AA)~1. Entdo J(), A) = J, como estdvamos denotando.
Pelo lema 1.8.6 temos:

(1.11.5) Ayv = Jy(Av) = J(A, A)Av Vv € D(A)
SejaveE D(A)eu> A

J(k =X A)(Ax0) YD (= X, 4200, A4) o 2
= J(u—=X\J(\A)A)J(), A)Av =
= (I- (=0T =274 - A4) 7 Av) =
= {(I-2A)I - (p= NI - AA)4)} A =
= {(I-24) = (p—NA} " 4v =
= (I-pA) " Av=J(p, A)Av (1.115) A,v Vv € D(A)

Como D(A) = H e A) sao limitados temos que

(1.11.6) A, = J(p - A,A)‘)AA L=

Como ||J(p — A, Ay)|| £ 1, para p > A, temos que
|1Au()]| < l|Ax(=z)I| V=€ H

Logo, para todo T'> 0 e u > A temos

d (1.11.4)
[|Auur(T)|| < ”A,\U/\(T)”=HEU,\(T)” <

1Ed]|
TV2

Tomando A — 0 na udltima expressao, segue que

<

Au(T)|| <

N
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Como u(T) € D(A) VT > 0, tomando p — 0 na desigualdade acima temos

[l=]|
[JAu(T)|| < '1';\75 o

Observagao 1.11.2: Esta tltima proposi¢do mostra que T'(t) possui uma proprie-

dade de “suavizagio” ou de “um efeito regularizante” sobre o dado inicial.
§1.12 Equagao Nao-homogénea

Neste paragrafo estabeleceremos alguns resultados de existéncia e regularidade

para o problema de valor inicial ndo-homogéneo

(L121) { ) = Au)+1(), 0<t<T.
u(0) ==z

Em um espago de Banach X, onde A é gerador infinitesimal de um C°-semigrupo

de contragbes T'(t) sobre X, £ é um elemento dado em X e f uma fungdo dada

definida sobre [0, +00) com valores em X. J4 vimos que se f =0 e z € D(A) entdo

o problema acima tem uma tnica solugio diferencidvel u(t) dada por u(t) = T(t)z.

Suponha que f seja uma fungio continua de [0,7) em X.

Definigao 1.12.1 Uma solugéio de (1.12.1) é uma funcio u definida, para todot > 0
com valores em X tal que u(t) é continua para t > 0, continuamente diferenciavel e

u(t) € D(A) para t > 0 e a equagao (1.12.1) estd satisfeita.

Proposigao 1.12.2 Se z € D(A) e u(t) é solugio de (1.12.1) entao para todo
t € [0,T),u(t) é dada por

(1.12.2) ut) = T(t)e + /otT(t—s)f(s)ds

= T+ /0' T(s)f(t — s)ds.
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Dem: Seja T'(t) o C°-semigrupo gerado por A. Dado t € (0,T) definamos
g:[0,t] = X : s g(s) =T(t — s)u(s)
Entéo, para s € (0,1), g é diferenciavel e dg _ T(t—s)f(s). De fato, sejam s € (0,t)

ds
ehe(0,t—3)

Qe R =) | T(t= (s +B)u(s +h) = T(t = s)u(s)

h—0 h h—0 h
. T(t—s—hu(s+h)—T(t—s—h)T(h)u(s)
= ’]t]_r’r(lj 7 =

- Lim Tt—s—hu(s+h)=T(t—s—h)u(s)+T(t—s— h)u(s) —T(t — s — h)T(h)u(s) _
h—0 h

= lmT(t—s—h){ ethl=sla) _ T0Ly(q) } =
= T(t—s){u'(s) — Au(s)} = T(t — s)f(s)-

Integrando esta iltima igualdade de 0 a ¢ temos
t
u(t) = T(t)z + / T(t — s)f(s)ds. O
0

Observagao 1.12.3 A equagao integral (1.12.2) é chamada de formula da variacao
dos parametros (para o caso de semigrupos). O seguinte corolario é uma con-

sequéncia imediata desta férmula

Coroldrio 1.12.4: Se f € C([0,T)X) e z € D(A) entdo o problema (1.12.1) tem

no maximo uma solugdo e esta é dada por (1.12.2)

Definigio 1.12.5 Para toda fungio f € C([0,T),X) ou f € L*([0,T), X) e para

z € X a férmula
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(1.12.3) u(t) = T(t)e + | “T(t — 8)f(s)ds

define uma funcdo continua de [0,T) em X a qual é chamada “solugdo mild” do
problema nao-homogéneo (1.12.1) sobre [0,T).

Estabeleceremos agora condigoes sobre z e f tais que uma solugido mild se torne
uma solugao. Antes, porém, daremos um critério geral para a existéncia de solugao

para o problema nao-homogéneo (1.12.1).

Proposicao 1.12.6: Sejam A e f dados como no inicio deste paragrafo. O problema
(1.12.1) possui uma solugido u(t), para todo z € D(A), se, e somente se, a fungdo
definida para t € [0,T) e com valores em X

ot)= [ Tt = 5)f(s)ds

é diferenciavel em [0, T)
Dem: [Pazy] O

Corolario 1.12.7 Seja A um gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T'(t) se f
é diferenciavel sobre [0,T) e f' € L'(0,T; X) entdo para todo z € D(A) a solugao
mild, dada por (1.12.3), para o problema nio-homogéneo (1.12.2) é uma solugao.

Proposigido 1.12.8: Seja A um gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T'(t).
Seja z € D(A) e f € C([0,00), X) se uma das condigdes seguintes estdo satisfeitas.

1)f € L'(0,T; D(4))
i) f € C'([0,T); X)
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Entédo, u dada por (1.12.3) é uma solugio de (1.12.1)
Dem: Em virtude da proposi¢ido 1.12.6, basta mostrar que

t
v(t) = / T(t—s)f(s)ds
0
é diferenciavel para t > 0. Para isso, sejam ¢ € [0,T),h > 0 e f € L'([0,T), D(A))

AR =0 L b s - [T - )(e)ds)

= 3 [ 1= 0T+ g [T T4 k= ()

fazendo h — 0 temos

)T ) o A e .0 %)

pois f € L'([0,T), D(A)) e
f oy = lIfllx + [|AFlx
1 [tth .
n)ﬁ/t T(t+ h—s)f(s)ds — f(t) pois
f e ([0, T), X).
Logo,

dtv t
_J(t) = /0 T(t — s)Af(s)ds + f(t) para t.G [0,T)
Para f € C'([0,T), X) temos

v(t + h’z —v(t) - %{/owh T(t 4 h— 5)f(s)ds — /04 Tt — ) (s)ds)

= / ) f(t+ b —s)ds — [ ) f(t = s)ds} =
_ /(,tT(s)f(t+h-33,— f(t_S))ds'*'%£t+hT(s)f(t+h—s)d8=
- ‘/OtT(s)f(t+h—sl_f(t—S))d.s+;ll--[)hT(h—s)f(s)ds
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Tomando & | 0, temos

iﬁzﬁ - /0‘ T(s)f'(t — s)ds + T(£) £(0).
pois, f € C'([0,T), X)
dtv

Em ambos os casos, T € Cc([0,T), X)

Logo, v € C*([0,T),X). D

Observagao 1.12.9 Na Proposigio anterior podemos substituir a condigio (ii) para

f e Wh(0,T, X). A demonstracio deste fato é analogo ao caso anterior.

Observagao 1.12.10 Para o caso em que A é gerador de um semigrupo analitico
existem resultados, mais fortes, como por exemplo, o caso em que f é Holder continua

implica que a solucdo mild (1.12.3) é solugao cldssica de (1.12.1). Veja [Pazy].
§1.13 Equagdo de Evolugiao Semilinear Abstrata.

O objetivo deste paragrafo é estudar o problema de valor inicial

du |
(1.13.1) { o = Au+ F(u) t>0

u(O) = UYg

em um espago de Banach X onde F : X — X é uma aplicagdo ndo-linear dada e
A é o gerador infinitesimal de um C°semigrupo T'(t),t > 0, de operadores lineares

continuos sobre X e up € X

Definigao 1.13.1: uma fun¢do u : [0,7) — X é uma solugdo de (1.13.1) sobre

[0,T) se u é uma aplicagdo continua de [0,T) em X, continuamente diferencidvel de
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(0,T) em X, u(t) € D(A) para 0 < t < T e (1.13.1) est4 satisfeita sobre [0,T).
Definigao 1.13.2 Uma fungdo u € C([0,T), X) satisfazendo a equagdo integral

(1.13.2) u(t) = T(t)z + /0‘ T(t — s)F(u(s))ds ¢ € [0,T)

sera chamada uma solugdo mild do problema de valor inicial (1.13.1).
A seguir, daremos dois resultados principais a respeito da existéncia local e

regularidade da solugdo mild de (1.13.1). Para isto necessitamos do seguinte.

Lema 1.13.3 (Desigualdade de Gronwall) Seja T > 0,C > 0 e a € L*([0,T]) e
a>0,6€C([0,T)) e > 0. Se para todo ¢ € [0,T]

() < C+ /Ot a(s)¢(s)ds
entao
8(t) < Coxp( [ a(s)ds)

Definigao 1.13.4 uma fungdo F : X — X é chamada Lipschitziana sobre subcon-

juntos limitados de X se para todo M > 0 existe uma constante K (M) tal que
IF(y) — F(e)ll < K(M)lly - || Vz,y € Bu

onde B)s é uma bola de centro zero e o raio M.

Teorema 1.13.5 (Existéncia Local) Seja F' € C(X, X), Lipschitziana sobre con-

juntos limitados de X. Para qualquer up € X tem-se:

(¢) Existe T(ug) > 0 tal que u € C([0,T(uo)); X) é uma solugio mild de (1.13.1)
sobre [0,T(uo)) dada por (1.13.2) onde

a) T(up) = oo ou
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b) T(uo) < o0 ¢ lim [ju(®)] = oo

(¢2) (unicidade) Para qualquer 7" > 0,T" < T(uo), (1.13.2) tem no méximo uma

solugio.

Dem: Para up € X seja M = 2||uo||. Paraz € Byy ey € By, isto é, ||z|]| < M e
llyl] < M temos,

i) ||F(z)|] £ C(M), onde C é uma constante que depende de M e
i) ||F(z) — F(y)|| £ K(M)||X — y|l, pois F é localmente Lipschitziana.
Escolha T > 0 tal que:

iii) C(M)T < M
iv) K(M)T < 1

Como M depende somente de ||uol|, T depende somente de [Juql|-
Seja B = {u € C([0,T],X), [u(®)l| < M, ¥t € [0, T), u(0) = uo} e

|lulleo,m.x) = sup ||u(t)]] ¢ € [0,T).
Logo, E é um subespaco fechado de C([0,T],X). Segue que E é um espago de

Banach com a norma || - ||¢(fo,13,x)-
Definamos ¢ : E — C([0,T], X) por

H(u)(t) = Tt)uo + [ “T(t = s)F(u(s))ds
para todo t € [0, 7).

Agora, a partir de (i), (ii), (iii) e (iv) temos

SO < IT@uollx + [ 1T = s)P(u(s))llxds <
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< (luollx + [ 1P(u(s)llxds) <

M M M
< SHOMES T HCMT <5+ 5 =M

o que mostra que ¢(u) € E para todo t € E e, portanto, ¢ : E — E. Agora,

mostraremos que ¢ é uma contragdo. Para isso, sejam u,v € F entao,

I8a)(®) —#E)ON < [ IF(u(s) = P(u(s)lids
K(M) ['llu(s) — v(s)llds < K(M) [ supllu(s) - o(s)llds

t
K(M) [ llu = vllegomxds = K(M)lu = vllcgomnt <
< K(M)||u —v|lcqon.x)T = K(M)T||lu — v|c(o,11,x), para todot € [0,T].

IA

Portanto, ||¢(u)(t) — ¢(v)()|| < K(M)T||u — v||¢(o,17,x) Para todo [0,T], tomando

o supremo na desigualdade acima temos,

|6(u) — d(v)lleon.xy < K(M)T||u — vllogo,m,x)

Entdo por (iv),# é uma contragdo sobre E, que pelo teorema do ponto fixo de

Banach implica que existe um tnico ponto u € E tal que ¢(u)(t) = u(t), isto é,

u(t) = T(t)u9 + /Ot T(t — s)F(u(s))ds.

Vamos agora finalizar a demonstracdo do item (i) deste teorema provando a seguinte
afirmagao:

Existe uma fungdo T : X — IR* com a seguinte propriedade: Para todo ug € X
existe uma funcdo u € C([0, T(uo)) : X) que para todo T' < T'(up) € a tnica solugao
de (1.13.2) em C([0,T],X) e além disso:

)T (up) = o0 ou

i6)T(u0) < 00 e Lim Jlu(t)]| = oo
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De fato, seja

T'(uo) = sup{T > 0;3u € C([0,T],X) solugdo de 1.13.2 }

Vimos que para uo € X com ||ug|]] < M, para M > 0 dado, existe solugao
u € C([0,T(M)],X) de (1.13.2). Logo, T(up) > 0. Se existem duas solugdes u;
e u, sobre [0,t,] e [0, ;] respectivamente com ¢, < t; entdo u; = u, sobre [0,t,], pela
unicidade do ponto fixo.

Portanto, existe uma tnica funcio u € C([0,T(uo)), X) que é solugio de
(1.13.2) para todo T < T'(uo)

Suponha T'(ug) < 0o e que existe uma sequéncia t, T T'(uo) tal que ||u(t,)|| <
C < oo para todo n € IN. Entao como nos itens (iii) e (iv) é possivel escolher T > 0

tal que

iii") C(M)T < M
i) K(M)T < 1

onde M =2C
como M depende somente de C, T depende somente de C.

Logo, pelo teorema do ponto fixo existe uma dnica fungdo u € C([0,T),X)
dada por

u(t) = T(t)u(ta) + | “T(t = s)F(u(s))ds t € [0,T]

e qualquer que seja n.

Seja 0 < 6§ < T. Como t, T T(ug), existe ng > 0 tal que 0 < T'(up) — tn, < 6 defina

- u(t), t € [0,tn,]
u(t) - { v(t —t it € [tno’tno + 5]

onde v é solugao de
o) = T(t)ultes) + [ “T(t - 8)F(v(s))ds
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Entéo & € C([0, tn, + 8], X) e
(t) = T@yuo + [ "T(t — s)F(ii(s))ds para 0 <t < t,, +6
de fato, se t < t,, entdo §(t) = u(t) =
= T(tyuo + [ T(t ~ $)F(u(s))ds = T(t)uo + [ 7 ~ ) F(a(s)ds.

Se ty,, <t < t,, + 6 entdo:

B(t) = o(t = tag) = Tt = tug)ultne) + [ T Pt =ty — 8)F(v(s))ds =
= Tt~ t) [Tt + [ Tltng — 8)F(u(5))ds] +
[T~ tag — 9)F(u(s))ds =
= T(uo+ | ™ Tt — s)F(u(s))ds + /o"t""(t-t,,o — 8)F(u(s))ds.

Fazendo ¢ = t,,, + s temos

i) = T@uo+ [ ™ Tt — ) F(u(s))ds + /t; T(t — o) F(o(0 — tny))do
= T()uo+ [ T(t = 5)F(u(s))ds + /t:o T(t - o) F(i(0))do =
= T+ [ ™ Pt - $)F(ii(s))dor + /t:o T(t — o) F(i(0))do =
= T(thuo+ [ Tt — ) P(i(s))ds Ve € [0, 4, + 4]

Portanto, u € C([0,t,, + 6], X) € solugao de (1.13.2) o que contradiz a definigdo de
T (up)-

Logo, ||u(t)|| — oo quando t T T'(uo)

Para demonstrar (ii) sejam T' > 0,u € X e u e v pertencentes a C([0,T"], X)
duas solugdes de (1.13.2).

Seja M = sup max{||u(t)|], ||v(t)|}
t€[0,T"]
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la(® = o(®)ll =1l || Tt = s)(P(u(s) ~ F(v(s))ds

< [ 1FGu(s)) ~ Fu(s)llds < K(M) [ Ifus) — o(s)llds

Pelo Lema 1.13.3, [Ju(t) — v(¢)|| < 0 exp(K(M) f§ds) =0
para todo t € [0,T']. Logo u = v ]

Observagao 1.13.6 O teorema 1.13.5 assegura a existéncia local da solugdo mild
de (1.13.1). Porém, se assumimos que a fungio F : X — X ¢ lipschitziana sobre

X entdo temos a versdo global do teorema 1.13.5. Isto é a esséncia do préximo

resultado.

Teorema 1.13.7 (Teorema de existéncia global) Sejam uo € X e F : X — X lips-
chitziana sobre X, isto é, existe uma constante K tal que ||F(z)—F(y)|| < K||z—y||
para todos z,y € X, entdo (1.13.2) é a iinica solucio mild de (1.13.1) sobre R*.

Dem [Goldstein] O

Observacao 1.13.8: Se na condigio (i) do teorema 1.13.5 ocorre T'(uo) = oo, di-
zemos que a solugdo mild de (1.13.1) dada por (1.13.2) é global. Caso contrario,

T(uo) < 00, dizemos que a solucio u(t) explode para tempo finito (blow-up).

Teorema 1.13.9 (Regularidade) Seja A um gerador infinitesimal de um C°
semigrupo T'(t) sobre X. Se F : X — X é continuamente diferenciavel entao a
solugdo mild de (1.13.1) dada por (1.13.2) com uo € D(A) é uma solugao do pro-
blema de valor inicial (1.13.1).
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Dem: Como F € C'(X), F é lipschitziana sobre conjuntos linitados de X. Entao
pelo teorema 1.13.5, o problema (1.13.1) possui uma solugdo mild u sobre [0, T'(uo)).

Mostraremos que esta solugao mild é continuamente diferencidvel. Para isto, seja
t € [0,T(uop))

%[u(t +h)—u(t)] = %[T(t +hyuo+ [ PPt + b~ s)F(u(s))ds —

~ T(tho- [ " Tt — 5)F(u(s))ds]

_ T(h)T(t)uo — T(t)uo t T(s)[F(u(t + h — 8) — F(u(t — 3))]
= h + A dst

+'1l2 /, P4 h— s)P(u(s))ds — AT(t)uo + /Ot T(s)g—f(U(t = s))ds + T(t) F(uo)

a qual pertence a C([0,T(uo); X)
como u € C'([0,T(up)); X) e F € C(X) segue que s — f(s) = F(u(s)) é continu-

amente diferencidvel sobre [0, T (uo)) entdo, pelo coroldrio 1.12.7,

o(t) = Tlt)uo + | “T(t — $)f(s)ds

¢ uma solugio (classica) do problema de valor inicial ndo-homogéneo

(1.13.4) { @d(t—t) = Av(t) + f(2)
v(0) =uo

Mas, pela defini¢do, u é uma solugao mild de (1.13.4) entdo, pela unicidade, u = v
sobre [0,T(uo)). Assim, u é uma solugio do problema (1.13.1) 0

Como vimos, para F' : X — X suficientemente regular foi possivel estabele-
cer que a solugao mild de (1.13.1) dada por (1.13.2) seja uma solugdo de (1.13.1).
Porém, se X é um espaco de Banach reflexivo, a condi¢ao de Lipschitz sobre F é
suficiente para garantir que a solugdo mild com condigao inicial ug € D(A) seja uma

solugso. E o que garante o proximo resultado.
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Teorema 1.13.10: Suponhamos que X seja um espaco de Banach reflexivo e
F € C(X,X) lipschitziana sobre conjuntos limitados de X. Sejam T > 0 e
ug € C([0,7],X) uma solugio da equagio integral (1.13.2). Se uo € D(A) entdo
u € C([0,T], D(A))NC([0, T}, X) e satisfaz (1.13.1), ou seja, u é solugio de (1.13.1)

Dem: Seja h>0et € [0,T — h]

(u(t+ k) — u(t)) = T#)[T(h)uo — uo] + /ot T(s)[F(u(t + h — s) — F(u(t — s))]ds

t+h
+ [ T(s)F(u(t +h — s))ds.
Logo,

llu(t+ k) —u(t)|]| < IIT(h)uo—UoIH/otIIF(U(Hh—8))—F(U(t—8))lld8
t+h
+ [ F(u(t + b — 5))||ds.

Como T(h)ug — up = foh ;d;T(s)uods = jbh T(s)Aueds temos que ||T(h)up — uol| <
k|| Auol|

Como u € C([0,T); X) e F € C(X) segue que F(u) € C([0,T],X). Dai, existe M
tal que ||F(u(s))|| £ M para todo s € [0,T].

Assim,

t
llu(t + 2) —u@®)l < hllAUoII+K/O llu(t + h — s) — u(t — s)|lds +
+ M

Pelo Lema 1.13.3,

e + )~ w(e)ll < A(lAuoll + M)exp(K [ ds) <
< h(||Auo|| + M) exp(KT)
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denotando, L = (||Aug|| + M) exp(KT) temos,
e + B) ~ u()l| < L

Portanto, u : [0,7] — X é lipschitziana e portanto F(u) : [0,7] — X é Lipschitzi-
ana. Visto que X é reflexivo, pelo coroldrio 1.5.4, F(u) € W¥*°([0, T], X). Entéo,

pela observagao 1.12.9, concluimos a demonstragio. o
Observagao 1.13.11: Os resultados deste pardgrafo podem ser generalizados para

aplicagdes nao-lineares como F(t,u), continua em ¢ e lipschitziana em u. Tal fato

pode ser encontrado em [Pazy].
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Capitulo 2

A Equacao do Calor
§2.1 Introducao

Dentre as muitas aplicagdes da teoria de semigrupos de operadores lineares a
analise matematica destacaremos, em particular, a sua utilizacdo & resolugio e ao
estudo de solucao de problemas de valor inicial para equagbes diferenciais, mais es-
pecificamente, ao problema do calor linear e nao-linear.

Veremos que o capitulo anterior surge como uma aplicagdo neste estudo. Inicia-
remos no paragrafo 2.2 com o estudo da equagao linear do calor utilizando o teorema
de extensao de Friedrichs e daremos algumas propriedades basicas da solugao desta
equagdo. Os paragrafos seguintes estdo voltados ao estudo da equagdo nao-linear
do calor estabelecendo alguns resultados de existéncia local e global, unicidade e
“blow-up” para tempo finito.

Em todo este capitulo assumiremos que ) é um conjunto aberto limitado do
IR™ com bordo, 99, suave (de classe C?).

§2.2: A Equacao do Calor Linear

Considere o seguinte problema: Encontrar uma fungao

u:[0,4+00) x @ = R, (t,z) — u(t,z) tal que:

%ﬁ =Au em(0,400) X (1)

t

(221) |y =0  em(0,+00) x O 2)
u(0,z) = uo(z) paraz € (3)

N o2
onde A = Z% designa o operador Laplaciano. A equagdo (1) é chamada de

=1
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equagdo do calor, a equagdo (2) é a condigdo de Dirichlet e (3) é a condigdo inicial.

Resolveremos (2.2.1) considerando u(t,z) como uma fungio definida sobre
[0,+00) a valores em um espago X, onde X é um espaco de funcdes em 2. As-
sim, a notagdo u(t) designa um elemento de X, a saber, a fungio z — u(t,z) para
cada t fixo.

No capitulo anterior vimos que a teoria de C®-semi-grupos constitui-se de modo
util a resolugdo de problemas de valor inicial, nos quais, o problema (2.2.1) se en-
quadra.

Neste sentido, procuraremos caracterizar em um espago X o conjunto D(A)
contido em X, onde D(A) é o dominio do operador linear A : D(A) C X —
X, Au = Au para todo u € D(A), de modo que (2.2.1) passa a ser considerada

como a equagao diferencial

(2.2.2) { 2(0) zfou

Utilizaremos na caracterizagio do dominio D(A) do operador A, o teorema de
extensdo de Friedrichs, cuja idéia é a seguinte: Para operadores limitados A, em

espagos de Hilbert H, sabemos que a relagao

(2.2.3) t(u,v) = (Au,v);u, ve H

define uma correspondencia biunivoca entre estes operadores e as formas sesquiline-
ares limitadas ¢t. Para formas nao limitadas, temos que sob determinadas condigoes
sobre ¢, conseguimos determinar o operador A e seu dominio D(A), tal que (2.2.3)
esteja satisfeita para u € D(A) e v € D(t), onde D(t) denota o dominio da forma t.

Com este objetivo definimos.

Definigao 2.2.1: Sejat: D x D — € uma forma sesquilinear definida em D = D(t)
subespago vetorial de H.
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1) t é densamente definida se D é denso em H

2) t(u) = t(u,u) é a forma quadrética associada a ¢

3) t é simétrica se t(u,v) = t(v,u),u,v € D

4) Uma forma simétrica ¢ é nio-negativa se t(u) > 0, u € D:

5) O conjunto {t(u); |u| = 1} é chamado de “numerical range” de t.

6) t é chamada setorial se {t(u);|u] = 1} estd contida no setor da forma
{z:|argz| <0; 0< 0 <x/2}

7) Dizemos que u,, € D é t-convergente para u € H, u, 7Y, 8€ U, — u na norma de

H e t(u, — u,) — 0 para n,m — oo.
8) Dizemos que ¢ é fechada se u, suentiou€ De t(u, — u) — 0 quando n — oo.
Se t é simétrica e ndo-negativa podemos definir

(uav)t = (uav) + t(uav) u,v € D

Temos que (-); é um produto em D. ‘
Seja H; o subespago D com o produto interno (-); definido acima.

Temos que

(2.2.4) luf? = (u, u)e = Jul? + () > |uf?

Proposicio 2.2.2: Seja t simétrica e nao-negativa. Entao t é fechada se e somente

se H; é completo.
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Dem: Seja (u,) € H; uma sequéncia de Cauchy, isto é,

[ttg = Up|? = |up — U |2 +t(up —upy) — 0

quando n — oo e m — oo.

Como t é nio-negativa, temos que |u, — u,,] = 0 e #(u, — u,) — 0 quando
n,m — oo.

Logo, (u5) é uma sequéncia de Cauchy em H, portanto, existe u € H tal que
u, - uemH.

Visto que u, — u em H e t(u, — u,,) — 0 para n,m — oo temos que u, T

Como t é fechada segue que u € D e t(u, — u) — 0 quando n — oo.

Portanto, u € Hy, isto é, (u,) converge em H;, reciprocamente, seja u, € D tal
que u, ~u. Entdo, [un — tum| — 0 € {(un —upm) — 0.

Portanto, |u, — un,|; — 0. Como H; é completo existe uy € H, tal que
|un — ol — 0.

Entéo, por (2.2.4) implica que |u,, — uo] — 0 e t(u, — ug) — 0 quando n — oo.

Entdo, up = u e t(u, — u) — 0 quando n — oo, isto ¢, t é fechada. O
Proposigao 2.2.3 Seja t simétrica e ndo-negativa. Entdo

i) Jt(u,v)]? < t(u)t(v) (Desigualdade de Schwartz)

ii) t(u + v)Y2 < t(u)/? + t(v)'/? (Desigualdade triwélu)

Dem: (i) decorre da identidade
t(t(v)u — t(u,v)v) = (t(u)t(v) — |t(u,v)[*)t(v) e (ii) decorre de (i). O

Proposigao 2.2.4 Seja t simétrica e nio-negativa. Se u, SU €U TV entao lim

t(un,v,) existe e além disso, se t é fechada entdo este limite é igual a t(u,v)
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Dem

| t(%nyv0) — t(Umy Vm)| = |E(thn, Vn) = (U, va) +

(U, V) — t(tny V)| = [H(Un — U, v,) +

Ft(tmy Uy — V)| < [tH(tn — U, Vn)| + | (U, Vn — V)]

(2)

< H(ttn, U )2t (00) Y2 + (1)t (v, v )2
Como t(u,) e t(v,) sdo limitados, pois,
t(un)? = t(up — tUpm + up)/? (_i<i) t(up — um)V? + t(un)? e t(u, — uy) —
0, t(vn — vm) — 0 temos que |t(upn,vy,) — t(tm,vm)| = 0 quando n — oo e m — oo.

Logo, t(un, v,) é uma sequéncia de Cauchy em €, portanto, o limite existe.

Para mostrar que o limite é igual a t(u,v), quando ¢t é fechado, basta repetir o

argumento para |t(un,v,) — t(u,v)| O

Definigio 2.2.5 Dizemos que uma forma ¢ é fechivel se ¢t admite uma extensio t

fechada.

Proposigao 2.2.6 Seja t simétrica e ndo-negativa, t é fechivel se e somente se u,, 70

implica t(u,) — 0

Dem:

Seja f uma extensio fechada de ¢ entdo u, -;0, o que implica u, =0.
~ - ~ t
Logo, t(un) = t(us) = t(u, — 0) — 0, porque, t é fechada.
Reciprocamente, seja
D(t) = {u € H;3u, € D(t)/u, su}
defina #(u,v) = lim#(u,,v,) para todo u,v € D(%).

A existéncia deste limite é garantida pela proposigao 2.2.4.
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Mostraremos que a definigio de t independe das sequéncias (u,) e (v,).
De fato, sejam u,v! sequéncias tais que u/, sue v, +v- Entéo, u, — ul, s0e

vn — v, -0. Pela hipdtese, ¢(u;, — u,) — 0 e t(v}, — v,) — 0. Portanto,

(st V) = £ty )| < E(tm — ) 22(00) /2 + t(02) 2t (0 — v}) = O
Portanto,  estd bem definida; £ é uma extensio de ¢ e satisfaz
H(u, —u) = 0 se u, i
pois,
nlggo H(u, —u) = nl_l_’rgo ’31_1’120 t(u, — up) = 0, pois,
Uy — Uy, -;0 se U, -U.

Portanto, H; € denso em H; e toda Sequéncia de Cauchy em H, tem limite em
H, isto é, H; é o fecho de H;.
Logo, H; é completo e t é fechada pela proposigio 2.2.2 O

Teorema 2.2.7 (Teorema de extensido de Friedrichs) Se t é simétrica, nao-negativa,

densamente definida e fechada, entdo existe um operador A auto-adjunto tal que

i) D(A) C D(t)

ii) t(u,v) = (Au,v);u € D(A) e v € D(t).

ili) Se u € D(t),w € H e t(u,v) = (w,v) para v num subconjunto denso de
D(t) entdo u € D(A) e Au=w.

Dem: Visto que t é uma forma fechada segue que H; = (D(t),(-):) é completo.
Logo, para cada u € H podemos definir o funcional linear

ly: H— C:v+— (u,v)
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[fu(v)| < Jul |v] < [ul-Jvl;
o que implica
1]l < lul

Portanto, I, é um funcional linear limitado sobre um espago de Hilbert Hy, o que pelo
teorema de representagio de Riesz, implica que existe um 1nico elemento v’ € H,
tal que

I(u,v) = (u,v) = (v,v); Vv € H,

observemos,
W} = (', 0)e = Lu(w) < Ju] Ju')e
Dai,
|u'le < ful
Definamos,

B:H—- H :u— Bu=4d

Olhando B : H — H temos que |Bu| = |[v'|; < |ul, isto é, B é limitado com || B|| < 1.

Ainda mais, para u € H e v € H, temos

(2.2.5) (u,v) = l(v) = (v,v) = (Bu,v) =
= (Bu,v) + t(Bu,v)

Logo,

52



(2.2.6) t(Bu,v) = (u,v) — (Bu,v) = (u — Bu,v)

Assim, se Bu = 0 entdo por (2.2.5), (u,v) = 0 para todo v € H;, o qual é denso
em H, o que implica, (u,v) = 0 para todo v € H, entdo, u = 0.

Portanto, B é injetora. Logo, podemos definir
B':R(B)CH,—» H
Se w = Bu, isto é, U = B~lw entdo a expressio (2.2.6) fica:
t(w,v) = (B'w—w,v) = (B - Nw,v) Ywe H, e uc H

Definamos A = (B! — I) e D(A) = R(B) C H,. Logo, D(A) C D(t) e t(w,v) =
(Aw, v) para todo w € D(A) e v € D(t),0 que conclui (i) e (ii).

Para provar (iii)

(w+u,v) = (u,v) + (w,v) = (u,v) +t{u,v) =
= (u,v)y Vv € H,

H, é denso e pela continuidade do produto interno,
(w+u,v) = (u,v) Yve€H.
Logo, B(w + u) = u, isto é,u € D(A)e w = (B! — I)u = Au, isto é, Au=w O
Observacao 2.2.8: Este teorema é valido de modo mais geral, podemos substituir
t simétrica e ndo-negativa por t setorial. Neste caso o operador A obtido sera m-
setorial. Veja [Kato], pagina 322.
Estudaremos primeiramente o problema (2.2.1) no espago de Hilbert H =

L*(R2). Caracterizamos o dominio D(A) C H?(Q?) do operador A utilizando o teo-

rema 2.2.7 de Friedrichs com a forma sesquilinear definida por
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t:CR() xCRO) — C
(e9) — [ VTP

A motivagio para a definicio desta forma t segue da condigio de Dirichlet e
da 12 identidade de Green que é:

(~Ap,¥) = /QV‘PW

Seja H; o espago C§°(f2) munido com o produto interno definido por

(Soad’)t = <¢7¢)+t(¢s¢) =
= /nso$+/V<PV_¢; 0, % € C(R)

Notemos que ||.}; = ||. ||z @)

Proposicao 2.2.9: A forma sesquilinear ¢t : C§°(R2) x C§°(Q?) — € dada por
t(p,¥) = '/n VoV & fechavel.

Dem: Pela proposicao 2.2.6, basta verificar que se u, '{0 entdo t(u,) — 0

De u, -;0, por defini¢io, u,, — 0 em L*(Q) quando n.— oo e t(u, — uy) — 0
quando n — oo € m — oo. Logo, |u, — um|; — 0, isto €, (u,) é de Cauchy. Visto
que u, — 0 em L?(2), temos que |u,|; — 0. Como |u,|? = |u,|22 + t(us), segue que
t(u,) = 0 quandc; n—oo. O

Em consequéncia da proposi¢io 2.2.9, existe uma extensio fechada ¢ de t e
além disso H; é denso em Hy. Como ||.||c = ||.||m, temos que H; = H}(£2).

Portanto, aplicando o teorema de extensio de Friedrichs para
t: HY(Q) x Hy(Q) » C
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temos:

i) Existe um operador B autoadjunto tal que D(B) C D(t) = H}(Q);

i) #(p, %) = (By,¥);Vp € D(Q) e p € D(F) e

iii) Como #(u,v) = /ﬂ — Auv para u € D(t),v € CX(Q) e CF(N) é um
subespaco denso de Hj(2) temos que u € D(B).

Portanto, pelos itens (i), (ii) e (iii) temos que B = —A e D(—A) C H{(9)
além disso como A : D(A) C L¥Q) — L*(2),u — Au = Au e D(A) C H*(),
segue que D(A) C H?*(Q) N H} ().

Reciprocamente, para u € H%(2) N H3(S)) temos pelo item (iii) que u € D(A).

Portanto, D(A) = H*(Q2) N H}(2). Como C(N) c H*(N) N HY(N) C L¥N)
e C§° € denso em L?*(f), temos que H?(2) N HA(N) é denso em L3(N).

Resumindo o problema (2.2.1) escreve-se na equagio

{ ug = Au

u(0) =y

Onde A : H*(Q) N HY(R) C L*(N) — L?*(N) é definido por Au = Au para todo
u € H*(Q) N HY (D).

Veremos agora que o operador acima satisfaz as condicdes do teorema de
Lumer-Phillips, fornecendo assim que A é o gerador infinitesimal de um C°-
semigrupo T'(t) de contragdes em L?(f2).

Pela 12 identidade de Green, a qual é vilida para u,v € D(A), temos

/nuAv= —/nVqu

que pode se escrever como
(~Av,u) = (Vu,Vv) ; u,v € D(A)
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temos para u = v que
(—Au,u) = (Vu,Vu) Vu € D(A)
ou seja

(~Au,u) = — /ﬂ Auu = /ﬂ IVul? = ||Vul[%

Como
Il = HullZ2 + 11VullZ,
e pela desigualdade de Poincaré

Hullz < K|[Vullg

Temos,
lullfn < K?||VullZz + |[Vullf: = (1 + K2)|[Vulf
ou seja,
2
s o il
”Vu“L2 = (1 +K2)
Dai,
otz > Ml oo
(—Au,u) = |[Vu||, 2 0+ k72 0

ou seja

(Au,u) <0 Vue D(A)

Logo, A : H¥(Q) N H3(Q) C L*(Q) — L?*(9N) é dissipativo.
Pela aplicacio do teorema de Friedrichs, o operador A = A : H2(Q)NH} () C
L*(Q2) — L*() é um operador auto-adjunto densamente definido. Portanto, pelo

56



corolério 1.8.11 A é m-dissipativo e, portanto, o espectro de A, 0(A), é um subcon-
. T ,
junto de IR~. Segue entdo que {z € L;|argz — 7| < a},com 0 < a < 3 contém o

espectro do operador A. Logo, o conjunto resolvente de A, p(A), contém o conjunto
As={X)#0,]arg )| < 6+ )

com0<5<g.

Portanto, pelo mesmo argumento usado na proposi¢do 1.11.1, T'(t) é um se-
migrupo analitico. Como consequéncia, T'(t) é diferencidvel para t > 0 e T(t)z €
D(A) = H*(2) N H)(N) para todo u € L2(Q) e t > 0, isto é,

T(t) : L*(Q) — H*(Q) N Hy()

para todo t > 0.
A préxima proposicio fornce algumas propriedades importantes da solugao da

equacgao linear do calor.

Proposicdo 2.2.10 Seja ¢ € L*() e u(t) = T'(t)y, t > 0. Entdo u € I(R*,L*(1))

e satisfaz
i) u € C'((0, 00), L*(R)); Au € C((o, 00), L*(12))

com

dt

{fd—tf =Au;t>0
u(0) =¢

i) lAu(9)ll < el
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1
i < o— 2
iii) |[u(t)]lm < \/t-II‘P”L t>0
. - 1
iv) Se ¢ € H;(92) entdo [|Au(t)]|r> < 7t-||‘P||H3
v) u € C((o, 00); Hy(%)).

Dem: Pela proposi¢io 1.11.1 e pelo estudo do problema linear do calor que acabamos
de fazer, os itens (i) e (ii) estio satisfeitos. Vamos demonstrar (iii).

Por (i) u € C7((0,00), £2()) N C([0, 0), L*(12)) e satisfaz

(227 { %‘(t) = Au(t) >0 1)
u(0) =¢p (2)

multiplicando (1) de (2.2.7) por Au e integrando em {2 temos

(2.2.8) / Au / |Auf? >0
Pela 1¢ identidade de Green aphca.da ao lado esquerdo de (2.2.8) temos

fiavg =3 f, e

Logo,
1d
adhadl V 2= A 2
2dt nl u /nl u
Entao
d
(2.2.9) Z= /n IVul*dz <0

multiplicando (1) de (2.2.7) por u e integrando em {2 temos

(2.2.10) /n ufl—'t‘dz = / uAu
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Novamente pela 12 identidade de Green, (2.2.10) escreve-se como

Entao

17d, ., \

2/dt|u(t)| dm--—/ﬂIVul dz
o que implica

2/dt|u(t)| dx+/n|Vu] dz =0
ou seja,

(2.2.11) 2dtllﬂ(t)llz,z +1IVu(®)llz. =0

Integrando (2.2.11) entre 0 e ¢ temos

= S ~ llgliz) + [ IVu(s)lias

Assim

(2212) Sl + [ I1Vu(s)llds = Sl

Por (2.2.9) ||Vu(t)||2. é ndo-crescente em t, logo, ||[Vu(t)||2. < |[Vu(s)|[f. Vs €
[0,1).

Dai,

t t
2 — 22 < 2 <
V(B = [ IVu@lifads < [ 1Vu(s)|Pds <

[y

(2.2.12) 1

-IIu(t)Ile+/ IVu(s)|[*ds 5llellze

N
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Portanto, ||Vu(t)||z: <

1
7 \/{IISOIIL’

Vamos agora mostrar (iv).

Seja ¢ € D(A). De (2.2.11) temos

1d

e _ 2 27, _
5 dl /QIVu] dz-{-/QIVuI dz =0

integrando esta ultima em [0, t] temos

[ 55 (IVullE)ds + [ l1Aullfds = 0

Logo,

1 2 1 2 t 2

SIVu@IE: = 51IVelE + [ 1Au(s)|Fads = 0
(2213) VU + [ 1Au(s)lEads = 511Vl

e 2 L? 0 L2 2 L2
Como ¢ € D(A) temos dl;is) = Au(s) = T(s)Ayp
Assim,
du
Au(t) = 5= Tt)Ap =T(t - s)T(s)Ap=
= T(t — s)Au(s)

Logo,
(2:2.14) 1Au(®)llze < [lAu(s)lzs

De (2.2.13) e (2.2.14) temos

1 1
SIIVu®Ilzs + tlAu@)llz: < 51IVellz
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Logo,
(2:2.15) 1At < 1Vl = ——llollag
V2vi V2vt T
para todo ¢ € D(A).
Mostraremos que (2.2.15) também vale para toda ¢ € H}(Q).
Para isso, dada ¢ € H}() existe ¢, € CP(N) tal que ¢, — ¢ em H(N).
Definimos, u,(t) = T(t)¢,. Por (2.2.15) temos,

1
(2.2.16) [|Aun(t)||z2 < \/-T—\/ZH%HH;
Pelo item (ii),
1Au(®)llz2 < ——lo]
L1
2> \/:?.-\/t_ wilr2

Entao

1A, — Aulls = [|A(un — w)]lz2 < fz—lﬁn% AT

Como |lpn — ||z < [lon — ¢llm; segue que Au, — Au em L?*(Q?) quando n — oo,
o que implica, |[|Anu|lrz — ||Aullr2

Entéo, por (2.2.16) concluimos que

: 1
[[Au(t)]]z2 < WH‘P”H(;

(v) u € C((0,00); H3(2))

De fato, seja v4(t) = T(t + h)p — T(t)p, vy satisfaz

{ % = Auv (2.2.17)
vi(0) =T(h)p—¢ (2:2.18)

multiplicando (2.2.17) por v4(t) e integrando em § temos,

61



d 2 2 —
[ Flon®Pdz + [ [Vort)dz =0

integrando esta tltima em [0, t] temos,

> [ 1on@F = 5 [ [Ty~ oldz + [ [ [on(t)idz = 0

Logo,

(2:2.19) ~2 [ 1Ty — oldz + [ I1Von(0)]Es < 0

multiplicando (2.2.17) por Av,(t) e integrando em (2 temos

24— 14 2
0< [ 1av(t)Pde = -5 ZIIVo(D)lE:

Entao,

d
(2.2.20) -Jt-uvv,,(t)ni2 <0

De (2.2.19) e (2.2.20) temos que :

t t
VeIt = [ 1IVon(t)liads < [ 11Vor(s)l[Eads <

<1 2
<5 [ T#)p - plds

Dai,

V0@l < —ﬁl%IIT(h)w ~ Iz

Porta.nto,
v 1 ——=||T(h Y — @iz
h H = \/é\/i L

62



Assim, quando h — 0, ||va(t)||z — O pois T(t) é um c®-semigrupo. D

Em um espago de Banach X, o problema nao linear

% = Au+g(u); Qx[0,T)
(2.2.21) . ulan = 0
u(z,0) = wuo(x)

onde g € C(IR,R) e T > 0, na linguagem de semigrupos, passa a ser considerada

como a equagio diferenciavel

{ 3(0) - :ou + F(u)

onde F(u)(z) = g(u(x)) para todo z € X.
Para o caso em que X = LP(2),1 < p < oo, a aplicagdo F : LP(Q) — L*(Q)

esta definida se, e somente se, a fungao g satisfaz

(2.222) l9(s)] < Cls|
onde, C' € uma constante positiva.

Portanto, para tratar o problema (2.2.21) de modo que o termo nao-linear néo
esteja restrito & condigdo (2.2.22) estudaremos o problema (2.2.21) em L*(2).

§2.3 A Equagao do Calor em L*()

Defina o operador A, : D(4,) C L*(Q) — L*°(§) com dominio D(A4,) =
{u € H}(2) N L>(R); Au € L*(N)} com A;u = Au para todo u € D(4,).

Proposigao 2.3.1: A, é um operador m-dissipativo em L*(2).
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Dem: Sejam A > 0 e f € L*(). Precisamos mostrar que existe u € D(A,) tal que
u—AAu=f.

Como f € L*() e A = H*(Q) N HY(N) C L*(Q) — L*(Q) é m-dissipativo,
existe u € H?(Q)N H}(N) tal que u~AAu = f, VA > 0 e f € L=(Q). Necessitamos

somente mostrar que u € L®(Q). Para isso, seja M = ||f||L~. Em particular,

(2.3.1) (u—M)=IA(u—-M)=(f - M)

est4 resolvido em L2(().
Seja h : IR — IR dada por h(s) = s — M. Assim u —~ M = hu. Como
h* é diferencidvel exceto para s = M,h*(0) = 0 e h* é lipschitziana, temos pela
proposigao 1.2.5, v = (u — M)* = ht.u € H}(Q) e Vv = x{ju>mVu.
Multiplicando (2.3.1) por v = (v — M)* e integrando em § temos

Jw= )= my* = [ A= M) —M)* = [ (f - M)(u—M)*
Como M = ||fl|z~, (f — M) <0e (u—M)* € H(Q) temos
/n [(w = M) + A /ﬂ V(u— M)*V(u—M)* <0
Assim

L02+A/‘)]Vv|2$0

Logo,
/ v <0
Q
O que implica, v = 0, isto &,
(u—M)* =0, ousejau < M em$

Pela mesma razio, u > —M em Q. Dai, ||u||zx < M = ||fllw. Logo, u € L(),
Assim, I — AA, : D(A,;) C L® — L* é sobrejetor para todo A > 0 e além disso,
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llu = AAu||pe = [|fllze = M 2 [[ullz=

Portanto, A; é m-dissipativo. O

Lemma 2.3.2:

D(A;) = {u € Hy(?) N L=(Q); Au € L=(0)}
é um subespaco denso de
Co(9) = {u € C(Q); ulon = 0}

Dem: Para demonstrar a inclusio veja [Gilbarg, Trudinger], teorema 8.36 pagina

206. Para demonstrar a densidade, tome u € Co() e defina:

E(I}_{u[z] sz €l -
10 ;x € R\

i ; 1

Logo, @ € C(R"). Seja pn € C°(R™), supp pu C B(0,>), [pa =1 pa > 0 sobre
R, ’

Entdo, p, # i € C*(R") e p, * i — # uniformente sobre qualquer compacto
de IRN e supp (p, * %) C supp (&) + B(0,2).

Logo, dado £ > 0 existe v € C5°(IR") tal que

= €

(2.3.2) l|lv = g]|r= < 5

Como ulsg =0 e u € C(11), dado -;- > 0 existe § > 0 tal que:

(2:33) @)l < 3

65



Sez € N\Q, onde O, cNe d(Q,,ﬁ‘) >6
Defina Q; = {z € 2;d(z,09) > £} e & € C®(IR") tal que

1) a(z) =1 para z €
2) 0 < a(z) £ 1 para z € O\

3) a(z) =0 para z € R™"\QQ,

Dai,

I = avll= = |[i - avl| = [la@ + (1 - a)i - av]| =
lla(@ — v) + (1 — )il <

< el = of] + |11 — o] |12l <

< @ —ofl + gl rma, || =
(2.3.2)e(2.3.3) £ £

E—oll + bl S s+E=e

]

Observe que supp (av) = supp aN supp v C . Logo, C(£) é denso em Cy(N).
Visto que C3°(2) C D(As) C Co(f2) temos que D(A,) é denso em Co(R2). O '

Em consequéncia do lema 2.3.2, D(A,) nao é denso em L*((?). Definamos o
operador A4 : D(A) C Co(Q) — Co(N) dado por Au = Au para todo u € D(A) onde
 D(A) = {u e HQ)NCo(Q); Au € Co@)}
Novamente, pelo lema 2.3.2, D(A) é denso em Co(Q2).
- Agora mostraremos que A = D(A) C Co(?) — Co({2) é m-dissipativo.
Sejam f € Co(R) e A > 0. De Co(Q) C L*(N) e A; é m-dissipativo, existe
u € D(A,) tal que (I — AA;)u = f. Como D(A;) C Co(Q) implica que u € Co(Q2).

De Aju = (u — f) e u, f pertencentes a Co(f?) temos que Aju = Au pertence a
Co().
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Logo, u € D(A) = {u € HA(2)NCo(N); Au € Co(R)}. Assim, para todo A > 0,
o operador I — AA : D(A) C Co(02) — Co(12) é sobrejetor.
Sabendo que D(A) C D(A;) temos para todo u € D(A) e A > 0 que

llu = AAul| = |lu - AAul] 2 |[u]]

pois A; é m-dissipativo.
Portanto, A : D(A) C Co(0) = Co(N) é m-dissipativo.

Finalmente, pelo fato que A : D(A) C Co(Q) — Co(f) é m-dissipativo e den-
samente definido em Co(2) segue pelo teorema de Lumer-Phillips que A é o gerador
infinitesimal de um C°-semigrupo S(t) sobre Co(f2).

Alm disso, como Co(Q) C L*() e A : H3(Q) N HY(N) C L*}(N) — L*}(N)
temos que G(A) C G(A) onde G(A) = {(u,Au);u € D(A)}. Em consequéncia,
S(t) = T(t)lgy@m > onde T(t) denota o CP-semigrupo sobre L%(f2) gerado por
A : HH(Q)NH(Q) C L) — L*(N); ou seja, S(t)p = T(t)y para todo ¢ € Co(£2).

Em consequéncia, para toda ¢ € Co(Q), u(t) = S(t)p satisfaz as condigdes (i),
(i1), (iii), (iv) e (v) da proposigao 2.2.10.

Lema 2.3.3 Parat > 0 e z € IR" defina

|=I?

k(t)z = (4xt)~"/? exp(—?

) .

Para 1 € Co(IR™),v(t) = k(t) * ¢ tem-se:

i) v € C*((0,00) x R™) e v € C([0,00); LP(R")) N C*((0, 00), LP(IR")) para
p € [1,00]
i) { :),t(o) zﬁv em (0,00) x IR®
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n, 1
_5(3 -

1
i) [[o(0)]lzs < (4n2) P llglle VI Sg<p<coeVt>0.

Dem
Para todo z € IR", v(t)(z) = k(t) * ¥(z) = /Rnk(t)(z — y)¥(y)dy
Defina L : (0,00) x R* x R* — IR por L(t,z,y) = k(t)(z — y)¥(y). Afirmamos

que L satisfaz:

a) L € C((0,00 x R* x IR")
b) L(t,z,y) > 0 para (t,z,y) € (0,00) x R* x R"
c) /"L(t,a:,y)dy =1 para (t,z,y) € (0,00) x IR* x IR"

d) aL(t,x,y) = A L(t,z,y).

De fato, (a) e (b) sdao imediatas. Para verificar (c) basta utilizar o teorema de

Fubini da seguinte maneira:

1 |z — y|?
-/R" L(t’xv y)dy = -/R" k(t)(:c - y)dy = /-(W exp (___ 4ty )dy

Fazendo a seguinte substituicio y = x + (4t)'/?p na iltima integral temos que

_ 1 Y
/R,, L(t,z,y)dy = BRE /R _exp(—|n| .)dn

Pelo teorema de Fubini ,

G ety = ([ exp(—lnltyny” =

1
an/2

(Vr)y =1

A afirmagio (d) é de imediata verificagdo bastando somente derivar ambos os

lados nas respectivas variaveis indicadas.

68



Destas propriedades sobre L segue que v € C*((0, 00) x R™) e satistaz v, = A v
para todot > 0

Além disso, v tem valor inicial ¥, no sentido que quando estendemos v por
v(0,z) = ¢(z) para t = 0, entdo v é continua para z € IR",t > 0.

Para provar que a extensdo de V é continua em t = 0 e z € IR" temos que

provar que v(z,t) — ¥(zo) quando z = zp et — 0

[o(t, ) = wleo)l = | [ Lt, 2, 9)(s)dy — (o) =
= | [, Lit, 2 0)9(0)dy = ¥(zo) [ Lit,z,y)dyl =
= | /R L(t, z,y)(¥(y) — ¥(z0))dy| <
< [ Ltz lv() - blao)ldy

Como ¢ € Co(RN), dado € > 0 existe § > 0 tal que se |y — zo|] < 26 entdo
|¥(y) — ¥(z0)| < €. Entao para |z — zo| < § temos,

[o(ts2) = (el < [ Ltz u)lb) - wlao)ldy+ [ L{t,z,u)lé(y) - b(ao)ldy
ly-=l<é ly—=z]26
<[ el — el + [ e+ [ Ltey)Eldy
< [ Lt yib) - blaoldy +2 sup [ [ Litz,y)dy
ly—=]<$ veR" ly—z[>é
|z=z0|<§
S MEm ) — Yla)ldy +2sup )] [ L2 vy

<ef  Ltendy+2sw)l [ Ltz
i =1 -n/2 = g, —

Como l‘:_:.? sl L(t,z,y)dy = 1;1_5?(#) /Inlzj-; e Mdp =0

temos que

[v(t, z) — ¥(z0)| < 2¢ para t suficientemente pequeno e |z — z¢| < 4.
Mostraremos agora que v € C([0,00), LP(R™)) N C*(0, 00), LP(IR")) para p €
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[1,00]

Antes observemos que v(t) = k(t) » ¢ pertence a L?(IR") para t > 0.

De fato, pela desigualdade de Young, a saber, se f € L'(R") e g € LP(R")
entdo ||f * gllz» < ||fllc:|lgllLe para p € [1,00], temos que k(t) * ¢ € LP(IR") para
t > 0 pois

—lz|?

1) /R k(t)(z)dz = / (47t) ™2 exp(—1
= [: .. .‘/_:(47rt)"‘/2 exp(—(xf +4t - zg‘))d:zl coedz, =

= (4mt)™( / % e dz) = (4nt)"2(4mt)"V? = 1.

Ydz =

Logo, k(t) € L*(IR").
2) ¢ € Co(IR"), logo, ¢ € LP(R™).

Provemos a continuidade: Dados t >0e h > 0

| ot +B) = o(O)] = k(L + B) x s~ K(t) # 9] <
< [N+ hz,y) = Ltz 0)b(y)ldy =
< [ Et+hzy) = Lz, u)wldy <

< sup|y| ¢|L(t+h,z,y)—L(t,z,y)ldy

supp

Como L € C®((0,4+00) x R* x R"), dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que se |[h| < § entdo
|L(t + k,z,y) — L(t,z,y)| < ¢

logo,

(2.3.4) |o(t + k) — v(t)| < sup [¢] |supp¥le
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onde [suppy| denota a medida de Lebesgue do conjunto supp.

Portanto,

|lo(t + k) = v(t)]|zs < sup [¢|suppp|*.e

Para t = 0 ja mostramos a continuidade de v. Assim, v € C([0,00) X

IR", LP(IR™)) para todo 1 < p < oo. Para p = oo, usamos a estimativa (2.3.4).

Agora mostraremos que v € C*((0,00), LP(IR")), para isto, sejam t > 0 e
h>0

v(t + h)(z’z —v(t)(z) 6k(t) e (z )I

- l I k(t+h)(z—y) - k(t)(x y) Ok
" h

SO - 1))y <
< [y mRey Z’f(t)(z—y»”wy)ldy:
v/suppw

k(t+ h)(z —y) —
< sup 9| /lk(t + h)(z —y) — k(t)(z — y) ok y)’dy _

) k(t)(:z: _'y) _ ?—-(t)(z _ y)“tﬁ(y)ldy <
. FTAQIChe

visto que L(t,z,y) = k(t)(z —y) pertence a C*((0, 00) X IR* x IR™) temos que dado
€ > 0 existe § > 0 tal que se |h| < § implica que

lk(t +h)(z ~ y}z —kt)(=z - y) ak(t) y)l <e

Dai,

v(t +k)(z) — v(t)(z) Ok
h

50| < sup 191 lsuppyle,

entao

v(t +h)(z) —v(t)(z) 0Ok

7 50 *$()|| | Ssuplyl lsuppye
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para |h| < 6

Logo, 6—tt)(t)($) Qk(t) * tp(z) para todo t > 0 e pela regularidade de k temos
que % € C(0,00), L?(IR")). Analogarnente, a 3"6/:£t) * 1(z) para todo

nelN

Assim, v € C*((0, o0), L*(IR™)).

Para finalizar, mostraremos o item (iii). Para isto, necessitaremos de desigual-
dade generalizada de Young, a saber, dados 1 < p,q,r < co com ! + 1 = % +1 se
fe€Llge LP entio frxg€ L e||f *gllr < ||fllLellgllLe P

Logo, para v(t) = k(t) * ¢ temos

[lo()ize = 11E(E) * $llze < |[E(E)||La]l$]lLe se

+--1

i
RIm
Y |-

=

1 1
Observe que é possivel existir a nas condigoes 1 < p,¢,a < oo com ; =—+ E -1

1 1 1
pois,lgqentéoESI. Logo,1—120,oqueimplica,E=;+(1—E)20.
: q

R

1 1 . ,
Como 1 < ¢ < p implica que — — -~ < 0. Logo, Zgl,lstoe,QZI
P q
Agora,

) - 4Yy-n/2 Izl2) -
k@I = [ |4m) " exp(-5; dz =

2
= (47rt)"‘”/2/ exp( Plftl )dx_

= 47t't)""”’/2 /w / exp'( plrit---+ z")) ...dz,

2 n/2
Fa_h_ini -np/2 _p(l? ) ) -np/2 (4 ) =
(4~t) ( /_ - exp( TS dz ) = (4t) =

= PP (1-p)

Portanto, ||k(t)||Lr = (4wt)%(1 -7 )2

(pl/P
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Como p > 1 segue que p*/? > 1. Dali, —11— <1

pP
Portanto,

[[E(&)]|ze < W, p21

Assim

llo(®)llze < [1kEIlzallllze < (4mt)~20=DJgp]] e

1 1 1
Como — = - — -+ 1 temos
a P g

_n(l_1
lfo(®)|lze < (47t) 2367 D|l|e V1< g<p<oo O

Lema 2.3.4 Dada ¢ € Cp(f2) com ¢ > 0 entao S(t)p > 0 parat >0

Dem: Multiplicando a equagio

'd—t=A‘u

0 seu>0
u seu<0.

du X
T — = - = - T = - V_2<0
fo = fprran=— [ 7w = fwers

Por outro lado’

por u~ = min{u,0} = { e integrando em (! temos

L% =G =sm Lo

Logo,

(2.3.5) dit /n (u")%dz <0
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isto é, /ﬂ(u')z é nao-crescente em t. Como u(0) = ¢ > 0, logo u~=(0) = 0, logo por
(2.3.5), u= =0.
Em consequéncia, u(t) = S(t)p 20, Vit >0ez €. O

Proposigéo 2.3.5 Seja ¢ € Cy() e 1 < ¢ < p < co. Entédo para todo ¢t > 0 temos

1

NS (@®)¥llLe@) < W

|11 e

Dem: Seja ¢ € D(A).
Aplicando o lema 2.3.4 para as condigles iniciais || — ¥ e || + ¥ obtemos

(2.3.6) S@($l—$) 20 em 0
(2.3.7) S@ (%l +¥) 20 em Q

De (1) e (2) temos

-S| £ S(t)y < S(t)|Y| em O

Dai,

IS(t)%] < S(B)l¥]

Em consequéncia

(2.3.8) 1S@)Plle < I1S@)I]lILe

[¥] emQ
0 emR*\Q
Tomemos, v(t) = k(t)*vo e w(t) = v(t)|la—S(t)|¥|, ou seja, w(t) = k(t)* || —S(t)|¥|

w tem as propriedades.

Definamos vg =

dw d

dw . d
1) i Aw, pois, i E't'k(t) * || — Es(t)l'/’l

veD(4)
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= Ak(t)J9] - A.S@)|¥] = Aw.

ii) ©(0) = v(0)la — S(0)I¢| = || — || = 0.
Entdo, w(t) = v(t)|q — S()|¢| satisfaz

dw

2 = aw (2.3.9)
wlaa = v(t)lsn >0 (2.3.10)
w(0) = 0 (2.3.11)

multiplicando (2.3.9) por w™ e integrando em ) temos,

/nw'% = /w'Aw:—/QVw‘Vw+/anw‘DNwds
= ——/an‘Vw=-—/n|Vw'|2$0
dw 1d

Por outro lado, i ./n (w™)? em consequéncia, /n (w™)? é nao-crescente
em t.
Como w(0) = 0 segue que w~(0) = 0 e portanto, w™ = 0.
Logo, w(t) > 0 em § e para todo t > 0. Isto é, w(t) = v(t)|a — S(¢)|%| > 0 ou
seja, v(t)la = S(t)|Y| >0
Segue entao que
1

s [l
(4nt) 16D

(23.12)  [|IS@ILllze < llv(®)lallze < (o)l <

De (2.3.8) e (2.3.12) temos
1

——[Iblle v € D(4)

ISeyéllr < oy

Para finalizar, seja ¢ € Co(?) qualquer. Como D(A) é denso em Co(Q) existe
Pn € D(A) com 9, — 1 em Co(Q).

Para todo n temos
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| S(t)gn — S@lIzs < I5(E)n — Wllz» <
< n =l = (L Wa(@) — $(@)Pda)* <
< sup o — 9I( [ dz)7P = Il — $llu= [

Assim, ||S(t)¥n — S(t)¢|lr — 0 quando n — oo o que implica, ||S(t)n|lLr —
1S @)%l Le-
Por outro lado, ||¢, — $}|zs < sup|t, — ¥]|2]*/? — 0 quando n — oo. Logo;
[éull2¢ quando n — co. "
Para cada n é valido.
ISl < gyl

fazendo n — oo na desigualdade acima temos

1Sl < m—gwut/)nu Ve Co@) O

Lema 2.3.6 Se ), é o primeiro autovalor de —A em H} (1), entao para todo ¢ €
L ().
1S@)ellzxay < e llellzaa)

Dem: Seja f(t) = e*!||u(t)||% onde u(t) = S(t)p

d
F©) = e u®)ls + e 5 ([ u(t)zfdz)

du
= 2he™t|[u(t)|[Zs + 2N /,, uSrds =
= i ()|l + e [ ubude =
= 20 [ uf* - [ [Vuf?)
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JolVul> _ fp|Vul®, . 2 2
A = < - <
Como A, = ulenlfl AT implica que /\I/Iul /IVuI <0

Logo, f'(t) < 0, ou seja, f(t) é ndo-crescente em t. Dai,

f(8) < £(0) = [[u(O)IIZ= = Ilellzs

ou seja,

lu@)IlZ: < e7*lellZ, o

Corolario 2.3.7 Se ); é como no lema anterior e ¢ € Cy(f2) entao

ISl < Me™*lip] |-

|I2n

Onde M = exp(=*:——), onde || denota a medida de Lebesgue de 1.

Ile/n

Dem: Seja T =
4r

Para0<t<T

IS@)¢lleo < llpllzoe™Tlpllze = M7= |l

Logo,
a R/ _ _ .
15()¢lleo < eF— e[|z = Me™ ||l 0S E S T
Parat>T,,

S(t)yp=5@H)S(t—-T)y

Aplicando a proposigio 2.3.5 para p = oo e ¢ = 2 temos

1Sl = lIS(T)S(t = T)pllze < ( e |1S(t = T2

Ir T)"/q
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Pelo lema 2.3.6, ||S(t — T)¢llrz < e~ T-9)|p||L2
logo,

S(t 1 ne-
1S@®elleo < (41rT)n/4e =Dl 2 <

eA]i
1 102/

<& Mt ()1/2 2/n

-~ n € IQI 0 = ———— A .t -2

@ T llellz GBS 10|l
Ao/ i

- -2
e T e lpl|Lo = Me ||| |L.

Logo, [IS(t)¢llie < Me*¥|lp]lz O
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§2.4 Equagao Nao-Linear do Calor

Este paragrafo est4 destinado ao estudo do problema nio-linear do calor (2.4.1)
abaixo, sob o ponto de vista da existéncia local e global de solugdo e um tipo de
resultado de blow-up para tempo finito.

Como antes ! C IR" é um aberto limitado do IR* com bordo 0f) suave. Con-
sideremos uma fungdo g € C(R, R), localmente lipschitziana tal que g(0) = 0.

Consideremos o seguinte problema

-‘-ld% = Au+F(u) $§x][0,t)
(2.4.1) L
ulgn = 0

onde F : Co(Q) — Co() é dada por F(u)(z) = g(u(z)).
2.4.1: Existéncia Local

Proposigio 2.4.1.1 Sejam ¢ € Co(Q),T > 0 e u € C([0,T], Co(f)). Se u é solugio
da equacao

u(t) = S(t)p + /O‘ S(t = s)g(u(s))ds, ¢ € [0,T]

entdo u é solugio do problema.

u € C([0, T, Co()) N C((0, T}, H5(R)) N C((0,T], L*(Q)) e

Au € C((0,T], L*(2))

u; = Au +g(u), te (OaT]

u(0) =¢

Dem: A aplicagio t — g(u(t)) de [0,T] em Co(f2) pertence ao espago C([0,T], L*(2))
(2.4.3)

(2.4.2)
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De fato,

I g(u(t +h)) —g(u@))li: = /n lg(u(t + h,z)) — g(u(t, z))|*dz
< /ﬂ K?|u(t + b, z) — u(t,z)|* < K? /n sup Ju(t + b, z) — u(t, z)[*dz
= K*|9||lu(t + k) — u(t)||f

_ £
Como u € C([0,T],Co(f2)), dado —klﬂll/z

entdo ||u(t + k) — u(t)||r~ < €. Portanto, ||g(u(t + k)) — g(u(t)||z2 < € se |h| < 6.
Para 0 <t < T a aplicagdo v(s) = S(t — s)g(u(s)) para s € [0,t) pertence ao espago
H}(9Q). (2.4.4)
De fato, g(u(s)) € Co(R), logo, g(u(s)) € L*(). Assim, S(t — s)g(u(s)) =
T(t - 5)g(u(s))-

Como T'(t) : L*(R2) — H*(Q)N H} () para t > 0, segue que v(s) € H} () para
s €[0,1).

Pelo item (iii) da proposicio 2.2.10 e por (2.4.4) temos que

|lg(u(s))llL2
1S(t — s)g(u(s))llm < N vl

> 0 existe § > 0 tal que se |h| < §

Tendo em vista (2.4.3), existe constante C; > 0 tal que

. e,
(2.4.5) 1S = s)g(u(s)llm < i

pelo teorema de Bochner que T'(t — s)g(u(s)) pertence ao espago L(0,t, H}(2)).

Como consequéncia,

(2.4.6) / " S(t - 8)g(u(s))ds € HY()

Novamente, para ¢ € Co(Q) e t > 0 temos que S(t)p = T(t)p € H":(Q) n
H3(9). Dai, S(t)¢ € H3(R) para ¢ € Co(f). Entéo, como u(t) = S(t)p + /0 S(t -
s)g(u(s))ds temos que u(t) € H}() para t € [0,T] (2.4.7)
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Além disso,

le@llsy < 1Tl + / I - s)g(u(ys))llds
(2.4.5) | I‘Pl |L2 ¢eco(n)
= +] fm =

\/gj/-+cl\/—<

max(C, Cs) (75 + VA) = Ca( 5 + VA) =
1+¢

= Ca(f)<03(ﬁ)=
- % | (2.4.8)

Mostraremos agora que u € C((0,T], H}(f2)). Para isto, sejam t € (0,T] e b > 0,

IN

IA

entao

u(t+B) = u(t) = (S(t + kYo~ S()e) + [ (S(t+h~ s)g(u(s)) = S(t  s)g(u(s))ds

+ St + b — s)g(u(s))ds

Dai,

lu(t + k) = u(®)llag < 1St + Yo = S(t)ellag
+ [ 1S+ b= s)g(u(s)) - S(t = )g(u(s)llmyds +
+ / I1S(t + - 8)g(u(s))llzgds <
' 11S(+ R — Sl + [ 115(2 + b~ s)g(u(s)) ~ S(t = s)g(u(s))llmgds +
NN

Vi+h-—3s
+ /0 1S(2 + k — 8)g(u(s)) — S(t — s)g(u(s))llds + 2C,vh

= ||IS(t + k)p — St)ellm +
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Como ¢ e g(u(s)) pertencem a L?(f2) para todo s € [0,T], pela proposigio 2.2.10,
item (v) temos que ||u(t + h) — u(t)||z; — 0 quando k — 0.

Como g é lipschitziana sobre conjuntos limitados de JR e a imagem de u(t) é
limitada em IR para cada t € [0, T, segue que g é lipschitziana sobre a imagem de u
em JR. Como consequéncia g é diferencidvel quase sempre sobre a imagem de u(t),t €
[0, T]. Dai, como g(0) = 0 e u(t) € HA(R2) par t € (0, T] segue pela proposicao 1.2.5
(regra da cadeia) que g(u(t)) € Hy(Q2) e Vg(u(t)) = { g'(u(t))Vu(t) ’ZE:; gJNV
onde N é o conjunto de medida nula onde g nio é diferenciavel. ,

Além disso,

(2.4.9) llg(u(ENleg <
De fato,

Sla

lg(u()Ilyy = IVg(u@®)IEs = [ IVgu(t)Pda
= /Q\N l'(u(®)) V() *dz = /Q\N l9'(u(t)) PIVu(t)Pdz =

= "(u(t, z))}|Vu(t,z)|*d
S 18l 2 PIV 0t ) Pz
Como g é lipschitziana sobre a imagem de u existe constante K tal que |¢'(u(¢, z)| <
K para (t,z) € [0,T] x Q tal que u(t,z) ¢ N.
Dai,

, < 2 1/2 —
ol < K(f  IVult,2)do)

, e kC, C

= 1 & —=—

Kl < ot =

Aplicando novamente a proposi¢io 2.2.10 temos que AT(t)p € L*(2) e além disso,
- <
”AS(t s)g(u(s))”Lz = \/t—-_-—.;\/.;

De fato, aplicando o item (iv) da proposi¢do 2.2.10 para a condigao inicial

u(s 1 C
g(u(s)) € HA(®) temos [IAS(E — s)g(u(s))llza < ”"‘\/ﬁ_j)'s'”t’ < ez (2410
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Entao como,

Au(t) = AS(t)e + | " AS(t — 8)g(u(s))ds

Segue que Au(t) € L*().

Portanto, u(t) € {u € H}(Q);Au € L}(Q)} = H*Q) N H}(N) para todo
t € [0,T]. :

Dai, u € C([0,T], H*(22) N H}(N)). De fato, utilizando o fato que zero nio
pertencé ao resolvente de A : H3(Q) N H} — L*(R), isto é, existe A~ : L2(Q) —
H*(Q)N H)(Q) e A~ € B(L*()) temos

I u(t+h) = u@)llge = [JAT(Au(t + k) — u(t))]|# <
< lATH1Au(E + b) — Au(t)]lz2

basta entdo mostrar Au € C([0,T], L*(£2)). Para isso,

l|Au(t + B) — Au()llzz = [(S(R) — DAS@)ellza +
+ ‘[) [|AS(t + h — s)g(u(s)) — AS(t — s)g(u(s))ilds +

t+h
+ [ AS(E+h - $)g(u(s)llds
Temos os seguintes fatos:

i) AS(t 4+ h — s)g(u(s)) — AS(t ~ s)g(u(s)) = S(RVAS(E ~ s)g(u(s))—
—AS(t — s)g(u(s)) = (S(h) — )AS(t — s)g(u(s)) — 0 quando h — 0 em L?

i) [|AS( + h — s)g(u(s)) — AS(t — 8)g(u(s))llzs <

AS(t + k — s)g(u(s))llz= + [|AS(t — s)g(u(s))lirz <

c C
LY(0,¢).
Vithos Vicsvs - (0:2)
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Entao pelo teorema da convergéncia dominada

/ot |AS(t + h — 8)g(u(s)) ~ AS(t — s)g(u(s))||z2ds — 0 quando b — 0

t+h AS b d (2.4.10) pt+h C d
i) [NASE b= guDllds S [ s

/2
c = 2C /J = 2C —df =
/'\/.;\/T—S y=s Vvr—y y—\/_sena u‘cm\/_

t
=  2C(arc sen \/;—5) = 2C(arc sen \/t+h —x/2)

. . [th . / i _
assim %E%/t [|As(t + h — 8)g(u(s))||r2ds < }3}3 2C (arc sen e 7/2) =0

De (i), (ii) e (iii) temos que

[|Au(t + k) — Au(t)||zz — 0 quando b — 0, logo, Au € C((0,T}, L*(2)) o que
implica u € C((0,7T], H*(Q) N H{(%)).
Para finalizar, provaremos que u € C'((0, T), L(2)).

Para isto, sejam t € (0,T)e h >0

w(t + k) —u(t) _ (S(h)=1I) e S(h)—1I
h =5 Wy /o h

S(t— s)o(uls))ds
s [ S(t+ h - shafute)d (2411)

observamos que:

0 1EB s aygtutoilr = 1 [ L s(e)gtu(s))éel

= Z” /H AS(e)g(u(s))del| =

1 t+h—s
= 5[ Ste~ (t = 5)AS(t - s)g(u(s))lde <
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< 7 / 1At ~ 8)g(u(s))llzade = k||AS(E = s)g(u(s))llz2 <

€ L'(0,1).

IA

e

i6)3(S(h) ~ D)S(t ~ s)g(u(s)) — AS(t ~ s)g(u(s))
em L? pois S(t — s)g(u(s)) € H3() N H} () = D(A).
tS(llz;e (1) e (ii) segue pelo teorema da convergéncia dominada
/0 ) =T o 1yg(u(s))ds — / AS(t — 8)g(u(s))ds
em Lz(ﬂ) quando h — 0.
Fazendo h — 0 em (2.4.11) temos,

W) = AS(tp+ [ AS(t s)g(uls))ds +g(u(t)) =
= u(t) + g(u(?)).

logo, u € solugdo de

{ u'(t) = Au(t) + g(u(t))
u(0) =¢ c

Observagao 2.4.1.2: Nao é posswel utilizar o teorema 1.13.10, porque, Co(f2) nio

é reflexivo

O préximo resultado estabelece a existéncia local do problema nio-linear.

Teorema 2.4.1.3: Para toda ¢ € Co(Q2) existe uma tnica fungio u definida sobre

um intervalo maximal [0,T'(y)) solugdo de

u € C([0, T}, Co(R)) N C((0, T], Hg) N C*((0, T, L?);
Au € C((0,T], L*(12))

= Au+g(u), t € (0,T]
u(0) =

(2.4.10)
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Para todo T € (0,T(y)) e além disso, se T(p) < oo entdo ||u(t)]] = oo quando
t 1 T(p).

Dem: Dada ¢ € Cy(2), pelo teorema 1.13.5 existem T(¢) > 0 e uma tnica funcio
u € C([0,T(¢)), Co(f2)) solugio de

u(t) = SO + [ S(t ~ s)o(u(s))ds

sobre [0,T(y)) onde:
i) T'(¢) = 00 ou
i) T(p) <ocoe lim llu(t)]| = 0o

Portanto, pela proposigao anterior, u é solugdo do problema (2.4.12) O

2.4.2 Existéncia Global

Existem varias condigbes para a existéncia global da equagao nao-linear
(2.4.12). Daremos dois tipos. O primeiro tipo de resultado mostra que se g satisfaz
certas condigbes para, |t| grande entdo a solugio de (2.4.12) é global. O segundo
resultado, de natureza distinta, estabelece que se g satisfaz certas condigdes para |t|
pequeno, a solugdo de (2.4.12) com condigio inicial “pequena” é global. Necessita-

remos do seguinte resultado.

Proposicdo 2.4.2.1 Sejam T > 0 e ¢ € Co(R), u € C([0,T},Co()NC((0,T), H)N
C*((0,T), L?) com Au € C((0,T), L?) e k € C([0,T), Co(2)) tais que

{u, =Au+h Vt€(0,T)
u0) =¢

Suponha que existe uma constante C tal que
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|h(t,z)| < Clu(t,z)| sobre [0,T] x 0

entao, se ¢ > 0 temos que u(t) > 0 para todo t € [0, 7.

Dem: A idéia é mostrar que a parte negativa de u(t,z) é nula para (¢,z) € (0,T] x .
Para isto, defina f : (0,T] — R por

)= [ @ (t2) de

multiplicando u; = Au + h por —u~ e integrando em (} temos,

/n—u‘(ut—Au) =/n—u'h

ou seja

_/ _u-ut-}-/u‘Au:—/u"h
a Q Q

1d 1,
Como —/nu*u,d:z: = 55/0(11‘)2(13: = Ef (t)

temos
1, ' - -
§f(t)=—/(;u Aud:v—/nu h

Como u(t) € H3(0), pela regra da cadeia, u™(t) € Hg(Q).
Aplicando a 12 identidade de Green a iltima igualdade, temos,

1, _ o
5f(t)-/ﬁVu Vudz—/nu hdz =

~f1vut- [uh<— [uhds
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(1) <~ [ Oh()da
Assim
270 < 310 < [ (@) A(D)dz

Por hipétese |k(t,z)| < Clu(t,z)| entdo

%f'(t) < /90|u‘(t)| |u(t)|de = /n Clu~())dz =
= Cf(t)

Logo,
flt) < Cf(z) Vie(0,T)

Dai, f(t) < f(s)exp(2C(t — s)) para todo s € (0,t] mas f(s) = fo(u~(s))%dz
logo,

£@©) < ([ (w(s))dz) exp(2C(t - 9)).
Fazendo s — 0 na iltima desigualdade, temos:
1(t) < ([ (¢7)dz) exp(2Ct)
Q
Como ¢ 2 0 temos @ = 0, o que implica,
F(t) <0Vt € (0,T], isto &, /n (u= ()2 <0

Portanto, u=(t) =0Vt € (0,T] O
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Proposigao 2.4.2.2 (12 resultado de existéncia global)

Suponha que existem constantes k e C tais que
sg(s) < Cs* para |s| >k

entdo para todo ¢ € Co(f2), a solucio de (2.4.12) dada pelo teorema 2.4.1.3 é global.
Dem: Faremos a demonstragio em duas etapas.

12 etapa: Suponha que ¢ >0
Seja T < T(p) e defina h(t) = g(u(t)) para t € [0, 7]
|a(t, z)| = |g(u(t, z))| = |g(u(t,z)) — 9(0)] < klu(t,z)]

para (t,z) € [0,T] x .

Entéo, pela proposigio 2.4.2.1, u(t) > 0 para t € [0,T) (2.4.13)
Por hipéstese, para s > k,g(s) < es.

Adicionando a este fato a propriedade que g € C(R, R), e portanto, limitada

sobre [0, k], concluimos que existe constante C tal que

(2.4.11) g(s) < C+Cs, Vs>0

De (2.4.13) e (2.4.14) temos

(2.4.12) 9(u(t,z)) < C + Cu(t,z)

Dai,

(24.13)  |lg(u®)II S IC + Cu(t, )| < C(1 + |[u(®)])) V¢ € [0, T(p))

Pelo teorema da existéncia local
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u(t) = S(t)p + /ot S(t — s)g(u(s))ds Vvt € [0,T)

Logo,
@I < lgll+ [ llau(Dllds <" llgll+C [0+ lhu(s, 2)lds
Dai,
(@Il +1) =1 =llgll+C [[(1 +fu(s, 2)l)ds

Seja v(t,z) = |[u(t,z)|| + 1

Assim

ot,2) < (lgll + 1)+ C [ o(s, z)ds

Pela desigualdade de Gronwall

lo(t,2)| < (Hlell + 1) exp(ct) V € [0, T())

ou seja

llu(t, 2)| < llu(t,z)]| +1 = v(t,z) < (llel] + 1) exp(ct) Vi € [0, T(¢))
Logo, T(p) = oo.
22 etapa: ¢ € Co(Q)
Seja ¥ = ||, denote por v a solugio de (2.4.12) com condicio inicial v(0) = ¥
como ¢ > 0, pela 12 etapa, T(¥) = oco. Seja T < min{T(¢),T(¢)} = T(y).

Consideremos w(t) = v(t) — u(t),t € [0, T]. Logo,
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i) w(0) = v(0) —u(0) = |p| —¢ 20
dw dv du

ll) E = E - E = (Av+g(v)) - (Au+g(u)) =

= A(v - u) + g(v) — g(u)

Denote h = g(v) — g(u) e observemos

b, o)l = lg(o(t, =) — g(u(t,2))] < klu(t,2) — v(t, )| =
= Fklw(t,z)|
Entéo %;ﬂ = Aw+ h com |h(t,z)| < k|w(t, z)|
Entao pela proposigio anterior w(t) > 0,t € [0, T] isto é, u(t) < v(t) para todo
t € [0,T] (2.4.17)

Agora, para z = U 4+ u onde 7 é a solugio maximal da equagio

oe) = SO + [ St - 9)(—g(~o(s))ds

dv _ =
Logo, ¥ € a solugao de { a Av — g(~7)
5(0) = 9.

Seja f(s) = —g(—s) e observemos que sf(s) = —sg(—s) < C| — s[> = C|s|* para
| —s| = |s| > k, ou seja, —g(—s) satisfaz as mesmas hipéte;ses de g(s), o que implica

que , U é uma solugao global (etapa 1).

Como
~dz dv du _ _ _
) =gt = Av-9(-7)+Autg(v)=

= AT+ u)+g(u) —g(-v) e
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ii) para h(t,z) = g(u(t,z)) — g(-o(¢, z)) vale
|k(t,z)| < klu(t,z) +B(t, z)| = k|z(t,z)|

temos pela Proposicdo anterior que z(t) > 0,t € [0,7) isto é,

(2.4.18) u(t) > —o(t) Vt € [0,T]
De (2.4.17) e (2.4.18) segue que

(2.4.19) lu@I| < max{|ju(®)ll,|IR(2)]1}, ¢ €[0,T]

Em consequéncia T(p) > T(¢) = oo.
De fato, suponha que T(¢) < T(¥) = oo visto que, "l’}rr(n)llu(t)ﬂ = 00, existe
@
To < T(¢p) tal que

u(To)ll 2 max{||v(To)|l, |(To)ll}

o que contradiz (2.4.19) O

Observagao 2.4.2.3: Pela proposigao anterior, a solugao € global mas ndo neces-
sariamente limitada para ¢t > 0. Para obtermos solugbes limitadas devemos exigir

mais da fungdo g como, por exemplo, na proposicao abaixo.

Proposigao 2.4.2.4: Seja g € C(IR, R) com ¢(0) = 0, localmente lipschitziana e
para |s| > k (k > 0)

sg(s) <0

entio para todo ¢ € Co(Q) a solugio de (2.4.12) é global e para t > 0

lu(@)ll < max{k, ||o||}
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Dem: Seja ¢ € Co(R) e u : [0,T(p)) — Co(f?) solugio de (2.4.12). Seja
M = max{k,||y||}. Definimos

u(t)— M seu(t)> M,t€[0,T(p))

(2.4.20) v(t) = (u(t) — M)* = { 0 seu(t)< M

. _ 0 ses < M,
Sejaf.R-—»Rdadaporf(s)—{ s—M ses>M
Portanto, v(t) = f.u(t). Como u(t) € H}(), f(0) = 0 e f é diferencidvel exceto
em s = M, segue pela proposigao 1.2.5 que Vu(t) = f'(u(t))Vu(t) para u(t) # M e
o(t) = fu(t) € HY(®).
Multiplicando

u; = Au + g(u)
por v = (u — M)* temos
(u— M)y, = (u— M) Au+ (u — M)tg(u)
Dai,
(= MY* 2w~ M) = (u— MY* A= M) + (u — M) g(u)
Logo,
(= M)* 5 (u— MY = (u = M)*Au— M)* + (u~ M)*g(u)

Integrando esta dltima parte igualdade em € temos,

(2.4.21) /n (u — M)"’%(u _M)*t = /n (u— M)*A(u — M)* + /n (v — M)*g(u)

como v = (u — M)t € H}(f), pela 12 identidade de Green temos,
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(2.4.22) fw=m*aw- M)+ = — [(V(u— )"y

Lt 14 — M2
De (2.4.21) e do fato que /ﬂ(u M) (u M) 2dt/[(u M)7)? segue que
(2.4.20) escreve-se como:

537 L) = MY = [ (V) = MY P 4 [ (ult) - M)*g(u(t)) =

- [(V(u@)-my Y+ | (u(t)—M)*g(u) < (u(®)+M)* 9(w)

{z€a/u(t)2M} {=€Q/u(t)2M}
Para u(t) > M = max{k,||||} implica u(t) > k, o que por hipdtese implica
g(u(®))u(t) < 0. Logo, g(u(t)) < 0.
Dai,

5 L@ -2 P [ () - M) o) <0

Portanto, a funcdo A(t) = /{)((u(t) — M)*)%t € [0,T(¢)) é ndo-crescente em t.
Logo, h(t) < h(0) = 0 entao,
JACORIANE

Ou seja,

(2.4.23) Cu(t) <M
Anélogamente, tomando v(t) = (u(t) — M)~ temos que
(2.4.24) u(t) > —-M

Portanto, de (2.4.22) e (2.4.23) temos que |[u(t)|] £ M = max{k, ||p||} para todo
t€[0,T(p)),isto é, T(p) =00 O

A proposigio a seguir é o segundo tipo de resultado que garante a existéncia global
da solugio de (2.4.12)
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Proposicao 2.4.2.: Seja g € C(R, R),g(0) = 0, localmente lipschitziana e para
[s] <pee>0

lg(s)] < kls|*+*

Existem 6 > 0, u > 0 tais que para qualquer ¢ € Co(f) com ||¢|| < é a solucio de
(2.4.12) é global e

lu@)ll < ™, vt 20
onde ), é o primeiro autovalor de —A
2/N
Dem: Seja M = exp (MQL—)

Defina

k
0(s) = -ALSH" —sparas >0
5/\1

seja a = min 6(s) = 0(sq) para s > 0. Escolha 0 < é < min(—-%,so) e seja
#(s) = Mé + 6(s) para s > 0.

Notemos:
i) ¢(0) = MéE>0

i) d(so) = M6 +68(s0) = M6 +a < M(—%) +a=0
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Logo, pela continuidade de ¢, existe ';z € (0,s0) tal que ¢(u) = 0.

Como:

iii) ¢(8) = M6 +6(8) = M6g£6‘+’—6 > Mé—6=(M~—1)§> 0 pois, M > 1
1

iV) 6 < 3
temos que 6 < pu.

Visto que ¢(s) = M6 + 6(s) implica que o primeiro zero de ¢ tende ao primeiro
zero de 8 quando § — 0, isto é, ¢ — 0 quando § — 0. Logo, é possivel tomar
suficientemente pequeno de modo que u < p. Pelo teorema 2.4.1.3, existe u solugao
de (2.4.12) definida no intervalo maximal [0,T(y)).

Defina

T' = sup{t € [0, T(¢)); e**|lu(s)l| < p, 5 € [0,2)}

Como [|u(0)|| = [l¢|l < 6 < p e u € C([0, T(¢)); Co(€2) segue que T" > 0.
Seja t < T, pela proposigao 2.4.1.1

u(t) = SO+ [ S(t — s)g(u(s))ds

é solugao de (2.4.12).
Dali,

eIl < ISl + [ 1S = s)ou(s)llds

Pelo coroldrio 2.3.7 temos que
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t
@Il < 1M igll+ [ Mem ¢ lg(u(s))]lds =
t
= (Mgl + [ Me*llg(u(s))llds)

Logo,

t
M lu(t)l| < Mllpll+ [ Me>llg(u(s))llds

Observamos que para todo s € [0,t)

lu@s)ll < e llu(s) S <

Logo, pela hipétese, |lg(u(s))|| < k|fu(s)|[**

Assim,

MO < Mgl + ME [ u(e)|ds =
= Mllgll+ Mk [ e |us)l) ds <

t
< Mgl + Mk / e~Merlteds =
0

: Mkt
= Milgll+ Mk [ emerds = Mgl + ——(1 - &) <
. JO

Mk Mk
< Mé4+ UF 14e _ ME 14e —net _
< + /\16# )\16” e

Mk Mk
= Mé+ — 14e _ _ 2 h Me —Aet

+ Aleu ”+I‘ . Alsu [4

— Mk l4e _—Met __ Mk 14 _—)et
= ¢(#)+#—/\l€# e = = TN <

Logo,
eM!||u(t)|| < p para todo t € [0,T")
Se T' < T () temos por continuidade que existe n > 0 tal que
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e**||u(t)|| < p paratodot € [0,T' +7)

O que contradiz a defini¢do de T”, logo, T" = T'(¢) = oo e

[lu(t)|| < e**u para todo t € [0,+00) O

2.4.3: Explosao para tempo finito (“blow-up”)

Existem varios tipos de resultados de blow-up para a equagao do calor como,
por exemplo, descritos em [Fujita], [Levine], [Sattinger].
Aqui apresentaremos um simples resultado fornecendo uma condigao suficiente

para o “blow-up” das solugdes.

Proposigao 2.4.3.1: Seja ¢ € C(IR, IR), g(0) = 0 e localmente lipschitziana. Su-

ponha que existem a, 3,€ > 0 tais que
g(s) > as'** — Bs para s >0

Seja A; o primeiro autovalor de —A em H}(2) e seja ¢, a correspondente autofuncao
ta.lque¢1>0emﬂe/n¢1=1
Se ¢ € Cy(N) satisfaz

a)<p>0em$}e
b) [o 2 (RLE Ly

entao a solugio de

Dos Autgw ()
(2.4.24) u(0) = ¢ ()
ubn = 0 3)
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“explode” para tempo finito, isto é, T'(¢) < +o0 e limy1(y) |[u(t)]| = +oo.

Dem:
Para todo t € [0,T(y)), u(t) > 0 em (2.4.25)
De fato, multiplicando (1) de (2.4.24) por u~ e integrando em §2 temos,

/ﬂu"u,=/ﬂu’Au+/ﬂu"g(u)

Assim,

1d [, o . o
sqp f @) == [ 1w+ [ ww)
Como g é lipschitziana e g(0) temos g(u~(t)) < Ku~(t)

Portanto,

22 [wor <k [y

Logo, integrando (2.4.26) em [0, t] temos,

(2.4.26)

312- /Q(u‘(t)fdz < /0 (K /n (u(s))%dz)ds = K /ot( /Q (u™(s))?dz)ds

pois u(0) = ¢ > 0.
Pela desigualdade de Gronwall

/n (u=(t))%dz = 0

Logo, u~(t) = 0 para todo t € [0,T(y))
Defina,

f®)= [ utyrdz parat € [0,7(v))

Por (2.4.25) e pela hipétese que ¢; > 0 em Q temos que f(t) > 0 para todo t €
[0,T(¢)). Por um célculo facil,
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F©) = =2fW) + [ ou®brde 2 =+ D) +a [ u(®)*4

Pela desigualdade de Holder

(2.4.27) @) 2 FO= (M + B) + af(t)], Vt € [0,T(y))
seja T = sup{t € [0,T(y)); f'(s) > 0 para s € [0,t)}

Como f(0) "€ f(O)[~(\ + B)+ af(0)] =

= ([ee)l-0u+B8) +a( [ eyl >

> AEEH-Ou 4 a) +al P =0

implica que T > 0.
Se T < T'(¢p) temos que f(0) < f(T') visto que f'(t) > 0 para todo t € [0, T(p)).

Assim,

10> 70 = [ o > (REE)
Logo,
fo(r) > 22X
O que implica
—(Mm+B)+af(T)>0

Entéao por (2.4.27), f/(T') > 0. Pela continuidade de f’ existe 5 > 0 tal que f'(t) >0
para todo t € [0,T+7), o que contradiz a definigdo de T', logo, T = T'(¢) e, portanto,
f'(t) > 0 para todo t € [0, T(p)).
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A
Seja 6 > 0 tal que (@ —6)f(0)° = A + B. Isto é possivel pois f(0) > (“—_"1: ﬂ)}

por hipétese.
Por (2.4.27) temos

Fi®) 2 fOI=(M+B) +af ()] = f(O)—(M +B) + (a = 8)f(t) +
+ 8f°(t)]
Dai,

(2.4.28) F1#) 2 8£%(0) + SO~ + B) + (a — ) £()]

Como f'(t) > 0 para todo t € [0,T(p)) temos que f é crescente e, portanto f(0) <
f(t) para todo t € [0,T(¢)). Logo por (2.4.28) e f(t) > 0 para t € [0,T(y)) temos:

fie) > 6 () + fFO[-(M + B) + (a— 6)f(0)] =

= se()
Assim
f'(t)
f1+:(t) > 6
Logo, '
d -1 e i
4 (2.4.29) 7 —e—f(t) ) > dt(&t)

integrando (2.4.29) em [0,1],t € [0, T(¢)) temos

1., 1.,
—2 I+ 0 > o

Logo,
1 - l —e .
~fH () < ZFH0) - ot
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Dai,
1., 1.,
[ +8t < —f™(0), ¥t € [0,T(v))
Entao,
1
6t < —f7%(0) , ¥t € [0, T(¢))

Assim, T(p) < +00. O
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