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RESUMO

A estimacio de ¥, a média de uma variavel ¥ numa populacio finita,
€ o problema mais frequente e corriqueiro em planos amostrais. A partir de uma
amostra aleatoria simples, com ou sem reposicio, a média amostral ¥ € o estimador
candnico empregado. Suas propriedades estatisticas sdo interessantes e podem ser

estabelecidas de forma simples e elegante.

Nasua simplicidade, ¥ tem, naturalmente, limifacoes. Estas limitacSes
foram sendo atacadas por diversos meios, e a literatura apresenta uma abundancia
de alternativas, algumas gerais e outras voltadas a contextos particulares. O Es-
timador de Razdo (ER) ¢ uma opgdo pratica, versitil ¢ altamente eficaz, sempre
que se dispde de uma varidvel de apoio X, com média populacional X conhecida e
bem correlacionada com Y, de forma que a populagdo possa ser considerada uma
amostra de wma super populacio onde Y = AX + £, onde § é uma constante ¢ ¢

um desvio aleatdrio de esperanga zero.

0O ER ¢ bastante conhecido ¢ utilizado. Suas propriedades sio apre-
sentadas e discutidas em qualquer texto de Amostragem. Ver, por exemplo, Cochran
(1977) Cap 6. Uma generalizagao do estimador de razio ¢ obtida, substituindo-se
X por sua estimativa 7 baseada numa armostra grande. A varidvel Y sé é avaliada
em uma sub-amostra. Este Estimador de Razéo Generalizado (ERG) ¢ 1til quando
X ¢ desconhecido, mas o custo amostral de X, cx, é bem menor que ¢y, o custo
amostral de Y. Sob este ponto de vista, como uma generalizacio do Estimador de

Razao, esta alternativa foi estudada por Amorim e Boché {1990). Entre as con-



clusGes principais a que chegaram estd a de que 0 ERG tem vicio menor que o ER
correspondente, e de que em se considerando os custos arostrais, o ER quase nunca
é a melhor alternativa. Mais explicitamente, se o tamanho populacional é Nem e
n sao respectivamente os tamanhos da sub-amostra e da amostra (m < n < N),

entdo, sob um modelo linear de custos a alocagio Stima (determinagéo de n e m

que minimizam a varidncia do estimador), 86 excepcionalmente escolherd n = N,
Assim, 86 excepcionalmente o estimador de razéo Yr = (7,/%,) X seria uma
alternativa methor que ¥y = (9,/%,) %.

O que acontece aqui € que, para uma amostra grande, (n grande),
¥ pode ter j4 uma varidncia t8o pequena, que aumentos adicionais em n ndo acar-
retariam melhor precisdo. Isto acontece quando N é muite grande, X ¢ desconhecido

e cx, embora menor que ¢y, nao ¢ nulo.

Nasce aqui a idéia do Estimador de Razéo em Cadeia (ERC), que éo
tema central deste trabalho. Se queremos 7 tio perto quanto possivel de X, podemos
utilizar em seu lugar um estimador de razdo de X, desde que haja uma. varidvel de
apoio, W, de custo amostral desprezivel e convenientemente correlacionada com Y
e X. O ERC, dado por ?c = {7, /Z,) (/W)W tem como ponto de partida o ERG,

¢ busca reduzir o tamanho amostral n utilizando um estimadeor mais eficiente de X,

Todos os resultados tedricos apresentados sdo estabelecidos de forma
abjetiva e provados rigorosamente. Estfo nesta categoria as propriedades estatisticas
basicas - esperanga, variancia € normalidade assintotica - do estimador, a questic da
alocagdo 6tima, e os contextos relativos a estrutura de correlagio, custos amostrais e
disponibilidade de recursos em que ¢ ERC é a melhor alternativa sobre o ER cldssico

e o ERG.

(s resultados tedricos sio abundantemente ilustrados através de sim-
ulacdes. Procuramos com 1sto melhorar as qualidades didaticas do texto, quebrando,

de tempo em tempo, a relativa aridez dos desenvolvimentos fedricos formais.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O problema mais comum em planos amostrais é a estimacio de Y,
a média populacional de uma certa vaniavel Y, numa populacao finita. A qualidade
da estimativa depende tanto do plano amostral quanto do estimador utilizado, além,
naturalmente, de depender da variabilidade de Y na populagio. Supondo-se uma
amostra aleatdria simples, sem reposicao {AAS-SR), a questdo que se apresenta éa

escotha do estimador a ser utilizado.

Assim, com base numa AAS-SR de tamanho n, retirada de uma
populagio de N individuos, tem-se como uma opcio imediata a média amostral

dada por

¥ o= - z Yi (1.1)

onde y;, ¢ = 1,...,n, s&o os valores observados de ¥ na amostra. Este estimador
¢ conhecido pela sua simplicidade e por possuir algumas propriedades de interesse

{Cochran, 1977, Capitulo 2}, sendo que



Var (7) = ~ S2 [1 - 1”—] (1.3)

onde 53 = = T (V) — V)

A prova dos dois resultados acima é simples e elegante. Para po-
pulagdes finitas, Hajek (1960) apresentou condi¢des necessdrias e suficientes sob as

quals a sua distribuigdo converge a Normal.

Por outro lado a média amostral, na sua simplicidade conceitual,
tem limitagGes. A feoria da amostragem oferece diversas alternativas vantajosas a
7, desde que condigdes especificas sejam satisfeitas. Por exemplo, com frequéncia é
possivel e conveniente estratificar a populagio antes de se sortear a amostra; signifi-
cativas redugdes de varidncia podem ser obtidas para um mesmo tamanho amostral.
Em outras situagbes, quando uma varigvel X, de baixo custo amostral e bem corre-
tacionada com Y, for disponivel, pode-se pensar em alternativas como ¢ estimador
de razdo ou de regressao. Tudo isto sem considerar as variacgtes em torno de ¥ que
buscam lhe conferir robustez, como a média winsorizada e a média podada, por

exemplo; mas nao trataremos aqui destas questoes,

Come o objetivo principal é obter boas estimativas a partir dos dados
observados, o uso de informagdes auxiliares pode aumentar a precisio das estimativas
produzidas. Em muita situages reals existe wna varidvel auxiliar X, positivamente
correlacionada com Y, cuja média populacional, X, é conhecida. Se, nestas situacdes
a populagdo puder ser considerada como uma amosira de uma superpopulacio, onde

a relacio entre X e Y, é dada por



YV =X + ¢ (1.4)

onde B > U e ¢ é um desvio aleatdrio com Efe) = 0, entdo uma outra alternativa,

que tira proveito deste relacionamento é dada por

Y, = (1.5)

8=
e

onde T € a média amostral de X. Este estimador, denominado Estimador de Razdo,
também ja é bastante conhecido e utilizado, estando clara e detalhadamente descrito
no Capitulo 6 de Cochran(1977). Aqui adicionamos o indice x para indicar um
Estimador de Razdo baseado em X como varidvel de apoio. Tal identificacdo é

necessaria porque outras varidvels serdo utilizadas neste trabalho.

Existem dificuldades dbvias no tratamento tedrico do Estimador de
Razio ?;{X , uma vez que ele envolve uma razdo entre duas variaveis aleatdrias, §/7.
Todavia estes problemas j4 foram satisfatoriamente contornados através de resul-
tados tedricos aproximados, que permitem algumas conclusdes importantes como,
por exemplo, que o BEstimador Razdo ¢ viciado, exceto para alguns tipos especiais
de populagae. Além disso, Brewer(1963) e Royal(1970), mostraram que em po-
pulagbes finitas, se a relagio entre X e Y for uma reta passando pela origem e se
a varidncia de Y em torno desta reta for proporcional a X, o Estimador de Razdo,
?}gx, é BLUE. E ainda, sob algumas condi¢des pouco resiritivas, a sua distribuigie

converge a normal{Scott e Wu, 1982},

A esperanca e a varidncia aproximadas de Y a, sio dadas respecti-

vamente por

(YR = Y (1.6)



£ 1 72
Var(Yp,) = gsi,x [1 - }J] (1.7)
onde 85, = by Th, (Yi— RBxX)?eRy = Y/X é a razio populacional,

Cochran{1977).

Em muitos casos de interesse prético, sob condigbes bastante gerals
a respeito da correlagio entre X' e Y, a varianda de Y'g,, é substancialmente menor
que & de ¥ o que faz do Estimador de Razdo uma ferramenta versatil e de grande

utilidade.

Diversas situages praticas sugerem o uso do Estimador de Razio.
Em levantamentos censitarios frequentemente ja se dispGe de dados referentes a
am levantamento anterior. Outras vezes X é a medida de uma certa grandeza
por um método pouco preciso, porém barato, enquanto Y € a medida da mesma
grandeza por um método de alta precisio, mas caro e demorado. Um exemplo
interessante de aplicacdo dos estimadores de razdo ocorre em inventdrio florestal:
Quer-se determinar o volume médio das drvores num reflorestamento de eucalipio.
A medigio do volume (V') ¢ demorada, ja a medigio do didmetro do tronco a 130 cm
da base - denominade DAP, para Didmetro 2 Altura do Peito -, € simples e réapida,

fornecendo uma varidvel de apoic X de excelente correlagdo com Y.

Vejamos um exemplo que ilustra o emprego do ER, comparando-o

com a media amostral.

Exemplo 1.1. Considere o Conjunto de Dados N2 I do Apéndice A, onde ¥ =
399.04. Suponha o problema de estimar Y, a partir de wma AAS-SR, utilizando o
media amostral § e o eslimador de razéo, ?}Eg. Para tamanhos amosirais iguais ¢
20, 40, 60, 80, 100, 150, 200 e 230, ¢ com base em 1000 repeticdes de Monte Carlo

para cada caso, eblivemos u média, o desvip pudrdo, DPuye, de cada estimador,



Estes resultados estdo apresentados na tabela abaizo, onde tambeém apresentamos
o desvie padrdo teorico de Y, , DPre:, oblido da expressdo eprozimada para
variancia, dada por {1.7). Vemos que v desvio padrdo de § € cerca de § wvezes o

desvie padrdoe de ?Rx'

Tabela 1.1. Resultados de 1000 repeticdes de Monte Carlo para diversos tama-
nhos de amosira.

n Y ?RX 7t ¥ ?Rx
20 1 Média 1 402.42 | 308.84 100 | Meédia | 400.09 | 398.86
D.Pue 46.40 ¢ 11.73 D.Pue 19,73 5.22
D‘PTeor - 11'96 D.PT.EQ,- - 5.13
40 | Média | 399.44 | 398.81 | 150 | Média | 399.16 | 388.88
D.Pre 31.95 8.37 D.Pye 15.49 4.08
D.Preor - 8.37 D.Pr... - 4.07
60 | Média | 399.41 | 398.99 | 200 | Media | 398.25 | 398.84
D.Pue 25.96 §.71 D.Prco 12.86 3.40
D.Preor - 6.76 D.Preor - 3.42
80 | Média | 398.84 | 308.71 250 | Média | 394.08 | 308.99
D.Puc 22.89 5.90 D.Pue 11.18 3.62
D Preor - 5.80 D.Pres - 2.96




Figura 1.1. Visualizagdo dos resultados apresentados na Tabela 1.1, para n=60,

190 e 200
.y . -
Média Amostral Estimador de Razao
n = 200
¥ Y ‘{d'ﬂﬂ]hb* T T i T T T ; '
304 358 376 434 452 400 300 338 376 414 457 490
n =100
1 ’ ! T ! “W 13 5 1 T T
00 338 36 414 dBE 480 300 336  avé 414 452 480
n = 6
'F’M r + e ¥ r T
400 335 379 4Alg 452 490 306 338 AT ald 452 48
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Na utilizagio do Estimador de Razdo geralmente se supde que o
custo amostral unitario da variavel X € nulo. Para ilustracéo, e ja para iniroduzir
alguns conceitos basicos que empregaremos mais adiante, consideremos o seguinte
modelo linear de custos C = C, 4+ nx.cx + ny.cy, onde ' é o custo total do plano
amostral, C, sfo os custos inicials fixos, cy e ¢y sao 0s custos amosirais unitérios
das varidveis X e Y respectivamente, ¢ ny e ny o ndmero de unidades em que X &

Y serdo medidas respectivamente.

Exemplo 1.2. Suponhamos agora que 05 cusios amosirais unitdrios de X e Y
sejarn respectivamente, cx = 1 e cy = 10, wste & X € bem mais barato que Y ,mas
ngo € grdiis. Suponhamnos ainda que a quantidade de recursos disponiveis pare esto
pesquisa seja C = 2000, com custos firos C, = 400, Desta forma, avaliando-se X
para toda a populacdo, o disponivel para ¥ serd tqual ¢ C—Cy—N.cxy = 16001000 =
600, e portanto n = 60. Por oulro lado, se todo 0 recurso € utilizade para amostray
Y, entdo n = 160. Através da tabela a sequir podemos comparar a performance dos
dois estimadores, sob a restricdo de recurses. Verificamos, que o desvio padrdoe de

7 € ainda maior que o dobro de Yy, .

Tabela 1.2, Resultados de 1000 repeticdes de Monte Carlo, considerando a
mesma estrutura de custos, O — €, = 1600, com cy = 1 e ¢y = 10,
utilizando Y e §p,. Para 7, n = 1600/10 = 160 e para Yp,,
n = (1600 — 1000}/10 = G0,

i Y,

o
n 160 60

Média | 398.88 | 398.99

DP. | 1530) 6.71
o




O Estimador de Razdo na grande maljoria das vezes representa uma
melhoria substancial na precisio da estimativa. Por outro lado, se X ndo for previ-
amente conhecido, a sua utilizagio envolve a medicéo de X para toda a populacdo.
Portanto se ¢x nio for pequeno ou ainda, se a populagao for muito grande pode ser

totalmente invidvel economicamente esta avaliacio.

Todavia, se X embora ndo sendo gratuita for consideravelmente mais
barata que Y - ¢y muito menor que ¢y - e além disso a correlagio entre X e ¥ for
grande, entdo o desconhecimento de X e portanto a impossibilidade de se usar o
Estimador de Razfio poderia ser contornada através de uma boa estimativa de X.

Esta € a idéia do Estimador de Razao Generalizado (ERG).

O ERG, basela-se nos valores de X observados nuwma amostra de
tamanho n e nos valores de Y, numa sub-amostra de tamanho m {m < n), retirada
aleatoriarente e sem reposigdo, dos 1 elementos da amostra. Formalmente o ERG

de Y € dado por

Vo = (1.8)

i I\UC?-}E
i

L

onde s indica as medidas na sub-amostra, ou seja, ¥¢ e Ts sho as médias na sub-

amostra de Y e X, respectivamente e 7 € a média de X na amostra.

O termo “generalizado” surge do fato de que o estimador de razéo
classico € o limite de Yg quandon — N, Além disse, quando n cresce de m
para N, Y varia da média da sub-amostra, 7, até Y, = %’;‘_ X, o Estimador
de Razdo também baseade na sub-amostra. Este fato sugere que as propriedades
estatisticas de Y5 devam se encontrar em algum ponto entre as propriedades destes

dois estimadores limites. A este respeito ver Amorim e Boché(1990).
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O walor esperado de Y € aproximadamente igual a ¥ ¢ uma boa

expressdo aproximada para sua varidncia é

A . i H . 1 i .
Var(Yg) = [;;; - ?—1'] S:!DX + [;; - }"J“] Sfr (}.9)

onde 82 = TN, (i~ FP/(N—1) e}, = TN, (Yi~ReX2/(N~1), Ry =
v/¥ .

Vamos ilustrar as idéias acima com um exemplo.

Exemplo 1.3. Considere ainda o Conjunto de Dados N2 1, porém utilizando ?G
para estimar Y. Mantendo o mesma estrutura de custos, ou seja, € — C, = 1600,
cx = 1 ecy = 10, e considerando a fungao linear de custos C ~ Oy = mey + ey, ou
seja, 1600=10m+n, temos vdrios possiveis tamanhos de amostra, n, ¢ subarnostra,
m. Podemos variar de n = 1000 e portanio m = {1600 — 1000)/10 = 60, ou sejq,
Ve = Vry, até n =150, m = (1600 — 150)/10 = 145, o valor de m mais prdzimo
de n que podemos chegar. Isto porque se m = 146, entdo n = 1600 — 10(146) = 140

¢ portante n < . Mas n > m sempre, pois m € uma subamosira de n.
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Tabela 1.3. Resultados de 1000 repeticdes de Monte Carlo para alguns tama-
nhos de m e n, syjeitos & O — Ce = 1600, cx = 1, ¢y = 10,

n  m E(Yg) Var(Yg) V(¥a)
1000 60 (Yg,) 39899 (6.71)*  (6.76)°
900 70 399.25 (6. 23)2 (6.58)°
890 71 39944 {6.69)  (6.57)
830 72 399.01  (6.55)  (6.57)
870 73 398.96  (6.58)  (6.56)?
860 74 398.61  (6.60)7  (6.56)°
850 75 398.90  {6.48)*  (6.57)?
840 76 399.13  (6.98)2  (6.57)
830 77 399.10  (B.70)*  (6.58)
820 78 399.29  (6.63)*  (8.58)*
810 79 398.94  {6.55)*  (6.59)*
800 80 398.54  (6.59)  (6.76)*
250 135 399.3¢ (12,10 (11.81)°
240 136 398.64  (12.46)% (12.08)%
230 137 399.01  (12.38)%  (12.37)
220 138 395.00  (12.33)2  (12.68)°
210 139 398.92  (12.33)*  (13.01)?
200 140 39890 {13.72)F  (13.37)
150 141 398.87  (13.85)2  (13.76)*
180 142 399.22  (14.49)  (14.17)°
170 143 398,77 (14.90)2  (15.09)*
160 144 399.27  (15.15)*  (15.12)°
150 145 398.60  (15.38)  (15.66)*




PPV e)

Um fato importante a ser observado em estudos amosirais € o ganho
gue se oblém, em lermos da pre.cisﬁa da estimativa, & medida que o tamanho da
amosira, n, cresce. Come a varidncia decresce com o reciproco de n, muzto frequen-
temente o cusio de se¢ aumentar n pode nde vir acompanhado de wma significative
queda na varidneia do esttmador. No caso do ERG, ¢ interessante observar como

sua varidncia decresce, para m fixo, e com n crescendo de aprozimadamente m até

N.

Para dustrarmos o comportamento da variabilidade de ?@, comparando-
o com a de _{;Rx: vamos considerar wma populacdo com a mesma estrutura de co-
varidneie que « dos exemplos anteriores, porém com N = 50000. Isto nos permitird
maior flexibilidade de variacdes de m e n, nos possibilitando estudar as proprieda-
des relativas dos estimadores considerados num contexto mais amplo. Para m = 100

observamos a seguinte situacdo:

21 I I i I i
18 -

15 "‘\,\ -

0 1060 2000 3000 4000 5000 6000

I
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Neste caso, observamos que para n = 4000 temos DP(?G) = §.16
e ao aumentarmos 1000 unidades em n, i1.é, passarmos pare n = 5000 o desvio
padrdo diminui para 6.04, um ganho wrelevante. Além disso, o minimo desta curva
¢ DP(Yg) = 5.6, para n = N = 50000 que pode ser técnica e economicemente
invidvel, Assim, buscando uma relagdo custo-beneficio baiza poderiamos oplar por

n em torno de 4000. O

Assim, no caso de termos um recurso disponivel que nos coloque
na regizo onde ja tenhamos uma precisdo aceitdvel e onde grandes aumentos de
n ndo impliquem em ganhos significativos, podemos encerrar nossas buscas. Por
outro lado, imagine que nos encontremos na regifio onde ainda ha muito a ganhar
com pequenos aumentos de n, porém o recurso disponivel ndc nos permite mais
mobilidade. Nesta situagio, o que se precisa € um estimador que desernpenhe melhor
nesta regiio que o recurso nos impde. £ neste quadro que apresentamos o Estimador

de Razdo em Cadeia (ERC).

O ERC ¢ uma outra variante do Estimador de Razio, que utiliza da
informacéc auxiliar ndo apenas de X, mas também de outra variavel, W, positiva-
mente correlacionada com X. A idéia basica é que W seja absolutamente barata,
ou, preferencialmente, gratuita. Desta forma W, a média populacional de W, pode

ser conthecida a custo desprezivel.

Do mesmo modo que o Estimador Razdo Generalizado, mede-se ¥
apenas na sub-amostra e a variavel X na amostra, obtendo-se o ERC da seguinte

forma

=

(1.10)

=
"

onde Yg £ Tg sa0 as respectivas médias de X e Y na sub-amostra, T e @ sao as

médias amostrais de X e W, respectivamente e W € a média populacional de W

A diferenga entre Y e ¥ é que o primeiro usa um estimador razdo,

14



baseado em W, para estimar X, enquanto o dltimo estima X através da média

amostral T,
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Capitulo 2

O ESTIMADOR DE RAZAO EM
CADEIA

2.1. Introducao

A estimagdo de Y, a média de uma variavel ¥ numa populagio
finita, é em geral o primeiro problema tratado numa exposigao cldssica da Teoria da

Amostragem.

A solugdo mais simples para este problema emprega a média amos-
tral 7, de uma amostra aleatéria simples sem reposigao {AAS-SR). Num contexto
particular, quando uma variavel de apoio X é disponivel, o Estimador de Razdo (ER)
frequentemente permite redugbes considerdveis da varidncia, sem implicar em custos
adicionais significatives, Quando a avaliacio de X é impraticavel por restri¢oes de
tempo ou de custos, 0 ERG se constitui numa alternativa de grande praticidade,
conforme vimos no Capitulo 1. Vimos ainda gue mesmo quando existem recur-
s0s para a avaliacio de X, o ERG pode ainda assim ser a melthor alternativa {ver

Exemplo 1.3.).
Neste capitule vamos introduzir o conceito de Estimador de Razdo
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em Cadeia {ERC). Partimos do ERG numa situagdo em que exista uma terceira
variavel, W, cuja correlagio com X pode ser utilizada para melhorar a estimativa

de X.

Assim, vamos supor que a populacio seja uma amostra de uma super

populagiae onde

Y = X + ¢
(.X:’}’W-{- 5) (2})

com ¢ « fixos e £ ¢ § independentes e com esperangas nulas.

O ERC sera util quando o custo amostral unifario, cy, for muito
malor que cx, € oy for muito baixo ou, preferencialmente, nulo. Neste caso, se
a correlacio de Y com X ndo for consideravelmente maior que a de ¥ com W,
a varidvel X se torna obsoleta, e um ER podera ser empregado usando W como

variavel de apoio.

Assim, falando ern termos puramente qualitativos, o ERC, que defi-

RiNos por

W (2.2)

<
8]
f
=
g

serd uma alternativa vantajosa quando

Cw L ey <<l oy

Corr(W,Y) << Corr(X,Y)

iT.



No proximo capitulo exploraremos mais rigorosamente estas condigdes,

Considerando-se W conhecido, o procedimento pratico inicia-se com
a retirada de uma AAS-SH de tamanho n da populagho, onde se observa X e W.
Em seguida, sorteia-se m elementos dentre os n j4 selecionados {m < n} e mede-se
Y nesta sub-amostra. Com base nos valores observados de ¥, X e W estima-se Y

via ERC, como acima.

Como procuramos sugerir no préprio nome, o ERC é um encadea-
mento de Estimadores Razio. E ficil ver que, & medida que o tamanho da amostra
se aproxima do da sub-amostra, i.6., n | m, 0 limite de Yp é YRW, o estimador de
razdo que ubiliza W como varidvel auxiliar. Por outro lado, mantendo-se m fixo, se
n T N, entao ?(; — ?in o Estimador Razao baseado em X. Esquematicamente

temos, para m fixo

2|
-]
=

? Tzr it Hf TIr et TA 8 v
=W — =W — =X
W, T, W Fy

. p— N st i, e’
Yy Y ¥ Ry

Assim, além de ser um encadeamento de Estimadores de Hazao, o
ERC esta limitado por Estimadores Razio. Este fato sugere que as suas propriedades
nao devem diferir substancialmente das daquele estimador. O exemplo abaixo ilustra

estas 1déias.

Exemplo 2.1. Vamos considergr novamente o Conjunto de Dados N2 I descrito no
Apéndice A, onde N = 1000 e ¥ = 399.04. Com base em 1000 simulacées de Monte
Carlo, caleulamos a média ¢ o desvio padrio de ?c, firando m = 100 e variando n
de m até N. Assim, pudemos observar a performance de ?c, a medida gue ele se

distancia de Y p,.. Fstes resultados estio apresentados na tabele a seguin

15



Tabela 2.1. Resultados de 1000 simulagdes de Monte Carlo para m=100 e n
variando de m a N, e correspondentemente, ¥ variando de Y p,,

a?RX‘

n | Média | D.P.
100 | 399.44 | 11.78
150 | 398.95 | 9.09
200 | 399.08 | 8.42
250 1 399.05 | T7.63
3001 398991 698
350 | 399.25 1 6.99
4001 399.13 1 6.52
450 | 398.99 ¢ 6.25
500 | 39944 | 6.09
600 1 398.95 | 5.83
700 1 398.80 | 5.55
800 1 398.98 | 5.3%8
900 | 399.10} 531
1000 | 398.86 1 5.19

Vemeos que hd uma queda aceniuada no desvio para pequenas mu-
dangas de n, na faiza de 100 até 250. A partiv dai, o ganho ndoe € tdo substancial,
sendo gue para obtermos a menor varidneia, significaria observar X pare todo N e
portanto usar W}E'"RX} representando uma redugdo de desvio padrdo da ordem de 30%,

com relagdo o n = 250, para wm gasto muitas vezes tmypraticdvel. O

18.



2.2, Propriedades Basicas: Esperancga, Variancia

e Distribuicao Assintdtica

A partir dos resultados aproximados ja conhecidos para o Estimador
de Razdo, e tomando-se as esperanga e variancia condicionals de Y | dada a amostra

obgervada, obtém-se os seguintes resultados

Resultado 2.1. A esperanca de Ye é aproximadamente igual a V.

Prova: Seja E{M}n?g /A} a esperanga condicional de f”“c dada a amostra. Considerando-
se que a amostra seja conhecida, ternos que ?L(; é, a menos da constante (W /@),
um estimador de razéo cléssico para a média amostral ¥, baseado na variavel
X, observada numa sub-amostra de tamanho m. Assim, conclui-se por {1.6)
que E(?C/A) = §.{W/%) e portanto obtém-se um outro estimador razio,
agora para a média populacional, Y, utilizando W, com base numa amostra

de tamanho n. Novamente por {1.6}, segue-se o resultado.

3

E facil verificar que, apesar de viciado, como o ER o ERC é consis-
que, af ;

tente.

Resultado 2.2. A variancia de Ye, Var(Ye) é dada aproximadamente por V(Y g),

definida por

V(Te) = [3- - »‘1—} Sho4 E - i] S3 (2.3)

k12 Ti

onde



=~

1 &
Sz . (K = EZH!Wi)z} RHJ freee
CE e

Prova: Sabe-se que \/’a,zr(_}ﬁ’w -} = E[VM(YC/A)] + Var[E (Y{"/A)] Do Resultado 2.1,
tem-se que B(Y/A) = YR_W , 0 Estimador de Razdo baseado exn W. Agora,

& W = W, 1
Var(Vo/4) = Var(Vne) = s [ - ]
onde
1 R 7
S?f-_‘r == ;1" ; Rxﬂ, R){ — %

Se n é grande, W nio difere muito de W, logo, Var(?c/A) =
Assim E[Vatr(f’"{;//l)] = 5%, [*L - f;] provando o resultado.

L1

[.¥
B
3 o
f
ERies

N

Com algumas simulagtes Monte Carle procurames ilustrar abaixo
a qualidade destes resultados aproximados. Com base nestas e outras simulagdes,

pudemos verificar que as aproximagées sdo tao boas quanto no caso do Estimador

de Razao classico.

Exemplo 2.2. Considerande ginda o conjunto de dados N2 [, fizemos simulagdes
para 1 = 10, 20, 50, 150, 200, 250, 300 e m = 2, 5, 10, 30, 50. Ng tabela a segquir
apresentamos estes resultados que mostram a performance de f/“c, bem como a gua-
lidade de V ()79) como expressdo aprozimada para Va?{'—}%(;). Para cada combinacio

de n e m efetuamos 1000 repeticées de Monte Carlo.
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Tabela 2.2. Resultados de simulages de Monte Carlo para varios tamanhos de

m a n.
m

n 2 5 10 30 50

10 | Média 398.71 403.88 402.39

DPuc(Ye) 4957 4181 3921 - i

DPror(Ve) 5043 4083  37.09
30 | Médha 100.47 40141 400.47

-

DPuc(Ye) 4346 3340 2863 . _

DPreor(Ye) 4466 3345  28.75
50 | Média 398.15 390.61 399.15 400.17 399.03

DPuo(¥o) 3802 27.98 2189 1779  16.49

DPrer(Ye) 4081 2810 2231 1740 16.25
100 | Média 398.35 400.09 398.18 399.21 399.08

DPue(Ye) 36.66 2556 19.50 13.88  12.65

DPre., (Yo} 3945 2608 10.69 1390 12.42
150 | Média 398.82 398.70 398.87 398.53 399.37

DPuyo(Ve) 3766 2500 1848 1241  11.04

DPr..(Ye) 3898 2536 1874 1251 10.85
200 | Média 397.30 398.13 399.48 399.28 399.27

DPyo(Ye) 3684 2366 1828 1187  9.65

DPr...(Ye) 3875 2500 1825 1176 9.97
250 | Média 400,23 401.22 399.73 398.84 309.28

DPyuo(Ve) 3734 2394 1749 1119 9.57
DPrer (Vo) 38.60 2478 17.95 1128 9.40
300 | Média 30820 309.15 308.77 390.16 398,70
DPyel(Ye) 3580 2458 1771 1109 9.04
DPro (Vo) 3851 2463 1774 1096 9.01




E interessante notar que

Vf? . (}%I“':lz) s + , Y o :
(Vo) = = V(i A) + v (% w) (2.4)

e portanto, que V(Yg) — V (%; X) quando n se aproxima de N. Este fato serd

utilizado na prova do Resultado 2.3

A normalidade assintdtica de um estimador permite que, para amos-
tras de moderadas a grapdes, a teoria normal possa ser aplicada para a construgao
de estimadores por intervalo e pata o teste de hipoteses. No resultado abaixo, e nas
mesmas condigdes do Teorema Central do Limite para Estimadores de Razao (Scott

e Wu, 1982}, nds estabelecemos a normalidade assintdtica do ERC.

Resultado 2.3. Sob condicoes de Scott e Wu, a distribuicio de Yo € assintotica-

mente Nornal,

Prova: Queremos provar que

Sabemos que T

temos que =W L+ X pelo Teorema de Slutsky.
i T e G2

Ainda pelo Teorema de Slutsky, concluimos que, quando n — oo,

Yo < s P
s w2, 953 (2.63
Py 1 ¥

Come demonstrado em Scott e Wu {1982), sob condigbes bastante gerals, o

Teorema Central do Limite se aplica para Y r, =

X, ou seja, quando m— o0

23,



2 G
EX -Y o

—— 2 N1 (2.7)
V(& X)
De (2.6}, vem: que, quando n — o0
D U
e (2.8)

as

(Us Ty im}_)wz
V(ZZW) = (5% +

assim de (2.4), temos que V{Y¢) — V (%i?) gquando n — o0

LW -V o
e —t (2.10)
D
s N0, 1) {2.11)
provando o resultado.
3

Vamos tlustrar a qualidade da aproximacao normal, com base em
simulacdes Monte Carle sobre o Conjunto de Dados N¥ 2. Para vévios tamanhos
i:,,.__‘.“. .n\}., LT o118t . k{t‘“’i - E‘{Jr‘{?‘ .E., \i» e }“j -
de amostra e sub-amosira, constulremos intervalos de 95% de confianca para ¥, a

partir do ERC, utilizando-se de estimativas amostrais de V{Y ) dadas por

. ooy . 1 Iy
}." ~ i (— —— -w-) ‘ "i: - (m . W_) .“':“
w¥e) m 0/ f n N Fdw
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onde

O intervalo fica entdo definido por Y¢ = ty/o(Y o), com ¢ da distri-

bui¢do t de Student com m — 1 graus de liberdade.

Simultaneamente, para comparagio, construiremos também interva-
los de 95% de confianga para ¥ em torno de Y, = %—;&X, o ER de Y baseado na

sub-amostra e apoiado em X ¢ para Yg = (%5} Z. Qs intervalos de confianga sio

definidos por "{;:-Rx + t\/v(f’_'gx)} onde v(‘};"ugx) = (i — -};) s € 3‘}‘{3 + t\!v(?g),

onde v{Yg) = (L - 1) s5 + (i - i-;) s?, respectivamente.

m n n yt

Como sub-produto destas simulacdes, obtivernos também estimati-
vas Monte Carlo de E(Y¢), E(YVry) e E(Y5). Estes resultados ilustram o compor-

tamente dos vicios destes estimadoares, nos contextos considerados.

Exemplo 2.3. Considere o Conjunte de Dados N 2 onde ¥ = 1391.24 e N =
2500. Com base nestes dades fizemos 1000 simulagdes de Monte Carle para n =
10, 20, 50, 100, e 200 em =5, 10, 20, 30 ¢ 100, onde verificamos o ndmero de
vezes em que o inlervalo de 95% de conflanca baseado na t de Student com m ~ |

graus de liberdade tanto para Y como para ¥ g, = ;Sy e Yo ndo cobriv Y.

]
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Tabela 2.83. Nimero de vezes em que o intervalo de 95% de confianga baseado
na ¢ de Student com m — 1 graus de liberdade para Y, = %X,

Yo e Y, ndo cobriu o valor verdadeiro em 1000 simulagbes Monte
Carlo para as varias combinagdes de m e n. As médias das 1000
estimativas obtidas em cada caso sdo também apresentadas. Note

que se U ~ b (1000,0.05) entdo P[37 < U < 63] = 0.9504.

T

5 1 Z0 54 10
7 Média Brrog Meédia Erros Mddia Ervos Meédin  Brros Medin  Erros
ER 138957 7
10 ERG  1388.06 86
ERC  1419.85 17
ER 1383238 87 1391.68 87
0 BERG 1401.07 53 1394.51 58
ERC 1394.78 50 1400.93 GO
R 138917 80 1388.75 87 1388.25 T1
50 EBERG 1380.64 44 L302LG6 49 1388.21 34
ERC 139232 4G 1303.13 80 1391.29 70
ER 1384.20 79 13071.92 G4 L391.67 83 1380.89 46
148 BERG 1393.33 33 1302.71 47 130067 o0 1358.60 46
EILC  1395.81 44 1303.82 58 1390.00 53 1302.01 57
EIL 1388.749 7 1389.08 67 1390.46 &4 1381.09 G 1391.73 45
200 ERG 1389.37 44 1391.08 44 1390.584 46 239251 43 1391.60 1%
BLG 13go.ee 47 1391.53 5T 139320 41 1393.18 4% 130185 18
i

Em termos das distorcées apresentadas pelo nivel de significincia

real, vemos que ¢ ERG tem o melhor desempenho, mas com o ERC vindo em

seguida, ambos desempenhando sistematicamente melhor que o ER.

Com respeito ac vicio, vemos que para amostras menores que 20, o

ERC apresenta valores sistemnaticamente altos. Tedavia, mesmo no pior caso, ele

teve pouco impacto sobre o EQIM. Vejamos este caso onde n = 10 em =35, O vicio

foi estimado em ¢ = 28.61. Mas para este caso V(i?g) = 31072.99. Este fato explica

nossa decisbo de, neste trabatho, 56 considerar a varidncia, no nos preocupando com

o BEQM, dada a pouca diferenca entre os dois, mesmo nos casos de vicio acentuado,

essaltan inda a pouca influéncia do vicio no ERC, vimos também para este
Ressaltando aind P il d ERO, P

caso, que ¢ vicio relativo, v/y/ Var(Y ), foi estimado em apenas 16.2%.
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2.3. O Problema da Alocacao: a Escolha Otima
demen

Uma etapa importante em levantamentos amostrais é a determinagio
dos tamanhos de amostra a serem considerados. Esta escolha envolve principalmente
~dois fatores: a precisdo desejada para a estimativa e a quantidade total de recursos
disponivels para o estudeo. Este dois pontos sio conflitantes, ja que um aumento de
precisao normalmente envolve também um acréscimo no custo. Deve-se, nestes casos,
buscar um compromisso adequado entre custo e precisido. Todavia, sdo frequentes
as situagbes onde o cusio envolvido na estimacdo estd fixado e portanio o que se

procura é minimizar a variancia, dentro do orcamento existente.

A precisio ¢ medida através da varidacia do estimador que esta sendo
usado e o caminho € escolher n de tal modo que se obtenha a menor variancia, sujeito
as limifagdes de custos, ou seja, fazer-se a escolha otima. O delineamento amostral
para o estimador de razdo em cadeia implica na determinagio de m e n, o tamanho

da sub-amostra e amostra, respectivamente.

Neste trabalho vamos sempre considerar ¢y = 0. O caso mais geral

onde < cw < ex < ¢y pode ter interesse pratico, mas ndo serd tratado.

Supondo o seguinte modelo de custos

C = CO + n.exy + M.y (212)

provamos o seguinte resultado:

Resultado 2.4. Considerando a fungao de custos dada por (2.12) a alocagio étima

para Y ¢ é dada pela relagio
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3
2o [Bbu = Sby o]’ (2.13)
m, SDX [55¢ )

onde n, e m, sdo as escolhas Stimas para n e m. E portanto, fazendo-se A =

(83, — S5, /5%, Hev fex)]Z, temos

ne = ALC — Cu) /ey + Aex) (2.14)

fand (C _— Oa)/Cy -+ )\.CX . (215)
Prova: Da funcio de custos (2.12) obtemos

m = ((C - Co) - R.CX)/Cy (216)

Substituindo esta expressio de m em V(Y o) como dada em (2.3), e diferenci-

ando com respeito a n, obtemos

s 1
WV(Y ) (q})w S%X) + ;;}'SEX

igualando a zero, para n = n, € m = m,, obtemos o resultado, j4 que

a* v 2 a Cx z
'C;}';.';Z—V<YC’) (gpw QX) ;TESDX (CY) > 0

. T 2
pois, por hipétese, Sp,, > 85,
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Nustrando o efeito da escolha de n e m, sujeita a restrigbes de recur-

sos, temos o exemplo abaixo.

Exemplo 2.4. Vamos novamente, como no Evemplo 1.3, considerar uma populacdo
com a mesma estrulura de covaridncia des exemplos anteriores, porém com N =
50.000. Swupondo ¢, = 0, ex = 1 e ¢y = 5, 10, 25 € 30, com C — O, = 1000
¢ 2000, oblivernos a escolha dtima de n e m e o correspondente valor de V(f;c),
Para ‘S%‘x’ 55

Y r, serta uma alternativa natural a Y ¢, celculamos também @ sua varidncia, para

v CW, Cx € ¢y fizos, n, e m, sd0 proporcionais a U — C,. Como,

n= (C—C,)/ey. Os valores encontrados estdo na fabele o seguir.
Tabela 2.4. Valores de V('"}:f’“c) para a escotha otima de n e m com ¢w = 0,

exy = 1lecy =35, 10, 25 e 50. n, e m, calculados segundo (2.14) e
{2.15}) respectivamente.

C — Cy = 1000 C — Cy = 2000
oy V(?"Rw ) Vae(Ye) mg 1y V(?Rw ) Vou(Ye) mg ng
) 69.19 40.5 107 465 34.46 25.17 214 930
10 138.66 75.7 62 380 69.19 37.71 124 76
25 347.07 140.3 29 275 173.40 70.03 58 550
5{) 694.42 2371 16 200 347.07 118.32 31 450

Nu Figura 2.1 apresentamos, sob a hipdtese de ¢y = 5 e 10 ¢ € —
C, = 1000, o valor de V(Y ) como fun¢do de m.
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Figura 2.1. V{_}%c) para C — C, = 1000 e ¢y = 5 e 10.

200
150 B

>~ 100 -

-2
50 -
0 ! | } ]
1O 44 78 % 146 180
M
|

Em situacdes onde a correlagio entre ¥ e X ndo € consideravelmente
superior & correlagio entre Y e W, e cx também nio é substancialmente menor que
¢y, pode-se imaginar que o estimador de razao usual, bascado em W, ff}gw, seja
uma opgao mais vantajosa. Por exemplo, se p(X,Y) = 0.8, p(W, Y} =0T e cy =
10,cx = 8 e ew = 0, muito provavelmente a utilizacio de ?c naon sera interessante,
pois o custo de X € quase tao alto quanto de Y e a estrutura de correlagio existente
enfre as variaveis consideradas também nio justifica a observacao de X. Nestes
CAB0S, f’:nw pode ser uma alternativa melhor que ?c. Por outro lado, se ¢x é bem
menor que cy e a correlagho entre X e W também nio é consideravelmente grande

entao ¥ pode ser uma escolha mais satisfatéria. Por outro lado, se, por exemplo,

30.



p(X,Y) = 0.9, p(W,Y) = 0.6, ¢y = 10, cx = 1 e ¢ = 0, parece natural esperar
que a varidvel X seja iitil na estimativa de ¥ via ERC. Considerando estas questdes,
tratamos no Capftulo 3, de maneira formal e rigorosa, as situagdes onde Y pode

ndo ser a melhor opgo,
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Capitulo 3

O ESTIMADOR DE RAZAO EM
CADEIA: QUANDO UTILIZAR

3.1. Introducgao

O ERC, que introduzimos no Capitulo 2, pressupde a existéncia de
duas varidveis de apoio, X e W. A conveniéncia do ERC para Y, em lugar de seus
competidores imediatos, S%:Rm ?Rw, —5.7{;', depende da estrutura de covariancia entre
W, X e Y, bem como dos custos unitarios ¢w, ¢x € ¢y, como vimos no Exemplo
2.4. Naqule caso, para p(X, Y} = 0.9658 e p(W.Y) = 0.8579 o ERC teve eficiéncia
alta com relagio a _.}a}.RW para todas as alternativas consideradas de ¢y ¢ cx, mas a

eficiéncia caiu com & queda de ¢y para cy fixo.

J4 no Capitulo 2 sugerimos de maneira informal ¢ qualitativa, que
condigbes devem satisfazer as correlagdes e os custos, para que o ERC seja a melhor
alternativa. Em particular, é bastante dbvio que se p(¥, X} ndo for significativa-
mente maior que p(Y, W), a varidvel X fica obsoleta, e 0 estimador de razdo apoiado

em W deverd ser o escolhido. E mais, a superioridade de p{Y, X) sobre




p(Y, W) deve ser t4o maior quanto maior for cx, para ey fixo. &)

Neste capitulo vamos procurar ampliar e aprofundar estas analises,
buscando maior rigor. Vamos aqui desenvolver um roteiro simples de analise que
permita avaliar objetivamente os ganhos implicados pela inclusio da varidvel de
apoio W, via ERC, na varidncia do estimador de Y, bem como a influéncia dos

parametros de correlagdo e custos nesta decisao.

3.2. Comparando ?C‘ VS. m}%RW

Vamos comparar o ERC com o ER baseado em W porgue eles sdo
claros competidores. Queremos aqui determinar as condicOes necessarias para que a
consideracio da varidvel X seja de algum valor na redugio da variancia do estimador.
Assumiremos que cy = 0, de forma que queremos determinar em que condigoes vale
a pena desviar algum recurso da medigdo de Y, para medir também valores de X,
Consideremos, para comparacao, que a alocagdo 6tima foi feita para o ERC. Assim,
se C, = C — (,, a quantidade total de recursos para amostragem, entido n = C /ey
é o tamanho amostral para o ER baseado em W, e 1, ¢ m, sdo a alocagio &tima

para o ERC. Provamos o seguinte resultado:

{1 £ interessante notar aqul que para cw > O, surgem diversas alternativas
curiosas, como ¢ uso de uma estimativa amostral de W, segundo a mesma idéia bisica do ERG:
L5 259 B se uma quarta varidvel, Z, fosse disponivel, até mesmo um outre ERC, Les Lo 2z,
e assim por diante, oade ss representa “sub-sub-amostra”, Conceitualmente, pelo menos, podemos
extender esta cadela ilimitadamente, encaixando sub-amosira dentyo de sub-amostra. O estudo
das propriedades bisicas de cada estimador podera ser desenvelvido de forma semelhante. Embora
nio esperemos grande interesse pratico nesies estimadores, imaginamos que possam apreseptar

algum valor tedrico.
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Resultado 3.1, O ERC tem varidncia menor que o ER de mesmo custo, baseado

em W, se e somente se

Sy _ Mo g _
SQDW Ny — M, N 7
Prova: De (1.7) e (2.3} temos que
= A SR Y o 13\GE
V(o) . (mma)Oox + (5% )00y
V(YR%!] (%“%}—)Snw
o) 53, . (o
B ('IT“"}%") SDW ?117“7%7'

entdo V(?(;) < V(f’?gw) se

b1y Sh, 11 11
[(mo“;:) sgw*"(a;“ﬁ)]/(rﬁ)“

ou

e o resultado segue.

No exemplo abaixo ilustramos este resultado.

Exemplo 3.1 Considere o Conjunie de Dados N? 2, onde N = 2500, com € —
Co = 2300, ¢y = 20, Para aqueles dados p(Y, X)) = 0.9735, p(W.Y) = 0.7775 ¢
p( X, WY = 0.7989. Assim, usendo-se um ER apoiado em W, teremos uma amos-
tre de tamaenho 115 e V(?RW) = 2372.18. Para este dados lemos S%xfﬁ%w =
25017.41/285956.41 = 0,0806. Para diversas hipoleses sobre ¢y, vejamos o valor de
V(?C) e de 7.
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Tabela 3.1. Alocacio 6tima de n, m e V(?c)? para varias suposigbes de ¢y e
para oy = 20, p(¥, X) = 0.9735 e p(W,Y) = 0.7775.

x i 2 3 4 5 6 7

n, 960 580 420 335 284 240 500
M 67 57 52 48 44 43 45

y  0.5513 0.4407 0.3748

(.3200 0.2694  0.2373

0.2146
V(Ye) 543.32 788.65 1003.17 1201.80 1390.28 1571.84 1761.75
x 8 g 10 i 12
T 190 150 160 140 135
e 39 34 35 38 34
~ 0.1684  0.1316

0.1096 0.0810  0.0585
ValYe) 191879 2092.56 2251.36 2483.54 2574.11

Figura 3.1. V(?(;) e V(?G) para ¢y variando de 1 até 17.
2500

250C
-
V(ng}

1500

500

Vemes que para cx > 10, a inclusdo de X se torna prejudicial. 4
curpe superior dd o valor de Y5 para a alocagdo élima.
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Para a mesma situagdo de custos, consideramos uma populagio onde
p(X,Y) = 0.8038 e p(W,Y) = 0.6990, §§ = 16575.42, S, = 9317.65 e .S_%X =
5865.90 e portanto V(Y p,, ) = 80.84. Neste caso, as condicdes em cx para que ?c

seja vantajose, sio mais severas, conforme vemos na tabela e figura a seguir. Aqui
bx/Sh,, = 5865.90/9317.65 = 0.6295

Tabela 3.2. Alocag¢do dtima de n, m e V(?g), para véarias suposicoes de cy e
cy = 20, para p{¥, X) = 0.8038 ¢ p(W,Y) = 0.6990.

cx i 2 3 4 3 6
Ty 340 230 180 150 128 110
M, 98 92 38 35 83 82

~ 0.7923 0.6667 0.5406 0.,3980 0.2085 -
V.{Yc) 4260 7504 8211 8830 9391 99.19

cx 7 8 9 10 11
n, 100 95 100 82 50

My 50 77 70 74 71
5 . . . - "

V,(Ve) 10411 10879 114.60 117.64 122.04

Figura 3.2 V(?c) e V(?G) para ¢y variando de 1 até 11.
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Vemos que para cx > 2, a inclusdo de X ja se torna prejudicial.

Novamente, curva pontilhada dé o valor de Y ¢ pare n alocagio dtima.

3.3. Comparando ?(; VS, ?G

Vamos agora comparar o ERC com seu outro competidor natural, o
ERG. Em ambos o0s casos estamos tentando uma aproximagao do ER, ?Rx = %“X
No primeiro caso X ¢ substituido por seu estimador 7. E claro que a qualidade do
ERG melhora, se aproximando do ER classico, 2 medida que a precisio de ¥ melhora.
Este aumento de precisio é alcangado com um aumento do tamanho arnostral n.
Alfernativamente, podemos alcancar esta melhora substituindo ¥ por {F/w)W. No
exemplo abaixo, comparamos a varidncia do ERG e do ERC, para a mesma situagao
considerada nos Exemplos 1.3 e 2.3. Antes porém determinamos a condicao formal
para que V(?g) seja menor gue V(?G). Seja C.V{Y) o coeficiente de variagio de
Y, definido como \/SE /Y. Analogamente definimos os coeficientes de variagio de X

e de W.

Resultado 3.2. A variancia de ?C dada por V(?(;), é menor que V{Yg) se e

somente se p{W, Y} > %

Prova: De (1.9) e (2.3}, temos que V(?c) < V(?(;) se ¢ somente se S5, < S}

Mas
Sh, < S} implica
S‘;}z "+‘ any Sfy e 2 Rﬂ! ﬂ({”Vi }/)SW’ SY < S;‘Ef
ou
CV.(W)
Wy e a—
PWY) >
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Exemplo 3.2. Considere o Conjunto de Dados N® 2 descrito no Apéndice A onde,
Y = 139124, p(Y, X) = 0.9658, p(Y,W) = 0.8579 e p(X, W) = 0.8736. Porém
vamos considerar como ne Exemplo 1.3 que N = 50.000. As duas curvas a seguir

déio V(f}-{;) e V(?c) pare m = 31 ¢ n crescendo a partir de m.

Figura 3.3. V{?c) e V(“}:—;C;) para m = 31 e n variando de m até 1000.

16500 ; l : ;
V{¥gl

VG A p—
Ve R p—

\
!
i
\
vt |\

W
——

B350

iy
200

A diferenga da curva superior para a curve inferior represenia wm
Lmite inferior pare ¢ ganho decorrente da inclusdo da vaeridvel W, Supondo wma
configuragdo de correlagdes, cuslos e recursos que implique numa alocagdo dlima
PaTq ?(;: dada porm = 31 en = 230 - Por ezemplo, C—Co = 1000, ¢y = 10, cx =3
e oy = 0 - vemos que a inclusdo da varidvel de apoioc W assegura, de imediato, uma
reducdo da varidneia de 2866.60 pare 1960.93 (Linha de A para B). Esta reducio
na variancia poderia ler sido oblidae sem a varidvel W, mas pelo aumento de n de

ng = 230 para ny = 355. Concluimos assim que o valor de W pode ser medido
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agqui por {ny — nglex. Por outre lado, percorrendo a linhe AD, mantemos a mesmaq
varidncia e economizamos no tamanho da emostra. Este cai de n, = 230 para
ng = 127, representando assim uma economia de cx(n, — ny), numa outra medida

do valor de W,

Se, alternalivamente, a alocagdo diima fosse mais deslocada para
direita, o que ocorre em situagbes de grande disponibilidadede recursos - Por ezem-
plo, C — C, = 9100, ey = 100, cx = 1 e n = 6000 - @ inclusde de W nde re-
presentaria grande ganho absoluto em termos de variabilidade. Contudo ela pode
implicar em considerdvel ganho financeiro. Para este exemplo, onde n = 6000, {em-
se V(_}A}-G) = 904.36 ¢ V(?c) = 873.67. Portanto, a inclusdo de W permite uma
redugdo de varidncie de apenas 3.47%. Porém, usendo W, poderiamos reduzir n de
6008 para 3513 mantendo o varidncia constante igual a 904.36. Por oufro lado, «
reducdo da variincia em 3.4%, sem W, 56 seria consequida com um eumento de n .

de 6800 para 9875.

Assim, vimos gue a importdncia financeirg absoluta da inclus@o de

W foi bastante afctada pelo deslocamento do ponto élime. O

No exermnplo anterior, incluimos W mas mantivemos a mesma alocagao
Stima para o ERG. Com o ERC a alocagio otima pode ser outra, com variancia
ainda menor. Considerando a mesma configuragdc de custos e correlagées, ou seja,
C—Cy = 1000, ¢y = 10, cx = 3, e = 0, p(X,Y) = 0.9658, p{X, W) = 0.8736
e p(Y, W)} = 0.8579 & alocagdo Gtima para o ERG € n, = 230 e m, = 31 com
V(?g) = 2866.60. Incluindo W, a alocagdo 6tima para o ERC é n, = 210, m, = 37,
com uma variancia igual a 1933.03, implicando numa redugdo de aproximadamemte
33%. Se, aliernativamente, cy = 5, ¢x = 1 e ey = 0 entio a alocacdo dtima para o
ERG seria n, = 660 ¢ i, = 68, com V(?c;) = 1082.30. J4 para o ERC, n, = 590,

m, = 82 implicando em V(Y g) = 751.09, portanto uma redu¢io em torno de 31%.

A partir das idé€iag discutidas acima desenvolvemos a alguns resulta-
dos que estao apresentados a seguir. No Resultado 3.3. calculamos o gquanto custaria

utilizar o ERG, exigindo que a sua varidncia seja igual ac do ERC, para a alocagio
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dtima sujeita a um dado recurso. Isto nos possibilita computar o gasto adicional a

esse recurso disponivel se optarmos pelo ERG.

Resultado 3.3. Seja T{,;(?c) = ., para O — ), = C, dado pelo modelo de custos

(2.12). Para que & varidncia de Y seja igual a ¢, temos que :

2
a) m* = Snxiﬁy-f'»\c;cx)

“Y{""C‘{”Si’fm

mPey (et Se /N Hmex (85 -S5 ) -erSp,)

m{petSy/N-Sp

b) (C-C) =

onde Ag é igual a {2.5), substituindoe-se S}, por 8} e m* é o valor de m que minimiza

(C— ).

Prova: Igualando V(‘?C;) a . e usando modelo de custos dado por {2.4) temos

85, + °x- (Sf _ SZDX) 5y

m C-CF —mey TN (3:3)

isolando & esquerda os termos com (C — C,)*, obtemos (3.2). Derivando (€
)" em relagdo a m e igualando a zero obtemos a seguinte equagdo de segundo
grau

ey (oSN m*—2.8F ey (pe+Sy/N).m—(cxSh, (8% 5%, )—cvSh,) = 0.

Cujas raizes sao

e = S%X(CY + Agex ) o SE)X (ey — Agey) (3.4)
1= 2 = . :2
ey (e + S§/N) ex{¢c + 5S¢ /N)
Sz
Como m > 5 para que m < n, entao o tamanho da sub-amostra que
Wc{'S;}xﬁN

dard o minimo de (C — C,)* é m” = m, em {3.4)
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O Resultado 3.4. caminha no sentido inverso e oferece um meio de
calcular a diminuicdo de custos ao usarmos o ERC ao inves do ERG. Isto quando
fizermos a alocagio Stima para o ERG e a varidncia obtida j& for satisfatéria, cal-

cularmos o recurso necessario para que o ERC produza a mesma variancia.

Resultado 3.4. - Seja Vm(?@) = @q, para C — €, = C,, dado pelo modelo de

custos (2.4). Para que a variAncia de Y ¢ seja igual a ¢g , temos que :

8% {ev+heex)

a;y mt o=
) ex{9a+3py, V)

m¥ey (wa+Sp V) +mlex (S ~Spy )-erShy
m(‘\pG'{“Szﬂw.’{N}“ i)x

b) (C—C) =

onde X, é dade por {2.5) e m* é o valor de m que minimiza (C —C,)".

Prova: Igualando V{?AC) a g e usando modelo de custos dado por (2.4} temos

Sh, . ex{Sb, —5b.) 5%,
o — 3.7
m (C—~C 7 —meey i N (3.7)

*

isolando os termos com (C — C,)* & esquerda obtemos {3.6}. Derivando
(C — C,) em relagdo a m e igualando a zero obtemos a seguinte equacao de

segundo grau

Cy(pg‘-{-SEQWfN)?.?nz——Q.S%X.Cy(f{)(;%-*sgjw/.f\").:-'n--(cXSE)X(S%Wmslz:;x)—C}rS%X) =0

CUJas TAIZes SA0

Sholey + Aeex) S ey = Accx)

My = —= : . (3.8}
ey(pa +55,/N)  cvlpe + S5, /N)

?TEI -
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5%
mas m > m para que m < n € portanto ¢ tamanho da sub-amostra
que dard o minimo de (C — C,)* é dado por (3.5).

0

Os resultados apresentados no Exemplo 3.2. poderiam ter sido ob-

tidos aplicando-se diretamente estas expressoes.

3.4. Conclusao

O ER é uma ferramenta simples e bastante utilizada em planos amos-
frais. Seu tratamento tedrico oferece alguns problemas, mas suas propriedades as-
sintoticas sdo rigorosamente estabelecidas e seu desempenho para pequenas amostras
é suficientemente bem descrito por um conjunto de resultados aproximados que, na

maioria das vezes, apresentam desempenho adequado.

O ERC amplia de certa forma a variedade de situagtes praticas onde
a idéia basica do ER pode oferecer contribuicdo. Suas propriedades assintoticas sdo
bem estabelecidas, e como no caso classico, os resultados aproximados para peguenas

amostras sio em geral bastante satisfatdrios.

A conclusao a que se chega € que, de um modo geral, o BRC apre-

senta para pequenas amostras limitacdes da mesma ordem que o ER.

Quanto ac vicio, diversos procedimentos alternativos existem para
sua redugdo, conforme discutido em Cochran {1977). Esses procedimentos podem,
em principio ser adaptados para o caso do ERC. Em particular nds aplicamos ¢
Jackknife, Quenoulli (1959}, Durbin (1959}, Miller {1974}, no Exemplo 2.3, visando
reduzir o vicio observado para pequenas amostras. Reamostrando na sub-amostra,
construimos o astimador f’_}g “Jackknifed”. Verificou-se uma substancial redugdo do

vicio, mas as custas de um intolerdvel aumento da varidnecia. Paran =10, m = 3§
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e para n = 20, m = 10, efetuamos 1000 repeticdes Monte Carlo e obtivemos os

seguintes resultados

Ve Yo Jackknife
noom Média Variancia Média  Varidncia
19 5 1413.59  31429.12 1391.90 104396.04
20 10 1402.16  16130.15 1389.20  93298.14

Trabaltho de malor profundidade pode ser desenvolvido nesta dire¢éo,
talvez com diferentes alternativas de aplicacio do método Jackknife, ou ainda pelo
emprego do Bootstrap, Efron (1979). Mais especificamente sobre o emprego do

Bootstrap em Estimadores de Razdo ver Biscola (1985).

Uma outra direcdo de possivel interesse consiste na generalizagao de
ew, considerando § < ¢ < cx < ¢y. A questio da alocagio 6tima deve aqui ganhar

algumas conotagbes novas,

No Capitulo 3 procuramos desenvolver critérios formails para decisio
entre o Estimador de Razio em Cadela e seus competidores naturais, o Estimador
de Razdo baseado em W, e o Estimador de Razdo Generalizado. Emn todos os casos,

a interpretagdo heuristica das condicbes é bastante obvia e imediata.

Finalizando, vermos no ERC ama ferramenta simples e versatil, que
pode ser aplicada imediatamente a uma variedade de problemas praticos de ocorréncia

cotidiana. Os resultados tedricos que apresentamos aqui, permitem esse ermprego.
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I - O Conjunto de Dados N2 1

Uma cooperativa rural congrega 1.000 produtores de um certo pro-
duto A, Anualmente a cooperativa faz levantamento amostral buscando estimar a
safra. Em 1990/91 este estudo é tanto mals importante devido a um aumento con-
siderdvel na drea plantada. O tamanho das propriedades é bastante vardvel, mas os
cooperados possuem um nivel tecnoldgico avangado, de forma gue a produtividade

€ alta e pouco varidvel de produtor a produtor.

Agui Y é a produgdo total por produtor, em toneladas nesta safra,
X ¢é a area plantada, nesta safra, seguindo a informagao do produtor, ¢ W foi a

producac por propriedade na safra anterior, também em toneladas.

O valor da vanavel W £ conhecido para cada produtor, ¢ consta dos
cadastros da cooperativa. A varidvel X pode ser obtida a baixo custo, a partir de
uma entrevista com cada produtor. A variavel ¥ é dificil de se avaliar, envolvendo

um esforco considerdvel.

Usaremos esta situagdo ficticia para ilustrar diversas situagoes neste
trabalho. Na tabela abaixo damos um sumario estatistico dos dados. DEstes sao

apresentados mtegralmente na tabela seguinte.

Estes dados estao disponivers em disquetes.



Tabela A.1  Sumario Descritivo dos 1000 Propriedades

W X Y
Minimo 25.610 9,720 48.900

Maximo 1178.710 288.650 1607.610
Média 240.789  §0.078  399.045
D.P. 137.575 40.529  208.463

S% = 43457.06
S, = 13893.93
Sh, = 2020.43

Estrutura de Correlagoes

Y X W

Y 1.600
X1 09658 1.000
Wl 0.8579 0.8736 1.000

Coeficientes de Variagao

. 13TSTS . pmeia

de W @ 2ive = 0.5714
S S T T

de X' @ == = (1.5006]
LV . 208463 _ pozaa,

de Y D e = {.5224
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Figura A.1. Histogramasde W, X e Y e graficos Wvs, X W wvs. ¥V, X vs. Y.




Tabela A.2.

As 1000 propriedades

W

23127 330,07 53.68 10573 62.24 10235 440.70 411.36 10074 44185 60011 T7.31
16781 456,28  100.85 138.84 15374 00.2Y  215.41 40744 33779 348.70 3811 33171
11087 108,52 40,72 11563 2069.33 76,80 126546 101.86 41174 231.13 139.05 12868
401.44  I0Z.20 36772 31684 384688 20086  5T0A4S 19932 4G40 348 FTTAB 0 35806
20606 186.61 516,55 294.22 83.45 11903 297.97 20715 402.27 147 .68 139.87 27404
25745 52B.48 268,55 38260 I18T.4T 21411 254.52 246.98 354,33 251.35 18333 10019
804.18 269,52 201.29 48583  133.61 11258  296.11 427.83  2B1.86 30232 27303 32309
11438 290.40 32505  348.31 33416 41372 328.00 182,37 21007 28604 268,30 153.28
288,63 2381 12085 416465 133290 13018 16148 BB.O7 47.87  318.81  2687.24 34870
22142 11043 182.38 55.92 182.06 48482 GT4.86 47548  2B4.55 123.67 41408 16530
300064 52836 41278 260,03 J6R.90 11552 FI.A 15693 221.1V 0 31492 230,43 167.585
253,24 33293 29758 14938 31530 13093 167.19 34174 ITETY B45.35 18543 13174
114.36  330.04 25708 32680  4189.17 12861 17660 4D5.02 243.19 82.11 65.61 10343
14493 20078 £1.891 21872 214.8% 5510 20413 104757 33428 189818 10013 183440
189,21 464.75 43828 41026 32481 218.00  131.80 34.81 27005 34246 20877 108.11
90,13 1TO.91 15273 14372 11873 265668 21R.35  633.84 7503 17442 14820 121867
40899 28035 108.29 10040 18695  S04.87 413.76 57.10 TH3&  301.35  ZBB.E3 25745
26008 28536 10277 805.83 13434 40743 17360 48147 32680 11074 24581 25400
146,95 10402 18431 32383 17844 2PLE5 25871 31062 11825 14040 41408 3IVE63
360.64 19242 18454 180,30 15386 14186 17034 219,51 g7.38 18558 405.68 3381
30574 25043 ITI.I4 0 BOO.E9 T2.34 33335 20585 88.55 118.13 198.08 252.23 43.64
27836 15T.01 14001 44388 102.21 12238 21632 137.52 41041  152.18 225668 137322
270.60 6870 20087 24972 108.61 19532 20888  147.20 202883 216 BT.9% 16900
360.86 18021 24081 23845 180,87 11541 24148 19380 146851 8851.18 42,50 33574
ZE0.6G7 20236 14¢h58 24511 38335 40068 143.40 17720 TZEL 35188 63913 23884
199.08 280,73 IEI9 16585 13525 25099 64254 27185 276,53 14813 006 317086
256,51 247,58 28490 94,08 173.24  1B687 11187 26390 86,18  104.T3 163.86 30710
5579 54285  417.55 LSO 146.73 33708 183.37 25104 12070 13480 352.6F 16175
114,18 168.92 163.87 23912 11007 26019  253.8F 12046  2351.10 136.55 B1.80 10375
HiB.41 4293 265.53 440,090 17756 31944 &1.41 10436 I60.18 68648 140.12 20057
4491.16  546.73 15144 45586 10840 21539 31184 184.56 79.45 BS.06G  203.50  IRG.1
41905 14188 155.893 643,13 318.81 28422 27T.34 22187 11176 642.20 346006 24927
57178 72591 Z45.00 90,25 108.01 23870 51042 10846 180.11 28161 58516 35519
21615 24893 93.40 30145 31774 13819 401.98 £8.31 4558  R213.99 173.69 14312
371.55 36.86 28740 40831 293.23 6977 206,94  I142.26 375834 189443 17680 17541
208.87 BO.833 46845 12762 143,72 145835 7048 353.87 25834 2188 117.28  601.13
35157 423729 25345 183.55 22182 10880 V478 1231.80 187.37 3045 163.25 233,25
26800 215,34 17420 78.18 51177 23210 28G.49 12447 160,86 142.85 492,23 198.81
105.2¢ 13481 16867 18477 1715 21743 20480 3271 322.28 3894 TO4.69 90458
J48.54 303023 qUB.I4 74,13 258,82 32541 BTLTGOAIL08 0 RGVIG b ol 1,74 AT5.82
294,89 20561 430.13 0 24299 86444 8113 27HE 0 41546 2B8.T3 0 181 10660 2307
6408  JGLOLT 259.34 48.4¥ 297,51 23844 443.20 0 10180 15293 32378 16603 526467
147.28 0 11081 17513 126,32 S66.T0 24700 166,53 ITR0Z 42438 331.% 654,54 TEAY
TroL2t 206,29 38T.32 0 14091 35182 15801 99.5% 184085 12283 10098 18241 012
47370 14012 51512 23776 191.08 140467 129.25 30943 13447 26144 2BBGY 260012
24101 26%.16 31718 23108 27839 206935 18T.44 33008 96,56 23567 14007 16045
24763 28824 3186 42359 181.00 14302 B39 8437 139.28 26090 28184 FH5.98
55.78 34303 25234 £§5.71 a7.81 38560 1D2.88 Ti48 26988  137.55 15012 201.28
28078 18176 204,43 55285 335.M 25,76 BY.72 224897 T04.606 £0.01 83,99 33720
21643 148,65 250989 33233 207.87 23488 163.41 257.82 86.27 a0.43 8903 24503
42.69 32541 21966 12518 1059 M1.64 0 204.54 345.27  443.63 22367 12383 36509
155.57 42,18 13028 28723 4864 31091 205,52 20374 438.13 1DB.G0 0 13844 189344
13991 378858 1845 33427 21469 19882 27.20 57,58 20280 287.F2 0 434027 16495
278 B82.24 0 IOVAT 42478 20920 T4 21658 39824 32355 2VAEGK 0 221100 43099
t24.84 21595 11333 17333 3200 {8YT 42710 84,89 7311 83,74 12466 32064
184,96  T4355 18447 36903 16953 190358 29749 2B4.42 0 3887 32977 BEV.0E 0 20388
1174.71 95.73 35500 37641 24084 34610 342.12 0 2211 12668 TR 2114M 98.74
374.51 TG 544023 10483 286,20 43555 314.43 G274 151.7TR O HTE.GT 0 38088 1387
96,34 444,79 18957 17432 7065 47818 25D.82 21248 294,87 2BB.F0 3IT.A8 0 13186
146,24 126,79 331146 1V0ET 43874 7049 39874 23436 15840  351.24  2EOG3 22204
25854 29144 WE32 10378 49084 14546 48016 84.36 28397 31496 30145 6067
16566 23006 16481 63163 13841 2D1.V6 2B5.33 0 10080 G1.72 38909 18643 32052
23188 28467 44173 1TT.H6 TS 32185 24178 103.64 ITBYI J1V.TT 0 3V1.G8 0 10567
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\

48710 24330 31081 115.3% 26362 268.58 40830 30247  365.68 20874 214.61 182,18
182,68 38963 48354 190.80 84.27 15605 283.06  162.96 30875 157.50 100.18 205.68
111.20 30467 24183 195.9% 33524 347.80 33,28 20171 146,91 B0.02 27223 404.14
5837.62 18545 P340 48891 20744 326,31 8002 14848 169.06 18276 201.35 29828
441,86 26384 99.04 126,98  350.30 30348 11021 22172 21296 3560.35  116.87 13812
132,53 TI0BE 23489 24613 13235 274.18 83.30 24126 33349 208.01 186,11 23899
11063 36543 308592 35248 20812 41014 391.85 38832  180.7% 17597  108.12  620L62

8784 12108 16110 B¥.29 61538 18514  344.18 31208 1RG.BE Z20.44 92.84 171.42
181,36 20004 17738 22258 40448 40585 9888 12653 TO.64 189.30  393.56  625.55
485,17 11334  243.82 367.12 13065 16614 38V.BT 28565 339.55 218,41 34406 233,28
V052 13587 10197 33526 33.52 34959 205468 §1.32 158.38 49.04  254.87 15064
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II - O Conjunto de Dados N2 2

Estes dados estao disponiveis em disquefes,

Tabela A.3. Sumdrio Descritive dos Dados (N=2500).

W X Y
Minimo 125 1231 43.73

Maximo 2813.21 §57.23 6883.57
Média 1391.24 19915  590.07

D.P. 703.72 9834  359.37

S% = 495222.47
S5, = 285956.41
8%, = 26917.41

Estrutura de Correlacoes

¥ Ry W

Y 1.000
X1 69735 1.000
W | 0.7775 0.7988 1.000

Coeficientes de Variagao

de W 8L — 5 8g5(

1361.24
] - . 89834 — AL
de X e = 0.4938
. 359,37 _



Figura A.2. Histograma de W, X e Y e gréficos W vs. X, W vs. ¥, X vs. Y.
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945,13 1700.98 B16.54 170.38 584,09 541 86 204.85 279.73 63726 IBHIT 14B6.93 153491
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482,28 T81.38 G27.95 231 4% 182.38 195.85 181.30 72665 343.72 182,80 H535.50 211,21
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888,45
27068
920,60
504.84
783.76
221.69
S88.60
777.92
55238
97.27
G24.57
480.80
83.77
141.74
330,13
105,449
558.13
50604
56842
472.79
181,32
GO0 44
37870
360,28
1449.77
144851
802.81
138642
22691
57968
282.55
T19.52
G33.27
358.14
519,12
784,89
392.09
442.28
436.66
133.26
898.17
O 44
238405
F31.58
3,11
442.03
421.90
141.32
20871
920.84
403. 16
303.58
39714
228.65
J83.09
291.97
366.61
50636
TG6.31
338.92
G24.20
IHEL53
70576

T07.83
296.60
1365.03
434 .44
14835
3868.687
498.23
526.11
256.59
1115.09
1071.95
863.56
495,12
797.99
389.06
455,99
3856
1418.56
1038.37
195.26
418.31
651.07
484.84
1175.46
370.80
§64.54
831.77
§984.06
585.12
400.30
331.61
1154.36
1269.96
485,43
817.05
185.88
F2R.74
302.22
448,96
81262
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384.52
483,28
1652.99
641.73
376.35
41G.49
993.13
G7R.&7
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171.53
285.55
499 .80
1179.37
464.31
1004.727
667.82
583,47
333.48
356.1%
1924 .85
aB3.97
193,18

423.69
1026.46
430.41
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281,92
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423.55
239.87
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