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RESUMO

O problema do equilibrio liquido-vapor, de grande interesse na industria de dleo e gas
natural, é remodelado de forma a se obter um problema de minimiza¢#o de uma fungfio altamente
nfo-linear com restrigSes lineares. Essa fungfio € a energia livre de Gibbs molar escrita em termos
das varidveis intensivas, onde a restrigio linear cria um conjunto factivel na forma de uma caixa

em R".
O problema da estabilidade termodindmica é também remodelado a fim de se obter uma
formulaciio matemética inteiramente anéloga ao problema de equilibrio liguido-vapor. Métodos

numéricos de otimizago sdo usados para resolver ambos os problemas. Essa abordagem € nova e
estd inteiramente de acordo com os fundamentos da termodinimica cldssica.



ABSTRACT

The liquid-vapor equilibrium problem, of great interest in oil and natural gas industry is
approached throught the minimization oh a highly non-lincar function with linear restrictions, This
function is the molar Gibbs free-energy written in term of intensive variables, where the linear

restriction is seen as a box in R".

The themodynamic stability problem is also reviewed i order fo obtain a rigorously
equivalent mathematical formulation for the liquid-vapor equilibrium problem. Optimization
numerical methods are used to solve both problems. This approach is perfectly in sintony with the
classical thermodynamics basis.



It is an inference naturally suggested by the general increase
of entropy which accompanies the changes ocurring in any isolated
material system that, when the entropy of the system has reached a
maximum, the system will be in a state of equilibrium. Although this
principle has, by nomeans, escaped the attention of physicists, its
importance does not appear to have been duly appreciate. Little has
been done to develop the principle as a foundation for the general
theory of thermodynamic equilibrium.

The general criterion for equilibrium can be stated simply and
precisely: for the equilibrium of amy isolated system, it is necessary
and sufficient that, in all possible variations of the state of the system
which do not alter its energy, the variation of its entropy shall either

vanish or be negative.
J. Willard Gibbs
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PREFACIO

A necessidade da produgdo de Oleo e gas estimulou o desenvolvimento de técnicas
eficientes para aumentar a recuperago dos hidrocarbonetos de um reservatorio de petroleo. Entre
essas técnicas, a mais recente € a do deslocamento miscivel, Essa técnica, baseada em principios
quimicos, consiste em diminuir (ou eliminar) a tens&o superficial existente entre o 6leo e o fluido
injetado no reservatorio, permitindo que eles se misturem. Um exemplo de deslocamento miscivel
¢ a injegdo de (O, (dioxido de carbono) em um reservatorio do tipo Black Oil. Técnicas

envolvendo deslocamentos misciveis s&o também usadas no processo de reciclagem de gés em
reservatorios de Oleo Voldtil e de Gas Condensado. Outro exemplo de deslocamento miscivel
ocorre na inje¢io de CO, em reservatdrios de Oleo Voldtil ou injecio de N, (Nitrogénio) em

reservatorios de Gds Condensado.

O aparecimento de tais técnicas tem exigido o desenvolvimento de modelos sofisticados
que permitam uma simulag#o mais realistica do escoamento multifasico em um reservatorio, onde
a transferéncia de massa ocorre entre as fases fluidas. Tais modelos, chamados de
Composicionais, [8], [10], {12], [20], [25], [35], [50], [61] € [64], consideram que as fases Oleo ¢
gas no interior do reservatorio sio formadas de uma variedade de componentes quimicos
(hidrocarbonetos), e que essas fases se mantém em equilibrio termodinimico durante todo o
tempo. Em vista disso, o célculo do quilibrio liquido-vapor constitui um subproblema relevante
nos modelos composicionais, [13], [28], [29], [34], [36], [58] e [59].

O seu emprego, juntamente com uma equacio de estado, € necessario para predizer o
equilibrio do sistema constituido de fases fluidas que coexistem durante a simulagfio da injegio de
um gas miscivel num reservatorio de petroéleo, [13] e [35]. O sucesso de tal simulagdo depende
nfo s6 duma correta predicdo da fragdo molar de cada componente quimico em cada fase, como
também duma correta predigo do nimero de fases presentes no sistema. A predigfo incorreta de
equilibrio multifasico resulta na determinagfio de valores indesejaveis para as varias propriedades
dos fluidos tais como a densidade, viscosidade, etc. Esses valores incorretos devem afetar de uma
forma adversa os resultados da simulagdo, prejudicando sensiveimente a etapa de predig@io do
processo de recuperagio de petroleo.

Modelos Composicionais sio formados por equagdes diferenciais parciais de evolugdo que
descrevem os fendmenos mecnicos envolvidos no escoamento no meio poroso. Associado a tais
equagdes encontra-s¢ o problema de equilibric lquido-vapor modelando os fendmenos
termodindmicos que surgem com a transferéncia de massa entre as fases, ou com o aumento dos
hidrocarbonetos j4 existentes no reservatdrio. Portanto, o céleulo do equilibrio liquido-vapor num
simulador composicional constitui um subproblema cujo emprego é exigido a cada passo de
tempo e em cada ponto da grade de discretizagdo, chegando muitas vezes a consumir em torno de
50% do tempo de computacio. Em vista disso, um algoritmo que possa predizer corretamente o
equilibrio multifasico e que seja eficiente a fim de minimizar o tempo de computagio é sem dirvida
nenhuma uma ferramenta altamente desejada numa simulador composicional, [13] e [34].

Os principios da termodindmica do equilibrio foram estabelecidos corretamente por J. W.
Gibbs, ha cerca de 100 anos [14], {15] € [16]. Uma hicida apresentagiio dos seus fundamentos
encontra-se no livro de Callen [5], cuja primeira edi¢do data de 1960. Da teoria apresentada nos
trabalhos referidos acima, percebe-se que o problema do equilibrio liquido-vapor pode ser

1



modelado como um problema de otimizagdo. Por outro lado, métodos numéricos eficientes para
minimizar (ou maximizar) fungdes ndo-lineares nio possuem mais de 30 anos de existéncia.
Certamente esse fato contribuiu para que a comunidade de simulagdio de reservatorios tenha
evitado por muito tempo resolver o problema de equilibrio liquido-vapor com o enfogue da
programacio ndo-linear. A primeira formulagio do problema do equilibrio com o enfoque
referido acima surgiu na comunidade de simula¢éio de reservatorios a menos de 10 anos com os
trabalhos de J. A. Trangenstein, [58] e [59]. Sua formulagio consiste na minimizag#o da energia
hivre de Gibbs com restrigSes kineares de igualdade e desigualdade, sendo as varidveis do
problema os pardametros extensivos representados pelos nimeros de moles de cada componente
quimico em cada fase. Antes disso muitos algoritmos baseados no método da substitui¢do
sucessiva [40], foram empregados. Tais algoritmos utilizam condigGes necessarias (mas n3o
suficiente) de primeira ordem, juntamente com algumas equag¢des de balango, afim de resolver o
problema do equilibrio liquido-vapor, com o emprego de uma equagdo de estado. No entanto, a
dificuldade de convergéncia desse método quando a mistura encontra-se préxima ao seu ponto
critico, levou varios autores em busca de outras alternativas. Fussel e Yanosik, [13], foram os
primeiros a empregarem o método de Newton para resolver o sistema nfo-linear representando o
balan¢o de fugacidade de cada componente nas fases liquido e vapor. Tal ststema constitui a
condiglio necessiria, mas ndo suficiente, para um minimo de energia livre de Gibbs, referida
acima. Mais tarde Nghiem, Aziz e Lti, [34], propuseram o emprege do método hibrido de Powell
para resolver esse mesmo sistema n#o-linear sempre que o método de substituigiio sucessiva se
tornar lento ¢ ineficiente. Nesse dltimo trabalho, os autores sugerem vérios critérios que
determinam quando o método de substitui¢io sucessiva tem de ser interrompido e 0 processo
iterativo deve entdio ser transferido para o método de Powell. Dessa forma o algoritmo de
Nghiem, Aziz ¢ Li consiste de uma aceleraggo para 0 método de substituigdo sucessiva.

As variaveis usadas no método de substituicdo sucessiva sdo as fragdes molares de cada
componente quimico em cada fase mais a fragio molar da fase vapor na mistura. No método de
Newton empregado por Fussell ¢ Yanosik € no método de Powell usado por Nghiem, Aziz e Li,
as variaveis sdo as (r — 1) fragBes molares dos componentes quimicos na fase vapor mais a fragio
molar da fase vapor na mistura, ou as (r—1) fragBes molares dos componentes quimicos na fase
liquido mais a fragdo molar da fase liquido, onde r representa 0 nimero de componentes quimicos
na mistura liquido-vapor. A escolha dessas varidveis obedece o critério da fase dominante
sugerido por Fussell e Yanosik, ou seja, se a fase liquido € a fase dominante, entfo as variaveis da
fase vapor sdo as escolhidas e vice-versa. Um aspecto positive desse critério € o de diminuir o
nmimero de parametros do problema, reduzindo esse nimero a 7 variaveis.

Mudando um pouco mais a estrutura do problema do eguilibric multifasico, Mehra,
Heidemann e Aziz, [29], sugerem trocar o problema de minimizagido da energia livre de Gibbs,
pelo problema de minimizar a norma dos quadrados das diferengas dos potenciais quimicos em
cada fase. Outros trabalhos baseados apenas em condigSes necessarias de primeira ordem podem
ser vistos em Nghiem e Li, [37], ¢ em outras referéncias encontradas na literatura (veja por
exemplo [19], [21], [30], [36], [47]  [49]).

No presente trabatho descreve-se uma nova formulagdo para o problema do equilibrio
liquido-vapor. Do ponto de vista fisico a formulagdo apresentada segue ngorosamente os
conceitos basicos da termodindmica de Gibbs, [14], [15] e {16]. Do ponto de vista matematico,
trata-se de minimizar a fungio energia livre de Gibbs molar com restrigdes lineares na forma de

uma “caixa em R’ ”. Sendo portanto um problema de minimizagio de uma fungfio nio-linear com
restrigoes lineares, o qual € estudado no ambito da programacio nio-linear, [18] e [32).



Alguns pontos positivos dos trabalhos anteriores foram incorporados na presente
formulagiio; por exemplo, ao contrario da formulagiio de Trngenstein, emprega-se as variaveis
intenstvas. Tal escolha é a mesma utilizada por Fussel e Yanosik [13], sendo que eles ndc langam
mio de um modelo a ser otimizado. A escolha das variaveis intensivas, como sera visto, fornece
uma maneira natural de se expressar a energia livre de Gibbs molar da mistura liquido-vapor como
fungo de apenas r variaveis independentes, todas pertencentes a uma mesma fase. Assim, na
presente formulagdo o nimero de varidveis do problema é igual a0 numero de componentes
quimicos presentes no estado de equilibrio do sistema liquido-vapor, o que de acordo com a regra
~das fases de Gibbs ¢ exatamente o menor nimero de varidveis independentes que podem ser
usadas para descrever um equilibrio do tipo bifasico, [5]. Essa escolha de varidveis conduz a um
problema totalmente escalado, onde todas as varidveis mantém-se entre zero e um. Este aspecto é
importante principalmente em situagdes proximas aos pontos de bolha ou de orvalho. Nessas
regides, a energia livre de Gibbs escrita em termos das suas variaveis extenstvas, um total de 2r
varidveis, referentes aos nimeros de moles dos componentes em ambas as fases, possui uma
matriz Hessiana que encontra-se em duas escalas diferentes, como ocorre nos trabalhos de
Trangenstein, [58] e [59]. A escala maior refere-se & fase dominante ¢ a escala menor refere-se a
fase que comega a surgir ou esta prestes a desaparecer. Este fato pode afetar os métodos de
otimiza¢éio que utilizam diregGes de descida geradas a partir de informagdes relacionadas com as
derivadas da fungdo objetivo, tais como o método de Newton ou tipo-Newton, veja [18]. Além
do mais, deve-se enfatizar que as varidveis intensivas s8o sem duvida as de interesse nos modelos
composicionais comumente utilizados pelas indistrias de petréleo, os quais sdo descritos em
Fussel e Fussel, [12]; Nghiem, Fong e Aziz, [35]; Coats, [8], Young ¢ Stephenson, [64]; e outros.

S6 faz sentido resolver o poblema do equilibrio liquido-vapor se o sistema estudado
encontra-se de fato no referido estado bifasico. Visto que sistemas fluidos constituidos de um ou
mais componentes quimicos podem, sob varios valores de temperatura, pressio € composigio,
apresentar estados de equilibrio onde exibem apenas uma unica fase, faz-se necessario antes de se
resolver o problema do equilibric liquido-vapor realizar-se¢ um teste de estabilidade a fim de se
determinar 0 nimero de fases presentes no dado sistema. Com esse objetivo, neste trabalho é
desenvolvido um teste de estabilidade o qual é baseado no Critério do Plano Tangente,
inicialmente descrito por Gibbs em [14] e [15], e que ganhou importincia na rea de petroleo com
os trabathos de Baker, Pierce e Luks, {2] e Michelsen, [30]. Matematicamente falando, o teste de
estabilidade desenvolvido agui, consiste na minimizagdo de uma fungdo objetivo ndo-linear, a
distincia da energia livre de Gibbs molar ao seu plano tangente, sujeita a restricbes lineares na

forma de uma “caixa em R"”. Dessa forma, o problema do equilibrio liquido-vapor e o teste da
estabilidade aqui denvolvidos sdo problemas de otimizagdo que apresentam a mesma estrutura
matematica. Além de serem descritos utilizando-se o mesmo tipo de varidvel, os parimetros
intensivos do sistema.

Essc par de problemas de minimizacio ¢ resolvido empregando-se um método de
otimizagdo geralmente usado em problemas sem restrigdes. Isto se justifica visto que a solugéo
procurada nunca se encontra na fronteira da caixa. O algoritmo utilizado baseia-se no método de
Gill e Murray, {17], o qual utiliza uma busca linear numa direcio de Newton modificada. Esse
método, que ¢ adaptado para as circunstincias do problema, se vale de técnicas eficientes e ja
estabelecidas na area de otimizagdo ndo-linear, [18]. Ele permite que a estrutura simétrica da
matriz Hessiana da fun¢io objetivo seja explorada a fim de se buscar uma convergéncia local
quadratica, ou a0 menos superlinear. Tal ordem de convergéncia é relevante na resolugéio do
problema do equilibric liquido-vapor, sendo uma das motivagBes para o emprego de métodos de
otimizagiio na resolugdo desse tipo de problema, visto que o método da substituigio sucessiva
apresenta apenas convergéncia linear, [59].



Com o proposito de se dar suporte tedrico aos modelos aqui deduzidos e para se cumprir
um dos objetivos deste trabalho, o de se disponibilizar a termodindmica de Gibbs como uma teoria
efetivamente apropriada para a modelagem de problemas de equilibric termodinimico com o
enfoque da otimizagfio, os quais podem e devem ser resolvidos por métodos numéricos oriundos
da programag#o matematica, desenvolve-se no Capitulo IV, baseado nas referéncias [5], [14],
[15], [16] e [57], os fundamentos da formula¢do de Gibbs. A teoria desenvolvida, a qua! sustenta-
se em principios de extremo, € abrangente e com ela pode-se modelar nfo apenas o problema do
equilibrio liquido-vapor, mas certamente uma ampla classe de problemas termodinidmicos de
interesse cientifico e tecnologico.

Objetivando-se manter o texto autocontido e pensando-se no leitor ndo especializado,
desenvolve-se nos trés primeiros capitulos os aspectos basicos da termodinimica classica, cujo
conteado € parte integrante de textos comumente usados nos cursos de engenharia, veja [22],
[511, [53] e [55], por exemplo. Nos trés capitulos iniciais o leitor nfio familiarizado com a
termodindmica terd a oportunidade de fazer seus primetiros contactos com conceitos fundamentais
como, por exemplo, sistemas e vizinhangas, estados de equilibrio, coordenadas termodindmicas,
variaveis extensivas e intensivas, energia interna, primeira lei da termodindmica, entalpia, entropia,
segunda lei da termodindmica, propriedades (criticas) de substincias puras, forgas de van der
Waals, equacio de estado, etc. Conceitos desse tipo sfio fundamentais para um perfeito
entendimento da teoria desenvolvida nos demais capitulos. Por exemplo, o leitor familiarizado
com conceitos de energia interna, entropia € segunda lei da termodinimica aceitara com
naturalidade os postulados basicos enunciados no inicio do Capitule IV, os quais formam a base
da teoria de Gibbs; e percebera claramente que o principio da maxima entropia, que di origem
aos demais principios de extremo, ¢ na realidade um enunciado para a segunda lei da
termodinimica, o qual nfio envolve os conceitos de maquina térmica e refrigerador que estdo
irremediavelmente atrelados nos enunciados de Kelvin-Pianck e Clausius, fazendo com que esses
enunciados da segunda lei assumam caracteristicas de interesses especificos destinados 4 certos
ramos da engenharia. ,

No Capitulo VI desenvolve-se expressdes analiticas para as prinicipais fungdes
termodindmicas, isto é feito seguindo-se os passos dos trabathos de Beattie [3] e {4], referéncias
classicas na area da modelagem termodindmica das propriedades volumétricas de substéncias
puras ¢ de misturas de substéncias reais. De posse dessas expressdes analiticas pode-se, com o
auxiio de equacdes de estado, quantificar as relagdes termodinidmicas fundamentais,
desenvolvidas no Capitulo IV, tendo-se dessa forma acesso 3 todas as informages relacionadas
com sistemas termodinimicos em qualquer estado de equilibrio. Essas expressdes analiticas séio
equagdes integrais que necessitam de equagdes de estado para a sua efetiva integragfo.

Os conceitos basicos sobre equagbes de estado sfo desenvolvidos no Capitulo II, 14
descreve-se os aspectos teoricos relacionados com 2 equagio do virial, de van der Waals, {60}, e
de Redlick-Kwong, [46]. Duas equagdes de estado mais realisticas, as quais tém mostrado
eficiéncia na modelagem e simulag@o das relagdes PvI” de substincias puras e de misturas de
multicomponentes encontradas em reservatorios de petroleo, sio deduzidas no final do Capitulo
V1. Essas equagdes sio a de Soave-Redlick-Kwong e de Peng-Robinson, [54] ¢ [38].

No Capitulo V apresenta-se ¢ discute-se varios dragramas de fases que exibem aspectos
tipicos do comportamento fisico de misturas constituidas de um ou mais componentes quimicos.
Esses diagramas s#o importantes ¢ devem ser utilizados no entendimento dos aspectos
qualitativos existente entre as varias relagbes envolvendo as propriedades de sistemas
multifasicos. Nesse capitulo discute-se também os conceitos de ponto critico, ponto de botha e de
ponto de orvalho; os quais tém grande importincia no estudo do equilibrio liquido-vapor de
sistemas fluidos encontrados em reservatorios de petréleo.
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A modelagem proposta para o problema do equilibrio liquido-vapor e para o seu teste de
estabilidade é desenvolvida no Capitulo VII. No Capitulo VIII expe-se, de forma resumida, os
principais aspectos tedricos e praticos do método numérico de otimizagéo utilizado na resolugio
dos modelos desenvolvidos no Capitulo VII. Esse método pode também ser util para resolver
outros modelos de otimizag&o oriundos da aplicagio da teoria de Gibbs & problemas de equilibrio
termodindmico. Finalmente, no Capitulo IX apresenta-se os resultados, as conclusies das
simulagdes numeéricas realizadas e as perspectivas para trabalhos futuros na érea da
termodindmica do Equilibrio.



CAPITULO1

A primeira Lei da Termodinimica

1.1 O que é a Termodinfimica ?

A termodindmica ¢ uma ciéncia que estuda as propriedades globais da matéria ¢ os
processos pelos quais estas propriedades s#o alteradas. Primeiramente, pode-se considerar que
a termodinimica estd dividida em duas grandes dreas: a termodinimica classica e a
termodindmica estatistica. Na termodinimica estatistica a matéria € vista com um aglomerado de
atomos, sendo a teoria quintica usada para estabelecer as propriedades individuais de cada
dtomo e com isto explicar o comportamento macroscopico da materia, A termodindmica classica
¢ uma disciplina puramente macroscopica que lida com as mudangas médias que ocorrem entre
grandes quantidades de moléculas, tendo como pariimetros globais o volume, a pressdo, a
temperatura, a energia, eic.

1.2 Grandezas Primitivas

Existem diversos conceitos primitivos os quais pode-se apreender sensorialmente ¢ que
formam a base de todas as medigGes fisicas. Entre estes ¢stdo o fempo, o comprimento, a massa,
a for¢a e a temperatura, que podem ser encarados como grandezas primarias. Para cada uma
delas deve ser estabelecida uma escala de medida, dividida em unidades de um tamanho
particular. Os padrbes universalmente aceitos séio os do Sistema Internacional de Unidades, cuja
sigla é SI. Os outros sistemas de uvnidades relacionam-se ao sistema S/ mediante fatores de
conversio fixos. Além do S/ considera-s¢ também no presente trabalho o sistema inglés de
unidades de engenharia.

1.2.1 Tempo ¢ Comprimento

O conceito de tempo € bem determinado. A unidade fundamental de tempo € o segundo,
com o simbolo s. Para periodos menores do que um segundo, so usados os termos milésimo de
segundo (105), micro-segundo (10®s), nano-segundo (10°%s) ¢ pico-segundo (10™%s).

O conceito de comprimento também ¢ bem estabelecido. A unidade de comprimento no
sistema S7 ¢ o metro (m). A unidade de comprimento no sisterna inglés de engenharia é o pé (f1),
definido como 0,3048m. A polegada € um submultiplo do pé definido como 2,540cm.

1.2.2 Massa

O conceito de massa também é bem definido, ele envolve a quantidade de maténa
considerada. A unidade fundamental de massa, m, no sistema S7 ¢ o quilograma, com simbolo Kg.
No sistema inglés de engenharia usa-se a libra-massa (/b,, ), definida como 0,45359237 Kg.



O nimero de Atomos existente em 0,012Kg (12 gramas) de carbono-12 ¢ igual a
6,02252 x 10”. Este niumero é uma quantidade padrao conhecida como mimero de Avogadro, o
qual sera denotado por N; A massa molecular (as vezes chamadas erroneamente de peso
molecular) de um dado componente quimico € igual a massa de N; moléculas deste componente.
Um mol do componente quimico é a quantidade de substincia contida numa massa
numericamente igual a sua massa molecular, ou seja, um mol tem N, moléculas da espécie
quimica considerada. Designando-se a massa molecular por M e o niimero de moles por N, entdo
a massa da substancia é dada por

m= NM (1.1)

Se n é o numero de moléculas da dada substincia entéo segue-se da equag#o (1.1) que

_n
N, (12)

Em uma mistura de r componentes quimicos, denota-se o nimero de moles do componente j por
N, . A fragdo definida por

N,
X, = o J=12,.,r (1.3)

i r
2N
k=1

¢ chamada de fragdo molar do componente je N = z N, € o numero total de moles da mistura.

J=1

,
Da equagdo (1.3) segue-seque Y X; =1 ¢ 0<X;<1paratodo j=12,.,r
=1

1.2.3 Forca

No sistem 57 a unidade fundamental de forga, F, é o newton, com simbolo N. Um newton
¢ a forca que aplicada a um corpo com massa de um quilograma the atribui uma acelerag@o de um
metro por segundo ao quadrado. Esta definicio estd baseada na segunda lei de Newton, que
exprime a proporcionalidade entre a forga F' e o produto da massa » pela aceleragio a:

p-ma (1.4)
&

onde 1/ g, é o fator de proporcionalidade. A equagdo (1.4), a qual relaciona quatro grandezas
fundamentais (tempo, comprimento, massa e forga) € valida para qualquer que seja o sistema de
unidades empregado. Quando as unidades de tempo, de comprimento e de massa séio definidas
inicialmente, entdo a escotha da unidade de forga determina o valor de g. por intermédio da

equacdo (1.4). No sistema SI, o newton ¢ definido de modo a fazer g, igual 4 unidade. Entdo
pela equagdo (1.4),
_ lkglim/ 52

g

IN

€ conseqlientemente



g. =lkgm/N. 5?

As unidades de g, podem ser encaradas de duas formas. Quando o newton é considerado
uma unidade independente, g, tem as unidades que acabamos de mencionar. No entanto, se o

newton for encarado simplesmente como uma abreviag3o da unidade composta Kg.m/ s*, entdo
g, sera adimensional, e a equagdo (1.4 ) podera ser escrita como
F=ma
No sistema inglés de engenharia a unidade de forca € a libra-forga, cujo simbolo € /b, . A

libra-forga ¢ a forga exercida pela gravidade sobre uma libra-massa de matéria num local em que a
aceleragio da gravidade tem o valor padrio de 32,1740 ft/s*. Entdo, 1 /b, recebe uma

aceleragdio de 32,1740 fi /5* sob a aglio de uma forga de 1 /b, . A substituigio destes valores na
equacio (1.4 ) da
118, 321740 f1 / 57

1b, =
d g.

Tirando-se o valor de g,

b, ft
= 32,1740
& Ib.s*

Assim, no sistema inglés de engenharia, g, é uma constante que tem dimensdo e cujo
valor numérico ¢ igual & aceleragdo da gravidade, mas tendo unidades diferentes. Uma libra-forga
¢ equivalente a 4,4482216 N.

1.2.4 Temperatura

Existem duas escalas para a medida de temperatura, T, chamadas de Fahrenheit, °F, (em

homenagem a Gabriel Fahrenheit, 1686-1736) e a escala Celsius ’C. Estas escalas estio baseadas
sobre a especificagiio do mimero de unidades entre o ponto de gelo ¢ o ponto de vapor da agua.
As escalas Celsius tem 100 unidades entre estes dois pontos, enquanto que a escala Fahrenheit
tem 180 unidades. Na escala Celsius os pontos de gelo € de vapor sdo representados por 0 e 100,
respectivamente, Na escala Fahrenheit estes pontos sdo enumerados como 32 e 212. Outras
divisdes de igual tamanho sdo marcadas abaixo € acima destes pontos. Este procedimento gera o
conceito de temperatura negativo, que correspondem a valores de temperaturas medidas abaixo
de zero em ambas as escalas.

Como sera mostrado mais adiante, a segunda lei da termodinimica pode ser usada para se
definir escalas de temperaturas absolutas possuindo somente valores positivos. A escala
absoluta relacionada com a escala Celsius ¢ chamada de escala Kelvin (em honra & Lord Kelvin,
1824-1907) e designa-se por K. A escala absoluta relacionada & escala Fahrenheit, é chamada de

escala Rankine, e designa-se por °R. O ponto zero de ambas as escalas representa 0 mesmo
estado fisico, e a razéo de dois valores de temperatura 7, e 7, € o mesmo independente da escala

usada, isto €
[_2] = [_,ZL]
2l Rankine jl Kelvin

]



A relagdo entre as escalas € indicada na Figura 1.1, e obedece as seguintes equagdes

°F=320+ —?”C

’R="F + 459,67

K=°C +27315
K °C °F | °R
2273,15 —— 2000 ————— 3632 —— 4092,67
1773,15 —— 1500 —— 2732 —— 3191,67
1273,15 —— 1000 ——— 1832 —— 229167
773,15 —— 500 ——— 932 —— 139167
673,15 —— 400 —— 752 —— 121167
573,15 — 300 ———— 572 —— 1031,67
473,15 —— 200 —— 392 851,67
373,15 —— 100 —— 2120 —— 671,67
273,15 0 — 320 —— 49167
23315 . 40 — 40 41967
173,15 = -100 — . -148 & 311,67

Figura 1.1 As relag0es entre as escalas de temperatura.

Escalas de temperaturas absolutas sio também chamadas de escalas de temperaturas
" termodindmicas. No sistema S/ usa-se K enquanto que no sistema inglés de engenharia emprega-
se °R.

1.3 Sistemas, suas Vizinhangas, Fronteiras e Paredes

Na pritica, a termodindmica interessa-se por mudangas que ocorrem em alguma parte do
universo. A regido de interesse, a qual pode ser um certo volume no espaco ou uma quantidade
de matéria, é chamada de sistema, o resto do universo € a sua vizinhanga. Em outras palavras, a
vizinhanga é a por¢fio de matéria ou regido do espago que reside fora do sistema selecionado para
anilise. A superficie que separa o sistema da sua vizinhanga é chamada de fronteira do sistema.
Como exemplo de um sistema termodinimico considere uma massa de ar mantida sob presséo no
interior de um tanque. A fronteira do sistema, neste caso, é a superficie interna do tanque ¢ a
vizinhanga consiste do que resta dele e do meio ambiente, veja a Figura 1.2 a seguir.

Nio deve-se confundir a fronteira com as paredes que separam o sistema do meic
ambiente. De fato, uma parede possui espessura e ocupa um certo volume no espago, enquanto
que a fronteira do sistema, a qual pode ser real ou imaginéria, ¢ uma superficie e portanto possui
volume nulo. Entretanto, em muitos casos, como no da Figura 1.2, as paredes determinam a
localizagdo das fronteiras do sistema. Em tais casos, a transferéncia de massa e calor, por
exemplo, através das paredes implica na transferéncia de massa € calor através da fronteira do
sistema,



,,..—-0- parede do tanque

Sistema

{ar comprimido) ,
r"" fronteira do sistema

Figura 1.2 Ar comprimido no interior de um tanque.

Uma classificagdo das fronteiras e das paredes do sistema deve ser baseada na propriedade
dessas paredes em permitirem ou evitarem a transferéncia de massa, calor, etc. No que segue seri
dada uma classificagio para paredes de um sistema, a qual vale também para a fronteira. Para
itustrar, considere dois sistemas separados por um pistdo interno dentro de um cilindro fechado,
veja a Figura 1.3, Se a posiglio do pistéio ¢ rigidamente fixada entdo uma parede, no caso o pistiio,
evita a redistribuicio de volume entre os dois sistemas. Mas se o pistdo € deixado livre entio uma
tal redistribuigio é permitida. Nesse exemplo, o cilindro juntamente com o pistdo rigidamente
fixado constituem o que chama-se de uma parede restritiva com respeito ao volume, enquanto
que o cilindro e o pistdio movel constituem uma parede ndo-restritiva com respeito ao volume.
Em geral, uma parede que restringe um parimetro extensivo (este conceito é definido na Segao
1.5) de um sistema de uma tal maneira que ele possua um valor definido ¢ particular ¢ dita
restritiva com respeito aquele pardmetro, enquanto que uma parede que permite que ¢ pardmetro
mude liviemente ¢ dita ndo-restritiva com respeito ao referido pardmetro. Por exemplo, uma
parede que ¢ impermeédvel a um determinado componente quimico ¢ restritiva com respeito ao
mimero de moles do respectivo componente. E convencional referir-se a uma parede que ¢
restritiva ao fluxo de calor como adiabdtica. Se uma parede evita o fluxo de calor ¢ trabalho ela é
chamada de restritiva com respeito a energia. Um sistema € dito fechado se a sua fronteira ¢
imperme4vel ao fluxo de matéria. Sistemas cujas fronteiras permitem o fluxo de matéria sfio
chamados de abertas. Um sistema englobado por uma parede que é restritiva com respeito a
energia, ao volume, ¢ & todos os niimeros de moles € dito isolado.

pistdo

~ cilindro

Figura 1.3 Dois sistemas no interior de um cilindro fechado, separados por um pistio.

1.4 Estado de Equilibrio ¢ Coordenadas Termodinimicas

Considerando-se uma massa de agua, teconhece-s¢ que ela pode existir sob vérias
formas. Se esta inicialmente liquida pode-se tornar vapor, apOs aquecida, ou sélida, quando
resfriada. Assim 4gua pode apresentar varias formas chamadas de fases, mais precisamente, uma
fase de uma substéncia é definida como uma quantidade de matéria totalmente homogénea. Em
cada fase a agua pode existir a varias pressdes e temperaturas ou, usando a terminologia
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termodindmica, em varios estados. Assim o estado de um sistema ¢ identificado ou descrito por
certas propriedades macroscopicas observaveis, chamadas de coordenadas termodindmicas, ou
varidveis de estado do sistema. Algumas das mais familiares sdo: temperatura, pressdio e volume
(em capitulos posteriores serdo introduzidas outras propriedades termodinimicas). Denomina-se
sistema simples aquele que ¢ macroscopicamente homogéneo ¢ cujas  coordenadas
termodinimicas ndo variam de um ponto a outro do sistema. Denomina-se sistema composto
aquele que ¢ formado por varios sistemas simples. Sistemas heterogéneos constituidos de mais de
uma fase que encontram-se separadas entre si por meio de contornos chamados de fronteiras das
Jases, sdo exemplos tipicos de sistemas compostos. Todo sistema, simples ou composto, tende na
diregio de um estado simples que independe da historia especifica do sistema. Muitas vezes a
evolugdo na diregdo deste estado simples € rapida, em outros casos ela pode proceder com
extrema lentiddo. Mas todo sistema possui uma tendéncia natural para evoluir na diregio de um
estado no qual as propriedades sdo determinadas por fatores intrinsecos, e ndo por influéncias
externas previamente aplicadas. Um tal estado terminal simples ¢ chamado de estado de equilibrio
do sistema. Assim um sistema simples estd em um estado de equilibrio quando suas coordenadas
termodindmicas ngo mudam com o passar do tempo. Portanto, cada coordenada de um sistema
simples em um dado estado de equilibrio possui um valor bem definido, este valor € tnico, ou
seja, é sempre o mesmo para um dado estado de equilibrio, e independe do caminho ( isto é, da
histéria ), pelo qual o sistema chegou até ele. Reciprocamente, o estado de equilibrio de um
sistema  simples ¢ caracterizado ou descrito de forma unica pelas suas coordenadas
termodindmicas. As coordenadas termodindmicas de um sistema composto sdo as coordenadas
de todos os subsistemas simples que o constituem. Um sistema composto encontra-se em um
estado de equilibrio se, ¢ somente se, cada subsistema simples encontra-se num estado de
equilibrio. "

1.8 Varidveis Extensivas e Intensivas

As variaveis ou propriedades termodindmicas de um sistema que encontra-se num estado
de equilibrio podem ser divididas em duas classes gerats, as infensivas e as extensivas. Uma
propriedade intensiva é independente da massa do sistema, enquanto que o valor de uma
propriedade extensiva varia diretamente com a massa. Assim, se uma quantidade de matéria, em
um dado estado de equilibrio ¢ dividida em duas partes iguais cada parte tera 0 mesmo valor das
propriedades intensivas que a original e metade do valor das propriedades extensivas. Como
exemplos de varidveis intensivas pode-se citar a temperatura ¢ a pressiio. A massa ¢ o volume s#o
exemplos de propriedades extensivas. As propriedades extensivas por unidade de massa, tais
como o volume especifico, sdo propriedades intensivas.

1.6 Processos e Mudancas de Estados

Como foi visto anteriormente, a descrigBo de um sistema termodindmico requer a
especificacdo das fronteiras que o separam da sua vizinhanga. E por meio da manipulagiio das
fronteiras que as varidveis do sistema sfo alteradas e processos sio iniciados. Quando isto
acontece diz-se que ocorren uma mudanga no estado do sistema. Assim um processo é
caracterizado por mudangas que alteram o estado do sistema, veja a Figura 1.4,
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Processo :
J\

T,.{’PA,VA TA _________ 'TB
PA --------- bPB
VA """"" » VB

Figura 1.4 Um processo altera o estado do sistema.

Na Figura 1.5 abaixo, o gas comprimido no interior do cilindro é considerado como o
sistema. Se a fronteira do sistema ¢ manipulada, realizando-se um processo de elevagio do
émbolo, tem-se como conseqiiéncia uma mudanga de estado, pois a pressio decresce e o volume
especifico aumenta. Este processo de elevagfio do émbolo pode ser realizado de varias maneiras,
por exemplo um bico de Bunsen pode ser colocado sob o cilindro, neste caso a temperatura do
gas aumenta e o émbolo se elevard. Outra possibilidade ¢ a elevagiio do émbolo pela retirada de
um dos pesos que se encontra sobre ele.

pesos
B
émbo
ﬁaﬂtebn/
do sistema Gis

Figura 1.5 Exemplo de um sistema submetido a processos distintos.

Este exemplo ilustra dois tipos de processos distintos que podem ser realizados sobre o
mesmo sistema , através de diferentes manipulagSes de sua fronteira. Varios processos sdo
descritos pelo fato de que uma propriedade se mantém constante. O prefixo iso é usado para tal.
Um processo isotérmico é um processo a temperatura constante, um processo isobarico é um
processo a pressdo constante € um processo isométrico € um processo a volume constante.

Considere que o sistema da Figura 1.6 estd em um estado de equilibrio, estado A. No
instante em que os pesos sobre o émbolo siio removidos o equilibrio deixa de existir, resultando
no movimento do émbolo para cima, até que um novo estade de equilibrio seja atingido, apos o
émbolo ter encontrado os batentes, estado B.

A pergunta fundamental que se impde € a seguinte: wna vez que as varidveis de estadp
descrevem o estado de um sistema apenas quando ele estd em equilibrio, como pode-se
descrever os estados de um sistema duramte um processo, se o processo real s6é ocorre quando
ndio existe equilibrio "

O pnmeiro passo para se responder a pergunta acima, consiste na definigio de um
processo ideal, chamado de processo quase-estdtico. Um processo quase-estatico € aquele
formado por uma sucessfio de estados de equilibrio. Muitos dos processos reais se aproximam
bastante de um processo quase-estatico ¢ podem ser assim considerados como tal. Se os pesos
do émbolo da Figura 1.6 forem pequenos, ¢ forem retirados um por um, o processo pode ser
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considerado como quase-estatico. Por outro lado, se todos os pesos forem removidos
simultaneamente, o émbolo se elevara rapidamente, até atingir os batentes. Neste caso o sistema
n3o encontra-se em equilibrio em tempo algum durante a mudanga de estado, e consegiientemente
este processo ndo pode ser considerado como sendo quase-estatico.

f . : Gis
Gis : Processo >

Estado A Estado B

Figura 1.6 Exemplo de um processo quase-estatico.

Para os processos formados por estados de ndo-equilibrio, a termodindmica limita-se a
descrigbes do sistema nos estados de equilibrio inicial ¢ final, ndo estando habilitada a especificar
cada estado através do qual o sistema passa, tampouco a rapidez com que ¢ Processo 0corre.
Estas questdes serdo discutidas com mais profundidade na Segéo 4.7.

1.7 O Objetivo Basico da Termodinimica

O objetivo basico da termodindmica é o estudo dos estados de equilibrio de sistemas
simples e das mudangas que ocorrem quando tais sistemas sdo submetidos a processos quase-
estaticos. O estudo dos estados de equilibrio de um sistema composto € feito através do
conhecimento das propriedades dos estados de equilibrio dos varios subsistemas simples que o
compdem, e que podem ou ndo interagir um com os outros através das suas fronteiras pela troca
de massa , pela transferéncia de calor , etc.

Varios problemas envolvidos na termodindmica resumem-se num problema basico, o de
determinar o estado de equilibrio que resulta apos a remogio de restrigdes internas de um sistema
composto, constituido de dois ou mais sistemas simples. Considere, por exemplo, o sistema da
Figura 1.3, este sistema ¢ formado de dois subsistemas simples os quais estdo restritos ao interior
de um cilindro fechado e separados por um pistdo. Suponha que as paredes do cilindro e do pistdo
s3o rigidas, impermeaveis ao fluxo de matéria e adiabéticas. Suponha também que a posig¢io do
pistdo é firmemente fixada e portanto cada subsistema € isolado. Se agora libera-se o pistdo, ele
em geral procurara uma nova posigio. Similarmente, se a condigio de adiabaticidade da parede
do pistdo (fixado) for retirada, entdo o calor fluira entre os dois subsistemas. Além disso se algum
orificio for feito na parede do pistio entdo haverd uma redistribuigio de matéria (e também de
energia) entre os dois subsistemas. Portanto a remogdo de alguma restrigio resultara, em cada
caso, no inicio de algum processo espontaneo. Tal processo s6 terminara quando os subsistemas
atingirem um novo estado de equilibrio, onde possuirdo novos valores para as coordenadas

§ 2
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1.8 Grandezas Derivadas

H4 um grande nimero de grandezas termodindmicas que sdo definidas em termos das
grandezas primitivas discutidas na Segdo 1.2. Estas grandezas derivadas sdo empregadas em
virtude da conveniéncia pratica. Algumas delas, como o volume e a pressio (ja citadas nas se¢des
anteriores), s3o tdo comuns que guase ndo merecem discussdo. Qutras, como a energia interna e a
entalpia, sdo grandezas especificamente termodinamica e precisam de explicagdes detalhadas.

1.8.1 Volume e Pressio

O volume, ¥, € uma grandeza que representa o produto de trés comprimentos. O volume
de uma substincia, como a massa, depende da quantidade de matéria considerada. O volume
especifico ¢ o volume por unidade de massa, € 0 volume molar € o volume por mol do material. A
densidade € o inverso do volume especifico. A densidade molar é o inverso do volume molar.

Quando trata-se com liquidos e gases, normalmente fala-se de pressdo, nos sdlidos fala-se
de tensdo. Define-se pressdio como o componente normal da forga por unidade de area exercida
por um fluido sobre uma parede (ou fronteira) de um sistema, veja a Figura 1.7

Figura 1.7 Exemplo de pressdo agindo nas paredes de um sistema em equilibrio.

Reciprocamente, define-se pressio em um ponto ¢ de um sistema fluido como segue’ seja
AA uma area peguena do fluido contendo o ponto ¢. Se AF' € o componente normal da forga
agindo sobre A4, entdo considera-se a pressio, P, no ponto ¢ como

P=lim 4
a1—+0 A4
A pressio num ponto de um fluido em equilibrio € a mesma em todas as direg¢des e independe do
ponto.
A pressdo total exercida sobre uma parede (ou fronteira) é chamada de pressdo absoluta.
A pressio exercida sobre uma parede pela atmosfera ¢ chamada de pressdo atmosférica, ela vana
com 3 localizagdo e com a elevagio. A pressdo atmosférica é o resultado do peso do ar sobre as
paredes de um sistema. A pressdo manométrica ¢ a diferenga entre a pressio absoluta ¢ a pressdo
atmosférica. Nos calculos termodindmicos € indispensavel o uso de pressdes absolutas.
No sistema S/ a pressio € medida em Pascal (Pa), um pascal € igual a um newton por
metro ao quadrado, ou seja,
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1Pa = IN ! m?

No sistema inglés de engenharia, usa-se psia e psig para designar respectivamente as
pressdes absoluta e manométricas em /bf / pol 2

1.8.2 Trabalho

O trabalho, W, é usualmente definiddo como uma for¢a agindo através de um
deslocamento. Ele € expresso matematicamente como

W= _LF.ds = choseds (1.5)

onde o produto escalar do vetor forga pelo vetor deslocamento indica que o trabalho €
computado considerando-se somente o componente de forga na diregao do deslocamento. Este
calculo é indicado esquematicamente na Figura 1.8, onde a forga move-se ao longo de um
caminho especifico c.

w

Figura 1.8 Definicdo de trabalho.

O trabalho total é dado pela integral ao longo de ¢, o que significa que o trabatho depende do
caminho.

Considere a expansdo de um gas no intertor de um cilindro com pistao, veja a Figura 1.9 a
Seguir.

=

Gris

f
|
|
|
L

Figura 1.9 Expansio de um gas num cilindro.

Seja P a pressdo no cilindro € ¥ o volume de gas. A forga exercida sobre o pistdo €

F=PA
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onde 4 ¢ a &rea da superficie do pistdo que encontra-se exposta a agfio do gés. O movimento do
pistdo ocorre na diregéio da forga aplicada, € a diferencial do deslocamento ds pode ser dada em
termos da variag#o no volume de gés, d¥ como
_a

A

combinando-se as fungdes forga e deslocamento, tem-se que o trabalho devido a agdo da forga
sobre o pistdo, relacionado com o deslocamento ds, €

aw = ra%Y
A

ds

assim, o trabatho realizado sobre o pistdo, durante um dado processo quase-estitico, pode ser
determinado pela integral

W= E’Pa’V (1.6)

Entretanto essa integral somente pode ser efetuada se for conhecida a relagéio entre Pe V
durante esse processo. Esta relagio pode ser dada na forma de uma equagio ou ela pode ser
mostrada na forma de um grafico. A Figura 1.10 € um diagrama pressfo-volume representando a
expansio do gds no interior de um cilindro, por um processo quase-estdtico. No inicio do
processo 0 pistdo estd na posigdo 1 onde a pressio € elevada e o volume € relativamente pequeno.
No fim do processo o pistdo estd na posi¢io 2 e o estado correspondente do gés € mostrado pelo
ponto 2 no diagrama P-V, neste ponto a pressio € baixa e o volume € relativamente alto. A
hipétese de um processo quase-estdtico aqui € essencial, visto que cada ponto da linha 1-2
representa um estado de equilibrio bem definido pelo qual o sistema passa durante o processo.

P4

h J

Figura 1.10 Trabalho devido a expansdo de um gas.

A unidade de trabalho no sistema ST € ¢ newton-metro, denominado Joule, e denotado
com simbolo J. No sistema inglés de engenharia emprega-se pé-libra-forga ( /1.1, ).

Com a caracterizagfio do trabatho como uma grandeza fisica bem definida, é possivel
desenvolver-se wma série de relagdes Gteis. Quando um corpo de massa m sofre a agfio de uma
forga F, a sua aceleracio esté relacionada & forga pela equagdo,

F = ima = im@

g g dt
Assim,
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dW = Fds = iqgﬁdn = —n—?u du

g, dt &

onde u representa a velocidade e o tempo.
Esta equago pode agora ser mtegrada quando houver uma variagao finita de velocidade, de », a

u,.

L 2 2
W= ™ fud = _’{’_["_z_ﬁ]
gc‘ y gc 2 2

ou

mu’
W= A(zg) (1.7

2z

mu* : o
A grandeza E, = ¢ conhecida como energia cinética. Portanto, a equagio (1.7)

[

mostra que o trabalho feito sobre um corpo, para aceleréd-lo de uma velocidade u, até uma
velocidade u, , € igual 4 variagdo da energia cinética do corpo, isto €,

W = AE;, = Ekl —Ekz

Inversamente, quando um corpo em movimento ¢ desacelerado pela a¢iio de uma forca
restritiva, o trabatho feito pelo corpo € igual a modificagdo de sua energia cinética No sistema

. Y 1
SI, g, ¢igual a unidade ¢ a energia cinética fica E, = Emu2 :

Quando um corpo de massa m ¢ elevado de uma altura inicial z; para uma altura z,, €

necessario aplicar sobre ele uma forga de intensidade maior ou pelo menos iguat ao peso do
corpo. Esta forga deve deslocar-se ao longo da distincia 2, —z;. Uma vez que o peso do corpo €

o resultado da agdo da gravidade sobre ele, a forga minima necessaria para elevar o corpo ¢

F = —l—ma = Lmg
8c Ee

onde g ¢ a aceleragio da gravidade local. O trabalho minimo necessanio para suspender o corpo ¢
igual ao produto desta forga pela variagdo da cota z, isto €,

W = F(Zz“*zl) = Ti’i’—'égL Z7 -Zl) = m;'zzé:—mizli
& &c c
ou
mzg
W = A( J 8
2. (1.8)
Vé-se, pela equagdo (1.8), que o trabalho realizado sobre o corpo, no processo de suspensio, ¢
igual & modificagio da grandeza £, =—’£‘-7§, conhecida como energia potencial. Inversamente,
ge

quando o corpo é novamente abaixado contra uma forga resistiva igual ao seu peso, o trabatho

realizado pelo corpo ¢ igual a variagio da energia potencial. A equagdo (1.8) é semelhante, em

forma, a equagio (1.7), e ambas mostram que o trabalho realizado € igual & variagido de yma

grandeza que descreve a condigdo do corpo, (sistema),em relagdo as suas vizinhangas, Em cada

caso, o trabalho realizado pode ser recuperado mediante uma inversdo do processo € pelo retorno

do corpo ao seu estado inicial. Esta observagdo leva, com naturalidade, a0 pensamento de que, se
17



o trabalho realizado sobre um corpo para aceleré-lo ou para eleva-lo, pode ser recuperado num
processo posterior, entdo o corpo, gragas a velocidade adquirida ou & elevagdo alcangada deve
conter a capacidade ou a possibilidade de efetuar este trabalho. No exame de gualquer processo
fisico, tenta-se encontrar ou definir grandezas que permanecem constantes, independentemente
das modificagdes que ocorrem. Uma destas grandezas, reconhecida hi muito tempo no
desenvolvimento da mecénica, € a massa. A grande utilidade da lei da conservagdo da massa
como um principio geral da ciéncia sugere que outros principios de conservagdo tenham valor
comparavel. Assim, o desenvolvimento do conceito de energia cinética ¢ potencial levou
logicamente ao principto da conservagdo num processe mecanico. Quando se da energia a um
corpo mediante a sua elevagdo, parece razodvel admitir que o corpo conservaré esta energia, ou a
mantera guardada até que possa realizar o trabalho de que € capaz. Conclui-se entdo que, se um
corpo em posigdo elevada cai livremente, a sua energia cinética deve crescer 4 medida que a
energia potencial diminui, de modo a conservar inalterada a sua capacidade de realizar trabalho.
Por isso, deveria ser possivel escrever, no caso de um corpo em queda livre, a expressio

AEy + AE, =0 (1.9)

Inumeraveis experiéncias confirmam a validade desta equagfio. O sucesso da aplicagdo do
principio da conservagio da energia aos corpos em queda livre levou a sua aplicagio generalizada
a todos os processos puramente mecanicos.

Sao possiveis outras formas de energia mecénica além da energia cinética e da energia
potencial gravitacional. A mais comum, provavelmente, ¢ a energia potencial de deformagio .
Quando se comprime uma mola, realiza-se trabalho per uma for¢a externa. Em virtude da mola
comprimida poder realizar, ( em outra ocasido), um trabalho contra uma forga resistiva, mediante
a sua elongagdo, a mola possui capacidade de realizar trabalho. Esta ¢ a sua energia de
deformagio. Existe energia do mesmo tipo num fio de borracha esticade ou uma barra de metal
com deformagdo na regido eldstica.

Para ampliar a generalidade do principio da conservagio da energia, € conveniente encarar
o proprio trabalho como uma forma de energia. Esta generalizagio ¢ evidentemente aceitavel,
pois mostrou-se que nic sO a energia cinética mas também a potencial sofre modificagdes iguais
ao trabalho necessario para realiza-las. O trabalho, no entanto, é energia em trinsito € nunca esta
guardado no corpo. Enquanto se realiza trabalho ¢ ele ndo aparece simultaneamente como outro
trabalho, (em outra parte), ele se converte em outra forma de energia.

Quando se faz trabalho, este trabalho ¢ feito pela vizinhancga sobre o sistema, ou vice-
versa, e hd assim uma transferéncia de energia da vizinhanga para o sistema ou deste para agquela.
Somente durante esta transferéncia € que a forma de energia, conhecida como trabalho, tem
existéncia. Ao contrario, a energia cinética € a energia potencial sio pertinentes ao sistema . Os
seus valores, no entanto, sdo medidos com referéncia a sua vizinhanga, isto €, a energia cinética
depende da velocidade em relagdo a vizinhancga, e a energia potencial depende da altura em
relagdo 4 vizinhanga.

1.9 O Calor

A defimicao termodindrmca de calor € um tanto diferente da interpretacdo comum do
termo. Portanto € importante compreender claramente a definicdo de calor. Para isso, considere,
por exemplo um bloco de cobre quente colocado dentro de um recipiente de agua fria. Sabe-se
pela experiéncia, que o bloco de cobre se resfria € a dgua se aquece até que o cobre e a agua
atinjam a mesma temperatura. O que causa essa diminuigio de temperatura do cobre € o aumento
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de temperatura da dgua ?. Diz-se que isso € o resultado da transferéncia de energia do bloco de
cobre para a agua. E dessa transferéncia de energia que chega-se a uma definigio de calor.

O calor ¢ definido como sendo a forma de energia transferida através da fronteira de um
sistema, numa dada temperatura a um outro sistema, (ou meio), numa temperatura inferior, em
virtude da diferenca de temperatura entre os dois sistemas. O outro aspecto dessa definicio de
calor é que um corpo nunca contém cator. Ou melhor, o calor pode somente ser identificado
quando atravessa a fronteira. Assim, o calor ¢ um fendmeno transitério. Considerando-se o bloco
quente de cobre como um sistema € a agua fita do recipiente como um outro sistema, reconhece-
se que orginalmente nenhum sistema contem calor. Quando o cobre é colocado na agua, e os
dois estdo em contato térmico, o calor é transferido do cobre para a agua até que seja
estabelecido o equilibrio de temperatura. Neste momento, j4 ndo ha mais transferéncia de calor no
fim do processo. Infere-se, também, que o calor é identificado na fronteira do sistema, pois ele é
definido como sendo a energia transferida através da fronteira do sistema.

O calor transferido para um sistema € considerado positivo e o calor transferido de um
sistema negativo. E usado o simbolo Q para representar o calor.

E evidente, a esta altura, que ha muita semelhanga entre calor e trabaiho: o calor e o
trabalho sdo, ambos, fenGmenos transitérios. Os sistemas nunca possuem calor ou trabalho,
porém qualquer um deles ou ambos atravessam a fronteira do sistema, quando o sistema sofre
uma mudanga de estado. Assim, diz-se que tanto calor como trabalho sfo fendmenos de fronteira,
pois ambos sdo observados somente na fronteira do sistema, e ambos representam energia que
atravessam essa fronteira.

O calor, como toda grandeza termodinimica, tem unidades. No sistema inglés de
engenharia o calor é medido em B (British thermal units), 1 Bfu pode ser definido como a

quantidade de-calor necesséria para elevar a temperatura de 1/5,, de agua de 1°F a 68°F . No
sistema 57 a unidade de calor ¢ a Caloria, representada pelo simbolo Cal, 1 Cal pode ser definida
como a quantidade de calor necessaria para elevar a temperatura de 1g de agua de 1°C a 20°C.

1.10 A Energia Interna

Entre os anos de 1840 ¢ 1878, J.P. Joule, [24], realizou cuidadosas experiéncias sobre a
natureza do calor e do trabatho. Estas experiéncias sdo fundamentais para a compreensio do
conceito de energia interna.

As expenéncias de Joule, nos seus elementos essenciais, eram suficientemente simples,
mas as precaugdes para assegurar a exatiddo foram bastante elaboradas. Na sua série mais
famosa, Joule colocou quantidades medidas de 4gua num vaso isolado e agitou a agua com um
agitador rotatorio, veja a Figura 1.11. O trabatho realizado sobre a 4gua pelo agitador foi medido
com exatiddo, a0 mesmo tempo que se anotava a modificagdo da temperatura da agua. Observou-
se entdo que era sempre necessaria uma certa quantidade de trabalho para elevar de um grau
(mediante a agita¢do) a temperatura da massa de agua. A temperatura inicial da agua podia ser
restabelecida, posteriormente, pela transferéncia de calor através do simples contato com um
corpo mais frio.

Nas expenéncias realizadas por Joule, adicionava-se energia i agua sob a forma de
trabalho, porém a extragio de energia era feita, posteriormente, sob a forma de calor. Neste
experimento, surge entdo o problema de saber o que ocorre a esta energia entre o instante em que
ela ¢ transfenida para a agua, como trabalho, e o instante em que ela € extraida como calor. E
razodvel admitir que a energia esta contida, de alguma forma, dentro da 4gua Esta forma de
energia é chamada de energia interna, cujo simbolo é U.
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Figura 1,11 A experiéncia de Joule.

A energia mterna de um sistema termodinamico ndo inclui qualquer energia que ele possa
ter em conseqiiéncia da sua posigio ou do seu movimento. Ela refere-se a energia das moléculas
que constituem a substancia do corpo. Acredita-se que as moléculas de qualquer substincia estdo
em incessante movimento € possuem energia cinética de translacdo, de rotagfio e de vibragio. A
adigdo de calor ou trabalho ao sistema aumenta esta atividade molecular e provoca, com isso, um
aumento de sua energia interna. Assim, a energia interna ¢ uma propriedade extensiva, visto que
ela depende da massa do sistema.

Nio é possivel medir a energia interna absoluta de um sistema. No entanto, na analise
termodindmica tsto nio constitut um problema, pois pretende-se determinar somente variagbes da
energia interna entre os estados de equilibrio de um sistema.

1.11 O Enunciado da Primeira Lei

O reconhecimento do calor ¢ da energia interna como formas de energia sugere a
generalizagio da lei da conservagio da energia mecanica, equacgdo (1.9), para incluir outras
formas de energia, além do trabalho W e do calor (), da energia potencial £, e da energia cinética

E, . Na verdade, uma tal generalizagi0 deve ser ampla a fim de abarcar muitas formas de energia,
como por exemplo, a energia elétrica £, a energia magnética E,, a energia de superficie £, a
energia devido as reagdes quimicas £, etc.

Esta generalizagdo ¢ uma lei termodinimica, conhecida como a primeira lei da
termodindmica, a qual pode ser enunciada de muitas formas, uma delas é:

1? Lei da Termodindmica:- Embora a energia assuma diversas formas, a quantidade total
de energia é constante e, quando a energia desaparece em wma forma, ela reaparece
simultaneamente em outras formas.

Na aplicagdo da primeira lei, a um dado processo quase-estatico, € conveniente se
reconhecer de uma forma cotreta o sistema e sua vizinhanga, processos ocorreém sobre sistemas
bem definidos. Assim, toda a atengdo deve estar focalizada sobre o processo particular que esta
sendo examinado e sobre o equipamento e os materiais (sistemas) diretamente envolvidos no
processo.

E preciso ficar claro, no entanto, que a primeira lei aplica-se ao sistema e a sua vizinhanga
em conjunto, ¢ ndo apenas ao sistema. Na sua forma mais geral, a primeira lei pode ser escrita:

A (energia do sistema) = 4 (energia da vizinhanga)
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No sistema, as variagdes de energia, em suas diversas formas, podem ocorrer mediante
modificagdes de sua energia total dada por,

E,=U+E,+E,+E +E +E +E +..

As modificagOes da energia da vizinhanga estdo relacionada com as formas de energia que podem
atravessar a fronteira do sistema. No sentido termodindmico, o calor € o trabalho sdo as unicas
formas de energia em transito através da fronteira que separa um sistema fechado da sua
vizinhanga. Entdo em um sistema fechado, no qual a massa € necessariamente constante, toda
energia que passa através da fronteira entre o sistema e a vizinhanga € transferida como calor ¢
trabalho. Neste caso, a variagio total da energia da vizinhanga deve ser igual & energia transferida
para ela, ou dela retirada, na forma de calor ou trabalho. Assim, para um sistema fechado a
primeira lei pode ser escrita como segue:

AU + AE, + AE | + AE, + AE, + AE + AE_+..=Q+W (1.10)

Os sistemas fechados sofrem, freqiientemente, processos que ndo provocam modificagbes
das energias potencial, cinética, elétrica, etc., mas apenas alteragdes na energia interna. Neste
caso, a primeira lei, equagdo (1.10), reduz-se a

AU =0+W (1.11)

A equagdo (1.11) na sua forma diferencial torna-se:
dU =dQ+dw (1.12)

A equagido (1.12) ¢ util quando ¢ necessario exprimir U, O e W em fungdo de varidveis que se
transformam durante um processo. Esta equagdo pode também ser encarada como uma definigio
matematica para a energia interna, ela confirma que ndo é possivel obter-se a energia interna
absoluta de um sistema, uma vez que pela integragdo da equagdo (1.12) determina-se somente
variagbes da energia interna entre dois estados de equilibrio de um sistema fechado.

Quando um sistema, em um dado estado inicial, passa por certo nimero de mudangas de
estado ou processos e finalmente retorna ao estado inicial, diz-se que o sistema executou um
ciclo. Dessa forma, no final de um ciclo, todas as variéveis de estado e todas as fungdes de estado
(fungdes que dependem somente destas varidveis) tém o mesmo valor inicial. Desde que a energia
interna € uma fungdo de estado, sua variagio deve ser nula quando o sistema executa um ciclo.
Assim, integrando a equacio (1.12), tem-se:

§d0 +§aw =0 (1.13)

onde o sinal de integracio denota um processo ciclico.

Como o trabalho é uma grandeza termodindmica que depende do caminho, segue-se da
equagio (1.13) que o calor também depende do caminho, ou seja, d0 da mesma forma que dW
sdo diferenciais inexatas.

1.12 A Entalpia

Além da energia interna, existem muitas outras fungdes termodinidmicas que se usam
comumente em virtude de sua importincia pratica. A entalpia sera introduzida nesta segdo, e as
outras serdo analisadas mais adiante. A entalpia € definida explicitamente, para qualquer sistema,
pela expressdo matematica
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H=U+PV (1.14)

As unidades das parcelas desta equagio devem ser coerentes. O produto PV tem as unidades de
energia, conforme U. Portanto, H tem unidades de energia.

Em virtude, de U, P e ¥ serem todas fungdes de estado, quaisquer combinacdes destes
pardmetros devem ser também uma fung8o de estado. A equagdo (1.14) mostra que a entalpia €
uma combinagiio destas grandezas; portanto é também uma fungéo de estado, ou seja, independe
do caminho pelo qual o processo foi realizado. A equagio (1.14) na sua forma diferencial, pode
ser escrita como

dH = dU + d(PV) (1.15)

Integrando a equagfio (1.15) obtém-se
AH = AU + A(PV)

Deve-se observar que H, a exemplo de U e ¥, é uma propriedade extensiva do sistema.

1.13 O Calor Especifico

Para elevar de 1 grau a temperatura de uma dada massa de qualquer material € necessaria
uma certa quantidade de calor. Esta quantidade de calor é a capacidade calorifica da substancia.
Este conceito pode ser aplicado a qualquer quantidade do material, mas comumente € baseado em
1 mol ou em uma unidade de massa da substdncia ¢ neste contexto € entdio chamado de calor
especifico.

A capacidade calorifica, denotada por C, pode ser definida matematicamente por uma
expressdo que descreve a relagdio entre o calor transferido a um corpo € a variagio de
temperatura sofrida por ele. Esta expressio tem a forma .

dQ = NCdT (1.16)

onde N ¢ o nimero de moles e d7 € a elevaghio de temperatura provocada pela quantidade de
calor dQ. Assim, para N = 1 ¢ supondo-se C constante tem-se pela integragio da equagfio (1.16)
que

Q=cde=cj:‘”dT

ou seja,

0=C

O que confirma o calor especifico C como sendo a quantidade de calor necessaria para elevar de
um grau a quantidade de um mol de uma substéncia.

Como observado anteriormente, a quantidade de calor necesséria para provocar uma certa
modificacio de estado depende do processo particular sofrido pelo sistema. Por isso, segue-se
que o calor especifico de uma substéincia também depende do processo. Quaisquer processos sio
possiveis, mas o calor especifico ¢ usualmente definido para apenas dois deles: processos a
pressdo constante e processos a volume constante. Por isso, usam-se correntemente dois calores
especificos, 0 C,, a presso constante,e o0 C,, a volume constante.

Considere um processo a volume constante envolvendo 1 mol de gas confinado num vaso
com paredes rigidas. O gés constitui o sistema. Quando se adiciona calor ao gds, a sua
temperatura se eleva. De acordo com a definigio de calor especifico
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dQ=C,drl
ou, sendo C, constante,

Q=CAT
Uma vez que este processo € efetuado a volume constante, nédo ha qualquer trabalho realizado, ¢
as equagdes da primeira lei, equagdes (1.11) € (1.12), reduzem-se a AU=0Q e dlU/=d(Q.
Portanto, num processo a volume constante,

AU=Q=|C,dr

dU=dQ=C,dr

A fim de se analisar um processo a pressdo constante, considere o sistema constituido por
1 mol de gés confinado num cilindro por um pistdo sem atrito, & pressio P, como descrito na
Figura 1.9. O sistema esté inicialmente em equilibrio. O calor é fornecido lentamente, provocando
a expansio do gas através de um processo quase-estatico. Mantendo-se constante a for¢a que
atua sobre o pistfio, o processo ocorrera a uma pressdo constante. De acordo com a defini¢do de
calor especifico,

dQ=C, dT (1.17)

Q=fc,dr

Realiza-se trabalho em virtude da forga provocar o deslocamento do pistio. Uma vez que ©
processo efetuado é quase-estatico, o trabalho quase-estatico realizado sobre o sistema (gas),
durante um deslocamento infinitesimal, ¢ dado pela expressdo

aw = -PdV : (1.18)
A substituigio das equagdes (1.17) e (1.18) na equagéo da primeira lei, equagio (1.12), da
dU = CpdT - PdV
ou
dU + PdV = C, dT =dQ (1.19)
A equacdo (1.15) estabelece que; -
dH = dU +d(PV)

Uma vez que P € constante,
dH = dU + PdV

A substitui¢do de dU + Pd}” por dH na equagdo (1.19) conduz a
dH = C,dT =dQ

AH = [CpdT=Q

para P constante.
Entdo, num processo quase-estatico e isobarico, a variagio de entalpia do sistema é igual
ao calor trocado pelo sistema.
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CAPITULO 11

O Comportamento PvT das Substancias Puras

2.1 Substancias Puras

As propriedades termodindmicas que caracterizam um sistema, tais como a energia interna
e a entalpia, ndo sio diretamente mensurdveis. No entanto estas propriedades, para sistemas em
equilibrio, sdo fungSes de parimetros acessiveis & medi¢des, como a temperatura, pressdo,
volume especifico, etc. Tais parametros encontram-se relacionados e o estudo de um sistema, de
acordo com a variagio destes pardmetros, é de interesse fundamental para a analise do material
considerado.

Uma substdncia pura é aquela que é homogénea ¢ tem composigiio quimica invariavel. Ela
pode existir em mais de uma fase, mas a composi¢iio quimica ¢ a mesma em todos as fases.
Assim, agua liquida, uma mistura de agua liquida e vapor d’agua ou uma mistura de gelo e agua
liquida s3o todas substancias puras, pois cada fase tem 0 mesmo componente quimico, H,0. O
Nitrogénio, Oxigénio, Mercario, Zinco, Prata, Cobre, Metano, Butano, Decano, etc, sdo outros
exemplos de substancias puras. Sistemas constituidos de varias substancias puras sdo chamadas de
misturas. Uma mistura liquida é chamada de solug@o.

Neste capitulo analisar-se-4 0 comportamento das substancias puras, mais especificamente
dos fluidos puros, quanto a variagio da pressdo, volume e temperatura.

2.2 Diagramas PvT

Considere o sistema de 1 Kg de agua contido no conjunto émbolo-cilindro da Figura 2.1a.
Suponha que o €mbolo e o peso mantenham a pressdo de 0,1 MPa no cilindro ¢ que a

temperatura inicial seja de 20°C .

LIIIE LT

. Vapor

FA L PLLLLEL )

[4

Figura 2.1 Mudanga da fase liquida para vapor, de uma substéincia pura a pressio constante.
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A medida que é transferido calor a agua, a temperatura aumenta consideravelmente, o
volume especifico, v, aumenta ligeiramente ¢ a pressdo permanece constante. Quando a
temperatura atinge 99,6 °C uma transferéncia adicional de calor implica em uma mudanga de
fase, como indicada na Figura 2.1b. Isto ¢, uma parte do liquido torna-se vapor ¢, durante este
processo, a pressdo € a temperatura permanecem constantes, mas o volume especifico aumenta
consideravelmente.

Quando a Gltima porgéo de liquido tiver vaporizando, uma transferéncia adicional de calor
resulta num aumento da temperatura e do volume especifico do vapor, Figura 2.1c.

O termo femperatura de satura¢do designa a temperatura na qual se da a vaporizagio a
uma dada pressio, ¢ esta pressio € chamada de pressdo de saturagdo para a dada temperatura.

Assim, para agua a 99,6°C a pressdo de saturagio ¢ de 0,1 MPq, e para agua a 0,1 MPa a
temperatura de saturagio é de 99,6°C . Para uma substincia pura ha uma relagio definida entre a
pressdo de saturagdo ¢ a temperatura de saturagao.

Se uma substincia existe como liquido 4 temperatura e pressiio de saturagdo entéo ela é
chamada de liquido saturado. Se a substincia existe como vapor ela € chamada de vapor
saturado.

As medigbes da pressdo de vapor de um sélido puro em varias temperaturas até o ponto
em que ele funde ¢ as medigdes da pressdo de vapor de um liquido em fungio da temperatura
levam a curvas de pressdo contra temperatura analogas as curvas 1-2 e 2-C da Figura 2.2.

£1 3t A Regido de
fluido

Chooic N

Regido de
| Regldode liquido
solido

curva de fusdo curva ‘de _,.\r
~ vaporizagdo

de gds
aw.__ponto triplo
Y7®_ curva de sublimagio
T, T

4

Figura 2.2 Diagrama de uma substancia pura no plano PT.

A terceira curva deste grafico da a relagdo de equilibrio entre o solido e o liquido. Estas
trés curvas representam as condigSes de P e de T necessarias para a coexisténcia de duas fases em
equilibrio €, por isto, sdo fronteiras de regides de extsténcia de uma s6 fase. A curva 1-2 € a curva
de sublimagdo e separa as regides de existéncia de sohdo € de gas. A curva 2-3 € a curva de
fustio e separa as regides de solido e de liquido, A curva 2-C ¢é a curva de vaporizagdo e separa as
regides de liquido ¢ gas. As trés curvas encontram-se no ponto triplo, onde as trés fases
coexistem em equilibrio. Enquanto a curva de fus3o 2-3 continua a prolongar-se para cima, a de
vaporizagio 2-C termina no ponto C, que € o ponto critico. As coordenadas deste ponto sdo a
pressdio critica P, e a temperatura critica 7, Estes valores representam a temperatura mais
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elevada e a maior pressdo em que a substancia pura encontra-se no estado de equilibrio liquido-
vapor. A regido de fase fluida, existente em temperaturas mais altas e em pressdes mais elevadas,
esta assinalada pelas retas tracejadas, que ndo representam curvas de mudanga de fase, mas
dependem de definigdes arbitrarias sobre o que € o liqude ¢ o que ¢ o gas. Uma fase ¢
considerada liquida se¢ pode ser vaporizada pela redugdo da pressiio num processo isotérmico.
Uma fase ¢ considerada gasosa se pode ser condensada pela redugio de temperatura num
processo isobarico. Em virtude da regidio de fluido, além das retas tracejadas, nio satisfazer a
qualquer destas definigdes, ela ndo se refere nem a um gas nem a um liquido. A regido de gas €
dividida, as vezes, em duas partes, conforme mostra a reta pontithada da Figura 2.2. Um gas que
esteja 2 esquerda desta reta e que possa ser condensado por compressdo isotérmica ou por
resfriamento isobarico € freqiientemente denominado um vapor.

E interessante observar que é possivel tragar um processo da regido de liquido para a de
gas que ndo corta a fronteira bifasica; a curva de 4 para B, na Figura 2.2 ¢ um exemplo. Este
processo representa uma transicdo gradual de liquido até gas sem que haja passagem por um
ponto de modificagéo descontinua de propriedades: ou seja, ndo se observa a mudanga de fase.

A Figura 2.2 nfo fornece informagdes sobre o volume do sistema, simplesmente mostra as
fronteiras bifasicas no plano PT. Considera-se agora um conjunto de isotermas (retas verticais na
Figura 2.2) situadas a direita da regido de solido e traga-se a curva da pressdo contra o volume
molar, ou contra o volume especifico, para cada isoterma. O diagrama Pv que assim se determina
esta desenhado na Figura 2.3. As curvas 1] ¢ T, sfio isotermas em temperaturas maiores que a

critica. Conforme mostra a Figura 2.2 estas isotermas ndo cruzam a fronteira entre as regijes
monofasicas e, por isso, ndo tem singularidades. As curvas 7, e 7, sdo pertinentes a temperaturas

mais baixas ¢ consistern em irés regites distintas. As regides com os segmentos horizontais
representam a mudanca de fase entre o vapor e o liquido. A pressdo constante em que ocorre esta
mudanga, para uma dada temperatura, é a pressdo de vapor, que, na Figura 2.2 ¢ dada pela
ordenada do ponto em que a isoterma corta a curva de vaporizagido. Os pontos sobre as retas
horizontais da Figura 2.3 representam todas as misturas possiveis de vapor e liquido em
equilibrio, desde 100% de liquido,a esquerda, até 100% de vapor, na extremidade da direita. O
lugar geométrico destes pontos terminais esta representado pela curva com a forma parabolica
ACB; a metade esquerda desta curva (de 4 até ) representa o liquido saturado, e a metade da
direita (de C até B) é a curva do vapor saturado. A area subtendida pela curva ACB € a regifio
bifasica, enquanfo as areas a esquerda e a direita sdo as regides de liquido e de gas,
respectivamente. As isotermas na regido de liquido sio muito inclinadas, pots os volumes liquidos
pouco se¢ modificam com grandes alteragGes na pressdo.

Os segmentos horizontais das isotermas na regido bifasica ficam cada vez mais curtos a
medida que a temperatura sobe, e se reduzem a um ponto ao chegar a C. A isoterma critica,
indicada por 7., tem uma inflexdo horizontal no ponto C, no topo da curva. Este € o ponto
critico. As fases, neste ponto, ndo se podem distinguir umas das outras, pois as suas propriedades
se tornam idénticas.

A Figura 2.3 mostra que, nas regides do diagrama em que s6 ha uma Gnica fase, existe
uma relagio entre P,v ¢ 7 que pode ser expressa pela equacéio:

F(Pv,T)=0

Isto significa dizer que existe uma equagdo de estado relacionando a pressdo, o volume
molar (ou o volume especifico) e a temperatura para qualquer fluido homogéneo nos estados de
equilibrio. O exemplo mais simples de uma equago de estado € a lei dos gases ideais, Pv = RT,
equagdo que tem validade aproximada na regido de baixa pressdo do gas na Figura 2.3 e que sera
discutida em detalhes na Se¢#o 2.3.
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Figura 2.3 Diagrama de uma substancia pura no plano Pv.

Uma equagdo de estado pode ser resolvida, explicitamente, com qualquer das trés
coordenadas dada em fungio das outras duas. Por exemplo, v em fungdo de 7' e P, ou seja,

v=uT,P)
entio
& &
dv=—dTl + —dP 2.1
- ér > @1

As derivadas parciais desta equagio tém significados fisicos definidos e sdo grandezas
mensuraveis. No caso de liquidos, as duas estdo diretamente relacionadas com duas grandezas
comumentes tabeladas:

1. O coeficiente de expansdo térmica B, dado por

1&v
=== (2.2)
2. 4 compressibilidade isotérmica (ou simplesmente compressibilidade) &, dada por
p- L&
v P 2.3)
A combinagio das Eqs. (2.1) a (2.3) leva a relagéo geral
%:ﬂdT—de {2.4)

Na Figura 2.3 as isotermas no lado esquerdo sdo pertinentes a fase liquida. Conforme se
vé, sdo muito empinadas e muito juntas. Isto significa que ndo s6 (Fv/& P), mas também
(6v/&8T), sio muito pequenos e que, portanto, f ¢ k também sio pequenos. Esta ¢ uma
caracteristica dos liquidos, desde que ndo se esteja na regiio proxima ao ponto critico. Esta
observacio levou a uma idealizagio, usada comumente na mecénica dos fluidos e conhecida como
a do fluido incompressivel, que tem f e k iguais a zero. Na verdade, esta hipotese niio ¢ valida
para nenhum fluido real, mas é uma idealizagéo util, pois leva a resultados que constituem, em
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muitos casos, excelentes aproximagOes. Para um liquido incompressivel, a equagio de estado é
simplesmente v = constante, pois ndo depende nem de P nem de 7.

2.3 A Equacgiio de Estado Virial

A equag@io de estado virial (esta palavra significa forga em Latim), ou simplesmente
equagdo do vinal representa uma expansdo do produto Py, onde v é o volume molar, em uma
série de poténcias de P da forma:

Pv=a+bP+cPi+.. (2.5

onde supbe-se que os coeficientes a, b, c... sio fungdes da temperatura. Fazendo-se & =aB’,
c=aC’ etc., esta equacdo fica

Pv=a(l+ BP+C'P*+..) (2.6)

O segundo membro da equacio (2.6) €, em principio, uma série infinita. Na pratica,
porém, um numero finito de termos € suficiente para representar os dados experimentais. Na
verdade, os dados experimentais de PvT a baixa pressdo mostram que a série truncada depois de
dois termos da resultados satisfatorios. Em geral, quanto maior a faixa de pressdo maior o namero
de termos necessarios, o que comprova a validade da equagdo (2.6) uma vez que o segundo
membro da equaciio (2.6) se reduz a a quando P=0. Assim tem-se que

lim(Pv)=a

F 30

O coeficiente a possui uma caracteristica importante, a qual € comprovada
experimentaimente. E razoavel esperar, a principio, que cada uma das constantes a, B', C', sejam
ndo somente fungGes da temperatira mas também variem com a substincia pura estudada. Este €
o caso das constantes B',C’, etc. No entanto, os dados provenientes de varios experimentos,

com vartos gases distintos, realizados a uma mesma temperatura mostram que os graficos de Pv
contra P tem ¢ mesmo limite de Py quando P tende a zero, independentemente da natureza do

ghs, veja a Figura 2.4, a seguir.

Pt H,
N,
Ar
K OZ
P00
0° ¢

P

Figura 2.4 O limite do produto Pv quando P — 0 ¢ independente do gas.

Assim, considera-se em geral, que o coeficiente a € independente da natureza da
substdncia pura, e depende somente da temperatura, ou seja,

lim(Pv)=a=f(T)

Muitos gases a baixa pressdo comportam-se de acordo com a equagdo simples
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Pv=a=RT 2.7)

0u seja,
Pv=RT (2.8)

onde R € uma constante de proporcionalidade. Esta equagio é chamada de equagdo de estado
para um gas ideal. A constante de proporcionalidade R € chamada de constante universal dos

n’’ Pa

mol K

. Com 0 estabelecimento da

gases € no sistema Sl tem o valor numérico igual a 8314

equagdo do gas ideal, a constante a na equagfo (2.6) pode ser substituida por RT, conforme a
equaglo (2.7), e assim a equagio (2.6) fica

_ Py

=——=1+BP+CP* +D'P+. (2.9)
RT

~ Pv . o .
onde a razdo — ¢ denominada fator de compressibilidade e recebe o simbolo Z.

Uma outra expressio para Z equivalente a equagio (2.9), € que também é usada

comumente, é

z=122,.6, 0, (2.10)
y vl v3

. - A 1 ~
A equagio (2.10) ¢ obtida desenvolvendo-se Pv em séne de poténcia de —. Esta equagfo €
v

chamada de equagio do virial em v, enquanto que a equagdo (2.9) é a equagio do virial em P. Os
coeficientes B, C', D' ... e B,C, D,... sdo os coeficientes do virial. Os coeficientes B ¢ B’ sdo
os segundos coeficientes do virial, C e C' sfio os terceiros coeficientes do virial e assim
sucessivamente.

As equagdes do virial tém uma base teorica firme. Os métodos da mecanica estatistica
permitem deduzi-las e atribuem um significado fisico aos seus coeficientes. Assim, no
desenvolvimento em 1/v {(virial em v), o termo B/v esta ligado &s interagdes entre pares de
moléculas, o termo em C/v? leva em conta as interagOes entre trés moléculas ete. Uma vez que
as interagdes entre duas moléculas sdo mais comuns que as interaches entre trés delas, e as
interagdes triplas sdo muito mais comuns que as quadruplas etc, as contribuigdes dos termos de
ordem mais elevada diminuem rapidamente na série de poténcia. Como as séries infinitas (2.9) e
(2.10) s@io supostamente convergentes, o leitor pode comprovar facilmente que os coeficientes
B'.C', D", ... eB, C D, . estio relacionados da seguinte forma:

B = Rﬁf (2.11-a)

. C-B (2.11-b)
(RT)*

,  D-3BC+2B’ (2.11-¢)
" (RT)

etc.

Nas aplicagbes de engenharia, 0 uso das equagbes do virial 86 € pratico quando a
convergéncia das séries, representadas pelas equagbes (2.9) e (2.10), é muito rapida, ou seja,
quando ndo precisa-se de mais que dois ou trés termos para se conseguir aproximagdes
razoavelmente boas da soma das séries que representam o valor Z, nas referidas equagdes. Esta
situagdo ¢ conseguida para gases em pressoes baixas ou moderadas.
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A Figura 2.5 mostra o grafico do fator de compressibilidade para o metano. Os valores do
fator de compressibilidade Z, calculados a partir dos dados PvT" do metano mediante a equagio

Pv )
Z =——, sdao plotados contra a pressio com diversos valores da temperatura constante. As

isotermas resultantes mostram graficamente o que a expansdo do virial em P, equagéo (2.9),
pretende mostirar analiticamente:
(1) todas as isotermas tém o valor Z=/1 para P=0,
(i) todas as isotermas se aproximam de linhas retas quando P se aproxima de zero.

Em vista do item (ii) observa-se que a tangente a uma isoterma em P=0 ¢ uma boa
aproximagio da isoterma sobre um dominio [0,P] de baixa pressao.

Z,
L1
400°F

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0.3

| I | > P
0 1000 2000 3000

Figura 2.5 Grafico do fator de compressibilidade do metano.

A derivada da equagfo (2.9) para uma temperatura constante da
9Z B 2CP+3DP .
dP
de onde segue-se que
) r
d}) FP=0
Entdo, a equagdo da reta tangente no ponto P=0e Z=1 ¢
Z=1+B'P (2.12)

Obviamente, este resuttado é o mesmo que se obtém truncando a série, representada pela equagdo
(2.9), no seu segundo termo. Substituindo-se a equagdo (2.11-a) na equaglo (2.12) obtém-se uma
relacdo que exprime Z em termos do coeficiente B:
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g Py BP @13)
RT RT
Aplicando-se 0 mesmo raciocinio para a equacdo (2.10), ou seja, truncando esta série no seu
segundo termo, tem-se também que para pressdes baixas:
z-2 1,2 (2.14)
RT v
Surge agora a questdo de saber-se qual das duas equagdes, (2.13) ou (2.14), da a melhor
aproximacgdo dos dados PvT em pressdes pequenas. A experiéncia mostra que a equacdo (2.13) é
tdo exata quanto a equagdo (2.14). A equagdio (2.13) é muito mais conveniente para se usar na
maior parte das aplica¢des, pois pode ser resolvida explicitamente tanto em termo do volume,
escrevendo-se

y = RT +B
P
ou em termos da pressdo, escrevendo-se
RT
P=
v-—-B

Por outro lado a equagdo (2.14) s6 pode ser resolvida explicitamente em termos da pressio

p =R7(v+23)
v

Na sua forma v-implicita ela é uma equagio quadratica dada por
PV -RIv-RIB=0

A ltima equagio escrita em termos do fator de compressibilidade tem a seguinte forma
quadratica em Z

7-z-28_,
RT

Os valores de B, o segundo coeficiente do vinal, dependem da natureza do gas e da
temperatura. Estes valores foram determinados experimentalmente para diversos gases.

As equagdes discutidas acima representam com bastante exatidio o comportamento dos
vapores, em temperatura subcriticas, até pressdes da ordem de 220 psia. Para pressOes mais
elevadas, até a ordem de 735 psia, a equagio do virial truncada no terceiro termo fornece
excelentes resultados. Nestas circunstincias, o desenvolvimento em poténcias 1/v € muito
supetior ao desenvolvimento em poténcias de P. Por isto, a forma apropriada com a aproximagio
de trés termos €

Py

Z=—=1+-JE?-+£2
RT v v

Esta equacéo possut a forma P-explicita
P= RT(l + 3?;— + %]

vy Vv 14

Na sua forma v-implicita ela ¢ uma equagao cubica dada por

iv3—v2—B’v-~C=0.
RT
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2.4 Equagdes de Estado do Terceiro Grau

Muitos dos processos utihizados pela indlstria quimica e do petréleo sfo realizadas a
pressdes elevadas. Uma vez que pouco se sabe sobre os coeficientes do virial além do terceiro, €
em virtude da equag8o do virial com mais de trés termos se tornar muito incémoda, usam-se na
modelagem de processos industriais outras equagbes as quais procuram descrever de forma
satisfatoria as relages PvT em altas pressOes. Entre estas equagOes as mais utihzadas em diversas
aplicagBes sfio as equacgdes cubicas no volume. Estas equagdes formam uma classe de equagdes
de estado que tem ampla popularidade, pois a cubica ¢ a equag#io de menor grau capaz de
representar simultaneamente o comportamento do liquido e do vapor. Deve-se observar que as
equagdes de estado que sfio cubicas em v tém uma ou trés raizes reais que satisfazem a equagio
em cada T ¢ em cada P. Quando as trés raizes reais existem, a maior ¢ o volume do vapor ¢ a
menor o volume do liquido. A raiz intermedidria nfo tem significado fisico.

2.4.1 A Equagiio de van der Waals

A primeira equacfio de uso pratico, para descrever o comportamento PvT tanto dos
liguidos quanto dos gases, foi proposta por Johannes Diferik van der Walls em 1873, [60]. Com o
seu trabalho o autor foi laureado com o prémio Nobel de fisica de 1910. Sua equagio tem a forma

(P+vi2) (v-b)=RT 2.15-2)

ou equivalentemente
RT a (2.15-b)
P=—-—
v-b v°

onde os pardmetros a ¢ b sfio mimeros positivos, caracteristicos de cada substancia particular, A
constante b representa o volume minimo ocupado pela substincia no limite P - o0, 0 que torna

o volume maior que o de um gis ideal. O termo @/ v* leva em conta as forgas de atragio entre as
moléculas (onde supde-se que estas forgas de atragfo s#io proporcionais ao quadrado da
densidade molar), o que torna a pressdo mais baixa que a exercida por um gas ideal. Quando as
constantes a e b sfio nulas a equago (2.15) reduz-se 4 do gas ideal.

As constantes a ¢ b podem ser determinadas mediante um ajuste numérico pelo método
dos minimos quadrados a partir de dados experimentais. Muitas vezes, no entanto, os dados nfo
sdo conhecidos e deve-se entdo adotar outro método. O método usado € o do ponto critico, ele
parte da observagéo, apontada na discusso da Figura 2.3, sobre a inflexfio horizontal que tem a
isoterma passando pelo ponto critico, no plano Pv. Por isso, a isoterma critica tem inclinagiio nula
e curvatura também nula no ponto critico. Matematicamente tem-se que

2.16-a
[ﬁ_P] =0 emP=P ,T=T ev=y, ( )
v/,
e
2.16-b
(52}:] =0em P=P.T=T, ev=v, ( )
v/,

onde os valores P, , T, e v, , chamados, respectivamente, de pressio critica, temperatura critica

e volume critico, s&o as coordenadas PvT do ponto critico. A equag#io (2.15-b) avaliada no ponto
critico juntamente com as equagdes (2.16-a) e (2.16-b) geram o sistema de equagdes
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P ~ R 7; a
- v.—b - :3_ (2.17-a)
__ REL | 2a
« T (Vc B b)l V: (2 1 7'b)
_ ”m3_%i (2.17-¢)
(v.-8) v

.

O sistema (2.17) relaciona trés equagdes com duas vanaveis a e &. Usando as equagdes (2.17-b) e
(2.17-c) obtém-se

a= v RL (2.18-a)
8
€
2.18-b
p=le ( )
3
Substituindo-se as equagbes (2.18-a) e (2.18-b) na equagdo (2.17-a) tem-se
P =-2
27h
Por substituigio direta obtém-se que o fator de compressibilidade no ponto critico &,
P v 219
Z, == ‘=3:o,375 @.19)
RT 8

A equagdo (2.19), juntamente com as equagdes (2.18-a) e (2.18-b), pode ser usada para
_obter-se expressGes para os pardmetros de van der Waals g e & em termos da pressido e da
temperatura critica da substancia,

21R* T} (2.20-a)
a=———->=
64 P,
e
_RT, (2.20-b)
8 P,
ou em termos da pressdo e do volume critico
a=3Pv:
e
b=t
3

Valores para os pardmetros a € b de varios gases s30 mostrados na tabela 2.1. Valores de
T , P_e v_ para varas substincias puras sio tabeladas e encontram-se disponivel na literatura,

[53].
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Gas a, Pa m* / mol’ b, (m3 mol) x 10°
0, 0,1381 3,184
N, 0,1368 3,864
H,0 0,5542 3,051
CH, 0,2303 4,306
CO, 0,3658 4,286
H, 0,0248 2,660
H 0,00346 2,376

Tabela 2.1 - Parimetros para a equagéo de van der Waals,
A equacio de van der Waals na forma v-implicita €
Pv'—(Pb+RI)vV +av-ab=0
Esta equacio escrita em fungo do fator de compressibilidade toma a forma ciibica seguinte:

Z’-(1+B)Z*+AZ-AB=0

sendo
__ab__21F
(RT)2—647;2
e
g P _1F
RT 8T
onde
I
Y & " T

sdo, respectivamente, a pressdo ¢ a temperatura reduzida.

A equagio de estado de van der Waals nfio € muito precisa e € principalmente de interesse
histérico € também instrutivo. Ela tem side usada como um prototipo para o deseavolvimento de
virias equagdes modernas, as quais mostram-se mais precisa que a de van der Waals.

2.4.2 A Equagéio de Redlich-Kwong

Uma equagio cubica muito usada nos calculos de engenharia ¢ a de Redlich-Kwong, {46].
Esta equagdo tem a forma
_RT a/T%

F= v—b-v(v+b)

Os pardmetros a e b, calculados pelo método do ponto critico, sdo:

04278 R* T
PC‘

_00867RT,
P

4

Esta equacdio escrita em termos do fator de compressibilidade fica:
34
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Z-’-z*+(A—B—B“)Z—AB:0 (2.21)

onde
aP 0,4278 P
A = RI Tl.ﬁ = TZ_S -
B= E’_ _ 0,0867 P
RT T

r

2.4.3 Correlagdes para Z e o Fator Acéntrice

Como observado anteriormente, a precisio da equagdo de van der Waals nfio € muito boa.

Isto pode ser verificado comparando-se, por exemplo, o fator de compressibilidade, Z = %,

obtido a partir desta equagio com os dados experimentais disponiveis, para um variedade de
substincias. Em particular, no ponto critico tem-se pela equagéo (2.19)
Z, =0375

enquanto que para muitas substdncias puras sabe-se, experimentalmente, que Z, varia no

intervalo de 0,23 a 0,311. O que comprova que a equacdo de van der Waals pode predizer
incorretamente o comportamento critico das substancias. Esta equagfo, no entanto, é uma grande
melhoria em relagio 4 equagdo do gas ideal, a qual prediz Z =1 para todas as substéncias.

O fator de compressibilidade determinado pela equagio de van der Waals, com a e b
obtidos pelo método do ponto critico, tem a forma

Z=Z(P ,T) 222)

Esta relagdo ¢ conhecida como a lei dos estados correspondentes, pois dois fluidos puros
na mesma pressio reduzida e temperatura reduzida possuem o mesmo fator de compressibilidade.
O fato da equago de van der Waals predizer incorretamente valores de Z, sugeriu o

questionamento da relagéo (2.22), e motivou o desenvolvimento de principios de estados
correspondentes mais precisos e mais complicados. Considera-se que a relag@o simples (2.22) ndo
deve ser valida para todos os fluidos puros, em vez disso supde-se que Z depende também do
valor Z_ , ou seja, tem a forma:

z=2Z(P,T.,Z) (2.23)

Fy» “r3

de maneira que Z(l, 1, Zc) =Z, . Como o valor Z, ndo ¢ conhecido para muitas substancias
puras, outros pardmetros caracteristicos podem ser usados, no lugar de Z, , nos principios de

estado generalizados. Pitzer, [39], observou que o logaritmo da pressdo de vapor de um fluido €
aproximadamente uma fungéo linear no inverso da temperatura absoluta. Assim,

d(log Pf"’) _
)y

onde P*™ ¢ a pressdo de vapor reduzida, 7, € a temperatura reduzida e o € o coeficiente

angular do grafico de log P°* contra 1/7 . Como pode-se notar a partir da Figura 2.6 a
inchnagio a tem valores caracteristicos para cada substincia pura, o que a principio
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recomendaria @ para ser usado como o terceiro pardmetro em substituigio a Z, . No entanto, a

relagio linear entre log P™ e 1/7 & apenas aproximada, ¢ o coeficiente angular « ndo &
definido com a suficiente precisfio para ser usado como um terceiro pardmetro de uma correlagéo
generalizada para Z.

w0 12 14 1,6 18 20 Y%
0 T I T | T ’
-1 Coeficiente
( angular = .2,3
{Ar. Kr. Xe)
-2 (’
SR S iCoeficiente
4 T 07 L4 angular =-32
log P & (n-Octana)

Figura 2.6 Dependéncia aproximada entre a temperatura e a pressio de vapor reduzida.

Conforme observou Pitzer, os dados para o argbnio, o cripténio ¢ o xendnio estdo todos
sobre uma mesma reta de pressio de vapor em coordenadas reduzidas e que passa por

log P> = -1 na temperatura reduzida 7 = 0,7, veja a Figura 2.6. E evidente, a partir desta
figura, que a localizagfio de uma curva de pressdio de vapor reduzida para um dado fluido pode
ser caracterizada pela diferenga entre o valor de log P** para o fluido e o valor para o argénio, o
xendnio e o cripténio, ambos a T, = 0,7.

O fator acéntrico de Pitzer é definide como esta diferenga, isto €,

Assim, @ pode ser determinado para qualquer fluido a partir de T, de P. ¢ de uma t\nica
pressdo de vapor medida a T, = 0,7. Em vista disso, Pitzer propds o fator acéntrico @ como o
terceiro pardmetro a ser usado no seu principio de estado generalizado, cuja forma funcional ¢

Z=Z(T,F, ) (2.24)

onde o valor de @ ¢é tabelado para vérias substdncias puras e por definig#o torna-se igual a zero
para o argdnio, o criptdnio e o xendnio. A premissa basica da correlacéo de Pitzer para os estados
correspondentes € a de que os fluidos que tém 0 mesmo valor de @ t€m o mesmo valor de Z
guando comparados na mesma 7. e na mesma P . A correlagio para Z desenvolvida por Pitzer,

baseada na relagio descrita pela equagio (2.24), tem a forma
Z=Z"+w Z' (2.25)

onde Z° e Z' sdo fungdes de 7, ¢ P, somente.
Pode-se obter expressdes analiticas, aproximada, para as fungSes Z°=Z°(T,,P) e
=2Z\T, P) as quais sdo satisfatérias para um dominio de valores de pressdes limitadas.

Partmdo da equagdo (2.13) tem-se que
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BP BP\ P (2.26)
Z=l+—=14+|—] =
RT RT./ T,
Em vista disso, Pitzer propds uma segunda correlagao, a qual expressa a quantidade —< como
BP. - B+ B (2.27)
R,
Combinando-se as equagdes (2.26) e (2.27) tem-se
2.28
Z:(1+BD£]+(0[BI—PLJ @2
T T,
Comparando-se as equagdes (2.25) e (2.28) obtém-se as seguintes identificagtes
7 -1+8' 2
T,
e
popk
T

onde B’ e B' sdo fungbes da temperatura e podem ser representados razoavelmente pelas
equagdes

B - qop- %2
€ .
B'=0139- 0%1412

Estas correlagdes simples possuem validade somente para pressdes reduzidas que sejam
baixas e moderadas, onde Z, e Z, so fungbes aproximadamente linear nas variaveis F, .
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CAPITULO 11

A Segunda Lei da Termodinimica

A primeira lei da termodinimica estabelece que, para um sistema que efetua um ciclo, a
integral ciclica do calor ¢ igual a integral ciclica do trabalho. No entanto a primeira lei ndo impde
nenhuma restrigio quanto & diregdo do fluxo de calor e trabalho. Um ciclo no qual uma
determinada quantidade de calor ¢ cedida pelo sistema e uma quantidade equivalente de trabatho é
recebida pelo sistema satisfaz a primeira lei, da mesma maneira que um ciclo onde as trocas de
calor e trabalho se dio em sentido oposto. O prncipal significado da segunda lei da
termodindmica, a qual surgiu das evidéncias experimentais, envolve o fato de que processos
ocorrem em determinada diregdo € ndo na oposta. Por exemplo, uma xicara de café quente esfria
em virtude da troca de calor com o meio, mas 0 meio ndo cedera calor para a xicara de café
quente. Um carro para subir uma colina consome gasolina, mas descendo-a o nivel da gasolina no
tanque ndo voltari ao inicial.

3.1 Maquina Térmica e Refrigerador

Viste que a termodindmica estd relacionada com o estudo da energia e suas
transformagOes, nio € surpresa que seus conceitos sejam amplamente usados para desenvolver
aplicagbes desta ciéncia, tais como inventos para conversio da energia, os quais sdo
transformados em tecnologias amplamente empregadas na atividade humana As mdquinas
térmicas e os refrigeradores sdo exemplos tipicos destas aplicagdes. Para entender o conceito de
maguina térmica considere a planta de um gerador fermoelétrico, esquematizada na Figura 3.1
abaixo.

Turbina Uerador
Caldeira eléirico

g T— ftrabalho

/ ry dgua de refrigeracio

calor
fornecido

condensador

Vel

bomba
Figura 3.1 Esquema de uma planta de um gerador termoelétrico.

Neste esquema, calor € fornecido a uma caldeira (gerador de vapor) com agua. Em geral
este fornectmento do calor € feito pela conversao da energia quimica de um material fossil (gas,
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6leo ou carviio), através de um processo de combustdo. Vapor d'dgua sob alta pressio e alta
temperatura deixa a caldeira e entra na turbina. O vapor se expande na turbina e, o fazendo,
realiza trabalho, o que possibilita & turbina impelir o gerador elétrico. Durante o processo de
escoamento de vapor no interior da turbina a energia é removida do vapor e, como resultado, o
vapor sai da turbina a baixa temperatura ¢ a baixa pressdo. O vapor em baixa pressio que deixa a
turbina entra no condensador, onde hd transferéncia de calor do vapor (condensando-o) para a
agua de refrigeragio. Como grande quantidade de dgua de refrigeragdo € necessdria, as centrais
termoelétricas sfo freqlientemente instaladas perto de rios ou lagos. A pressfo do vapor, na saida
do condensador é aumentada na bomba, permitindo que o fluido condensado retorne ao gerador
de vapor, completando assim um ciclo.

Na planta de um gerador termodinémico observa-se que:

a. Calor ¢ adicionado a alta temperatura (caldeira).

b. Trabatho liquido (trabalho fornecido pela turbina menos o trabalho consumido pela bomba) é
fornecido para vizinhanga.

c. Calor € rejeitado a baixa temperatura (condensador).

d. O sistema fluido (4gua) realiza um ciclo.

Um dispositivo com estas quatro caracteristicas € denominado mdquing térmica ¢ a
substéncia para a qual e da qual calor € cedido ¢ chamado fluido de frabalho. Assim, uma
maquina térmica pode ser definida como um dispositivo que, operando segundo um ciclo
termodindmico, realiza um trabatho liquido positivo a custa da transferéncia de calor de um corpo
em temperatura elevada para um corpo em temperatura baixa, Tais corpos sdo chamados de
reservatorios térmicos. Mais precisamente, chama-se de reservatorio térmico a um corpo o qual o
calor pode ser transferido indefinidamente sem mudanga de temperatura do reservatdrio. Dessa
maneira um reservatdrio térmico permanece sempre a. uma temperatura constante. Um
reservatorio térmico do qual se retira calor é chamado fonfe e um reservatorio que recebe calor é
chamado sorvedouro.

Seja @ o calor absorvido por uma maquina térmica a partir de uma fonte, e O, ¢ o calor
rejeitado para um sorvedouro. Uma vez que a variagdo de energia do sistema deve ser nula para o
ciclo todo, segue da primeira lei que

(AE ), = 0=(Q~Qu)+#
ou seja,

W=0,-0
onde W ¢ o trabalho liquido que ¢ repassado para a vizinhanga, veja a Figura 3.2 abaixo.

¥
gerador de vapor |

bomba turbing trabalho

condelnsador +

Figura 3.2 Exemplo de uma maquina térmica, onde a turbina aciona a bomba.
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Numa maquina térmica a energia vendida € o trabalho liguido e a energia que custa
dinheiro € o calor da fonte quente (indiretamente o custo do combustivel). A eficiéncia térmica de
uma maquina deste tipo ¢ definida como

_ energiavendida _ W _ Oy -0, 1- 193
7= energia que custa (), Ox n

Nota-se que para 77 ser igual a unidade (100% de eficiéncia) (), deve ser igual a zero. Na pratica
nenhuma maquina térmica atinge este grau de eficiéncia, as usinas termoelétricas possuem
eficiéncia da ordem de 40%.

A Figura 3.3 mostra um esquema de um aparelho de ar condicionado. Nesta aplicagdo um
fluido de trabatho (comumente Freon) chamado de refrigerante € usado. O refrigerante entra no
compressor como vapor a baixa pressdo. Deixa entdo o compressor e entra no condensador como
vapor numa pressio elevada, onde a condensacéo do refrigeranie € conseguida pela transferéncia
de calor para o meio ambiente. O refrigerante deixa entdo o condensador, como liquido, a uma
pressio elevada. Sua pressio é reduzida ao fluir pela vilvula de expansdo, resultando uma
evaporagio instantinea de parte do liguido. O liquido restante, agora a baixa pressdo, ¢
vaporizado no evaporador como resultado da transferéncia de calor do espago que estd sendo
refrigerado. Esse vapor retorna entdo para o compressor, completando um ciclo.

Pt

1 Condensador * Vapor a pressdo
Liguido a ‘ elevada
pressdo elevada-|— C:P Trabalho
" Jornecido
Compressor
Vatvula de
Expansdo -
: \&7 Vapor a baixa
Liquido e vapor_| C;k:) pressdo
a baixa pressdo
e Evaporador >

N

Figura 3.3 Esquema de um ar condicionado.

Um dispositive como este ¢ chamado de refrigerador. Assim, e de acordo com a Figura
3.4, num refrigerador observa-se que o fluido de trabalho:

a. Recebe calor, Q, , no evaporador onde sua pressdo e temperatura sio baixas.

b. Recebe trabalho, W, no compressor onde sua temperatura ¢ alta
c. Cede calor, O, , no condensador onde sua pressdo e temperatura sdo altas.

d. Realiza um ciclo.
Portanto, um refrigerador pode ser definido como um dispositivo que operando segundo um

ciclo, transfere calor de um corpo em temperatura menor para outro em temperatura maior,
exigindo trabalho.



A eficiéncia de um refrigerador € expressa na forma de um coeficiente de eficacia, que
sera designado pela letra . No caso de um refrigerador o objetivo (isto €, a energia pretendida)

€ O, , o calor retirado do espago refrigerado, e a energia que se paga ¢ o trabalho . Dessa
mangira o coeficiente da eficacia, g, €

_energiapretendida _ O, O, 1

energia consumida W Oy - ) On -1
¢,

TQH ........................................................................
: i :
condensador .

NP Vdhula de expanséo trabalho
li\- compressor ————
! evaporador |
,! 4 | :
Jfronteira :
T
O 2.

Figura 3.4 Ciclo de refrigerago elementar.

3.2 Enunciados da Segunda Lei

Como seri visto nesta se¢dio, a experiéncia obtida com a pratica da engenharia na
constru¢do de maquinas térmicas e de refrigeradores constitui a base experimental para os
enunciados da segunda lei da termodindmica.

Existem dois enunciados classicos da segunda lei da termodindmica, conhecidos como
enunciado de Kelvin-Planck e enunciado de Clausius.

Enunciado de Kelvin-Planck: é impossivel construir um dispositive que opere rmum ciclo
termodindmico e que ndo produza outro efeito além da produgdo de trabalho e da troca de calor
cont um uUnico reservatorio térmico.

Esquema de dispositivo que viola o enunciado acima € mostrado na Figura 3.5 abaixo.

reservatorio
térmico, T

Q Q=W
Dispositivo
aperando num ciclo

™~
\» W

Figura 3.5 Esquema de um dispositive que viola o enunciado de Kelvin-Planck.
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O enunciado de Kelvin-Planck esta vinculado & discussdo anterior sobre a maquina
térmica. De fato, ele estabelece que € impossivel construir uma maguina térmica que opere num
ciclo, que receba uma dada quantidade de calor de um corpo 2 alta temperatura e produza igual
quantidade de trabalho. A tnica possibilidade € a de que parte do calor seja rejeitado pelo fluido
de trabalho para um corpo a baixa temperatura. Portanto trabatho pode ser realizado pela
transferéncia de calor somente se dois niveis de temperatura estiverem envolvidos, transferindo-se
calor de um corpo em aita temperatura para a maquina térmica e também desta para um corpo a
baixa temperatura. Isto significa, como comprovado na pratica, que € impossivel construir uma
maquina térmica com rendimento de 100%.

Enunciado de Clausius: é impossivel construir um dispositivo que opere num ciclo
termodindmico e que ndo produza outros efeitos além da passagem de calor de um corpo frio
para um corpo quente.

Esquema de um dispositivo que viola o enunciado de Clausius é mostrado na Figura 3.6
abaixo

I
\Qz
_ , L>T
Dispositivo operando
I 0 =0
num ciclo
\Ql
I

Figura 3.6 Esquema de um dispositivo que viola o enunciado de Clausius.

O enunciado de Clausius para a segunda lei esta relacionado com o refrigerador ou bomba
de calor. De fato, este enunciado estabelece que ¢ impossivel construir um refrigerador que opere
sem receber trabatho. Isso também significa que o inverso do coeficiente de eficacia, 1/ 4, nio
pode ser zero, em outras palavras § nao pode ser feito arbitrariamente grande.

Tendo em vista esses dois enunciados, cabe aqui uma observagdo. Ambos enunciados da
segunda lei s3o negativos, € como ¢ impossivel demonstrar na pratica um enunciado negativo,
uma vez que teoricamente resta sempre a possibilidade de surgir um dispositivo que viole um
destes enunciados, a segunda lei deve (como todas as outras leis fundamentais da natureza), ser
aceita com base na evidéncia experimental :

3.3 Equivaléncia entre os Enunciados de Kelvin-Planck e de Clausius

Dois enunciados sao equivalentes se a verdade de cada um implicar na verdade do outro,
ou se a negativa de um implicar na negativa do outro. A demonstragdo de que a negativa do
enunciado de Clausius implica na negativa do enunciadoc de Kelvin-Planck pode ser feita do
seguinte modo. O dispositivo da esquerda na Figura 3.7 é um refrigerador que néo necessita do
fornecimento de trabalho e, portanto, nega o enunciado de Clausius. Suponhamos que uma
quantidade de calor (), seja transferida do reservatério de baixa temperatura para esse

refrigerador € gque a mesma quantidade de calor (0, seja transferida para o reservatorio de alta
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temperatura. Seja a quantidade de calor ,,, maior do que @, , transferida do reservatério de alta
temperatura para a maquina térmica, a qual rejeita uma quantidade de calor @, , realizando um
trabalho W (iguala Q,, — Q, ). Como nfio houve transferéncia liquida de calor para o reservatério
de baixa temperatura, este, a maquina térmica e o refrigerador podem ser considerados juntos
como um dispositivo que opera num ciclo, nfo produz outro efeito além da realizagdo de trabalho
e da troca de calor com um Wnico reservatério térmico. Portanto a negativa de enunciado de
Clausius implica na negativa do enunciado de Kelvin-Planck. A equivaléncia completa destes dois
enunciados serd estabelecida quando for demonstrado que a violagdio do enunciado de Kelvin-
Planck implica na violag#o do enunciado de Clausius. Essa demonstrago ¢ analoga & anterior, ¢
portanto serd omitida.

reservdtorio quente fonteira
o .Q}i.......................................... “QH' ........ “/
L =0 5
E —
L W=0y-0
On 1 O
reservatorio frio

Figura 3.7 Esquema para a demonstragio da equivaléncia entre dois enunciados da segunda lei.

3.4 Processos Reversiveis

Permita-se agora considerar a existéncia de um caminho idealizado ligando estados de
equilibrios de um sistema, o qual serd chamado de processo reversivel. Mais precisamente, diz-se
que um processo & reversivel se o estado inicial do sistema pode ser restaurado sem nenhum
efeito observavel no sistema e na sua vizinhanga. Por exemplo, considere a expansfio de um gas
no interior de um cilindro com pistdo. Se a expansdio ocorre lentamente ¢ sem atrito, o sistema (o
gés) mantém-se essencialmente em equilibrio, ¢ assim o processo pode ser considerado como uma
sucessfio de estados de equilibrios, 0 que no Capitulo 1 foi chamado de processo quase-estatico.
Para determinar se esse processo ¢ reversivel, deve-se responder a seguinte pergunta: E possivel
retornar ao estado inicial sem que nenhum efeito seja observado no sistema e na sua vizinhanga?
Em outras palavras, pode-se comprimir o gis de volta para o seu estado original aplicando-se
exatamente a mesma quantidade de trabalho removida durante o processo de expansio e
adicionando-se exatamente a mesma quantidade de calor removida no processo de expansio? Se
isto ocorrer entre este processo quase-estitico, certamente, € um processo reversivel.

Para ilustrar um pouco mais esta questio, considere primeiro a Figura 3.8, na qual um gas
{que ¢ escolhido como o sistema) em alta pressfio ¢ hmitado por um €mbolo fixo por um pino.

Quando remove-s¢ 0 pino, o émbolo sobe e ¢ subitamente forgado contra os limitadores.
O sistema realizou trabatho, uma vez que o pistdo foi levantado. Suponha que se¢ quer voltar o
sistema ao seu estado inicial. Uma maneira de se fazer isso seria aplicar uma forga sobre o
émbolo, comprimindo-se o gds até que o pino possa ser recolocado. Sendo a pressio exercida
sobre 0 émbolo, maior na compressdo que na expansdo, o trabalho fornecido ao gas neste
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processo de retorno € maior do que o obtido no processo inicial. E necessario, ainda, retirar-se
calor do sisterna a fim de que ele tenha a mesma energia interna inicial

Assim, o sistema retornou ao seu estado original, mas o meio mudou, em virtude de ter
sido necessano fornecer trabalho para descer o émbolo e ceder calor para 0 meio. Portanto, o
processo inicial € irreversivel pois ndo pode ser invertido sem deixar vestigios no meio.

frabatho

(]
0
T

............

L

!
.
T

[1

processo inicial processo inverso Q
Figura 3.8 Exemplo de um processo irreversivel.

Suponha que na Figura 3.9 o gas seja o sistema e que o émbolo seja carregado com varios
pesos, retira-se 0s pesos um de cada vez fazendo-os deslizar horizontalmente e, permitindo ao gés
expandir-se, realizando trabalho devido ao levantamento dos pesos que ainda permanecem sobre
o0 émbolo. A medida que 2 massa dos pesos é reduzida, e seu mimero aumentado, aproxima-se de
um processo que pode ser invertido pois, durante o processo inverso, a cada nivel de émbolo,
havera um pequeno peso que esta exatamente no nivel da plataforma e, portanto, pode ser
colocado sobre a mesma sem ser para isso necessario trabalho. No limite, como 0s pesos sédo
muito pequenos, o processo inverso pode ser executado de tal modo que o sistema e o meio
voltam exatamente ao mesmo estado em que estavam inicialmente. Tal processo € reversivel,

L 3
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Figura 3.9 Exemplo de um processo que se aproxima de reversivel.

Um critério geral para o conceito de reversibilidade pode ser enunciado como segue: Se a
reversdo hipotética de um processo termodinamico puder ser estabelecida sem violar a segunda
lei da termodindmica, entdo o processo é chamado de reversivel, caso contrario ele é dito
irreversivel,
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Defini-se ciclo reversivel como sendo uma sucessfio de processos reversiveis tais que o
sistema retorne periodicamente ao seu estado inicial. Duas aplicagdes dbvias deste critério séo
mostradas na Figura 3.10. Ao se tentar reverter o processo de transferéncia de calor descrito na
Figura 3.10-a, tem-se como resultado a violagiio do enunciado de Clausius para a segunda lei. Ao
se tentar reverter a situa¢do descrita na Figura 3.10-b, o enunciado de Kelvin-Plank € violado. Em
vista disso, conclui-se que a transferéncia de calor que surge através de uma diferenca finita de
temperatura e a conversio de trabalho em calor durante um processo ciclico sfo processos

irreversiveis.

Reservatorio Quente Reservatorio Termico
T, T
Q9 DL>T Q Q=W
Reservatorio Frio Mdquina operando W
5 num ciclo f
(@) (®)

Figura 3.10 Exemplos de processos irreversiveis.

Surge agora uma pergunta interessante. Define-se calor como a energia transferida em
virtude de uma diferenca de temperaturas. J4 foi demonstrado que troca de calor com
temperaturas diferentes ¢ um processo irreversivel. Portanto, como se pode ter um processo de
troca de calor reversivel? Um processo de troca de calor aproxima-se do reversivel & medida que
a diferenca de temperatura entre os dois corpos tende a zero. Assim, define-se um processo de
troca de calor reversivel como aquele em que o calor € transferido, mediante uma diferenga
infinitesimal de temperaturas. Para trocar uma quantidade fmita de calor com diferenga
infinitesimal de temperaturas é légico que seria necessario um tempo infinito ou 4rea infinita. Por
conseguinte, como todos os processos reais de transferéncia de calor ocorrem através de
diferen¢a finita de temperaturas sfo, portanto, irreversiveis. Esse assunto serd discutido
novamente na Secéo 4.7.

3.5 Ciclo de Carnot

A Figura 3.11 mostra, inicialmente, uma maguina térmica operando num ciclo no qual
todos os processos sio reversiveis. Em vista disso o ciclo também o € e se for invertido a maquina
térmica se transforma num refrigerador. O refrigerador estd indicado pelas linhas tracejadas e
parénteses. Admite-se que o fluido de trabalho seja uma substéncia pura, como vapor d’agua.
Transfere-se calor do reservatorio de alta temperatura para a dgua. no gerador de vapor. Para
esse processo ser reversivel, é necessirio supor que a diferenca entre a temperatura do
reservatério quente e a temperatura da agua (vapor) seja arbitrariamente pequena. Isso significa
que a temperatura da dgua deve permanecer constante, pots por definiciio a temperatura de um
reservatdrio térmico se mantém inakterada. Portanto, o primeiro processo deste ciclo é isotérmico
reversivel, no qual se transfere calor do reservatério a alta temperatura para o fluido de trabalho.
Isso € possivel visto que para uma substéncia pura uma mudanga de fase de liquido para vapor &
pressdo constante €, sem divida, um processo isotérmico.
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O processo seguinte ocorre na turbina. Ndo ha troca de calor e ¢ portanto adiabatico.
Como todos os processos, neste ciclo, sdo reversiveis entdo este processo ¢ adiabatico reversivel,
durante o qual a temperatura do fluido de trabalho vai desde a temperatura do reservatorio de alta
temperatura até a do reservatorio de baixa temperatura.

No processo seguinte, o fluido de trabalho cede calor para o reservatorio de baixa
temperatura. Este processo deve ser 1sotérmico reversivel, pois a diferenga entre a temperatura do
fluido de trabalho e a temperatura do reservatorio frio € arbitrariamente pequena. Durante esse
processo isotérmico, vapor € condensado. O Gltimo processo, que completa o ciclo, € adiabatico
reversivel no qual a temperatura do fluido de trabatho vai da temperatura do reservatorio frio até
a do reservatorio quente.

Reservatério Quente

" (QH) 1 QH

Gerador de Vapor
(condensador)

Condensador
(evaporador)

Q@) . Y

Reservatorio Frio

Figura 3.11 Exemplo de maquina térmica que opera num ciclo de Carnot.

Resumindo, esta maquina térmica executa um ciclo reversivel constituido pelos seguintes
PTOCEsS0S:

1. um processo isotérmico reversivel no qual o sistema recebe calor a partir de um reservatorio
quente;

2. um processo adiabatico reversivel no qual trabalho € realizado pelo sistema e durante o qual a
temperatura do fluido de trabalho vai desde a temperatura do reservatdrio quente até a
temperatura do reservatério frio,

3. um processo isotérmico reversivel no qual o sistema rejeita calor para um reservatorio frio;

4. um processo adiabatico reverstvel no qual trabalho € realizado sobre o sistema, onde a
temperatura do fluido de trabalho vai desde a temperatura do reservatorio frio até a temperatura

do reservatorio quente.

Esta maquina térmica ideal € um exemplo tipico do que se chama de uma maquina térmica
de Carnot (em homenagem a Nicolas Leonard Sadi Carnot, 1796-1832), e o ciclo reversivel
152->3—>4—1 é um exemplo do que se chama de ciclo de Carnot. Mais precisamente,
maquina de Carnot ¢ uma maquina idealizada que executa um ciclo reversivel constituido dos
seguintes processos:

a. um processo isotérmico reversivel, no gual o calor é transferido de ou para o reservatorio
quente,

b. um processo adiabdtico reversivel, no qual a temperatura do flmdo de trabalho passa daquela
do reservatorio quente aquela do reservatorio frio;
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¢. um processo isotérmico reversivel, no qual o calor ¢ transferido para ou do reservatdrio frio;
d. um processo adiabdtico reversivel, no qual a temperatura do fluido de trabatho passa daquela

do reservatorio frio aquela do reservatério quente.
Todo ciclo reversivel do tipo a = b — ¢ —» d — a ¢ chamado de ciclo de Carnot.

Assim, uma miquina de Carnot é uma maquina térmica ou um refrigerador, dependendo
da diregiio do fluxo de calor, operando num processo ciclico reversivel.

3.6 Teorema de Carnot

Tendo em vista o fato de que o rendimento de toda mAquina térmica ¢ inferior a 100%,
cabe aqui a seguinte pergunta: Qual a maquina térmica de maior rendimento que se pode ter? A
resposta a esta pergunta estd no seguinte resultado, conhecido como teorema de Carnot.

Dentre todas as mdquinas térmicas operando em ciclo, entre dois reservatorios térmicos,
as maquinas térmicas de Carnot sdo as de maior rendimento.

Para se demonstrar o teorema acima, primeiramente mostra-se que dado um méquina
operando num ciclo irreversivel, entre dois reservatérios térmicos, existe sempre uma maquina
térmica de Carnot, operando entre 0s mesmos reservatérios, € que possui eficiéncia térmica maior
(ou igual) do que a eficiéncia da maquina térmica irreversivel. Em seguida se prova que todas as
maquinas térmicas operando segundo um ciclo de Carnot, entre dois reservatérios térmicos, tém a
mesma eficiéncia térmica.

De fato, dado uma mAquina térmica operando num ciclo irreversivel, entre dois
reservatorios térmicos , Figura 3.12-a, considere a méquina de Carnot da Figura 3.12-b, a qual
opera entre 0s mesmos reservatorios, onde a quantidade de calor fornecido a esta maquina, @y, é
considerada igual a quantidade de calor fornecida para a mdquina irreversivel, isto €, Q) = Q.
Se 7, e 7. sBo os rendimentos térmicos da méquina irreversivel ¢ da maquina de Carnot,
respectivamente, tem-se que 7, < 77... De fato, suponha que isso nfio ocorra, ou s¢ja, suponha

que 7; > 7.

Reservatério Reservatorio
Quente Ouente
QH J Q.:f = QH
W=0y-01 ——o, Miguina Mégquina de W'=0y -0
— irreversivel Carnot i ——*
0 J o
Reservaidrio Reservatorio
Frio Frio
(a) (b)
Figura 3.12 Uma mAquina irreversivel, /, ¢ uma maquina de Carnot, C.
Como 7, = —= }-% € fo=—=1~ g entdo segue-se da ultima desigualdade
H H H H



Como 7, = LA I- O e e = . 1- 9 entdo segue-se da qhtima desigualdade

i O y i
que O, <@ e W>W'. Sejam W, e Q. tais que W=W_ +W' e 0/=0,,+0,.
Considere que o ciclo reversivel da méquina de Carnot € invertido de tal forma que esta miquina
passe a operar como um refrigerador, recebendo trabalho W' = Q, — 0], fornecido pela maquina
irreversivel. O restante do trabalho gerado pela maquina irreversivel, W, , € o trabalho liquido

que ¢ fornecido para a vizinhanga, veja a Figura 3.13 abaixo.

SOOIV TOORTOOVUUUPOOPPOROORONOTRY .. . .- RO
Reservatdrio quente

E Ony 1 Cn

Woaexr mdquina W =QH - QL méqufna

; irreversivel reversivel

Reservatorio Frio

Figura 3.13 Demonstragio do que o ciclo de Carnot € o de maior rendimento.

Agora, considere que a mdquina irreversivel, o refrigerador, e a fonte quente como uma
inica maquina térmica, como indicado na Figura 3.13, operando num ciclo. Com isso, obtém-se
um esquema de uma maquina térmica, Figura 3.14, que opera num ciclo, troca calor liquido,
0,..» com um 1mnico reservatério térmico ¢ fornece trabalho liquido, W,_,, para a vizinhanga.
Entretanto isso representa uma violagio do enunciado de Kelvin-Planck para a segunda lei da
termodindmica. Consequentemente, conclui-se que a hip6tese inicial (que a maquina irreversivel
tem maior rendimento do que a maquina de Camnot) é incorreta e, portanto, 77, <7, .

Wonoxt Mdquing térmica
‘_...-—-—.—
operando num ciclo
Orext

Reservatdrio térmico

Figura 3.14 Contradicdo do enunciado de Kelvin-Plank.

Para concluir a demonstragio, supondo-se que C; e C, so duas maquinas térmicas de
Carnot, operando entre os mesmos reservatorios térmicos, mostrar-se-a que e =1, - Para isso
considere no lugar da méaquina irreversivel da Figura 3.12-a uma méquina de Carnot qualquer,
denotada por C . Repetindo-se o raciocinio anterior, ou seja, invertendo-se o ciclo da miquina C
pode-se mostrar que 77 < 7. Por outro lado, invertendo-se o ciclo da maquina C pode-se
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mostrar que 7 < fjz. Dessas duas desigualdades segue-se que 7)c =7,. Fazendo-se,
inicialmente, C = C, e depois C = C, obtém-se que e, = T = Tc,» OU S€J3, ¢, = 7], -

3.7 Escala Termodinimica de Temperatura

Escalas termométricas, como a Celsius ¢ a Fahrenheit, sdo definidas em fungfio de
determinada substincia e de dispositivos termométricos. O mais conveniente é sem duvida a
construgiio de uma escala de temperatura que seja independente de qualquer substancia particular,
tal escala € chamada de escala absoluta de temperatura, ou escala termodindmica de

femperatura.
Como foi visto na secdo anterior, todos os ciclos de Carnot, operando entre as mesmas

temperaturas inicial e final, tém a mesma eficiéncia. Visto que tais ciclos sfo reversivels, esta
eficiéncia é a mAxima possivel e é completamente independente da substancia de trabalho, sendo
fungdo somente das temperaturas de trabalho 75, e T, . Assim pode-se escrever

Essa equagfo diz que a razdo (, / O, € uma fungfio que depende apenas de 7, ¢ 7, , ou seja,

& 7.1
0 (T, 1)

H
Uma vez que o lado esquerdo da equacfio acima estd na forma de um quociente, e visto que
certamente (), nio depende de 7, ¢ Q. nfo depende de 7, pode-se supor que a fungdo
f(T,,T,) é da forma

-}F(TH’ TL)=%

onde g ¢ uma fungéio de 7. Combinando-se as duas iltimas equagdes tem-se

[ (]
Oy S(TH) (3.1)

William Thomson (Lord Kelvin) foi o primeiro a usar a segunda lei para definir uma escala
termodinimica de temperatura. O procedimento para a definicio de uma escala desse tipo
consiste primeiro na escolha de uma expressfo particular para a fingdo g(7), seguindo-se o
emprego da relagéio (3.1) para determinar a temperatura, 7, de um sistema real. A escolha,
proposta originalmente por Kelvin para a escala termodinimica é baseada na relagio

g(r)=T
Assim, a equacio (3.1) fica
9 _1
Q. T, (3.2)

Dessa equacio, e da definicio de 77, segue-se que
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7, (33)

A relagfio (3.3) diz que, conhecendo-se o rendimento do ciclo de Camnot que opera entre dois
reservatérios térmicos, conhece-se também a relagfio entre as duas temperaturas absolutas, mais
precisamente, a equagdo (3.2), (e consequentemente a equago (3.3)), define a escala
termodinimica de temperaturas absolutas. Caso fosse possivel a construgio de uma miAquina
térmica verdadeiramente reversivel e fossem medidos ¢, e (O, , a respectiva razéo seria igual a

razio entre as suas temperaturas termodindmicas do sorvedouro (a fonte fiia) ¢ da fonte de calor
(a fonte quente).

Para fixar idéias, suponha a existéncia de uma maquina térmica operando num ciclo de
Carnot, recebendo calor & temperatura do ponto de ebuligdo da agua, T, , e cedendo calor &

temperatura do ponto de congelamento, T,. Se @, e¢ (O, pudessem ser medidos, ou

equivalentemente, se o rendimento de tal maquina fosse capaz de ser medido encontrarfamos
certamente 7= 26,8% . Portanto, da equacdo (3.3),

T
n=1-22% _ (2680
T.

ou seja,

T,
e - 0,7320
Tgﬂf

(/]

Isso fornece uma equagio com duas incégnitas T, e T,.,. A segunda equagio € obtida
‘admitindo-se arbitrariamente a magnitude do grau da escala termodinimica pretendida. Se se
quiser ter 2 magnitude do grau na escala absoluta igual 4 de Fahrenheit pode-se escrever

Tpor — Too =180

Esta escala absoluta é a chamada escala Rankine, e € denotada por °R. Resolvendo-se
simultaneamente as duas Gltimas equagdes tem-se

=67L67 °R

T por
T 4 = 49167 R

Assim, as temperaturas nas escalas Fahrenheit e Rankine estfio relacionadas do seguinte modo:

T{°F)+459,67=T(°R).

3.8 A Entropia de um Gas Ideal

O coikkiio de eniropia foi descavolvido nos anos de 1850 a 1865 por Clausius, [6] e [7],
que também cunhou este termo. Uma vez que a entropia ¢ sem divida uma das mais importantes
funcies termodindmicas, ¢ apropriado iniroduzir este conceito de forma gradual a fim de que ek
fique suficientemente claro, Assim, partindo de uma definigo matematicamente precisa do que é
wn gas ideal obiém-se a fung@o eatropia deste gas e eshuda-se suas propriedades. Este
procedimento, o qual sera usado na presente segfio, ¢ na realidade uma introdugdo informal ao
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conceito de entropia, no entanto as propriedades encontradas se repetirdo mais tarde de uma
forma mais geral. Uma introdugdo formal a este conceito sera dada mais adiante no Capitulo 4.

Um sistema simples constituindo unicamente de um gas ideal ¢, por definigéio, um sistema
fluido que satisfaz as seguintes relagdes:

PV =NRT e U=cNRT

onde N ¢ o numero de moles total do sistema e ¢ € uma constante de proporcionalidade, cujo
valor depende da substincia em questdo. Gases ideais monoatOmicos, tais como He, Ar ¢ Ne,

possuem um valor de ¢ = i A penultima equacdo € a equaglo de estado, veja a Segdo 2.3, e a

Gltima ¢ a equagdo que define a energia interna do gas ideal. Essa equagfo afirma que a energia
interna especifica, u = % , de um gas ideal sé depende da temperatura, ou seja, u = u(7T).
Constdere um processo quase-estatico realizado sobre um sistema fechado, onde a unica

variagdo de energia ¢ da forma AU . Neste caso a primeira lei da termodindmica é dada pela

equacio (1.11). Esta lei na sua forma diferencial ¢ descrita pela equagéo (1.12). Suponha que ©
sistema em questdio é um gas ideal contido no interior de um pistdo, como esquematizado na
Figura 1.9, onde o processo considerado é o de expansio do gas. Neste caso o trabalho realizado
sobre o sistema, na sua forma diferencial, é dado pela equagdo (1.18) Substituindo a equagio
(1.18) na equagdo (1.12) obtém-se

dQ =dU + Pdv
Para um gas ideal, dU/ = ¢cNRdT e P = NRT /V , assim

NRTdV (3.4)
7

Dividindo-se a equagio (3.4) por 7, es dois termos do lado direito podem ser diretamente
integrados. Estas mtegrais ndo dependem do caminho de integra¢do. Dado um estado inicial, @, e
um estado final, b, tem-se

jb(gQJ = ¢NR Tbg-HVRIVbﬂV*
a T Ta T Va V

= ¢NR lr{z;’-] + NR 17{5} 35
7, Ve

A equacdo (3.5) mostra que, para um processo quase-estatico, apesar de d(J ser uma diferencial

dQ = cNRAT +

quase—estatico

inexata -dTQ € exata, pois a integral desta quantidade pode ser calculada sem se especificar o

caminho do processo. A integral do lado esquerdo da equacdo (3.5) define a fungdo entropia, S,

para o gas ideal como sendo:
d

Guase-estatico

Assim, se S, ¢ a entropia de N moles de um gas ideal 4 temperatura T, e volume ¥, entdo a
temperatura 7 e volume 7,
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3.6
§ = cNR b{ij + NR b{z] +$, 9
I Y

Visto que 7 e V séo coordenadas termodindmicas definidas somente para estados de equilibrio,
entdo S € uma fungio definida apenas nos estados de equilibrio de um sistema. A equagio (3.6)
afirma que n3o € possivel obter-se a entropia interna absoluta de um sistema, determinando-se
somente variagdes da entropia entre dois estados de equilibrio. Como V depende da massa do
sistema entdo, segue da equacio (3.6), que § € um pardmetro extensivo do sistema.

Podemos escrever de uma forma mais geral

o9

guase - estatice
ou
(d0) = TdS (3.7)

- estalico

A equagdo (3.7) pode ser encarada como uma definigio matematica para a entropia de um gas
ideal submetido a um processo quase-estitico. Integrando a equagio (3.7) ao longo de um
processo quase-estatico, a —» b, obtém-se que o calor total transferido para um sistema pode ser
calculado a partir da fungiio entropia pela equagio

Q:jSS:TdS

Para finalizar, observe que a equagdo (3.6) pode ser escrita em termos do calor especifico
a volume constante, C,. De acordo com a dedugfio feita na Segfio 1.13, o calor especifico de uma

substincia pura submetida a processos quase-estaticos realizados & volume constante, o qual é
definido pela relagdo dQ = C,dT, satisfaz a equagéo

c U
dr

Assim, no caso de um gas ideal tem-se¢ C, = ¢cNR . Substituindo-se a Gltima relagiio na equagdo

(3.6) obtém-se que:
T vV
=C,In — |+ NRImf —|+§,.
S Cv’{ﬂ}]+ "[VO]+ A

3.9 A Desigualdade de Clausius

Seja A um sistema simples fechado submetido a um processo ciclico, C, reversivel ou nio.

aQ . : . . .
Se -}Q ¢ a razao entre a diferencial do fluxo de calor e a temperatura do sistema, medida em cada

etapa deste processo quase-estatico, entio

IdQSO (3.8}
C

A desigualdade (3.8) é chamada de desigualdade de Clausius. Para demonstra-la, observe
primeiro que calor ¢ trabalho sdo as Unicas grandezas que podem atravessar a fronteira do sistema
A, pois ele ¢ fechado. Sejam O ¢ W, os valores dessas grandezas. Em seguida observe que o
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processo cictico C pode ser representado como uma interacio entre um Unico reservatorio
térmico, A, , na temperatura 7, e o sistema A, como mostrado na Figura 3.15. Aqui a

transferéncia ciclica de calor entre A,,, ¢ A € completada de forma reversivel usando-se um

refrigerador que opera num ciclo de Carnot, onde o sistema A ¢ considerado totalmente
separado do refrigerador.

v
) 1o
W, Refrigerador
b~ sl operando num

cicio de Carnot

Reservatorio térmico A, T

Figura 3.15 Esquema para a demonstrag@o da desigualdade de Clausius.

Considere um incremento no ciclo de A, tomando-se a temperatura de A como 7 e ©
calor que flui para A como d(). Seja dQ,. o calor transferido de A,,, para o refrigerador. Segue-

se do teorema de Carnot, mais precisamente da equagio (3.2), que

© T
Q.. 1.
Assim quando A sofre uma mudanga de estado a — b, tem-se que
b dQ _ 40,
I =2 T,

Tomando-se o limite, na equagio acima, onde as etapas do processo ciclo C, representadas por
a -3 b...— a, se fazem arbitrariamente pequenas tem-se

%gdgm

ey

4 _ (0, _
et

res

Se Q... € a quantidade total de calor transferido de A, para a maquina de Camot durante o
processo ciclo do sistema A | entdo

0., = $dQ..
[&
e portanto
§ dQ _ O
T T,

Agora, considerando-se as linhas pontilhadas da Figura 3.15, observa-se que o trabalho, W,
realizado sobre um sistema que troca calor com um anico reservatdrio térmico deve ser positivo
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ou nulo. Se W fosse negativo existiria um trabatho liquido realizado pelo sistema, que encontra-se
no interior das linhas pontilhadas, sobre a vizinhanga durante um processo ciclico, o que
contrariaria o enunciado de Kelvin-Planck para a segunda let. Visto que a energia do sistema A
retorna para o mesmo valor ao final do ciclo C, o calor liquido, (J , transferido para o

res

refrigerador ao final do ciclo deve ser (pela primeira let) negativo ou nulo. Assim

de onde segue que

uma vez que I e T_ sdo temperaturas absolutas. Com isso conclui-se a demonstracio da

desigualdade de Clausius.
Considerando-se o processo ciclico C como reversivel, entdo o sinal de (0 devera mudar

FES

guando este ciclo for revertido. No entanto para nfo contrariar a segunda lei o sinal de ¢, ndo
deve ser positivo. Neste caso n#o resta outra possibilidade a ndo ser 0, = 0. Portanto, se o ciclo

C é reversivel entdo
f[fgj =0,
T

C rev

3.10 A Funcao Entropia

Nessa se¢do a desigualdade de Clausius sera usada para mostrar como a equagao,

e

quase—estatico

empregada na Segdio 3.8 para definir ¢ calcular a diferenca da entropia de um gas ideal, pode ser
obtida para outros sistemas termodinidmicos que nio sejam necessariamente um gas ideal.
Para isso, considere o processo ciclico, cujo caminho € mostrado na Figura 3.16.

Caminho r

~ Caminho y

Figura 3.16 Processo ciclico passando pelos estados de equilibrioa ¢ b.

Esse ciclo passa pelos estados de equilibrio a ¢ &, 0s quais estdo conectados por dois caminhos,
denotados por r ¢ ¥ . O caminho & — a, denotado por , € considerado reversivel, enquanto que

o caminho g — b, denotado por y , pode ser reversivel ou irreversivel. A desigualdade de
Clausius assegura que
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caminkoy b caminhor

Se o caminho y € reversivel entdo o ciclo todo ¢ reversivel e ocorre a igualdade, ou seja,
-2
T T
a a
142
Portanto, a integral _[[—J tem o mesmo valor para todo caminho reversivel ¢ > 5. Em
a

d
T
' . . dQ . . .
outras palavras, para todo processo reversivel a quantidade ?é uma diferencial exata, Assim,

caminhoy caminhor

rey

pode-se generalizar a definigio de entropia dada na Segéo 3.8 fazendo-se,

o
T /e
e
b
Sb - Sa = Q)
a T Feyv

onde o subscrito rev denota que o processo ¢ reversivel. Em vista disso, fica claro que num
processo reversivel o calor transferido para um sistema pode ser calculado em termos da fungio
entropia como ‘

(@) = |5

3.11 O Principio do Crescimento da Entropia

Na se¢do anterior generalizou-se os resultados estabelecidos na Segfio 3.8 simplesmente
trocando a hipotese do processo quase-estatico pela condigho de reversibilidade. Nessa secfio serd
usada toda a abrangéncia da desigualdade de Clausius para mostrar como a mudanga na entropia
de um sistema pode fornecer uma medida da irreversibilidade do processo.

Considere novamente o caminho y do processo g — b, mostrado na Figura 3.16.

Suponha que este processo ocorra num sistema adiabaticamente isolado. Desde que dQ =10
durante todo o processo ent#o
b
CAR
T
a

caminko y

Uma vez que o caminho 7, b — a, € reversivel,

caminhor

Assim,

35



L) e

caminkoy b carminho r

mas pela desigualdade de Clausius
dQ
§==5,-8,<0
T

ou seja,
5,28, (3.9)

onde a igualdade ocorre sempre que o processo for reversivel.

Como a entropia de um sistema € uma fungdo do estado de equilibrio do sistema e ndo
depende do caminho pelo qual ele chegou a esse estado, segue-se da desigualdade (3.9) que a
entropia de um sistema tende a crescer, permanecendo constante se o processo for reversivel
Esse fato pode ser visto como o enunciado mateméatico da segunda le1, escrito na forma simples

AS=0.
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CAPITULO IV

A Formulacio de Gibbs

4.1 Introdugéo

Como pode-se observar, no Capitulo 3 os conceitos referentes & segunda lei da
termodindmica estdo intimamente relacionados com o conceito de “maquina operando num ciclo™.
Mesmo o resultado matematico AS>0, o qual foi enfatizado como sendo o enunciado

matemitico da segunda lei, depende deste conceito. De fato, ele ¢ deduzido a partir da

desigualdade de Clausius que por sua vez se vale do teorema de Carnot, € da hipotese gL = ;—L s
H H
em vez de o _ g( 7.) para uma fungo g{T) néio necessariamente iguala T.
0n  &(Ty)

Neste capitulo, ¢ daqui para frente, seréd adotada uma metodologia diferente. Partindo-se
de alguns poucos postulados bésicos serd enunciada a segunda lei e desenvolvidos os resultados
fundamentais da termodinAmica refacionados com ela.

A teoria da termodinimica construida dessa forma & conhecida como termodinimica
Gibbsiana ou termodinAmica de Gibbs. Na termodinimica de Gibbs os estados de equilibrio sido
completamente descritos por relacdes fundamentais € suas propriedades, sendo que essas
relagdes podem ser construidas com a ajuda de equacBes de estado. Como serd visto, a
formulacdo de Gibbs é sem diivida uma maneira natural de se lidar com sistemas cuja quantidade
de matéria ¢ transferida de uma fase para a outra, durante um dado processo.

4.2 Os Postulados

Serfo considerados inicialmente apenas sistemas (isolados) simples, os quais s#o
idealizados da seguinte maneira. Primeiro, um sistema simples é homogéneo, nio possuindo
restrigdes (paredes) internas. Segundo, supde-se que seus estados de equilibrio sdo identificados
pelos valores de U, pelas quantidades de cada componente quimico que formam o sistema, dados
pelos nimeros de moles, N,,N,,...,N,, ¢ por um parimetro que mede a deforma¢go do sistema,
para um fluido esse parimetro pode ser o volume, V. Assim, o estado de equilfbrio de um sistema
simples (fluido) e considerado completamente caracterizado se forem identificadas as varidveis

(U,V,N,,...,N, ). Este ¢ o contetido do seguinte postulado.

Postulado 1 : Para todo sistema simples existe um estado particular (chamado de
estado de equilibrio) o qual, macroscopicamente, € caracterizado completamente
pela energia intena U, o volume V, e os numeros de moles N|,N,,--,N, dos

componentes quimicos.
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Todo problema envolvido na termodindmica de Gibbs resume-se num problema bésico, o
de determinar o estado de equilibrio que eventualmente resulta apds a remogio das restrigdes
internas de um sistema isolado, composto constituido de dois ou mais sistemas simples.
Considere, por exemplo, o sisterna composto da Figura 4.1, abaixo.

u 0 N0 U@ @ N@,

istdo -
: cilindro

l

Figura 4.1 Um sistema composto formado por dois sisternas simples.

Esse sistema ¢ formado por dois subsistemas os quais estfio restritos ao interior de um cilindro
fechado e separados por um pistdo. Suponha que as paredes do cilindro e do pistéo sfo rigidas,
impermeaveis ao fluxo de matéria e adiabaticas. Suponha também que a posigiio do pistdo ¢é
firmemente fixada e portanto cada subsistema ¢ fechado. Se agora o pistdo for liberado, ele em
geral procurard uma nova posigdo. Similarmente, se a condigdio de adiabaticidade da parede do
pistdo (fixado) for retirada, entfo o calor fluird entre dois subsistemas. Além disso, se algum
orificio for feito na parede do pistdo entdo haverd uma redistribui¢iio de matéria entre os dois
sistemas. Portanto a remo¢dio de alguma restrigfio resultard, em cada caso, no inicio de algum
- processo espontaneo. Tal processo sO terminard quando os subsistemas atingirem um novo estado
de equilibrio, onde estes possuirBo novos valores para o0s  par@metros

uW O N e U@y N
' O postulado enunciado a seguir, conhecido como o postulado da méxima entropia,
forneceréa os meios para formularmos tais problemas de equilfbrio.

Postulado II: Existe uma fun¢do (chamada entropia S) dos pardmetros extensivos do
sistema, definida para todo estado de equilibrio e possuindo a seguinte propriedade:
Os valores assumidos pelos pardmetros extensivos na auséncia de uma restrigdo
interna sdo aqueles que maximizam a entropia sobre o conjunto constituido dos estados
de equilibrio obtidos na presenca de restricdes.

Comentarios ac Postulado II: Deve ser enfatizado que postulou-se a existéncia da funcio
entropia somente para os estados de equilibrio e que tal postulado nfio faz referéncia a estados de
nfo-equilibrio. Na auséncia de uma restri¢lio o sistema esta livre para selecionar qualquer um dos
inumeros estados de equilfbrio, cada um dos quais pode também ser atingido pelo sistema na
presenca de uma restrigdo apropriada. A entropia de cada um desses estados de equilibrio,
obtidos na presenga de uma restrigio apropriada, estd bem definida e atingird ¢ méiximo em algum
estado particular desse conjunto. Na auséncia de restrigbes esse estado de maxima entropia ¢ o

estado selecionado pelo sistema.
Para exemplificar, considere o caso de dois sistemas separados por uma parede que

permite o fluxo de calor (parede diatérmica). E suponha que se pretende predizer a maneira pela
qual a energia interna do sistema, U, € distribuida entre os dois subsistemas. Para issc imagine que
a parede diatérmica do sistema composto é trocada por uma parede adiabatica, e que os
subsistemas possuem energia interna com valores particulares U M ¢ y? (satisfazendo a
restricio [/ =U 04y ). Assim, para cada estado de equilibrio obtido na presenga de uma
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restricdo desse tipo existe um valer para a entropia do sistema composto. E para alguns valores
particulares de U De U? esta entropia é méxima. Esses, entfo, sio os valores de U 0 e yt?
que sfo obtidos na presenga de uma parede diatérmica, ou equivalente na auséncia de restricdes

do tipo adiabdtica.

Todos os problemas da termodindmica sfio derivados do problema bésico referido
anteriormente, veja Figura 4.1. O problema basico pode ser resolvido completamente com o
emprego do Postulado I1, desde que & entropia do sistema seja uma fungfio conhecida. A relag&o
que fornece a entropia como uma fungfo dos pardmetros extensivos € chamada de uma relagdo
fundamental. Portanto, se a relagio fundamental de um sistema particular é conhecida, entdo
todas as possiveis informagdes termodindmicas acerca do sistema podem ser descobertas a

partir dela.

Postulado III: A entropia de um sistema composto ¢ aditiva com relagdo aos
subsistemas constituintes. A entropia de um sistema simples é uma fungdo homogénea
de primeira ordem dos pardmetros extensivos. Além disso, a entropia é uma fun¢do
continua e Ssuficientemente diferencidvel, e considerada como uma fungdo
exclusivamente da varidvel energia interna ela ¢ monotona e crescente.

Com a expressio “suficientemente diferencidvel” pretende-se afirmar que a funcéo
considerada possui derivadas parciais de todas as ordens que forem necessdrias para o
desenvolvimento da teoria aqui apresentada. Na realidade, ¢ suficiente considerar-se a fungfio
entropia, e as demais fungdes termodindmicas envolvidas neste ¢ nos demais capitulos, como

sendo de classe Cz, ou seja, duas vezes continuamente diferencisvel.
Véarias conseqgiiéncias matematicas seguem-se imediatamente. A propriedade de
aditividade estabelece que a entropia, S, de um sistema composto é meramente a soma das

entropias, & (@) , dos subsistemas, ou seja,
§=Y s@

onde a entropia de cada subsistema é uma fungdo que depende umicamente dos pardmetros
extensivos desse subsistema, isto €,

st _ S(a)(U(al,V(a),Nl(a),...,N,(a))

A propriedade que afirma que a entropia de um sistema simples € uma fungfio homogénea
de primeira ordem garante o seguinte: se todos os pardmetros extensivos do sistema forem
multiplicados por uma constante positiva, A, entdio a entropia € multiplicada por essa constante,
ou seja, (omitindo o indice « )

S(AU,AV,AN,....,AN,)=AS(UV N,,..N,) (4.1)

Como a entropia, considerada como uma fungio exclusivamente da varidvel U, é monétona
estritamente crescente entdio a funcfo entropia pode ser invertida com relagfio a energia interna.
Explicitamente, a fungio

S=8(UV.N,...N,) (4.2)

pode ser resolvida unicamente para U na forma

U=U(S,V,N,...N,) (4.3)
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Como § € uma fungdo continua e suficientemente diferenciavel das variaveis UV, N ..., N, segue
também que U ¢é uma fungio continua e suficientemente diferencidvel das variaveis
SV.N,,..N . As expressdes (4.2) e (4.3) s3o formas alternativas para a relagdo fundamental de

um dado sistema, e cada uma delas contém todas as informacgdes termodindmicas do referido
sistema. Em vista disso é razoavel esperar-se que as propriedades matematicas da fungdo U/
sejam semelhantes as propriedades da fung¢do 5 Para que isso ocorra estabelece-se o seguinte.

Postulado IV: 4 energia interna de um sistema composto é uma fun¢do aditiva com
relagdo aos subsistemas constituintes. Mais ainda, a energia interna de um sistema
simples é urma fungdo homogénea de primeira ordem dos pardmetros extensivos.

Matematicamente este postulado afirma que:
U= Z e

U(AS,AV,AN,,...,AN )= AU(S.V,N,,...N)

Considerando-se que o nimero total de moles de um sistema é N =) N, fazendo-se
i=t

A =1/ N naequagio (4.1) obtém-se
S(UV.,N,N,...N}=NS(U/N V/NN,/N...N /N)

Essa relagdo afirma que a entropia do sistema original podem ser obtidas a partir da entropia de
um outro sistema que possui nimero total de moles igual a 1. Para um sistema com um tnico
componente quimico tem-se, em particular,

S(UV.N)=NS{U/NV/N,1)= N S{uy)

s = s{u,v)

ou seja,

onde u—ge v—KeS*ﬁ
"N N N’

4.3 As Definicdes Formais de Temperatura, Pressio ¢ de Potencial Quimico
Nessa se¢io serdo dadas as definigdes matematicas para a temperatura, pressao € potencial
quimico. Partindo-se da relagdo fundamental na forma

U=U(SV,N,,...N,)
calculemos sua diferencial primeira,

: (4.4
dU:[&U]dS?[&‘U]dVJrZ[aU]cﬂV. )
a8 oV N 7

it J

As varias derivadas parciais que aparecem na equagdo (4.4) sdo a temperatura, pressio e o
potencial quimico do componente j = 1....,7, definido como:



&
— 1 = T, temperatura
oS

oU

—(———} = P, pressio
714

Zt e -
o |t , potencial quimico do compenente j=1,2,....r
i

Com as definigdes acima, a equagio (4.4) toma a forma
dU =TdS — PdV + u,dN,+..+u dN, (4.5)

E evidente que o leitor pode estar relutante em aceitar uma definigdo formal, puramente
matematica, para a temperatura. Certamente este sentimento ¢ agravado a medida que se
considera a possibilidade de tal definicdo ndo estar de acordo com o conceito intuitivo de
temperatura, o qual ¢ adquirido com base na sensagdo fisiologica de quente e frio. No entanto,
como sera mostrado mais adiante, esta definigio concorda inteiramente com a intuigio fisica a
respeito da temperatura.

De forma semelhante, a definicdo formal de pressdo concorda, como serd visto adiante,
com a definigio de pressdo dada anteriormente na Subsegdo 1.8.1. Com respeito a0 potencial
quimico ndo possui-se nenhuma defini¢iio ou conceito a priori, € portanto, o leitor esta livre para
adotar (e aceitar) a definigfio formal dada aqui.

Comega-se por analisar o significado fisico de cada parcela do lado direito da equagdo
(4.5). O termo -PdV ¢ identificado como o trabalho mecdnico quase-estatico, dado pela
equacdo (1.18). Devido a isso, escreve-se:

dW,, = —PdV

No caso particular de um processo infinitesimal onde o mimero de moles N,,¥,...,N, mantém-
se constante a equacio (4.5) pode ser escrita como
TdS = dU - dW,,
Da primeira lei, equacio (1.12), tem-se
dU =dQ+dW,,

onde dQ ¢ o fluxo de calor quase-estatico transferido para o sistema. Combinando as duas ultimas

equagles obtém-se
dQ = 1d§

Essa relagdo explica o significado fisico do primeiro termo do lado direito da equagio (4.5), ele €
o fluxo de calor quase-estatico transferido para o sistema.

Os termos que restam no lado direito da equaciio (4.5) representam um crescimento da
energia interna associado com a adigio de matéria ao ststema. Esse tipo de fluxo de energia, o
qual nfio ¢ freqiientemente discutido fora da termodinamica, € chamado de trabalho quimico
quase-estatico. Denotando-s¢ esse trabalho por dW, tem-se

dH/q = i ﬂde;‘

J=i

Em vista disso a equagdio (4.5) pode ser escrita como
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du =dQ +dW,, +dW,

de onde nota-se claramente que cada termo 7aS§, - PdV e pdN, da equagio (4.5), tem

dimensio de energia.
A temperatura, pressdo e o potencial quimico sdo derivadas parciais de uma fungfo das
varigveis S,V,N,,..., N, e conseqientemente dependem dessas variaveis. Tem-se entdo um

conjunto de relagdes funcionais da forma

T=T(SV,N,...N,) (4.6)
P=P(SV N, .N,) 4.7
i, = 1, (SV.N,...N,) (4.8)

Tais relagdes, que expressam os pardmetros intensivos 7, P e u; em fungio dos pardmetros
extensivos SV, N,,..,N,,s80 chamados de equacdo de estado. Observe que as equagdes de
estado apresentadas no Capitulo 2 sfio da forma P = P(T}), enquanto que agora exibe-se
formas mais gerais de equagbes de estado, sendo que a forma P = P(TV) esta intimamente
relacionada com a equagiio (4.7). O conhecimento de uma simples equagdo de estado ndo
constitui 0 completo conhecimento das propriedades termodinamicas do sistema. Como sera visto

mais adiante, o conhecimento de todas as equagdes de estado, equagbes (4.6) a (4.8), equivale ao
conhecimento de uma relagio fundamental do sistema, e ao conhecimento de todas as

propriedades termodindmicas do mesmo.

Afirmou-se acima que as varidgveis 7,P e g, séo parametros intensivos, isso € verdade
uma vez que essas variaveis sdo fungGes homogéneas de grau zero. Esse fato segue-se de um
resultado mais geral o qual garante que, se wma fungdo de uma ou mais varidveis
f=F{x.x,...x;) ¢ homogénea de grau n>1, ou sea, se f(ixl,lxz,,__,ﬂxk):

. : .. @
= A f(x;%,,...,X,) entdo todas as derivadas parciais —5xf (x, X, ,...,x*) sio fungdes

homogéneas de grau n—1.
De fato, diferenciando a equagio f(Ax),Ax,,...,Ax,) = A"(x x,.....x,) com respeito a
x, obtém-se pela regra da cadeia que

é’f(/lxl,}[xz....,lxk) é(&x,.)

AAx,) Ox,

£ (]{xl A%y Ax, )= A7 S (x; Xy ,xt)

onde f indica a derivada parcial de f com respeito a i-ésima variavel. Isto mostra que as
derivadas parciais de uma funcido homogénea sio também funcdes homogéneas, mas possuindo

grau com uma unidade a menos do que a fungdo original.
Voltande a questdo anterior, como 7, P e u, sdo derivadas parciais primeiras da fungdo

. O
=A or f(x,,xz,...,x*)

ou seja,

energia interna e visto que U = U(SV,N,,...,N,) é uma fungdo homogénea de grau um, entdio 7,
P e u, sio fungdes homogéneas de grau zero, ou seja,

T(AS.AV ,AN,,..AN,)=T(SV N,....N,) 4.9)
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P(AS, AV AN,...AN }=P(SV N, .N,) (4.10)

u,(AS.AV AN,,.. AN }=pu (SV.N,...N,) (4.11)

Essas relagdes garantem que 7, P ¢ u; ndo dependem da massa do sistema sendo portanto

pardmetros intensivos, Assim, tanto a temperatura quanto a pressao de uma porgo de um sistema
530 iguais, respectivamente, a temperatura e pressio de todo o sistema. Isso certamente estd de
acordo com o0 conceito intuitivo a respeito da temperatura ¢ pressio.

Para resumir os resultados dessa se¢io pode-se adotar uma notagdo condensada.
Denotando-se os parimetros extensivos F,N,..., N, pelos simbolos X, X,.. . X,, a relagio

fundamental empregada toma a forma
U=U($X.X,..X)

Os parametros intensivos tornam-se entao,

U
E‘S—' = T= T(S,XI,XZ,...,X_,)
c
oU .
X =P =P(SX.X,..X,), j=12,..4
Além disso,

j=t

onde um dos P, ¢ —F ¢ os outros sdo u,,u, .. elc.

4.4 Parametros Intensivos Entrépicos

Em vez de considerar-se a relagdo fundamental na forma U = U($,X,,X,....X,), onde U

¢ o parametro dependente, toma-se S como sendo dependente. Nesse caso, pode-se desenvolver
todo o formalismo anterior de maneira inversa, mas inteiramente equivalente. De fato, adotando a
notacio X, para U/ tem-se que

8§ = $(Xy. X, X))

Diferenciando-se a Gltima relacio obtém-se

L I8
dssz__‘—m-anX f (4.13)
. . ) as§ . .
Cada quantidade sera denotada por F,, ou seja, F, = T Assim, a equagio (4.13)
k 4
pode ser escrita como
i

ds = kz_;Fde* 4.14)

Agora, da relagdio (4.12) e da notagio X, = U segue-se que
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1 ‘ P (4.15)
ds = —dx, - S 2dy
Tooe *Z—l ook

Substituindo a equagio (4.14) na equagio (4.15) obtém-se

1 - P
(R Jere (5o D, o

(4.16)

Como as quantidades dX, k =0,1,...,7, sd0 linearmente independentes entdo segue da relagdo
(4.16) que

1
F ==
R

F, = —i;i;para todo £k =1.2,../

Voltando a notagédo original pode-se escrever
a5 1
U T
os_»p
VT
AT
=——2,j=12..
oN, T /T

. . 1 P Hy o . . . .
As ultimas equagdes afirmam que T € -hj;—; J=12...r,sd0 pardmetros intensivos
dependentes das variaveis SV, N N,.... N, .
Se a entropia ¢ considerada dependente e a energia interna independente, ou seja, se
S= S(X . (R, § ,) ¢ a relacdo escolhida, diz-se que a analise do ststema considerado ¢ feita na
representacdo da entropia. Neste caso, X,,X,....,X, 530 0s pardmetros extensivos entrdpicos e
F,,F....F, sdo os pardmetros intensivos entrdpicos. Por outro lado, se a energia interna é

considerada dependente e a eritropia independente, isto ¢, se U =U(S....X,,..) € a relagio

escolhida, diz-se que a referida analise € feita na representacdo da energia. Neste caso, as

varidveis 8,X,....X, s#o chamadas de pardmetros extensivos energéficos, enquanto gue

TP ... P sdo os pardmetros intensivos energeticos.

4.5 Condicdes Necessarias para o Equilibrie Termodindmico

Nesta se¢do usa-se o postulado da méxima entropia para desenvolver as condigdes
necessarias para o equilibrio termodindmico: equilibrio térmico, mecénico e com relagdo ao fluxo
de matéria.



4.5.1 Equilibrio Térmico

Considere um sistema composto isolado constituido de dois subsistemas simples
separados por uma parede rigida ¢ impermeavel ao fluxo da maténia, mas que permite o fluxo de
calor, veja a figura 4.1 para fixar idéias. Neste caso, o volume e o numero de moles de cada

subsistema simples ndo variam durante o processo mas as energias U e U'” estéo livre para
mudarem sujeitas apenas a condigiio de restrigio U =U 0y = constante, uma vez que o

sistema composto ¢ isolado.
Suponha que o sistema atingiu um estado de equilibrio, onde pretende-se saber os novos

valores de U e U De acordo com o postulado da méixima entropia os valores de u
U™ procurados sio aqueles que maximizam a entropia do sistema composto sujeito a restrig:éo
U=UW4+U® = constante. Em outras palavras, sdo os valores que resolvem o seguinte
problema de otimizagao:

‘Dados Uy ND Ny N N
determinar U e U a fim de
maximizar SUD U®) = sWt (f(‘ vy NO, N ) S(’)( y® p@ i ),...,NS”)

sujeita a vWiu =y,

Esse problema possui restrigdes lineares as quais podem ser substituida na fungdio objetivo §
obtendo-se o seguinte problema de otimizagio sem restrigGes, equivalente ao anterior,

Dados U,V(l),Nl(l),...,N,(') € V{z),Nfz),‘..,Nfz)
determinar U a fim de
maximizar S(U") = S(l)(U(l} V(l N(l )+S (U g V(z) N( N(3))
Obtido U™, o valor de U™ é calculado pela restrigao
y® =y -y

A condi¢do necessaria, mas ndo suficiente, para a soluglio do problema sem restrigio acima é:
gradiente de S igual a zero, ou seja,

VS=0 (4.17)
No presente caso, tem-se que
vs =95
ouY

onde, pela regra da cadeia,

os  (as™ (asolU-UP) 1 1
A0\ B sUW * rast syt o * i) (_l) B W_W
Assim, a condigio necessaria de otimalidade de primeira ordem, equagdo (4.17), torna-se

1 1
0

=0 (4.18)
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Esta € a condigfo de eguilibrio procurada. Se a relacio fundamental de cada subsisterna é

. N 1 N ] ., .
conhecida, entéo W € uma fungdo conhecida da varavel U/ ™ Da mesma forma, devido a

substituigio U, = U - U, feita em $, tem-se que ¢ também uma fungdo unicamente da

7“}
variavel U Assim, a equagdo (4.18) representa uma equagio algébrica, geralmente ndo-linear,
na variavel U™, A sua solugdo determina o valor de U (1), ¢ consequentemente um valor de

U =U-UY, que satisfazem a condi¢gio de otimalidade (4.17). Estes valores sio apenas
“candidatos” a solugio do problema de maximizagdo referido anteriormente. Para que eles sejam
considerados de fato maximizadores (locais) devem satisfazer também a condigio suficiente de
otimalidade de segunda ordem

V*S < 0 (Hessiana negativa definida) (4.19)

O que significa que todos os autovalores da matriz V'S sdo negativos. No caso do presente
problema, V2§ reduz-se ao valor

A

ot

Assim, um valor /" satisfaz (localmente) o problema de maximizagiio sem restri¢io dado acima

se, e somente se,
aqwj
“ouv

vis

quﬂ
)

Neste caso uma solugdo (local) do problema original é dada por (UE” ,Ule) onde

v =U-U.
A equagdo (4.18) pode ser escrita como

7 = 7 (4.20)

Essa relagio diz que: o estado de equilibrio de um sistema composto isolado, submetido a um
processo onde a tinica mudanga é a troca de calor entre os subsistemas constituintes, é
caracterizado pelo fato dos subsistemas possuirem a mesma temperatura de equilibrio. Assim, se
dois subsistemas simples estio separados por uma parede diatérmica entdo o calor deve fluir de
um sistema para outro até que eles atijam a mesma temperatura. Esta predicdo do
comportamento térmico do estado de equilibrio dos dois sistemas simples concorda inteiramente
com O COnceito intuitivo sobre a temperatura, mostrando que a definicdo de temperatura dada na
Secdo 4.3 nio entra em contradi¢io com a intuicFo fisica.

4.5.2 Equilibrio Mecanico

Considere um sisterna composto isolado formado por dois subsistemas simples que
encontram-se separados por uma parede mdvel e diatérmica, a qual € impermeavel ao fluxo de
matéria. Neste caso, os valores dos nimeros de moles de cada componente quimico, em cada
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subsistema, sfo constante conhecidas. Enquanto que os valores dos parmetros
Ul yPey® y@ podem variar durante o processo, sujeitos apenas as restrigbes de igualdade
U(') +U @_y= constante e VO + VP =V = constante.

Nesta situagdo, os valores de UV, U@ eV ¥ no estado de equilibrio sio aqueles que

resolvem o seguinte problema de maximizagfo, com rcstng:oes lincares de igualdade e de
desigualdades estritas,

(Dados U,y NV, NV eN@ N
determinar UV, U@y e 72 3 fim de
maximizar S(UD, U@ y® y@) = S“)(Uf‘) JO N ,NS‘)] + sz)(U(z),V("),NP),...,NP))

vy =y
sujeitaa yO  p@_p
i) s 0ev? s o,

4

Novamente, substituindo-se as restrigdes lineares de igualdade na fungio objetivo S obtém-se o
seguinte problema de otimizagio sem restrigdes de igualdade, mas com apenas restricbes de

desigualdades estritas,

( Dados U,V,Nl(l),...,NSI) e Nl(z),..., NP)

) determinar UV v g fimde

maximizar S(U™V, vV ) = S(')(U(",V(‘), N}‘),.-.,N,(‘)) + S("-)(U ~yhy -y, NP),...,NPJ)

[sujeitaa v s 0er@ s

Obtidos UM e ¥ os valores de U® ¢ ¥ sgo calculados pelas restrigges U® =U-U 0 ¢

vy =y _p0,
Desta vez a condigfio necessdria de otimalidade de primeira ordem, equagio (4.17), toma
a forma

T
5S 8
w2t ) =0 B
onde
o5 os0 gsw qU-UY)
U0 00 @ gy 70 7@
e

55 as©  os® é’(V—V“]) PO pl)
U O R RO =0 By

Portanto, a equagéio vetorial (4.21) pode ser escrita na forma

1L_1

TO 70 (4.22-2)
PO po

70 7@ 0 (4.22-b)
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No caso atual, o sistema (4.22) representa a condicio de equilibrio procurada. Se a
1 1 pY pO
70 70 © 7070
fun¢des conhecidas das varidvets U e V(l), somente. Assim, o sistema (4.22) representa um

sistema de duas equagGes algébricas, geralmente nfio lineares, com duas variaveis U/ We y®) A

relagdo fundamental de cada subsistema é conhecida, entio s40

sua solug@io determina valores de Ul e V(l), (e conseqiiente valores de U @ e ¥ dagdos por
v -y -vWe v oy —pW)y, que satisfazem a condigdo de otimalidade (4.17). Enfatiza-se

novamente que tais valores U e v ghio apenas “candidatos™ & solugdo do problema de
maximizacdo referido acima. Para que eles sejam considerados maximizadores (locais) devem

satisfazer também a condigéo (4.19).
O sistemna (4.22) pode ser escrito na forma

70 = 7 (4.23)
PO = p 4.24

A equagfo (4.23) expressa a condigfio de equilibrio térmico resultante do fluxo de calor através
de uma parede diatérmica, como visto na segfo anterior. A equagio (4.24), a qual indica a
igualdade de pressio, ¢ uma nova condigiio de equilibrio introduzida pelo fato da parede ser
movel. Note que a relagiio (4.24) ¢ precisamente o resultado esperado com base no conhecimento
de mecénica, 0 que colabora para identificar a fungdo P com a pressdo mecénica definida na
Secdo 1.8.

4.5.3 Equilibrio com Relagio ao Fluxo de Matéria

ConsideragBes relacionadas com o fluxo de matéria fornecem um “insight” sobre a
natureza do potencial quimico. Considere o estado de equilibrio de um sistema composto isolado
formado por dois subsistemas simples separados por uma parede rigida e diatérmica, permedvel a
um tipo de material N, por ecxemplo, é impermedvel a todos os outros

(N,Nysou N, Npens N, ).

Pretende-se determinar os valores de UM, 0% ¢ N N® ng estado de equilibrio,
supondo-se que nesse estado 0 componente § estd presente em ambos os subsistemas. O problema
de otimalidade relacionado com esta questdio é o seguinte, :

‘Dados U, N,y N0 NO NO N ey® O NE N2 N0

determinar U, N N®a fim de

maximizar 5( g y@ Nlm, N,»{Z}) _ S(l)(Utl},VUJ’ Nl(i)a'"s Nf‘}) + S(Z)( g y@ N}(ZJ,__., Nle)
vV -y

sujeitaa N+ N@ = W,
N,-(l) >0¢ N,fz) > 0.

Esse problema de maximizagdio com restrigdes lineares de igualdade e desigualdade estritas pode
ser transformade num problema de maximizacdo sem restrigbes de igualdade. Substituindo as

restrigbes U =U-UW e N® = N, - NO na funggo objetivo S, obtém-se

68



Dados U, N, VU NU N0 N D @) NP N2
determinar U (l),N;-(” a fim de maximizar
S(U(l]. Nj(l}) - S(l}(U(l},VU),N](l]....,N,U)) +S(2)(U —U(I},V(z},N,{ZJ....,N- - N(I),_._,st))

sujeita a N,.{l) >0e N,.[z) > 0.

J I ER]

Obtidos UWe Nfl) os valores de U®e N,.(z) sdo calculados pelas restrigdes
UP=p-pgWeNY =N - NO

A condigdo necessaria de primeira ordem para esse problema de maximizacio sem
restrigbes de igualdades ¢ com restrigdes de desigualdade estritas ¢,

T
25 2§
VS = [m,wJ =0 (4.25)
onde
ZAY 1 1
(9U(l) - T(l) B T(IJ
[+

55 osv  as® ON-N) i
GND  aNY +0”N,.(” gN&M 1V 1@

Assim, a equagao vetorial (4.25) pode ser escrita na forma

1 1

RO 0 (4.26-2)
RN
-—]_W - W =0 . (426-b)

Se a relagdo fundamental de cada subsistema ¢ conhecida, entdo o sistema acima ¢
conhecido e constitui um sistema de duas equagtes algébricas, geralmente ndo lineares, nas duas

variaveis U1 e N,(’). A solugdo desse sistema fornece valores de vl e N,{'), (e consegqiiente
valores de U®e N dados por U =U-U"e N =N - NV} que satisfazem a
condigiio de otimalidade (4.17). Para que cles s¢jam considerados maximizadores (locais) devem
satisfazer também a condigdo (4.19).

Combinando as equagdes (4.26-a) e (4.26-b) chega-se a classica condigio de equilibrio
com relagdo ao fluxo de massa

ml = p? (4.27)

A relagdo (4.27) nos fornece um “insight” sobre o significado fisico da fun¢@o potencial quimica
do componente 7,4, . Tal funclo pode ser vista como uma medida do potencial para a
transferéncia de massa deste componente entre os subsistemas. Se g ¢ diferente de u'? entdo
havera certamente uma transferéncia espontinea de massa do componente quimico / entre 0s

subsistemas. Tal processo de transferéncia s6 terminara quando u'" for igual a u!¥, ou quando
alguma restri¢do interna apropriada for imposta aos subsistemas.
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4.6 A Relacdo de Gibbs-Duhem

A propriedade de homogeneidade de primeira ordem da relagio fundamental permite
escrevé-la em uma forma particularmente conveniente, a forma de Euler. De fato, dado 4> 0

tem-se que
U(AS,AV,AN,....,AN)= AU(SVN,....N,)

derivando ambos os membros dessa equagio com respeito 2 A, obtém-se pela regra da cadeia
que

oUu
A 1"‘!2 S 1rey

7

2Y U d
——(48,..., =—(AS,...,AN
53( AN,)S+§V( N ,)V+§

Fazendo A =1 na equagéio acima obtém-se

o). (8U) & éu
st 2+ | L |y =v
[as] +(5V) +§[5N,J ,,

Agora usando as definigbes de 7, P e u, pode-se escrever a ultima equagdo na forma
U=TS-PV +u,N, +..+ u N, (4.28)

A equag8o (4.28) & chamada de relagdo de Fuler. Usando-se um procedimento semelhante, o
leitor pode mostrar que na representagio da entropia a relagio de Euler toma a forma

oo (o258

A equagdo (4.28) diz que os pardmetros intensivos T, Pe u, ( j=12,...,r) ndo sdo todos

independentes. Existe uma relagéio entre eles e esta tal relagio € uma consegiiéncia da propriedade
de homogeneidade da relagio fundamental. Para um sistema com um Unico componente ©
potencial quimico u € uma fungfio apenas das variaveis 7e P, essa fungio pode ser determinada
como segue: primeiro note que neste caso pode-se adotar a relagfio fundamental escrita na forma
da energia interna molar

u=uls,v)

onde s € a entropia molar ¢ v o volume molar, respectivamente. Assim, cada um dos trés
parimetros intensivos T, Peu sdo fungdes de s ¢ v apenas, ou seja,

T=1T(s,v)
F= P(s, v)

= usy)

Conhecendo-se a expressdo analitica da relagio fundamental « = u(s, v) , pode-se eliminar 5 ¢ v a
partir das equagdes do sistema acima obtendo-se u como fungio de 7e P, ou sgja,

p= (1. P)
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Esse argumento pode ser facilmente estendido para o caso mais geral de sistemas com véarios
componentes. De fato, suponha que a relagdo fundamental de um sistema € a fungdo de {7 + 2)

vanaveis dada por
U=U(SV,N,...N,)

Nesse caso tem-se (r +2) equagdes representando os parAmetros intensivos
T=T(SV.N,...N,)
P=P(SV.N,...N,)
#, = (SV.N..N,) (j=1...r)

Essas fun¢des sdo homogéneas de ordem zero, e portanto pode-se reescrevé-las na forma

T=T(S/N,YV/N,N,/N,..])
P=P(S/N JV/N,N /N_.1J
p;=p(S/N.V/N.,N/N_,..1(j=1..r)

Desta forma os (7 +2) pardmetros intensivos sio fungBes de exatamente (r +1) variaveis.
A eliminagdo dessas (r +1) variaveis dentre as (r +2) equagdes permite obter-se diretamente a
relacdo desejada, ou seja, a relaglio entre os parametros intensivos. No entanto, a fim de se
determinar explicitamente essa relagdo, necessita-se conhecer a expressio analitica da equacg3o
fundamental Uma forma diferencial desta relagéo existente entre os pardmetros intensivos pode
ser obtida diretamente da relagio de Euler, equagio (4.28). Para isso, diferencia-se a relagdo de
Euler obtendo-se:

dU = TdS + SdT - PdV —VdP+ Y udN, + Y N du, (4.30)
i=1 Jj=1

Substituindo-se a equagio (4.5) na equacgéio (4.30), chega-se a importante relagdo
SAT —VdP + Ndu, +..+ N du_ =0 431

conhecida como relacdo de Gibbs-Duhem.

4.7 O Espaco das Configuracdes Termodindmicas

Para descrever e caracterizar de uma maneira mais refinada o conceito de estado
termodindmico, e com isso poder descrever possiveis processos, € util definir 0 que entende-se
por espago das configuragbes termodindmicas. O espaco das configuragdes termodinimicas de
um sistema simples € o espago gerado pelos eixos coordenados correspondentes a varidvel
entropia S, e aos parimetros extensivos U,V N,,..., N, do sistema A relagdo fundamentat do

sistema §=S(U,V,N,,..,N,} define uma hiper-superficie no espago das configuracdes

termodinimicas, como indicado na Figura 4.2.
Note que a Figura 4.2 esta coerente com o fato da entropia, vista como uma fungéo

. . L . . 285 1
unicamente da variavel {7, ser uma fungdo crescente, i1sto €, g{—}- = ? >0.

Por defini¢do , cada ponto no espago das configuragdes termodindmicas representa um
estado de equilibrio do sistema.
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Figura 4.2 A hiper-superficie no espago das configuragdes de um sistema simples.

A relagdo fundamental de um sistema composto pode ser representada por uma hiper-
superficie no espago das configuragbes termodindmicas, cujos eixos coordenados correspondem
aos par@metros extensivos de todos subsistemas simples constituintes. Para um sistema
composto formado por apenas dois subsistemas simples os eixos coordenados podem ser
associados a entropia total §=3§ M1 5® ¢ aos pardmetros extensivos dos dois subsistemas.
Uma maneira alternativa, e as vezes mais conveniente, consiste na escolha da entropia total § |

dos pardmetros extensivos do primeiro subsistema (U @ yo, Nf”,...,N,{”), ¢ dos pardmetros

extensivos do sistema composto (U,V,N,,...,N,), onde U =UW+ U(z), =y, p@ .
N;= N}” + N}z); para todo j=12,..,r. Uma seglio apropriada do espago das configuragdes
termodindmicas de um sistema composto, assim descrito, ¢ esbogada na Figura 4 3.

SiS(U(l),--',X}D,---,U,---)

Figura 4.3 A hiper-superficie no espago das configuragbes de um sistema composto.
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Considere uma curva arbitraria tomada sobre a hiper-superficie da Figura 4 4, ligando um
estado inicial a um estado terminal. Uma tal curva é chamada de lugar geométrico quase-estdtico
ou de processo quase-estatico. Assim, um processo quase-estatico € na realidade uma sequéncia
densa {ndo discreta) de estados de equilibrio. Deve ser enfatizado que um processo quase-estatico
€ um conceito idealizado, que difere muito de um processo real. De fato, um processo real
envolve estados de equilibrio e de ndo-equilibrio, os quais ndo possuem representagdo no espago
das configuragdes termodindmicas. Mais ainda, um processo quase-estatico, em contraste com um
processo real, ndo envolve consideragdes relacionadas com taxa de variagdo, velocidade ou
tempo. Portanto, um processo quase-estatico ¢ uma seqiiéncia ordenada e densa de estados de
equiltbrio, enquanto que um processo real é uma segiiéncia temporal de estados de equilibrio e
ndo-equilibrio.

by —»
o
f

wn
-
%
e
""‘-.—-"

*Estado inicidl A

x\Y
"

Figura 4.4 Um processo quase-estatico no espago das configuragdes termodindmicas.

Apesar de nenhum processo real ser idéntico a um processo quase-estatico, no entanto, €
possivel achar um meio de construir processos reais que possam ser aproximados por processos
quase-estaticos. Mais precisamente, € possivel conduzir um sistema através de uma sequiéncia de
estados que coincidam em um numero desejado de pontos com um dado processo quase-estatico.
Para ilustrar isso, considere um sistema que originalmente encontra-se no estado 4 da Figura 4.4,
e considere o lugar geométrico quase-estitico passando através dos pontos A4,B,C,...H.
Suponha que uma restri¢do interna do sistema foi removida de modo a iniciar um processo que
conduz o sistema do estado de equilibrio 4 para o estado de equilibric B, sem passar por
nenhum outre ponto ao longo da curva que liga o ponto A4 ao ponto B . O sistema desaparece a
partir do ponto A e subseglientemente reaparece no ponto B, tendo passado por estados de ndo-
equilibrio, nzo representados na Figura 4.4. Se a restricdo € novamente relaxada, fazendo o
estado de equilibrio C acessivel, o sistema desaparece a partir do ponto B e torna a reaparecer
no estado C . Com a repetigdo desse procedimento chega-se aos estados de equilibrio D, E,... . H .
Assim, através de uma sucessdo de processos reais constroi-s€ um processo que € uma
aproximagio do lugar geométrico quase-estatico abstrato mostrado na Figura 4.4. Espagando os
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pontos A,B,C,... ao longo do lugar geométrico quase-estatico, de forma que eles estejam
arbitraiamente proximos um dos outros, obtém-se uma seqiiéncia de estados de equilibrio
oriunda de um processo real e aproximando de forma arbitraria o dado processo quase-estatico.

O espago das configuragbes termodinamicas € util para tornar mais preciso o conceito de
reversibilidade. Para isso, considere um sistema isolado que ¢ conduzido ao longo da seqiiéncia
de estados de equilibric 4,B,C,...,H que aproxima um lugar geoméirico quase-estatico. O
sistema € induzido a ir de 4 para B pela remogfio de uma restri¢3o interna, e chega a B se, e
somente se, o estado B possuir a maxima entropia entre todos os estados acessiveis. Em
particular o estado B deve possuir entropia maior do que a entropia do estado 4. Assim, o
processo fisico que liga os estados 4 e B, de um sistema isolado, possui uma tnica diregio. Ela
aponta do estado A4, de menor entropia, para o estado B, de maior entropia, ¢ nunca
inversamente. Tais processos sdo aqueles que denominam-se de irreversiveis. O caso limite de um
processo quase-estatico, no qual o crescimento da entropia se faz de uma forma arbitrariamente
pequena, € chamado de um processo reversivel. Para um tal processo a entropia final €
considerada igual a entropia inicial, e considera-se que 0 processo pode ser revertido na diregio
oposta, veja a Figura 4.5.

Figura 4.5 Um processo reversivel ao longo de um lugar geométrico quase-estatico isentrépico.

Em resumo tem-se que: wm lugar geométrico quase-esidtico pode ser aproximado por um
processo real, realizado sobre um sistema isolado, somente se a entropia é monotonicamente
néo-decrescente ao longo do lugar geométrico quase-estitico.

4.8 Formulagdes Alternativas

O postulado da méxima entropia da origem a uma variedade de teoremas com conteidos
mais especificos, e especializados para varias classes de processos. Para facilitar o
desenvolvimento desses resultados, na presente segdo serfo abordados aspectos formais de uma
teoria que permite que certos conteudos sejam reformulados da varias formas matematicamente
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equivalentes. Cada uma dessas formulagGes alternativas ¢ particularmente conveniente para obter-
se modelos para tipos particulares de problemas termodindmicos. A arte da modelagem
termodindmica reside grandemente na sele¢o do formalismo tedrico que mais incisivamente ataca
o dado problema. Na formula¢do termodindmica apropriada o problema tende a ser notadamente
simples, enquanto que numa formulagio inapropriada ele tende a ser notadamente complicado.

4.8.1 Os Principios da Maxima Entropia e da Minima Energia Interna

Em segbes anteriores considerou-se duas representagdes alternativas, a representagio da
energia interna e a representagéio da entropia. Mas o principio basico de extremo foi formulado
somente para a representacio da entropia. Se essas duas representagBes ocupam realmente
lugares paralelos na teoria termodinidmica entdo deve existir um principio de extremo para a
representacio da energia interna, analogo ao principio da maxima entropia. Na realidade existe
um tal principio de extremo, chamado principio da minima energia interna, o qual ¢ equivalente ao
principio da maxima entropia, ou seja, pode ser trocado por ele. Enquanto que o principio da
maxima entropia afirma que o estado de equilibrio é aquele onde o sistema possui a maxima
entropia para um dado valor da energia interna total, o principio da minima energia interna afirma
que o estado de equilibrio é aquele onde o sistema possui a minima energia interna para um dado
valor da entropia total.

A Figura 4.6 mostra uma segdo do espago das configuragbes termodindmicas de um
sistema composto, Os eixos S e/ correspondem, respectivamente, & entropia total e & energia

interna total do sistema composto, € © eixo X}‘) corresponde a wm pardmetro extensivo
particular do primeiro sistema. Os outros eixos, ndo mostrado explicitamente na Figura 4.6, s&o

U (l), X, e outros pares do tipo X,(Cl), X .

O plano -
U=U,

v —»

Figura 4.6 O estado de equilibrio 4 como um ponto de maximo de § para U constante.

A energia total de um sistema composto é uma constante determinada por uma condigdo
de restrigio U =U,, oriunda do fato do sistema ser isolado. A representagdo geométrica dessa
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condigdo de restrigio garante que o estado de equilibrio do sistema esta sobre o plano U =U,

veja a Figura 4.6, A relagdio fundamental do sistema ¢ representada pela superficie mostrada nessa
figura, ¢ o ponto que representa o estado de equilibric do sistema deve estar sobre a curva de

intersegdo do plano U = U, com a superficie. Se o parametro X j” ndo possui restrigdo, o estado
de equilibrio € o estado particular que maximiza a entropia ao longo da curva de intersegiio, oun
seja, o ponto A da Figura 4.6.

A representagdo do estado de equilibrio 4 como um estado de minima energia interna
para um dado valor de entropia, S =S, € ilustrado na Figura 4.7, Através do ponto de equilibrio

A traga-se o plano § = §,, o qual determina uma curva de intersegiio com a superficie da relagio

fundamental. Essa curva € formada por uma familia de estados de equilibrio possuindo entropia
constante, § = S,. O estado de equilibrio 4 ¢ o estado que minimiza a energia interna ao longo

da curva de interse¢o do plano § = §, com a superficie.

Figura 4.7 O estado de equilibrio 4 como um ponto de minimo de U/ para S constante.

Essa argumentagio, que objetiva criar imagens geométricas a respeito da equivaléncia
entre o principio da maxima entropia e o principio da minima energia, depende claramente da
forma geométrica da superficie da relagio fundamental, como mostrado nas Figuras 4.6 ¢ 4.7. A
forma da superficie mostrada nestas figuras € determinada pelo postulado da maxima entropia o

é8 . . . ,
qual garante que U >0, e que U como uma fungio unicamente da variavel S ¢ continua.
At¢ agora tornou-se plaustvel, mas nio foi demonstrado, que os dois principios seguintes
sdo equivalentes.

Principio da Mdxima Entropia: No estado de equilibrio, os valores dos pardametros
extensivos de um sistema sdo aqueles que maximizam a entropia total do sistema sob
um dado valor fixado para a energia interna fotal.
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Principio da Minima Energia Interna: No estade de equiltbrio, os valores dos
pardmetros extensivos de um sisiema sd@o aqueles que minimizam a energia total do
sistema sob um dado valor fixado para a entropia total.

Matematicamente, o principio da méxima entropia garante que no estado de equilibrio os
valores dos parmetros V,N,,...,N, de um sistema composto sfo agueles que resolvem o
seguinte problema de otimizagio.

Dado U, encontrar V', N,,..., N, a fimde
Maximizar S = S(Uy,V, Ny, N, )
Sujeitaa U = Uy = constante

V>0 eNJ >0, j=12,...,r

De maneira semethante, o principio da minima energia interna garante no estado de equitibrio os
valores dos parmetros ¥}, Ny,..., N, sdo aqueles que resolvem o problema seguinte
Dade S, encontrar ¥, N, ..., N, a fimde
Minimizar U = U(Sy,V, N} ,.... N, )
Sujeitaa § = §; = constante
V>0eN,>0j=L12,.r

Denotando-se os pardmetros extensivos diferentes de SelU por X, com £ =12, ¢,
tem-se S=S{U,X,,...X,)e U=U(S,X,,..X,). O principio da méxima entropia afirma que
os valores das varidveis X,...,X, no estado de equilibrio séo tais que resolvem o problema de

i mizaco. .
maximizar §=S{U,X,,...,X,)
sujeitaa U = Uy = constante (4.32-2)
O principio da minima energia afirma que na formulagfio da energia interna esses valores sdo tais
que resolvem o problema de minimizagfo,
minimizar U =U(S, X;,..., X;) (4.33-a)
sujeitaa § =S = constante
Aqui, sem perda de generalidades, supde-se que uma troea de varidveis foi feita de tal forma que
—0 < X <+o0,paratodo k=12,....¢.
O problema (4.32-a) pode ser reformulado, de maneira equivalente, como um problema de
maximizacio sem restriciio
maximizar S = S(X,,...,X,) (4.32-b)

Da mesma maneira o problema (4.33-a2) pode ser escrito, de forma equivalente, como um
problemz de minimiza¢&o sem restri¢ao

minimizar U =U(X;,...,.X,) (4.33-b)

Em seguida serd demonstrada a equivaléncia entre os dois principios mostrando-se que
todo ponto X =(X1,X2 ,..,X,) que resolve (locaimente} o problema de maximizacéo (4.32)
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resolve (localmente) também o problema de minimizagdo (4.33). Considerando o segundo

problema tem-se que

U(S,X,...,X,) = U, = constante

logo, paratode & =1,2,...,7, tem-se
eu, oU(S,X,,...X,)

0=
56X, 43X,

Mas como S =S(U,, X,,..,X,) entdo pela regra da cadeia,
_ 80U, _oU(S.X,,...X,) O8(U, X,,...X,) , 9U(X,,0 X))

0
X, a8 X, 2.6 (4.34)
ou s¢ja, para todo &k = 1,2,...,f tem-se
oU(X,,....X,) _J8(X,....X,)
=-T (4.35)
X, X,
A equaghio (4.35) escrita na notagdo vetorial toma a forma
VU(X)=-TvS(X) (4.36)
Por outro lado, derivando-se a equagdo (4.34) comrelagdo a X, j=12,...,¢, obtém-se
oy __ (U &S, U 5
X;0X, o8 6X;0X, J0X, 08 JX,
isto é, paratodo j k=12,...,7 tem-se
U 7S T 8
ox0x,  \oxox, oX, ox (4.37)
Falil’ J £ j k
A equagio (4.37) escrita na notagdo matricial fica:
V2U(X) = —[TVZS(X) + VI(X)VS(X)| (4.38)

Assim, se X" =(X;,..,X;} ¢ um minimizador (local) do problema (4.32-a), ou seja, se X
satisfaz as condigdes de otimalidade de primeira e segunda ordem

V.S(X ') =0  (Gradiente nulo)

VzS(X ) <0  (Hessiana negativa definida)
entdo das equagdes (4.36) e (4.38) segue-se que
VU(X') =-T VS(X') =0
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=-T V’S(X‘) (4.39)

ouU 5 < . .
como T = m >0 e VES(X ) ¢ negativa definida entio da relagio (4 39) segue-se que a matriz
Hessiana V?U (X ) ¢ positiva definida. Resumindo tem-se que
vU(x*)=0

V’U(X')> 0

Isso mostra que todo maximizador (local) do problema (4.32) é também um minimizador (local)
do problema (4.33). A reciproca ¢ demonstrada de maneira inteiramente analoga. Conclui-se

dessa forma que: X" satisfaz (localmente) o principio da mdxima entropia se, e somente se, X"
satisfaz (localmente) o principio da minima energia interna.

4.8.2 Transformada de Legendre

Em ambas representagdes, da entropia e da energia interna, os pardmetros extensivos sio
tomados como as variaveis independentes, enquanto que os parimetros intensivos surgem como
conceitos derivados e dependentes dessas variaveis. Esse procedimento, no entanto, esta em
confronto direto com as situagles praticas encontradas nos laboratorios, onde os pardmetros
intensivos sdo mais facilmente medidos e controlados. Em vista disso os experimentalistas
preferem realizar seus trabalhos considerando os pardmetros intensivos como sendo as variaveis
independentes enquanto que os pardmetros extensivos sdo considerados, operacionalmente, como
quantidades dependentes. Por exemplo, comparando a entropia com a temperatura nota-se que
nfo existe nenhum instrumento pratico para medir e controlar a entropia, enguanto que
termOmetros, usados para medir e controlar a temperatura, s3o equipamentos comuns em
qualquer laboratorio.

O problema que surge com a aparente contradi¢do entre o procedimento pratico e a teoria
desenvolvida até aqui ¢ facilmente resolvido. De fato, o formalismo matematico apresentado nas
secdes precedentes pode ser refeito de maneira a satisfazer tais exigéneias praticas, sem que a
estrutura e as propriedades obtidas com a teoria desenvolvida até esse instante sejam
prejudicadas. Isso é realizado com o emprego da fransformada de Legendre. A aplicagio
(parcial) dessa transformada na fungfio energia interna fornece novas relagdes fundamentais, as
quais sdo funges que dependem de certos paridmetros intensivos.

O aspecto puramente formal deste problema é o seguinte. Considerando-se uma equagéo
(relagio fundamental) da forma

Y=VHX,.X, .X) (4.40)
deseja-se encontrar um método por meio do qual as derivadas
P, = oY (4.41)
80X,

possam ser consideradas como varidveis independentes, sem sacrificar qualquer nformagfo
contida na dada relagio fundamental, equacgdo (4.40). Para simplificar, considere inicialmente a
situagiio matematica na qual ¥ € uma funcio de uma Unica variavel X, ou seja,
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Y = ¥Y(X) (4.42)

Geometricamente, a relagdo fundamental (4.42) € representada por uma curva no plano
com coordenadas X e ¥, veja a Figura 4.8, onde a derivada

P(x) oY(X) (4.43)

axX
¢ a inclinagio da reta tangente & curva no ponto (X, Y).

il

Yll

»
»

X

Figura 4.8 Grafico da fungiio ¥ = Y(X).

Se ¢ desejado ter P como a varidvel independente, no lugar de X, o primeiro impulso é
sem davida nenhuma o de eliminar X a partir das equacgdes (4.42) e (4.43), a fim de obter ¥ como
uma fun¢do de P. Por exemplo, se Y(.X) é a fungdo quadratica

1

YX)=-X?
| (X)=+
entdo
p O _1
oX 2
¢ dai, por substituigio , tem-se que
Y= P? (4.44)

Fazendo-se uma analise mais cuidadosa nota-se que este procedimento sacrifica algum
conteido da relagdo fundamental prejudicando a sua reconstrugio. De fato, voltando-se ao
exemplo particular observa-se que a equagio (4.44) pode ser escrita como uma equagio
diferencial ordinaria de primeira ordem

dY 2
e

dx

Cuja solugio ¢ a familia de fungdes da forma
r(x) = %(X +C)

onde C € uma constante de integragdo arbitraria. Fica claro com este exemplo que aceitar, de
maneira geral, ¥ = ¥{P) como uma equagio fundamental, no lugar de ¥ = ¥{X), envolve o
sacrificio de alguma informagio original contida na relagdo fundamental (4.42), a qual nio
permite a sua exata reconstru¢io. Esse fato pode ser também observado do ponto de vista
geométrico. Geometricamente ¢ evidente que o conhecimento de Y como uma fungio da
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S ar , :
inclinagdo - Ho permite reconstruir a curva ¥ = ¥{X). Com efeito, cada uma das curvas

mostradas na Figura 4.9 correspondem igualmente bem a relagio ¥ = Y(P).

}r &

.
»

X

Figura 4.9 Diferentes curvas correspondendo & mesma relagio ¥ = Y(P).

A despeito da necessidade de se obter P como uma variavel independente, o sacrificio de
informagdes decorrente do formalismo discutido acima torma-o inaceitavel.

A verdadeira solugdio para o problema em questic comega pelo entendimento de que o
lugar geométrico dos pontos que satisfazem a relagdo (4.42) coincide com a envoltoria de uma
famitia de retas tangentes, mostradas na Figura 4.10. Assim, qualquer equagio que possibilite
construir a familia de retas tangentes, da Figura 4.10, determina a curva procurada tdc bem

quanto a relagdo ¥ = Y(X).

»

X

Figura 4.10 Acurva ¥ = Y/ (X ) vista como a envoltdria de uma familia de retas tangentes.

Da mesma forma que todo ponto no plano € descrito por dois valores X e 7, toda reta no
plano pode ser determinada completamente por dois valores P ¢ ‘¥, onde P € a inclinagdo da reta
(coeficiente angular) ¢ ¥ o valor da sua intersegdo com o eixo Y (coeficiente linear). Entdo, da
mesma forma que a relagao ¥ = }’(X ) seleciona o subconjunto constituido de todos os pontos
(X,Y) sobre a curva, a relagio ¥ = ¥(P) seleciona o conjunto formado de todas as possiveis
retas tangentes 4 referida curva, O conhecimento do coeficiente linear ¥ como uma fungio do
coeficiente angular P possibilita construir a familia de retas tangentes € consequentemente a sua
curva envoltona. Portanto a relagéo

¥ = ¥(P) (4.45)
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¥ = ¥(P) (4.45)

¢ totalmente equivalente 3 relagfo fundamental Y = Y(X ) Nessa nova relagio a varidvel

independente € P, e assim a equaglio (4.45) fornece uma solugtio completa e satisfatoria para o
problema proposto. A relagio ¥ = ¥(P) é matematicamente equivalente & relagio ¥ = ¥(X), e

consequentemente pode ser considerada também como uma relagio fundamental. ¥ = Y(X ) é
dita uma relagio fundamental na Y-representagdo enquanto que ¥ ='"P(P) ¢ uma relagfio

fundamental na ¥ -representacio.
Voltando-se ac exemplo particular considerado anteriormente, ao se tragar um nimero
razodvel de retas com vérios coeficientes angulares P e possuindo coeficientes lineares da forma

¥ = —P? obtém-se uma pardbola (a envoltéria da familia de retas) a qual é completamente
determinada pela equagio Y =:1‘-X 2, Assim, na V¥ -representacdo a equagdo fundamental da

paribola é W =-P?, enquanto que na Y-representagdo a equagdio fundamental da mesma

pardbola é Y=%X2.

A questdio que surge agora & a de como caloular a relagio ¥ = ¥(P) se é dado a relagio
Y= ¥Y(X). A operaglio matemética apropriada ¢ conhecida como transformada de Legendre.

Considere a reta tangente & curva ¥ = ¥{X) no ponto {.X,¥) possuindo coeficiente angular P. Se
¥ ¢ a intersegdo dessa reta com o eixo ¥, veja a Figura 4.11, entdo

p-I-%
X-0
ou seja,
¥Y=Y-PX (4.46)
Y F 3
xn
~ (%)

X
Figura 4.11 Aretatangente W =Y~ PX

Conhecendo-se a equagio
Y = ¥(X) 4.47)
por diferenciacfio encontra-se
P = P(X) (4.48)

A eliminagéio de X ¢ Y entre as equagdes (4.40), (4.47) ¢ (4.48), ou s¢ja, entre as equagdes
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¥(P)=¥(X)-PX
Y= ¥(X)
P = P(X)
fornece a relagdo procurada entre ¥ e P. No entanto, deve-se observar que essa eliminagéio s6 é
possivel se a nova varidvel P ndo ¢ independente de X, isto €, se -
dapr

T (4.49-8)
ou seja, se
2
% # 0 (4.49-b)

De fato, se -S; # 0 para todo X entfio pela suposta continuidade da fungéo % tem-se que para

todo X ocorre % >0 ou % < (. Portanto, P = P(X ) ¢ uma fungdio mondtona estritamente

crescente ou estritamente decrescente e consequentemente € inversivel, ou seja, pode-se expressar
X como uma fungéo de P, escrevendo-se

X = X(P)
Substituindo-se a 1ltima relagfio na equagio (4.47) e o resultado na equagio (4.46) conclui-se que
dP
realmente € possivel expressar ¥ como fungdo de P, quando E# 0 para todo X. A funcfo
¥(P) = ¥Y(X)- PX éatransformada de Legendre de ¥(X).

Coloca-se em questio agora o problema inverso, ou seja, o de recuperar a relagdo
fundamental original ¥ = ¥(X) conhecendo-se a relagio fundamental equivalente ¥ = P(P).
Isso € possivel com duas aplicacdes sucessivas de transformada de Legendre. Por exemplo, se
‘i’(ﬁ) é a transformada de Legendre de ¥(P) entéio

a¥
dpP

P= (4.50)

¥(P)=w(P)-PP @4.51)

Mas de acordo com a equacio (4.46) tem-se que—X = % e portanto as equagdes (4.50) e (4.51)

tornam-s¢
P=-x (4.52)

Y-y (4.53)

Substituindo-se as equagdes (4.52) e (4.53) nas equagdes (4.50) e (4.51), respectivamente, e
juntando-se i elas a equagiio (4.45) obtém-se o sistema de equagdes
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_x=94r
daP

Y=¥+XP (4.54)

¥ =¥(P)

2
0 qual permite eliminar P e ¥, sempre que P = 0, recuperando Y como uma func¢do de X,

Y = ¥Y(X). A fungdo dada pela equagio (4.54) é a transformada inversa de Legendre.

A discussio precedente pode ser facilmente estendida para o caso de uma fungio de mais
de uma variavel

F=HX,.X,. . X)) (4.55)

tal como a relagio fundamental da energia interna U=U(SV,N,,.,N,). A fungio 7,
representada pela equagdo (4.55), tem (7 + 1) derivadas parciais de primeira ordem do tipo

p_ EY

= 3% P(X,,X,,.,X) (4.56)

onde cada uma dessas derivadas ¢ uma fungo das mesmas (7+1) varidveis X,,X,,...,X,.
Baseado na argumentagfio geométrica anterior, nota-se que a contribuigio da variavel X, sobre a
fungéo ¥ pode ser representada geometricamente como uma curva no plano XY, semelhante a

Figura 4.11, ou como a envoltoria da familia de retas tangentes a curva. Se ‘I’J{.‘) é o coeficiente
linear da reta tangente com coeficiente angular P, entdo no lugar da equagfio (4.46) pode-se
escrever

WXy, Xy X, P X X )=V = PX, (4.57)

j=12% 42

A funcio ‘I’;I} ¢ chamada de primeira transformada parcial de Legendre da fungdo Y
com respeito & variavel X ;. O indice (1) indica que somente uma das (1+1) variaveis foi trocada

pela derivada parcial correspondente, enquanto que o indice j indica qual a variavel trocada. E
claro que no caso da fungio Y, representada pela equagio (4.55), existem (t+ ]) primeiras

transformadas parciais de Legendre. Finalmente, nota-se que qualquer primeira transformada %"

pode ser escrita como uma fungdo das variaveis (XG,XI,...,X T 0. SENY. § ,) eliminando-se ¥

b2

e X, entre as equagdes (4.55), (4.56) e (4.57), esta eliminagdo ¢ possivel desde que # 0.

i
;

De forma semelhante, a primeira transformada parcial de Legendre inversa da fungdo
‘PJ(.” com respeito a variavel P, ¢ determinada pelo sistema de equagdes

AR
X, == X (X, X PLX LX)
| i EAR R C B i JHlr g
TR
{yewpixp
] 1
LP_,S ) = ‘PJS )(XO,.,.,Xj_]y}:},Xj+1a-“3Xf)
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671"1’“)

o qual permite eliminar P, ¢ ‘PJ{.”, sempre que 5})’2
J

variaveis (X,,X,,...X,,...X,).
Se se deseja ndo apenas trocar a variavel X, pelo respectivo coeficiente angular

# 0, recuperando ¥ como fungio das

o |

oY : .
= —— mas também trocar a variavel X, por F = Z
cX 7

J CAy

transformada parcial de Legendre ‘P,E'J a fungfo da equacdo (4.57), obtendo-se

deve-se aplicar a primeira

YoAX,...P,..B....X)=Y - PX - BX, (4.58)

onde F = g—;— ; i= j,k. A fungio ‘I’jz,f é chamada de segunda transformada parcial de

i
Legendre da funcdo Y com respeito ds varidveis X, e X,. O indice (2) indica que duas das
(r + 1) variaveis foram trocadas pelas correspondentes derivada parciais, enquanto que os indices

j e k indicam quais as variaveis trocadas. Dependendo do par (X X t) selecionado pode-se ter,

2

‘I’fﬁ pode ser escrita como uma fungio das varidveis (XuﬂﬁX;) eliminando-se

no presente caso, N0 MAXIMO segundas transformadas parciais de Legendre. A funcio

Y, X,, e X, nas equagdes

¥ = ¥(X,.X,,...X))
Y
P=—"=P(X,X,,... X,
i éXJ J( o 1 )
) 24
b=y = Bl X X)
(¥ =Y-PX,-RX,
L . &Y &'y
Para que esta eliminagio seja possivel € necessario que X z0e ox z 0.
i i

A segunda transformada parcial de Legendre inversa da funcdo ‘leﬁ com respeito as
varidveis P, e F, é determinada pelo sistema de equagdes

ZA 3

's

_X = J"k = X'(XO:--'}P'Q‘“BH9""Xi‘)
) é}%zl J J
Ry
(X, = azj; = X (X, P B X))
Y=¥%+ X P+X,F
‘}‘_-;(2,3 = l}{:(zl}(Xﬂ? ’}3:" 3}31-7 7X;)

S22 AP
o qual permite eliminar PP, e ¥'7), sempre que a"PJ;t =0 e — P"z" # 0, recuperando ¥
J ¢y

como fimgio das variaveis (Xo,.‘.,XJ.,...,Xi,...,X,).
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4.8.3 Relagdes Fundamentais Alternativas

Aplicando-se¢ a transformada de Legendre na relacdo fundamental da energia interna
obtém-se relagdes fundamentais alternativas as quais apresentam pardmetros intensivos como
varidveis independentes. Esses relagbes fundamentais sdio: a energia livre de Helmholtz, a
entalpia e a emergia livre de Gibbs. Tais relagdes carregam consigo as mesmas informagdes
contidas nas fungdes entropia e energia interna. Portanto, se uma dessas novas relagdes ¢é
conhecida entfo todas as informag@es termodinimicas possiveis a cerca do sistema podem ser
descobertas a partir dela. O emprego de uma dessas formulagSes depende da conveniéncia do
problema estudado, sendo que o critério para a sua escolha reside na arte da aplicagfo da teoria
termodinimica.

Assim, na presente se¢do, a relagio fundamental ¥ = ¥(X;,X,,...,X,) ser4 interpretada

como a energia interna U =U(S,V,N,,...,N,), e as derivadas F,,P,,...,F, corresponderfio aos

parametros intensives T,— P, 4,,..., 4, ; respectivamente.

A energia livre de Helmholtz, denotada por A, constitui a relagio fundamental obtida da
primeira transformada parcial de Legendre da fungio U com respeito 4 primeira varidvel, S.
Portanto, com a notagdo introduzida anteriormente,

4= lIJ‘gi)(‘pﬁlr"{h'''9‘X'-.r) =Y- PUXO

e
(1)
-X,= .&
ﬂ)ﬂ
Na notag#o original tem-se que
A= ATJV.N,...N,) | (4.59)
A=U-TS (4.60)
¢
_5=94
ST (4.61)

Como U e S sfio fungdes homogéneas de primeira ordem segue-se da equagio (4.60), e do fato de
T ser uma fun¢éio homogénea de ordem zero, que a energia vre de Helmholtz ¢ uma fungio
homogénea de primeira ordem. Além disso, sempre que os subsistemas estiverem na mesma
temperatura, a energia livre de Helmholtz do sistema composto € claramente uma fungfo aditiva
com relago aos subsistemas constituintes, isto €,

A=U-TS=Y U - 735@ = z(U‘“’ - TS("})= T 4@

Esses resultados mostram que a energia livre de Helmholtz deve ser a representagéio fundamental
preferida para descrever estados de equilibrio de sistemas submetidos a processos isotérmicos.
Diferenciando 2 relagdo (4.59) obtém-se

o(22) o[ 24) a5 28]
8T o =\oN, )

Substituindo a equacio (4.61) na tltima equacio tem-se
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P ({M]dl Z[ ] (4.62)

Por outro lado, da equagdo (4.60) segue que
dA=dU - TdS — SdT

Substituindo-se a equagdo (4.12) na ultima equagio obtém-se a forma diferencial completa da
energia livre de Helmholtz,

d4=-SdT-PdV + 3 u, dV, (4.63)

J=1

Subtraindo-se a equagio (4.62) da equagfo (4.63) chega-se a relagio
24
(E—+P] av + Z[——,u}]cﬂv =0

Como as variaveis V. N,,...,N_sfo independentes, segue-se que

_p=o4
or

o4
ON,’

i=12,.,

#}_: r

As duas ultimas relagbes e a equagfio (4.61) mostram que as equagdes de estado obtidas da
energia livre de Helmholtz sdo da forma

§=8(TV,N,,...N,)
P=P(TVN,...N,)
4, =pu,(TV.N,..N,)

Para r =1 a equagdo P = P(T,V.N,,....N,} toma a forma simples
P=P(TV)

que é exatamente a forma P-explicita das equagdes de estado apresentadas no Capitulo 2.

A entalpia, denotada por H (conforme a Se¢do 1.12), é a relagdo fundamental obtida da
primeira transformada parcial de Legendre da fungiio U/ com respeito a segunda variavel, V.
Assim,

H=¥"(X,P.X,..X)=Y-PX,

<
(1)
I ¢
oF
Essas relagdes escritas na notagéo original ficam,

H=H(S,PN,,...,N,) (4.64)

H=U+PV (4.65)
(]
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. _éH
8P

(4.66)

Da equagio (4.65) nota-se que a fungio entalpia € uma fungdo homogénea de primeira ordem das
variaveis §,PN,,....N_ . De fato, dado A > 0 temos pelas equagGes (4.64) e (4.66) que

V=V(S.P,N,,...N,)
Assim
H(AS,AP, ...,AN, )= U(AS}(28,4P, ..., AN,), ., N, } +
(4.67)
+ PAS(AS,AP+++ AN, ), N W(AS AP .-~ ,AN,)

Tendo-se em vista que a soma do volume das partes de um sistema termodindmico é igual ao
volume de todo o sistema entdio o volume é uma fungdo homogénea de primeira ordem das
variaveis S,P,N,,...,N_, ou seja,

V(}\S,?LP, A.N) = lV(J\S,Z.P, kN)
e consequentemente a equagio (4.67) pode ser escrita na forma
H(AS, AP, }LN) = U(M,?LP, lN) + P(A.S,AP, W) AV(S,P, N)

Como U ¢é uma fungiio homogénea de primeira ordem e P € uma func¢éio homogénea de ordem
zero, das variaveis S,V,,..., N, segue-se da ultima relagdo que

H(ASAP, . N,)=AU(SV,....N,}+ P(SV....N,)V(S.P,..N,))]
| = AH(S.P,...N,)

Assim, prova-se que H ¢ uma fungfio homogénea de primeira ordem das variaveis S; P, N,....N .
Além disso, sempre que os subsistemas estiverem submetidos & mesma pressdo, a entalpia
do sistema composto ¢ uma fungdo aditiva com relagio aos subsistemas constituintes, isto €,

H=U+PV=XU™ +pyy® = z(U‘“) + PV(“)) =T g

Isso mostra que a entalpia deve ser a relagdo fundamental preferida para descrever estados de
equilibrio de sistemas submetidos a processos isobaricos.
Diferenciando a equagdo (4.64) obtém-se

éH OH " 6H
dH = | —= |dS+| == |dP 2 dN,
(L)eso (2] ar o 5[ 22 e,

que devido a equagio (4.66) pode ser escrita como

] : (4.68)
dH = ["H] dS+VdP+Z[ ‘%’J av,
25 2\ oW,

Por outro lado, da equacao (4.65) segue-se que

dH =dl] + PdV +VdP
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Substituindo-se a equagdo (4.12) naa ultima relagdo obtém-se a forma diferencial completa da
entalpia

d 4.69

dH:TdS+VdP+ZdeNj (4.69)

i=l

Subtraindo-se a equacio (4.68) da equagao (4.69) obtém-se

(‘?—H - ] as+y| 22
7 TI\ON,
Como as formas diferenciais &5, dV,....dN, sio linearmente independentes, tem-se da relagio
acima que

—deNJ =0

oF v
oS
€
oH
= 2 ‘__'1923“-9
oN e r

A energia livre de Gibbs, denotada por G, € a relagio fundamental obtida da segunda
transformada parcial de Legendre da fungio U com respeito a primeira ¢ a segunda varidvel. Em
outras palavras, como o emprego da energia livie de Gibbs usa-se a temperatura em vez da
entropia e a pressdo em vez do volume. Assim

G=Y(P.P.X,...X)=Y-PX, - PX,

Ly 0%
0 a
ok, .
e
' 8P

Na notagiio original pode-se escrever simplesmente,

G=G(T,P.N,....N,) (4.70)
G=U-TS+PV 4.71)
e oG (4.72)
aT
€
- oG (4.73)
dP

Como U/, S e V sio fungdes homogéneas de primeira ordem ¢ 7 e P sdo fungGes homogéneas de
ordem zero, segue das equacdes (4.70) e (4.71) que a energia livie de Gibbs € uma fungdo
homogénea de primeira ordem das varaveis TP, N,.. N, . Além disso, sempre que os
subsistemas estiverem a4 mesma pressdo e temperatura, a energia livre de Gibbs de um sistema
composto é uma fungio aditiva com relagdo aos subsistemas constituintes, isto &,

G=YG" (4.74)
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Este fato mostra que a energia livre de Gibbs deve ser a relagfo fundamental escolhida para se
estudar o comportamento termodinamico de sistemas submetidos a processos que sio a0 mesmo
tempo isotérmicos e isobaricos.

Diferenciando-se a equagio (4.70) tem-se que

dG:(E}—)dT+(§E)dP+Z 9 | an
r P/ G\oN,)

Pela substitui¢do das equagbes (4.72) e (4.73) na Gltima equagio obtém-se

, 4.75)
dG=—SdT+VdP+Z[§§JdNJ_ (

J=1 i

a qual ¢ a forma diferencial completa da energia livre de Gibbs. Por outro iado, pela equacio
(4.71) tem-se que
dG =dU ~ 1dS — 8dT + PdV +VdP (4.76)

Substituindo-se a equagdo (4.12) no primeiro termo do lado direito da equagiio (4.76) tem-se,

: 4.77)
dG = —SdT+VdP+Z{ oG ] wdy,
~ N

;
Subtraindo-se a equagio (4.75) da equagdo (4.77) obtém-se

~| 0G
Z( m,u-]eﬂV:O
éNj I J

j=t

de onde segue que
oG =pm;, j=L2,...,r
N, 77 S
Dos resultados obtidos até aqui pode-se resumir algumas identidades matematicas Uteis,
r=9v_od (4.78)
a8 of '
p=_24 (4.79)
oV oV '
p_:.é’U:ﬁA:é‘H:é’G_j:lz___r (4.80)
/" 8N, &N, éN, 8N T T |
848G
=TT aT (4.81)
, 6H oG
“op P (4.82)

Como consegiiéncia do Postulado II, enunciado na Segdo 4.2, ndo apenas a entropia e a
energia interna mas também as demais relagdes fundamentais, 4, 4 e G, obtidas a partir de U com
o emprego da transformada de Legendre, sdo fungdes suficientemente diferenciaveis. Este fato
permite tomar-se derivadas de todas as ordens e trocar-se a ordem de derivagio com relagdo as
suas variaveis.
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4.8.4 Principios de Extremos Alternativos

Viu-se na se¢o anterior que com o emprego da transformada de Legendre pode-se obter
representagdes fundamentais alternativas escritas em termos de um conjunto de varidveis
independentes e particular, escolhido de forma conveniente a fim de melhor descrever um dado
problema termodindmico. Como a termodindmica de Gibbs baseia-se sobre principios de
extremos, é claro que devem existir principios de extremos relacionados com as representagdes
fundamentais alternativas e inteiramente equivalentes aos principios da minima energia interna e
da maxima entropia. O objetivo dessa subsegio é o de enunciar e demonstrar a equivaléncia
desses principios de extremos apropriados para as relag8es fundamentais obtidas da aplicagfio da
transformada de Legendre na relagio fundamental da energia interna.

Principio da Minima Energia Livre de Helmholtz: No estado de equilibrio, os
valores dos pardmetros extensivos de um sistema sdo aqueles que minimizam a energia
livre de Helmholtz total do sistema sob um dado valor fixado para a temperatura,
comum a todos os subsistemas constituintes.
Matematicamente, no estado de equilibrio os valores dos pardmetros V, N,...,N, de um sisterna
composto sdo aqueles que resolvem o seguinte problema de otimizagéo,

Dado T encontrar ¥, N, ..., N, a fimde
Minimizar 4 = A(T.V,N,,...,N,)
Sujeitaa 7 = T, = constante
V>0eN,>0j=1..r

Denotando-se os pardmetros V,N,,..,N, por X, com k=12, pode-se escrever
A=A(TX;,...X,) ¢ U=U(S,X,.....X,). O principio da minima energia livre de helmholtz
“afirma que os valores das varidveis X),...,X, no estado de equilibrio sdo tais que resolvem o
problema de minimizagic com restrigio linear

MmA = AT, X,,....X,) (4.83-2)
Sujeitaa T = 7; = constante

Aqui, sem perda de generalidades, supe-se que uma troca de varidveis foi feita de tal forma

—o < X, <+ paratodo k=12,...,1.

O problema (4.83-a) pode ser reformulado, de maneira equivalente, como o seguinte
problema de minimizagio sem restrigao

Minimizar 4 = 4(X,..., X,) (4.83-b)

Por outro lado, o principio da minima energia interna afirma que os valores das varidveis
X,,....X, no estado de equilibrio s#o tais que resolvem o problema de minimiza¢8o com restrigdo

linear

Minimizar U = U(S,Xls---axf) (4.84-a)
Sujeita a S - SU = gonstante

De maneira andloga o problema (4.84-a) pode ser escrito, de uma forma equivalente, como o
seguinte problema de mmimizag8o sem restrigéo
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Minimizar U =U( X,,..., X,) (4.84-b)

Para se mostrar a equivaléncia entre o principio da minima energia livre de Helmholtz e os
principios de extremos enunciados anteriormente, na Subsegio 4.81, foi provado que todo ponto

X =(X,X,;,...,X,) que resolve (localmente) o problema (4.83-b) resolve (localmente) também
o problema (4.84-b). Para isso, suponha que X~ = (X s Xp s Xp ) é solugdo local do problema
(4.83-b). Nesse caso X~ satisfaz as condi¢des necessdrias de otimalidade
VA(X' ) = 0 (Gradiente nulo)
via(x' ) > 0 (Hessiana positiva definida)
Por outro lado, da equagéo (4.60) tem-se que

AT, X,....X,)=U(S.X,,..X,)-T,S

¢ para um dado valor § =S, = constante, a Gltima equagfio torna-se
A(X) = U(X)~ TS,
paratodo X =(X,...,X,). Consequentemente
VA(X) = VU(X)

V2A(X) = VU(X)
Em particular para X = X~ tem-se que |
VU(X')=VA(X"}=0 (Gradiente nulo)

vyl (X’ ) = V:"A(X' ) >0 (Hessiana positiva definida)

ou seja, o ponto X satisfaz as condigdes  suficientes de otimalidade de primeira ¢ segunda
ordens para o problema (4.84-b). Portanto X° = (X;,,..,X;) ¢ um minimizador (Jocal) do

referido problema. Isso mostra que toda solugio (local) do problema (4.83) ¢ também uma
solugfio (local) do problema (4.84). A reciproca ¢ demonstrada de maneira andloga. Conclui-se
dessa forma que o principio da minima energia livre de Helmholtz é equivalente ao principio da
minima energia interna, que por sua vez € equivalente 2o principio da méxima entropia.

De maneira aniloga pode-se demonstrar dois outros principios de extremos equivalentes
entre si ¢ 80s anteriores,

Principio da Minima Entalpia: No estado de equilibrio, os valores dos pardmetros
extensivos de um sistema composto sGo aqueles que minimizam a entalpia total do
sistema sob um dado valor fixado para a pressdo, comum a todos os subsistemas
constituintes.

Principio da Minima Energia Livre de Gibbs: No estado de equilibrio, os valores
dos pardmetros extensivos de um sistema composto sdo aqueles que minimizam a

92



energia livre de Gibbs toial do sistema sob valores fixados para a temperatura e
pressdo, comuns a todos os subsistemas constituinies.

4.9 Estabilidade Termodinamica

Na presente secio, objetiva-se desenvolver uma analise local relacionada com a
estabilidade de sistemas constituidos de varios componentes quimicos. Supde-se que tais sistemas
n0 maximo encontram-se num estado bifisico, liquido-vapor. Considera-se também que os
processos realizados sobre esses sistemas sfo feitos mantendo-se a temperatura e a pressdo
constantes. Essa ltima hipotese nio é uma condi¢fio necessaria para uma analise de estabilidade,
seu emprego se justifica aqui pois processos desse tipo sdo sem duvida os de (maior) interesse no
presente trabalho.

Considere um sistema simples ¢ fechado constituido de » componentes quimicos

representados pelos nimeros de moles N, N{”, .N® Suponha que tal sistema estd &

temperatura T‘” e pressio P® constantes tendo (pela equagdo 4.70) energia livre de Gibbs
igual 2 G, = Go(N,.,N®) _ Tal sistema simples, que por hipétese encontra-se no estado de
equilibrio, pode ser idealizado como um sistema composto (fechado) formado por dois
subsistemas simples separados por uma parede imaginéria, e restritiva com relagdo ao numero de
moles. Suponha também que esses dois subsistemas sdo idénticos, ou seja, sdo constituidos dos
mesmos 7 componentes quimicos de tal modo que o nimero de moles de cada componente i
(G =12,...,r), representado por N,, sdo iguais em ambos os subsistemas ¢, além disso, eles se

encontram na mesma temperatura 7 e pressio P® | veja Figura 4.12 abaixo.

7o Pw}’le"'sNr T(OJ’P(U),NID...’J\rr

Figura 4.12 Um sistema simples idealizado como um sistema composto.

Em vista do exposto acima, segue-se que a energia livre de Gibbs dos dois subsistemas sdo
iguais. Denotando-se esta energia por

G =G(N,N,,...,N,) (4.85)
tem-se que energia livre de Gibbs do sistema considerado inicialmente ¢ igual a
G, = 2G(N,,...,N,) (4.86)
Para um dado componente i = 1,2,---,7, considere, a principio a fungdio G como uma

fungio da variavel N, apenas, representada na forma mostrada na Figura 4.13, onde G* e G~
denotam os seguintes valores:
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G* = G(N,,...N, +AN,, . N.)
')Nr)

i i

L 4

N, - AN, N; N, +AN,
Figura 4.13 O grafico da fungfo G com a hipétese de concavidade.

O grafico da fungdo G = G(N;,...,N,) descrito na Figura 4.13 nos diz que & localmente ¢
uma fung¢do cdncava da variavel N, e portanto,

%(G”_’ +G)=G
Assim, pode-se escrever
G(Ny,.., N+ AN, . N+ G(N,,..,N,—AN,,. N )< 2G(N,,...,N,) (4.87)
Suponha que o sistema representado na Figura 4.12 sofreu uma pequena perturbago, e

que essa perturbagio foi realizada removendo-se, de um dos subsistemas, uma pequena
quantidade do nimero de moles N, (simbolizada por AN,), sendo esta quantidade transferida

para o outro subsistema. No novo estado de equilibrio o sistema composto apresenta a situagéo
descrita na Figura 4.14,

T PO N, N, + AN, - N

r

T(O),PIU‘,N“"',A: _A‘N”___’N

Figura 4.14 O sistema apds uma perturbagfo.

A energia livre de Gibbs do sistema quando ele se encontra no estado de equilibrio
representado pela Figura 4.14 ¢ dada por:

G, =G(N,,..,N. + AN,,.,N,}+G(N,,..,N, - 4N,, . N.) (4.88)
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Tendo em vista a desigualdade (4.87) e as equacdes (4.86) e (4.88) segue-se que,
G; £G, (4.89)

Referindo-se ainda & situaclio descrita pela Figura 4.14, suponha que a restricdo com
relagdo ao fluxo de matéria é relaxada permitindo-se que a massa do componente i flua
espontaneamente através da parede interna. Nesse caso, o sistema composto procurard um novo
estado de equilibrio e, se este sistema for estavel com relago a pequenas perturbagdes, ele
voltara ao estado descrito na Figura 4.12, tendo nesse estado uma energia livre de Gibbs igual a

GH =ZG(N19'"9Nr) (4'90)

ou seja,

Gy =G (4.91)

caso contrario o sistema € dito instavel. Como considerou-se inicialmente que G € localmente uma
fun¢do cdncava, dada pela Figura 4.13, obtém-se através das relagdes (4.89) € (4.91) que

G, <Gy (4.92)

Assim, na presenca da hip6tese de concavidade de G, a energia de Gibbs do sistema composto no

estado final aumentou de valor. No entanto, 7” e P (¢ o volume total do sistema)
permaneceram constante durante todo o processo. Isso contradiz o principio da minima energia
livre de Gibbs. E claro, portanto, para que o principio da minima energia livre de Gibbs seja
respeitado, uma condigiio de estabilidade deve ser exigida. Essa condigfio ¢ sem divida nenhumna
a convexidade local da fungio G em cada variagvel N, (i =12,---,r). Matematicamente, essa

condi¢do pode ser escrita como

G(Nl + ANI?"'!NT +AN.F) +G(1“F1 - ANI’“"N?' ‘_M'Tr) 2 ZG(N“.-.,A?}) (4.93)

Assim, se o sistema representado na Figura 4.12 ¢ estdvel & pequenas perturbages, entéio
em vez da relagiio (4.92), tem-se a relacfo de estabilidade

G, 2 Gy (4.94)
Definindo-se AG por AG = G; — Gy, pode-se escrever a relagdo de estabilidade na forma

AG = G} - GH 2 O (495)

A desigualdade (4.95) diz que, se um sistema simples ¢ submetido a alguma perturbagdo que
inicie um processo (4 T e P constantes) que o leve de um estado de equilibrio 1 para outro estado
de equilibrio II, tal que a diferenca entre a energia livre de Gibbs no estado inicial € a enegia livre
de Gibbs no estado final é maior ou igual a zero, entfo esse sistema € estdvel com relagdo a essa
perturbacio, e se manterd homogéneo. Um sistema simples que seja instavel na presenga de
alguma perturbagfio tenderd a aumentar sua energia livre de Gibbs. No entanto, isso é evitado,
pelo sistema simples, com o surgimento de uma nova fase. De fato, a agua (por exemplo) &
pressdo de 1 amm e a temperatura & 0 °C apresenta uma instabilidade fisica intrinseca. Este
sistema é sensivel & pequenas perturbagdes. Uma perturbagfo, mesmo espontdnea, ou seja, de
natureza molecular, divide o sistema inicialmente homogéneo em duas fases, uma sélida (gelo) e
outra liquida (dgua), as quais coexistem em equilibrio. Uma tal separacfio é chamada de transi¢do
de fase.
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A energia livre de Gibbs molar de uma mustura liquido-vapor obtida com a hipotese de que a
mistura se mantém numa fase simples. para qualquer valor de sua composigdo global, possui uma
forma tipica. Para compreender-se melhor essa forma. considere o exemplo simples (mas util) de
um sisterta com apenas dois componentes quiniicos que € submentido a processos realizados a 7
e P constantes. De acordo com a equagdo (4.70), a energia livre de Gibbs total desse sistema tem

a forma
G=G(N,,N,)

onde N, e N,sfo os nimeros de moles dos componentes 1 e 2, respectivamente. Se
N = N, + N, ¢ o nimero total de moles do sistema, entfo a energia livre de Gibbs molar €, por

definicdo,
1
g= FG(N]:NQ)

. 1 N, N
Como G ¢ uma fungio homogénea de primeira ordem, tem-se que ?G(N V)= G[#,sz e
conseqlientemente,
N, N
= G[—l,—z] = G(Z,,Z.
g NN (Z1,2,)

. . ~ T : N, N,

Assim, g é uma fungfo das varidveis Z, e Z,, ou seja, g = g(Z£,.4,) onde Z, = T’\? e Z, = -jv—»

sdo as composicdes (fragSes molares) globais dos componentes 1 ¢ 2, respectivamente. Como
Zy+Zy,=1¢e 0<Z <1, para todo i=1,2; pode-se expressar g como fungfo de apenas uma das

varidveis Z,, para algum i € {1,2}, tal que Z, €[0,1], ou seja, pode-se escrever:

g=g(Z), com iefl,2} fixado,
0<2Z <1

A forma tipica da fungio g = g(Z;), a qual serd denominada de energia livre molar hipotética,
pois por hipdtese o sistema mantém-se homogéneo, € esbo¢ada na Figura 4.15,

o 0  zP 3 ! z

Figura 4,15 O gréifico da fungéio g obtido com a hipétese de homogeneidade.
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A curva da Figura 4.15 apresenta uma concavidade na regido ABC. Isso ocorre porque
g = g(Z,) foi calculada com a hipdtese de que o sistema se mantém homogéneo quando Z; varia

no intervalo [0,1]. No entanto, a regido ABC ndo estd relacionada com sistemas homogéneos. Na
realidade, a regifio ABC representa uma transigéio de fase . Portanto, a curva esbogada na Figura
4.15 descreve corretamente a energia livre de Gibbs molar (verdadeira) somente nas regides de
fase simples as quais se encontram a esquerda do ponto 4 ¢ a direita do ponto C. A energia livre
de Gibbs molar verdadeira é uma fungfio aditiva das energias livres de Gibbs molar de cada fase e
possui a forma:

g =g"+g" (4.96)

onde g e g representam a cnergia livie de Gibbs molar das fases liquido e vapor,

respectivamente. Se G"" ¢ a energia livre de Gibbs da fase liquido, entfio a funcdo g pode ser
escrita como,

1
g = WG‘”(N‘”,N;”) (4.97)

onde N = N + N{D ¢ o nimero total de moles da fase liquido. Como G ¢ uma fungdo
homogénea de primeira ordem, entfo a equagéo (4.97) torna-se

N(f) N”
{") — ' (I) (h yh
=G (NU) ) =9 @A)
Assim, g') tem a forma,
gV =" x")

N{’ NU)
=M e X§ = ) sdo, respectivamente, as fragdes molares dos componentes 1 e

2 na fase liquido. Como X](") + Xé") =1 0= X,-“] < 1, para todo i=1,2; pode-se expressar g
como fungfo de apenas uma varidvel X}"), para algum 7 < {1,2}, tal que X‘.(") €[0,1], ou seja,
pode-se escrever:

onde X 0 =

gV =g (x™, ie{l,2} fixado
0<xP <1

De forma aniloga temos que,

g(” = g{“')(XJ(V)), i e {1’2} ‘ﬁxado
0<Xx"<1

onde X™ representa a fragio molar do componente i na fase vapor. Posto isso, a equagfio (4.96)
toma a forma:

g = g(X Y+ g"NX™M), i e {1,2}) fixado,

o<x <1, |

0< X% <1
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Supde-se que na Figura 4.15 a curva g, a qua! represema a regidio de fase (simples) liquido.

(v)

estd & esquerda do ponto A. Enquanto que a curva g ', a qual representa a regido de fase

(simples) vapor, esté a direita do ponto C. Note que as curvas convexas g'’ ¢ g possuem uma
reta tangente comum passando pelos pontos A € C, 0s quais correspondem as fragdes molares
X" e X respectivamente. Matematicamente, esse fato implica que,

)
jw (X" = é’gm (X™) (4.98)
Mas, em vista da equagéo (4.80) tem-se que
O‘G( )
u ="
N,

onde, devido a relagio N” + N{” = N, para um sistema com dois componentes a fungdo
GD = GOV, NPy pode ser escrita na forma

G = GY(N,), ie{l,2} fixado
com N > 0

l

Como g(xy = G”) (NDy e N = XOND entsio da regra da cadeia segue-se que

@(1’)()(1_(1‘})‘ 1 a?(f)(Nl(f])av(f) tﬁ(f)(_y\;{f}) 0
KD ND gy 5,;((?) NG f

De forma analoga tem-se:
{v)
{v) _ @
T D
7

Combinando-se as duas altimas relagdes com a equacio (4.98) obtém-se finalmente que
pPXDy = (X)), paratodo i=1,2

A ultima equagdo nos diz que a condigio necessdria (mas nfio suficiente) para o equilibrio |
liquido-vapor € satisfeita nos pontos X ¢ X, sendo os mesmos candidatos a
minimizadores locais da fungio g (X7, X)) = g (X{")+ g™ (X™). Os pontos X0 e O
serdo de fato os minimizadores de g, se nenhuma outra regio de concavidade (além da regido

ABC) se forme ao longo da curva g = g(Z;).
0
A fragdo molar da fase liquida, definida por L = -E“TN-—N—“—]— , varia linearmente de um até
+

zero, guando o ponto D sobre a reta + move-se do ponto 4 até o ponto C. Em vista disso, ¢ de
acordo com a Figura 4.15, observa-se que o valor de L pode ser parametrizado pela equagio

x®_zP

=555
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rivh
De maneira semelhante, a fragio molar da fase vapor, definidz por V' = — oo varia
N+ N

linearmente de zero até um, quando o ponto ) sobre a reta f move-se do ponto A até o ponto (, e
obedece a relagio

r

XD -zP
X!(H _ Xi(V)
i , . : "
Se N, =N+ N representa o nimero total de moles do componente i na mistura, entio
pode-se escrever,

(H {h (v} fr
NJ, - N : N‘. + N A‘ri : - LX(‘!} + PYX’(‘)
N(J’) + NI NU) +N(\-) N(f) N(l’) +N(V) AN : !

Mas, N = N + N ¢ o numero total de moles contido no sistema liquido-vapor. Portanto,
N, N . . : . : .

——t —— =—L =7 ¢éa composi¢io global do componente / na mistura. Assim, obtém-se a
NOLNO N

equagio de balango de massa Z, = LXP +¥X™ Como V + L =1, entdo essa equagio pode ser
escrita na forma Z, = LX) + (1- L)X Em vista disso, a localizagio do ponto Z” em fungio
dos valores de I, quando o ponto D sobre a reta f move-se entre os pontos 4 e ', pode ser
parametrizado pela equagio,

zP = 1X" +(1- )XY
A tltima equagdio paramétrica afirma que, a composigio globz! do componente quimico 7,
que determina uma mistura bifasica, encontra-se no intervalo delimitado pelos pontos X" e

X, ou seja, Z” ¢ um valor para a composigao global do componente / relacionado com um
certo valor L, representando a mistura bifasica liquido-vaper Resumindo tem-se. se
Z, (X" X}, entdo a mistura constituida dos componentes quimicos 1 e 2, na temperatura €

pressdo consideradas, encontra-se num estado bifasico, liquido-vapor. Se Z, €[0, X f" '], entdio ©

sistema esta na fase (simples) liquido. Se Z, e[jf’f‘” 1], o sistema em questfio encontra-se na

outra fase simples, a fase vapor.
Voltando a Figura 4.15 nota-se que, quando o ponto D) sobre a reta t move-se do ponto 4

até o ponto C, o valor de Z” percorre o intervalo (XD, X, cujo grafico correspondente
representade pelo segmento de reta ADC, varia linearmente de g’(X") até g“'(X™),
podendo, portanto, ser parametrizada pela equagao

g2 = g (X)L +g"( X W

Como g, < g, onde g, = 2(Z7) ¢ uma fungio definida no intervalo [X7, X'] e cujo grafico ¢
representado pela curva ABC, segue-se da ultima equagdo que

g N XL+ g™ (X < g,
ou ainda,
g XMNG + g(XINT < Ngy (4.99)
Agora observe que,
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Gy = G GO = gDFIND 4 g Nt

¢ a energia livre de Gibbs verdadeira da mistura quando a mesma se encontra na regido bifasica
L. .o D -
liguido-vapor, com composi¢do global Z = Z . A expressdo

G, = Ng, = Ng(Z")

¢ a energia livre de Gibbs da mistura supondo-s¢ que a mesma mantém-se num estado de fase
simples hipotético, com composiggo global Z = Z”. Em vista disso, a relagio (4.99) pode ser
escrita na forma

A ultima desigualdade indica que, a fim de diminuir sua energia livre de Gibbs a mistura que se
encontrava numa fase simples foi obrigada a dividir-se em duas fases, liquido e vapor Com essa
separacio, a energia livre da mistura atingiu o menor valor possivel, indicando que neste caso o
estado bifasico € mais estavel que o homogéneo.

O aspecto tipico da fun¢io g = g(Z,) representado na Figura 4.15 ¢ a forma que essa

fungdo geralmente assume sempre que, numa dada temperatura 7°” e pressio P¥ a mistura
formada pelas composigdes globais Z, e Z, ndo se mantém numa fase simples quando Z;, e

conseqientemente Z,, varia ao longo do intervalo [0,1]. Uma outra forma possivel € esbogada na
Figura 4 16 abaixo,
g r

&
&,

8

L 4

0 o )"(I(I) Z. X":(v} ;‘;}(1-1

Figura 4.16 A energia de Gibbs de uma mustura liquido-vapor nas
proximidades de uma regido trifasica.

A fungio g = g(Z) assume a forma da figura acima quando a mistura formada pelos
componentes 1 ¢ 2, 4 temperatura e a pressdio constantes, ndo so se divide em duas fases quando
Z. varia no intervalo [0,1], como também se aproxima de uma regido trifasica, liquidoI-vapor-
liquidoll, simbolizada por LI-Y-LII
As fases LI e LII sdo, por hipotese, constituidas dos mesmos componentes quimicos, mas a fase
LI difere da fase LII pelos valores das fragdes molares X¥) e X 12}
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Apesar do presente trabalho ndo dar énfase ao calcuio do equilibrio de uma nustura que se
encontra num estado trifastco, esse exemplo sera usado para mostrar que métodos empregados
para resolver o problema do equilibrio de uma mustura bifasica, que se basetam somente na
condig#o necessaria de primeira ordem

w (XY = V(X (4.100)

e, possivelmente, na equagio de balango
Z=X"L+ X" - (4.101)
podem falhar, determinando uma falsa solug@o. Para mostrar este fato, observe que a Figura 4.16
apresenta dois pares de numeros, a saber, (X7, X)) e (X7 X™) os quais, devido as

tangentes comuns #, ¢ f,, sdo candidatos naturais a mimmizadores da fungdo energia livre de
Gibbs molar (verdadeira),

he vy -
g = g( )(X,( ))_}_g(v)(Xr_{v))
posto que ambos satisfazem a condigdo necessaria para o equilibrio termodindmico, representada

pela equagio (4.100), e a equagdo de balango de massa (4.101). Entretanto, o par (X, X))
representa uma solugfio falsa. De fato, se essa fosse a solugio verdadeira, entio g, sena, de

acordo com a dedugio feita anteriormente, o valor da energia de Gibbs, G, = G'” + G, obtido
para uma mistura com composigio global Z,. No entanto g; < g, < g, €logo g, ndo ¢ o menor
valor possivel para a energia G, . Portanto, o par (X7, X"} nfo corresponde a um estado de

equilibrio da mistura. A solugdo verdadeira ¢ (X7, X?) e neste estado de equilibrio a mistura
possui a menor energia possivel. Para finalizar, observe que a Figura 4.16 ndo representa
corretamente a fungdo g, = g (X")+g"(X"™) (energia livre de Gibbs molar verdadeira), a

nfo ser nas regides de fase simples compreendidas a esquerda de X,.“) e a direita de X
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CAPITULO V

Comportamento Qualitativo

Este capitulo trata do comportamento qualitativo de sistemas heterogéneos constituidos
de varios componentes quimicos e formados de duas ou mais fases. Como definido anteriormente,
uma fase ¢ uma porgio de matéra fisicamente distinta que possui propriedades fisicas e quimicas
uniformes. Os sistemas heterogéneos considerados aqui, serao chamados de multifasicos, por
serem constituidos de varias fases, e multicomposicionais, por serem constituidos de varias
componentes. Por exemplo, o sistema trifasico gelo, agua e vapor d’dgua € um sistema composto
formado pelos subsistemas simples gelo, agua ¢ vapor d’agua. Nesse exemplo, cada subsistema
possui apenas um tnico componente, 4,0 . No entanto em varias situagdes de interesse pratico

os subsistemas constituintes sio multicomposicionais. Esse ¢ o caso dos sistemas fluidos
encontrados nos reservatorios de petroleo onde as fases oleo e gas sdo formadas de uma
variedade de hidrocarbonetos, tais como o metano, butano, decano,etc.

Como se tera a oportunidade de observar, o comportamento de um sistema heterogéneo ¢
influenciado pelo nimero de componentes guimicos contidos em cada subsistema. Assim, um
sistema heterogéneo que possul um unico componente quimico (uma unica substdncia pura)

‘comporta-se de forma diferente de um outro sistema heterogéneo que possui dois ou mais
componentes. Conseqiientemente, a descrigdo do comportamento de sistemas termodindmicos
com relagio ao nimero de fases, deve iniciar com o estudo de sistemas que possuem apenas um
unico componente. Este estudo deve entdo ser seguido da descrigdo do comportamento de
sistemas com dois componentes. Finalmente devem ser considerados sistemas
multicomposicionais, constituidos de trés ou mais componentes.

Deve-se enfatizar que neste capitulo o interesse central € o estudo dos aspectos
qualitativos da termodindmica da transicgio de fases de sistemas multifasicos e
multicomposicionais. o estudo do comportamento quantitativo, o qual € o objetivo maior do
presente trabalho, ¢ tratado nos Capitulos 7 e 9.

5.1 Sistemas com um Unico Componente

Boa parte do estudo qualitativo de sistemas desse tipo ja foi apresentado nas duas
primeiras segdes do Capitulo 2. Para retomar a discussdo, considere um fluido puro, numa
temperatura constante, no interior de um cilindro com pistdo, como o da Figura 1.7, por exemplo.
Se uma pressio ¢ aplicada sobre o pistdo, a qual é considerada como sendo maior do que a
pressdo de saturagdo do fluido, entdo um novo estado de equilibrio deve ser atingido e nesse novo
estado o sistema fluido é constituido inteiramente de liquido. Por outro lado, se a pressio aplicada
¢ menor do que a pressido de saturagio do fluido, entdo somente a fase vapor deve estar presente
no estado de equilibrio. Nesse tipo de sistema, se ambas as fases liquido e vapor estiverem
presentes no equilibrio é porque a pressdo aphcada ¢ exatamente igual a pressdo de vapor do
fluido puro. Assim, fluidos puros comportam-se dessa maneira ¢ as fases liquido e vapor podem
coexistir em uma dada temperatura se, e somente se, a pressdo € igual a pressio de saturagio do
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fluido. Nesse caso, as quantidades de liquido e vapor que coexistem € determinada pelo volume
de cada subsistema, e pode vanar desde uma quantidade arbitrariamente pequena de liguido até
uma quantidade arbitrariamente pequena de vapor. Portanto, para um sistema fluido com apenas
um unico componente, em uma dada temperatura, o valor da pressio determina o numero e o tipo
de fases presentes no estado de equilibrio. Como foi visto no Capitulo 2, se a pressdo de vapor €
tomada como uma fungio da temperatura, a curva resultante representa a linha divisoria entre as
areas onde o liquido e o vapor coexistem. Na Figura 5.1 essa hinha ¢ representada pela curva OC.
Pontos acima dessa curva representam estados de equilibrio de um sistema liquido constituido de
um unico componente. Similarmente, pontos abaixe da curva OC representam estados de
equilibrios de um sistema com um unico componente e constituido inteiramente de vapor. Se o
estado do sistema esta representado sobre a curva OC, entdio o sistema ¢ constituido de duas
fases, uma de liquido e a outra de vapor.

P . Regidio de fluido

 (ponto critico)

" Regido de liguido

Regido c:;‘e vapor

b
»

1 . T

Figura 5.1 Diagrama tipico de um fluido puro no plano P-T.

Ainda na Figura 5.1, observa-se que o lhmite da curva OC (curva de vapor ou
vaporizagdo) ¢ o ponto C, chamado de ponto critico do fluido puro, com coordenadas (7, P, ),

temperatura e pressio critica do fluido puro. Na regido de fluido acima desse ponto as
propriedades intensivas das fases liquido e vapor tornam-se idénticas de tal forma que essas ndo
podem mais ser distinguidas fisicamente. Assim, para um sistema com apenas um UMiCO
componente, a temperatura critica pode ser definida como a temperatura acima da qual o vapor
ndo pode ser liquefeito, independente da pressdo aplicada. De forma semelhante, a pressio critica
de um sistema com um unico componente pode ser definida como a menor pressio necesséaria
para liquifazer o vapor na temperatura critica. A pressdo critica pode ser vista também como a
pressio acima da qual o liquide ¢ o vapor nfo podem coexistir, independente do valor da
{emperatura.

A fim de se obter uma melhor compreensdo do comportamento das fases liquido e vapor,
considere a Tegiio proxima ao ponto critico em maior detalhe, como mostrado na Figura 5.2
abaixo. Em seguida, considere dois sistemas cujo estados iniciais de temperatura ¢ pressio sio
representados pelos pontos A e B da Figura 52 . Se o sistema em A ¢ aquecido a pressdo
constante, uma segunda fase, menos densa, devera surgir a partir do ponto D) sobre a curva de
vaporizagio. A comparagio das propriedades intensivas dos dois sistemas no ponto D) sugere que
o sistema que estava originalmente em A deve ser liquido em D. De maneira semelhante, se o
sistema em B ¢ resfriado mantendo-se a pressao constante, entdo uma segunda fase, mais densa,
devera surgir a partir do ponto D sobre a curva de vaporizagdo. Isso sugere que o sistema que
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originalmente estava em B deve ser um gas em [ Considere agora a seguinte seqiiéncia de
processos. Partindo com um sistema no estado 4, o qual representa um estado liquido, aumenta-
se a pressdo de forma isotérmica para um valor maior do que P, até atingir o ponto £ Em

seguida, mantendo-se a pressdo constante aumenta-se a temperatura até atingir um valor maior do
que 7, no ponto F. No proximo processo diminui-se a pressdo até que ela atinja o seu valor

original no ponto (. Finalmente, diminui-se a temperatura mantendo-se a press3o constante até o
ponto B ser atingido. O sistema agora encontra-se no estado vapor sendo que a transigio da fase
liquida para a fase vapor fot feita sem uma mudanga abrupta. Isso mostra que a fase liquida ¢
vapor sd0 na realidade mutto semelbantes. Os estados de vapor e liquido sdo formas separadas da
mesma matéria, ¢ € possivel passar de uma forma para a outra gradualmente empregando-se para
isso uma série de pequenas mudangas de estado de maneira que ndo ocorra uma mudanga
abrupta.

—_—
»

T, T

Figura 5.2 A regido critica em maior detalhe.

Para descrever o comportamento de um sistema com um unico componente submetido a
temperatura constante, considere a pressdo como um fungdo do volume. A Figura 5.3 exibe um
grafico tipico, onde tem-se uma quantidade de fluido puro em uma temperatura constante cuja
pressdo e volume inicial sdo representados pelo ponto 4. Nesse ponto supde-se que a pressao €
baixa de maneira que o sistema encontra-se num estado de vapor. Um decrescimento no volume,
mantendo-se a temperatura constante, é representado pela curva 4A8. Quando o volume decresce,
a pressdo cresce e eventualmente torna-se igual a pressdo de vapor, desde que a temperatura
esteja, & claro, abaixo da temperatura critica. Este ponto, chamado de ponte de orvalho, €
representado no diagrama da Figura 5.3 pelo ponto B. Como notado anteriormente, para um
sistema com um Unice componente, & temperatura constante, liquido e vapor coexistem na
pressio de vapor. Consequentemente, mantendo-se a pressio constante, ocorrerd uma
condensacio de liquido cada vez maior, diminuindo o volume do sistema. Esse processo €
representado pela linha reta horizontal BC. O ponto C € conhecido como ponto de bolha, €
representa um ¢stado no qual o sistema ¢ inteiramente formado por liquido com excegio de uma
quantidade infinitesimal de vapor. Uma caracteristica de um sistema formado por apenas um
tnico componente, € que em uma dada temperatura, a pressio de vapor, a pressdo do ponto de
orvalho, e a pressio do ponto de bolha sdo iguais. Devido ao fato de liquidos serem relativamente
incompressiveis, quando comparados com 0 vapor, futuros decrescimos no volume a partir do
ponto de botha s6 serdo obtidos com o emprego de valores de pressdo relativamente grandes e
crescentes. Isso explica o fato da isoterma ("D ser quase uma reta perpendicular ao segmento B(
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Ligquido

Ponto de botha
Ponto de orvalho

Liquido ~ Vapor /

C Vapor
B\g

A

v

Figura 5.3 Diagrama P-V para um sistema com um Unico compoenente.

5.2 Sistemas com Dois Componentes

Considere o diagrama pressdo versus volume de uma mustura constituida de apenas dois
componentes quimicos. Um grafico desse tipo para uma mistura de hidrocarbonetos ¢ dado na

Figura 5 4 abaixo.

+—Liguido

Ponro de bolha
/ Liquido - Vapor

/ Paonto de Omvalho
v

Vapor
el y

Figura 5.4 Pressdo versus volume para um sistema com dois hidrocarbonetos.

Na figura acima, a isoterma AB que corresponde a fase vapor e a isoterma CD que
corresponde a fase liquido sdo muito semethantes aquelas obtidas para um sistema constituido de
apenas um unico componente (veja Figura 5.3). Entretanto, a isoterma correspondente a regido
bifasica, liguido-vapor, é fundamentalmente diferente da isoterma BC de um sistema com um
unico componente puro. No presente caso, a pressdo cresce quando ¢ sistema passa do ponto de
orvalho para o ponto de bolha Isso ocorre visto que as composigdes do liquido e do vapor
variam continuamente quando o sistema percorre a regido bifasica No ponto de orvalho a
composigiio do vapor ¢é igual a composigdo global do sistema e uma quantidade infinitesimal de
liquido comega 2 condensar, surgindo a partir do componente menos voldtil. Assim, quanto mais
¢ mais liquido € condensado, cresce a composi¢do do componente menos volatil, decrescendo a
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composi¢do do componente mais volatil, até que a composicdc do liquido torna-se igual a
composigdo global do sistema, 0 que ocorre no ponto de bolha. No ponto de bolha o sistema
apresenta uma quantidade infinitesimal de vapor que surge a partir do componente mais volatil.

Para cada temperatura existe uma isoterma do tipo BC da Figura 5.4 Um diagrama
pressdo versus volume mais completo pode ser obtido para um dado intervalo de temperatura
Para um sistema com dois hidrocarbonetos, um tal diagrama tem o aspecto esbogado na Figura
5.5. Nesta figura, cada ponto da curva A(" corresponde a um ponto de orvalho de uma dada
isoterma. Da mesma forma, cada ponto sobre a curva BC corresponde a um ponto de bolha de
uma isoterma. O ponto critico de uma mistura com dois componentes € o ponto de encontro entre
essas duas curvas, denominadas, respectivamente, de curva dos pontos de orvalho e curva dos
pontos de bolha. Fatos desse tipo permite afirmar que as propriedades intensivas das fases
coexistentes, liquido € vapor, sio idénticas no ponto critico de um sistema com dois
componentes. Conseqiientemente, o liquido € o vapor sdo indistinguiveis na pressio e na
temperatura critica da mistura. Em geral, o ponto critico de uma mistura com dois componentes
ndo & o ponto de pressdo mais elevada, nem o ponto de temperatura mais alta, em que as fases
vapor e liquido podem coexistir, como é o caso de um fluido puro. Isso ocorre pois as isotermas
que passam através das regiGes bifsicas ndo sdo horizontais, possuem inclina¢ao bem definida.
Assim, o vapor pode existir em pressdes acima da pressio critica da mesma forma que o liquido
pode existir em temperaturas maiores que a temperatura critica.

P, C ./Ponto critico

Pontos
de
Bolhas

Pontos

v

\Y

Figura 5.5 Esbo¢o do diagrama P-V completo para um sistema com dois hidrocarbonetos.

Considere agora o estudo do diagrama pressio versus temperatura para um sistema com
dois componentes. Se a pressdo do ponto de bolha e a pressdo do ponto de orvalho para varias
isotermas sobre o diagrama P-V sdo tragadas como uma fungio da temperatura, um diagrama P-T
semelhante ao que ¢ esbogado na Figura 5.6 € obtido para sistemas, com dois componentes, com
uma dada composigio global

Na Figura 5.6, a curva AC (curva dos pontos de bolha) ¢ & curva BC (curva dos pontos de
orvalho) encontram-se no ponto C, ponto critico da mistura, com coordenadas 7, e P.. Pontos no
interior da curva ACB representam estados bifasicos, liquido-vapor. Pontos abaixo da curva dos
pontos de orvalho representam estados de vapor e pontos acima da curva dos pontos de bolha
representam estados de liquido. Como no caso de sistemas com um Gnico componente, existe
uma regido de fluido que surge proximo ao ponto C na qual as fases liquido e vapor tornam-se
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indistinguiveis. Na figura 5.6 a temperatura 7,,,, representa a maior temperatura na qual a fase
liquida pode existir, ¢ a pressfo F,,, representa a pressdo maxima na qual a fase vapor pode
existir.

pt Curva dos . Regido de
Liguido pontos de bolha fluido
Pl RS SO
l :Ci (ponto critico)

Liguido + Vapor

: i+ Cwurva dos pontos
€ de orvalho

T, T T
Figura 5.6 Diagrama P-T tipico para um sistema com dois componentes.

Considera-se a seguir, com maior detalhe, o comportamento de um sistema com dois
componentes numa vizinhanca do seu ponto critico. No diagrama P-T mostrado na Figura 5.7, as
curvas dos pontos de bolha e as curvas dos pontos de orvalho encontram-se no ponto critico C.
Considere um processo de compress&o isotérmica realizado ao longo do caminho AE. O ponto 4
o qual encontra-se além da temperatura critica, mas aquém de T, representa um estado de
vapor. No ponto de orvatho B o liquido come¢a a condensar. Mais ¢ mais liquido surgird a
medida que a pressiio cresce. No entanto, no ponto £ um novo ponto de orvalho ¢ atingido pelo
sistema . Isso significa que todo o liquido que se formou sofren um processo de vaporizagdo ao
atingir o ponto de orvalho E. Conseqlientemente, em algum ponto entre os pontos B e E, no
ponto D por exemplo, a quantidade de liquido atinge um valor méximo; e entre D ¢ E o liguido
vaporiza a medida que a pressdo cresce, de maneira que ao chegar ao ponto E o sistema possui
apenas uma quantidade infinitesimal de liquido. O fendmeno que ocorre quando o sistema
percorre o caminho DE, indo-s¢ de D para E, é chamado de vaporizagdo retrégrada isotérmica.
O fendmeno que ocorre quando o processo ¢ revertido, indo-se de £ para D, ¢ chamdo de
condensacdo retrograda isotérmica, pois ele envolve a formagdio de liquido através do
decrescimento da pressgo ao longo de uma isoterma.

Fendmenos semelhantes ocorrem em pressdes maiores do que F. e menores do que P, .

Considere 0 caminho isobdsico JG com temperatura crescente na direciio do ponto G, como
mostrado na Figura 5.7. No ponto de bolha J o liquido comega a vaporizar mas ao cruzar o ponto
de bolha G o sistema encontra-se num estado onde todo o vapor produzido foi condensado, a
menos de uma quantidade infinitesimal de vapor. Se H representa o ponto onde a quantidade de
vapor ¢ mixima, entdo ao percorrer o caminho HG, indo-se de H para G, o sistema sofrerd um
fendmeno chamado de condensagdo retrégrada isebarica, pois o vapor condensa a medida que a
temperatura aumenta. Ao percorrer o caminho inverso, indo-se de G para H, o sistema
experimentard um fendmeno conhecido como vaporizagdo retrégrada isobdrica

Em outras palavras, condensagéo retrograda é o fendmeno de formacdo de liquido que
ocorre em processos isotérmicos onde a pressdo decresce ou em processos isobasicos onde a
temperatura cresce. De forma semelhante, vaporizagdo retrégrada € o fendmeno de formacio de
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vapor que ocorre na presen¢a de uma compressdo isotérmica ou na presenga de um processo
isobasico com temperatura decrescente. Fendmenos retrogrados sO podem ocorrer nas areas
achuriadas da Figura 5.7. Obviamente, eles ocorrem somente na presenca de pressies entre P. €

P .. ouna presenca de temperturas entre 7, e 7, . .

Py

¢ (ponto critico)

L 4

Figura 5.7 Vizinhanga do ponto critico de um sistema com dois componentes.

Pode-se achar a principio que esses fendmenos ndo apresentam nenhuma importancia
pratica, uma vez que muitos dos processos de interesse em engenharia sdo realizados a baixa ou
moderada pressio. Na realidade, fendmenos retrogrados sdo caracteristicos de sistemas
multifasicos constituidos, nfo apenas de dois, mas também de varios componentes quimicos. A
sua importancia tornou-se significativa na produgio de petroleo de certos pogos profundos, em
que a pressdo na formacgdo subterrinea é suficientemente elevada para estar na regifio achuriada
da Figura 5.7. Nestas circunstancias, se for possivel manter a pressdo na superficie nurmn valor
vizinho ao ponto D, consegue-se um liquefagio considerdvel e, por isso, uma separagdo parcial
do componente mais pesado da mistura. Se a pressdo for reduzida na superficie abaixo do ponto
de orvalho B, ndo ocorrera liquefagio, ¢ a separagfio micial ficard desperdigada. Nestes casos ¢
comum langar-se mio de repressurizagdo, ou seja, o gas pobre (gas de onde se removeu o
componente menos volatil) ¢ reinjetado no reservatério subterrdneo para manter a pressdo
elevada. Quando ndo se faz esta reinjegdio, a queda de pressdo provocada pela retirada de gas
causard um processo de condensacdo retrograda na formagdo subterrdnea, 0 que possivelmente
contribuira para a redugdo da producdo dos pogos. Além disso, varias técnicas de recuperagio
terciarias, gque objetivam aumentar a recuperacio de petroleo, sfo realizadas mantendo-se a
mistura liquido-vapor proxima do seu ponto critico. Essa aproximacgéo ¢€ altamente desejada nas
recuperagdes terciarias, pois ao redor do ponto critico as fases liquido e vapor tornam-se
indistinguiveis, tendo-se como conseqiiéncia desse fato que nenhuma delas inibe o escoamento da
outra. Com isso é possivel obter-se uma mator extragio dos hidrocarbonetos residentes no
reservatorio.

No que segue sera apresentado outra maneira de descrever o comportamento qualitativo
de um sistema liquido-vapor com dois componentes. Sera estudado o diagrama pressiio versus
composigio, que descreve o comportamento de sistemas com dois hidrocarbonetos submentidos a
processos realizados a temperatura constante e previamente fixada. Um diagrama desse tipo ¢
construtdo tragando-se os graficos da pressdo de orvalho ¢ da pressdo de botha como fungio das
composi¢des. A curva dos pontos de bolha ¢ tragada através dos pontos que representam a
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pressdo do ponto de bolha como uma fungio das composigdes. De maneira analoga, a curva dos
pontos de orvalho € tragada através dos pontos que representam a pressdo do ponto de orvatho
como uma fungio das composi¢des. No diagrama pressdo versus composi¢io mostrado na Figura
5.8, a composigdo € dada na forma da fragio molar do componente mais volatil. Percorrendo-se o
caminho ABC, de pressdo sempre crescente, nenhuma mudanga de fase ocorrera até que seja
atingido o ponto de orvalho B, de pressdao F. Nesse ponto de orvalho forma-se uma quantidade

infinitesimal de liquido cuja fragio molar (um numero finito entre 0 e 1) é representada por X\
A composigdo do vapor coincide com a composiglo original Z. A medida que a pressio cresce,

mais liquido é formado e as composigdes de um ponto na regido liquido-vapor, por exemplo 0
ponto C onde a pressdo € F,, sdo obtidas projetando-se sobre o eixo da composigdo as

extremidades do segmento de reta horizontal ECF, que passa pelo ponto C e cujas extremidades
E e F estdo sobre a curva dos pontos de bolha e dos pontos de orvalho, respectivamente. Assim,

na pressio P, o liquido e o vapor sio representados pelas fragdes molares X e X%,
respectivamente. Na pressdo F; o ponto de bolha IJ é atingido. Nesse ponto a fragdo molar do
liquido ¢ igual a composi¢do global Z, e a quantidade infinitesimal de vapor tem uma fragdo molar
finita igual a X%}

Liquido

L 4

0 X x@ oz X X§'10 X

Figura 5.8 Diagrama pressio versus composigio do componente mais volatil.

5.3 Sistemas Multicomposicionais

O comportamento de sistemas bifasicos, liquido-vapor, constituidos de trés ou mais
componentes ¢ em geral semelhante ao comportamento de sistemas com apenas dois
componentes, apesar de diagramas do tipo pressdo-composi¢io, como o da Figura 5.8, ndo
poderem ser desenhados em duas dimensGes. Um sistema com vérios componentes quimicos 0s
quais sdo relativamente volateis, tal como a gasolina por exemplo, possui isotermas no plano P-V
muito semelhantes as isotermas da Figura 5.4, validas para um sistema com dois componentes.
Mas para varios sistemas multicomposicionais, tal como o dleo cru encontrado num reservatorio
de petrdleo, comumente enfrenta-se dificuldades experimentais na determinacio e fixacio dos
pontos de bolha. Um oleo cru tipicamente encontrado em reservatorios apresenta isotermas no
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plano P-V como mostrado na Figura 5.9. Nessa figura, o ponto 4 de pressdo relativamente alta
representa um estado onde o sistema é formado inteiramente de liquido. Quando a pressdo
decresce de forma isotérmica o ponto de bolha € atingido em B. Para um 6leo cru a pressdo do
ponto de bolha é usualmente chamada de pressde de saturagdo do dleo ( P, na Figura 5.9). Isso
deve-se ao fato do 6leo cru no seu ponto de bolha apresentar inimeras bolhas de gas dissolvidas
ao longo da fase liquida. Consegiientemente, na pressio de saturacio, o liquido € visto como uma
fase que comega a saturar-se de gas de maneira que qualquer decréscimo na pressdo resulta na
liberagdo de uma solugdo de gas, isto €, na formagdo de uma fase vapor. Quando a pressio
decresce além da pressdo de saturag@o mais e mais vapor € formado, isto €, mais e mais bolhas de
gas desprendem-se do 6leo. Finalmente, quando a presséio atmosférica (P, na Figura 5.9) ¢
atingida, o sistema oOleo cru, geralmente, exibe ambas as fases liquido € vapor. No entanto, para
vaporizar o sistema completamente pode ser necessaric uma pressdo extremamente baixa de
forma que o ponto de botha pode-se tornar praticamente inatingivel.

F S A

Ponlto de
bolha

\

*V
Figura 5.9 Diagrama de uma isoterma no plano P-V para um oleo cru.
A Figura 5.10 ilustra um diagrama pressio versus temperatura para um sistera com varios

componentes quimicos, a qual nio ¢ muito diferente daquela para dois componentes, veja a
Figura 5.7.

— Curva dos pontos de bolha
C

E
Curva dos pontos de orvalhe
/ P

P 4 Liquido
F
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Liquido-Vapor

H
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» T

Figura 5.10 Diagram P-T para um sistema com vArios componentes.

Os tipos de reservatorios de petrdleo encontrados na natureza so classificados como:
black oil 6leo volatil, gas condensado, gas molhado (“wet gas”) e gas enxuto (“dry gas™). Os
reservatorios de gas molhado e de gas enxuto sdo aqueles onde a mistura de hidrocarbonetos
aparece somente na forma de gas, ou seja, gs e possivelmente a agua sio as unicas fases fluidas
existentes no reservatorio. Quando o gis de um reservatorio de gas molhado atinge a superficie,
ha o aparecimento de uma certa quantidade de hidrocarbonetos na forma liquida. Esse fendomeno
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ndo ocorre com o gas enxuto, ¢ qual nas condigdes atmosféricas mantem-se inteiramente na fase
gas. Ja o petroleo do tipo black oil ¢ caracterizado por apresentar uma ampla variedade de
espécies quimicas possuindo moléculas grandes, pesadas e pouco voléteis . Por sua vez, um éleo
volatil contém menos moléculas pesadas do que o black oil, além disso, um odleo volatil se
caracteriza pelo fato de uma pequena redugdo na pressio do reservatorio causar, em geral, a
formagfio de uma grande quantidade de gas. Ja num gas condensado predomina a fase gas, e esse
gas apresenta um ponto de orvalho, ou seja, mantendo-se a temperatura constante existe um valor
para a pressdo abaixo da qual o gas comega a condensar, gerando uma certa quantidade de
liguido.

De volta ao diagrama da Figura 5.10, pode-se agora mostrar como um tal diagrama pode
ser usado para se entender (e classificar), através de aspectos termodindmicos, um dado
reservatorio de petroleo. Se as condigdes do resetvatério estiverem no ponto B e as condigdes da
superficie no ponto 4 entfio, o reservatério possui e produz 6leo e gas, esse é o caso tipico de um
reservatorio biack oil. Se as condigbes do reservatorio estiverem em F e da superficie em 4 entéo,
o reservatério é de Oleo volatil, ou seja, possui somente 0leo e produz 6leo e gas. Se as condigbes
do reservatorio estiverem no ponto H e da superficie no ponto G tem-se em reservatdrio de gas
enxuto, possui ¢ produz apenas gés. Se as condigdes do reservatorio estiverem em H e da
superficic em D entdo o reservatorio possui somente gas e produz oleo e gas, sendo portanto
classificado como um reservatdrio de gas condensado, Se as condigdes do reservatorio estiverem
no ponto £ e as de superficie no ponto G, observe que qualquer processe de exploragdo sofrera
uma condensagio retrograda, ou seja, o petroleo que existe inicialmente como gas, e também €
produzido como gas, passara por um processo de condensagio atingindo um estado bifasico,
liquido-gas.

5.4 A Regra das Fases de Gibbs

Vérios aspectos qualitativos descritos nas seg¢des precedente deste capitulo podem ser
sumarizados em uma regra simples, comhecida como a regra das fases de Gibbs, [5). Essa regra
refere-se ao nimero de fases que podem coexistir em equilibrio num sistema submetido a uma
dada condi¢do de temperatura e pressdo.

Antes de enunciar a regra das fases, ¢ vantajoso considerar-se 0 comportamento das fases
de um sistema constituido de um Gnico componente quimico. Se um tal sistema existe como uma
fase simples entdo ¢ necessario definir-se apenas dois parametros intensivos a fim de caracterizar
completamente o seu estado de eguilibrio, por exemplo, temperatura e pressdo. Um sistemna desse
tipo é chamado bivariante, ou diz-se simplesmente que possui dois graus de liberdade. Porém, se
um sistema com um Unico componente encontra-se num estado bifasico, entdo € necessario
especificar-se apenas uma nica variavel para definir o seu estado de equilibrio. De fato, quando
ambas as fases estdo presentes em uma especificada temperatura, a pressdo € automaticamente
fixada como sendo a pressdo de saturagdio, e conseqiientemente todas as propriedades intensivas
das fases liquido e vapor ficam definidas. Reciprocamente, se a pressio € previamente
especificada, entio a temperatura ¢ automaticamente definida como sendo a temperatura de
saturagio. Conseqientemente, um sistema bifasico com um anico componente quimico €
univarianie, ou seja, possui um grau de liberdade. Finalmente, se um sistema constituido de
apenas um Unico componente encontra-se num estado trifasico, entdo o sisterna necessariamente
estd no seu ponto triplo e nesse caso € dito invariante, pois no ponto triplo as propriedades
intensivas de uma dada substincia pura estdo bem definidas e nio mudam de valor.

A regra das fases de Gibbs pode ser descrita na seguinte forma,
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F=r-M+2 (5.1)

onde F' ¢ a varidncia, ou grau de liberdade do sistema, 7 é o numero de componentes quimicos e
M € o nimero de fases presentes no estado de equilibrio. Para deduzr a regra das fases, note que
as condigdes necessarias para o equilibrio termodindmico de um sistema constituido de varias
fases a, f,---,M sio meras generalizagdes das equagdes (4.20), (4 21) e (4.27), as quais podem

ser escritas na forma:

7 = 78 o2 O (5.2)
pler — plB) _  _ pM) (5.3)
e pfa) = pfﬂ) = pr) (54)

para todo i=12.--.r As equagbes (5.2) ¢ (5.3) estabelecem que no estado de equilibric a
temperatura (¢ a pressfio) de cada fase deve coincidir. Assim, determinando-se as vardveis
intensivas 7' = 7*) = T .= ™M) ¢ p = p@ = piF) ..o PP o estado de equilibrio, as
varidvels restantes sdo os parametros envolvidos nas (M - 1)7) equagbes dadas pela relagio
(5.4). Para cada fase o potencial x, € uma fungio de 7, P e dos nimeros de moles da referida
fase N,,com i =1,2,.-..,r. Como u, € uma fungdo homogénea de grau zero, entdo u, pode ser
escrita na forma funcional

Ju:' = )H:-(T,P,X 1'”=Xr) i (55)

Devido a restrigio ZX,. =1, pode-se, de uma forma mais apropriada, escrever a equagio (5.5)
=]
simplesmente como,
H = ﬂi(Tn'P?X -,-"':Xr.-l) ' (56)

para todo 7 = 1,2,---,7 . Essa forma funcional para o potencial quimico é valida para todas as fases
e mostra que cada u, sO depende de 7, P e de (r—1) fragSes molares. Assim, as equagdes
restantes, dadas pela relagdo (5.4), constituem um sistema com (M —1Xr) equagdes. Essas
equacgdes contém 2+ (r - 1)M vaniaveis independentes. Portanto, o grau de liberdade do sistema
algébrico representado pela relagio {5.4) é 1gual a F =[2+(r-DHM]-[(M-1)r], ou seja,
F =r— M + 2 recuperando-se assim a relagdo (5.1), previamente estabelecida.

Fica claro da dedugo acima que o grau de liberdade, ou invanancia, de um sistema
termodinamico € na realidade o grau de hiberdade do sistema algébrico que caracteriza o seu
estado de equilibrio termodindmico. E pode ser entendido como sendo o mumero minimo de
variaveis intensivas independentes, necessario para descrever completamente ¢ estado de
equilibrio de um dado sistema, em fungdc do seu numero de fases e em termos do niamero de
componentes constituintes.
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CAPITULO VI

Expressdes Analiticas Para as Func¢des Termodinamicas

6.1 A Fugacidade de Substincias Puras

Considere um sistema simples constituido de um unico componente puro, representado
pelo namero de moles ¥, cuja energia livre de Gibbs € dada na forma

G=G(T.P,N)
Definindo-se a energia livre de Gibbs molar pela relagéo
_G(I,PN)
N

tem-se, pelo fato de G ser homogénea de primeira ordem (com 7 e P homogéneas de ordem
zero), que:

§=8(1,P)
Assim, pode-se escrever '
G(T,P.N)=Ng(T,P) {6.1)

Derivando-se a equagdo (6.1) com relagio a N obtem-se que,

& _ ANg(T,P)) _
N N

A equagio (6.2) afirma que o potencial quimico de um sistema simples, constituido de um tnico
componente puro, sO depende da presséo e da temperatura e coincide com a sua energia de Gibbs
molar.

p= &(T,pP) (6.2)

Diferenciando-se a2 equagdo (6.2) obtém-se,
2 (3)
d =(— dr +| = |dP 6.3
= P (6.3}

Para processos realizados a 7 constante, a equagio (6.3) torna-se,
dys = vdP (6.4)
pois, pela equagio (4.73),

v

& _AGN)_1 [@j

y
P P N\@®/ N

Integrando-se a equagio (6.4) entre dois estados, um a baixa pressio, P°, € o outro a uma
pressdo elevada, P, chega-se a relagdo:
. 7
ryy =L*v dP (6.5)
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Da equagio (2.6), sabe-se que v — x quando P — 0 Assim, tomando-se o limite na equagio
(6.5), quando P* — 0, obtém-se que
fim 4=~
P* 50
Portanto, o potencial quimico de um sistema simples constituido de um \nico componente
tende para —oc quando a pressio se aproxima de valores arbitrariamente pequenos. Para

contornar esse problema I. G. Lewis, [53], sugeriu uma nova fungdo termodindmica que, quando
P —> 0, ¢ matematicamente melhor comportada. Essa propriedade termodindmica é conhecida
como fugacidade. Para obté-la, considere inicialmente a relagio (6.4) para um gas ideal (denotado
id) como segue-se,

RT

dp(fd) — v(fd)cﬂ) — _dp
P

a qual pode ser escrita na forma:
dp'™ = RTd(In P) (6.6)

Apesar da equagfio (6.6) ser valida somente para um gas ideal, submetido a processos a T
constante, a sua simplicidade sugere uma nova relagdo termodinimica que possua uma forma
semelhante, mas que seja valida para qualquer fluido real submetidos a processos realizados a T
constante. Isso ¢ possivel definindo-se a fugacidade de um fluido real puro, denotada por
f = f(T,P), como sendo a fungdo termodindmica que satisfaz

du = RTd(Inf) 6.7

para T constante. Subtraindo-se a equagdo (6.7) da equacdo (6.6) tem-se

dlu- ,u("‘*}) = RT: In—fﬁj (6.8)

Pode-se escrever a equagdo (6.8) na forma
d( e ,u("")} = RTd(ing) (6.9)
S

onde a razio adimensional P = ¢ ¢ chamada de coeficiente de fugacidade do componente puro.
Integrando-se a equagdo (6.9), & T constante, tem-se que:
p—- 1 = RTing+a(T) (6.10)

onde a(7) ¢ uma constante de integrag@o que depende somente da temperatura.
De acordo com a Secdo 3.8, a energia interna de um gas ideal possui a forma

_ . Y- 7
U™ = ¢cNRT, conseqiientemente, a sua derivada p( 7 = ~ ¢RT, s6 depende da

temperatura. Assim, 4\'“) é da forma,
Ju(:'d} - ﬂ(fd)(T)

Desse fato segue-se que a equacgdo (6.10) pode ser escrita como,
T, P)=RT mg+6(T) {6.113
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onde O(7) ¢é uma fungdio que s6 depende da temperatura. Para completar a definigio de

tugacidade de um sistema simples, constituido de um tnico componente puro, considera-se que a
fugacidade de um fluido ideal coincide com a pressdo, ou seja,

f(r'd] - p
Essa relagdo pode também ser escrita na forma
lim$(P.T) =1,

6.2 A Fugacidade de um Componente numa Mistura

Na Segdo 3.8 definu-se um sistema simples constituido de um unico gas ideal j, como
sendo um fluido que satisfaz as relagGes,

PV =NRT

d (6.12)
U\ = ¢ N RT

onde N, € o nimero de moles total do sistema, € ¢; € uma constante que s6 depende da espécie

quimica considerada. Na presente segfio essa defini¢do serd estendida para uma mistura de gases
ideats, como segue: um sistema constituido de uma mistura de 7 gases ideais, representados pelos
seus nimeros de moles N;,N,,---,N, e um sistema fluido que obedece as relagdes

4 r
PV = ZNJ.]RT (6.13)
\j=1
" - ( -
e U = \ZCJ.NJRT (6.14)
J=1

A equagdio {(6.13) ¢ a equagdo de estado para uma mistura de gases ideais, a qual pode ser escrita

r
na forma familiar PV = NRT, onde N = ZN , € o numero de moles total do sistema. A
=1
equacgio (6.14) afirma que a energia interna de um sistema constituido de uma mistura de gases
ideais, € igual a soma das energias internas que cada gas teria se ocupasse sozinho o volume }' 3

temperatura 7. A equagfo (6.14) pode ser escrita na forma simples
r

fid) _ (id }
Ut =% UM (TN,) (6.15)
j=1
onde, cada fungdo U }jd) , dada pela equagfio (6.12), é chamada de ewergia interna parcial do

componente j na mistura. De maneira semelhante define-se a pressdo parcial do componente j, na
mistura de gases ideais, pela relagao:
N RT

B=—L (6.16)

Observe que P, assim definido € tal que
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r

P=3P (6.17)
J=1

Combinando-se as equagdes (6.16) e (6.17) tem-se,

h__¥
B - r = XJ
7
7=1
Assim, para todo j=1,--+,r ocorre
P =XP (6.18)

onde X ¢ a fragdo molar do gas ideal j na mistura.
Da equacio (4.29) sabe-se que a entropia de um sistema simples constituido de r gases

ideats, ¢ dada por
S‘(-'-d) _ 1 [ {(m) ! I.’ 3 -{: ) N 6 9
T T Z T j (6.19)

7=1

Em particular, um sistema formado de um Gnico gas ideal, representado pelo namero de moles

N, possui entropia igual a
_ N P. el
idy _ {id) J f
S = (FJUJ +(——TJV~[—F N, (6.20)

Substituindo-se as equagdes (6.15) e (6.17) na equagdo (6.19) obtém-se que

_ r ) P (id)
s 5 (Do (-5

J=1

Em vista da equagdo (6.20), a equagdo acima pode ser escrita na forma:

§4) — ZS;"JJ(T'E"N;') 6.21)

i=1

As propriedades de aditividade apresentadas nas relagdes (6.15) e (6.21) sao na realidade casos
particulares de um resultado mais geral conhecido como tecrema de Gibbs, o qual pode ser
enunciado como segue:

A energia interna U | a entropia S, a entalpia H', a energia livre de Helmholiz
A" e a energia livre de Gibbs G de um sistema simples, constituido de uma mistura de
gases ideais, sdo fun¢des aditivas das fungdes parciais correspondentes.

Assim, para uma mistura de gases ideais, além das equagdes (6.15) e (6.21) tem-se também que,

HE ZHJ‘;W(T.PJ.N;) (6.22)
i=1
409) — ZAJE*d)(T,P; N) (6.23)

=1
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(Jd {id)
e Z (T.P,N)) (6.24)

As relagBes (6.22), (6.23) e (6.24) sdo facilmente demonstradas com o emprego das equagBes
(6.15), (6.17) e das relagdes (4.59), (4.65) e (4.71).
A energia livre de Gibbs parcial molar para um dado componente j= l,---,r pode ser

escrita como:

gl — = 0("")(7‘}9 N) gjtfd)( ,p) (6.25)

r J' r
J
Substituindo-se a equacio (6.25) na equagdo (6.24) chega-se a relagio

GYT,P,,N,, N, ) = ZNJ, “(T,P) (6.26)

7 Jf »

Para todo j=1,--,r afungio ‘uj'd) tem a forma ,u('d) = ('d)(T P,N,,--,N,). Mas em vista da
equagdo (6.18) pode-se concebé-la na forma funcional

B = 1§ O(T, P, N,y o, N, ) (6.27)

Diferenciando-se a equagdo (6.27) a T constante, obtém-se

_ a (fﬂ') (:d]
dpf,.'d’:[ > )dP Z( J (6.28)

a _sla ) s (&) &
P2 é}" N ) a e )

¥ { f

Agora note que

Devido a equagio (6.16) tem-se que

A _RL
Logo, para todo j = 1,--+,7 ocorre que
y7) (:d}
Hy KT (6.29)
I
Por outro lado, em vista da relagio (6.26) tem-se que
i’ s (B 8
= =& (T.p)=0 (6.30)
N, éNk N, N,

para todo ke j=1--,r Substituindo-se as equagdes (6.29) e (6.30) na equagdo (6.28) conclui-
se que para todo processo realizado & T constante,

s = 2L ap
P 4
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ou simplesmente, _
dps®) = RTd(In ) (6.31)

Substituindo-se a equagiio (6.18) na equagdo (6.31) chega-se a relagdo
") = RTd(in X, P) (632)

Define-se a fugacidade do componente j de um sistema simples constituido de uma mistura
qualquer, formada de r componentes quimicos, como sendo uma fungdo f, = f(T,P,N,,---N,)

que satisfaz a relagio:

du, = RTd(Inf,) (6.33)

para T constante. Subtaindo-se a equagio (6.33) da equagio (6.32) obtém-se a equagio

d J;
d; - i) = er(zn X{PJ
7

d(yj _ gf“’)) = RTd(Ing, ) (6.34)

a qual pode ser escrita como

onde, por defini¢do, paratodo j=1...7
J;
¢, =~

XP (6.35)

é o coeficiente de fugacidade do componente j na mistura, Integrando-se a equagdo (6.34), 4 T
constante, obtém-se

p,— i) = RTng, +a (T) : (6.36)
onde a,(7) € uma constante de integragio que so depende da temperatura. Das equagdes (6.12)

e (6.15), segue-se que
U= ZN (D) (6.37)

onde H}M)(T) = ¢;RT . Em vista da equagio (6.3 7) tem-se que .

(id}
)u(?d) _ éU
J a\[

J

= u"N(T)

ou seja, ,u{}'d’ s6 depende da temperatura. Portanto, pode-se escrever a equagio (6.36) como
p,=RTIng,+6,(T) (6.38)

onde &,(7) ¢ uma fungdo que depende apenas da temperatura e do componente /. Afim de
completar a definigiio de f,, considera-se que para uma mistura de gases ideais:

i) _
f} = X,P

ou s¢ja,
118



lim¢ (T,P.N,--N,)=1

F=

A equagido (4.27) estabelece uma condicdo necessaria para o equilibrio com relagio ao
fluxo de massa entre dois sistemas simples, constituidos dos mesmos componentes quimicos. Essa
condigdo paratodo j=1---,7 ¢

m_ (2
H; = H;

v s .o { - ~
Para cada componente, 0s potenciais quimicos ,u}” e pf’ podem ser escritos em fungdo das

fugacidades j“) e J_(ZJ através das relagdes,

= RTif 1)+ (1)

=R

onde §,(7) € uma constante que s6 depende da temperatura e do componente j. Tais relagbes

sdo obtidas integrando-se a equagdo (6.33), para cada subsistema, & 7 constante. Substituindo-se
as duas ultimas equag0es na relagio (4.27) obtém-se

nfW =
Portanto as equagdes
5= (6.39)

para j=1:.-,r, sdo também condi¢bes necessarnas para o equilibrio com relagdo ao fluxo de
massa entre dois subsistemas simples.

6.3 Formulacoes Integrais
Como estabelecido pela relagdo (4.59), a energra livre de Helmholtz possut a forma
funcional
A= ATV NN,
Assim, as suas derivadas parciais S=—, P=~-— ¢ A ara todo j=1,--r
In, p ﬂ‘-' r # J' m ? p .} A LI |

T
podem ser escritas na forma funcional

S =S(T.V. Ny N,)
P=P(TV,Ny,-N,)
py = p TV .Ny--N,)

Da ultima relagio e da equagio (6.33) segue-se também que
fr=f{(TV.Ny,---N,)
Observando-se as equagdes (4.60), (4.65) e (4.71), torna-se claro que também
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U=U(TV.N,N,)
H=H(TV,N,-N,)
G = G(T.V N+, N,)

Em resumo, as expressdes acima mostram que as relagdes fundamentais € o potencial quimico,
juntamente com a fugacidade, podem ser escritas como fungdes da temperatura, do volume e do
numero de moles de cada componente. Na presente segdo esse fato sera usado para se
desenvolver espressdes analiticas para tais fungfes termodindmicas. Essas expressdes serdo
obtidas inicialmente numa formulagdo integral. Em seguida, nas Seg¢Bes 6.4 ¢ 6.5, serdo
desenvolvidas duas eficientes equagdes de estado, na forma P-explicita, que podem ser usadas
para integrar as expressdes aqui obtidas.
Diferenciando-se a relagdo U = U(TV, N ,++,N,) tem-se

gy a o U
dU = [ﬂ)dﬁ[a})dmg[mjawf (6.40)

A equagdo (6.40) pode ser integrada de um estado (7,V,N.,--,N,) para outro estado
(T' VNS NT ) obtendo-se dessa maneira a diferenga de energia interna entre esses dois

estados. Como objetiva-se determinar o valor de U para um dado estado de equilibrio
representado por (TV,N-,N,) entdo ¢ suficiente considerar-se um estado de referéncia
(T',V‘,N',---,N:) cuja energia interna ¢ U, tal que T"=T e N; =N, para todo

j=12,--,r Em outras palavras, basta considerar-se um estado de referéncia (ou padrdo) que

difere do dado estado (T V,N,,-,N,) apenas pelo valor do volume ¥*. Além disso, como o
valor da energia interna em um estado de equilibrio independe do processo (e portanto do
camintho) pelo qual o sistema atingiu o referide estado, considera-se em geral processos
realizados 4 7 e & nimeros de moles constantes. Fazendo-se iss0, a equagdo (6.40) reduz-se a
forma simples,

au = (éj-jdlf (6.41)
74
Por outro lado, nessas condigdes, a equagdo {(4.5) torna-se
dU = 7dS§ - PdV
ou seja,
A {é) -P (6.42)
& &
Além disso, das equagoes (4.79) € (4.81) tem-se
"@— = Q (6.43)
& ar
combinando-se as equagbes (6.41), (6.42) e (6.43) obtém-se a relagio.
dl = {7(—68) - P }d” (6.44)
ar.
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Considerando-se que o estado de referéncia ¢ tal que o fluido comporta-se como um gas ideal de
NR!

, onde N = ZN e P° ¢é suficientemente pequeno,
1=1

maneira que V"' ¢ da forma V" =

integrando-se a equagio (6.44) obtém-se,

U-U = ;[ [T{%} - P]dV (6.45)

tomando-se o limite na equagio (6.45) quandb P* — 0 chega-se a relagio,

= :{[7(%] - P}dV (6.46)

Da equagio (6.15) segue-se que,

U(m!') ZN u(’d)
onde, u" = U}’”’(T N,) = U (T 1) = 4" (T) . Em particular tem-se que
N,
= > Nau(T) (6.47)
s=1

Substituindo-se a equagio (6.47) na relagio (6.46) pode-se escrever a energia interna {/ na forma

integral desejada, .
.
& r . .
U(T,V,Ny,-,N,) = I[Z{E) - P}dmz;vjuj (T) (6.48)
o« /=1

onde P possui a forma funcional P = P(T .,V ,N,;,»:-,N,) e u}( 7}, a energia interna molar do gas

ideal j, ¢ uma fungio que depende apenas da temperatura.
Agora pode-se deternunar facilmente uma expressic para a  entalpia
H=H(TV,N,N,). Aplicando-se a relagdo (4.65) para o fluido num estado de gas ideal

tem-se, em vista da equagiio PV = (z N ”J RT, que
j=)

HD =y 4 (Z NJ.)RT
=1
Em particular,
H =U" +(ZN}}RT (6.49)

i=1

Combinando-se a ultima relagio com a equacdo (4.65) obtém-se
H-H" =U—U‘+PV—(ZNJRT (6.50)

Substituindo-se a equagdo (6.45) na equacdo (6.50) tem-se
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H-H"= ﬂ{%}-})}ﬂ-w})r—[i&]}ez‘ (6.51)

/=1
Combinando-se as equagbes (6.47) e (6.49) chega-se a relagio

H = Zr:Nj[u;(T)+RT] _ (6.52)

=1

Finalmente, substituindo-se a equa¢do (6.52) na relagfo (6.51) e fazendo-se P* — 0, obtém-se a
expressio integral para a entalpia

H(TV N, N)= I{I(%] - P}cﬂ’ + PV + iN,-u;(ﬂ (6.53)
w i=1

Para obter-se uma expressio analitica para a entropia inictalmente diferencia-se a equago
S = S(T,V,Nl,“',Nr) . ASSIm:
7Y

ﬁ ¥
ds = (m] T+ [ﬁ) dV+3 pdn,
T )L

Em seguida, de forma semelhante ao procedimento anterior, considera-se processos realizados a
T e a niimeros de moles constantes tal que a equagdo acima toma a forma simples

s = (ﬁ] v
ﬂ,
Substituindo-se a equagdo (6.43) na tltima equagdo obtém-se,
ds = (gi)dV (6.54)
ar.

Agora considere um estado de equilibrio representado por (7,F, ,N,.---,N,), onde P, é tal que

para todo valor de P entre P* ¢ P} o fluido comporta-se como um gas ideal, de maneira que

VD* _ NRT

Seja S; a entropia do sistema nesse estado de equilibrio. Integrando-se a equagio

. .

4]
(6.54) ao longo de um caminho unindo os estados (T,Fy ,N,,--,N,) e (T,P,N,,--,N,), o qual
contém um subcaminho constituido de estados ideais unindo os estados (7, Py N, .N) e
(T,P",N,,--,N,), obtém-se

Fy a P ar
ou seja,
‘V‘ |5
NR F
S-S = j [*]dm j(-]dl-' (6.54)
b vV " T
Mas,
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ou s¢ja,

-
’ NR
]— I[T]dl (6.55)
*
Substituindo-s¢ a equacdo (6.55) na equagio (6.54) tem-se,

51 B )

¥

~

Observe que agora pode-se fazer P* — 0 na (iltima equagdo sem que ocorra um valor infinito no
denominador de qualquer de seus termos. Foi por essa razio que se utilizou o estado

intermediario (7,7, ,N,,-+,N,) . Feito isso, obtém-se que

[%] - {—Z';Nj v + {Z NJ,]R h{y—g (659

j=1

Cn
|
S
i
§ t—

Supondo-se que P ¢ grande quando comparado com a unidade pode-se tomar F, =1 KPa de

@Nj]m

modo que a relagéo V) = ¢ valida e torna-se

0

Ve = [2 NJ]RT (6.57)

=1

Substituindo-se a relagio (6.57) na equagio (6.56) obtém-se

[ (22

S-8={ . dV+(ZNJRIn (—j_ (6.58)
= RT

Por outro lado, da equagdo (6.20) segue-se que

id id
S = ST, P, N,)

N, , _
onde, P, = E;’-P. Portanto, pode-se escrever S}"") na forma funcional
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S;id) - SJ{."‘”(T,P,NJ)
Logo,
$Ud) =

1 . .
¢ “ﬁ“‘Sde>(T’P’N,’) - S}:d)(T,P,l) — sj.-d)(;r,}))
i

Assim, diferenciando-se a relagéo s}jd} = s}id)(T ,P) obtém-se

‘%(.ad) ﬁ(fd)
ds;m:{mf—}dﬁ[ ! ]dP
ér P

A ultima relagdo para processos realizados a T constante torna-se

(id) ‘%}jd)
dS'J,— = “}T daP (659)

Mas, das equagdes (4.81) e (4.82) tem-se que

% _[fé"_)

ap ar.
No caso de um gas ideal, a (ltima equacio fica,

AU R

fm = —— 6.60
> P _ (6.60)
Substituindo-s¢ a equagdo (6.60) na equagio (6.59) obtém-se
dgﬁfd} = _Edp
P
ou S€ja,
ds'® = -R d(In P)
Integrando-se a Ultima relagio de F; até P obtém-se
V(1. Py- TP} =-R h{ﬁ]
AT, VAT.P, P
N;
Como P, = X ;F=— P entdo pode-se escrever
2N,
s=1
(id) Slid) N,
s NT.B) = 5/ (T.P)-Rin (6.61)
Z N J
s=1
Além disso, pela equagéo (6.21) tem-se que
i=1
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Substituindo a equacdo (6.61) na relagio (6.62) chega-se a expressio

) _ Z s ufJ(T P)- [JZ;;NJR 1{;:\}

Em particular,
\

(6.63)

= jz;‘; N5, (T)- (Zr: N j.]R In

onde sg}_ = s(:j (T, uma fungdo que s6 depende da temperatura, € a entropia molar do gas ideal j

no estado padrdo cuja pressdo é P, =1KPa. Finalmente, substituindo-se a relagio (6.63) na
equagdo (6.58) obtém-se a forma integral da entropia

( :
STV N, N,) = 1 Z- @ WV + 3 NR 1{

j=1

] +zN 5.(T)  (664)

J

Devido ao exposto acima torna-se agora facil obter expressdes para
A= ATV, Ny, N,) e G=G(T,V,Ny,---,N,). De fato, a equagiio (4.60) aplicada para dois

estados de equilibrio sendo um deles um estado ideal, cuja energia livie de Helmholtz ¢ 4,

fornece a relagdo
A-A4=U-Uy-T(S-5;) (6.65)

Substituindo-se as equagdes (6.45) e (6.58) na equagdo (6.65), ¢ observando-se que

£=U-18 =% Nj[u; () +T5; (T)
J=1

onde u,‘:',’j = ugj (T') representa a energia interna molar do gas ideal j no estado padrdo, pode-se
¢screver a equacio {6.65) na forma
. [Z N J] RT
ATV N, N) = [I -2

— PV - ZN RTIr{ }+ZN [ue (T)+ 15, (T)]

V

J'

(6.66)
De forma semelhante mostra-se que
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[_, [Z N}]RT
ML 2 p |dV—ZNjRT fn[ IIRT} + PV +

@ f=1 J

+§Nj [u;j(r)+ ngj(T)] | (6.67)

E claro que as expressdes integrais obtidas acima sdo validas também para sistemas
constituidos de apenas um unico componente quimico, neste caso faz-se r =1 e N, =N . Na
dedugdo das expressoes integrais para a fugacidade, para o coeficiente de fugacidade e para o
potencial quimico sera empregada uma outra metodologia. Primeiro serfo desenvolvidas
expressdes para essas fungBes termodinémicas relacionadas com sistemas com apenas um Gnico
componente. Em seguida serfio obtidas expressdes integrais para sistemas constituidos de varios
componentes quimicos.

Para um sistema com um unico componente puro tem-se das equagdes (6.4) e (6.7) que

V

Para expressar f na forma funcional f = f(7,)7) substituem-se na equagio (6.68) VdP por
[d(PV)- PdV] e adiciona-se d(InV)=-;—dV a ambos 0s lados dessa equagdo. Feito isso

obtém-se
d(inf)+d(Inv) = —d(PV) ("17 - %}W
ou seja,
d(ln ) +d(InPV) = —d(PV) (; - N—%}W

que por integra¢ao torna-se

L)oo o) il v )

P

Tomando-se o limite quando P* — 0, e observando-se que lim % =le limP V7 = NRT,
F*oo P

tem-se que
ln(%] =Z-1-zZ+ —-1—— [ER—T—P]dV (6.69-a)

onde Z ¢ o fator de compressibilidade. Assim, o coeficiente de fugacidade de um componente
puro obedece a relagdo
1 ( NRT )
hplTVYy=s——=\||—-FP|dV+{Z-1})-InZ 6.69-
W)= 3re 7 (Z-1)-hn (6.69-b)
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consequentemente, a fugactdade tem a forma

__ b [[MRT_ P
L-:f(T,V)_W [ ’ P)dV +(Z-1)- ir{ZJ (6.70)

Finalmente, pela equagdo (6.11), obtém-se uma expressio para o potencial quimico de um
componente puro, '

w(T.V) :—j[—- ] dV +RINZ-1)-RTinZ + &T) (6.71)

, A . . :
Visto que y; = N para todo j=12,---,r, entdo derivando-se a equagdo (6.66) com
;
relagdo N, obtém-se uma expressio para o potencial quimico de um componente j numa mistura,

I:’
RT 17 N V
r )= - el
© f

J +RT + (ugj (T)+ ngj_( T)) (6.72)

A fim de obter-se expressdes analiticas para o coeficiente de fugacidade ¢ para a fugacidade de
um componente j numa mistura diferencia-se a relagdo u, = 4,(T.V.N,.---, N,) obtendo-se

Vi D r{fu.
(o (- 3{ e
i=1 i

Novamente, supondo-se processos realizados & 7" e a nimeros de moles constantes tem-se que a
ultima equagéo se reduz a forma

o
du, = (Wf]dV (6.73)
Por outro lado,
H, oA _é_(f%) __® 6.74)
& VN\N,] N\F N,
Substituindo-se a equagio (6.74) na equagio (6.73) obtém-se
P
duy, =——|dV 6.75

Combinando-se a equagdo (6.75) com a relagdo (6.33) chega-se a relagdo

d(inf,)= RIT [gi} dv (6.76)

Adicionando-se d(lnl-" ) = }}/-dV a ambos os lados da equagdo (6.76) tem-se,

d(inf )+ d{in¥) = R_;{f:f" i [%”m

/
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ou seja,

A
d{ln[%ﬂw[m(p?)] = %[fj’" _ ( g_ )l d} (6.77)

A equagdo (6.77) foi obtida considerando-se processos realizados a T e & nimeros de moles
constantes. Nessas condighes tem-se que

d{ln[i NJRTH =0 (6.78)

=1

Subtaindo-se a equagio (6.78) de ambos os lados da equagfio (6.77) obtém-se que,

GOIR e B LR

J=1

Integrando-se a uitima equagio chega-se a expressdo

* * O I
{In[i’;] -—ln[%”-# In — il -In _rK_P__ = é I [_%Z(%ﬂdy
Y. N.RT 2 NRT L '

J=1

J=1

* ik *

Fazendo-se P°— 0 ¢ observando-se que¢ lim| ———|=IimZ°=1 e Ilim=L =X,
P P*0 P50 P
S N,RT
J=1
obtém-se a relagao,
v
b{%) = % [g - [E_J:]dy —In ri— (6.79)
f w i Z NJRT I

=1
Assim, da equagio (6.79) e da relagdo (6.35) segue-se que a expressdo para o coeficiente de
fugacidade pode ser escrito na forma

R (@), VP
RTing, = h/__ [E\Tﬂm ~ RTIn ——— (6.80)
= S NRT

=1

Finalmente, da relacio (6.35) e da equagio (6.80) obtém-se a seguinte expressdo integral para a
fugacidade de um componente j numa mistura,
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v
RT { P )
RTInf, = [| =5 ~| =| |V -RT
nf, I{V (éNﬂd }I{NRT] (6.81)

@ ! i

6.4 A Equacio de Soave—Redlich-Kwong

Giorgio Soave, [54], modificou a equagio de Redlich-Kwong,[46], (veja a descrigdo desta
equagio na Subsegdo 2.4.2) trocando o termo a/ 7% por um termo mais geral a(7), dependente
da temperatura. Sua equagéo, conhecida como a equagido de Soave-Redlich-Kwong, tem a forma
P-explicita
_RT  a(l)
T v=b vv+d)

P {6.82)

A equagdo (6.82) escrita em fungio do fator de compressibilidade Z = % possui 0 mesmo
aspecto da equagdo (2.21), ou seja, possui a forma
Z'-722+(A-B-B*)Z-A4B=0 (6.83)
No entanto, os pardmetros 4 ¢ B agora sdo dados por
aP

A= (6.84)
(]
B= % (6.85)

Usando-se 0 mesmo procedimento do Capitule 2, considere que no ponté critico de uma
substincia pura (a qual sera denotada por /) a primeira e a segunda derivada da pressdo com
respeito ao volume $80 nulas, Assim sendo obtém-se
272
T
a(l,)=a, =042747 5 < (6.86)

&

RT, -
b, = 0,08664—< (6.87)

¢
Em temperaturas diferentes da temperatura critica, faga:
ai(n = ac,a;'(T) (688)
onde a,(T) ¢ um fator adimensional que torna-se igual a unidade em 7 = T, . Portanto pode-se
escrever

P,
A= 0,42747.::,(7')?’; (6.89)

4

P
B = 0,08664 7:‘ (6.90)

i

129



Uma expressio integral para o coeficiente de fugacidade de um sistema com um tnico
componente puro € descrita na equagio (6.69), a qual em termos do volume molar torna-se

P

In( ] (z-1)- inZ+j(—~7jdv (6.91)

Substituindo-se a equagdo (6.82) na equagio (6.91) tem-se

I"[Q - 1_;"z+j[v(v b) RT:((vT) b)Jdv

Integrando-se o ultimo termo da Gltima equagdo e combinando-se o resultado com a relagio

é = 2, obtida da equag@o {6.85), e com a relagdo @ = —4 obtida das equagdes (6.84) e
v Z BRT B
(6.85), chega-se a expressio para o calculo do coeficiente de fugacidade de um componente puro

a partir da equacio de Soave-Redlich-Kwong,

ln(—%) =(Z-1)- iz - B)- (g} 1»(1 + -g) (6.92)

O fator de compressibilidade Z usado na equagiio (6.92) ¢ previamente determinado
resolvendo-se a equagdo (6.83). Uma ou trés raizes reais podem ser obtidas, no altimo caso,
escolhe-se a maior raiz se a fase for vapor, € a menor raiz positiva se a fase for liquida.

Para um fluido puro em uma dada temperatura, e conseqiientemente para um dado valor
de a(7), existe um valor de P que satisfaz a condigdo de equilibrio liquido-vapor:

[P =f (6.93)

onde f'” e £ sdo respectivamente a fugacidade das fases liquido e vapor. Combinando-se as
equagdes (6.92) e (6.93) tem-se que,

f( ¥} g Z( v} 7%+ B

b{f =0=7! Z“) 1 s (6.94)

A equagdo (6.94) é valida para um fluido puro ao longo da curva de saturagio, veja o
diagrama da Figura 2.3, onde o vapor e o liquido coexistem em equilibno. Matematicamente, a
relagdio (6.94) ¢ uma equagio algébrica ndo-linear que a principio depende das variaveis 7, F, e
a,. Ao longo da curva de equilibrio F, depende fortemente de 7, , tal que dado 7, o
pardmentro «, ¢ a Unica varidvel presente na condigdo de equilibrio liquido-vapor, equagdo
(6.94), a qual pode ser resolvida por um método iterativo como o método de Newton, por

exemplo.
Utilizando dados experimentais, Soave calculou varios valores de @ para um intervalo de
temperatura reduzida, que varia de 7, =04 até 7T =1, e concluiu que para um dado

0.3

componente puro / 0 pardmentro «;” apresenta-se como uma fungfo linear de 7;),5 , possuindo

inclinagdo negativa. Isso pode ser escrito na forma

al =c-mI%
I
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Visto que @, = 1 para T, = 1, entdo a equagéo acima torna-se,
al” =1+m(i-T") (6.95)

Apos estabelecer a relagio linear acima, Soave calculou a inclinagiio m diretamente das equagdes
{6.94), (6.95) e da relagio, (veja a subsecdo 2.43),

i

o, = ~{log P5 + 1) em 7, =07 (6.96)

sem utilizar dados experimentais, como segue-se:

1- Dado @,, o fator acéntrico de um dado componente puro, P, € calculado a partir da
equacdo (6.96) pela relagio £, = 1079 a qual ¢ vilida para I, =07

2- Usando-se os valores w,, F, e I, =07, calcula-se o, resolvendo-se a equagio
(6.94).

3- O valor m ¢ calculado pela equagio (6.95) utilizando-se T, = 0,7 e «a, calculado na

etapa 2, como segue-se,

a” -1

- !

m = —-——-
1-0,7%

Dessa maneira véarios valores de m foram obtidos por Soave para uma série de valores de w
variando no intervalo entre zero e 0,5. Tais valores sio mostrados na Tabela 6.1 abaixo.

[72] a(O,’?) m
0,00 1,162881 0,47979
0,05 1,190635 6,55811
0,10 1,218377 0,63549
0,15 1,246101 0,71194
0,20 1,273802 0,78749
0,25 1,301478 0,86215
0,30 1,329124 0,93594
0,35 1,.356737 1,00888
0,40 1,384314 1,08099
0,45 1,411854 1,15229
0,50 1,439354 1,22279

Tabela 6.1 Valores de a(0,7) e de m a partir de valores de @ .

Finalmente esses valores foram correlacionados numericamente a fim de expressar m,, em termos
de w,, na seguinte forma quadratica,

m, = 0,48+ 1,57w, — 0,1 76a? (6.97)
Combinando-se a equagio (6.95) com a equagéo (6.97) tem-se entdo que:

a®® = 1+ (0,48+ 1574w, — 01760 X1~ T?) (6.98)
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Observe que o desnvolvimento da relagdo acima representa um tremendo avango da equagio de
Soave com relagdo a equagio de Redlich-Kwong De fato, com esse procedimento Soave
introduziu na equagio de Redlich-Kwong o principio dos estados correspondentes generalizado,
veja a Subsecdo 2 43, o qual estabelece que Z = Z(T P .w).

O coeficiente de fugacidade de um componente de uma mistura é dado pela relagio
(6.80), a qual pode ser escrita na forma

-
1 ¢ RT | éP
ng, = — =1V -InZ 6.99
"4, RT@[ y [mjﬂ g (6.59)
A equagéo de Soave-Redlich-Kwong escrita em termos de V possui a forma
NRT Nia

P = _
V-Nb V{V+Nb)

Diferenciando-se P nesta equago com relagéo a N, obtém-se,

2
(éP _RT_ [ NRT_ . N'a Jo), 1O g0
N,) V-Nb |(V-Nby VWV +Nb)| N, V(¥ +Nb)N,

Para misturas, os valores de » ¢ de a devem ser obtidos utilizando-se correlagdes conhecidas

como regras de misturas. Utiliza-se em geral as seguintes regras:

b= Xb (6.101)

i=1

a= ZZ XX, (aa) " (1-K,) (6.102)

i=1 j=1

onde b, é dado pela equagao (6.87) ¢ a, € obtido combinando-se as equacdes {6.88), (6.86) e
(6.98). Os valores K., chamados de coeficientes de iteragdo bindria, que aparecem na equagfio

(6.102) sdo fatores de correco, [51]. Esses pardmetros semi-empiricos sio obtidos a partir de
dados esperimentais para o equilibrio liquido-vapor de misturas bindrias utilizando-se, por
exemplo, um método de ajuste de curvas como o método dos minimos quadrados.

Empregando-se as equagdes (6.100) - (6.102) pode-se integrar a equagio (6.99) obtendo-
se finalmente

ZZX-G-- i
b, Al e B
Ing, =§(Z—l)—ln(Z—B)—E ’T—j—iln[hr—z—j

onde 4 e B sio obtidos pelas equagdes (6.84) e (6.85), respectivamente.

De forma semelhante pode-se utilizar a forma P-explicita da equagio de Soave-Redlich-
Kwong para obter-se expressdes para as demais fungdes termodinidmicas, integrando-se as
equagdes obtidas na Segio 6.3.
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6.5 A Equacio de Peng-Robinson

A equagdo de Soave-Redlick-Kwong apresenta bons resultados quando empregada para
uma fase vapor. Entretanto, fornece valores de densidade para fases liquidas os quais carecem de
precisiio. Por esta razdo, Peng e Robinson, [38], modificaram a equagio origmal de Redlich-
Kwong escrevendo-a na forma mais complexa

_RT a(T) |
P—v—b v(v +b) +b(v - b) (6.103)

Utilizando-se 0 mesmo procedimento de Soave, mostrado na se¢do anterior, obtém-se que para
um componente puro,

RT,

b, = 0,0778—%
P,

2T2

a(T, )= a, = 045724 =L

i

a,(T) = a(?}i )a;(%,w,-) ,
a‘,"s(if;,j,m,-) =1+ m,-(l - Tfs) ,

I

m, = 0,37464 + 1,542260, — 0,269920? ,

A Z+2414B
Ing=2-1-In{Z - B)— In( d ]
# "Z-5) 242 \Z-24148B
O fator de compressibilidade Z é obtido da equacio (6.103) escrita na foram cibica,
Z3~(1-B)Z* +(A-2B-3BYZ—(4B-B*-BH=0

onde A e B sdo dados pela equagdes (6.84) e (6.85), respectivamente. Para misturas usa-se a
mesma regra dada pelas equagdes (6.101) e (6.102), sendo que neste caso o coeficiente de
fugacidade de um componente j € calculado pela relagdo,

2y Xa.
A [22%4 5;1[,[2*2’4143)

b.
Ing, =-2(Z-1)~1n(Z- B)- = - 104
$) =% (Z-1)-1nlZ ) 22| 4 b | \Z-2414B (6104
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CAPITULO VII

Modelagem Matematica do Problema do Equilibrio de Fases

7.1 Principios Basicos

O presente capitulo trata de uma modelagem matematica para o problema termodindmico
do equilibrio com relagdo ao fluxo de maténia, associado & sistemas bifasicos do tipo liquido-
vapor. Assim, como principio basico, constdera-se apenas processos termodindmicos realizados a
temperatura € & pressdo constantes. De maneira que para um dado sistema termodindmico,
constituido de uma mistura de » componentes quimicos, cujas quantidades serdo representadas
pelos pardmetros intensivos Z,,---,Z,, as fragdes molares globais dos componentes quimicos na
mistura, objetiva-se descrever de forma quantitativa os efeitos de possiveis processos de
transferéncia de massa entre as possiveis fases que constituem o sistema estudado.

Para isso, primeiro supde-se que o sistema multifasico em questio ¢ isolado, ou seja, €
englobado por paredes (ou fronteiras) que ndo permitem a transferéncia de massa nem de energia
para a sua vizinhanga, 0 unico processo termodinamico permitido € o da transferéncia de massa
entre os subsistemas (fases) constituintes. Em seguida, como um outro principio basico,
considera-se gue um tal sistema fechado ¢ formado no maximo de duas fases, uma liquida e outra
vapor, podendo em certas condighes apresentar apenas uma fase fotalmente liquida ou
simplesmente vapor. Quando o sistema apresenta-se num estado bifisico, considera-se que todos
os componentes quimicos gue constituem a mistura liquido-vapor estdo presentes em ambas as

fases.
Dada a temperatura 7 e a pressio P do sistema e a fragdo molar global de cada

componente quimico, o problema do equilibtio de fases que pretende-se estudar pode ser dividido
em dois subproblemas: O problema do teste de estabilidade e o problema do equilibrio liquido-
vapor propriamente dito. A solugdo do primeiro consiste em especificar o nimero de fases
presentes no estado de equilibrio. Nos casos onde o sistema exibe uma unica fase ¢ desejavel que
a solugio do problema do teste de estabilidade indique se o tipo de fase presente ¢ liquido ou
vapor. A solugio do segundo problema consiste em encontrar a quantidade de cada componente
em cada fase, ¢ a quantidade de cada fase na mistura. Essas quantidades serdo representadas por
dois grupos de variaveis:

(i) a fragio molar de cada componente na fase vapor, representada por X, j=1.-.r ea
fragio molar da fase vapor na mistura, representada por V.

(ii) a fragio molar de cada componente na fase liquida, representada por X\7; i=1....r, e a
fragio molar da fase liquida na mistura representada por L.
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7.2 O Problema do Equilibrio Liquide-Vapor

Esta segio trata da formulagio matematica do problema do equilibrio liquido-vapor
propriamente dito. A formulagdo aqui apresentada ¢ nova e, ao contrario da formulagdo de
Trangenstein [58] e [59], envolve as variaveis intensivas. O modelo obtido € descrito como um
problema de otimizagdo de uma fung¢do altamente ndo-linear, a energia livre de Gibbs molar, com

restrigdes lineares na forma de uma “caixa em R””. A escolha das varidveis intensivas, como sera
visto, fornece uma maneira natural de se expressar a energia livre de Gibbs molar da mistura
liquido-vapor como fungio de apenas r varidveis independentes, todas pertencentes a uma mesma
fase. Assim, na presente formulagdo o nimero de varidveis do problema € igual ao numero de
componentes quimicos presentes no estado de equilibrio do sistema liquido-vapor, o que de
acordo com a regra das fases de Gibbs, veja Segiio 5.4, é exatamente 0 menor numero de
variaveis independentes que podem ser usadas para descrever um equilibrio do tipo bifasico. Os
demais parimetros intensivos, incluindo-se os da outra fase, s#io tratados como variaveis
dependentes, ¢ sdo calculados utilizando-se restrigdes lineares de igualdade. Esta escolha de
varidveis conduz a um problema totalmente escalado, onde todas as vanaveis mantém-se entre
zero e um. Este aspecto ¢ importante principalmente em situa¢Ses proximas aos pontos de bolha
ou de orvalho. Nessas regides, a energia livie de Gibbs escrita em termos das suas variaveis
extensivas, um total de 2r variaveis, referentes aos numeros de moles dos componentes em ambas
as fases, possui uma maftriz Hessiana gue encontra-se em duas escalas diferentes, veja
Trangenstein [59]. A escala maior refere-se a fase dominante e a escala menor refere-se & fase que
comega a surgir ou esta prestes a desaparecer. Este fato pode afetar os métodos de otimizagio
que utilizam diregBes de descida geradas a partir de informag3es relacionadas com as derivadas
segundas, tais como o método de Newton ou tipo-Newton.

Como antes, neste capitulo N}” e Nf"’); i=1---r, denotam os nmumeros de moles do

F
componente 7 nas fases liquido e vapor, respectivamente. Assim, N =3 N ¢ o numero total

i=1

de moles da fase liquida, e N = ZN,.(") o nimero total de moles da fase vapor. Para todo
i=l1

N N
i=1s,r as varidveis definidas por X" =7V—f(,—) e X" :W s80 as fragdes molares do

componente i na fase liquido e vapor, respectivamente. Além disso, tem-se que N, = N + N7

representa o mimero de moles do componente 7 na mistura; e N = NP+ N® = DN, éo
=1

i

. . N .
numero total de moles da mistura Para todo i=1,--r, Z = i representa a fracdo molar

global (ou composigio global) do componente ¢/ na mstura. Daqui em diante,

N® N® . < .
L= N e V= serdo, respectivamente, as fragdes molares das fases liquido e vapor na
mistura.

Pode-se demonstrar facilmente a partir das definigfes acima que,

in” =1 ¢A)

i=]
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r

> x0 <)

=]
sz:l
=]
L+l =1
0< L <]

0<¥V <1
eparatodo i = 1,--+,r,

Z =XDL+ X
0 XM <1
0< XM«
0<Z <1

(7.2)

(7.3)
(7.4)
(7.5)
(7.6)
(7.7
(7.8)

(7.9)

(7.10)

Para fixar idéias considere um caso tipico onde o calculo do equilibrio liquido-vapor se faz
necessario. Esse caso € descrito na Figura 7.1 e deve ser encarado como um “caso modelo”para o
estudo e compreensio do problema equilibrio liquido-vapor. Qualquer outra situag3o fisica
envolvendo esse tipo de equilibrio pode ser idealizada, sem perda de generalidade, como sendo o
caso modelo da Figura 7.1. Esta figura apresenta um sistema fechado, o qual é composto de dois
subsistemas representados pelas fases liquido e vapor. Cada subsistema (fase) € constituido de r

componentes quimicos sendo TV, P e T¢ P®) g temperatura e a pressio das fases liquido ¢

vapor, respectivamente. Considere que os subsistemas estdo separados por uma parede interna a
qual é restritiva com relagio ao nimero de moles de cada componente. Suponha também que a
parede interna ndo € adiabatica (ou seja, ndo restringe o fluxa de calor) e além disso pode-se
mover livtemente. Em vista disso, considere que os subsistemas ji atingiram tanto o equilibrio

térmico como também o equilibrio mecénico. Isso significa que:

TD=qM=r
<
PO =pM=p
7 PO XD X T PO X e X
Liquido Vapor

Figura 7.1 Situagdo modelo para o estudo do equilibrio liquido-vapor.

Dessa forma, quando alguma restrigio interna remanescente for relaxada o sistema
procuraré outro estado de equilibrio alternando possivelmente os valores dos parimetros

intensivos X' ¢ X, i=1,---,r . Dadas as composi¢es globais Z,,-+,Z,, e lembrando-se que
a temperatura T e a pressdo P de cada subsistema permanecem inaiteradas durante o processo
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considerado, objetiva-se determinar os novos valores dos pardmetros intensivos no novo estado
de equilibrio.

De acordo com o principio da minima energia livre de Gibbs, veja a Subsecio 4.8 4, para
que o objetivo proposto acima seja alcangado deve-se minimizar a energia livre de Gibbs do
sistema composto, a qual, como estabelecido na relagio (4.74), tem a forma

G=G"+G» (7.11)

onde, G e G sdo, respectivamente, as energias livres de Gibbs das fases liquido e vapor.
Substituindo-se a relagdo de Euler, equagio (4.28), na equagdo (4.71) pode-se escrever,

G¥ —ZN(” @ (1.12)
i=]

G =Y N u® (7.13)

i=1

onde para cada i =17 os potenciais quimicos " e u”, das respectivas fases liquido e

vapor, sio fungdes ndo-lineares que de acordo com a relagdo (5.5) podem, para T e P constantes,
serem escritas na forma
H oyd
) = XX e X (7.14-a)

#lv) = i V)(X(v) X(") va)) (7.14-b)

Essas fungdes, como descrito nas relagdes (6.38) e (6.35), podem ser escritas em termos
da fugacidade de cada componente, em cada fase, como:

ul = RT[In . In( X _p)] +&(T) (7.15-a)

= R;{;,, P m(va)p)]mw(r) (7.15-b)

onde f e £, i=1:--,r, podem (como mostrado nas Segdes 6.4 € 6.5) ser obtidas a partir

de uma equacio de estado como a de Peng-Robinson, [38], por exemplo.
Devido as equagdes {7.12) e (7.13) pode-se reescrever a equagio (7.11) como

G=Y NP U)+ZN("’ & (7.16)

i=1

Visto que o sistema em questdo ¢ fechado, segue-se que o nimero de moles total da
mistura liquido-vapor, N, permanece constante durante todos os possiveis processos de
transferéncia de massa entre as fases. Assim, os valores dos parametros intensivos no novo estado
de equilibrio podem ser obtidos minimizando-se a fungio energia livre de Gibbs molar, dada pela

equagao

=y

a qual, devido a equagdo (7.16), pode ser escrita na forma
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r N(f) N(!’) ) r N,(V} NW )

g= —TH v K,
.'iN”} N ;-=]N” N
ou simplesmente
g= ZL X0y +Z vV XOut (7.17)
i=1 =]
Das equagdes (7.1) e {7.2) segue-se que:
r=1
XD =1-3 x0 (7.18)
=]
€
—1
XM=1-3> X (7.19)

i=]
Substituindo-se as equagdes (7.18) e (7.19) na equagdo (7.17) obtem-se,
g= ZL X(f)(p(f) (s’))_,_Lp(f) + ZV X{v)(p(v) v))+Vﬂ(v} (7.20)
i=1 i=1

onde, para todo 7 = 1,--- 7, tem-se agora que:

p = g x X 9) (7.21)
€
TN 0 SUREN st (7.22)
Escrevendo-se as equagdes (7.4) e (7.7) nas formas,
V=1-1 (7.23)
€
VX = Z, - LX) i =1, r (7.24)

e substrtuindo-se a equagéo (7.23) no ultimo termo do lado direito da equagéio (7.20) e a equagdo
(7.24) nos (r —1) penuitimos termos do lado direito dessa mesma equagdo, obtém-se a expressdo

r-1
g= ZL X“){(p(” V}) (p(f) "’)]+L(p(” V))+ZZ‘“(V) [IFZ‘ZJ"”M (7.25)
i=1

Por outro lado, da equagdo (7.3) segue-se que

r=1
-7 =12 (7.26)

3
=1

substituindo-se a equagdo {7.26) na expressdo (7.25) chega-se a forma desejada para a energia
livre de Gibbs molar,

£= ZLX‘”[(;:‘” )= - ] L - "))+Zz#(‘” (727)

onde, pela equagio (7.21) 4 tem a forma u') = (X, XD, i=1,,7. Quanto a

forma funcional dos potenciais quimicos da fase vapor, u", observa-se, devido a relagdo
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XO1-1y=7Z-L X" (7.28)

a qual ¢ facilmente obtida das equagdes (7.23) e (7.24), que a expressio (7.22) pode ser escrita
em fungio das variaveis da fase liquida, como segue:

p = g x L x Ly (7.29)

r—1»
Assim, na equacio (7.27) a fungdo g é tal que
8= gUx{" ., X0

r=1z

L) (7.30)

Note que o segundo termo da equacdo (7.15) mostra que num estado de equilibrio Hiquido-vapor
as fraghes molares Xf” e Xf("), i = 1,---,r, nunca podem se anular. Esse fato ¢ na realidade a

expressdo matematica de uma das hipdteses basicas apresentadas na Segdo 7.1. A qual estabelece
que, se o sistema encontra-se num estado bifasico, entdo todos os componentes quimicos da
mistura liquido-vapor estdo presentes em ambas as fases. Em virtude disso e devido s restrigfes

(7.1) ¢ {(7.2) segue-se que X,.”) e X i=1---r nunca podem assumir o valor unitario. Assim,
as relacdes (7.8) e (7.9) tornam-se simplesmente

0<Xx¥ <1 (7.31)

0< XM <1 (7.32)

para todo 7 = 1,.-- 7. Além disso, € claro que num estado bifasico as relagdes (7.5) e (7.6) sdo
também desigualdades estritas, ou seja,

0<L<l . (7.33)
e
0<V <1 (7.34)
Z-LX"
e, conseqiientemente a equagio (7.28) pode ser escrita na forma X,(") = —# a qual

expressa X' como fungdo de X e L.

Portanto, a formulagdo matematica para o problema do equilibrio liquido-vapor,
desenvolvida neste trabalho, pode agora ser resumida no seguinte problema de otimizagio ndo-
linear:

Dados 7, Pe Z,,i=1,-,r
Encontrar X" .-, XV, L a fim de minimizar

> I S

r—1 r
gD o, X0 Ly = 3L XOu? )= (= ) LG - )+ 3 Zp”
i=1 i=1

sujeita a

0<L<«l
€

0< XV <lii=1ur-1
onde,

! l { { : ! {
w! = uP X0 X0) e " = A X0 1)

Quadro 7.1 O problema do equilibrio liquido-vapor.
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Este problema de minimizacdo deve ser resolvido por um método iterative de maneira que
a cada passo de iteragio as varidveis dependentes ¥, X e X*).i=1,.-r, sio calculadas
atraves das seguintes restrigfes de igualdade:

V=1-L (7.35)
X0 = 1—§X}” - (7.36)

. i=1
xo bt 1]; X7 (7.37)

O problema do Quadre 7.1, o qual sera denotado por (EL), representa o problema do
equilibrio Hquido-vapor escrito em termos das variaveis intensivas da fase liquida. De uma forma
semelhante pode-se obter um outro problema de minimizagio inteiramente analogo ao problema
(EL), 0 qual sera denotado por (EV), que representa o problema do equilibrio liquido-vapor
escrito em termos das varidveis intensivas da fase vapor.

7.3 A equacéio de Gibbs-Duhem

Nesta segdo serd desenvolvida uma equagho valida tanto para a fase liquida como para a
fase vapor e deduzida da relagio de Gibbs-Duhem (equagio (4.31)). Tal equagio é de
fundamental importéncia no presente estudo, e sera utilizada nas proximas segoes.

Considere um sistema composto bifésico, liquido-vapor, fechado e formado de r
componentes quimicos, cujas fases encontram-se na mesma temperatura e pressdo. Se um
processo de transferéncia de massa ocorre entre as fases, de modo que a temperatura e a pressdo
de ambas as fases se mantém inalteradas, entdio no estado de equilibrio tem-se que;

"

ZXU) (9)((‘) =0 j=lser-1 (7.38-a)
i=1
e
r ()
Zx_(“)‘?’”_f =0, j=1:r-1 (7.38-b)
i ()
i=1 O’IYJ .

A equagfio (7.38) sera chamada de equagdo de Gibbs-Duhem (nas variaveis intensivas).
Para deduzi-la, note que para processos realizados a 7 e a P constantes, a relagio de Gibbs-
Duhem (equagdo (4.31)), aplicada a fase liquida, por exemplo, torna-se simplesmente

ZN(”dy(” =0 (7.39)

=1

pois nesse caso dT = dP = 0. Dividindo-se a equagio (7.39) por N> =" N(" obtém-se que
=1

Z XOdu® = (7.40)
i=1

Por outro lado, diferenciando-se 4 = g (X -, X)) tem-se,
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r~1 ('; 0 .
dul =¥ L ax!h 741
L oy X (7.41)

Substituindo-se a equagdo (7.41) na relagio (7.40) chega-se a equagio,

r—1 r
-y Ol 0y _
Z(Z‘k (1)}1"( (7.42)
F=1\i=1

Como as (» — 1) fragdes molares X" ... X ) s#o variaveis independentes, entdo as (r — 1)
formas diferencidveis associadas, dX”, sdo linearmente independentes. Portanto, da equagdo
(7.42) segue-se que

7.4 O Gradiente da Energia Livre de Gibbs Molar

O resultado seguinte mostra como a equagdo de Gibbs-Duhem pode ser empregada para
se calcular facilmente o gradiente da energia livre de Gibbs molar.

Se g = g(X",.... X" L) éa fungdo do Quadro 7.1 entéo

d‘fi) =Ly, ~y,% j= Lo (7.43)
e
% = ;x}”% ' (7.44)
onde,
v, =4 - j=1er (7.45)

Para demonstrar esse resultado primeiro note que, devido a equaglo (7.45), a fungio g
pode ser escrita na forma

r—1 r .
g= ZL X.'U)(Wr' - l?{/r)-i- LWr + ZZL’JJ:U (746)

i=1 i=1

Em seguida, derivando-se y; com relagéo a [ tem-se

dy, P
a a a
a qual pode ser escrita como
(v}
%:——‘9‘; N (747)

pois 5" = gP(XP -, X)) ndo depende de L. Assim, pela regra da cadeia obtém-se que,
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L i & (7.48)
a  a =av a |

Por outro lado, da relagdo

xm - I 2
! 14 1-L
obtém-se facilmente que
éax(ﬂ
) 0
=X - xf7) (7.49)
Substituindo-se a equagdo (7.49) na equagdo (7.48) chega-se a relagdo
O, _ 15" vy
a0 ZéX("J (X7 -X}") (7.50)

Além disso, para j € {1,2,---,7— 1}, pela regra da cadeia tem-se,

(Z, ALX(.”]
I A
aut” g KD ) au é’X‘} v) 5p(») L vV 751
O'XU) XM a0 gt &’(} ah '
; k=1t p i J J J J
ou seja,
" Law” =1 1 7.52
a0 e Tl ed T 752
Por outro lado, para j € {1,2,--+,r - 1} tem-se também,
v, |
5= 2@~ Sl
2SR U ¢
a qual, devido a equagio (7.52), torna-se,
{h (v}
WI‘ é‘p +£@£ . l'«-_——l’.,.’r ej:l,--o,r—l (7‘53)

" &O Yy

Agora, derivando-se a equagdo (7.46) com relagdo a varidvel L, obtém-se com o emprego
das equagdes (7.36) e (7.47), e apds alguns calculos elementares, que

B _< v, X7 _ 7y O\EY.
7 fo v, ;(z,- LX) =

Substituindo-se a equagio (7.24) na tltima equagéo tem-se

Q: ZX,(”W,. V ZX(") ad {7.54)
d’ i=1 i=l
Substituindo-se a equaco (7.50) na equagdo (7.54) obtém-se que,

E_3 x4 z[zw ‘5"“;))( o x0) (7.55)
i=1

J=1\a=1
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Finalmente, substituindo-se a equagdo de Gibbs-Duhem (relagdo (7.36-a)) na equagio (7.55),
mostra-se que a derivada de g com relagfio a L € dada pela expressio

E_5 v
E EXE v,
Para se calcular % , para um dado ;e {1,2,---,r—1}, primeiro escreve-se a equagio
(7.46) na forma J
g= SL X, -y )+ LX(y,-v,)+ Ly, +iZ,yf"} (7.56)
i=1 i=1
e

Derivando-se a equagio (7.56) com relagdo a variavel X }I} obtém-se:

(1)

24 noW, ~y,)
@((1} ZI:LX(}W‘*L(% Wr)+LO-X(r) +ZZ d,((;) (7.57)

i#f

Da equacgio (7.53) segue-se que, paratodo j=1:--,r—1,

v, -v) " P Lok Lo
&0 &0 x T &O Y x®

¢ também
0’)'!/ ﬁﬂ“) I 5#0'}
. +
&'}I} ax'}x’) dv(}\.)

Além disso, segue-se da equagdo (7.52) que

ﬁy(") (\-')
z __z (v)

5X(1)

Substituindo-se as trés Gltimas equagdes na expressdo (7.57) obtém-se, apds alguns célculos, que
paratodo j=1,.-r—1,

AT~ B I ")

J

Finalmente, em vista das equacOes de Gibbs-Duhem (relagdes (7.38-a) e(7.38-b)) a equagido
acima torna-se simplesmente

Z4
GF,XU}

J

Ly, ~y.) j=Loyr

o que conclui a demonstragio do resuitado enunciado nesta segéo.

143



7.5 A Hessiana da Energia Livre de Gibbs Molar

Como G ¢ uma fungdo duas vezes continuamente diferenciavel, entdo a Hessiana da

energia livre de Gibbs molar, g= NE ¢ uma matnz simétrica . Além disso, para todo
I,j=1-,r—1 tem-se que

g _ Fg _ 5p(’) ) L (?,u(") é’p(")
A O ™ arhagr® ™ &0 0"_X(.’) +V %) éX(_p) (7.58)
i J i i J 7 j

F

r {v)
LBy -y iv% @‘yWJﬂﬂ (7.59)

dX(”d é‘Lde 2 S e\,
<
é.zg 1 r r-l C?)u(v)
- A ANXD - x) = (7.60)
yLLEE ¥ J)JP

Para demonstrar a equagio (7.58) considere a derivada da equagéo (7.43) com relagio a
‘X:“): ’ = 1:'."’ - ] »

Fg  Fg _é‘[L(_ N
ZOHD  KOKD KD vi—v,

a qual pode ser escrita na forma

Pg__ 0Wi—v) a6
7.8 )é’X 0 é’X( )
pois EX% =0, j=1,---r—1. Substituindo-se a equagio (7. 53) na equagio (7.61) obtém-se,

0 () ( ™)
Pz (a0 api}tg{aph i
@rr_( )éX_,E ) (,?XJ( Yo e V @(j G'vXJ( )

o0 que demontra a equagio (7.58). Para demonstrar a relagdo (7.59) primeiro deriva-se a equagéo
(7.43) com relagéo & variavel L obtendo-se,

AN (7.62)

Em seguida, substituindo-se a equagio (7.50) na equagdo (7.62) chega-se a relagdo pretendida,
ou seja,
J'g Vv e
d,dx.(” = (W! - Wr) VZ: éX(‘, ﬂ(v} (X Xj )
i

Finalmente, para demonstrar a relagdo (7.60) deriva-se a equagdo (7.44) com relagio a variavel L
obtendo-se

@-‘ ) ﬁ[i Xi"(!)v/") - iX.‘“}% (763)



e substituindo-se a equag#o (7.50) na relagdo (7.63) chega-se & expressdo

maut”
ZZX”}( (” .Jf ))(*/:jx(x)
i

!Ijl

o que demonstra a equagdo (7.60).
Para finalizar o calculo da matriz g, necessita-se ainda calcular cada derivada parcial

a”  au”
O X
I 1
estado. No Apéndice A obtém-se expressdes para essas derivadas, usando-se para isso as

equagbes de Peng-Robinson e de Soave-Redich-Kwong.

i=1,.,rej=1,.,r—1 Isto pode ser feito utilizando-se uma equacido de

7.6 O Teste da Estabilidade

Na presente se¢do objetiva-se estudar aspectos relacionados com a estabilidade
termodindmica de sistemnas constituidos de varios componentes quimicos. Para isso, considera-se
que tais sistemas no maximo encontram-se num estado bifasico, liquido-vapor. Supde-se também
que os processos realizados sobre esses sistemas sio feitos mantendo-se a temperatura e a
pressdo constante.

Considere uma mistura que se encontra & temperatura 7, pressio P ¢ possui r
componentes quimicos representados pelos seus nimeros de moles N,,---,N, . Afim de se estudar

a estabilidade dessa mistura com relacio ao numero de fases presentes no estado de equilibnie,
suponha que tal mistura encontra-se numa fase simples, vapor por exemplo. Neste caso, pode-se
escrever a energia livre de Gibbs do sistema como
G, = G“’)( N N(v)) Z NOo)
¥ !
i=]
onde NV = N,; i=1,--,r. O potencial quimico de cada componente na fase simples vapor ¢

&

uma fungdo homogénea de grau zero e portanto pode ser escrito na forma,

lu: = = H; v)(N(v} sN£V)) = Jul(vj(zls"'szr)
»)

S
1)

=]
o procedimento de Michelsen [30], suponha que na presenca de uma pequena perturbagio a
mistura dividiu-se em duas fases, liquido e vapor, com nimeros de moles

N gD e 0. i=1:--,r, respectivamente, onde o nimero de moles de cada componente 7

onde Z, = ¢ a composigio global do componente i (i = 1,---,7) na mistura, Seguindo-se

na nova fase liquido, ¢'”, ¢ uma quantidade infinitesimal, cujos valores caracterizam a ordem de

grandeza da pequena perturbat;ﬁo, Para fixar idéias, imagine que no nove estado de equilibrio a
mistura encontra-se no interior de um cilindro 1solado onde as fases estdo separadas uma da outra
por uma parede impermeavel ao fluxo de matéria, veja a Figura 7.2 abaixo.
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F

T,P.N;~&l o N, - T.P&l . ¢

Figura 7.2 O sistema apos uma pequena perturbaco.

o __ NP-g? m_ & . ,
Se X}V =— e X;' =——— representam as fragbes molares do componente i

!

I I

(N -6?) 2.8
=1 =1

(7 = 1,---,r) nas fases vapor e liquido, respectivamente, entdo a energia livre de Gibbs do sistema

no novo estado de equilibrio, representado na Figura 7.2, é:

G = GNP =60 N = £0) 4 GO sf",-,6) (7.63-2)

com

GON) - & e NP — ) = Zr:(N,.“” OWOXD -, X0) (1.63b)

i=}

GU)(SY), . {r.’)) zg(l} (f)( (f),...’XE”) (7.63¢)

onde considera-se que cada componente esta presente em ambas as fases, isto &,
0<XV<le0<X? <1 paratodo i=1,,r

Suponha agora que o sistema origina! é estavel com relagiio & pequena perturbagio. Neste
caso, ao ser removida a restrigio imposta pela parede interna da Figura 7.2, o sistema voltara para
o seu estado inicial, E neste estado tera energia livre de Gibbs igual a

Gy =G, = G(V)(N(V) ’NSV)) = ZNI'(v)ﬂ;(VJ (Z,.++,Z,) (7.64)
1=1
Seja
AG =G, -G,

a diferenga entre a energia livre de Gibbs do sistema nos ultimos estados de equilibrio. De acordo
com o principio da minima energia livre de Gibbs, o fato do sistema retornar ao estado simples
(vapor) significa que neste estado de equilibrio o sistema possui energia livre de Gibbs menor (ou
igual) que no estado bifasico. Neste caso, a condigio de estabilidade termodinamica € descrita

matematicamente pela relagio:
AG=G, -Gy 20 (7.65)
onde,
AG = G‘”’(Nf‘ =& N - D)+ G“’(sﬁ”,---,sﬁ”)— GNP} (7.66)

Uma expressdo em série de Taylor, desprezando os termos de ordem maior ou igual a dois,
mostra que
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G(")(Nl(") g NG - rf)) - G("}(Nf"’,---,Nr(“’)~ isf”ﬂfﬂles“':zr) (7.67)

N’
Substituindo-se a equagdo (7.67) na relagdo (7.66) obtém-se

onde na equag#io (7.67) usou-se o fato que x = equagio (4.80), paratodo i=1,---r

AG = GOel? 6P - 3 ePu (2,0, 2,) (7.68)
=1
Substituindo-se a equagdo (7.63-c) na equagdo (7.68) tem-se que

AG = Z g(r)[ ﬂ(x) X0 Xr(”)_ HZ, e, Zr)] (7.69)

r

Se £ =3 ¢" representa o numero de moles da fase liquido entdo £ = ePX©; i=1,...r.
i=1

Conseqiientemente a equagio (7.69) pode ser escrita na forma

AG = &,(z')zX(f)[ﬂ(!') X“’ Xﬁ”)—pf")(Zl,---,Z,)] (7.70)

Como £ > 0, entdo segue-se da equagdo (7.70) que o critério de estabilidade AG > 0 ocorre se,
e somente se,

d= ZX{I)[ﬂa) X(f) Xr(!))#pi(v)(zl’...,zrjlz 0 (7.71)

Mais precisamente, se d = d(Xl(” ,--',X‘E“) > ( para todo (X DX (”) na regiio factivel,

0< XI.”) <1, i=1---,r

3 €

i)(f(!):l

L i=1

entdo a mistura com composi¢des globais Z,,.--,Z, ¢ estavel e deve permanecer num estado
homogéneo, caso contrario a mistura € considerada instavel e deve se dividir em duas fases,

fiquido e vapor.
Seja N o namero de moles total do sistema original e G a sua energia livre de Gibbs.

Geometricamente, d(X{”,---,Xf”)z 0, para todo 0< X <1 e > X =1, significa que a
=1

. - ) G ; :
superficie da energia livre de Gibbs molar, g = "k estd sempre acima do seu plano tangente que

passa pelo ponto (Z£,g(Z)), onde Z € o vetor de coordenadas Z,,-+-,Z,, veja a Figura 7.3-a. Se a
mistura ¢ instavel, entio parte da superficie de g esta sob o plano tangente, veja a Figura 7.3-b .
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Figura 7.3 Exemplo de duas misturas em diferentes condiges de estabilidade.

Devido aos aspectos geométricos apresentados acima, a relagio de estabilidade (7.71) é
conhecida como o critério do plano tangente. O leitor interessado pode consultar o trabalho de
Baker, Pierce e Luks [2] para uma generalizagio desse resultado para misturas que podem
apresentar trés ou mais fases.

Michelsen, [30], ¢ Trangenstein, [58] ¢ [59], utilizam a relagdo (7.71) para desenvolverem
testes de estabilidade. No presente trabalho esta relagdio sera modificada. Substituindo-se a

equagio X, =1-" X" na fungéio d = d(Xl(”,---,X,(”) tem-se,

i=]

d(X](l) . E)]) ZXU)[(J”M gy - @™ - ﬂ;w)]— (u _ﬂ(rz)) (1.72)

A partir dessa fungio pode-se estabelecer o seguinte problema de otimizagio para o teste
de estabilidade.

Dado P, Te Z; i=1,--,r
Encontrar X,.“); i=1-r-1afimde
minimizar d( XU) X”’) X“’[( #(v) (f) - ( pm f))] ( #(v) #m )

sujeita a
0< XD <y i=1mm,r-1
onde,
4O = pm( X . Xﬁ’;)

au!('v} = #EF)(Z] 5" '9Zr)

Quadro 7.2 O problema do teste de estabilidade escrito em fung¢do das variaveis da fase liquido.

Este problema de minimizag3o deve ser resolvido por um método iterativo de maneira que
a cada passo de iteragio a variavel dependente X'” ¢ calculada através da relagdo de restrigio
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X =1-3 X" O problema do Quadro 7.2, o qual seré denotado por (SL), representa o
i=1

problema do equilibrio liquido-vapor escrito em termos das varidveis intensivas da fase liquida.

De forma semelhante pode-se obter um outro problema de minimizag@o inteiramente analogo ao

problema (SL), o qual serd denotado por (SV), que representa o teste de estabilidade escrito em

termos das variaveis da fase vapor.

Assim, se no minimizador (global) do problema do teste de estabilidade a fungdo o satisfaz
arelagio d = O entdio, a mistura € estavel e apresenta uma Unica fase. Caso contrario, a mistura é
considerada instavel, e neste caso o sistema encontra-se no estado bifasico liquido-vapor.

O teste de estabillidade desenvolvido na presente se¢3o encontra-se numa forma
apropriada para o emprego das equagdes de Gibbs-Duhem. De fato, derivando-se a fungio

d= d(X T ¢ ,(9,), definida pela equagio (7.72), com relaglio a X, obtém-se facilmente que
paratodo j=1-,r—-1,

v V a T
= =)~ - )+ 3 X 0{;«) (7.73)
7 i=1

Substituindo-se a equagio de Gibbs-Duhen (equagdo (7.38-a)) na equagdo (7.73) tem-se que os
componentes do vetor gradiente da fungdo d podem ser obtidos, para todo j=1,---,7—1, pela
relagdo;

é,x(,) = [P XD = B 2] XD o X B = 2, 2)| (178)

Como conseqiiéncia, a matriz Hessiana da fungdo d ¢ obtida da relagio

B A
KX, KX, &KO KO

ij=1ler—1 (7.75)
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CAPITULO VIl

O Método Numérico

8.1 Aspectos Gerais

No presente capitulo sera apresentado o método numérico empregado na resolugio dos
problemas de minimizagio desenvolvidos no Capituto VII. Tais problemas possuem uma estrutura
comum, a saber,

Minimizar F(x)

comx eC

Quadro 8.1

onde, 0 conjunto C ¢ uma caixa aberta em R” definida como
C={xeR", 0<x, <], Vi=1,,n}

e F é uma fungio nio-linear suficientemente diferenciavel em C.

A estrutura deste problema de minimizagdo com restrigdes lineares na forma de
desigualdades permite transforma-lo em um problema de minimizagiio sem restrigSes. Isto é
possivel empregando-se a seguinte mudanga de varidveis:

ré‘,:ln[l—l]; i=1leen (8.1)
X;
ou equivalentemente
1
x =| ———|; ¥=1.-n 82
’ [eXP(é)H] ®.2)

Assim, garante-se que para todo 7 = 1,-+-,n ocorre

—x<d <+® (8.3)

e 0 probiema do Quadro 8.1 toma a forma mais simples

Minimizar F(£)

com & e R”

Quadro 8.2
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Com esta mudanga o vetor gradiente VF() e a matriz Hessiana V2F(&) da fungio F na
nova variavel & = (£,,-+,&,) sio obtidos de VF(x) e V*>F(x) pelas relagdes,

FE _ F(x)

2 — 1 —_ [ ER]
Z x’—x,) & (para todoi =1,---,n) (8.4)
FF(&) 5 F (x) F | ,
&gf = (Jc!.2 -X; (xl.2 —x}.)—?:-i- (2x, — l)jif}i) , (paratodoi=1;--,n) (8.5)
eparai#J,
FFE) _ 2 2 \OF(x) .
gz, T TR GG BT (8.6)

Feito isto, basta empregar-se um método eficiente para resolver o problema de
minimiza¢io sem restricdes apresentado no Quadro 8.2, O algoritmo usado aqui efetua, a cada
passo de iteragio, uma busca linear na diregdo de Newton. Esta diregio pode ndo ser uma
“diregdo de descida” em um dado ponto se a matriz Hessiana de F, em tal ponto, nio for positiva
definida. Neste caso emprega-se a dire¢do de Newton modificada de Gill ¢ Murray [17]. Tal

algoritmo s6 para quando encontra um ponto ¢ €R” onde as condigdes de otimalidade
VF(&)=0e V2F(&)2 0 sdo satisfeitas. Para isto, langa-se mao de uma diregdo de curvatura

negativa sempre que VF(&) = 0 e VEF(&) ndo for semidefinida positiva. Com a estratédgia da

busca linear procura-se uma convergéncia global, ou seja, independente do dado inicial. E com o
emprego da matriz Hessiana verdadeira da fungfio F' pretende-se que esta convergéncia seja
guadratica. _

Os resultados teoricos relacionados com os métodos numéricos usados no presente estudo
podem ser encontrados nas refer€ncias [17], [18] e [32]. No entanto, os aspectos matematicos
mais importantes destes métodos sdo apresentados de uma maneira resumida nas segdes
seguintes.

8.2 Aspectos Locais do Método de Newton

Nesta seclio sera apresentado o método de Newton, procurando-se caracterizar suas
propriedades a partir de um ponto de vista local. Esta abordagem ¢ importante pois fornece as
informagdes relacionadas com as Gltimas etapas do processo iterativo pretendido.

Considere que a fungio F(&) é duas vezes continuamente diferenciavel em R”. O método

de Newton para problemas de minimizagdo sem restrigbes, como o do Quadro 8.2, pode ser
deduzido considerando gue s¢ possui um ponto &, 0 qual € uma boa aproximagdo para um

minimizador local de F, de tal forma que numa vizinhanga de £, & aproximagdo
F{é +w)=F(, )+ m (@) (8.7)
¢ apropriada, onde
1
m (@) = VF(g;) @ + - o VIF (G o (8.8)

¢ o modelo quadratico local de F ao redor de £, . Em vista disto, uma outra aproximagéo &, _,,
possivelmente melhor do que &, , pode ser obtida fazendo-se
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Sra1 =S+ (8.9)

onde §; € um mmimizador de forma quadratica m, , dada pela equagdo (8.8) Se S, possui esta
propriedade entdo necessariamente tem-se que

Vm, (S,) = VF(&) + VIF(E)S, = © (8.10)

Se VF (£,) ¢é ndo singular, entfo da equag8o acima segue-se que a diregdo de Newton
S, ¢ determinada por

5, =-(V*F(&)) VFE) 8.11)

Portanto, dado £, suficientemente proximo de um minimizador £ de F, o método de

Newton gera uma seqiéncia {£,} a qual procura aproximar-se de & através da seguinte
iteragdo,

Ckal = Gk ~ (VZF (S ))_] VF(), (paratodok >0) (8.12)

Dentre os aspectos mais importantes do comportamento local do método de Newton
encontra-se o seguinte resultado:

Se a aplicacdo VF é continuamente diferencidvel num aberto D c R", e se VF(E) =0
para algum & €D tal que V*F(E') é ndo singular, entio existe um aberto B de R" tal que,
para todo &, € B a segiiéncia do método de Newton gerada pela equacdo (8.12) estd bem
definida, mantém-se em B, e converge para £ .

Apesar da impoprténcia do resultade acima, ele ndo informa de que maneira a seqiiéncia

{£,} aproxima-se de &, se de forma lenta ou rapida. Na pratica, um algoritmo razoavel deve
gerar uma seqiiéncia de iteragdes {£,} que possua no minimo convergéncia linear, no sentido que

|- &|<ale -] k=0 (8.13)

?

para alguma constante a € (0,1).

Se a é um nimero pequeno entdo (8.13) informa que o método € adequado. Mas se a €
muito proximo da unidade entdo uma boa velocidade de convergéncia niio pode ser esperada.

No método de Newton € possivel estabelecer uma relagio muito mais forte do que (8.13).

Considere o seguinte conceito: uma seqiiéncia {£,} converge quadraticamente para & se

<Al - €], k=20 (8.14)

Ilékﬂ o 5‘

para algum § > 0.
Da equacgio (8.14) segue-se que

(erro relativo},,; < constante x [(erro relativo), ]2 (8.15)

De fato, basta dividir (8.14) por "5'" (supondo — se que £* # 0) para se obter
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A equagdo (8.15) acima, informa que numa convergéncia quadratica o nimero de digitos
significativos dobra a cada iteragéo.

Uma seqiiéncia {&,} converge superlinearmente para & se

k=20 (8.16)

>

[era -l Ble ¢

para alguma sequéncia {f,} que converge para zero. A convergéncia superlinear deve ser
entendida como um meio termo entre a convergéncia linear e a convergéncia quadratica,

O resultado abaixo estabelece que o método de Newton no minimo converge
superlinearmente, ocorrendo convergéncia quadritica se a derivada da aplicagio VF for
localmente Lipschitziana;

Se a aplicagio VF satisfaz as hipoteses do resuitado anterior, entdo a seqiiéncia {£,}
produzida pelo método de Newton converge superlinearmente para &£ . Além disso, se para
algum y >0 e paratodo &, €B

[V2FE) - VPFE) <7l - &

entdo a seqiiéncia converge quadraticamente para £,

8.3 A Estratégia da Busca Linear

Estabeleceu-se na se¢do anterior que o metodo de Newton € localmente convergente no
sentido que existe uma vizinhanga B(&") de ¢ tal que dado &, € B(£"), entio

& eB()paratodok >0 e kh’m & =&,
3w

No entanto, esta vizinthanga pode possuir um raio de atragio muito pequeno, e para
muitos problemas praticos, onde nio se tem &, suficientemente proximo de £*, essa exigéncia
local pode se tornar um sério impasse. Por essa razdo existem técnicas as quais modificam o
método de Newton, procurando fornecer & seqii€ncta {£.} uma possivel convergéncia global.
Esta segio trata da estratégia da busca linear, a abordagem usada no presente trabalho para a
pretendida convergéncia global.

Uma direciio d e R” € uma dire¢do de descida para a fungio F num ponto & eR” s¢
existe A > 0 com

F(¢+Ad) < F(&). paratodo A €(0,4) (8.17)

Pode-se mostrar que, se d € R” é tal que

VF(EY d <0 (8.18)
entio d € R” satisfaz (8.17), para algum A >0, e portanto é uma dire¢io de descida para F no
ponto £

Se a matriz simétrica V2F(&) ¢ positiva definida, entdo a diregio de Newton
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§ = ~(VIF()'VF(¢) (8.19)

é claramente uma diregio de descida para F em &. De fato, neste caso (V2F(&))™! é também
positiva definida e conseqiientemente

VE(EY'S = [VF(&) (VAF(&) 'VF(£)] < 0 (8.20)

Uma primeira sugestio de um algoritmo para resolver o problema do Quadro 8.2 usando a
diregdo de Newton € o seguinte,

Algoritmo 1:
Dado &, € R" e supondo-se que para todo &, a matriz Hessiana V2F(&,) é simétrica
positiva definida:
Passo 1. Resolva
VIF(§)S, = -VF(5) (8.21)
para obter §, .

Passo 2. Faga d, = S, e determine A, > O tal que
F(§ + Ay ) < F(Sy) (8.22)

Passo 3. Calcule
Sra =6 tAd,.

O Passo 2 é conhecido como “busca linear”. O caculo de A, na busca linear, em geral,

néio deve ser determinado simplesmente exigindo-se um decréscimo qualquer da fungio F na
dire¢do d,, visto que isso pode acarretar em pequenos decréscimos da fungio. Para evitar-se

passos com pouco decréscimo costuma-se exigir muito mais do que simplesmente a condigio
(8.22). Pede-se que F satisfaga, para todo & > 0,

F(&, + A, d ) < F(&,) +ad, VF(§, )4, (8.23)

[VF(E, + 2,4, ) di < fVE&) d (8.24)

onde a €(0,1/2) e 7 € (a.1).

A relagio (8.23), conhecida como a condi¢dio de Armijo, exige que o decréscimo da
funcdo F na diregdo 4, seja em certo sentido proporcional ao tamanho do passo. Impedindo,
desta forma, passos grandes com pouco decréscimo. No entanto, a condigio de Armijo permite
escolhas arbitrariamente pequenas para ¢ passo A, logo ela sozinha ndo ¢ suficiente para

garantir a convergéncia. Assim, o emprego da condiglio (8.24) ¢ importante visto gue esta relagio
evita que A, se aproxime muito rapidamente de zero. O resultado abaixo acrescenta mais uma

das propriedades tedricas que procura-se para ¢ algoritmo pretendido, ou seja, a convergéncia
global.

Seja F duas vezes continuamente diferencidvel sobre um conjunto aberto Dc R", e
considere que o ponto de partida &, ¢é tal que o conjunto de nivel Q= {EcR"; F(£)< F(E )}
esta contido em D e é compacto. Se a seqiiéncia {,} definida por &, ., =&, +A,d, coma
direcd@o de busca d, escolhida como sendo a direcdo de Newton S, definida pela equagio
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(8.21), com VF (£,) sendo simétrica positiva definida, e A, satisfazendo as condi¢des (8.23) e
(8.24) para fodo k 2 0, entdo lim VF({, )=0.
k4o

8.4 A Dire¢io de Newton Modificada de Gill e Murray

No Algoritmo 8.1, da Secéio 8.3, considera-se que a matriz simétrica V2F (£,) é positiva
definida, e conseqlientemente S, obtido resolvendo-se o sistema (8.21) é uma diregio de descida
para F em &, . Neste caso, a matriz Hessiana V2F(&;) = (#;) admite uma fatoracio do tipo

VIF(E) = LD L, (8.25)
onde, L, = (1;“) ¢ uma matriz triangular inferior com diagonal umtara, e D, =
= diag(dl("),»--,df,“) ¢ uma matriz diagonal tal que d® > 0 para todoi=1,---,n. Portanto,
nesta situagdo, o sistema linear (8.21) torna-se

(LkaL;: )8 =~VF(S,)

A fatoragio (8.25) ¢ feita em n etapas, onde 7 ¢é a dimensdo da matriz Hessiana V2F(&,).
Na j-ésima etapa determina-se a j-ésima coluna de I, juntamente com o elemento d}” de D, ,
como segue-se: (o indice k € omitido para simplificar a notagio)

-1
d=h -y 1d

o,

=h, -3 64, (8.26)
r=l1
. i1 o _
I =—lh —le.rl,.rdr ,i=j+l-m (8.27)
d_," r=1
Introduzindo-se o pardametro auxiliar
& =hd, (8.28)
as equagdes (8.26) ¢ (8.27) tornam-se respectivamente,
i1
d =h; - llj,cj-, (829)
e
1 = o
=\ Ay - 1,6, |, i=j+1-,n (830)
f r=1
A equacio (8.30) reescrita na forma
J-1
¢, =h - 1c i=j+1n, (831)
r=1
estabelece que paratodo i = j+1,---.n
l,=¢;/d,



Da equagdo (8.30) observa-se que, se d, for muito pequeno entdo /, sera muito grande.

No entanto, ¢ possivel mostrar-se que esses termos s¢ mantém limitados. De fato, primeiro
escreva a equagio (8.25) na forma

V(&) = (LD XD IT) (8.32)

onde a matriz diagonal D}’ ¢ definida por

DY = diag(\/d -, |/d,).

Fazendo-se
G, = LD/? (8.33)
a equacio (8.32) torna-se
ViR, = G,G] (8.34)

Observe que a fatoragio acima € possivel visto que d; > 0, para todoi = 1,---,n.
Ambas as fatoragdes, (8.25) e (8.34), sdo chamadas aqui de fatoragio de Cholesky. A
matriz G, = ( gb(")) , definida pela equagdo (8.33), € uma matriz trangular inferior dada por

g =d,;, i=1l-n (8.35)

gy = hiyd;, sei>j (8.36)

Da fatoragao (8.34) segue-se que paratodo i =1,---.n

gizl +gr'22+”.+g§1 = h;
dai obtém-se que
g <hy sei#

gg <hy.
Como V2F(&;) = (h;) € positiva defimda, entdo 4, > 0, para todo 7 = 1,---,n ¢ portanto,
g; <h? paratodo i,j=1--7. (8.37)

A relagiio (8.37) estabelece que nenhum elemento da linha i (7 =1,---,n) da matriz G,

pode exceder #'?. Como conseqiiéncia, tem-se que os elementos da matriz [, se mantém
limitados superiormente. Este fato garante a estabilidade da fatoragdo de Cholesky, equagdes
(8.25) e (8.34).

Se V2 F(£,) ndo ¢ definida positiva, entdo a diregio de Newton S, pode nio ser uma
direcio de descida de F em ¢&,,,. Além disso, ndo se pode garantir que a decomposi¢io de
Cholesky (equagdo (8.25)) exista. Mesmo que isso ocorra, ndo se pode afirmar que ela seja
numericamente estavel. De fato, se V2F(&,) for, por exemplo, indefinide, a relagdo (8.37) esta
longe de ser verdadeira visto que no minimo existira um elemento d; menor do que zero.

Com o objetivo de superar estas dificuldades, emprega-se a fatoragiio de Cholesky
modificada de Gill ¢ Murray, [17]. Basicamente, esta modificagdo procura limitar o tamanho dos

elementos da matrz G, = L, D} sempre que G, ndo € definida positiva. Fica claro, observando-
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se a equagdo (8.30), que se aigum elemento /, for muito grande, entdo ele pode ser reduzido
aumentando-se o elemento d, da matriz diagonal D, . A fatoragdo de Cholesky modificada tem a

forma
LDL = Hy = VF(E )+ E, (8.38)

onde E, ¢ uma matriz diagonal, 2 qual é zero sempre que V2F(&,) ¢ suficientemente positiva
definida, sendo H, = L.D,IT a matriz simétrica positiva definida que sers usada para aproximar
V2F(£,) na equagio (8.21).

Seja £ uma constante cujo valor sera indicado depois. Considere a situagdo na qual os
elementos d_ e I, (e consegilentemente c,,) ja foram calculados para as primeiras (f—1) colunas
com a condigfo
I d”’|,<_,8; s=1.j-L r=1l..n

reT s

Com essa hipotese, em seguida calcula-se ¢, definido por
i1
¢, =h,—> lc, (8.39)
=1

Note que a equagio (8.39) € semelhante a equagdo (8.29) e € a primeira estimativa para o
elemento d; da fatoragdo de Cholesky modificada. Depois calcula-se uma segunda estimativa

para d; definindo-se
y, = max{a, ¢ J|} (8.40)

O parmetro 5 > 0 ¢ inroduzido com o objetivo de aumentar os elementos da matriz
diagonal D, e com isso evitar a dificuldade que geralmente aparece na resolugdo do sistema linear

(8.21) quando V?F(£,) € uma matriz positiva definida porém mal condicionada. Gill ¢ Murray
sugerem a seguinte escolha

5= max{epa”VZF & ”, eps} (8.41)

onde eps € 0 menor numere da maquina, veja [18].
A seguir, valendo-se da equagio (8.31) calcula-se

-1
G = h!i‘ - Z{r’rcfr; i=j+ 15 (842)
r=i

O passo seguinte trata de manter o valor do pardmetro y ; se,

Ly < B i=jt1oen (8.43)

ou modificar, caso (8.43) ndo ocorra. Para isso define-se 6 como sendo

;i=j+1,---,n} (8.44)

g= max{lly-y j

Se ocorrer
2 2
8" < By 5 (8.45)

entio
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LR 2
1,,,7}| <@ <pv,

e logo
ri? < By i=j+1eem (8 46)

Assim, se {8.45) ocorre, entéo a condigdo de limitagdo (equagdo (8.43)) ¢ satisfeita. Neste
caso faz-se d; = y ;. Caso contrario, ou seja, se

6’ > py, (8.47)

entdio perde-se a condigio de limitagdo desejada, visto que na presenga da relagdo (8.47) existe
algum 7 € {j+1,---,n} tal que

> 5

e portanto neste caso y,; ndo é um bom candidato para fazer o papel de d;. Na realidade,

pretende-se que y ; tenha no maximo a forma
6 = fr, (8.48)
Se 7 €{j+1,--,n} tem a propriedade

I—.yJ.I =f= max{}ig-yjl; i=j+ 1,"',"}

1

entdo a equacéo (8.48) pode ser escrita como

4746 = B,

6
&JE| =p (8.49)

A equagdo (8.49) informa que, s¢ a relagio (8.47) ocorrer, entéio 92/ B* é um bom
candidato para assumir o lugar de d,. De fato, se d; = & / B entio, d}"z = 6/ f e portanto da
equacio (8.49) e da defini¢io de 7 segue-se que,

isto €,

Pl

Uﬁ:ﬁ

max{ ly.d}’ml; i=j+ 1,---,!:} =
o que satisfaz a relagio de limitagéo
@< B, i=j+1oem

Assim sendo, o procedimento para a escolha do pardmetro d; € resumido pela relagdo

d, =maly,.6*/ "} (8 50)

Apds a escolha de d ', 08 elementos /,, 1= j+1,-,n 530 calculados pela equagao
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l=c,/d, (8.51)

A diferenca desse algoritmo para a fatoragdo de Cholesky classica estid exatamente na
(possivel) alteragiio dos elementos @, (j=1,..,n) sempre que V2E(&,) nio for suficientemente

positiva definida.
| Para um dado j, o par@metro d; possui um dos trés valores
5, se & > max{g,, 6%/ )
d, =1/, selg,| > mar{ﬁ‘z/ﬁz, 5} (8.52)

0[5, et /B 2max{s, 4.}
Agora, define-se e, como
d—-¢., se Bz/ﬁ }

e, =4l¢,|-9,. se |¢J} > max{92/52 } (8.53)
(9’/;32)~¢J-, se 8/ B Zmax{ }

Note que da relagdo (8.53) segue-se que e, > 0, para todo j=1,...,n. Segue-se também
das relagBes (8.52) e (8.53) que

-1
d =h+e - 1.c,; paratodo j=1,..n (8.54)

r=1

Seja E, a matriz diagonal definida por

E, = diag(e,,....e,)
Pode-se mostrar que a matriz simétrica positiva definida /, dada por

H, = VF(£)+E,
admite uma decomposi¢io de Cholesky cléssica na forma

. He=LD[L

onde I, e D, sdo os fatores obtidos pela fatoragdo de Cholesky modificada de Gill ¢ Murray

apli.cada a matriz V*F (¢,). Na demonstragdo deste fato usa-se as equacdes (3.29), (8.31) e
(8.54). Esse resultado ¢ resumido como segue:

Se I, e D, sdo os fatores obtidos pela decomposicdo de Cholesky modificada de Gill e

Murray aplicada a matriz V2F(£,), e se E, ¢ a matriz diagonal gerada por essa fatoragdo,
definida pela equagdo (8.53), entdo
LD L =V*F()+E,

sendo a matriz simétrica H, definida por H, = LD, I ¢ suficientemente positiva definida.

159



O resultado acima diz que a decomposi¢do de Cholesky modificada de Gill e Murray gera
uma matriz H, simétrica positiva definida, a qual difere de V2F(&,) por uma matriz diagonal
E, nido negativa. Além disso, como

e,=d,—¢;, paratodo j=1,..n

entdo ocorre E, = 0 sempre que V>F(&,) for suficientemente positiva definida. E neste caso a

fatoragéio de Cholesky modificada coincide com a fatoragéo de Cholesky classica.
O valor do parametro S ne relagdo (8.43) € indicado por Gill e Murray como sendo

B = max{w, o/v, eps}
onde
o= max{lh,j|, i+ j;, i,j= 1,...,n}
@ = maxihl;, i= 1,‘..,n}

L =max n,\/nz—l}

8.5 A Diregéio de Curvatura Negativa de Gill e Murray

Apesar da modificagdo de Gill ¢ Murray ser criada com o objetivo de gerar diregbes de
descida e uma seqiiéncia de iteragbes {£,} que convirja para um minimizador local, no entanto
sempre resta @ possibilidade da Hessiana V2F(&') ser uma matriz indefinida e neste caso a
seqiiéncia convergiu para um ponto de sela. Nesta situagio, € desejavel ter-se um método

alternativo para definir a diregiio de busca seguinte e com isso escapar do ponto de sela. Uma
diregdo alternativa p, com essa propriedade ¢ chamada de direcdo de curvatura negativa, e deve

ser tal que
PVIF(E)P <0 (8.55)

Observe que, se VF(£,) = 0e p, satisfaz (8.55), entdo (por série de Taylor) existe A>0
tal que

| F +p)- FED) = PoIVFE)p +ofipil) < 0 vi < (0.7]

ou sgja, s¢ VF(&,) = 0 entdo toda diregdo de curvatura negativa € uma diregdo de descida.

A decomposi¢cdo de Cholesky modificada de Gill ¢ Murray pode ser usada para fornecer
uma diregio de curvatura negativa. As informagdes necessarias para construir esta direcio est3o
disponiveis nos fatores L, e D, da decomposigio (8.38) e na matriz diagonal E, definida pela

espressdo (8.53).
O seguinte resultado diz como calcular a diregdo de curvatura negativa de Gill ¢ Murray;

Suponha que &, é um ponto tal que |VF(E ) = 0e V2 F(£,) é uma marriz indefinida.
Se p, é a solugdo do sistema linear
Li‘pk = ir
onde r é um numero inteiro tal gue
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df“ - e,(,“ < dj—“ - ej(-'”; Vi=1,.,n
entdo p, é uma dire¢do de curvatura negativa.

No resultado acima, o vetor i, € R” ¢ o r-ésimo vetor da base canbnica do R”.
Na prética, uma dire¢do de curvatura negativa deve ser usada sempre que VF(&,) é
indefinida e [VF(Z, ) <&, onde & ¢ uma tolerdncia pré-fixada. Em vista disso, p, deve ser

calculado como se segue:
Resolva

Ly=i,
faga
= {—Sig;'r(yTVF(:k W, selVF(E) 0
¥y, se [VF(& ) =0
Observe que se [VF(& )| <& mas |[VF(&,)|# 0, entio (por série de Taylor) existe
2 > 0 suficientemente pequeno tal que para todo A € (0,21,

F(& + Apy)~ F(&4) = ~Sign(y VEE DAY VE (&) + £y V(G )y + ol < 0

ou seja, p, = ~Sign(y’ VF(£,))y € uma diregdo de descida de Fem ¢, .

8.6 O Algoritmo Empregado

Nesta segdo apresenta-se o algoritmo usado para resolver o problema do Quadro 2. Este
algoritmo é uma versdo sofisticada do Algoritmo 5.1, obtido incorporando-se as modificagbes
discutidas nas ultimas se¢des.

Algoritmo 8.2

Dado &, €R", os parBmetros a €(0,1/2) e 7 €(a,1) e uma tolerdncia £ (um nimero
pequeno maior que zero).

Passo 1. Calcule VF(&,) e VIF(£,).
Passo 2. Obtenha a fatoragio de Cholesky modificada de Gill e Murray
Lkaqu: - VzF(ék Y+ E,

Passo 3. Se
[VF(& )< e (8.56)

IE] = maxtel®; j=1,.,m)=0

entio £, é uma aproximagio adequada para um minimizador local £, e o algoritmo é

finalizado
Se |[VF (&), > €, entdo obtenha S, resolvendo o sistema linear

(LD 3)S, = -VF(&,)
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e vA para o passo seguinte. Se [VF(& )| <ee|E[ =0 determine S, resolvendo
primeiro o sistema linear

Liy =i
onde » €{1,...,n} étal que o componente d*’ da matriz diagonal D, satisfaz a condigdo
dP - e® <d® - e, paratodo j=1,. ,n

Depois faga
5, = {_S"g"o’fv;v(ék Dy, se]VF(G) =0
1y, se|[VF(&, ) =0
e v para 0 passo seguinte.

Passo 4. Faga 4, =1.

Passo 5 Calcule
B, =F( +4:5;)
e
VE, = VE(G + A5 ) 8.

Se

F,, < F(&)+aA;VF (&) S, (8.57)
€

VR, | < dVFE)" S| (8.58)

faca

Cr1 = G + ApS;
e véa para o Passo 1. Caso contrario, va para 0 passo segutnte.

Passo 6. Faca
Ar = Priy

para um valor apropriado p, > 0 e volte para o Passo 5.

O Passo 6 do algoritmo acima € responsavel pela escolba de um valor 4, que satisfaga as

condi¢bes (8.57) e (8.58). Isto pode ser feito de varias maneiras. Adota-se no presente estudo a
estratégia recomendada na referéncia [32). Primeiro considere as fungdes, de uma varidvel,

o(A,)=F(& + A5,)

w(d,)= (4, )-o(0)-1,ap'(0).
Depois construa o intervalo de “incerteza” 7 = [4;,4¢] da seguinte maneira:

(a) Faga inicialmente 4, = 0
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(b) Escolha A suficientemente grande tal que a condig¢io (8.57) ndo seja satisfeita, ou seja, tome
Ag tal que w(A¢) > 0. Isto pode ser feito tomando-se A = 27 onde p ¢ 0 menor namero inteiro
que satisfaz y(27) > 0,

Em seguida, aproxime a fungio @(4) no intervalo / por um polindmio ciibico obtido
interpolando-se valores de @ e @' calculadas nos extremos deste intervalo.

O novo valor 4, ¢ entdo obtido como sendo o minimizador deste polinémio cubico, o
qual € dado pela relagdo

A= ﬁs‘(ﬂs—/’lf)[ o)ty ot
P'(As)—@'(A;)+ 2,

onde,

u = ?'(/11)'5‘{9’(25)—3¢(AI)_¢(AS)
A;=As

1y = [l — @' (A (A2

O procedimento para a construgfo do intervalo de incerteza / =[4,,4,] como descrito

nos itens (a) e (b) acima, ¢ empregado somente quando, durante a k-€sima iteragio do Algoritmo
8.2, o Passo 6 for usado pela primeira vez. Se, durante uma mesma iteragdo do Algoritmo 8.2, o
Passo 6 for usado mais de uma vez, entdo o intervalo de incerteza tem de ser atualizado.

Isto € feito como segue:

(i) Se w(A.)=2w(4;)entdofaga A, =1, eds=4,.
(i) Se w(A,) <w(A)) ey (A XA, —A;)<0entdofaga 4, =4, e d; = A;.
(iii) Se w(A, ) <w(A ) ey (A, XA, -4, )>0entdofaga 4, =4, ed;=4;.
Como demonstrado na referéncia [32}, € possivel com o emprego do procedimeﬁto

descrito acima determinar um valor 4, que satisfaga as relagtes (8.57) e (8.58), repetindo-se um

namero finito de vezes o Passo 6 do Algoritmo 8.2.

Como uma atitude pratica, deve-se requerer que, a cada atualizagdo, o comprimento do
intervalo / se aproxime de zero. Isto pode ser feito monitorando-se este comprimento, por
exemplo, se tal comprimento ndo ¢ reduzido de um fator de 0,5 a cada atualiazagio, entdo uma
etapa de bisecgdo pode ser usada para calcular A, como sendo

;{kzljﬂ‘
2

Qutro procedimento pratico usado aqui, para evitar que A, se aproxime muito
rapidamente de zero, € fazer A, =0,1 sempre que 4, <0,1, e aceitar £, como sendo
&g =&, +0,18, , independente das condigdes (8.57) e (8.58) serem satisfeitas.

Os valores para os pardmetros @ ¢ 77 usados neste trabatho séo

a=10"

71=1009.
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No que se segue relata-se alguns procedimentos praticos usados na implementagio
computacional do método numeérico previamente descrito, e utilizado para resolver os problemas
de otimizagdo desenvolvidos nos capitulo anterior.

Comega-se pelo critério de parada do Algoritmo 8.2. Neste algoritmo, o critério de parada

[VF(£)| < & pode ser muito (ou pouco) exigente. Dependendo do valor de ¢, o processo
iterativo pode gerar £, que esteja, por exemplo, proximo da solugio & com uma precisio
bastante razoavel, mas no entanto [VF(£,)|>¢&. Tal critério de parada é inadequado,

principalmente porque ele depende fortemente da escala em que os valores F(&,)el, se

encontram. Em vista dista, emprega-se o critério de parada recomendado na referéncia [18].
Assim, o processo iterativo terminara quando as seguintes condigdes forem satisfeitas:

() F(&_)— F(&) <e(1+ ‘F(‘fk)l),

@) [éer =&l < V7 A+[ED,

(i) [VF(E)] < ¥r a+[Fe&),

além, ¢ claro, da condigio que garante que a matriz V2F(&,) é positiva definida, ou seja, a
condigdo

@) [E:|, =0

O valor do pardmetro 7 acima constitui uma tolerdncia dada previamente. Utilizou-se
=107

A diregio de curvatura negativa é usada sempre que VF(&,) VF(&,) <107 e

Tl >0

8.7 Os Dados Iniciais

Os dados iniciais usados na solugdo dos problemas propostos sdo obtidos duma prévia
utilizagdo do método de Substituigdo Sucessiva descrito no Apéndice B. Para isto, emprega-se
inicialmente a relagdo de Wilson (equagdo (B-14)) para gerar as constantes de equilibrio usadas
na primeira iteragio do método de Substituigio Sucessiva. Duas ou trés iteragdes deste método
sio suficientes para construir os dados iniciais do teste de estabilidade. Resolve-se o problema SL
se L > V e o problema SV em caso contrario, onde V e L s3o gerados pelo método de
Substituigdo Sucessiva.

Como a2 mesma equagdo de estado € usada para ambas as fases, a solugdo do teste de
estabilidade pode convergir para Z=(Z,,..,Z, ), chamada de solucdo trivial, onde Z é a
composi¢do global do componente i (i = 1,...,7) na mistura. Neste caso a fungdo d, descrita no
Quadro 7.2, assume um valor nulo indicando que a mistura € estavel. No entanto, como Z nem
sempre € a solugo fisicamente correta, essa indicagdo pode levar a uma conclus3o errada sobre a
estabilidade da mistura. Neste caso, seguindo uma recomenda¢io de Michelsen [30], resolve-se
em seguida o problema SV se L >V, ou o problema SL em caso contrario. Como pode ser visto
no ultimo capitulo, sempre que a mistura € instavel pelo menos um desses problemas fornece um
valor d < 0.

Os dados aniciais do problema do equilibrio liquido-vapor sdo gerados a partir da solugio
do problema do teste de estabilidade. Se durante a resolugdo do problema EL a variavel V se
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aproximar muito de zero, inviabilizando a utilizagdo da equacéo (7.37), interrompe-se o processo
iterativo e passa-se a resolver o problema EV.
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CAPITULO IX

Resultados, Conclusdes e Perspectivas Futuras

9.1 Aspectos Gerais

Para ilustrar a performance do método desenvolvido no presente trabalho, sdo testados
cinco exemplos de misturas com espécies quimicas (geralmente hidrocarbonetos) tipicamente
encontrados em reservatorios de petroleo. Essas musturas estdo em situagdes fisicas que
costumam apresentar grandes dificuldades para os métodos comumente usados na engenharia
quimica € do petroleo. Tais situagOes encontram-se nas proximidades de pontos criticos, de bolha
e de orvatho.

Nos exemplos apresentados, trabalha-se com 2, 3, 5, 6 e 17 componentes. Os casos com 2
e 17 componentes podem ser vistos como dois exemplos extremos, no primeiro emprega-se o
menor nimero possivel de componentes numa mistura, o Gltimo mostra a tendéncia atual de se
utilizar, na caracterizagéo do petroleo, um mimero de componentes quimicos cada vez maior.

No que se segue, 0 método desenvolvido aqui serd denominado GEMINI (Gibbs Energy
Minimization in Intensive variables). Denota-se por NSL ¢ NSV o nimero de iteragbes utilizado
no teste de estabilidade, por NEL ¢ NEV o mimero de iteragBes empregado no problema do
equilibrio liquido-vapor, respectivamente nas fases liquido e vapor. Algumas vezes, sem
especificar a fase, escreve-se simplesmente NS e NE. Sempre que possivel os resultados obtidos
sdo comparados com os resultados do método de Substituigdo Sucessiva (SS) (veja um resumo
desse método no Apéndice B) o qual, pela sua simplicidade, é bastante conhecido e muito
utilizado nos problemas de engenharia quimica e do petroleo. Nas segdes seguintes, denota-se o
mimero de iteragdes do método SS por NI

Em todos os exemplos a equaciio de estado empregada foi a de Peng-Robinson.

9.2 Exemplo 1

Nesta segio estuda-se ¢ equilibrio de uma mistura formada por propano (C;H,) e
diéxido de carbono (CO,). Esta mistura apresenta um ponto critico na pressio de 6.400 KPa ¢
na temperatura de 323 X, com composicio global do CO, igual a Z¢p, = 0,63. Na presente
anilise considerou-se T =323,15K, P =6400 KPa e fez-se a composigdo global do CO, se
aproximar de 0,63, por valores maiores ¢ menores do que este. Nas condigOes analisadas, a
mistura apresenta-s¢ em uma fase simples, liquido, quando Zy,, = 0,50 € numa fase simples,
vapor, quando Z, = 0,70, o que pode ser facilmente comprovado observando-se o diagrama
da Figura 9.1, obtido por Quifiones-Cisnero et al [41].

Para Zy,, = 0,50, a Tabela 9.1 mostra que 0 método GEMINI determina corretamente a

fase simples liquido, ¥ = 0. Para isso, utilizando apenas 3 itera¢des, obtém a solugdo do

problema do teste de estabilidade nas variaveis da fase liquido (SL). Em seguida, confirma o

resultado obtido resolvendo, em apenas 6 iteragdes, o teste de estabilidade nas variaveis da fase
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vapor (SV). Por outro lado, o método SS utiliza 20 iterages e converge para um resultado
incorreto, uma fase simples vapor (J' =1). Para Zco, = 0,60, o método GEMINI resolve o

problema SL com 4 iteragBes e obtém uma solugfio que inidica, inicialmente, que a fase € simples.
Em seguida, com 6 iteragdes, resolve o problema SV e determina que na realidade a mistura é
instavel. Finalmente, com apenas 5 iteragSes, resolve o problema do equilibrio liquido-vapor nas
variaveis da fase liguido (EL) obtendo V' = 0,00479 . O método SS realiza 43 iteragbes e encontra
um valor bastante diferente, ¥ = 0,18713. Para valores de ZCOZ' entre 0,61 e 0,63, os dois

métodos apresentam solugdes semelhantes. No entanto, o SS utiliza em média 43 iteragles
enquanto que o GEMINI realiza em média um totat de 15 iteragdes. Para Zy,, = 0,64, a solugdo

do método GEMINI indica um ponto de orvatho com L = 0,00523 (V' = 0,99477), enquanto que
o 8§ converge para a solugo trivial, indicando uma fase simples vapor. Finalmente, quando
Z¢o, = 0,65 o método SS converge para a fase simples vapor (V = 1) utilizando 49 iteragdes; o

GEMINI] obtém esse mesmo resultado com apenas 4 iteragdes.

P(Kpa)7OOOIfIIII¥II

T=32315K

5000

4000

3000

2000

1000 |

o L1 L 0 11 1io 1
000102 03040506 0708 0.9 1.0

Fragao molar do CO,

Figura 9.1 Diagrama de fases da mistura CO, /C;H, .
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Zeo, NSL+NSV+NEL~=Total 4 NI 4 ;
0,50 3+6+0=9 | 0 o200

0,60  4+6+5=15 ~0,00479 43 0,18713
0,61 . 44+6+5=15 ; 0,59895 43 0,40182
0,62 3+0+9=12 - 0,60902 8 0,61650
063 3+0+17720 085920 43 083119
0,64 5+0+19=24 o 0,99477 41 S

Tabela 9.1 Comparagio dos resultados obtidos para a mistura CO, /C,H,

Os resultados da Tabela 9.2 foram obtidos mantendo-se Z, = 0,60 ¢ fazendo a presséio

variar entre 5.000 KPa ¢ 6.500 KPq . Para cada valor de P as fra¢des de vapor calculadas pelos
dois métodos encontram-se muito préximas, ¢ variam desde V =1, em 5000 KPa , até V=0,
em 6.500 KPa , passando por um ponto de orvalho em 5.200 KPa . Entretanto o SS utiliza em
média o dobro de iteracdes e nfo converge (NC) nas pressdes de 5.600 KPa ¢ 5.700 KPa .

. Pressiio (KPa) NS+NE=Total

5000 2+2+4
5100 2435

. s400 206=8 . 0,935l 0. .. 093560 .
5.500 3#5=8 . 0,90185 1 0,90163
5.700 J3tig=21 0424 NC . NC

5.900 5+6=11 0,73328 3 0,73330

6.000 445=9 067671 0 067641
6.200 241517 0,51987 20 052055
6.300 3+15=18 040266 26 039853
6.400 4+7=11 018063 43 018718

Tabela 9.2 Valores de V para pressdes entre 5.000 KPa ¢ 6.500 KPa e Z¢, = 0,60,
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9.3 Exemplo 2

Neste exemplo considera-se uma mistura de trés hidrocarbonetos: metano (CH,) , n-
butano (C,H,,) e n-decano (C;;H,,), [44] e [45]. Esta mistura quando encontra-se submetida &

pressdo de 17.500 KPa e a temperatura de 343,15 K, possui um pomnto critico nas proximidades
das composicbes Zcy, = 0,699, Zcy =0272eZ¢ 4y, =0,029. Fixou-se a composigio

global do metano em Zqy, = 0,699 ¢ fez-se variar as composi¢bes de C,H;y, ¢ C,;Hs

descrevendo-se situagdes que se aproximam cada vez mais do ponto critico.

A Tabela 9.3 compara o namero de iteragdes ¢ o valor de V obtidos pelos métodos
GEMINI e SS. Observa-se que os valores de V sdo praticamente 0s mesmos para os dois
métodos, com uma ligeira diferenca que se acentua a medida que o ponto critico se aproxima. No
entanto, o numero de iteragbes do método SS cresce muito, tornando-o bastante lento nas
proximidades de Z¢ , = 0,27. Isto ndo acontece com o método GEMINI, que mantém uma boa

performance mesmo em situagdes muito proximas da regific critica. Por exemplo, em
Zeyuy = 02724 o SS realiza 211 iteragdes enquanto que o GEMINI detecta que a mistura €

instdvel com apenas 8 iteragdes, e realiza o calculo do equilibrio lquido-vapor com 11 iteragdes.
Uma situaglio mais discrepante ocorre em Z g, = 0,2737,, neste ponto o SS necessitou de 432
iteragOes para determinar que a mistura encontra-se numa fase simples vapor, enquanto que o
GEMINI detectou que a mistura € estdvel (fase simples vapor) com apenas 5 iteragGes.

Zegnyg _ V
... 022 L 3+5=8 . 047227 18 047230
0,23 - 7+5=12 . 047865 . 21 0,47867
0,24 ; 5+7=12 048577 & 25 0,48582
L 025 » 5+9=14 049437 31 049434
02 8+9=17 050419 | 4 050645
027 0 _4+13=17 054863 - 102 054679
0,271 __4+10=14 0,55695 125 056372
.............. 022 5+10=15 0,56266 172 0,59866
02724 - 8+11=19 060437 211 0,62692
027245  &+11=19  0.609%7 218 0,63176
0,2737 ; 5+0=5 1 43 1

Tabela 9.3 Situagbes proximas ao ponto critico.

A Tabela 9.4 mostra o desempenho dos métodos GEMINI ¢ SS numa regido préxima ao
ponto de bolha que encontra-se em I = 444,26 K e P = 17240 KPa possuindo 50% de metano,

16,66% de n-butano e 33,34% de n-decano.
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. Pressio(KPa) =~ NS+NE=Total : L | N L
16000 257 4 09868 : 16 . 0,90858
L ereo o 257 091534 1 16 091523
16.200 | 4+5=9 0,92212 17 0,92198
o 18300 4+5=9 1 0,92898 17 0,92878
~le400 - S R 0,93597 18 0,93589
_les00 4459 0,94306 A7 094297
_____________ 16.600 st 2.095032 o p 17+ 0,95020
16.700 4+6=10 095767 . 17 . 095752
16.800 5t6=11 0,96513 17 | 10,9502
16.900 5+6=11 0,97277 18 097262
_____________ 17.000 - 3t7=12 098034 . 15 . 097992
17.100 6+8=14 0,98837 18 _0,98814
17.200 6+9=15 099649 | 19 0,99646
~17.210 6+9=15 0,99719 19 - 099720
________________ 17220  6+9=15 099725 i 19 . 099801
17.230 - 6+10=16 0,99876 19 . 0,99882 !
17240 . 6F1I=17 1 099945 | 19 . 099953
17.250 - 6+0=6 S 1 17 1

Tabela 9.4 Situacdes proximas a um ponto de bolha.

9.4 Exemplo 3

Nesta se¢do, um exemplo com cinco hidrocarbonetos ¢ estudado na temperatura de 383K
em varios valores de pressio, variando desde 3.560 KPa até 5520 KPa . A composi¢cdo da

mistura € dada na Tabela 9.5.

 SUBSTANCIAS FRACOES MOLARES . ;
Etano 0,39842 N
Propano 0,29313
n-Butano 0,20006
n-Pentano 0,07143 |
n-Hexano 0,03696 )

Tabela 9.5 Composigdes da mistura.

O ponto critico dessa mistura encontra-se proximo de T =383 K e P = 5500 KPa. Uma

temperatura ligeiramente acima da temperatura critica pde a mistura numa regido de condensagio
retrograda. O ponto de orvalho inferior encontra-se préximo de 4.000 KPa e o ponto de orvalho

superior esta proximo de 5,550 KPa .

A Tabela 9.6 mostra os valores da fragdo de vapor variando com a pressdo. O método SS
converge lentamente proximo ao ponto critico, realiza 105 iteragdes na pressdo de 5.520 KPa ,
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ndo converge nas pressoes de 4.310 KPa e 4.830 KPa , e converge para a solugio trivial (fase
simples vapor) nas pressdes de 5.448 KPa e 5.449 KPa .

0,99930

098218
097239

0,95220

090885 |

0,99929

0982184
0,95218

095218

0,90883

083134

0,83134

... 087582
NC

______ S+5=10 078344 . 10 078343
A=l 072812 21 072813
____________________ 4+9=13 04997 | NC_ ~_NC
13+5=18 047502 | 29 047449

5+5=10 031346 | 27 0,31215
3+6=9 0,187834 33 0,18709
______________________ 4+7=11 014531 ¢ 37 b 014441
13+5=18 0,13146 59 4 1]

Tabela 9.6 Valores de }J variando com a pressio.

9.5 Exemplo 4

o I8+5=23

59

o105

N

Nesta sego, estuda-se uma mistura formada por seis hidrocarbonetos, cujas composigdes

sfo mostradas na Tabela 9.7.

vz SUBSTANCIAS -

CiH,
C,H,

Tabela 9.7 Composi¢des globais da mistura.

)
Os valores K = 1:’:(”)

!

C3H,

C?HIG

_Clo_sz__ |

CHy

calculados pelo método GEMINI sae comparados com os

resultados experimentais obtidos por Yarborough [63].
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As Tabelas 9.8, 99 e 9.10 mostram uma grande concorddncia entre os dados
experimentais ¢ os valores calculados pelo GEMINI. Os resultados do SS sio muito proximos
dos valores apresentados nas Tabelas 9.8 ¢ 9.9. Mas na pressio de 1.100 psia e temperatura de

200 F o método SS fatha, fornecendo valores para Ki que estdo proximos de um sobre os
valores experimentais correspondentes, apresentados na Tabela 9.10. Isso ocorre porque, neste
caso particular, o SS obtém valores para X que na realidade s3o os valores de X" e vice-
versa, invertendo dessa forma as variaveis X, .

Componentes  Experimental | GEMINI  Emo(%)
Cifly ; 15,0 152 133
g g e g
CH, ey oo see
| CH. e T T o T o
TUCH, T o0 T Cowr T wee

Tabela 9.8 Comparagio com resultados experimentais em 250 psia e 200 °F .

859 psia .

____Componente Experimental GEMINI Erro (%)

CH, 6,8 6,98 2,65

| C,H, 2,2 | 2,3 0,50

! C,H, 1,0 ! 1,0 0,00
CH,, 0,2 | 0,21 5,00
CH, 0,05 1 0,05 0,00
CyoHa, . 0,0054 | 0,0004 18,52

Tabela 9.9 Comparagio com os resultados experimentais em 550 psia ¢ 200 °F

Componente ~ Experimental i Emo(e)
C,H, 5 38 i 36 L B
- C,H, LS 1,4 6,67
C.H, | 0,7 069 1,43
L BT 000
CHy 005 . 005 1 = 000
G H, 0,007 | 0009 | 2857

Tabela 9.10 Comparagao com os resultados expenimentais em 1.100 psia e 200 °F
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9.6 Exemplo §

Como um ultimo exemplo, testa-se nessa se¢do a performance do método GEMINI para
uma mistura com muitos componentes. O sistema considerado possui 17 componentes: 7
hidrocarbonetos, do metano até o pentano (incluindo a i-forma e a n-forma dos hidrocarbonetos
do tipo C, e C,), 8 pseudos componentes denotados F,,com j=6,7,..13. Mais N, e CO,.

Essa mistura é bem conhecida e foi analisada anteriormente por Jacoby et al [23], ¢ por Slot-
Petersen [52].
As composigdes globais da mistura sio dadas na Tabela 9.11.

_SUBSTANCIAS .. . - - FRACOES MOLARES -
N, - 0,0158
CH, 0,6715
o, | 0,0159
CH, | 0,0699
CH, 0,0410
e , 0,0114
2CLH 0,0266
CH 0,0137 ~
oCH. | 0,0162
F 0,0232
E, 0,0177
F - 0,0109
: 5 | 0,0075
. P . 0,012
F, - 0,0125
P | 0,0202
P | 0,0135

Tabela 9.11 Composi¢es globais da mistura

Na temperatura de 163 °F ¢ pressdo de 3.600 psia a presente mistura se apresenta como

um gas condensado possuindo, nesta temperatura, uma pressdo de saturagdo (pressido do ponto

de orvalho) igual a 3.941 psia (27.173 MPa)
A Tabela 9.12 compara os valores de V calculados pelo metodo GEMINI, com os

resultados experimentais para um intervalo de pressdo variando de 3.900 psia a 1820 psia,
mostrando novamente uma grande concorddncia entre os resultados numéricos e os valores

experimentais.
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- PRESSAQ (psia) - - EXPERIMENTAL .~ GEMINI
3.900 03828 | 0,3882 1,41
3.860 0,4037 ! 0,4007 0,74
3814 0,4146 04149 007
3.774 0,4214 0,4269 1,31
3.684 0,4201 10,4531 186
3.590 0,4171 - 0,4787 14,76

] 3.507 0,4157 10,4997 2021

3.410 0,4095 10,4776 16,63

3233 0,3936 0,4409 012
3.026 0,3728 0,4056 8,79
2.629 - 0,3263 | 0,3506 7,45

_______ 2235 02748 0309 1266

1820 0,2159 | 0,2734 5,75

Tabela 9.12 Comparagio dos resultados do GEMINI com os dados experimentais.

9.7 Conclusao

Neste trabalho foram desenvolvidos novos modelos para o célculo do equilibrio das fases
liqguido-vapor, os quais se baseiam na minimiza¢do da energia livre de Gibbs e no critério do plano
tangente. As variaveis usadas foram os pardmetros intensivos, fragdes molares. Tais variaveis, ao
contrario das intensivas, encontram-se numa mesma escala. O problema do equilibrio liguido-
vapor e o teste de estabilidade foram formulados como sendo problemas de minimizagdo com
restrighes lineares de desigualdades; no entanto, suas caracteristicas permitem o emprego de
métodos usados em problemas de otimizagdo sem restrigdes. O numero de varidveis utilizadas na
presente formulagdo, de acordo com a regra das fases de Gibbs, € o menor nimero de variaveis
independentes que pode ser empregado no célculo do equilibrio liquido-vapor. As relagdes de
Gibbs-Duhem, nas variaveis intensivas, permitem que o Gradiente e a matriz Hessiana da energia
livre de Gibbs molar, e da fungdo do teste de estabilidade, sejam facilmente calculados. Com isto,
um método de Newton pdde ser usado a fim de aumentar a velocidade de convergéncia. O
método empregado, o qual realiza uma busca linear na diregdo de Newton modificada de Gill e
Murray, constitui (devido a unica escala em que os problemas se encontram) um algoritmo
eficiente para o calculo do equilibrio liquido-vapor € para o teste de estabilidade. Com issso, o
método GEMINI mostrou velocidade de convergéncia bem superior 3 velocidade do método SS,
mesmo em regides de dificil otimizagio como aquelas proximas aos pontos criticos, de bolha e de
orvalho, onde muitas vezes as matrizes Hessianas das fun¢es objetivo se aproximam de uma
matriz ndo inversivel.

O sucesso nas comparagdes com os resultados experimentais, comprovado nos exemplos
4 e 5, juntamente com os resultados obtidos nos demais exemplos, recomendam fortemente o
emprego do método GEMINI na simulagdo numérica do problema termodinimico do equilibrio
de fases, que surgem em varios ramos da engenharia quimica € do petroleo, podendo, por
exemplo, ser usado na modelagem da recuperagdo terciaria de petréleo, como subrotina de um
simulador composicional, objetivando methorar a gualidade da informagdo gerada e dimunuir o
tempo de computagédo.
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9.8 Perspectivas Futuras

Com base na teoria discutida ao longo deste trabalho, e estimulado com os bons

resultados obtidos pelo método GEMINI, indica-se a seguir algumas sugestdes e perspectivas de
trabalhos futuros. Recomenda-se:

Utilizar o método GEMINI em simuladores composicionais, [8], [10], [12], [20], [25], [35],
[50], [61], [64].

Adaptar os modelos e as rotinas aqui desenvolvidas para o célculo do equilibrio liquido-liguido,
[30], [41], [48]. [53].

Estender os modelos aqui desenvolvidos para o caleulo do equilibrio liquido-liquido-vapor,
[28], [30}, [33], [36), [37], [41], [48], [53]).

Estudar os efeitos das forgas capilares (tenses interfaciais) no calculo do equilibrio liquido-
vapor, [9], [20].

Estudar o problema do equilibrio liquido-vapor levando-se em conta os efeitos de reagdes
quimicas, {5}, [9], [51], [53}

Modelar e resolver, com o enfoque da otimizagdo matematica, os seguintes problemas classicos
oriundos da engenharia quimica ¢ da industria do petréieo:

(i) O calculo dos pontos criticos de misturas, [1], [31], [33], [37].

(i) O célculo da pressdo de saturagdo de misturas, determinac¢do dos pontos de bolha e dos
pontos de orvatho, [1], {51], [53].

(tii) Contrugbes de diagramas de fases, [9], [27], [31], [37], [41], [51], [53].

Utilizar o critério do Plano Tangente, juntamente com a teona de Flory-Huggins, [11], para
estudar a estabilidade de misturas poliméricas. Esse estudo ¢ de grande interesse na area de
Ciéncias dos Materiais e pode contribuir para o entendimento ¢ desenvolvimento de
tecnologias usadas na obtengio de novos materiats polimeéricos, [9], [43].

Utilizar o critério do Plano Tangente e a teoria de Flory-Huggins, [11], para estudar os efeitos
da instabilidade termodinimica responsavel pela precipitagio de asfaltenos durante a
recuperagao terciaria de petroleo, [56].
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APENDICE A

7
J

O Calculo da Derivada Parcial

Calcula-se neste apéndice uma expressio para a derivada parcial do potencial quimico x;

0"‘#,

J
visto no Capitulo VII, esta derivada parcial ¢ empregada nfio s6 para montar, como também para
analisar, a matriz Hessiana associada a4 epergia livre de Gibbs molar. Esta mesma expressio
também & utilizada para construir a Hessiana associada & fungfio distdncia do teste de estabilidade.
Das relagtes deduzidas na Segdo 6.2 segue-se que

com relagdo a fragdo molar X, ou seja, , i €{l,.,r}ejefl,..,r—1}. Como pode ser

= RT In(f))+ B(T)
onde
fi =X P
Assim,
= RT[ing; + In( X, P)|+ B(T)
¢ portanto,
Y _ g Oindy | TXP)| A
X, X, &,
donde
RTE&ﬂu se jriei#r
&;
| Sing,
22T Yt Kl 70 U R (A-2)
2.9 XX
RTEEEE——L- se jEiei=r
| &, X,

ng.
9. , 0 que sera feito por
7
etapas. Primejro resolve-se este problema para a equagiio de Soave-Redlich-Kwong, cujo
logaritmo do coeficiente de fugacidade pode ser escrito na forma,

24 BY Ab, B
ing, = (Z 1) In{Z B)-—-—(ZXkab] In 1+ —In 14+ — (A-3)
. E ( Z] bB [ Z)

RONN ig R

i h i

O problema agora consiste em calcular as derivadas parciais
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Em seguida, calcula-se a derivada do termo

EW = %—(Z— 1

a saber

() ¢
&, =5 b «-éf;!:bz_(z_l)_di_] '

&, T & | A, X,

j J
Pela equagio (6.100), tem-se que
N,

N ﬁ[z,kaJ Zbky+ng—[]+(x}+ +x, )= b, - b,

c’??{&'

J k=l

k=1 / J

Substituindo-se a equagdo (A-6) na equagio (A-5), obtém-se

ED b &
houl B b——(Z—-1Xb,- b
X, b’[ X . (21X, )J

! /

Agora, pela regra da cadeia,
L AN ZB

——— +
X, MAXK, BN,
e, pelo teorema da fungdo implicita aplicado a equagdo (6.83), segue-se que
Z _ B-7
M 37°-2Z+A-B-B

& A+(2B+1)Z

B 37'-2Z+A-B-B?

(A-4)

(A-3)

(A-6)

(A-7)

(A-8)

(A-9)

(A-10)

A equagdo (A-8) conduz as derivadas A e%, as quais sdo facilmente calculadas

i J
pelas expressdes,
A P 1 B &

& R X, "RT B X,

S

ﬁ_iﬂ_ib_b)_mbf"b’)
&, RT&, R’ 7 b

Da equagio (6.102), segue-se a expressdao

—_—ZZ% (X X,)= ZZXk(a,q a.),

k=11=1 Jr

onde a,, = (a,a,)>"(1-K,,), a qual substituida na equagio (A-11) fornece,
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A 2 B
—= ZX;,(% a) (A-14)

&, RT b

Substituindo-se as equagdes (A-9), (A-10), (A-12) e (A-14) na equagio (A-8) chega-se a
relagio

béZ = B {Z(B Z)Zxk(a,g—ah)q,ei (2B + HZ](, b)}(A—lS)

&K, (3Z'-2Z+A-B-B*)| Rr &~

7

o que finaliza o calculo da equgdo (A-7).
Passa-se agora ao calculo da derivada do termo

E = -1z - B) (A-16)
Tem-se,
(2)
22 =—-f—9—[!n(Z—B)]= L | & _ ‘? (A-17)
2 ¢ 2. B-Z\dX, X,
Através da substituicdo da equagio (A-12), a equagdo (A-17) torna-se
(2)
71 6% _pe,-5) (A-18)
X, bB-Z) &;
onde o termo bz € calculado pela relagiio (A-15).
;
Calcula-se agora a dertvada do termo
EY = —w—(z Xkak,J fn(]+—} (A-19)
Tem-se
‘{"(1 "z ] B\ 6l 4¢
ZXLGM —In[l+ )%'wzxkak,} (A-20)
"ﬂ J i k=1 Z/ X, aB T
Pode-se mostrar facilmente que
B(b—— ~(5,-5, }
174
{In[i+ } B (A-21)
&, b22[1 + ]
V4
e, por outro lado,
6| A< A 2 [ A, ]
— =Y Xa, ll="=(a, - — —=>» X,a, A-22
de':aB[E kakj)] aB(a’” an)"'ﬂj aBkZ:I £y { )
AL
onde B R7B . Logo,
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AdjaB) K, A, -b)

= = A-23
x, RTH? abB ( )
Substituindo-se a relagdo (A-23) na equagdo (A-22), tem-se que
e AL A b)Y
—|— > X = —| (a X,a A-24
2, [GBE Aah} aB|:( 4 g P ( )
Substituindo-se as equagbes (A-24) e (A-21) na expressdo (A-20), obtém-se
E® 24
L =—V% A-25
X ab (A-25)
onde
/A
Blb——|b.-b,)Z
( X, Y )] r (6,-5)¢ B
Y= 5 S Xa, + Tz Xa,~(a;-a,) In(l ’7}
Z
I7/4 <
sendo o termo bE calculado pela equagdo (A-15).
;
Finalmente, passa-se agora ao calculo da derivada do termo
o
E(“) _ 45, i iy ( ) -
bB Z (4-26)
a saber
(4) '
i _p A fn(nﬁﬂ +1{1+§)M (A-27)
2 ¢ bB X Z Z) &,
Como
A a
— = A-28
bB  RTH (A-28)
tendo-se em vista as equagdes (A-28), (A-6) e (A-13), obtém-se
127 b 4
bz — —2ab—— X, (a, -
A4/bB) _ &, A é g mae) g )
=2 - (A-29)
K, RT b bb a b
Substituindo-se a equagdo (A-21) e (A-29) na equagdo (A-27), resulta
I . ( 7
Xla, —a ‘“_*(b -5,
o (Snfea) g, 'L /)
& _ b 2 &=t 6,-4) In[l + Z) \2 (A-30)

&, bB a b bzz[ _é]
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onde o termo bé-z— € calculado pela equagdo (A-13).
f
Coletando-se os resultados acima obtidos, tem-se que a derivada parcial da fungdo /ng,
com relagio a X, ¢ dada por

oing, &Y gF® FI F
I'___,_ [ + 7 + [ + i
OTYJ" &{f d}(f aj(Jf (2)(1

(A-31)

onde as derivadas parciais do lado direito da equagio (A-31) séo calculadas, respectivamente,
pelas equagdes (A-7), (A-18), (A-25) e (A-30), com o auxilic da equagdo (A-15).

A expressdo acima juntamente com a equagio (A-2) finaliza o calculo da derivada g;: :

i
comiefl, rtejefl,.,r-1}, paraa equacdo de Soave-Redlich-Kwong.
De forma semelhante a expressdo para /ng, obtida da equagdio de Peng-Robinson,
expressio (6.104), pode ser escrita como

b(Z 1) [ ) (Z+2,4I4B]
Ing, ~IZ-B)-—+=—| Y X,a Ll S
"9: = mZ-5) ) RS Z-0414B
(1) E:(z) (3) ’
K (A-32)
Ab, (Z+2,414B]
In
ZJ_bB Z-0414B/
E,(“)
SR 2
As derivadas —— e ——— sdo calculadas pelas equagdes (A-7) e (A-18) sendo que,
&, X,
Z ., .. ~
agora, o termo b—— € obtido pela expressdo
éXJ’
3 Z _ B '
&, (3Z*-2(1- B)Z+(4-2B-3B%)
. (A-33)
2(B
{(RT )gxk(a,g a,) +[(A-2B-3B*)+(2+6B)Z - Z*1(3, —b)}
A derivada do termo
{ r
E0 A ZXk%-) ]n[2+2,4143)
2aB\ 2 Z - 00414B
é
&FD 1| 4 s8] Z+2,414B } ‘
b =l h > X b+
&, 2| aB &,| \Z-0414B/ f
(A-34)

L1 1[2+2414BJ é ZXa; |
2| "\Z-0414B/ &X,| aB{ j
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sendo que i|:iBZX t%} ¢ calculado pela equagio (A-24), e a derivada
as .,

g In[z M 2’4148) ¢ determinada pela relagéo
X, Z-04A148

i

I

Vi ln(z+:2,414}3) _ | (A-35)
;| \Z-0814B/] b(Z+2414B)(Z-0,414B)

onde o termo .*.‘,v«—ﬁ—ﬁE na equacdo acima € obtido pela expresséio (A-33).
i
A derivada do termo

4
2,8283[—!)—55 +(b, -8, )z}

EW
‘T 2J2bB

EY b |4 o[, (z+2414B Z+2414B) & ( 4
= — in +In — (A-36)
&; 232 | 6B x; Z-0414B Z-0414B/ X ;\bB
As derivadas parciais que aparecem no lado direito da equagio acima sio calculadas pelas

relagBes (A-29) e (A-35).
Posto isto, pode-se agora calcular a derivada parcial da fungéio 4, i=1...,7, com

rela¢io a variavel X;; j=1,.,r-1 paraaequagio de Peng-Robinson. Isto ¢ feito, como antes,
empregando-se as equacles (A-2) e (A-32).

Ab, b{ Z+2,414B)
Z-0414B
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APENDICE B

O Método da Substituicio Sucessiva

O uso das chamadas Constantes de Equilibrio definidas por

X(v)
K = X’a); i=1,..r (B-1)

¢ geral na indastria do petrdleo e do gas natural. Essas constantes sio obtidas por correlagdes
fisicas, veja [65), e representam uma estimativa para a razio X/ X no estado de equilibric.
Embora a quantidade X, nada acrescente ac conhecimento termodindmico do equilibrio liquido-

vapor, a mesma fornece uma medida de volatilidade do componente quimico 7, isto €, da sua
tendéncia em concentrar-se na fase vapor. Os componentes leves t€m os valores de suas
constantes de equilibrio maiores que a unidade , enquanto os pesados tém estes valores menores
do que um, encontrando-se em maior quantidade na fase liquido.

Existe uma relagio entre a constante de equilibrio X, e os coeficientes de fugacidade ¢'”

¢ ¢, definidos na Segdo 6.2. De fato, mostra-se que essa relagio ¢ dada por
¢
i = ¢(v)
!

Para isso, voltando-se ao critérioc termodinAmico para equilibrio liquido-vapor, toma-se a
condigdo necessaria representada pela equagio (6.39), a saber,

fO= O i=1, r (B-3)

(B-2)

a qual pode ser escrita como:
E-1=0,i=1,.r (B-4)

onde F, é a razio de fugacidade £/7™)
A equagio (B-2) pode agora ser facilmente demonstrada. Da equagdo (6.35) sabe-se que, para
todoi=1,.,r

O
w_ _f
T Bp (B-3)
e
)
w_
¢1’ - X(v>P (B'é)
¢ no estado de equilibrio, a equagido (B-4) afirma que
Fi=1i=1., (B-7)
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Das equagdes (B-5), (B-6), e (B-7), tem-se que

) M /¢y ()
K," — }f,‘ ‘X} = j:' i (Xf P) — ¢J .
XD M (xMpy g

i

o que demonstra a equagio (B-2).

O método de substitui¢io sucessiva usado para o calculo do equilibrio liquido-vapor,
emprega & equacio (B-2) e outras equagdes de balango que serdo deduzidas a seguir.
Nota-se primeiramente que das equagdes (7.4) € (7.7), obtém-se,

Z, =¥x+ (1-V)X0 ®-8)
donde

v}
Z, = X,-(”[V—ﬁm +(1- V)J = X"[1+V (K, - 1)

ou, equivalentemente,

T

x0-— %4
TR )

E

1. (B-9)

De forma semelhante, da equagio (B-8) tem-se que

KZ =Kyx” +KQ0-1)x?®
dai

E

: xX® . '
— yiv) _Ir i — vi¥) T _
KZ =X {K,V+K,(1 ) .(")} = X, [1+I (K 1)],

o que fornece _
o) _ K.Z

Fivt ] .1,':

N 1,....r -10
R BN 4V AR ) (®-10)

Utilizando-se a equagio (B-9), pode-se reescrever a equagio {B-10) na forma
XV =g XD i=1,.r (B-11)
Por outro lado, das equacgdes (7.1) e (7.2) sabe-se que
X - X0)=0 (B-12)

i=1

Substituindo-se as equagdes (B-9) e (B-10) na equagio (B-12), obtém-se

L Z(K -1
ZI+V(K,-—1)_ ‘

i=1

(B-13)

A equagdo (B-13) ¢ conhecida como Flash Equation ou como relagio de Rachford-Rice, [42].

O mérodo de substituigdo sucessiva € um método iterativo, tradicionalmente usado na
engenharia quimica para resolver o problema do equilibrio liquido-vapor, [40]. Ele parte de uma
estimativa dos valores K;; i=1,..,r, os quais s&o calculados pela correlagio de Wilson, [65],

dada por
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xp 5.37(1+w,){1-]”
*L ;

K = i=1r (B-14)

!

i

onde F, e, sdo, respectivamente, a pressdo e a temperatura reduzida do componente quimico

i
i, e w, ¢ o fator acéntrico desse componente.

Dados 7,P,Z (i=1,..,r) e uma tolerincia £ > 0, os passos do método de substitui¢cdo
sucessiva s80 0s seguintes:

Passo 1 Calcule X ; i = 1,...,r pela equagio (B-14).

Passo 2 Determine V resolvendo a equagio (B-13).

Passo3 Calcule X', i=1,..,r pela equacio (B-9).

Passo 4 Calcule X, j=1, ,r pela equagdo (B-11).

Passo 5 Atualize o valor X;; / = 1,...,r pela equagdo (B-2).

Passo 6 Se |E. - 1| < £ para todo 7 = 1,...,r termine o processo. Caso contrario va para o Passo 2.

Reescrevendo a equacdo (B-13) na forma A ) = 0, onde

— Z(K
h)= Z1+V(K-I)

observe que a fungdo 4= h{}) é diferenciavel e a sua derivada é dada por

r _ 112
hfﬂ!)__{z Z;(‘K; 1) 2}‘

S 1+V(K -1)]
Portanto, a equago (B-13) pode ser resolvida pelo método de Newton-Raphson, por exemplo.
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