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RESUMO 

O problema do equihbrio liquido-vapor, de grande interesse na indústria de óleo e gás 
natural, é remodelado de forma a se obter um problema de minimização de uma função ahamente 
não-linear com restrições lineares. Essa função é a energia livre de Gibbs molar escrita em termos 
das variáveis intensivas, onde a restrição linear cria um conjtmto fitctível na forma de uma caixa 
em R". 

O problema da estabilidade termodinâmica é também remodelado afunde se obter uma 
formulação matemática inteiramente análoga ao problema de equilibrio liquido-vapor. Métodos 
numéricos de otimização são usados~ resolver ambos os problemas. Essa abordagem é nova e 
está inteiramente de acordo com os fundamentos da termodinâmica clássica. 



ABSTRACT 

The liquid-vapor equilibrünn problern, of great interest in oil and oatural gas industry is 
approached tbrought the minimi7Jltion oh a highly non-linear function with linear restrictions. This 
function is the molar Gtbbs :free~energy written in term of intensive variables, where the linear 
restriction is seen as a box in R" . 

Tbe themodynamic stability problem is also reviewed in order to obtain a rigorously 
equivalent mathematical formulation fur the liquid-vapor equih'brium problem. Optimization 
numerical methods are nsed to solve both problems. This approach is perfuctly in sintony with the 
classical thermodyoamics hasis. 



/tis an inference naturally suggested by the general increase 
of entropy which accompanies the changes ocurring in any isolated 

material system that, when the entropy of the system has reached a 
maximum, lhe system wi/1 be in a slllte of equilibrium. Although this 
principie has, by no means, escaped the attention of physicists, its 
importance does not appear to have been duly appreciate. Little has 
been dane to deve/op lhe principie as a fOIITIIintion for lhe general 
theory ojthermodynamic equilibrium. 

The general criterion for equilibrium can be stated simply and 
precisely: for the equilibrium of any isolated system, it is necessary 
and sufficient that, in ali possible variations o f the state of the system 
which do not a/ter its energy, the variation of its entropy Shall either 
vanish ar be negative. 

J Willard Gibbs 



ÍNDICE 

PREFÁCIO I 

I 

11 

A Primeira Lei d1 Termodiaimicl 6 

LI O que é a Termodinâmica . . .. . . . . . . . .. . . .. . . . . . .. .. . . . .. . .. . . .. . .. . .. . . . .. . . . . . .. . . .. . . . . .. . . . . . . . 6 

I. 2 Grandezas Primitivas .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . . .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. . .. .. .. . . .. .. .. . .. .. .. .. .. .. . .. . .. .. . 6 

1.2.2 Tempo e Comprimento ................................................................... . 

I. 2. 2 Massa .................................................... . 

1.2.2 Força 

1.2.3 Temperatura 

1.3 Sistemas, suas Vizinhanças, Fronteiras e Paredes 

1.4 Estado de Equihllrio e Coordenadas Termodinâmicas 

1.5 

1.6 

1.7 

1.8 

Variáveis Extensivas e Intensivas 

Processos e Mudanças de Estado 

O Objetivo Básico da Tennodinâmica 

Grandezas Derivadas ................ .. 

1.8.1 Volume e Pressão 

1.8.2 Trabalho 

1.9 Calor 

1.1 O A Energia Interna 

1.11 O Enunciado da Primeira Lei 

1.12 A Entalpia 

I 13 O Calor Específico 

O Comportamento PvT das Substâncias Puras 

2 I Substâncias Puras 

2.2 Diagramas PvT 

6 

6 

7 

8 

9 

10 

li 

li 

13 

14 

14 

15 

18 

19 

20 

21 

22 

24 

24 

24 



m 

IV 

2.3 

24 

A Equação de Estado Viria! ..... 

Equações de Estado do Terceiro Grau 

2.4.1 A Equação de van der Waals 

2.4.2 A Equação de Redlich-Kwong 

2.4.3 Correlações para Z e o Fator Acêntrico 

A Segunda lei da Termodinâmica 

3.1 Máquina Térmica e Refrigerador 

28 

32 

32 

34 

35 

38 

38 

3.2 Enunciados da Segunda Lei ................................................... 41 

3.3 Equivalência entre os Enunciados de Kelvin-Planck e de C1ausius .... 42 

3.4 Processos Reversíveis 43 

3.5 Ciclo de Carnot ....................................... . 45 

3.6 Teorema de Carnot .......................................................................... . 47 

3.7 A Escala Termodinâmica de Temperatura 49 

3.8 A Entropia de um Gás Ideal 50 

3.9 A Desigualdade de Clausius 52 

3.10 A Função Entropia 54 

3.11 O Princípio do Crescimento da Entropia 55 

A Formulação de Gibbs 57 

4.1 Introdução ... 57 

4.2 Os Postulados 57 

4.3 AfJ Definições Formais de Temperatura, Pressão e de Potencial Químico .. 60 

4.4 Parâmetros Intensivos Entrópicos 

4.5 Condições Necessárias para o Equilíbrio Termodinâmico 

4.5.1 Equilíbrio Térmico ................................ . 

4.5.2 Equilibrio Mecânico 

4.5.3 Equilíbrio com Relação ao Fluxo de Matéria 

4.6 A Relação de Gibbs-Duben 

4.7 O Espaço das Configurações Termodinâmicas 

63 

64 

65 

66 

68 

70 

71 



v 

VI 

48 Formulações Alternativas ....................... . 

4.8.1 Os Princípios da Máxima Entropia e da Mínima Energia 

4.8.2 Transformada de Legendre ............ . 

4.8.3 Relações Fundamentais Alternativas 

4.8.4 Princípios de Extremos Alternativos 

4.9 Estabilidade Termodinâmica 

Comportamento Qualitativo 

5.1 Sistemas com um Único Componente 

74 

75 

79 

86 

91 

93 

lOZ 

102 

5.2 Sistemas com Dois Componentes ............................................................... 105 

5.3 Sistemas Multicomposicionais 109 

5.4 A Regra das Fases de Gibbs 111 

Expressões Analíticas para as Funções Termodinâmicas 113 

6.1 A Fugacidade de Substâncias Puras 113 

6.2 A Fugacidade de um Componente numa Mistura 115 

6.3 Formulações Integrais 119 

6.4 A Equação de Soave-Redlich-Kwong .......... ........ ..... ..................... .. ..... ... .. 129 

6.5 A Equação de Peng-Robinson ...................................................................... 133 

Vll Modelagem Matemátiea do Problema do Equilíbrio Liquido-Vapor 134 

7.1 Princípios Básicos ......... . 

7.2 O Problema do Equilíbrio Líquido-Vapor 

7.3 A Equação de Gibbs-Duhen 

7.4 O Gradiente da Energia Livre de Gibbs Molar 

7.5 A Hessiana da Energia Livre de Gibbs Molar 

7.6 O Teste da Estabilidade 

Vlli O Método Numérico 

8.1 Aspectos Gerais 

134 

135 

140 

141 

144 

145 

150 

150 



IX 

8.2 Aspectos Locais do Método de Newton 

8 J A Estratégia da Busca Linear 

8.4 A Direção de Newton Modificada de Gill e Murray 

8.5 O Algoritmo Empregado 

8.6 Os Dados Iniciais 

Resultados, Conclusões e Perspectivas Futuras 

9 .I Aspectos Gerais 

9.2 Exemplo I 

9.3 Exemplo 2 

9.4 Exemplo 3 

9.5 Exemplo 4 

9.6 Exemplo 5 

9. 7 Conclusão 

9.8 Perspectivas Futuras 

Apêndice A - O Cálculo da Derivada Parcial up' 
iJXj 

Apêndice B - O Método da Snbstituição Sueessiva 

Referências BibliográfiCas 

!51 

!53 

!55 

161 

164 

166 

166 

166 

169 

170 

171 

173 

174 

175 

176 

182 

185 



PREFÁCIO 

A necessidade da produção de óleo e gás estimulou o desenvolvimento de técnicas 
eficientes para aumentar a recuperação dos hidrocarbonetos de um reservatório de petróleo. Entre 
essas técnicas, a mais recente é a do deslocamento rniscível. Essa técnica, baseada em princípios 
químicos, consiste em diminuir (ou eliminar) a tensão superficial existente entre o óleo e o fluido 
injetado no reservatório, permitindo que eles se misturem. Um exemplo de deslocamento miscível 
é a injeção de C02 (dióxido de carbono) em um reservatório do tipo Black Oi/. Técnicas 

envolvendo deslocamentos miscíveis são também usadas no processo de reciclagem de gás em 
reservatórios de Óleo Volátil e de Gás Condensado. Outro exemplo de deslocamento miscível 
ocorre na injeção de C02 em reservatórios de Óleo Voúítil ou injeção de N2 (Nitrogênio) em 

reservatórios de Gás Condensado. 

O aparecimento de tais técnicas tem exigido o desenvolvimento de modelos sofisticados 
que permitam uma simulação mais realistica do escoamento multifasico em um reservatório, onde 
a transferência de massa ocorre entre as fases fluidas. Tais modelos, chamados de 
Composicionais, (8], (!O], [12], [20], (25], (35], (50], (61] e (64], consideram que as fases óleo e 
gás no interior do reservatório são formadas de uma variedade de componentes químicos 
(hidrocarbonetos), e que essas fases se mantém em equihbrio termodinâmico durante todo o 
tempo. Em vista disso, o cãlculo do quihbrio liquido-vapor constitui um subproblema relevante 
nos modelos composicionais, [13], (28], (29], [34], [36], (58] e (59] 

O seu emprego, juntamente com uma equação de estado, é necessário para predizer o 
equilíbrio do sistema constimido de fases fluidas que coexistem durante a simulação da injeção de 
um gás miscível mun reservatório de petróleo, (13] e (35]. O sucesso de tal simulação depende 
não só duma correta predição da fração molar de cada componente químico em cada fase, como 
também duma correta predição do número de fases presentes no sistema. A predição incorreta de 
equih'brio multifásico resulta na determinação de valores indesejáveis para as várias propriedades 
dos fluidos tais como a densidade, viscosidade, etc. Esses valores incorretos devem afetar de uma 
forma adversa os resultados da simulação, prejudicando sensivelmente a etapa de predição do 
processo de recuperação de petróleo. 

Modelos Composicionais são formados por equações diferenciais parciais de evolução que 
descrevem os fenômenos mecânicos envolvidos no escoamento no meio poroso. Associado a tais 
equações encontra-se o problema de equilibrio líquido-vapor modelando os fenômenos 
termodinâmicos que surgem com a transferência de massa entre as fases, ou com o aumento dos 
hidrocarbonetos já existentes no reservatório. Portanto, o cálculo do equih'brio líquido-vapor num 
simulador composicional constitui um subproblema cujo emprego é exigido a cada passo de 
tempo e em cada ponto da grade de discretiz.ação, chegando muitas vezes a consumir em tomo de 
50% do tempo de computação. Em vista disso, um algoritmo que possa predizer corretamente o 
equibbrio multiíasico e que seja eficiente a fim de minimizar o tempo de computação é sem dúvida 
nenhuma uma ferramenta altamente desejada numa simulador composicional, (13] e (34] 

Os princípios da termodinâmica do equilibrio foram estabelecidos corretamente por J. W. 
Gibbs, há cerca de 100 anos (14], (15] e (16] Uma lúcida apresentação dos seus fundamentos 
encontra-se no livro de Callen (5], cuja primeira edição data de 1960. Da teoria apresentada nos 
trabalhos referidos acima, percebe-se que o problema do equihbrio liquido-vapor pode ser 

I 



modelado como um problema de otimização. Por outro lado, métodos numéricos eficientes para 
minimizar (ou maximizar) funções não-lineares não possuem mais de 30 anos de existência. 
Certamente esse fato contribuiu para que a comunidade de simulação de reservatórios tenha 
evitado por muito tempo resolver o problema de equilíbrio líquido-vapor com o enfoque da 
programação não-linear. A piÍmeira formulação do problema do equilibrio com o enfoque 
referido acima surgiu na comunidade de simulação de reservatórios a menos de 1 O anos com os 
trabalhos de J. A Trangenstein, [58] e [59]. Sua formulação consiste na minimização da energia 
livre de Gibbs com restrições lineares de igualdade e desigualdade, sendo as variáveis do 
problema os parâmetros extensivos representados pelos números de moles de cada componente 
químico em cada fase. Antes disso muitos algoritmos baseados no método da substituição 
sucessiva [40], foram empregados. Tais algoritmos utilizam condições necessárias (mas não 
suficiente) de piÍmeira ordem, juntamente com algumas equações de balanço, afim de resolver o 
problema do equihbrio liquido-vapor, com o emprego de uma equação de estado. No entanto, a 
dificuldade de convergência desse método quando a mistura encontra-se próxima ao seu ponto 
crítico, levou vários autores em busca de outras alternativas. Fussel e Yanosik, [13], foram os 
primeiros a empregarem o método de Newton para resolver o sistema não-linear representando o 
balanço de fugacidade de cada componente nas fases liquido e vapor. Tal sistema constitui a 
condição necessária, mas não suficiente, para um mínimo de energia livre de Gibbs, referida 
acima. Mais tarde Nghiern, Aziz e Li, [34], propuseram o emprego do método lubrido de Powell 
para resolver esse mesmo sistema não-linear sempre que o método de substituição sucessiva se 
tomar lento e ineficiente. Nesse último trabalho, os autores sugerem vários critérios que 
determinam quando o método de substituição sucessiva tem de ser interrompido e o processo 
iterativo deve então ser transferido para o método de Powell. Dessa fonna o algoritmo de 
Nghiem, Aziz e Li consiste de uma aceleração para o método de substituição sucessiva. 

As variáveis usadas no método de substituição sucessiva são as frações molares de cada 
componente químico em cada fase mais a fração molar da fase vapor na mistura. No método de 
Newton empregado por Fussell e Yanosik e no método de Powell usado por Nghiem, Azize Li, 
as variáveis são as (r- 1) frações molares dos componentes químicos na fase vapor mais a fração 
molar da fase vapor na mistura, ou as (r -1) frações molares dos componentes químicos na fase 
liquido mais a fração molar da fase liquido, onde r representa o número de componentes químicos 
na nústura líquido-vapor. A escolha dessas variáveis obedece o critério da fase dominante 
sugerido por Fussell e Y anosik, ou seja, se a fase líquido é a fase dominante, então as variáveis da 
fase vapor são as escolhidas e vice-versa. Um aspecto positivo desse critério é o de diminuir o 
número de parâmetros do problema, reduzindo esse número a r variáveis. 

Mudando um pouco mais a estrutura do problema do equihbrio multifãsico, Mebra, 
Heidemann e Aziz, [29], sugerem trocar o problema de minimização da energia livre de Gibbs, 
pelo problema de minimizar a nonna dos quadrados das diferenças dos potenciais químicos em 
cada fase. Outros trabalhos baseados apenas em condições necessárias de primeira ordem podem 
ser vistos em Nghiem e Li, [37], e em outras referências encontradas na literatura (veja por 
exemplo [19], [21], [30], [36], [47] e (49]). 

No presente trabalho descreve-se uma nova formulação para o problema do equihbrio 
líquido-vapor. Do ponto de vista fisico a formulação apresentada segue rigorosamente os 
conceitos básicos da termodinãmica de Gibbs, [14], [15] e [16]. Do ponto de vista matemático, 
trata-se de minimizar a função energia livre de Gibbs molar com restrições lineares na forma de 
uma "caixa em R'". Sendo portanto um problema de minimização de uma função não-linear com 
restrições lineares, o qual é estudado no ãmbito da programação não-linear, [18] e [32]. 
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Alguns pontos postttvos dos trabalhos anteriores foram incorporados na presente 
formulação; por exemplo, ao contrário da formulação de Tmgenstein, emprega-se as variáveis 
intensivas. Tal escolha é a mesma utilizada por Fussel e Yanosik [13], sendo que eles não lançam 
mão de um modelo a ser otimizado. A escolha das variáveis intensivas, como será visto, fornece 
uma maneira natural de se expressar a energia livre de Gibbs molar da mistura líquido-vapor como 
função de apenas r variáveis independentes, todas pertencentes a urna mesma fase. Assim, na 
presente formulação o número de variáveis do problema é igual ao número de componentes 
químicos presentes no estado de equilíbrio do sistema líquido-vapor, o que de acordo com a regra 
das fases de Gibbs é exatamente o menor número de variáveis independentes que podem ser 
usadas para descrever um equilíbrio do tipo bifásico, [5]. Essa escolha de variáveis conduz a um 
problema totalmente escalado, onde todas as variáveis mantêm-se entre zero e um. Este aspecto é 
importante principalmente em situações próximas aos pontos de bolha ou de orvalho. Nessas 
regiões, a energia livre de Gibbs escrita em termos das suas variáveis extensivas, um total de 2r 
variáveis, referentes aos números de moles dos componentes em ambas as fases, possui uma 
matriz Hessiana que encontra-se em duas escalas diferentes, como ocorre nos trabalhos de 
Trangenstein, [58] e [59]. A escala maior refere-se à fase dominante e a escala menor refere-se à 
fase que começa a surgir ou está prestes a desaparecer. Este fato pode afetar os métodos de 
otimização que utilizam direções de descida geradas a partir de informações relacionadas com as 
derivadas da função objetivo, tais como o método de Newton ou tipo-Newton, veja (18]. Além 
do mais, deve-se enfatizar que as variáveis intensivas são sem dúvida as de interesse nos modelos 
composicionais comumente utilizados pelas indústrias de petróleo, os quais são descritos em 
Fussel e Fosse~ (12]; Nghiem, Fong e Aziz, [35]; Coais, (8]; Young e Stephenson, (64]; e outros. 

Só faz sentido resolver o poblema do equihbrio liquido-vapor se o sistema estudado 
encontra-se de fato no referido estado bifásico. Visto que sistemas fluidos constituídos de um ou 
mais componentes químicos podem, sob vários valores de temperatura, pressão e composição, 
apresentar estados de equihürio onde exibem apenas uma única fase, faz-se necessário antes de se 
resolver o problema do equihbrio liquido-vapor realizar-se um teste de estabilidade a fun de se 
determinar o número de fases presentes no dado sistema. Com esse objetivo, neste trabalho é 
desenvolvido um teste de estabilidade o qua1 é baseado no Critério do Plano Tangente. 
inicialmente descrito por Gibbs em [14] e (15], e que ganhou importância na área de petróleo com 
os trabalhos de Baker, Pierce e Luks, [2] e Michelsen, (30]. Matematicamente fàlando, o teste de 
estabilidade desenvolvido aqui, consiste na minimização de uma função objerivo não-linear, a 
distância da energia livre de Gibbs molar ao seu plano tangente, sujeita a restrições lineares na 

forma de uma "caixa em R"'. Dessa forma, o problema do equihbrio liquido-vapor e o teste da 
estabilidade aqui denvolvidos são problemas de otimização que apresentam a mesma estrutura 
matemática. Além de serem descritos utilizando-se o mesmo tipo de variável. os parâmetros 
intensivos do sistema. 

Esse par de problemas de minimização é resolvido empregando-se um método de 
otimização geralmente usado em problemas sem restrições. Isto se justifica visto que a solução 
procurada nunca se encontra na fronteira da caixa. O algoritmo utilizado baseia-se no método de 
Gill e Murray, [17], o qual utiliza uma busca linear numa direção de Newton modificada. Esse 
método, que é adaptado para as circunstâncias do problema, se vale de técnicas eficientes e já 
estabelecidas na área de otimização não-linear, [ 18]. Ele permite que a estrutura simétrica da 
matriz Hessiana da função objetivo seja explorada a fim de se buscar uma convergência local 
quadrática, ou ao menos superlinear. Tal ordem de convergência é relevante na resolução do 
problema do equilibrio liquido-vapor, sendo uma das motivações para o emprego de métodos de 
otimização na resolução desse tipo de problema, visto que o método da substituição sucessiva 
apresenta apenas convergência linear, (59]. 
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Com o propósito de se dar suporte teórico aos modelos aqui deduzidos e para se cumprir 
um dos objetivos deste trabalho, o de se disponibilizar a termodinâmica de Gibbs como uma teoria 
efetivamente apropriada para a modelagem de problemas de equilíbrio termodinâmico com o 
enfoque da otinúzação, os quais podem e devem ser resolvidos por métodos numéricos oriundos 
da programação matemática, desenvolve-se no Capítulo IV, baseado nas referências [5], [14], 
[15], [16) e [57], os fundamentos da formulação de Gibbs. A teoria desenvolvida, a qual sustenta
se em princípios de extremo, é abrangente e com ela pode-se modelar não apenas o problema do 
equilibrio liquido-vapor, mas certamente uma ampla classe de problemas termodinâmicos de 
interesse cientifico e tecnológico. 

Objetivando-se manter o texto autocontido e pensando-se no leitor não especializado, 
desenvolve-se nos três primeiros capítulos os aspectos básicos da tennodinâmica clássica, cujo 
conteúdo é parte integrante de textos comumente usados nos cursos de engenharia, veja [22], 
[51), [53) e [55], por exemplo. Nos três capítulos iniciais o leitor não familiarizado com a 
termodinâmica terá a oportunidade de fazer seus primeiros contactos com conceitos fundamentais 
como, por exemplo, sistemas e vizmhanças, estados de equilibrio, coordenadas termodinâmicas, 
variáveis extensivas e intensivas, energia interna, primeira lei da termodinâmica, entalpia, entropia, 
segunda lei da termodinâmica, propriedades (criticas) de substâncias puras, forças de van der 
Waals, equação de estado, etc. Conceitos desse tipo são fundamentais para um perfeito 
entendimento da teoria desenvolvida nos demais capítulos. Por exemplo, o leitor familiarizado 
com conceitos de energia interna, entropia e segunda lei da termodinâmica aceitará com 
naturalidade os postulados básicos enunciados no inicio do Capítulo IV, os quais formam a base 
da teoria de Gibbs; e perceberá claramente que o princípio da máxima entropia, que dá origem 
aos demais princípios de extremo, é na realidade um enunciado para a segunda lei da 
termodinâmica, o qual não envolve os conceitos de máquina térnúca e reliigerador que estão 
irremediavelmente atrelados nos enunciados de Kelvin-Planck e Clausius, fazendo com que esses 
enunciados da segunda lei assumam características de interesses específicos destinados à certos 
ramos da engenharia. 

No Capítulo VI desenvolve-se expressões analiticas para as prinicipais funções 
termodinâmicas, isto é feito seguindo-se os passos dos trabalhos de Beatrie [3) e [4), referências 
clássicas na área da modelagem termodinâmica das propriedades volumétricas de substâncias 
puras e de misturas de substâncias reais. De posse dessas expressões analíticas pode-se, com o 
auxilio de equações de estado, quantificar as relações termodinâmicas fundamentais, 
desenvolvidas no Capítulo IV, tendo-se dessa forma acesso à todas as informações relacionadas 
com sistemas termodinâmicos em qualquer estado de equilibrio. Essas expressões analiticas são 
equações integrais que necessitam de equações de estado para a sua efetiva integração. 

Os conceitos básicos sobre equações de estado são desenvolvidos no Capítulo 11, lá 
descreve-se os aspectos teóricos relacionados com a equação do virial, de van der Waals, [60], e 
de Redlick-Kwong, [46). Duas equações de estado mais realisticas, as quais têm mostrado 
eficiência na modelagem e simulação das relações PvT de substâncias puras e de misturas de 
multicomponentes encontradas em reservatórios de petróleo, são deduzidas no final do Capítulo 
VI. Essas equações são a de Soave-Redlick·Kwong e de Peng-Robinson, [54) e [38). 

No Capítulo V apresenta-se e discute-se vários diagramas de fases que ex~bem aspectos 
típicos do comportamento físico de misturas constituídas de um ou mais componentes químicos. 
Esses diagramas são importantes e devem ser utilizados no entendimento dos aspectos 
qualitativos existente entre as várias relações envolvendo as propriedades de sistemas 
multifasicos. Nesse capítulo discute-se também os conceitos de ponto crítico. ponto de bolha e de 
ponto de orvalho; os quais têm grande importância no estudo do equilíbrio líquido-vapor de 
sistemas fluidos encontrados em reservatórios de petróleo. 

4 



A modelagem proposta para o problema do equihbrio líquido-vapor e para o seu teste de 
estabilidade é desenvolvida no Capítulo VII. No Capítulo vrn expõe-se, de forma resumida, os 
principais aspectos teóricos e práticos do método numérico de otimização utilizado na resolução 
dos modelos desenvolvidos no Capítulo VII. Esse método pode também ser útil para resolver 
outros modelos de otimização oriundos da aplicação da teoria de Gibbs à problemas de equilíbrio 
tennodinâmico. Finalmente, no Capítulo IX apresenta·se os resultados, as conclusões das 
simulações numéricas realizadas e as perspectivas para trabalhos futuros na área da 
termodinâmica do Equilíbrio 
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CAPÍTULO I 

A primeira Lei da Termodinâmica 

1.1 O que é a TermodinJimica ? 

A termodinâmica é uma ciência que estuda as propriedades globais da matéria e os 
processos pelos quais estas propriedades são alteradas. Primeiramente, pode-se considerar que 
a termodinâmica está dividida em duas grandes áreas: a termodinâmica clássica e a 
termodinâmica estatística. Na termodinâmica estatística a matéria é vista com um aglomerado de 
átomos, sendo a teoria quântica usada para estabelecer as propriedades individuais de cada 
átomo e com isto explicar o comportamento macroscópico da materia. A termodinâmica clássica 
é uma disciplina puramente macroscópica que lida com as mudanças médias que ocorrem entre 
grandes quantidades de moléculas, tendo como parâmetros globais o volume, a pressão, a 
temperatura. a energia, etc. 

1.2 Grandeza~ Primitivas 

Existem diversos conceitos primitivos os quais pode-se apreender sensorialmente e que 
formam a base de todas as medições fisicas. Entre estes estão o tempo, o comprimento, a massa, 
a força e a temper.atura, que podem ser encarados como grandezas primárias. Para cada uma 
delas deve ser estabelecida uma escala de medida, dividida em unidades de um tamanho 
particular. Os padrões universalmente aceitos são os do Sistema Internacional de Unidades, cuja 
sigla é SI. Os outros sistemas de unidades relacionam-se ao sistema SI mediante làtores de 
conversão fixos. Além do SI considera-se também no presente trabalho o sistema inglês de 
unidades de engenharia. 

1.2.1 Tempo e Comprimento 

O conceito de tempo é bem determinado. A unidade fundamental de tempo é o segundo, 
com o símbolo s. Para períodos menores do que um segundo, são usados os tennos milésimo de 
segundo (l0'3s), micro-segundo (W6s), nano-segundo (l0'9s) e pico-segundo (l0' 12s). 

O conceiro de comprimento também é bem estabelecido. A unidade de comprimento no 
sistema SI é o metro (m). A unidade de comprimento no sistema inglês de engenharia é o pé (ft), 
definido como 0,3048m. A polegada é um submultiplo do pé definido como 2,540cm. 

1.2.2 Massa 

O conceito de massa também é bem definido, e1e envolve a quantidade de matéria 
considerada. A unidade fundamental de massa, m, no sistema SI é o quilograma, com símbolo Kg. 
No sistema inglês de engenharia usa-se a hora-massa ( lbm ), definida como 0,45359237 Kg. 
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O número de átomos existente em 0,012Kg (12 gramas) de carbono-12 é igual a 
6,02252 x 1023

. Este número é uma quantidade padrão conhecida como número de Avogadro, o 
qual será denotado por NA. A massa molecular (as vezes chamadas erroneamente de peso 
molecular) de um dado componente quínúco é igual a massa de NA moléculas deste componente. 
Um moi do componente químico é a quantidade de substância contida numa massa 
numericamente igua] a sua massa molecular, ou seja, um moi tem NA moléculas da espécie 
química considerada. Designando·se a massa molecular por M e o número de moles por N, então 
a massa da substância é dada por 

m=NM (LI) 

Se n é o número de moléculas da dada substãocia então segue-se da equação (LI) que 

(1.2) 

Em uma mistura de r componentes químicos, denota-se o número de moles do componente j por 
N1 . A fração definida por 

N 
X =--1 -· J=l,2, ... ,r 

J ' , 

LNk 
(13) 

k=l 

é chamada de fração molar do componente j e N = L N j é o número total de moles da mistura. 
j=l 

' 
Da equação (13) segue-se que L xj =I e o~ xj ~I para todo j = 1,2, ... ,r. 

j=l 

1.2.3 Força 

No sistern SI a unidade fundamental de força, F, é o newton, com símbolo N. Um newton 
é a força que aplicada a um corpo com massa de um quilograma lhe atnbui uma aceleração de um 
metro por segundo ao quadrado. Esta definição está baseada na segunda lei de Newton, que 
exprime a proporcionalidade entre a força F e o produto da massa m pela aceleração a: 

(1.4) 

onde 1/ g, é o fator de proporcionalidade. A equação (1.4), a qual relaciona quatro grandezas 
fundamentais (tempo, comprimento, massa e furça) é válida para qualquer que seja o sistema de 
unidades empregado. Quando as unidades de tempo, de comprimento e de massa são definidas 
inicialmente, então a escolha da unidade de força deternúna o valor de g, por intermédio da 
equação (1.4). No sistema SI, o newton é definido de modo a fazer g, igual à unidade. Então 
pela equação (1.4), 

e conseqüentemente 

IN= lkg.lm!s
2 

g, 
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g, = lkg.m!Ns' 

As unidades de g, podem ser encaradas de duas fonnas. Quando o newton é considerado 
uma unidade independente, Kc tem as unidades que acabamos de mencionar. No entanto, se o 

newton for encarado simplesmente como uma abreviação da unidade composta Kg.m I s 2
, então 

g, será adimensional, e a equação (I. 4 ) poderá ser escrita como 

F=ma 

No sistema inglês tk engenharia a unidade de força é a libra-força, cujo símbolo é /b f . A 

libra-força é a força exercida pela gravidade sobre uma libra-massa de matéria num local em que a 
aceleração da gravidade tem o valor padrão de 32,1740 ftl s'. Então, I Ih. recebe uma 

aceleração de 32,1740 fi I s' sob a ação de uma força de I lb f. A substituição destes valores na 

equação (1.4 ) dá 

Tirando-se o valor de g,, 

1/b f = .:.1 "-/b!!!.m·:::.:32::,1:..:.7_:_40:.<ft.:.../_:sc_' 

K 

Assim, no sistema inglês de engenharia, Kc é uma constante que tem dimensão e cujo 

valor numérico é igual à aceleração da gravidade, mas tendo unidades diferentes. Uma libra-força 
é equivalente a 4,4482216 N 

1.2.4 Temperatura 

Existem duas escalas para a medida de temperatura, T, chamadas de Fabrenbeir, • F, (em 
homenagem a Gabriel Fabrenheit, 1686-1736) e a escala Celsius •c. Estas escalas estão baseadas 
sobre a especificação do número de unidades entre o ponto de gelo e o ponto de vapor da água. 
As escalas Celsius tem 100 unidades entre estes dois pontos, enquanto que a escala Fabrenheit 
tem 180 unidades. Na escala Celsius os pontos de gelo e de vapor são representados por O e 100, 
respectivamente. Na escala Fabrenheit estes pontos são enumerados como 32 e 212. Outras 
divisões de igual tamanho são marcadas abaixo e acima destes pontos. Este procedimento gera o 
conceito de temperatura negativo, que correspondem a valores de temperaturas medidas abaixo 
de zero em ambas as escalas. 

Como será mostrado mais adiante, a segunda lei da termodinâmica pode ser usada para se 
definir escalas de temperaturas absolutas possuindo somente valores positivos. A escala 
absoluta relacionada com à escala Celsius é chamada de escala Kelvin (em honra à Lord Kelvin, 
1824-1907) e desigoa-se por K. A escala absoluta relacionada à escala Fabrenheit, é chamada de 
escala Rankine. e designa~se por o R . O ponto zero de ambas as escalas representa o mesmo 
estado fisico, e a razão de dois valores de temperatura I; e 1; é o mesmo independente da escala 
usada, isto é 
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A relação entre as escalas é indicada na Figura I. I, e obedece as seguintes equações 

'F= 32,o + 2.·c 
5 

'R=2_K 
5 

'R='F +459,67 

K='C+273,15 

K 'C 'F 'R 
2273,15 2000 3632 4092,67 
1773,15 1500 2732 3191,67 
1273,15 1000 1832 2291,67 
773,15 500 932 1391,67 
673,15 400 752 1211,67 
573,15 300 572 1031,67 
473,15 200 392 851,67 
373,15 100 212,0 671,67 
273,15 o 32,0 491,67 
233,15 -40 -40 419,67 
173,15 -100 -148 311,67 

Figura 1.1 As relações entre as escalas de temperatura. 

Escalas de temperaturas absolutas são também chamadas de escalas de temperqturas 
termodinâmicas. No sistema SI usa·se K enquanto que no sistema inglês de engenharia emprega· 

se 0 R. 

1.3 Sistemas, suas Vizinhanças, Fronteiras e Paredes 

Na prática, a tennodinâmica interessa-se por mudanças que ocorrem em alguma parte do 
universo. A região de interesse, a qual pode ser um certo volume no espaço ou uma quantidade 
de matéria, é chamada de sistema, o resto do universo é a sua vizinhança. Em outras palavras, a 
vizinhança é a porção de matéria ou região do espaço que reside fora do sistema selecionado para 
análise. A superfície que separa o sistema da sua vizinhança é chamada de fronteira do sistema. 
Como exemplo de um sistema termodinimico considere uma massa de ar mantida sob pressão no 
interior de um tanque. A fronteira do sistema, neste caso, é a superficie interna do tanque e a 
vizinhança consiste do que resta dele e do meio ambiente, veja a Figura 1.2 a seguir. 

Não deve-se confundir a fronteira com as paredes que separam o sistema do meio 
ambiente. De fato, uma parede possui espessura e ocupa um certo volume no espaço, enquanto 
que a fronteira do sistema, a qual pode ser real ou imaginária, é uma superfície e portanto possui 
volume nulo. Entretanto, em muitos casos, como no da Figura 1.2, as paredes determinam a 
localização das fronteiras do sistema. Em tais casos, a transferência de massa e calor, por 
exemplo, através das paredes implica na transferência de massa e calor através da fronteira do 
sistema. 
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0 ----------.,.~-- parede do tanque 
~, I 

Sistema 

(ar comprimido) ____ . __ \r-+ fronteira do sistema 

L-------..l 

Figura l.Z Ar comprimido no interior de um tanque. 

Uma classificação das fronteiras e das paredes do sistema deve ser baseada na propriedade 
dessas paredes em permitirem ou evitarem a transferência de massa, calor, etc. No que segue será 
dada uma classificação para paredes de um sistema, a qual vale também para a fronteira. Para 
ilustrar, considere dois sistemas separados por um pistão interno dentro de um cilindro fechado, 
veja a Figura 1.3. Se a posição do pistão é rigidamente fixada então uma parede, no caso o pistão, 
evita a redistribuição de volume entre os dois sistemas. Mas se o pistão é deixado livre então uma 
tal redistribuição é pennitida. Nesse exemplo, o cilindro juntamente com o pistão rigidamente 
fixado constituem o que chama-se de uma parede restritiva com respeito ao volume, enquanto 
que o cilindro e o pistão móvel constituem uma parede não-restritiva com respeito ao volume. 
Em geral, uma parede que restringe um parãmetro extensivo (este conceito é definido na Seção 
1.5) de um sistema de uma tal maneira que ele possua um valor definido e particular é dita 
restritiva com respeito aquele parãmetro, enquanto que uma parede que pennite que o parãmetro 
mude livremente é dita não·restritiva com respeito ao referido parâmetro. Por exemplo. uma 
parede que é impermeável a um detenninado componente químico é restritiva com respeito ao 
número de moles do respectivo componente. É convencional referir-se a uma parede que é 
restritiva ao fluxo de calor como adiabática Se uma parede evita o fluxo de calor e trabalho ela é 
chamada de restritiva com respeito a energia. Um sistema é dito fechado se a sua fronteira é 
impermeável ao fluxo de matéria. Sistemas cujas fronteiras pennitem o fluxo de matéria são 
chamados de abertas. Um sistema englobado por uma parede que é restritiva com respeito á 
energia, ao volume, e á todos os números de moles é dito iso/adQ. 

vO N!'l B p('i,J''I,rÁ'i,.N!,'I, ... p(lJ,r<l), 1, 1 ,... ~ 

- ,....-- pistão 

cilindro 

l 

Figura 1.3 Dois sistemas no interior de um ciliodro fechado, separados por um pistão. 

1.4 Estado de Equilíbrio e Coordenadas Termodinâmicas 

Considerando-se uma massa de água, reconhece-se que ela pode existir sob várias 
formas. Se está inicialmente liquida pode-se tornar vapor, após aquecida, ou sólida, quando 
resfriada. Assim água pode apresentar várias formas chamadas de fases, mais precisamente, uma 
fase de uma substãncia é definida como uma quantidade de matéria totalmente homogênea. Em 
cada fase a água pode existir a várias pressões e temperaturas ou, usando a terminologia 
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tennodinânúca, em vários estados. Assim o estado de um sistema é identificado ou descrito por 
certas propriedades macroscópicas observáveis, chamadas de coordenadas termodinâmicas, ou 
variáveis de estado do sistema. Algumas das mais fanúliares são: temperatura, pressão e volume 
(em capítulos posteriores serão introduzidas outras propriedades termodinâmicas). Denomina·se 
sistema simples aquele que é macroscopicamente homogêneo e cujas coordenadas 
termodinâmicas não variam de um ponto a outro do sistema. Denomina-se sistema composto 
aquele que é formado por vários sistemas simples. Sistemas heterogêneos constituídos de mais de 
uma fase que encontram-se separadas entre si por meio de contornos chamados de fronteiras elas 
fases, são exemplos típicos de sistemas compostos. Todo sistema, simples ou composto, tende na 
direção de um estado simples que independe da história especifica do sistema. Muitas vezes a 
evolução na direção deste estado simples é rápida, em outros casos ela pode proceder com 
extrema lentidão. Mas todo sistema possui uma tendência natural para evoluir na direção de um 
estado no qual as propriedades são determinadas por fatores intrínsecos, e não por influências 
externas previamente aplicadas. Um tal estado tenninal simples é chamado de estado de equillbrio 
do sistema. Assim um sistema simples está em um estado de equih'brio quando suas coordenadas 
termodinâmicas não mudam com o passar do tempo. Portanto, cada coordenada de um sistema 
simples em um dado estado de equih'brio possui um valor bem definido, este valor é único, ou 
seja, é sempre o mesmo para um dado estado de equih'brio, e independe do caminho ( isto é, da 
história ), pelo qual o sistema chegou até ele. Reciprocamente, o estado de equih'brio de um 
sistema simples é caracterizado ou descrito de forma única pelas suas coordenadas 
tennodinãmicas. As coordenadas termodinãmicas de um sistema composto são as coordenadas 
de todos os subsistemas simples que o constituem. Um sistema composto encontra-se em um 
estado de equihbrio se, e somente se, cada subsistema simples encontra-se num estado de 
equihbrio. 

1.5 Variáveis Extensivas e Intensivas 

As variáveis ou propriedades termodinâmicas de um sistema que encontra-se num estado 
de equilíbrio podem ser divididas em duas classes gerais, as intensivas e as extensivas. Uma 
propriedade intensiva é independente da massa do sistema, enquanto que o valor de uma 
propriedade extensiva varia diretamente com a massa. Assim, se uma quantidade de matéria, em 
um dado estado de equih'brio é dividida em duas partes iguais cada parte terá o mesmo valor das 
propriedades imensivas que a original e metade do valor das propriedades extensivas. Como 
exemplos de variáveis intensivas pode-se citar a temperatura e a pressão. A massa e o volume são 
exemplos de propriedades extensivas. As propriedades extensivas por unidade de massa, tais 
como o volume especifico, são propriedades imensivas. 

1.6 Processos e Mudanças de Estados 

Como foi visto anteriormente, a descrição de um sistema termodinâmico requer a 
eapecificação das fronteiras que o separam da sua vizinhança. É por meio da manipulação das 
fronteiras que as variáveis do sistema são alteradas e processos são iniciados. Quando isto 
acontece diz-se que ocorreu uma mudança no estado do sistema. Assim um processo é 
caracterizado por mudanças que alteram o estado do sistema, v<ja a Figura 1.4. 
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TA ---------·TB 
PA .........• PB 

VA ·········• VB 

Figura 1.4 Um processo altera o estado do sistema. 

Na Figura I. 5 abaixo, o gás comprimido no interior do cilindro é considerado como o 
sistema. Se a fronteira do sistema é manipulada, realizando-se um processo de elevação do 
êmbolo, tem-se como conseqüência uma mudança de estado, pois a pressão decresce e o volume 
específico aumenta. Este processo de elevação do êmbolo pode ser realizado de várias maneiras, 
por exemplo um bico de Bunsen pode ser colocado sob o cilindro, neste caso a temperatura do 
gás aumenta e o êmbolo se elevará. Outra posSibilidade é a elevação do êmbolo pela retirada de 
um dos pesos que se encontra sobre ele. 

imbo 

frontei~ 
do sistema 

,. 

...............................................• 

Figura 1.5 Exemplo de um sistema submetido a processos distintos. 

Este exemplo ilustra dois tipos de processos distintos que podem ser realizados sobre o 
mesmo sistema , através de diferentes manipulações de sua fronteira. Vários processos são 
desctitos pelo fato de que uma propriedade se mantém constante. O prefixo iso é usado para tal. 
Um processo isoténnico é um processo à temperatura constante, um processo isobárico é um 
processo à pressão constante e um processo isométrico é um processo à volume constante. 

Considere que o sistema da Figura 1.6 está em um estado de equihbrio, estado A. No 
instante em que os pesos sobre o êmbolo são removidos o equih'brio deixa de existir, resultando 
no movimento do êmbolo para cima, até que um novo estado de equih'brio sqa atingido, após o 
êmbolo ter encontrado os batentes, estado B. 

A pergunta fundamental que se impõe é a seguinte: uma vez que as variáveis de estado 
descrevem o estado de um sistema apenas quando ele está em equilíbrio, como pode-se 
descrever os estados de um sistema durante um processo, se o processo real só ocorre quando 
não eriste equilíbrio ? 

O primeiro passo para se responder a pergunta acima, consiste na definição de um 
processo ideal, chamado de processo quase-estático. Um processo quase-estático é aquele 
formado por uma sucessão de estados de equih'brio. Muitos dos processos reais se aproxinuun 
bastante de um processo quase-estático e podem ser assim considerados como tal. Se os pesos 
do êmbolo da Figura 1.6 forem pequenos, e furem retirados um por um, o processo pode ser 
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considerado como quase-estático. Por outro lado, se todos os pesos forem removidos 
simultaneamente, o êmbolo se elevará rapidamente, até atingir os batentes. Neste caso o sistema 
não encontra-se em equilíbrio em tempo algum durante a mudança de estado, e conseqüentemente 
este processo não pode ser considerado como sendo quase-estático. 

[ 

I 

Gás 

Gás 

&lado A Estado E 

Figura 1.6 Exemplo de um processo quase-estático. 

Para os processos fonnados por estados de não-equilíbrio, a termodinâmica limita-se a 
descrições do sistema nos estados de equilíbrio inicial e final, não estando habilitada a especificar 
cada estado através do qual o sistema passa, tampouco a rapidez com que o processo ocorre. 
Estas questões serão discutidas com mais profundidade na Seção 4. 7. 

1.7 O Objetivo Básico da Termodinâmica 

O objetivo básico da termodinâmica é o estudo dos estados de equilíbrio de sistemas 
simples e das mudanças que ocorrem quando tais sistemas são submetidos a processos quase
estáticos. O estudo dos estados de equilíbrio de um sistema composto é feito através do 
conhecimento das propriedades dos estados de equilíbrio dos vários subsistemas simples que o 
compõem, e que podem ou não interagir um com os outros através das suas fronteiras pela troca 
de massa, pela transferência de calor, etc. 

Vários problemas envolvidos na termodinâmica resumem-se num problema básico, o de 
determinar o estado de equilíbrio que resulta após a remoção de restrições internas de um sistema 
composto, constituído de dois ou mais sistemas simples. Considere, por exemplo, o sistema da 
Figura I J, este sistema é fonnado de dois subsistemas simples os quais estão restritos ao interior 
de um cilindro fechado e separados por um pistão. Suponha que as paredes do cilindro e do pistão 
são rígidas, impermeáveis ao fluxo de matéria e adiabáticas. Suponha também que a posição do 
pistão é firmemente fixada e portanto cada subsistema é isolado. Se agora libera-se o pistão, ele 
em geral procurará uma nova posição. Similannente, se a condição de adiabaticidade da parede 
do pistão (fixado) for retirada, então o calor fluirá entre os dois subsistemas. Além disso se algum 
orificio for feito na parede do pistão então haverá uma redistribuição de matéria (e também de 
energia) entre os dois subsistemas. Portanto a remoção de alguma restrição resultará, em cada 
caso, no início de algum processo espontâneo. Tal processo só terminará quando os subsistemas 
atingirem um novo estado de equilíbrio, onde possuirão novos valores para as coordenadas 

( """ p<l) JT(I) N(l) 'T'I'2) P"' V"' N"' ) 1"' ,~ ' 1 , ••• ,1-' ' ' l , ••• , • 
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1.8 Grandezas Derivadas 

Há um grande número de grandezas termodinâmicas que são definidas em tennos das 
grandezas primitivas discutidas na Seção 1.2. Estas grandezas derivadas são empregadas em 
virtude da conveniência prática. Algumas delas, como o volume e a pressão (já citadas nas seções 
anteriores), são tão comuns que quase não merecem discussão. Outras, como a energia interna e a 
entalpia, são grandezas especificamente termodinâmica e precisam de explicações detalhadas. 

1.8.1 Volume e Pressão 

O volume, V, é uma grandeza que representa o produto de três comprimentos. O volume 
de uma substância, como a massa, depende da quantidade de matéria considerada. O volume 
específico é o volume por unidade de massa, e o volume molar é o volume por moi do material. A 
densidade é o inverso do volume específico. A densidade molar é o inverso do volume molar. 

Quando trata-se com líquidos e gases, nonna1mente fala-se de pressão, nos sólidos fala-se 
de tensão. Define-se pressão como o componente normal da força por unidade de área exercida 
por um fluido sobre uma parede (ou fronteira) de um sistema, veja a Figura 1. 7 

I ! 

nnnnnr 
P=FfA 

. ············· ' 

Figura 1. 7 Exemplo de pressão agindo nas paredes de um sistema em equilíbrio. 

Reciprocamente, define-se pressão em um ponto c de um sistema fluido como segue_ seja 
M uma área pequena do fluido contendo o ponto c. Se M' é o componente normal da força 
agindo sobre M, então considera-se a pressão, P, no ponto c como 

&'" 
P= /im

M---->OM 

A pressão num ponto de um fluido em equilíbrio é a mesma em todas as direções e independe do 
ponto. 

A pressão total exercida sobre uma parede (ou fronteira) é chamada de pressão absoluta. 
A pressão exercida sobre uma parede pela atmosfera é chamada de pressão atmosférica, ela varia 
com a localização e com a elevação. A pressão atmosférica é o resultado do peso do ar sobre as 
paredes de um sistema. A pressão manométrica é a diferença entre a pressão absoluta e a pressão 
atmosférica. Nos cálculos termodinâmicos é indispensável o uso de pressões absolutas. 

No sistema SI a pressão é medida em Pascal (Pa), um pascal é igual a um newton por 
metro ao quadrado, ou seja, 
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1Pa=IN/m2 

No sistema inglês de engenharia, usa-se psia e psig para designar respectivamente as 

pressões absoluta e manométricas em lbf I poP 

1.8.2 Trabalho 

O trabalho, W, é usualmente definido como uma força agindo através de um 
deslocamento. Ele é expresso matematicamente como 

W= f,Fds= fFcosl1ds (1.5) 

onde o produto escalar do vetor força pelo vetor deslocamento indica que o trabalho é 
computado considerando-se somente o componente de força na direção do deslocamento. Este 
cálculo é indicado esquematicamente na Figura 1. 8, onde a força move-se ao longo de um 
caminho específico c. 

2 

F 

1 

Figura 1.8 Definição de trabalho. 

O trabalho total é dado pela integral ao longo de c. o que significa que o trabalho depende do 
caminho. 

seguir_ 
Considere a expansão de um gás no interior de um cilindro com pistão, veja a Figura 1.9 a 

PA 

Gás 

-!-------1 
g;;:;;:;J··f"-=_=~=---=---=~=--=~=~-=- ~=~=, :_, ---+ F 

Figura 1.9 Expansão de um gás num cilindro. 

Seja P a pressão no cilindro e V o volume de gás. A força exercida sobre o pistão é 

F=PA 
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onde A é a área da supertlcie do pistão que encontra-se exposta a ação do gás. O movimento do 
pistão ocorre na direção da força aplicada, e a diferencial do deslocamento ds pode ser dada em 
termos da variação no volume de gás, dV como 

ds= dV 
A 

combinando-se as funções força e deslocamento, tem-se que o trabalho devido a ação da força 
sobre o pistão, relacionado com o deslocamento ds, é 

assim, o trabalho realizado sobre o pistão, durante um dado processo quase-estático, pode ser 
detenninado pela integral 

W= t PdV 
' 

(1.6) 

Entretanto essa integral somente pode ser efetuada se for conhecida a relação entre P e V 
durante esse processo. Esta relação pode ser dada na forma de uma equação ou ela pode ser 
mostrada na forma de um gráfico. A Figura 1.10 é um diagrama pressão-volume representando a 
expansão do gás no interior de um cilindro, por um processo quase-estático. No início do 
processo o pistão está na posição 1 onde a pressão é elevada e o volume é relativamente pequeno. 
No fim do processo o pistão está na posição 2 e o estado correspondente do gás é mostrado pelo 
ponto 2 no diagrama P-V, neste ponto a pressão é baixa e o volume é relativamente alto. A 
hipótese de um processo quase-estático aqui é essencial, visto que cada ponto da linha 1-2 
representa um estado de equihbrio bem definido pelo qual o sistema passa durante o processo. 

p 

1 

2 

W= jPdV 
I 

• ----2 
v, v2 v 

Figura 1.10 Trabalho devido a expansão de um gás. 

A unidade de trabalho no sistema SI é o newton-metro, denominado Joule, e denotado 
com símbolo J. No sistema inglês de engenharia emprega-se pé-libra-força (fi .ib1 ). 

Com a caracterização do trabalho como uma grandeza fisica bem definida, é possível 
desenvolver-se uma série de relações úteis. Quando um corpo de massa m sofre a ação de uma 
força F, a sua aceleração está relacionada à força pela equação, 

F= 

Assim, 

I 
-ma 
g, 
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~" 'd mdsd m d ur1 =r S = -- 11 = - U 11 

gc dt g, 

onde u representa a velocidade e to tempo. 
Esta equação pode agora ser integrada quando houver uma variação finita de velocidade, de u 

1 
a 

u, 

ou 

A grandeza E, = 

m "' m ("' u') W=-Judu=--'--' 
Kc "I gc 2 2 

(1.7) 

' 
mu é conhecida como energia cinética. Portanto, a equação (I 7) 
2g, 

mostra que o trabalho feito sobre um corpo, para acelerá-lo de uma velocidade u
1 

até uma 

velocidade u2 , é igual à variação da energia cinética do corpo, isto é, 

Inversamente, quando um corpo em movimento é desacelerado pela ação de uma força 
restritiva, o trabalho feito pelo corpo é igual à modificação de sua energia cinética_ No sistema 

SI, Kc é igual à unidade e a energia cinética fica Et = .!.mu2
. 

2 
Quando um corpo de massa m é elevado de uma altura inicial zl para uma altura z2 , é 

necessário aplicar sobre ele uma força de intensidade maior ou pelo menos igual ao peso do 
corpo. Esta força deve deslocar-se ao longo da distância z2 - z1. Uma v~z que o peso do corpo é 
o resultado da ação da gravidade sobre ele, a força mínima necessária para elevar o corpo é 

I I 
F=-ma=-mg 

Kc Kc 

onde g é a aceleração da gravidade local. O trabalho mínimo necessário para suspender o corpo é 
igual ao produto desta força pela variação da cota z, isto é, 

W = F(z2 -zi) = mL(z2 -zi) = m2z2L-mizlL 
gc gc Kc 

ou 

(I 8) 

Vê-se, pela equação (I .8), que o trabalho realizado sobre o corpo, no processo de suspensão, é 

igual à modificação da grandeza E P = mzg , conhecida como energia potencial. Inversamente, 
gc 

quando o corpo é novamente abaixado contra uma força resistiva igual ao seu peso, o trabalho 
realizado pelo corpo é igual à variação da energia potencial. A equação (1.8) é semelhante, em 
forma, à equação ( 1. 7), e ambas mostram que o trabalho realizado é igual à variação de uma 
grandeza que descreve a condição do corpo, (sistema),em relação às suas vizinhanças. Em cada 
caso, o trabalho realizado pode ser recuperado mediante uma inversão do processo e pelo retorno 
do corpo ao seu estado inicial. Esta observação leva, com naturalidade, ao pensamento de que, se 
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o trabalho realizado sobre um corpo para acelerá-lo ou para elevá-lo, pode ser recuperado num 
processo posterior, então o corpo, graças à velocidade adquirida ou à elevação aJcançada deve 
conter a capacidade ou a possibilidade de efetuar este trabalho. No exame de qualquer processo 
fisico, tenta-se encontrar ou definir grandezas que pennanecem constantes, independentemente 
das modificações que ocorrem. Uma destas grandezas, reconhecida há muito tempo no 
desenvolvimento da mecânica, é a massa. A grande utilidade da lei da conservação da massa 
como um princípio gera] da ciência sugere que outros princípios de conservação tenham valor 
comparável. Assim, o desenvolvimento do conceito de energia cinética e potencial levou 
logicamente ao princípio da conservação num processo mecânico. Quando se dá energia a um 
corpo mediante a sua elevação, parece razoável admitir que o corpo conservará esta energia. ou a 
manterá guardada até que possa realizar o trabalho de que é capaz. ConcJui-se então que, se um 
corpo em posição elevada cai livremente, a sua energia cinética deve crescer à medida que a 
energia potencial diminui, de modo a conservar inalterada a sua capacidade de realizar trabalho. 
Por isso, deveria ser possível escrever, no caso de um corpo em queda livre, a expressão 

(1.9) 

Inumeráveis experiências confirmam a validade desta equação. O sucesso da aplicação do 
princípio da conservação da energia aos corpos em queda livre levou a sua aplicação generalizada 
a todos os processos puramente mecânicos. 

São possíveis outras formas de energia mecânica além da energia cinética e da energia 
potencial gravitacional. A mais comum, provavelmente, é a energia potencial de deformação 
Quando se comprime uma mola, realiza-se trabalho por uma força externa. Em virtude da mola 
comprimida poder realizar, (em outra ocasião), um trabalho contra uma força resistiva, mediante 
a sua elongação, a mola possui capacidade de realizar trabalho. Esta é a sua energia de 
deformação. Existe energia do mesmo tipo num fio de borracha esticado ou uma barra de metal 
com deformação na região elástica. 

Para ampliar a generalidade do princípio da conservação da energia, é conveniente encarar 
o próprio trabalho como uma forma de enérgia. Esta generaliz.ação é evidentemente aceitável, 
pois mostrou-se que não só a energia cinética mas também a potencial sofre modificações iguais 
ao trabalho necessário para realizá-las. O trabalho, no entanto, é energia em trânsito e nunca está 
guardado no corpo. Enquanto se realiza trabalho e ele não aparece simultaneamente como outro 
trabalho, (em outra parte), ele se converte em outra forma de energia. 

Quando se faz trabalho, este trabalho é feito pela vizinhança sobre o sistema, ou vice
versa, e há assim uma transferência de energia da vizinhança para o sistema ou deste para aquela. 
Somente durante esta transferência é que a forma de energia, conhecida como trabalho, tem 
existência. Ao contrário, a energia cinética e a energia potencial são pertinentes ao sistema . Os 
seus valores, no entanto, são medidos com referência a sua vizinhança, isto é, a energia cinética 
depende da velocidade em relação a vizinhança, e a energia potencial depende da altura em 
relação à vizinhança. 

1.9 O Calor 

A definição termodinâmica de calor é um tanto diferente da interpretação comum do 
termo. Portanto é importante compreender claramente a definição de calor. Para isso, considere, 
JX>r exemplo um bloco de cobre quente colocado dentro de um recipiente de água fria. Sabe-se 
pela experiência, que o bloco de cobre se resfria e a água se aquece até que o cobre e a água 
atinjam a mesma temperatura. O que causa essa diminuição de temperatura do cobre e o aumento 
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de temperatura da água?. Diz-se que isso é o resultado da transferência de energia do bloco de 
cobre para a água. É dessa transferência de energia que chega-se a uma definição de calor. 

O calor é definido como sendo a forma de energia transferida através da fronteira de um 
sistema, numa dada temperatura a um outro sistema, (ou meio), numa temperatura inferior, em 
virtude da diferença de temperatura entre os dois sistemas. O outro aspecto dessa definição de 
calor é que um corpo nunca contém calor. Ou melhor, o calor pode somente ser identificado 
quando atravessa a fronteira. Assim, o calor é um fenômeno transitório. Considerando-se o bloco 
quente de cobre como um sistema e a água fria do recipiente como um outro sistema, reconhece
se que originalmente nenhum sistema contem calor. Quando o cobre é colocado na água, e os 
dois estão em contato térmico, o calor é transferido do cobre para a água até que seja 
estabelecido o equilíbrio de temperatura. Neste momento, já não há mais transferência de calor no 
fim do processo. Infere-se, também, que o calor é identificado na fronteira do sistema, pois ele é 
definido como sendo a energia transferida através da fronteira do sistema. 

O calor transferido para um sistema é considerado positivo e o calor transferido de um 
sistema negativo. É usado o símbolo Q para representar o calor. 

É evidente, a esta altura, que há muita semelhança entre calor e trabalho: o ca1or e o 
trabalho são, ambos, fenômenos transitórios. Os sistemas nunca possuem calor ou trabalho, 
porém qualquer um deles ou ambos atravessam a fronteira do sistema, quando o sistema sofre 
uma mudança de estado. Assim, diz-se que tanto calor como trabalho são fenômenos de fronteira, 
pois ambos são observados somente na fronteira do sistema, e ambos representam energia que 
atravessam essa fronteira. 

O calor, como toda grandeza termodinâmica, tem unidades. No sistema inglês de 
engenharia o calor é medido em Btu (British thennal units ), 1 Btu pode ser definido como a 

quantidade de·calor necessária para elevar a temperatura de 1/bm de água de I ° F a 68 ° F. No 
sistema SI a unidade de calor é a Caloria, representada pelo símbolo Cal, I Cal pode ser definida 
como a quantidade de calor necessária para elevar a temperatura de lg de água de I °C a 20 °C . 

1.10 A Energia Interna 

Entre os anos de 1840 e 1878, J.P. Joule, [24], realizou cuidadosas experiências sobre a 
natureza do calor e do trabalho. Estas experiências são fundamentais para a compreensão do 
conceito de energia interna. 

As experiências de Joule, nos seus elementos essenciais, eram suficientemente simples, 
mas as precauções para assegurar a exatidão foram bastante elaboradas. Na sua série mais 
famosa, Joule colocou quantidades medidas de água num vaso isolado e agitou a água com um 
agitador rotatório, veja a Figura 1.11. O trabalho realizado sobre a água pelo agitador foi medido 
com exatidão, ao mesmo tempo que se anotava a modificação da temperatura da água. Observou
se então que era sempre necessária uma certa quantidade de trabalho para elevar de um grau 
(mediante a agitação) a temperatura da massa de água. A temperatura inicial da água podia ser 
restabelecida, posteriormente, pela transferência de calor através do simples contato com um 
corpo mais frio. 

Nas experiências realizadas por Joule, adicionava-se energia à á.gua sob a forma de 
trabalho, porém a extração de energia era feita, posteriormente, sob a forma de calor. Neste 
experimento, surge então o problema de saber o que ocorre a esta energia entre o instante em que 
ela é transferida para a água, como trabalho, e o instante em que ela é extraída como calor. É 
razoável admitir que a energia está contida, de alguma forma, dentro da água_ Esta forma de 
energia é chamada de energia interna, cujo símbolo é U. 
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Trabalho Isolante térmico 

Figura 1.11 A experiência de Joule. 

A energia interna de um sistema termodinâmico não inclui qualquer energia que ele possa 
ter em conseqüência da sua posição ou do seu movimento. Ela refere-se à energia das moléculas 
que constituem a substância do corpo. Acredita-se que as moléculas de qualquer substância estão 
em incessante movimento e possuem energia cinética de translação, de rotação e de vibração. A 
adição de calor ou trabalho ao sistema aumenta esta atividade molecular e provoca, com isso, um 
aumento de sua energia interna. Assim, a energia interna é uma propriedade extensiva, visto que 
ela depende da massa do sistema. 

Não é possível medir a energia interna absoluta de um sistema. No entanto, na aná1ise 
termodinâmica isto não constitui um problema, pois pretende-se determinar somente variações da 
energia interna entre os estados de equihbrio de um sistema. 

1.11 O Enunciado da Primeira Lei 

O reconhecimento do caJor e da energia interna como formas de energia sugere a 
generalização da lei da conservação da energia mecânica, equação (1.9), para incluir outras 
fonnas de energia, além do trabalho W e do calor Q, da energia potencial E P e da energia cinética 

E,. Na verdade, uma tal generalização deve ser ampla a fim de abarcar muitas formas de energia, 
corno por exemplo, a energia elétrica E e, a energia magnética E,.,, a energia de superficie E,, a 

energia devido as reações químicas Eq, etc. 

Esta generalização é uma lei tennodinâmica, conhecida como a primeira lei da 
termodinâmica, a qual pode ser enunciada de muitas formas, uma delas é: 

I-ª Lei da Tennodinâmica:- Embora a energia assuma diversas formas, a quantidade total 
de energia é constante e, quando a energia desaparece em uma forma, ela reaparece 
simultaneamente em autrasjormas. 

Na aplicação da primeira lei, a um dado processo quase-estático, é conveniente se 
reconhecer de uma fonna correta o sistema e sua vizinhança, processos ocorrem sobre sistemas 
bem definidos. Assim, toda a atenção deve estar focalizada sobre o processo particular que está 
sendo examinado e sobre o equipamento e os materiais (sistemas) diretamente envolvidos no 
processo. 

É preciso ficar claro, no entanto, que a primeira lei aplica-se ao sistema e à sua vizinhança 
em conjunto, e não apenas ao sistema. Na sua forma mais geral, a primeira lei pode ser escrita: 

Ll (energia do sistema)~ Ll (energia da vizinhança) 
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No sistema, as variações de energia, em suas diversas formas, podem ocorrer mediante 
modificações de sua energia total dada por, 

~=V+~+~+~+~+~+~~ 

As modificações da energia da vizinhança estão relacionada com as formas de energia que podem 
atravessar a fronteira do sistema. No sentido termodinâmico, o calor e o trabalho são as únicas 
formas de energia em trânsito através da fronteira que separa um sistema fechado da sua 
vizinhança. Então em um sistema fechado, no qual a massa é necessariamente constante, toda 
energia que passa através da fronteira entre o sistema e a vizinhança é transferida como calor e 
trabalho. Neste caso, a variação tota1 da energia da vizinhança deve ser igua1 à energia transferida 
para ela, ou dela retirada, na forma de calor ou trabalho. Assim, para um sistema fechado a 
primeira lei pode ser escrita como segue: 

(110) 

Os sistemas fechados sofrem, freqüentemente, processos que não provocam modificações 
das energias potencial, cinética, elétrica, etc., mas apenas alterações na energia interna. Neste 
caso, a primeira lei, equação (1.10), reduz-se a 

A equação ( 1.11) na sua forma diferencial torna-se: 

dU=dQ+dW 

(111) 

(112) 

A equação (112) é útil quando é necessário exprimir U, Q e W em função de variáveis que se 
transformam durante um processo. Esta equação pode também ser encarada como uma definição 
matemática para a energia interna, ela confirma que não é possível obter -se a energia interna 
absoluta de um sistema, uma vez que pela integração da equação (1.12) determina-se somente 
variações da energia interna entre dois estados de equilíbrio de um sistema fechado. 

Quando um sistema, em um dado estado inicial, passa por certo número de mudanças de 
estado ou processos e finalmente retoma ao estado inicial, diz-se que o sistema executou um 
ciclo. Dessa forma, no final de um ciclo, todas as variáveis de estado e todas as funções de estado 
(funções que dependem somente destas variáveis) têm o mesmo valor inicial. Desde que a energia 
interna é uma função de estado, sua variação deve ser nula quando o sistema executa um ciclo. 
Assim, integrando a equação (1.12), tem-se: 

(113) 

onde o sinal de integração denota um processo cíclico. 
Como o trabalho é urna grandeza termodinâmica que depende do caminho, segue-se da 

equação (113) que o calor também depende do caminho, ou seja, dQ da mesma forma que dW 
são diferenciais inexatas. 

1.12 A Entalpia 

Além da energia interna, existem muitas outras funções termodinâmicas que se usam 
comumente em virtude de sua importância prática. A entalpia será introduzida nesta seção, e as 
outras serão analisadas mais adiante. A entalpia é definida explicitamente, para qualquer sistema, 
pela expressão matemática 
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H=U+PV (Ll4) 

As unidades das parcelas desta equação devem ser coerentes. O produto PV tem as unidades de 
energia, conforme U. Portanto, H tem unidades de energia. 

Em virtude, de U, P e V serem todas funções de estado, quaisquer combinações destes 
parâmetros devem ser também uma função de estado. A equação (1.14) mostra que a entalpia é 
uma combinação destas grandezas; portanto é também uma função de estado, ou seja, independo 
do caminho pelo qual o processo foi realizado. A equação (Ll4) na sua forma diferencial, pode 
ser escrita como 

dH= dU +d(PV) (1.15) 

Integrando a equação (1.15) obtém-se 
tlli = W + t.(PV) 

Deve-se observar que H, a exemplo de U e V, é uma propriedade extensiva do sistema. 

1.13 O Calor Específico 

Para elevar de I grau a temperatura de uma dada massa de qualquer material é necessária 
uma certa quantidade de calor. Esta quantidade de calor é a capacidade calorífica da substância. 
Este conceito pode ser aplicado a qualquer quantidade do material, mas comwnente é baseado em 
1 moi ou em uma unidade de massa da substância e neste contexto é então cha.rru!.do de calor 
específico. 

A capacidade calorífica, denotada por C, pode ser definida matematicamente por wna 
expressão que descreve a relação entre o calor transferido a um corpo e a variação de 
temperatura sofrida por ele. Esta expressão tem a furma 

dQ=NCdT (1.16) 

onde N é o número de moles e dT é a elevação de temperatura provocada pela quantidade de 
calor dQ. Assim, para N = I e supondo-se C constante tem-se pela integração da equação ( 1.16) 
que 

ou seja, 
Q=C 

O que confirma o calor específico C como sendo a quantidade de calor necessária para elevar de 
um grau a quantidade de um moi de uma substância. 

Como observado anteriormente, a quantidade de calor necessária para provocar uma certa 
modificação de estado depende do processo particular sofrido pelo sistema. Por isso, segue-se 
que o calor específico de uma substância também depende do processo. Quaisquer processos são 
possíveis, mas o calor específico é usualmente definido para apenas dois deles: processos a 
pressão constante e processos a volume constante. Por isso, usam-se correntemente dois calores 
específicos, o CP, a pressão constante, e o Cv, a volume constante. 

Considere um processo a volume constante envolvendo 1 moi de gás confinado num vaso 
com paredes rígidas. O gás constitui o sistema. Quando se adiciona calor ao gás, a sua 
temperatura se eleva. De acordo com a definição de calor específico 
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dQ = C,dT 
ou, sendo Cv constante, 

Uma vez que este processo é efetuado a volume constante, não há qualquer trabalho realizado, e 
as equações da primeira lei, equações (UI) e (I 12), reduzem-se a M! = Q e dU = dQ. 
Portanto, num processo a volume constante, 

e 
dU =dQ= C, dT 

A fim de se analisar um processo a pressão constante, considere o sistema constituído por 
1 moi de gás confinado num cilindro por um pistão sem atrito, à pressão P, como descrito na 
Figura 1.9. O sistema está inicialmente em equihbrio. O calor é fornecido lentamente, provocando 
a expansão do gás através de um processo quase-estático. Mantendo-se constante a força que 
atua sobre o pistão, o processo ocorrerá a uma pressão constante. De acordo com a definição de 
calor específico, 

(L17) 

e 

Q= Jc, dT 

Realiza-se trabalho em virtude da força provocar o deSlocamento do pistão. Uma vez que o 
processo efetuado é quase-estático, o trabalho quase-estático realizado sobre o sistema (gás), 
durante um deslocamento infinitesimal, é dado pela expressão 

dW=~PdV 

A substituição das equações (117) e (U8) na equação da primeira lei, equação (l.l2), dá 

dU = C,dT- PdV 

ou 
dl!+PdV=C, dT=dQ 

A equação (! 15) estabelece que 
dH = dU +d(PV) 

Uma vez que P é constante, 
dH=dU+PdV 

A substituição de dU + PdV por dH na equação ( 119) conduz a 

dH=C,dT=dQ 

e 

para P constante. 

(U8) 

(U9) 

Então, num processo quase-estático e isobárico, a variação de entalpia do sistema é igual 
ao calor trocado pelo sistema. 
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CAPÍTULO li 

O Comportamento PvT das Substâncias Puras 

2.1 Substâncias Puras 

As propriedades termodinâmicas que caracterizam um sistema, tais como a energia interna 
e a entalpia, não são diretamente mensuráveis. No entanto estas propriedades, para sistemas em 
equilíbrio, são funções de parâmetros acessíveis à medições, como a temperatura, pressão. 
volume específico, etc. Tais parâmetros encontram-se relacionados e o estudo de um sistema, de 
acordo com a variação destes parâmetros, é de interesse fundamental para a análise do material 
considerado. 

Uma substância pura é aquela que é homogênea e tem composição química invariável. Ela 
pode existir em mais de uma fase, mas a composição química é a mesma em todos as fases. 
Assim, água liquida, uma mistura de água liquida e vapor d'água ou uma mistura de gelo e água 
líquida são todas substâncias puras, pois cada fase tem o mesmo componente químico, H 20. O 
Nitrogênio, Oxigênio, Mercúrio, Zinco, Prata, Cobre, Metano, Butano, Decano, etc, são outros 
exemplos de substâncias puras. Sistemas constituídos de várias substâncias puras são chamadas de 
misturas. Uma mistura liquida é chamada de solução. 

Neste capítulo analisar-se-á o comportamento das substâncias puras, mais especificamente 
dos fluidos puros, quanto à variação da pressão, volume e temperatura. 

2.2 Diagramas PvT 

Considere o sistema de 1 Kg de água contido no conjunto êmbolo-cilindro da Figura 2.1a. 
Suponha que o êmbolo e o peso mantenham a pressão de 0,1 MPa no cilindro e que a 
temperatura inicial seja de 20°C 

Vapor 

Vapor 

I :: ....••..• ••••••• 
IT:: Líquido ~<~ 

a h ' 
Figura 2.1 Mudança da fase líquida para vapor, de uma substância pura à pressão constante. 
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À medida que é transferido calor à água, a temperatura aumenta consideravelmente, o 
volume específico, v, aumenta ligeiramente e a pressão permanece constante. Quando a 

temperatura atinge 9 9, 6 ° C uma transferência adiciona] de calor implica em uma mudança de 

fase, como indicada na Figura 2.1 b. Isto é, uma parte do líquido toma-se vapor e, durante este 
processo, a pressão e a temperatura pennanecem constantes, mas o volume específico aumenta 
consideravelmente. 

Quando a última porção de liquido tiver vaporizando, uma transferência adicional de ca1or 
resulta num aumento da temperatura e do volume específico do vapor, Figura 2.lc. 

O termo temperatura de saturação designa a temperatura na qual se dá a vaporização a 
uma dada pressão, e esta pressão é chamada de pressão de saturação para a dada temperatura 

Assim, para água a 99,6'C a pressão de saturação é de 0,1 MPa, e para água a 0,1 MPa a 

temperatura de saturação é de 99,6°C. Para uma substância pura há uma relação definida entre a 
pressão de saturação e a temperatura de saturação. 

Se uma substância existe como líquido à temperatura e pressão de saturação então ela é 
chamada de líquitkJ saturado. Se a substância existe como vapor ela é chamada de vapor 
saturado. 

As medições da pressão de vapor de um sólido puro em várias temperaturas até o ponto 
em que ele funde e as medições da pressão de vapor de um liquido em função da temperatura 
levam a curvas de pressão contra temperatura análogas às curvas 1-2 e 2-C da Figura 2.2. 

p 

Regioo de 
sólido 

curva de fusão 

3 A 

Região de 
liquido 

curva_de ~ 
vaponzaçao 

2....._rxmJo triplo 

1 1L curva de sublimação 

Reiido 
de ~ás 

T, 

Região de 
fluido 

Figura 2.2 Diagrama de uma substância pura no plano PT. 

T 

A terceira curva deste gráfico dá a relação de equilíbrio entre o sólido e o líquido. Estas 
três curvas representam as condições de P e de T necessárias para a coexistência de duas fases em 
equihbrio e, por isto, são fronteiras de regiões de existência de uma só fase. A curva 1-2 é a curva 
de sublimação e separa as regiões de existência de sólido e de gás. A curva 2-3 é a curva de 
fusão e separa as regiões de sólido e de líquido. A curva 2-C é a curva de vaporização e separa as 
regiões de liquido e gás. As três curvas encontram-se no ponto triplo, onde as três fases 
coexistem em equilíbrio. Enquanto a curva de fusão 2-3 continua a prolongar-se para cima, a de 
vaporização 2-C tennina no ponto C, que é o ponto crítico. As coordenadas deste ponto são a 
pressão crítica Pc e a temperatura crítica I;, Estes valores representam a temperatura mais 
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elevada e a maior pressão em que a substância pura encontra-se no estado de equilíbrio líquido
vapor. A região de fase fluida, existente em temperaturas mais altas e em pressões mais elevadas, 
está assinalada pelas retas tracejadas, que não representam curvas de mudança de fase, mas 
dependem de definições arbitrárias sobre o que é o líquido e o que é o gás. Uma fase é 
considerada líquida se pode ser vaporizada pela redução da pressão num processo isotérmico. 
Uma fase é considerada gasosa se pode ser condensada pela redução de temperatura num 
processo isobárico. Em virtude da região de fluido, além das retas tracejadas, não satisfazer a 
qualquer destas definições, ela não se refere nem a um gás nem a um líquido. A região de gás é 
dividida, às vezes, em duas partes, conforme mostra a reta pontilhada da Figura 2.2. Um gás que 
esteja à esquerda desta reta e que possa ser condensado por compressão isotérmica ou por 
resfriamento isobárico é freqüentemente denominado um vapor. 

É interessante observar que é possível traçar um processo da região de liquido para a de 
gás que não corta a fronteira bifásica: a curva de A para B, na Figura 2.2 é um exemplo. Este 
processo representa uma transição gradual de líquido até gás sem que haja passagem por um 
ponto de modificação descontínua de propriedades: ou seja, não se observa a mudança de fase. 

A Figura 2.2 não fornece informações sobre o volume do sistema, simplesmente mostra as 
fronteiras bifásicas no plano PT. Considera-se agora um conjunto de isotennas (retas verticais na 
Figura 2.2) situadas à direita da região de sólido e traça-se a curva da pressão contra o volume 
molar, ou contra o volume específico, para cada isotenna. O diagrama Pv que assim se determina 
esta desenhado na Figura 2.3. As curvas I; e r;_ são isotermas em temperaturas maiores que a 

critica. Conforme mostra a Figura 2.2 estas isotennas não cruzam a fronteira entre as regiões 
monofásicas e, por isso, não tem singularidades. As curvas I; e ~ são pertinentes a temperaturas 

mais baixas e consistem em três regiões distintas. As regiões com os segmentos horizontais 
representam a mudança de fase entre o vapor e o líquido. A pressão constante em que ocorre esta 
mudança, para uma dada temperatura, é a pressão de vapor, que, na Figura 2.2 é dada pela 
ordenada do ponto em que a isoterma corta a curva de vaporização. Os pontos sobre as retas 
horizontais da Figura 2. 3 representam todas as misturas possíveis de vapor e líquido em 
equih'brio, desde 100% de líquido,à esquerda, até 100% de vapor, na extremidade da direita. O 
lugar geométrico destes pontos tenninais esta representado pela curva com a fonna parabólica 
ACB~ a metade esquerda desta curva (de A até C) representa o líquido saturado, e a metade da 
direita (de C até B) é a curva do vapor saturado. A área subtendida pela curva ACB é a região 
bifásica, enquanto as áreas à esquerda e à direita são as regiões de líquido e de gás, 
respectivamente. As isotermas na região de líquido são muito inclinadas, pois os volumes líquidos 
pouco se modificam com grandes alterações na pressão. 

Os segmentos horizontais das isotermas na região bifásica ficam cada vez mais curtos à 
medida que a temperatura sobe, e se reduzem a um ponto ao chegar a C. A isoterma critica, 
indicada por 7;., tem uma inflexão horizontal no ponto C, no topo da curva. Este é o ponto 
critico. As fases, neste ponto, não se podem distinguir umas das outras, pois as suas propriedades 
se tornam idênticas. 

A Figura 2.3 mostra que, nas regiões do diagrama em que só há uma única fase, existe 
uma relação entre P, v e T que pode ser expressa pela equação: 

f(P,v,T) =O 

Isto significa dizer que existe uma equação de estado relacionando a pressão, o volume 
molar (ou o volume específico) e a temperatura para qualquer fluido homogêneo nos estados de 
equilíbrio. O exemplo mais simples de uma equação de estado é a 1ei dos gases ideais, Pv = RT, 
equação que tem validade aproximada na região de baixa pressão do gás na Figura 2.3 e que será 
discutida em detalhes na Seção 2.3. 
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Figura 2.3 Diagrama de uma substância pura no plano Pv. 

v 

Uma equação de estado pode ser resolvida, explicitamente, com qualquer das três 
coordenadas dada em função das outras duas. Por exemplo, v em função de Te P, ou seja, 

então 

v~v(T,P) 

"" "" dv=-dT+-dP 
ôF iP 

(2. I) 

As derivadas parciais desta equação têm significados fisicos definidos e são grandezas 
mensuráveis. No caso de líquidos, as duas estão diretamente relacionadas com duas grandezas 
comumentes tabeladas: 
I. O coeficiente tk expansão térmica P, dado por 

p = }:_"" (2.2) 
vôF 

2. A compressibilidade isotérmica (ou simplesmente compressibilidade) k, dada por 

k = _}:_"" 
viP 

A combinação das Eqs. (2.1) a (2.3) leva à relação geral 

dv 
-=PdT-kdP 
v 

(2.3) 

(2.4) 

Na Figura 2.3 as isotermas no lado esquerdo são pertinentes à fase líquida. Confonne se 
vê, são muito empinadas e muito juntas. Isto significa que não só (ô v I õ P); mas também 
(ôv I ô T)P são muito pequenos e que, portanto, P e k também são pequenos. Esta é uma 
característica dos líquidos, desde que não se esteja na região próxima ao ponto crítico. Esta 
observação levou a uma idealização, usada comumente na mecânica dos fluidos e conhecida como 
a do fluido incompressível, que tem p e k iguais a zero. Na verdade, esta hipótese não é válida 
para nenhum fluido real, mas é uma idealização útil, pois leva a resultados que constituem, em 
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muitos casos, excelentes aproximações. Para um líquido incompressível, a equação de estado é 
simplesmente v = constante, pois não depende nem de P nem de T 

2.3 A Equação de Estado Virial 

A equação de estado virial (esta palavra significa força em Latim), ou simplesmente 
equação do virial representa uma expansão do produto Pv, onde v é o volume molar, em uma 
série de potências de P da forma: 

Pv =a+hP+cP2+ ... (2.5) 

onde supõe-se que os coeficientes a, b, c .. são funções da temperatura. Fazendo-se h= aB', 
c= aC' etc., esta equação fica 

Pv = a(l+ B'P+C'P'+ .. .) (2 6) 

O segundo membro da equação (2.6) é, em principio, uma série infinita. Na prática, 
porém, um número finito de termos é suficiente para representar os dados experimentais. Na 
verdade, os dados experimentais de PvT a baixa pressão mostram que a série truncada depois de 
dois termos dá resultados satisfatórios. Em geral, quanto maior a faixa de pressão maior o número 
de termos necessários, o que comprova a validade da equação (2.6) uma vez que o segundo 
membro da equação (2.6) se reduz a a quando P=O. Assim tem-se que 

lim ( Pv) =a 
P-o 

O coeficiente a possui uma característica importante, a qual é comprovada 
experimentalmente. É razoável esperar, a princípio, que cada uma das constantes a. B'. C', sejam 
não somente funções da temperatura mas também variem com a substância pura estudada. Este é 
o caso das constantes B', C', etc. No entanto, os dados provenientes de vários experimentos, 
com vários gases distintos, realizados a uma mesma temperatura mostram que os gráficos de Pv 
contra P tem o mesmo limite de Pv quando P tende a zero, independentemente da natureza do 
gás, veja a Figura 2.4, a seguir. 

Pv H, 

0~--------------------------+ 
p 

Figura l.4 O limite do produto Pv quando P --+ O é independente do gás. 

Assim, considera-se em geral, que o coeficiente a é independente da natureza da 
substância pura, e depende somente da temperatura, ou seja, 

lim(Pv)=a=f(T) 
p-o 

Muitos gases à baixa pressão comportam-se de acordo com a equação simples 
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Pv =a= RT (2.7) 

Pv=RT (2.8) 

onde R é uma constante de proporcionalidade. Esta equação é chamada de equação de estado 
para um gás ideal. A constante de proporcionalidade R é chamada de constante universal dos 

gases e no sistema SI tem o valor numérico igual a 8,314 ,r Pa . Com o estabelecimento da 
mo/K 

equação do gás ideal, a constante a na equação (2.6) pode ser substituída por RT, conforme a 
equação (2. 7), e assim a equação (2. 6) fica 

Z= Pv =i+B'P+C'P' +D'P'+ ... 
RT 

onde a razão Pv é denominada fator de compressibi/idade e recebe o símbolo Z. 
RT 

Urna outra expressão para Z equivalente a equação (2.9), e que também 
comumente, é 

B C D 
Z=l+-+-+-+ ... 

v v1 v3 

(2.9) 

é usada 

(2.1 O) 

A equação (2.10) é obtida desenvolvendo-se Pv em série de potência de 
I 
-. Esta equação é 
v 

chamada de equação do viria] em v, enquanto que a equação (2.9) é a equação do virial em P Os 
coeficientes B', C', D' ... e B, C, D, ... são os cOeficientes do virial. Os coeficientes B e B' são 
os segundos coeficientes do virial; C e C' são os terceiros coeficientes do virial e assim 
sucessivamente. 

As equações do virial têm uma base teóriça firme. Os métodos da mecânica estatística 
pennitem deduzi-las e atribuem um significado fisico aos seus coeficientes. Assim, no 
desenvolvimento em 1/v (viria! em v), o tenno B/v está ligado às interações entre pares de 
moléculas; o termo em C/ v2 leva em conta as interações entre três moléculas etc. Uma vez que 
as interações entre duas moléculas são mais comuns que as interações entre três delas, e as 
interações triplas são muito mais comuns que as quádruplas etc, as contribuições dos termos de 
ordem mais elevada diminuem rapidamente na série de potência. Como as séries infinitas (2.9) e 
(2.1 O) são supostamente convergentes, o leitor pode comprovar facilmente que os coeficientes 
B', C', D', ... e B, C, D, estão relacionados da seguinte forma 

etc. 

B' = _!__ 
RT 

C'=C~B' 
(RT)' 

D' = D~ 3BC +2B' 
(RT)' 

(211-a) 

(2.11-b) 

(2.11-c) 

Nas aplicações de engenharia, o uso das equações do viria! só é prático quando a 
convergência das séries, representadas pelas equações (2.9) e (2.1 0), é muito rápida,. ou seja, 
quando não precisa-se de mais que dois ou três termos para se conseguir aproximações 
razoavelmente boas da soma das séries que representam o valor Z, nas referidas equações. Esta 
situação é conseguida para gases em pressões baixas ou moderadas. 
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A Figura 2.5 mostra o gráfico do fator de compressibilidade para o metano. Os valores do 
fator de compressibilidade Z, calculados a partir dos dados PvT do metano mediante a equação 

Pv 
Z :::: RT, são plotados contra a pressão com diversos valores da temperatura constante. As 

isotermas resultantes mostram graficamente o que a expansão do viria! em P, equação (2.9), 
pretende mostrar analiticamente: 
(i) todas as isotermas têm o valor z~ 1 para p~o; 
(ii) todas as isotermas se aproximam de linhas retas quando P se aproxima de zero. 

Em vista do item (ii) observa-se que a tangente a uma isoterma em P=O é uma boa 
aproximação da isoterma sobre um domínio [O,P] de baixa pressão. 

-JOO"F 

o L-~~~~--~~~--~1 ~------------+P 
I 000 2000 3000 

Figura 2.5 Gráfico do fator de compressibilidade do metano. 

A derivada da equação (2.9) para uma temperatura constante dá 

dZ ~B'+2C'P+3D'P 2 + ... 
dP 

de onde segue-se que 

(dZ) ~ B' 
dP P=O 

Então, a equação da reta tangente no ponto P=O e Z= 1 é 

Z ~ I+B'P (2 12) 

Obviamente, este resultado é o mesmo que se obtém truncando a série, representada pela equação 
(2 9), no seu segundo termo. Substituindo-se a equação (2.11-a) na equação (2.12) obtém-se uma 
relação que exprime Z em tennos do coeficiente B: 
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Z=Pv=I+BP (2.13) 
RT RT 

Aplicando-se o mesmo raciocínio para a equação (2. 10), ou seja, truncando esta série no seu 
segundo termo, tem-se também que para pressões baixas: 

Pv B 
Z=-=1+-

(2.14) 

RT v 

Surge agora a questão de saber-se qual das duas equações, (2.13) ou (2.14), dá a melhor 
aproximação dos dados PvT em pressões pequenas. A experiência mostra que a equação (2.13) é 
tão exata quanto a equação (2.14). A equação (2.13) é muito mais conveniente para se usar na 
maior parte das aplicações, pois pode ser resolvida explicitamente tanto em termo do volume, 
escrevendo-se 

RT 
V=-+B 

p 
ou em termos da pressão, escrevendo-se 

P= RT 
v-B 

Por outro lado a equação (2.14) só pode ser resolvida explicitamente em termos da pressão 

P=R{v:,B) 

Na sua forma v-implicita ela é uma equação quadrática dada por 

Pv'-RTv-RTB=O 

A última equação escrita em termos do fator de compressibilidade tem a seguinte forma 
quadrática em Z 

Z'-z_PB =O 
RT 

Os valores de B, o segundo coeficiente do virial, dependem da natureza do gás e da 
temperatura. Estes valores foram detenninados experimentalmente para diversos gases. 

As equações discutidas acima representam com bastante exatidão o comportamento dos 
vapores, em temperatura subcriticas, até pressões da ordem de 220 psia. Para pressões mais 
elevadas, até a ordem de 73 5 psia, a equação do virial truncada no terceiro termo fornece 
excelentes resultados. Nestas circunstâncias, o desenvolvimento em potências 1/v é muito 
superior ao desenvolvimento em potências de P. Por isto, a forma apropriada com a aproximação 
de três termos é 

Pv B C 
Z=-=1+-+-

RT v v2 

Esta equação possui a forma P-explicita 

P=R-,(]_+!!_+!;_) 
1 \v v2 v3 

Na sua forma v-implicita ela é uma equação cúbica dada por 

p ' ' -v -v -Bv-C= O. 
RT 
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2.4 Equações de Estado do Terceiro Grau 

Muitos dos processos utilizados pela indústria química e do petróleo são realizadas à 
pressões elevadas. Uma vez que pouco se sabe sobre os coeficientes do virial além do terceiro. e 
em virtude da equação do viria! com mais de três termos se tornar muito incômoda, usam-se na 
modelagem de processos industriais outras equações as quais procuram descrever de forma 
satistà.tória as relações PvT em altas pressões. Entre estas equações as maiS utilizadas em diversas 
aplicações são as equações cúbicas no volume. Estas equações formam uma classe de equações 
de estado que tem ampla popularidade, pois a cúbica é a equação de menor grau capaz de 
representar simuhanearnente o comportamento do liquido e do vapor. Deve-se observar que as 
equações de estado que são cúbicas em v têm uma ou três raízes reais que satisfazem a equação 
em cada Te em cada P. Quando as três raízes reais existem, a maior é o volume do vapor e a 
menor o volume do liquido. A raiz intermediária não tem significado fisico. 

2.4.1 A Equação de van der Waals 

A primeira equação de uso prático, para descrever o comportamento PvT tanto dos 
liquidos quanto dos gases, foi proposta por Jobannes Diferik van der Walls em 1873, [60]. Com o 
seu trabalho o autor foi laureado com o prêmio Nobel de fisica de 191 O. Sua equação tem a forma 

ou equivalentemente 
RT a 

P=--
v-b v 2 

(2.15-a) 

(2.15-b) 

onde os parâmetros a e b são números positivos, característicos de cada substância particular. A 
constante b representa o volume mínimo ocupado pela substância no limite P -+ oo , o que torna 

o volume maior que o de um gás ideal. O termo a I v2 leva em conta as forças de atração entre as 
moléculas (onde supõe-se que estas forças de atração são proporcionais ao quadrado da 
densidade molar), o que torna a pressão mais baixa que a exercida por um gás ideal Quando as 
constantes a e b são nulas a equação (2.15) reduz-se à do gás ideaL 

As constantes a e b podem ser determinadas mediante um ajuste numérico pelo método 
dos mínimos quadrados a partir de dados experimentais. Muitas vezes, no entanto, os dados não 
são conhecidos e deve~se então adotar outro método. O método usado é o do ponto crítico, ele 
parte da observação, apontada na discussão da Figura 2.3. sobre a inflexão horizontal que tem a 
isoterma passando pelo ponto critico, no plano Pv. Por isso, a isoterma crítica tem inclinação nula 
e curvatura também nula no ponto crítico. Matematicamente tem~se que 

(2.16-a) 

e 
(2.16-b) 

onde os valores P, , ~ e v c , chamados, respectivamente, de pressão crítica, temperatura crítica 
e volume crítico, são as coordenadas PvT do ponto crítico. A equação (2.15-b) avaliada no ponto 
critico juntamente com as equações (2.16-a) e (2.16-b) geram o sistema de equações 
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O= 
R 7; 2a 

2 +-, 
(v,-b} v, 

6a 

v' 
' 

(2 17-a) 

(217-b) 

(2 17-c) 

O sistema (2.17) relaciona três equações com duas variáveis a e b. Usando as equações (2.17-b) e 
(2.17-c) obtém-se 

e 
v 

b=-' 
3 

Substituindo-se as equações (2.18-a) e (2.18-b) na equação (2.17-a) tem-se 

p =-a-
' 27b' 

Por substituição direta obtém-se que o fator de compressibilidade no ponto critico é, 

p v 3 z = -' -' = - = o 375 
' R I 8 ' 

' 

(2 18-a) 

(2.18-b) 

(2.19) 

A equação (2.19}, juntamente com as equações (2.18-a) e (2.18-b}, pode ser usada para 
obter-se expressões para os parâmetros de van der Waals a e b em termos da pressão e da 
temperatura critica da substância, 

27 R' I' 
a= c 

64 P, 
e 

b =R T, 
8 P, 

ou em termos da pressão e do volume crítico 

e 

a= 3 Pc v; 

h=~ 
3 

(2.20-a) 

(220-b) 

V alares para os parâmetros a e b de vários gases são mostrados na tabela 2 .1. Valores de 
~ , Pc e v c para várias substâncias puras são tabeladas e encontram-se disporúvel na literatura, 
[53]. 
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Gás a, Pa m6 
/ mo/2 

h, (m] /mo!) x 103 

o, 0,1381 3,184 
N, 0,1368 3,864 
H,O 0,5542 3,051 

CH, 0,2303 4,306 

co 
' 0,3658 4,286 

H, 0,0248 2,660 

H, 0,00346 2,376 

Tabela 2.1 -Parâmetros para a equação de van der Waals. 

A equação de van der Waals na forma v-implícita é 

P v' -(Pb + RT)v' +av-ab =O 

Esta equação escrita em função do fator de compressibilidade toma a forma cúbica seguinte: 

sendo 

e 

onde 

Z' -(I+B) Z' +A Z- A B=O 

A= aP = 27 P, 
(RT)' 64 T,' 

B _bP_IP, 
-~---

RT 8 T, 

p T 
P=-eT=-

r p r T 
' ' 

são, respectivamente, a pressão e a temperatura reduzida. 
A equação de estado de van der Waals não é muito precisa e é principalmente de interesse 

histórico e também instrutivo. Ela tem sido usada como um protótipo para o desenvolvimento de 
várias equações modernas, as quais mostram-se mais precisa que a de van der Waals. 

2.4.2 A Equação de Redlich-Kwong 

Uma equação cúbica muito usada nos cálculos de engenharia é a de Redlich-Kwong, (46] 
Esta equação tem a forma 

RT a I T'·' 
P=--"'-;-~ 

v-b v(v+b) 

Os parâmetros a e b, calculados pelo método do ponto critico, são: 

0,4278 R' T'0 

a= ' 
P, 

b = 0,0867 R T, 

P, 

Esta equação escrita em termos do fator de compressibilidade fica: 
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Z' -Z' +(A-B-B')z-AB~O (2.2 I) 

onde 

A~ aP ~ 0,4278 P, 
R2 Tu rz.~ 

' 
B ~ bP ~ 0,0867 P, 

RT T, 

2.4.3 Correlações para Z e o Fator Acêntrico 

Como observado anteriormente, a precisão da equação de van der W aals não é muito boa. 

Isto pode ser verificado comparando-se, por exemplo, o fator de compressibilidade, Z ~ Pv , 
RT 

obtido a partir desta equação com os dados experimentais disponíveis, para um variedade de 
substâncias. Em particular, no ponto critico tem-se pela equação (2.19) 

z, ~ 0,375 

enquanto que para muitas substâncias puras sabe-se, experimentalmente, que Zc vana no 

intervalo de 0,23 a 0,311. O que comprova que a equação de van der Waals pode predizer 
incorretamente o comportamento crítico das substâncias. Esta equação, no entanto, é uma grande 
melhoria em relação à equação do gás ideal, a qual prediz Z ~ I para todas as substâncias. 

O fator de compressibilidade .detennínado pela equação de van der Waals, com a e h 
obtidos pelo método do ponto critico, tem a forma 

Z ~ Z(P, T,) (2.22) 

Esta relação é conhecida como â lei dos estados correspondentes, pois dois fluidos puros 
na mesma pressão reduzida e temperatura reduzida possuem o mesmo fator de compressibilidade. 

O fato da equação de van der Waals predizer incorretamente valores de Z, sugeriu o 
questionamento da relação (2.22), e motivou o desenvolvimento de princípios de estados 
correspondentes mais precisos e mais complicados. Considera-se que a relação simples (2.22) não 
deve ser válida para todos os fluidos puros, em vez disso supõe-se que Z depende também do 
valor Z c , ou seja, tem a forma: 

(2.23) 

de maneira que Z(l, 1, zJ = Zc Como o valor Zc não é conhecido para muitas substâncias 

puras, outros parâmetros característicos podem ser usados, no lugar de Z, , nos princípios de 

estado generalizados. Pitzer, [39], observou que o logaritmo da pressão de vapor de um fluido é 
aproximadamente uma função linear no inverso da temperatura absoluta. Assim, 

d(log P,"") 
~a 

d(l!T,) 

onde Prsa1 é a pressão de vapor reduzida, T.- é a temperatura reduzida e a é o coeficiente 

angular do gráfico de log Prsa1 contra 1 I 7; . Como pode-se notar a partir da Figura 2.6 a 

inclinação a tem valores caracteristicos para cada substância pura, o que a principio 
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recomendaria a para ser usado como o terceiro parâmetro em substituição a Zc . No entanto, a 

relação linear entre log P,"" e 1 I T, é apenas aproximada, e o coeficiente angular a não é 
definido com a suficiente precisão para ser usado como um terceiro parâmetro de uma correlação 
generalizada para z. 

~-~o~~~r~~~~-~4--~IF~~~~-~s--~2F,o--~V~ 

-2 

Iog P,""1 

( 
.!. "' _I = 1 4 3 ~Coeficiente 
T,. 0,7 ' angular ""·3,2 

(n-Octano) 

Figura 2.6 Dependência aproximada entre a temperatura e a pressão de vapor reduzida. 

Conforme observou Pitzer, os dados para o argônio, o criptônio e o xenônio estão todos 
sobre uma mesma reta de pressão de vapor em coordenadas reduzidas e que passa por 
log P,""' = -1 na temperatura reduzida T, = 0,7, veja a Fignra 2.6. É evidente, a partir desta 
fignra, que a localização de uma curva de pressão de vapor reduzida para um dado fluido pode 
ser caracterizada pela diferença entre o valor de log P,s.. para o fluido e o valor para o argônio, o 
xenônio e o criptônio, ambos a T, = O, 7. 

O fator acêntrico de Pitzer é definido como esta diferença, isto é, 

"' = -lo--' r,"') -1,0 0 \ T,=0,7 

Assim, m pode ser determinado para qualquer fluido a partir de fc, de Pc e de wna única 
pressão de vapor medida a T, = O, 7 . Em vista disso, Pitzer propôs o :fàtor acêntrico tv como o 
terceiro parâmetro a ser usado no seu princípio de estado generalizado, cuja forma funcional é 

Z = Z(T,, P,., m) (2.24) 

onde o valor de m é tabelado para várias substâncias puras e por definição torna-se igual a zero 
para o argônio, o criptônio e o xenônio. A premissa básica da correlação de Pitzer para os estados 
correspondentes é a de que os fluidos que têm o mesmo valor de m têm o mesmo valor de z 
quando comparados na mesma T, e na mesma Pr. A correlação para Z desenvolvida por Pitzer, 
baseada na relação descrita pela equação (2.24), tem a forma 

z = z" +m z' (2.25) 

onde Z0 e z' são funções de T, e P, somente. 

Pode-se obter expressões analíticas, aproximada, para as funções Z0 = Z 0(T,., P,) e 

Z 1 = Z1(T,, P,.) as quais são satisfatórias para um domínio de valores de pressões limitadas. 

Partindo da equação (2.13) tem-se que 
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Z _I BP _ I (BP,) P, -+ -+--
RT RI; I; 

(226) 

Em vista disso, Pitzer propôs uma segunda correlação, a qual expressa a quantidade BP, como 
RI; 

Combinando-se as equações (2.26) e (2.27) tem-se 

e 

z ~ (I+ B0 i,)+ w( B1 i,) 
Comparando-se as equações (2.25) e (2.28) obtém-se as seguintes identificações 

zo~I+BoP, 

zi ~ B1 P, 
r; 

r; 

(2.27) 

(2.28) 

onde B0 e B 1 são funções da temperatura e podem ser representados razoavelmente pelas 
equações 

B" ~ O 083-
0

•
422 

, T_1,6 , 
e 

BI ~0139- 0,172 ' ru , 
Estas correlações simples possuem validade somente para pressões reduzidas que sejam 

baixas e moderadas, onde Z0 e Z 1 são funções aproximadamente linear nas variáveis P. . 
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CAPÍTULO III 

A Segunda Lei da Termodinâmica 

A primeira lei da termodinâmica estabelece que, para um sistema que efetua um ciclo. a 
integral cíclica do calor é igual à integral cíclica do trabalho. No entanto a primeira lei não impõe 
nenhuma restrição quanto à direção do fluxo de calor e trabalho. Um ciclo no qual uma 
determinada quantidade de calor é cedida pelo sistema e uma quantidade equivalente de trabalho é 
recebida pelo sistema satisfàz a primeira lei, da mesma maneira que um ciclo onde as trocas de 
calor e trabalho se dão em sentido oposto. O principal significado da segunda lei da 
tennodinâmica, a qual surgiu das evidências experimentais, envolve o fato de que processos 
ocorrem em determinada direção e não na oposta. Por exemplo, uma xícara de café quente esfria 
em virtude da troca de calor com o meio, mas o meio não cederá calor para a xícara de café 
quente. Um carro para subir uma colina consome gasolina, mas descendo-a o nível da gasolina no 
tanque não voltará ao inicial. 

3.1 Máquina Térmica e Refrigerador 

Visto que a termodinâmica está relacionada com o estudo da energia e suas 
transformações, não é surpresa que seus conceitos sejam amplamente usados para desenvolver 
aplicações desta ciência, tais como inventos para conversão da energia, os q~s são 
transfonnados em tecnologias amplamente empregadas na atividade humana. As máquinas 
térmicas e os refrigeradores são exemplos típicos destas aplicações. Para entender o conceito de 
máquina ténnica considere a planta de um gerador termoelétrico, esquematizada na Figura 3.1 
abaixo. 

calor 
fornecido 

Caldeira 
Turbina 

bomba 

<ierador 
elétrico 

trabalho 

água de refrigeração 

condensador 

Figura 3.1 Esquema de uma planta de um gerador termoelétrico. 

Neste esquema, calor é fornecido a uma caldeira (gerador de vapor) com água. Em geral 
este fornecimento do calor é feito pela conversão da energia química de um material fóssil (gás, 
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óleo ou carvão), através de um processe de combustão. Vapor d'água scb alta pressão e alta 
temperatura deixa a caldeira e entra na turbina. O vapor se expande na turbina e, o fazendo, 
realiza trabalho, o que possibilita à turbina impelir o gerador elétrico. Durante o processo de 
escoamento de vapor no interior da turbina a energia é removida do vapor e, como resultado, o 
vapor sai da turbina a baixa temperatura e a baixa pressão. O vapor em baixa pressão que deixa a 
turbina entra no condensador, onde há transferência de calor do vapor (condensando-o) para a 
água de refrigeração. Como grande quantidade de água de refrigeração é necessária, as centrais 
termoelétricas são freqüentemente instaladas perto de rios ou lagos. A pressão do vapor, na saída 
do condensador é aumentada na bomba, pennitindo que o fluido condensado retome ao gerador 
de vapor, completando assim um ciclo. 

Na planta de um gerador termodinâmico observa-se que: 
a. Calor é adicionado a alta temperatura (caldeira). 
b. Trabalho liquido (trabalho fornecido pela turbina menos o trabalho consumido pela bomba) é 
fornecido para vizinhança. 
c. Calor é rejeitado a baixa temperatura (condensador). 
d. O sistema fluido (água) realiza um ciclo. 

Um dispositivo com estas quatro características é denominado máquina térmica e a 
substância para a qual e da qual calor é cedido e chamado fluido de trabalho. Assim, urna 
máquina ténnica pode ser definida como um dispositivo que, operando segundo mn ciclo 
termodinâmico, realiza um trabalho liquido positivo à custa da transferência de calor de um corpo 
em temperatura elevada para um corpo em tempemtura baixa. Tais corpos são chamados de 
reservatórios ténnicos. Mais precisamente, chama~se de reservatório Iérmico a um corpo o qual o 
calor pode ser transferido indefinidamente sem mudança de temperatura do reservatório. Dessa 
maneira mn reservatório térmico pennanece sempre a. uma temperatura constante. Um 
reservatório ténnico do qual se retira calor é chamado fonte e um reservatório que recebe calor é 
chamado sorvedouro. 

Seja QH o calor absorvido por urna máquina térmica a partir de urna funte, e QL é o calor 
rejeitado para um sorvedouro. Uma vez que a variação de energia do sistema deve ser nula para o 
ciclo todo, segue da primeira lei que 

ou seja, 
W= QH -QL 

onde W é o trabalho líquido que é repassado para a _vizinhança, veja a Figura 3.2 abaixo . 

.................... r--+---, 
,-----i gerador de vapor f--<---, 

r---, 
bomba 1===============/r turbina f-.;.--+trabalho 

~ L--~~ 

.............. L.-.. -.. --..... - .. -l. ~c~-~-nde~~ .. l~~(~a~:o~rJ .. -.. ~ ... -.. -... ---+-----' I 

Figura 3.2 Exemplo de uma máquina térmica, onde a turbina aciona a bomba. 
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Numa máquina térmica a energia vendida é o trabalho líquido e a energia que custa 
dinheiro é o calor da fonte quente (indiretamente o custo do combustível). A eficiência térmica de 
uma máquina deste tipo é definida como 

energia vendida W QH - QL QL 
1]~ ~-~ ~l--

energia que custa QH Q" Qn 

Nota-se que para 1J ser igual a unidade (1 00"/o de eficiência) QL deve ser igual a zero. Na prática 
nenhuma máquina térmica atinge este grau de eficiência, as usinas termoelétricas possuem 
eficiência da ordem de 40%. 

A Figura 3.3 mostra um esquema de um aparelho de ar condicionado. Nesta aplicação um 
fluido de trabalho (comumente Freon) chamado de refrigerante é usado. O refrigerante entra no 
compressor como vapor a baixa pressão. Deixa então o compressor e entra no condensador como 
vapor numa pressão elevada, onde a condensação do refrigerante é conseguida pela transferência 
de calor para o meio ambiente. O refrigerante deixa então o condensador, como líquido, a uma 
pressão elevada. Sua pressão é reduzida ao fluir pela válvula de expansão, resultando uma 
evaporação instantânea de parte do líquido. O líquido restante, agora a baixa pressão, é 
vaporizado no evaporador como resultado da transferência de calor do espaço que está sendo 
refrigerado. Esse vapor retoma então para o compressor, completando um ciclo. 

Liquido a 
pressão elevad 

Válvula de 

Expansdo ;t· 
Líquido e vapor 

a baixa pressao . -----1 

t t t t 
Condensador 

Evaporador 

i Vapor a pressão 
elevada 

Trabalho 

__.--.._ _,.-fornecido 

• 

Compressor 

l'apor a baixa 
pressão 

Figura 3.3 Esquema de um ar condicionado. 

Um dispositivo corno este é chamado de refrigerador. Assim, e de acordo com a Figura 
3.4, num refrigerador observa-se que o fluido de trabalho: 

a. Recebe calor, QL, no evaporador onde sua pressão e temperatura são baixas. 

b. Recebe trabalho, W, no compressor onde sua temperatura é alta 
c. Cede calor, Q8 , no condensador onde sua pressão e temperatura são altas. 
d Realiza um ciclo. 

Portanto, um refrigerador pode ser definido como um dispositivo que operando segundo um 
ciclo, transfere calor de um corpo em temperatura menor para outro em temperatura maior, 
exigindo trabalho. 
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A eficiência de um refrigerador é expressa na forma de um coeficiente de eficácia, que 
será designado pela letra p. No caso de um refrigerador o objetivo (isto é, a energia pretendida) 

é QL, o calor retirado do espaço refrigerado, e a energia que se paga é o trabalho W. Dessa 

maneira o coeficiente da eficácia, p, é 

p ~ energia pretendida ~ _Q_, ~ Q, ~ =-'l-
energia consumida W QH - QL QH _1 

Q, 
......... Qfí 

~ condensador 

1....--Vá:»Uia de expansào ! I trabalho ;<--'--
compresso1 : 

fronteira-.....,. ~ 

Figura 3.4 Ciclo de refrigeração elemeutar. 

3.2 Enunciados da Segunda Lei 

Como será visto nesta seção, a expenencta obtida com a prática da engenharia na 
construção de máquinas ténnicas e de refrigeradores constitui a base experimental para os 
enunciados da segunda lei da termodinâmica. 

Existem dois enunciados clássicos da segunda lei da termodinâmica, conhecidos como 
enunciado de Kelvin-Planck e enunciado de Clausius. 

Enunciado de Kelvin-Planck: é impossível construir um dispositivo que opere mJm ciclo 
termodinâmico e que não produza outro efeito além da produção de trabalho e da troca de calor 
com um único reservatório térmico. 

Esquema de dispositivo que viola o enunciado acima é mostrado na Figura 3.5 abaixo. 

Dispositivo 
operando num cíclo 

~ 

reservatório 
térmico, T 

Q 

Figura 3.5 Esquema de um dispositivo que viola o enunciado de Kelvin-Planck. 
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O enunciado de Kelvin-Planck esta vinculado à discussão anterior sobre a máquina 
térmica. De fato, ele estabelece que é impossível construir uma máquina térmica que opere num 
ciclo, que receba uma dada quantidade de calor de um corpo à alta temperatura e produza igual 
quantidade de trabalho. A única possibilidade é a de que parte do calor seja rejeitado pelo fluido 
de trabalho para um corpo a baixa temperatura. Portanto trabalho pode ser realizado pela 
transferência de calor somente se dois níveis de temperatura estiverem envolvidos, transferindo-se 
calor de um corpo em alta temperatura para a máquina térmica e também desta para um corpo a 
baixa temperatura. Isto significa, como comprovado na prática, que é impossível construir uma 
máquina térmica com rendimento de 100%. 

Enunciado de Clausius: é impossível construir um dispositivo que opere num ciclo 
termodinâmico e que não produza outros efeitos além da passagem de calor de um corpo frio 
para um corpo quente. 

Esquema de um dispositivo que viola o enunciado de Clausius é mostrado na Figura 3. 6 
abaixo 

T, 

\º' 
ando Dispositivo oper ____. 

num cíclo 

\º' 
TI 

Figura 3.6 Esquema de um dispositivo que viola o enunciado de Clausius. 

O enunciado de Clausius para a segunda lei está relacionado com o refiigerador ou bomba 
de calor. De fato, este enunciado estabelece que é impossível construir um refrigerador que opere 
sem receber trabalho Isso também significa que o inverso do coeficiente de eficácia, I I P, não 

pode ser zero, em outras palavras P não pode ser feito arbitrariamente grande. 
Tendo em vista esses dois enunciados, cabe aqui uma observação. Ambos enunciados da 

segunda lei são negativos, e como é impossível demonstrar na prática um enunciado negativo, 
uma vez que teoricamente resta sempre a possibilidade de surgir um dispositivo que viole um 
destes enunciados? a segunda lei deve (como todas as outras leis fundamentais da natureza)? ser 
aceita com base na evidência experimental 

3.3 Equivalência entre os Enunciados de Kelvin-Pianck e de Clausius 

Dois enunciados são equivalentes se a verdade de cada um implicar na verdade do outro? 
ou se a negativa de um implicar na negativa do outro. A demonstração de que a negativa do 
enunciado de Clausius implica na negativa do enunciado de Kelvin·Planck pode ser feita do 
seguinte modo. O dispositivo da esquerda na Figura 3.7 é um refrigerador que não necessita do 
fornecimento de trabalho e, portanto? nega o enunciado de Clausius. Suponhamos que uma 
quantidade de calor QL seja transferida do reservatório de baixa temperatura para esse 

refrigerador e que a mesma quantidade de calor Q L seja transferida para o reservatório de aJta 
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temperatura. Seja a quantidade de calor Q", maior do que Q,, transferida do reservatório de alta 
temperatura para a máquina térmica, a qual rejeita uma quantidade de calor Q,, realizando um 

trabalho W (igual a Q" - Q, ). Como não houve transferência liquida de calor para o reservatório 
de baixa temperatura, este, a máquina térmica e o refrigerador podem ser considerados juntos 
como um dispositivo que opera mun ciclo, não produz outro efeito além da realização de trabalho 
e da troca de calor com um único reservatório ténnico. Portanto a negativa de enunciado de 
Clausius implica na negativa do enunciado de Kelvin-Planck. A equivalência completa destes dois 
enunciados será estabelecida quando for demonstrado que a violação do enunciado de Kelvin
Planck implica na violação do enunciado de Clausius. Essa demonstração é análoga à anterior, e 
portanto será omitida. 

reserváton'o quente (ro 

tQj ./ ... lQc ························ ........ 
H ' ' W=O 

nteira 

W= 

l QH 1 QL 

reservatório frio 

Figura 3. 7 Esquema para a demonstração da equivalência entre dois enunciados da segunda leL 

3.4 Processos Reversíveis 

Permita-se agora considerar a existência de um caminho idealizado ligando estados de 
equih'brios de um sistema, o qual será chamado de processo reversivel. Mais precisamente, diz-se 
que um processo é reversível se o estado inicial do sistema pode ser restaurado sem nenhum 
efeito observável no sistema e na sua vizinhança Por exemplo, considere a expansão de um gás 
no interior de um cilindro com pistão. Se a expansão ocorre lentamente e sem atrito, o sistema (o 
gás) mantém-se essenciahnente em equih'brio, e assim o processo pode ser considerado como uma 
sucessão de estados de equih'brios, o que no Capítulo I foi chamado de processo quase-estático. 
Para determinar se esse processo é reversíveL deve-se responder a seguinte pergunta: É possível 
retornar ao estado inicial sem que nenhum efeito seja observado no sistema e na sua vizinhança? 
Em outras palavras, pode-se comprimir o gás de volta para o seu estado original aplicando-se 
exatamente a mesma quantidade de trabalho removida durante o processo de expansão e 
adicionando-se exatamente a mesma quantidade de calor removida no processo de expansão? Se 
isto ocorrer entre este processo quase-estático, certamente, é um processo reversível. 

Para ilustrar um pouco mais esta questão, considere primeiro a Figura 3.8, na qual um gás 
(que é escolhido como o sistema) em alta pressão é limitado por um êmbolo fixo por um pino. 

Quando remove-se o pino, o êmbolo sobe e é subitamente forçado contra os limitadores. 
O sistema realizou trabalho, uma vez que o pistão foi levantado. Suponha que se quer voltar o 
sistema ao seu estado inicial. Uma maneira de se fazer isso seria aplicar wna força sobre o 
êmOOlo, comprimindo-se o gás até que o pino possa ser recolocado. Sendo a pressão exercida 
sobre o êmOOlo, maior na compressão que na expansão, o trabalho fornecido ao gás neste 

43 



processo de retorno é maior do que o obtido no processo inicial. É necessário, ainda, retirar-se 
calor do sistema a fim de que ele tenha a mesma energia interna inicial 

Assim, o sistema retomou ao seu estado original, mas o meio mudou, em virtude de ter 
sido necessário fornecer trabalho para descer o êmbolo e ceder calor para o meio. Portanto, o 
processo inicial é irreversível pois não pode ser invertido sem deixar vestígios no meio. 

trabalho 
~ ~ 1 

--" h 
··- • . . I I ... 

I 

Gás 1 
processo inicial processo inverso Q 

Figura 3.8 Exemplo de um processo irreversível. 

Suponha que na Figura 3. 9 o gás seja o sistema e que o êmbolo seja carregado com vários 
pesos, retira-se os pesos um de cada vez fazendo-os deslizar horizontalmente e, pennitindo ao gás 
expandir-se, realizando trabalho devido ao levantamento dos pesos que ainda permanecem sobre 
o êmbolo. À medida que a massa dos pesos é reduzida, e seu número aumentado, aproxima-se de 
um processo que pode ser invertido pois, durante o processo inverso, a cada nível de êmbolo, 
haverá um pequeno peso que está exatamente no nível da platafonna e, portanto, pode ser 
colocado sobre a mesma sem ser para isso necessário trabalho. No limite, como os pesos são 
muito pequenos, o processo inverso pode ser executado de tal modo que o sistema e o meio 
voltam exatamente ao mesmo estado em que estavam inicialmente. Tal processo é reversível. 

= 
+-
~ 

I I 

I' 

.. · .· .... 

,i 

.· .· .· .· .·. 
Gás 

-=-= ~ 
= ·= ~ 
~ -

Figura 3.9 Exemplo de um processo que se aproxima de reversível. 
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Um critério geral para o conceito de reversibilidade pode ser enunciado como segue: Se a 
reversão hipotética de um processo termodinâmico puder ser estabelecida sem violar a segunda 
lei da tennodinâmica, então o processo é chamado de reversível, caso contrário ele é dito 
i"eversível. 
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Defini-se ciclo reversível como sendo uma sucessão de processos reversíveis tais que o 
sistema retome periodicamente ao seu estado inicial. Duas aplicações óbvias deste critério são 
mostradas na Figura 3.1 O. Ao se tentar reverter o processo de transferência de calor descrito na 
Figura 3.10-a, tem-se como resultado a violação do enunciado de Clausius para a segunda lei. Ao 
se tentar reverter a situação descrita na Figura 3.1 0-b, o enunciado de Kelvin-Plank é violado. Em 
vista disso, conclui-se que a transferência de calor que surge através de uma diferença finita de 
temperatura e a conversão de trabalho em calor durante um processo cíclico são processos 

irreversíveis. 

Reservatório Quente 
r, 

~ 
T2 >TI 

Reservatório Frio 
r, 

(a) 

Reservatório Térmico 
r 

(b) 

Figura 3.10 Exemplos de processos irreversíveis. 

Surge agora uma pergunta interessante. Define-se calor como a energia transferida em 
virtude de uma diferença de temperaturas. Já foi demonstrado que troca de calor com 
temperaturas diferentes é um processo irreversíveL Portanto, como se pode ter um processo de 
troca de calor reversível? Um processo de troca de calor aproxima-se do reversível à medida que 
a diferença de temperatura entre os dois corpos tende a zero. Assim, define-se um processo de 
troca de calor reversível como aquele em que o calor é transferido, mediante uma diferença 
infinitesimal de temperaturas. Para trocar uma quaotidade finita de calor com difurença 
infinitesimal de temperaturas é lógico que seria necessário um tempo infinito ou área infinita. Por 
conseguinte, como todos os processos reais de transferência de calor ocorrem através de 
diferença finita de temperaturas são, portanto. irreversíveis. Esse assunto será discutido 
novamente na Seção 4.7. 

3.5 Ciclo de Carnot 

A Figura 3 .li mostra, inicialmente, wna máqulna ténnica operaodo nwn ciclo no qual 
todos os processos são reversíveis. Em vista disso o ciclo também o é e se for invertido a máquina 
ténnica se transforma nom refrigerador. O refrigerador está indicado pelas linhas tracejadas e 
parênteses. Admite-se que o fluido de trabalho seja uma substância pura, como vapor d'água. 
Transfere-se calor do reservatório de aha temperatura para a água, no gerador de vapor. Para 
esse processo ser reversíve~ é necessário supor que a diferença entre a temperatura do 
reservatório quente e a temperatura da água (vapor) seja arbitrariamente pequena. Isso significa 
que a temperatura da água deve pennanecer constante, pois por definição a temperatura de um 
reservatório ténnico se mantém inaherada. Portanto, o primeiro processo deste ciclo é isotérmico 
reversível, no qual se transfere calor do reservatório a alta temperatura para o fluido de trabalho. 
Isso é possível visto que para uma substância pura urna mudança de fase de líquido para vapor à 
pressão constante é, sem dúvida, um processo isotérmico. 
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O processo seguinte ocorre na turbina. Não há troca de calor e é portanto adiabático. 
Como todos os processos, neste ciclo, são reversíveis então este processo é adiabático reversível, 
durante o qual a temperatura do fluido de trabalho vai desde a temperatura do reservatório de alta 
temperatura até a do reservatório de baixa temperatura. 

No processo seguinte, o fluido de trabalho cede calor para o reservatório de baixa 
temperatura. Este processo deve ser isotérmico reversível, pois a diferença entre a temperatura do 
fluido de trabalho e a temperatura do reservatório frio é arbitrariamente pequena. Durante esse 
processo isotérmico, vapor é condensado. O último processo, que completa o ciclo, é adiabático 
reversível no qual a temperatura do fluido de trabalho vai da temperatura do reservatório frio até 
a do reservatório quente. 

I Reservatório Quente I 
' (QH) t QH 

Gerador de Vapor 

-::-±- (condensador) k w 
Bomba 

? ~ 
-+-----

Condensador (W) 

(evaporador) 

<Qr); f Qr 

I Reservatório Frio I 
Figura 3.11 Exemplo de máquina térmica que opera num ciclo de Carnot. 

Resumindo, esta máquina térmica executa um ciclo reversível constituído pelos seguintes 
processos: 

1. um processo isotérmico reversível no qual o sistema recebe calor a partir de um reservatório 
quente; 
2. um processo adiabático reversível no qua1 traba1ho é rea1izado pelo sistema e durante o qual a 
temperatura do fluido de trabalho vai desde a temperatura do reservatório quente até a 
temperatura do reservatório frio; 
3. um processo isotérmico reversível no qual o sistema rejeita calor para um reservatório frio; 
4. um processo adiabático reversível no qual trabalho é realizado sobre o sistema, onde a 
temperatura do fluido de trabalho vai desde a temperatura do reserv·atório frio até a temperatura 
do reservatório quente. 

Esta máquina térmica ideal é um exemplo típico do que se chama de uma máquina térmica 
de Camot (em homenagem a Nicolas Leonard Sadi Camot, 1796-1832), e o ciclo reversível 
1 ---1- 2 ~ 3 ~ 4 ~ 1 é um exemplo do que se chama de ciclo de Camot Mais precisamente, 
máquina de Camot é uma máquina idealizada que executa um ciclo reversível constituído dos 
seguintes processos: 
a. um processo isotérmico reversível, no qua1 o calor é transferido de ou para o reservatório 
quente; 
b. um processo adiabático reversível, no qual a temperatura do fluido de trabalho passa daquela 
do reservatório quente àquela do reservatório frio; 
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c. um processo isotérmico reversível, no qual o calor é transferido para ou do reservatório frio; 
d. um processo adiabático reversível, no qual a temperatura do fluido de trabalho passa daquela 
do reservatório frio àquela do reservatório quente. 

Todo ciclo reversível do tipo a 4 b -4 c -4 d -4 a é chamado de ciclo de Carnot. 
Assim, uma máquina de Camot é uma máquina térmica ou um refrigerador, dependendo 

da direção do fluxo de calor, operando num processo cíclico reversível. 

3.6 Teorema de Carnot 

Tendo em vista o futo de que o rendimento de toda máquina térmica é inferior a 100%, 
cabe aqui a seguinte pergunta: Qual a máquina térmica de maior rendimento que se pode ter? A 
resposta a esta pergunta está no seguinte resultado, conhecido como teorerm de Camot. 

Dentre todas as máquinas térmicas operando em ciclo, entre dois reservatórios térmicos, 
as máquinas térmicas de Carnot são as de maior rendimento. 

Para se demonstrar o teorerm acima, primeiramente mostra-se que dado um máquina 
operando num ciclo irreversível, entre dois reservatórios térmicos, existe sempre uma máquina 
térmica de Camot, operando entre os mesmos reservatórios, e que possui eficiência térmica maior 
(ou igual) do que a eficiência da máquina térmica irreversível. Em seguida se prova que todas as 
máquinas térmicas openmdo segundo um ciclo de Carnot, entre dois reservatórios térmicos, têm a 
mesma eficiência térmica. 

De fato, dado uma máquina térmica operando num ciclo irreversíveL entre dois 
reservatórios térmicos , Figura 3.12-a, considere a máquina de Carnot da Figura 3.12-b, a qual 
opera entre os mesmos reservatórios, onde a quantidade de calor fornecido a esta máquina, Q;,, é 
considerada igual a quaotidade de calor fOrnecida para a máquina irreversível. isto é, Q~ = QH. 
Se q 1 e 'I c são os rendimentos térmicos da máquina irreversível e da máquina de Carnot, 
respectivamente, tem-se que 'I 1 :$ T/c. De fato, suponha que isso não ocorra. ou seja, suponha 

que 'li > T/c. 

Reservatório 
Quente 

Máquina 
irreversível 

Reservatório 
Frio 

(a) 

Reservatório 
Quente 

Máquina de 
Carnot 

Q;, =Qn 

W'=Qn ~QL 

Reservatório 
Frio 

(h) 

Figura 3.12 Uma máquina irreversível, /, e uma máquina de Carnot, C. 

C W 1 Q, W' 1 Qí ã da úl . d . ualdad orno q1 =-= --e TJc =-= -- ent o segue-se tliila es1g e 
QH QH QH QH 

que Q, < Qí e W > W'. Sejam W _ e Q_ tais que W = W _ + W' e Qí = Q_ + Q,. 
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Como e ~c = W' = 1- Q[ então segue-se da úhima desigualdade 
QH QH 

que QL<Q{ e W>W'. Sejam w_ eº- tais que W=W-+W' e Q;=Q-+QL. 
Considere que o ciclo reversível da máquina de Camot é invertido de tal forma que esta máquina 
passe a operar como um refrigerador, recebendo trabalho W' = QH - Ql, fornecido pela máquina 

irreversível. O restante do trabalho gerado pela máquina irreversíve~ W m<tt, é o trabalho líquido 

que é fornecido para a vizinhança, veja a Figura 3.13 abaixo. 

Fronteira 

Reservatório quenJe 

QH QH 

W,ext I máquina W'=QrQí. máquina 
irreversível reversível 

•···· ....... ........... ... ............. .......... ········ .............. 

QL Qí. 

Reservatório Frio 

Figura 3.13 Demonstração do que o ciclo de Caruot é o de maior rendimento. 

Agora, considere que a máquina irreversível, o refrigerador, e a fonte quente como uma 
única máquina térmica, como indicado na Figura 3.13, operando num ciclo. Com isso, obtém-se 
um esquema de uma máquina ténnica, Figura 3.14, que opera num ciclo, troca calor líquido, 
Q,_, com um único reservatório térmico e fornece trabalho líquido, W n.at, para a vizinhança. 

Entretanto isso representa uma violação do enunciado de Kelvin-Planck para a segWlda lei da 
termodinâmica. Consequentemente, conclui-se que a hipótese inicial (que a máquina irreversível 
tem maior rendimento do que a máquina de Carnot) é incorreta e, portanto, TIJ :S 1'/c 

Wnert Máquina térmica 
operando num ciclo 

I Reservatório térmico I 

Figura 3.14 Contradição do enunciado de Kelvin-Plank. 

Para concluir a demonstração, supondo-se que C1 e C2 são duas máquinas térmicas de 

Camot, operando entre os mesmos reservatórios térmicos, mostrar-se-á que 'I c, ='I c,_. Para isso 

considere no lugar da máquina irreversível da Figura 3.12-a uma mãquina de Camot qualquer, 

denotada por C . Repetindo-se o raciocínio anterior, ou sej~ invertendo-se o ciclo da máquina C 
pode-se mostrar que T/c :S T/c. Por outro lado, invertendo-se o ciclo da máquina C pode-se 
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mostrar que TJc ,; TJc. Dessas duas desigualdades segue-se que TJc = TJc. Fazendo-se, 

inicia.hnente, c =c, e depois c = c2 obtém-se que 7Jc, = 'I c = 7Jc,' ou seja, 1Jc} = 'h;. 

3.7 Escala Termodinâmica de Temperatura 

Escalas termométricas, como a Celsius e a Fahrenheit, são definidas em função de 
determinada substância e de dispositivos termométricos. O mais conveniente é sem dúvida a 
construção de uma escala de temperatura que seja independente de qualquer substãocia particular, 
tal escala é chamada de escala absoluta de temperatura, ou escala termodinâmica de 
temperatura. 

Como foi visto na seção anterior, todos os ciclos de Carnot, operando entre as mesmas 
temperaturas inicial e final, têm a mesma eficiência. Visto que tais ciclos são reversíveis, esta 
eficiência é a máxima possível e é completamente independente da substância de trabalho, sendo 
fimção somente das temperaturas de trabalho TH, e I;_ . Assim pode-se escrever 

Essa equação diz que a razão QL I Q8 é urna função que depende apenas de T8 e r;_ , ou seja, 

Uma vez que o lado esquerdo da equação acima está na forma de um quociente, e visto que 
certamente QL não depende de T8 e Q8 não depende de 1;. , pode-se supor que a função 

J(T8, TL) é da forma 

onde g é urna função de T. Combinando-se as duas úhimas equações tem-se 

(3.1) 

Williarn Thomson (Lord Kelvin) foi o primeiro a usar a segunda lei para definir urna escala 
termodinâmica de temperatura. O procedimento para a definição de urna escala desse tipo 
consiste primeiro na escollia de uma expressão particular para a função g(T), seguindo-se o 

emprego da relação (3.1) para detenninar a temperatura, T, de um sistema real. A escolha, 
proposta originalmente por Kelvin para a escala termodinâmica é baseada na relação 

g(T)= T 

Assim, a equação (3.1) fica 

QL TL -=-

º" Tn 
Dessa equação, e da definição de 17, segue-se que 
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r. 
~=1-_L 

rH 
(3.3) 

A relação (3 .3) diz que, conhecendo-se o rendimento do ciclo de Camot que opera entre dois 
reservatórios térmicos, conhece-se também a relação entre as duas temperaturas absolutas, mais 
precisamente, a equação (3.2), (e consequentemente a equação (3.3)), define a escala 
termodinârrúca de temperaturas absolutas. Caso fosse possível a construção de uma máquina 
térmica verdadeiramente reversível e fossem medidos QL e QH , a respectiva razão seria igual à 

razão entre as suas temperaturas tennodinâmicas do sorvedouro (a fonte fria) e da fonte de calor 
(a fonte quente). 

Para fixar idéias, suponha a existência de uma máquina térmica operando num ciclo de 
Carnot, recebendo calor à temperatura do ponto de ebulição da água, Tvopor, e cedendo calor à 

temperatura do ponto de congelamento, r.,,,. Se Q, e QH pudessem ser medidos, ou 

equivalentemente, se o rendimento de tal máquina fosse capaz de ser medido encontraríamos 
certamente T/ = 26,8%. Portanto, da equação (3.3), 

ou seja, 

r._ =0,7320 
r"', 

Isso fornece urna equação com duas incógnitas r_ e r.,,,. A segunda equação é obtida 

admitindo-se arbitrariamente a magnitude do grau da escala tennodinâmica pretendida. Se se 
quiser ter a magnitude do grau na escala absoluta igual à de Fahreoheit pode-se escrever 

Tmpor - ~elo = 180 

Esta escala absoluta é a chamada escala Rankine, e é denotada por o R. Resolvendo-se 
simuhaneamente as duas úhimas equações tem-se 

r_= 671,67 'R 

e 
r..., = 491,67 'R 

Assim, as temperaturas nas escalas Fahrenheit e Rankine estão relacionadas do seguinte modo: 

3.8 A Entropia de um Gás Ideal 

O conceito de ewopia foi de:ienvo!Wlo nos aoos de 1850 a 1865 por ClausD>S, [6} e [7}, 
que também cunhou este termo. Uma vez que a entropia é sem dúvida uma das mais importantes 
funções termodinâmicas é apropriado inb:oduzlr esle conreito de forma gradual a. fim de que ele 
fique suficientemente claro. Assim, partindo de wna definição matematicamente precisa do que é 
um gás ideal obtém-se a iimção entropia deste gás e l:!ituda-se suas propri<:dade& Este 
procedimento, o qual será usado na presente seção, é na realidade uma introdução informal ao 
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conceito de entropia, no entanto as propriedades encontradas se repetirão mais tarde de uma 
forma mais geral. Uma introdução formal a este conceito será dada mais adiante no Capítulo 4. 

Um sistema simples constituindo unicamente de um gás ideal é, por definição, um sistema 
fluido que satisfaz as seguintes relações: 

PV ~ NRT e U = cNRT 

onde N é o número de moles total do sistema e c é uma constante de proporcionalidade, cujo 
valor depende da substância em questão. Gases ideais monoatômicos, tais como He, Ar e Ne, 

possuem um valor de c= I. A penúltima equação é a equação de estado, veja a Seção 2.3, e a 
2 

última é a equação que define a energia interna do gás ideal. Essa equação afirma que a energia 

interna específica, u ~ ~ , de um gás ideal só depende da temperatura, ou seja, u = u( T). 

Considere um processo quase-estático realizado sobre um sistema fechado, onde a única 
variação de energia é da forma .1. U. Neste caso a primeira lei da termodinâmica é dada pela 

equação (I 11) Esta lei na sua fonna diferencial é descrita pela equação (1.12). Suponha que o 
sistema em questão é um gás ideal contido no interior de um pistão, como esquematizado na 
Figura 1.9, onde o processo considerado é o de expansão do gás. Neste caso o trabalho realizado 
sobre o sistema, na sua fonna diferencial, é dado pela equação (1.18) Substituindo a equação 
(1.18) na equação (1.12) obtém-se 

dQ~dU +PdV 

Para um gás ideal, dU = cNRdT e P C' NRT I V, assim 

dQ = cNRdT + NRTdV 
v 

(3.4) 

Dividindo-se a equação (3.4) por T, es dois termos do lado direito podem ser diretamente 
integrados. Estas integrais não dependem do caminho de integração. Dado um estado inicial, a, e 
um estado final, b, tem-se 

(3.5) 

A equação (3.5) mostra que, para um processo quase-estático, apesar de dQ ser uma diferencial 

inexata di é exata, pois a integral desta quantidade pode ser calculada sem se especificar o 

caminho do processo A integral do lado esquerdo da equação (3.5) define a função entropia, S, 
para o gás ideal como sendo: 

Assim, se S
0 

é a entropia de N moles de um gás ideal à temperatura I;, e volume Y~, então à 

temperatura Te volume V, 
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(3 6) 

Visto que T e V são coordenadas termodinâmicas definidas somente para estados de equilíbrio, 
então S é uma função definida apenas nos estados de equilíbrio de um sistema. A equação (3.6) 
afirma que não é possível obter-se a entropia interna absoluta de um sistema, detenninando-se 
somente variações da entropia entre dois estados de equilíbrio. Corno V depende da massa do 
sistema então, segue da equação (3.6), que Sé um parâmetro extensivo do sistema. 

Podemos escrever de uma forma mais geral 

ou 
(dQ) . = TdS 

quost'- ISUltiro 
(3.7) 

A equação (3. 7) pode ser encarada como uma definição matemática para a entropia de um gás 
ideal submetido a um processo quase-estático. Integrando a equação (3.7) ao longo de um 
processo quase-estático, a ~ b , obtém-se que o calor total transferido para um sistema pode ser 
calculado a partir da função entropia pela equação 

Para finalizar, observe que a equação (3.6) pode ser escrita em termos do calor específico 
à volume constante, C,. De acordo com a dedução feita na Seção 1.13, o calor específico de uma 
substância pura submetida a processos quase-estáticos realizados à volume constante, o qual é 
definido pela relação dQ = C,dT, satisfaz a equação 

c =dU 
' dT 

Assim, no caso de um gás ideal tem-se Cv = cNR . Substituindo-se a última relação na equação 
(3. 6) obtém-se que 

3.9 A Desigualdade de Clausius 

Seja A um sistema simples fechado submetido a um processo cíclico, C, reversível ou não. 

Se dQ é a razão entre a diferencial do fluxo de calor e a temperatura do sistema, medida em cada 
T 

etapa deste processo quase-estático, então 

fdQso 
c T 

(3 8) 

A desigualdade (3.8) é chamada de desigualdade de Clausius_ Para demonstra-la, observe 
primeiro que calor e trabalho são as únicas grandezas que podem atravessar a fronteira do sistema 
1\ , pois ele é fechado. Sejam Q e W, os valores dessas grandezas. Em seguida observe que o 
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processo cíclico C pode ser representado como uma interação entre um único reservatório 
térmico, Ares> na temperatura T""' e o sistema A, como mostrado na Figura 3.15. Aqui a 

transferência cíclica de calor entre Ares e A é completada de forma reversível usando-se um 

refrigerador que opera num ciclo de Camot, onde o sistema A é considerado totalmente 
separado do refrigerador. 

w 
' Sistema A, T 

w 
Q 

• w-n; Refrigerador 
operando num 

ciclo de Carnot 

Q,e.-. -·-········ ............. ---- .. ············ 

~eservatório térmico Are.s• Tre.s 

Figura 3.15 Esquema para a demonstração da desigualdade de Clausius. 

Considere um incremento no ciclo de A , tomando-se a temperatura de A como T e o 
calor que flui para A como dQ. Seja dQ~ o calor traosferido de A,., para o refrigerador. Segue
se do teorema de Camot, mais precisamente da equação (3.2), que 

dQ T 
--=-
dQ~ T~ 

Assim quando A sofre uma mudança de estado a --+ b, tem-se que 

idQ =LdQ~ 
" T Tres 

Tomando~se o limite, na equação acima, onde as etapas do processo ciclo C, representadas por 
a --+ b ... --+ a , se fazem arbitrariamente pequenas tem-se 

Se Qre, é a quantidade tota1 de calor transferido de Ares para a máquina de Carnot durante o 

processo ciclo do sistema A , então 

e portanto 

Agora, considerando-se as linhas pontilhadas da Figura 3 .15, observa-se que o trabalho, Jf~ 

realizado sobre um sistema que troca calor com um único reservatório térmico deve ser positivo 
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ou nulo. Se W fosse negativo existiria um trabalho liquido realizado pelo sistema, que encontra-se 
no interior das linhas pontilhadas, sobre a vizinhança durante um processo cíclico, o que 
contrariaria o enunciado de Kelvin-Planck para a segunda lei. Visto que a energia do sistema A 
retoma para o mesmo valor ao final do ciclo C, o calor líquido, Qm , transferido para o 

refrigerador ao final do ciclo deve ser (pela primeira lei) negativo ou nulo. Assim 

Qres $O 

de onde segue que 

fdQ s o 
c T 

uma vez que T e T ru são temperaturas absolutas. Com isso conclui-se a demonstração da 

desigualdade de Clausius. 
Considerando-se o processo cíclico C como reversível, então o sinal de Qm deverá mudar 

quando este ciclo for revertido. No entanto para não contrariar a segunda lei o sinal de Qre. não 
deve ser positivo. Neste caso não resta outra possibilidade a não ser Q,... -:::::: O Portanto, se o ciclo 
C é reversível então 

f(di) =0. 

c ·~ 

3.10 A Função Entropia 

Nessa seção a desigualdade de Clausius será usada para mostrar como a equação, 

'(dº) s, -s. =f r 
a quase-e:rtati= 

empregada na Seção 3.8 para definir e calcular a diferença da entropia de um gás ideal, pode ser 
obtida para outros sistemas termodinâmicos que não sejam necessariamente um gás ideal. 

Para isso, considere o processo cíclico, cujo caminho é mostrado na Figura 3 .16. 

'--..caminho r 
a 

Figura 3.16 Processo cíclico passando pelos estados de equihbrio a e b. 

Esse ciclo passa pelos estados de equilíbrio a e b, os quais estão conectados por dois caminhos, 
denotados por r e r . O caminho b........, a, denotado por r, é considerado reversível, enquanto que 
o caminho a ~ b, denotado por r , pode ser reversível ou irreversível. A desigualdade de 

Clausius assegura que 
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Se o caminho r é reversível então o ciclo todo é reversível e ocorre a igualdade, ou seja, 

f( di) =f( di) . 
a caminho r a cammho r 

Portanto, a integral J( di) tem o mesmo valor para todo caminho reversível a-> b. Em 
a '~ 

outras palavras, para todo processo reversível a quantidade dQ é uma diferencial exata. Assim, 
T 

pode-se generalizar a definição de entropia dada na Seção 3.8 fuzendo-se, 

dS=(dQ) 
T = 

e 

S -S =f( dQ) 
b a T 

a m 

onde o subscrito rev denota que o processo é reversíveL Em vista disso, fica claro que num 
processo reversível o calor transferido para um sistema pode ser calculado em termos da função 
entropia como 

b 

(Q,,)m = JTds 
a 

3.11 O Princípio do Crescimento da Entropia 

Na seção anterior generalizou-se os resultados estabelecidos na Seção 3.8 simplesmente 
trocando a hipótese do processo quase-estático pela condição de reversibilidade. Nessa seção será 
usada toda a abrangência da desigualdade de Clausius para mostrar como a mudança na entropia 
de um sistema pode fornecer uma medida da irreversibilidade do processo. 

Considere novamente o caminho r do processo a~b, mostrado na Figura 3.16. 
Suponha que este processo ocorra num sistema adiabaticarnente isolado. Desde que dQ =O 
durante todo o processo então 

f( di) =o 
a camlnhoy 

Uma vez que o caminho r, b ~ a, é reversíve~ 

1(dÇ) = s, -s, 
b caminhor 

Assim, 
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mas pela desigualdade de Clausius 

(3.9) 

onde a igualdade ocorre sempre que o processo for reversível. 
Como a entropia de um sistema é uma função do estado de equilíbrio do sistema e não 

depende do caminho pelo qual ele chegou a esse estado, segue-se da desigualdade (3.9) que a 
entropia de um sistema tende a crescer, permanecendo constante se o processo for reversível 
Esse fato pode ser visto como o enunciado matemático da segunda lel, escrito na fonna simples 
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CAPÍTULO IV 

A Formulação de Gibbs 

4.1 Introdução 

Como pode-se observar, no Capítulo 3 os conceitos referentes à segunda lei da 
termodinâmica estão intimamente relacionados com o conceito de "máquina operando num ciclo~·. 
Mesmo o resultado matemático LiS~O, o qual foi enfatizado como sendo o enunciado 

matemático da segunda lei, depende deste conceito. De futo, ele é deduzido a partir da 

desigualdade de Clausius que por sua vez se vale do teorema de Carnot, e da hipótese Q, ~ T, , 

º" Tn 

em vez de Q, ~ g(( T, )) para uma função g( T) não necessariamente igual a T. 
º" g TH 

Neste capftulo, e daqui para frente, será adotada uma metodologia diferente. Partindo-se 
de alguns poucos postulados básicos será enunciada a segunda lei e desenvolvidos os resuhados 
fundamentais da termodinâJDica relacionados com ela. 

A teoria da termodinâmica construída dessa forma é conhecida como termodinâmica 
Glbbsiana ou termodinâmica de Glbbs. Na termodinâmica de Gibbs os estados de equihbrio são 
completamente descritos por relações fUndamentais e suas propriedades, sendo que essas 
relações podem ser construídas com a ajuda de equações de estado. Como será visto, a 
furmulação de Gibbs é sem dúvida uma maneira natural de se lidar com sistemas cuja quantidade 
de matéria é transferida de uma fase para a outra, durante um dado processo. 

4.2 Os Postulados 

Serão considerados iniciahnente apenas sistemas (isolados) simples, os quais são 
idealizados da seguinte maneira. Primeiro, um sistema simples é homogêneo, não possuindo 
restrições (paredes) internas. Segondo, supõe-se que seus estados de equihbrio são identificados 
pelos valores de U, pelas quantidades de cada componente quúnico que formam o sistema, dados 
pelos números de moles, N1,N2 , ... ,N, e por um parâmetro que mede a deformação do sistema, 
para um fluido esse parâmetro pode ser o volume, V. Ass~ o estado de equilíbrio de um sistema 
simples (fluido) e' considerado completamente caracterizado se furem identificadas as variáveis 
(U,V,Np ... ,N,). Este é o conteúdo do seguinte postulado. 

Postulado I : Para todo sistema simples existe um estado particular (chamado de 
estado de equilíbrio) o qual, macroscopicamente, é caracterizado completamente 
pela energia intena U, o volume V, e os números de moles N1,N2 ,. .. ,N,. dos 

componentes químicos. 
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Todo problema envolvido na termodinâmica de Gibbs resume-se num problema básico, o 
de determinar o estado de equiHbrio que eventuahnente resulta após a remoção das restrições 
internas de um sistema isolado, composto constituído de dois ou mais sistemas simples. 
Considere, por exemplo, o sistema composto da Figura 4,1, abaixo. 

u<1).v<l).NP) .... t=l u('l.v('l. Nf'l, ... 
-
- istão cilindro 

'§ l 
Figura 4.1 Um sistema composto formado por dois sistemas simples. 

Esse sistema é formado por dois subsistemas os quais estão restritos ao interior de um cilindro 
fechado e separados por um pistão. Suponha que as paredes do cilindro e do pistão são rígidas, 
impermeáveis ao fluxo de matéria e adiabáticas. Suponha também que a posição do pistão é 
firmemente fixada e portanto cada subsistema é fechado. Se agora o pistão for hberado, ele em 
geral procurará urna nova posição. Similarmente, se a condição de adiabaticidade da parede do 
pistão (fixado) for retirada, então o calor fluirá entre dois subsistemas. Além disso, se algum 
orificio for fuito na parede do pistão então haverá urna redistnbuição de matéria entre os dois 
sistemas. Portanto a remoção de alguma restrição resuhará, em cada caso, no início de algum 

. processo espontâneo. Tal processo só terminará. quando os subsistemas atingirem um novo estado 
de equihbrio, onde estes possuirão novos valores para os parâmetros 

u(ll ,v(ll, Nl'l , ... e u'') .v'') ,Nfl , .... 
O postulado enunciado a seguir, conhecido como o postulado da máxima entropia, 

fornecerá os meios pare formularmos tais problemas de equilibrio. 

Postulado 11: Existe uma função (chamada entropia S) dos parâmetros extensivos do 
sistema, definida para todo estado de equilíbrio e possuindo a seguinte propriedade: 
Os valores assumidos pelos parâmetros extensivos na ausência de uma restrição 
interna são aqueles que maximizam a entropia sobre o conjunto constituído dos estados 
de equilíbrio obtidos na presença de restrições. 

Comentários ao Postulado II: Deve ser enfà.tizado que postulou-se a existência da função 
entropia somente para os estados de equilíbrio e que tal postulado não fàz referência a estados de 
não-equillbrio. Na ausência de uma restrição o sistema esta livre para selecionar qualquer um dos 
inúmeros estados de equilíbrio, cada um dos quais pode também ser atingido pelo sistema na 
presença de wna restrição apropriada. A entropia de cada um desses estados de equihbrio, 
obtidos na presença de urna restrição apropriada, está bem definida e atingirá o máximo em algum 
estado particular desse conjunto. Na ausência de restrições esse estado de máxima entropia é o 
estado selecionado pelo sistema. 

Para exemplificar, considere o caso de dois sistemas separados por uma parede que 
permite o fluxo de calor (parede diaténnica). E suponha que se pretende predizer a maneira pela 
qual a energia interna do sistema, U, é distribillda entre os dois subsistemas. Para isso imagine que 
a parede diaténnica do sistema composto é trocada por uma parede adiabática, e que os 
subsistemas possuem energia interna com valores particulares u(l) e u(2) ( satisfàzendo a 
restrição u = u'') + u(') ). Assim, para cada estado de equihbrío obtido na presença de urna 
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restrição desse tipo existe um valor para a entropia do sistema composto. E para alguns valores 

particulares de U(l) e uP> esta entropia é máxima. Esses, então, são os valores de U(l) e uP> 
que são obtidos na presença de uma parede diatérmica, ou equivalente na ausência de restrições 
do tipo adiabática. 

Todos os problemas da termodinâmica são derivados do problema básico referido 
anteriormente, veja Figura 4.1. O problema básico pode ser resolvido completamente com o 
emprego do Postulado li, desde que a entropia do sistema seja uma função conhecida A relação 
que fornece a entropia como uma função dos parâmetros extensivos é chamada de uma relação 
fundamental. Portanto, se a relação fundamental de um sistema particular é conhecida, então 
todas as possíveis informações termodinâmicas acerca do sistema podem ser descobertas a 
partir dela. 

Postulado 111: A entropia de um sistema composto é aditiva com relação aos 
subsistemas constituintes. A entropia de um sistema simples é uma função homogênea 
de primeira ordem dos parâmetros extensivos. Além disso, a entropia é uma função 
contínua e suficientemente diferenciável, e considerada como uma função 
exclusivamente da variável energia interna ela é monótona e crescente. 

Com a expressão "suficientemente diferenciável" pretende-se alirrnar que a função 
considerada possui derivadas parciais de todas as ordens que furem necessárias para o 
desenvolvimento de teoria aqui apresentada Na realidade, é suficiente considerar-se a função 
entropia, e as demais funções termodinâmicas envolvidas neste e nos demais capitules, como 

sendo de classe C2
, ou seja, duas vezes continuamente diferenciável 

V árias conseqüências matemáticas seguem-se imediatamente. A propriedade de 
aditividade estabelece que a entropia, S, de um sistema composto é meramente a sorna das 
entropias, s<a)' dos subsistemas. ou seja. 

• 
onde a entropia de cada subsistema é uma função que depende unicamente dos parâmetros 
extensivos desse subsistema, isto é, 

A propriedade que afirma que a entropia de um sistema simples é uma função homogênea 
de primeira ordem garante o seguinte: se todos os parâmetros extensivos do sistema forem 
multiplicados por uma constante positiva. 1, então a entropia é multiplicada por essa constante, 
ou seja, (omitindo o índice a ) 

(4.1) 

Como a entropia, considerada como uma função exclusivamente da variável U, é monótona 
estritamente crescente então a função entropia pode ser invertida com relação a energia interna. 
Explicitamente, a função 

(4.2) 

pode ser resolvida unicamente para Una fonna 

(4.3) 
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Como Sé uma função contínua e suficientemente diferenciável das variáveis U,V,N1 , ••• ,Nr segue 

também que U é uma função contínua e suficientemente diferenciável das variáveis 
S,V,N" ... ,N,. As expressões (4.2) e (4.3) são formas alternativas para a relação fundamental de 
um dado sistema, e cada uma delas contém todas as informações tennodinâmicas do referido 
sistema. Em vista disso é razoável esperar-se que as propriedades matemáticas da função U 
sejam semelhantes às propriedades da função S Para que isso ocorra estabelece-se o seguinte. 

Postulado IV: A energia intema de um sistema composto é uma função aditiva com 
relação aos subsistemas constituintes. Mais ainda, a energia interna de um sistema 
simples é uma função homogênea de primeira ordem dos parâmetros extensivos. 

Matematicamente este postulado afirma que: 

a 

e 

' 
Considerando-se que o número total de moles de um sistema é N = L N, , fazendo-se 

i= I 

Â ~ li N na equação ( 4.1) obtém-se 

S(U,V,N"N' ... ,N,)~ NS(U/N ,VjN,N,/N .... N,/N) 

Essa relação afirma que a entropia do sistema original podem ser obtidas a partir da entropia de 
um outro sistema que possui número total de moles igual a 1. Para um sistema com um único 
componente químico tem-se, em particular, 

S(U,V,N) ~ N S(U/NY/N,l)~ N S(u.v) 
ou seJa, 

s~..fu,v) 

u v s 
onde u=-e v=- e s:=;;.-. 

N N N 

4.3 As Definições Formais de Temperatura, Pressão e de Potencial Químico 

Nessa seção serão dadas as definições matemáticas para a temperatura, pressão e potencial 
químico. Partindo-se da relação fundamental na forma 

U ~ U(S,V,N" ... ,N,) 

ca1culemos sua diferencial primeira, 

As várias derivadas parciais que aparecem na equação ( 4. 4) são a temperatura, 
potencial químico do componente j = l,. .. ,r, definido como: 
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(~~) = T, temperatura 

t~J = P, pressão 

(ôUJ 'ai •. d -- =- 1-l 
1 

, potenct quuruco o componente j = l,2, ... ,r 
ôN, 

Com as definições acima, a equação ( 4.4) toma a fonna 

dU = TdS- PáV + JJ,dN,+ ... +JJ,dN, (4.5) 

É evidente que o leitor pode estar relutante em aceitar uma definição formal, puramente 
matemática, para a temperatura. Certamente este sentimento é agravado a medida que se 
considera a possibilidade de tal definição não estar de acordo com o conceito intuitivo de 
temperatura, o qual é adquirido com base na sensação fisiológica de quente e frio. No entanto, 
como será mostrado mais adiante, esta definição concorda inteiramente com a intuição fisica a 
respeito da temperatura. 

De forma semelhante, a definição formal de pressão concorda, como será visto adiante, 
com a definição de pressão dada anterionnente na Subseção 1.8.1. Com respeito ao potencial 
químico não possuí-se nenhuma definição ou conceito a priori, e portanto, o leitor está livre para 
adotar (e aceitar) a definição fonnal dada aqui. 

Começa-se por analisar o significado fisico de cada parcela do lado direito da equação 
(4.5). O termo -PáV é identificado como o trabalho mecânico quase-estático, dado pela 
equação (1.18). Devido a isso, escreve-se 

dWM =-PáV 

No caso particular de um processo infinitesimal onde o número de moles NI'N2' ... ,N, mantém

se constante a equação (4.5) pode ser escrita como 

TdS=dU-dWu 
Da ptimeira lei, equação (1.12), tem-se 

onde dQ é o fluxo de calor quase-estático transferido para o sistema. Combinando as duas últimas 
equações obtém-se 

dQ=TdS 

Essa relação explica o significado fisico do primeiro tenno do lado direito da equação (4.5), ele é 
o fluxo de calor quase-estático transferido para o sistema. 

Os termos que restam no lado direito da equação ( 4. 5) representam um crescimento da 
energia interna associado com a adição de matéria ao sistema. Esse tipo de fluxo de energi~ o 
qual não é freqüentemente discutido fora da termodinâmica, é chamado de trabalho químico 
quase-estático. Denotando-se esse trabalho por dWq tem-se 

Em vista disso a equação ( 4 _ 5) pode ser escrita como 
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dU =dQ+dWM +dW, 

de onde nota-se claramente que cada termo TdS, -PdV e Jl;JN, da equação (4.5), tem 

dimensão de energia. 
A temperatura, pressão e o potencial químico são derivadas parciais de uma função das 

variáveis S,V,N" ... ,Nr e conseqüentemente dependem dessas variáveis. Tem-se então um 

conjunto de relações funcionais da fonna 

T= T(S.V,N,, ... ,N,) 

P= P(S,V,N, ... ,N,) 

p 1 = p 1(S,V,N,, ... ,N,) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

Tais relações, que expressam os parâmetros intensivos T, P e p 
1 

em função dos parâmetros 

extensivos S,V,N1 , ... ,Nr,sã.o chamados de equação de estado. Observe que as equações de 

estado apresentadas no Capítulo 2 são da forma P = P( T,V) , enquanto que agora exibe-se 

formas mais gerais de equações de estado, sendo que a forma P = P(T.V) está intimamente 

relacionada com a equação (4.7). O conhecimento de urna simples equação de estado não 
constitui o completo conhecimento das propriedades tennodinâmicas do sistema. Como será visto 
mais adiante, o conhecimento de todas as equações de estado, equações (4.6) a (4.8), equivale ao 
conhecimento de uma relação fundamental do sistema, e ao conhecimento de todas as 
propriedades termodinâmicas do mesmo. 

Afinnou-se acima que as variáveis T,P e J.i 1 são parâmetros intensivos, isso é verdade 

uma vez que essas variáveis são funções homogêneas de grau zero. Esse fato segue-se de um 
resultado mais gera] o qual garante que, se uma função de uma ou mais variáveis 
f==f(xl'x2, ... ,xk) é homogênea de grau n~l, ou seja, se f(Ãxi>Ãx2, ... ,Âxk)==· 

:::: .l"f(x1,r::!>···,r,) então todas as derivadas parciais ôf (xpx2, ... ,xk) são funções 
ôx; 

homogêneas de grau n - 1. 

De fato, diferenciando a equação f( . .lx1,Ãx2 , ... ,Xx,) = X"(x1,x,, ... ,x,) com respeito a 

X; obtém-se pela regra da cadeia que 

ou seJa, 
.t;(Xx,.Xx,, ... ,Xx,) = X"-'.t;(x,,x,, ... ,x,) 

onde !, indica a derivada parcial de f com respeito a i-ésima variável. Isto mostra que as 
derivadas parciais de uma função homogênea são também funções homogêneas, mas possuindo 
grau com uma unidade a menos do que a função original. 

Voltando a questão anterior, como T, P e p 1 são derivadas parciais primeiras da função 

energia interna e visto que U = U(S,V,Ni' ... ,Nr) é uma função homogênea de grau um, então T, 

P e J1 
1 

são funções homogêneas de grau zero, ou seja, 

(4.9) 
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P(J.S)V,J.N,. ... )N,) ~ P(S,V,N,. ... ,N,) (4 ]0) 

e 
I' ,(J.S,.<V,J.N, , ... ,ÃN,) ~ p 1(S,V,N,, ... ,N,) (4 11) 

Essas relações garantem que T, P e p 
1 

não dependem da massa do sistema sendo portanto 

parâmetros intensivos. Assim, tanto a temperatura quanto a pressão de uma porção de um sistema 
são iguais, respectivamente, à temperatura e pressão de todo o sistema. Isso certamente está de 
acordo com o conceito intuitivo a respeito da temperatura e pressão. 

Para resumir os resultados dessa seção pode-se adotar uma notação condensada. 
Denotando~se os parâmetros extensivos V.Np···,Nr pelos símbolos Xl'X2 , • .,,XI' a relação 

fundamental empregada toma a forma 

U ~ U(S,X,,X2 , ... ,X,) 

Os parâmetros intensivos tornam-se então, 

ôU 
oS= T~ T(S.X,.X,, ... ,X,) 

e 
ou o X = ~ ~ PAS.X,.X,, ... .X,) ' j ~ 1,2, ... ,1 

' 
Além disso, 

' 
dU ~ TdS +L PjdXJ 

j:l 
(412} 

onde um dos P
1 

é -Pe os outros são f.lp/J2' ... etc. 

4.4 Parâmetros Intensivos Entrópicos 

Em vez de considerar-se a relação fundamental na forma U = U(S,XpX2 , ... ,X,), onde V 
é o parâmetro dependente, toma-se S como sendo dependente. Nesse caso, pode-se desenvolver 
todo o formalismo anterior de maneira inversa, mas inteiramente equivalente. De fato, adotando a 
notação X 0 para U tem-se que 

S ~ S(X,.X, ..... X,) 

Diferenciando-se a última relação obtém-se 

ds~±~, 
.~:, 0 ÔX.I: 

Cada quantidade ô S será denotada por Ft. , ou seja, 
o X, 

pode ser escrita como 
' 

dS ~ LF,dX, 
h O 

(4 13} 

F: = oS Assim, a equação (4 13) '-o X . 
' 

(4 14} 

Agora, da relação (4.12) e da notação X, ~ U segue-se que 
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dS = !_dX - ..ç, ~ 
T 0 L.,..Tt 

hl 

Substituindo a equação (4.14) na equação (4.15) obtém-se 

(4 15) 

(4.16) 

Como as quantidades dXt ,k = 0,1, ... ,1, são linearmente independentes então segue da relação 

(4.16)que 

e 

e 

P, 
F, =--,;para todo k = 1,2" .. ,1 

Voltando a notação original pode-se escrever 

iJS 1 
= 

iJU T 

iJS P 
= 

iJV T 

iJS = _':!..!_; j = 1,2, ... ,r 
iJN1 T 

A 'I. - ali I p s u tonas equaçoes rmam que--,-
TT 

e - i ; j = 1,2, ... ,r, são parâmetros intensivos 

dependentes das variáveis S,V,N, ,N1 , ... ,Nr. 
Se a entropia é considerada dependente e a energia interna independente, ou seja, se 

S:;; S( X 0 ,X1 , .•• ,X,) é a relação escolhida, diz-se que a análise do sistema considerado é feita na 

representação da entropia. Neste caso, X 0 ,X1 , ... ,X, são os parâmetros extensivos entrópicos e 

F0 ,F;, ... . F; são os parâmetros intensivos entrópicos. Por outro lado, se a energia interna é 

considerada dependente e a eritropia independente, isto é, se U =U(S .... ,Xk, .. .) é a relação 

escolhida, diz-se que a referida análise é feita na representação da energia. Neste caso, as 
variáveis S ,Xp··· ,X

1 
são chamadas de parâmetros extensivos energéticos, enquanto que 

r.~, .... ~ são os parâmetros intensivos energéticos. 

4.5 Condições Necessárias para o Equilíbrio Termodinâmico 

Nesta seção usa-se o postulado da máxima entropia para desenvolver as condições 
necessárias para o equilíbrio tennodinârnico: equilíbrio térmico, mecânico e com relação ao fluxo 
de matéria. 
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4.5.1 Equih'brio Térmico 

Considere um sistema composto isolado constituído de dois subsistemas simples 
separados por uma parede rígida e impermeável ao fluxo da matéria, mas que permite o fluxo de 
calor, veja a figura 4.1 para fixar idéias. Neste caso, o volume e o número de moles de cada 

subsistema simples não variam durante o processo mas as energias u(l) e u(l) estão livre para 

mudarem sujeitas apenas a condição de restrição U = u(') + u(z) = constante, uma vez que o 

sistema composto é isolado. 
Suponha que o sistema atingiu um estado de equilíbrio, onde pretende-se saber os novos 

valores de U(l) e uPJ. De acordo com o postulado da máxima entropia os valores de U(IJ e 

u(ll procurados são aqueles que maximizam a entropia do sistema composto sujeito à restrição 

U = u(I) + U(2) = constante. Em outras palavras, são os valores que resolvem o seguinte 

problema de otimização: 

Dados U ,v(!) .Ni'), ,Nj'l e v('l ,Nj'l .... N)'l 
detenninar u(!l e ui') a fim de 

maximizar S(U''' .u''') = s('l( r/') _v(!) ,Ni') , ... ,Nj'l) + s('l( ui') yi') ,Nj'l, ,N~'l) 

sujeita a ui') +Ui')= U. 

Esse problema possui restrições lineares as quais podem ser substituída na função objetivo S 
obtendo-se o seguinte problema de otimização sem restrições, equivalente ao anterior, 

!
Dados u,v<'l,Nj'l, ,Nj'l e v('l,Nj'l, .... N)'l 
detenninar u(l) a fim de 

maximizar S(u'''> = s('l(u(!l _vi'l ,Nj'l ,. ,Nj'l) + si'l(u- ui'l ,f"'l .Nj'l, ,N)'l) 

Obtido ul•l, o valor de u 121 é calculado pela restrição 

ul'l = u- uc•J 
A condição necessária, mas não suficiente, para a solução do problema sem restrição acima é: 
gradiente deSigual a zero, ou seja, 

VS=O 
No presente caso, tem·se que 

Assim, a condição necessária de otimalidade de primeira ordem, equação (4_17), toma-se 

I I 
r'J- r''= o 
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Esta é a condição de equilibrio procurada. Se a relação fundamental de cada subsistema é 

conhecida, então T:,
1 

é uma função conhecida da variável [!1'1. Da mesma forma, devido a 

substituição u2-;::::: u- ul feita em s(l)' tem-se que ;2) é também uma função unicamente da 

variável [!PI. Assim, a equação (4.18) representa uma equação algébrica, geralmente não-linear, 

na variável U(t). A sua solução determina o valor de U(t), e consequentemente um valor de 

U1'l ~ U- uPI, que satisfazem a condição de otimalidade (4.17). Estes valores são apenas 
"candidatos" à solução do problema de rnaximização referido anteriormente. Para que eles sejam 
considerados de fato maximizadores (locais) devem satisfazer também a condição suficiente de 
otimalidade de segunda ordem 

V' S <O (Hessiana negativa definida) (4.19) 

O que significa que todos os autovalores da matriz V2 S são negativos. No caso do presente 

problema, V' S reduz-se ao valor 

v's ~ a's 
ôU' 

Assim, um valor u!'1 satisfaz (localmente) o problema de maximização sem restrição dado acima 

se, e somente se, 

e 

Neste caso uma solução (local) do problema original é dada por (u!'l,u!'i) onde 

u!'l ~ u -u!'1. 
A equação (4.18) pode ser escrita como 

(4.20) 

Essa relação diz que: o estado de equilíbrio de um sistema composto isolado, submetido a um 
processo ande a única mudança é a troca de calor entre os subsistemas constituintes, é 
caracterizado pelo fato dos subsistemas possuírem a mesma temperatura de equilíbrio. Assim, se 
dois subsistemas simples estão separados por uma parede diaténnica então o calor deve fluir de 
um sistema para outro até que eles atinjam a mesma temperatura. Esta predição do 
comportamento térmico do estado de equilíbrio dos dois sistemas simples concorda inteiramente 
com o conceito intuitivo sobre a temperatura, mostrando que a definição de temperatura dada na 
Seção 4.3 não entra em contradição com a intuição fisica. 

4.5-2 EquiUbrio Mecânico 

Considere um sistema composto isolado formado por dois subsistemas simples que 
encontram-se separados por uma parede móvel e diatérrnica, a qual é impermeável ao fluxo de 
matéria. Neste caso, os valores dos números de moles de cada componente químico, em cada 
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subsistema, são constante coobecidas. Enquanto que os valores dos parâmetros 

u(l)' u(2) e y(l) 'v<
2
) podem variar durante o processo, sujeitos apenas as restrições de igualdade 

U(l) + U(2
) = U =constante e yO) + V(2)::::: V =constante. 

Nesta situação, os valores de U(!), u(2l e y(l) ,V<2l no estado de equihbrio são aqueles que 
resolvem o seguinte problema de maximização, com restrições lineares de igualdade e de 
desigualdades estritas, 

Dados U,V ,N}1
) , ... ,N!1

) e N!') , ... ,N!') 

detenninar u(l) ,u<')' v(l) e v(') a funde 

maximizar s(u<tJ ,u<'J ,v<tJ ,v<'J) = s<tl( u<tJ ,v<tJ, N}1l , ... ,N!1l) + s(2l( u<') ,v<') ,N!'1 , ... ,N!'l) 

l
u<tJ + u(2l = u 

sujeita a v(t) +v(') = v 
v<tl >o e v<') > o. 

Novamente, substituindo-se as restrições lineares de igualdade na função objetivo S obtém-se o 
seguinte problema de otimizaçao sem restrições de igualdade, mas com apenas restrições de 
desigualdades estritas, 

Dados U,V,N}Il, ... ,N!1l e N['l, ... ,N)'l 
determinar u(l)e v( I) a fim de 

maximizar S(U(l!yrt!) = s(t)( u(t)y(tl,Nftl, ... ,Njtl) + s<'l( U- u(t),v- v<1l,Nj'l, ... ,Nj21) 

sujeita a v(t) > O e v(') > O. 

Obtidos u<t) e v<t) os valores de u(2) e v<') são ealculados pelas restrições u(21 = U- u<9 e 

v(21 = v- v<1> • 

Desta vez a condição necessária de otimalidade de primeira ordem, equação ( 4.17), toma 
a forma 

8S 8S 
( )

r 

VS = ou<tl , 8V(t) = O (4.21) 

onde 

8S os<tJ 8S(2l ~U -u<tJ) I 1 
-----+-- ----
8U(l) - 8U(t) 8U(2) 8U(l) - rl 1) T(2) 

e 

Portanto, a equação vetorial (4.21) pode ser escrita na forma 

(4.22-a) 

(4.22-b) 
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No caso atual, o sistema (4.22) representa a condição de equihbrio procurada. Se a 

I I pl'l pl'l 
relação fundamental de cada subsistema é conhecida, então z''l - T(l) e T(l) - T(l) são 

funções conhecidas das variáveis u(l) e v(')' somente. Assim, o sistema ( 4.22) representa um 

sistema de duas equações algébricas, geralmente não lineares, com duas variáveis u(l) e y(l). A 

sua solução determina valores de u(l) e v(l)' (e conseqüente valores de u(') e v(') dados por 

u(') ~ U- u(') e v(l) ~V- v(')), que satisfazem a condição de otimalidade (4.17). Enfatiza-se 

novamente que tais valores u(l) e r') são apenas "candidatos" à solução do problema de 

maximização rererido acima. Para que eles sejam considerados maximizadores (locais) devem 
satisfazer também a condição ( 4.19). 

O sistema (4.22) pode ser escrito na forma 

z''l = z''l 

p(l) = p(l) 

(4.23) 

(4.24) 

A equação (4.23) expressa a condição de equilíbrio térmico reanbante do fluxo de calor através 
de uma parede diatérmica, como visto na seção anterior. A equação (4.24), a qual indica a 
igualdade de pressão, é uma nova condição de equilíbrio introduzida pelo futo da parede ser 
móvel. Note que a relação (4.24) é precisamente o resultado esperado com base no conhecimento 
de mecânica, o que colabora para identificar a função P com a pressão mecânica definida na 
Seção 1.8. 

4.5.3 Equilibrio com Relação ao Fluxo de Matéria 

Considerações relacionadas com o fluxo de matéria fornecem um "insight" sobre a 
natureza do potencial qulmico. Considere o estado de equihbrio de uro sistema comi>osto isolado 
formado por dois subsistemas simples separados por wna parede rígida e diatérmica, permeável a 
um tipo de material, N, por exemplo, é impermeável a todos os outros 

(N1,N2 , ••• ,NH,Ni+l' ... ,Nr). 

Pretende-se determinar os valores de u(') .u(l) e Nf'l .N,l'l no estado de equilíbrio, 

supondo-se que nesse estado o componente i está presente em ambos os subsistemas. O problema 
de otimalidade relacionado com esta questão é o seguinte, 

Dados U,N1,V(1),N/') , ... ,N 1 ~\_Ng\ , ... ,N!') e v(') ,N/2
) , ••• ,N,~l,N,~~ , ... ,N!') 

determinar u(') u(') N(') N(2)afimde 
• ' I ' I 

maximizar ~ u('l ,u('l, N/'l ,N}'l) = s('l( u(ll ,v(ll ,N/'l, ... ,N!'l) + s('l( u(2l ,v('), NPl , ... ,N!'l) 

:J I I I l
u(') + u(') = u 

suieita a N(l) + N(2) = N 

N,(1l > O e N,(2l > O. 

Esse problema de maximização com restrições lineares de igualdade e desigualdade estritas pode 
ser transformado num problema de maximização sem restrições de igualdade. Substituindo as 
restrições ui'J = U- ul•l e N(') = N - N(') na função o"'etivo S obtém-se 

I I I ~ ' 
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Dados U,N, yi'l, NÍ') ... ,N,i'{.N,~{.. , N!') e vi'l.Nl'l .. . ,N,~/.Af!:{ .... , N!'l 
detenninar u(ll, N,i'l a fim de maximizar 

s( u(ll. N}'l) ~ s(ll( u(lly(ll. NPI ..... N!'I) + si'l( u _ ui'lyi'l. Ni''····· N, _ N,l'l ..... N!'i) 
sujeita a N,il) >O e N,i') >O. 

Obtidos ui') e N,(ll os valores de ui') e N,i'l são calculados pelas restrições 

U 121 ~ U- U 111 e N 1' 1 ~ N - N 111 ' ' ' . 
A condição necessária de primeira ordem para esse problema de maximização sem 

restrições de igualdades e com restrições de desigualdade estritas é, 

'í?S ~ ( 
8 ~,1, "f.)) T ~o (4.25) 

JU N, 

onde 
JS 1 1 
~~~---

aulll ylll ri'' 
e 

Assim, a equação vetorial (4.25) pode ser escrita na forma 

_I ___ I_~O 
rl•l rl'l (4.26-a) 

.ull) p.j2l 

f.'l - rl'l ~ o (4.26-b) 

Se a relação fundamental de cada subsistema é conhecida, então o sistema acima é 
conhecido e constitui um sistema de duas equações algébricas, geralmente não lineares, nas duas 

variáveis u(t) e Nf.t). A solução desse sistema fornece valores de u(t) e Nf,t), (e conseqüente 

valores de ui') e Jl') dados por ui')~ U- ui>) e Ni') = N - Jl'l) que satisfazem a 
I I I I > 

condição de otimalidade (4.17). Para que eles sçjarn considerados maximizadores (locais) devem 
satisfazer também a condição (4.19). 

Combinando as equações (4.26-a) e (4.26-b) chega-se à clássica condição de equilíbrio 
com relação ao fluxo de massa 

(427) 

A relação (4.27) nos fornece um "insight" sobre o significado fisico da função potencial química 
do componente i ,J.I, . Tal junção pode ser vista como uma medida do potencial para a 

transferência de massa deste componente entre os subsistemas_ Se Jl~lJ é diferente de .u~ 1 ) então 

haverá certamente uma transferência espontânea de massa do componente químico i entre os 

subsistemas. Tal processo de transferência só terminará quando ,u~ 11 for igual a ,u) 2l, ou quando 

alguma restrição interna apropriada for imposta aos subsistemas. 
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4.6 A Relação de Gibbs-Duhem 

A propriedade de homogeneidade de primeira ordem da relação fundamental permite 
escrevê-la em uma forma particularmente conveniente, a forma de Euler. De fato, dado À> O 

tem-se que 

U(.<S,.<V,.<N,,. ,Â N,) ~ .<U(S,V,N, ... ,N,) 

derivando ambos os membros dessa equação com respeito a À , obtém-se pela regra da cadeia 
que 

ou ou • ou os (H, ... ,.<N,)S + ov (.<s, ... ,.<N, )v+ L ~N (.<s, ... ,.< N,)N, ~ u(s, ... ,N,) 
pl u 1 

Fazendo Â ~ I na equação acima obtém-se 

(oU)s+(oU)v + ±( oU)N
1 
~ U 

oS oV 10, oN, 

Agora usando as definições de T, P e Jl, pode-se escrever a última equação na forma 

U ~ TS- PV + p 1N1 + ... + p,N, (4.28) 

A equação (4.28) é chamada de relação de Euler. Usando-se um procedimento semelhante, o 
leitor pode mostrar que na representação da entropia a relação de Euler toma a forma 

s ~ ( _i_)u +(P) v-±("')N, 
T T , 0 , T (4.29) 

A equação (4.28) diz que os parâmetros intensivos T,Pe p 1(j = 1,2, ... ,r) não são todos 

independentes_ Existe uma relação entre eles e esta tal relação é uma conseqüência da propriedade 
de homogeneidade da relação fundamental. Para um sistema com um único componente o 
potencial químico p é uma função apenas das variáveis Te P, essa função pode ser determinada 

como segue: primeiro note que neste caso pode-se adotar a relação fundamental escrita na forma 
da energia interna molar 

u~u(s,v) 

onde s é a entropia molar e v o volume molar, respectivamente. Assim, cada um dos três 
parâmetros intensivos T, P e p são funções de s e v apenas, ou seja, 

{
r~ T(s,v) 

P~P(s,v) 

,u ~ ,u(s, v) 

Conhecendo·se a expressão analítica da relação fundamental u = u(s, v), pode-se eliminar s e v a 

partir das equações do sistema acima obtendo-se J.i como função de Te P , ou seja, 

Jl ~ p(T,P) 
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Esse argumento pode ser facilmente estendido para o caso mais geral de sistemas com vários 
componentes. De fato, suponha que a relação fundamental de um sistema é a função de (r + 2) 

variáveis dada por 

U = U(S.V,N,, ... ,N,) 

Nesse caso tem-se (r+ 2) equações representando os parâmetros intensivos 

T= T(S,V,N, ... ,N,) 

P ~ P(S,V,N,, ... ,N,) 

11, = 11,(S.V,N, ... .,N,), (J = L ... ,r) 

Essas funções são homogêneas de ordem zero, e portanto pode-se reescrevê-las na forma 

T= T(S I N,,V I N,,N, I N,, ... ,1) 

P = P(S I N,,V I N,,N, I N,, ... ,I) 
11 i = 11,(S I N,,V I N,,N, / N, ... , 1), (j = 1, ... ,r) 

Desta forma os (r+ 2)parâmetros intensivos são funções de exatamente (r+ I) variáveis. 

A eliminação dessas (r+ 1) variáveis dentre as (r+ 2) equações permite obter-se diretamente a 

relação desejada, ou seja, a relação entre os parâmetros intensivos. No entanto, a fim de se 
determinar explicitamente essa relação, necessita-se conhecer a expressão analítica da equação 
fundamental. Uma forma diferencial desta relação existente entre os parâmetros intensivos pode 
ser obtida diretamente da relação de Euler, equação (4.28). Para isso, diferencia-se a relação de 
Euler obtendo-se: 

' ' 
dU = TdS+SdT-PdV -VdP+ Ll1,dN, + LN;dl1, 

j~J J=l 

Substituindo-se a equação (4.5) na equação (4.30), chega-se à importante relação 

SdT- VdP + N,d11, + ... + N,d11, =O 

conhecida como relação de Gibbs-Duhem. 

4. 7 O Espaço das Configurações Termodinâmicas 

(4.30) 

(4.31) 

Para descrever e caracterizar de uma maneira mais refinada o conceito de estado 
tennodinâmico, e com isso poder descrever possíveis processos, é útil definir o que entende-se 
por espaço das configurações termodinâmicas. O espaço das configurações tennodinâmicas de 
um sistema simples é o espaço gerado pelos eixos coordenados correspondentes à variável 
entropia S, e aos parâmetros extensivos U,V,NP ... ,Nr do sistema. A relação fundamental do 

sistema S ~ S(U,V,N,, ... ,N,) define urna hiper-superficie no espaço das configurações 

termodinâmicas, como indicado na Figura 4.2. 
Note que a Figura 4 2 está coerente com o fato da entropia, vista como uma função 

. d .. I U fu . . oS I O urucamente a vanave , ser uma nção crescente, ISto e • - = - > . 
oU T 

Por definição , cada ponto no espaço das configurações termodinâmicas representa um 
estado de equilíbrio do sistema. 
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V---> 
-----\.····················· 

t 
s 

S=s(u .x,) 

I 

·· .. 
-,· .. 

·-.-

Figura 4.2 A hiper -superfície no espaço das configurações de um sistema simples. 

A relação fundamental de um sistema composto pode ser representada por uma hiper
superficie no espaço das configurações termodinâmicas, cujos eixos coordenados correspondem 
aos parâmetros extensivos de todos subsistemas simples constituintes. Para um sistema 
composto formado por apenas dois subsistemas simples os eixos coordenados podem ser 
associados à entropia total s = s(ll + S(2

) e aos parâmetros extensivos dos dois subsistemas. 
Uma maneira alternativa, e as vezes mais conveniente, consiste na escolha da entropia total S , 

dos parâmetros extensivos do primeiro subsistema (ul•l,vi•I,N,i'i, ... ,N;'I), e dos parâmetros 

extensivos do sistema composto (U,V,N, ... ,N,), onde u~ul•l+ul•l, v~vi')+v(') e 

N1 ~ Nj" + Nj'1 ; para todo j ~ i,2, .. ,r. Uma seção apropriada do espaço das configurações 

termodinâmicas de um sistema composto, assim descrito, é esboçada na Figura 4.3. 

r 
~ 
S~S(U{l) ···XIII··· V···) ' • 1 ' , , 

s 

.-·· "· 

·· ... 
·•. _____ ,:·"'!~·~ 

Figura 4.3 A hiper-superficie no espaço das configurações de um sistema composto. 
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Considere uma curva arbitrária tomada sobre a hiper-superficie da Figura 4.4, ligando um 
estado inicial a um estado tenninaL Uma tal curva é chamada de lugar geométrico quase-estático 
ou de processo quase-estático. Assim, um processo quase-estático é na realidade uma seqüência 
densa (não discreta) de estados de equilíbrio. Deve ser enfatizado que um processo quase-estático 
é um conceito idealizado, que difere muito de um processo real. De fato, um processo real 
envolve estados de equilíbrio e de não-equilíbrio, os quais não possuem representação no espaço 
das configurações termodinâmicas. Mais ainda, um processo quase-estático. em contraste com um 
processo real, não envolve considerações relacionadas com taxa de variação, velocidade ou 
tempo. Portanto, um processo quase-estático é uma seqüéncia ordenada e densa de estados de 
equilíbrio, enquanto que um processo real é uma seqüência temporal de estados de equilibrio e 
não-equilibrio. 

i 
s 

Processo quase-esliltic,~--Ji---i B 

+-Estado iniciiil-1_ 

Figura 4.4 Um processo quase-estático no espaço das configurações termodinâmicas. 

Apesar de nenhum processo real ser idêntico a um processo quase-estático, no entanto, é 
possível achar um meio de construir processos reais que possam ser aproximados por processos 
quase-estáticos. Mais precisamente, é possível conduzir um sistema através de uma seqüência de 
estados que coincidam em um número desejado de pontos com um dado processo quase-estático. 
Para ilustrar isso, considere um sistema que originalmente encontra-se no estado A da Figura 4.4, 
e considere o lugar geométrico quase-estático passando através dos pontos A,B,C, ... ,H. 
Suponha que uma restrição interna do sistema foi removida de modo a iniciar um processo que 
conduz o sistema do estado de equihbrio A para o estado de equilíbrio B , sem passar por 
nenhum outro ponto ao longo da curva que liga o ponto A ao ponto B . O sistema desaparece a 
partir do ponto A e subseqüentemente reaparece no ponto B, tendo passado por estados de não
equilíbrio, não representados na Figura 4. 4. Se a restrição é novamente relaxada, fazendo o 
estado de equiltbrio C acessível, o sistema desaparece a partir do ponto B e toma a reaparecer 
no estado C. Com a repetição desse procedimento chega-se aos estados de equilíbrio D,E, ... ,H. 
Assim, através de uma sucessão de processos reais constrói-se um processo que é uma 
aproximação do lugar geométrico quase-estático abstrato mostrado na Figura 4. 4. Espaçando os 
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pontos A,B,C, ... ao longo do lugar geométrico quase-estático, de forma que eles estejam 
arbitrariamente próximos um dos outros, obtém-se uma seqüência de estados de equilíbrio 
oriunda de um processo real e aproximando de forma arbitraria o dado processo quase-estático. 

O espaço das configurações termodinâmicas é útil para tomar mais preciso o conceito de 
reversibilidade. Para isso, considere um sistema isolado que é conduzido ao longo da seqüência 
de estados de equilíbrio A,B,C, ... ,H que aproxima um lugar geométrico quase-estático. O 
sistema é induzido a ir de A para B pela remoção de uma restrição interna, e chega a B se, e 
somente se, o estado B possuir a máxima entropia entre todos os estados acessíveis. Em 
particular o estado B deve possuir entropia maior do que a entropia do estado A . Assim, o 
processo fisico que liga os estados A e B, de um sistema isolado, possui uma única direção. Ela 
aponta do estado A, de menor entropia, para o estado B, de maior entropia, e nunca 
inversamente. Tais processos são aqueles que denominam-se de i"eversiveis. O caso limite de um 
processo quase-estático, no qual o crescimento da entropia se faz de uma forma arbitrariamente 
pequena, é chamado de um processo reversível. Para um tal processo a entropia final é 
considerada igual a entropia inicial, e considera-se que o processo pode ser revertido na direção 
oposta, veja a Figura 4.5. 

i 
s 

Figura 4.S Um processo reversível ao longo de um lugar geométrico quase-estático isentrópico. 

Em resumo tem-se que: um lugar geométrico quase-estático pode ser aproximado por um 
processo real, realizado sobre um sistema isolado, somente se a entropia é monotonicamente 
não-decrescente ao longo do lugar geométrico quase-estático. 

4.8 Formulações Alternativas 

O postulado da máxima entropia dá origem a uma variedade de teoremas com conteúdos 
mais específicos, e especializados para várias classes de processos. Para facilitar o 
desenvolvimento desses resultados, na presente seção serão abordados aspectos formais de uma 
teoria que permite que certos conteúdos sejam refonnulados da várias formas matematicamente 
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equivalentes. Cada uma dessas formulações alternativas é particularmente conveniente para obter
se modelos para tipos particulares de problemas termodinâmicos. A arte da modelagem 
termodinâmica reside grandemente na seleção do formalismo teórico que mais incisivamente ataca 
o dado problema. Na formulação termodinâmica apropriada o problema tende a ser notadamente 
simples, enquanto que numa formulação inapropriada ele tende a ser notadamente complicado. 

4.8.1 Os Princípios da Máxima Entropia e da Mínima Energia Interna 

Em seções anteriores considerou-se duas representações alternativas, a representação da 
energia interna e a representação da entropia. Mas o princípio básico de extremo foi formulado 
somente para a representação da entropia. Se essas duas representações ocupam realmente 
lugares paralelos na teoria termodinâmica então deve existir um princípio de extremo para a 
representação da energia interna, análogo ao princípio da máxima entropia. Na realidade existe 
um tal princípio de extremo, chamado principio da núnima energia interna, o qual é equivalente ao 
princípio da máxima entropia, ou seja, pode ser trocado por ele. Enquanto que o princípio da 
máxima entropia afirma que o estado de equilíbrio é aquele onde o sistema possui a máxima 
entropia para um dado valor da energia interna total, o princípio da mínima energia interna afirma 
que o estado de equilíbrio é aquele onde o sistema possui a mínima energia interna para um dado 
valor da entropia total. 

A Figura 4.6 mostra uma seção do espaço das configurações termodinãmicas de um 
sistema composto. Os eixos S eU correspondem, respectivamente, à entropia total e à energia 

interna total do sistema composto, e o eixo xyl corresponde a um parâmetro extensivo 

particular do primeiro sistema. Os outros eixo~. não mostrado explicitamente na Figura 4.6, são 

u(l), x, e outros pares do tipo 4'1, x,. 

O plano 
-+ 

U=U0 

u--> 

i 
s 

.. 
' 

·· ... _ 

·· ..•. 

i 
' 

·· .. . xoJ 
~'-. 

Figura 4.6 O estado de equilibrio A como um ponto de máximo de S para U constante. 

A energia total de um sistema composto é uma constante determinada por uma condição 
de restrição U = U 0 , oriunda do fato do sistema ser isolado. A representação geométrica dessa 
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condição de restrição garante que o estado de equilíbrio do sistema está sobre o plano U = U 
0 

, 

veja a Figura 4.6. A relação fundamental do sistema é representada pela superfi:cie mostrada nessa 
figura, e o ponto que representa o estado de equilíbrio do sistema deve estar sobre a curva de 

interseção do plano U = U 0 com a superficie. Se o parâmetro xyJ não possui restrição, o estado 

de equilíbrio é o estado particular que maximiza a entropia ao longo da curva de interseção, ou 
seja, o ponto A da Figura 4.6. 

A representação do estado de equilíbrio A como um estado de mínima energia interna 
para um dado valor de entropia, S = S0 é ilustrado na Figura 4.7. Através do ponto de equilíbrio 

A traça-se o plano S = S,, o qual detennina uma curva de interseção com a superfície da relação 
fundamental. Essa curva é formada por uma família de estados de equilíbrio possuindo entropia 
constante, S = S0 . O estado de equilíbrio A é o estado que minirniza a energia interna ao longo 

da curva de interseção do plano S = S, com a superfície. 

l 
s 

u__. 
-· 

·-. ·-. .... 
.. ····· ·· ... 

' 
x<I) 

' "-. 

Figura 4. 7 O estado de equilíbrio A como um ponto de mínimo de U para S constante. 

Essa argumentação, que objetiva criar imagens geométricas a respeito da equivalência 
entre o princípio da máxima entropia e o princípio da mínima energia, depende claramente da 
forma geométrica da superficie da relação fundamental, como mostrado nas Figuras 4.6 e 4.7. A 
forma da superficie mostrada nestas figuras é detenninada pelo postulado da máxima entropia o 

ôS U fu - . d " I S ' . qual garante que - > O , e que como uma nçao urucamente a vanave e contmua. 
ôU 

Até agora tomou-se plausível, mas não foi demonstrado, que os dois princípios seguintes 
são equivalentes. 

Princípio da Máxima Entropia: No estado de equilíbrio, os valores dos parâmetros 
extensivos de um sistema são aqueles que maximizam a entropia total do sistema sob 
um dado valor fixado para a energia interna total. 
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Principio da Mínima ERergia ID.tema: No estado de equillbrio, os valores dos 
parâmetros extensivos de um sistema são aqueles que minimizam a energia total do 
sistema sob um dado valor fuado para a entropia total. 

Matematicamente, o princípio da máxima entropia garante que no estado de equihbrio os 
valores dos parâmetros V,N1, ... ,N, de um sistema composto são aqueles que resolvem o 

seguinte problema de otimização. 

Dado U0 encontrar V,N1, ••• ,N, a funde 

MaximizarS = S(U0 ,V,N1,_,N,} 

Sujeita a U = U0 = constante 

V >O e N1 > O; j = 1,2, ... ,r 

De maneira semelhante, o princípio da mínima energia interna garante no estado de equihbrio os 
valores dos parâmetros V1,N1, .•. ,N, são aqueles que resolvem o problema seguinte 

DadoS0 encontrarV,N1, ••• ,N, afunde 

Minimizar U = U(S 0 ~V,N 1 , ... ,N,.) 

Sujeita aS = S0 = constante 

V> O eN1 >O; j = 1,2, ... ,r 

Denotando-se os parâmetros extensivos diferentes de SeU por X, com k = 1,2 ..... 1, 

tem-se S = S(U,X1, ... ,X,)e U = U(S,X1, ... ,X,). O princípio da máxima entropia afirma que 
os valores das variáveis Xw .. ,X1 no estado de .equillbrio são tais que resolvem o problema de 

maximização. 

{
maximizar s = s(u,x,, ... ,x,) 
suJettaa U::;; U0 =constante 

(4.32-a) 

O princípio da mfnima energia afirma que na formulação da energia interna esses valores são tais 
que resolvem o problema de minimização, 

{
minimirnr U = U(S.Xt--···X,) 
sujeita a S = So = constante 

(4.33-a) 

Aqui, sem perda de generalidades, supõe-se que uma troca de variáveis foi feita de tal forma que 
-«><X, < +oo, para todo k = 1,2, ... ,t. 

O problema (4.32-a) pode ser refurmulado, de maneira equivalente, como um problema de 
maximização sem restrição 

maximizar S=S(X" ... ,X,) (4.32-b) 

Da mesma maneira o problema (4.33-a) pode ser escrito, de forma equivalente, como um 
problema de minimização sem restrição 

minimizar u = u(x,, ... ,x,) (4.33-b) 

Em seguida será demonstrada a equivalência entre os dois princípios mostrando~se que 

todo ponto X =(X"X2 , •• ,X,) que resolve (localmente) o problema de maximização (4.32) 
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resolve (localmente) também o problema de minimização (4.33). Considerando o segundo 
problema tem-se que 

U(S,X" ... ,X,) ~ U0 ~constante 

logo, para todo k ~ 1,2, ... ,1, tem-se 

O ~ _ôU_0 ~ .:..ô.:..U(LS.::;, X7:':...' "..:._" X-''CL) 
ôX, ôX, 

Mas como S ~ S(U,,X" .. ,X,) então pela regra da cadeia, 

0 
~ ôU, ~ õu(s,x,, ... ,x,) õs(u,x,, ... ,x,) + ôU( x,, ... ,x,) 

ôX, ôS ôX, ôX, (4.34) 

ou seja, para todo k ~ 1,2, ... ,1 tem-se 

õu(x"" .. ,x,) õs( x" ... ,x,) 
--~~~~-r~~~~ 

ôX, ôX, 

A equação (4.35) escrita na notação vetorial toma a forma 

vu(x) ~ -1Vs(x) 

Por outro lado, derivando-se a equação (4.34) com relação a X,,j ~ 1,2, ... ,1, obtém-se 

ô
2
U (ôU ô

2
S ô

2
U ôS ) 

ôX1ôX; - ôS ôX1ôX, + ôX1ôS ôX, 

isto é, para todo j,k ~ 1,2, .. .,1 tem-se 

A equação (4.37) escrita na notação matricial fica: 

V 2U(X) ~ -[7V'S(X)+ VT(X)VS(Xf] 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

Assim, se X' ~(x; ... ,x;) é um minimirndor (local) do problema (4.32-a), ou seja, se X' 

satisfaz as condições de otimalidade de primeira e segunda ordem 

vs(x') ~o (Gradiente nulo) 

e 

V'S(X') <O (Hessiananegativa definida) 

então das equações (4.36) e (4.38) segue-se que 

vu(x') ~-r vs(X') ~o 
e 
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~ -T v's(x') (4,39) 

T ilU O n's(x•) ' , d fini - - · como ::::: OS > e v e negattva e da entao da relaçao (4 39) segue-se que a matnz 

Hessiana V2U( X") é positiva definida. Resumindo tem-se que 

e 

Isso mostra que todo maximizador (local) do problema (432) é também um minimizador (local) 
do problema (4.33). A reciproca é demonstrada de maneira inteiramente análoga. Conclui-se 
dessa fonna que: x· satisfaz (localmente) o principio da máxima entropia se, e somente se, x· 
satisfaz (localmente) o princípio da minima energia interna. 

4.8.2 Transformada de Legendre 

Em ambas representações, da entropia e da energia interna, os parâmetros extensivos são 
tomados como as variáveis independentes, enquanto que os parâmetros intensivos surgem como 
conceitos derivados e dependentes dessas variáveis. Esse procedimento, no entanto, está em 
confronto direto com as situações práticas encontradas nos laboratórios, onde os parâm.etros 
intensivos são mais facilmente medidos e controlados. Em vista disso os experimentalistas 
preferem realizar seus trabalhos considerando os parâmetros intensivos como sendo as variáveis 
independentes enquanto que os parâmetros extensivos são considerados, operacionalmente, como 
quantidades dependentes. Por exemplo, comparando a entropia com a temperatura nota-se que 
não existe nenhum instrumento prático para medir e controlar a entropia, enquanto que 
termômetros, usados para medir e controlar a temperatura, são equipamentos comuns em 
qualquer laboratório, 

O problema que surge com a aparente contradição entre o procedimento prático e a teoria 
desenvolvida até aqui é facilmente resolvido. De tàto, o fonnalismo matemático apresentado nas 
seções precedentes pode ser refeito de maneira a satisfazer tais exigências práticas, sem que a 
estrutura e as propriedades obtidas com a teoria desenvolvida até esse instante sejam 
prejudicadas. Isso é realizado com o emprego da transformada tk Legendre.· A aplicação 
(parcial) dessa transformada na função energia interna fornece novas relações fundamentais, as 
quais são funções que dependem de certos parâmetros intensivos. 

O aspecto puramente formal deste problema é o seguinte. Considerando-se uma equação 
(relação fundamental) da forma 

Y ~ Y(X,,X,, .. ,X,) 

deseja-se encontrar um método por meio do qual as derivadas 

P. ~ éJY 
,-ilX 

' 

(4.40) 

(4.41) 

possam ser consideradas como variáveis independentes, sem sacrificar qualquer informação 
contida na dada relação fundamental, equação (4.40). Para simplificar, considere inicialmente a 
situação matemática na qual Y é urna função de urna única variável X, ou seja, 
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r= r( X) (4.42) 

Geometricamente, a relação fundamental ( 4.42) é representada por uma curva no plano 
com coordenadas X e Y, veja a Figura 4 .8, onde a derivada 

P(X) ~ õr(X) 
i! X 

é a inclinação da reta tangente à curva no ponto (X Y). 

y 

X 

Figura 4.8 Gráfico da função r= r( X) 

(4.43) 

Se é desejado ter P como a variável independente, no lugar de X. o primeiro impulso é 
sem dúvida nenhuma o de eliminar X a partir das equações (4.42) e (4 43), afunde obter r como 
uma função de P Por exemplo, se r( X) é a função quadrática 

r( X)= .!.x' 
4 

então 

e daí, por substituição , tem-se que 

r= P' (4.44) 

Fazendo-se uma análise mais cuidadosa nota-se que este procedimento sacrifica algum 
conteúdo da relação fundamental prejudicando a sua reconstrução. De fato, voltando-se ao 
exemplo particular observa-se que a equação (4.44) pode ser escrita como uma equação 
diferencial ordinária de primeira ordem 

(!J' -r= O 

Cuja solução é a familia de funções da forma 

r(x) = .!.(x +c)' 
4 

onde C é uma constante de integração arbitrária. Fica claro com este exemplo que aceitar, de 
maneira geral, r= r(P) como uma equação fundamental, no lugar de r= r( X), envolve o 

sacrificio de alguma informação original contida na relação fundamental (4.42), a qual não 
permite a sua exata reconstrução. Esse fato pode ser também observado do ponto de vista 
geométrico. Geometricamente é evidente que o conhecimento de Y como uma função da 
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. 1' dY mcmação-
dX 

não permite reconstruir a curva Y:::::: f{ X). Com efeho, cada uma das curvas 

mostradas na Figura 4. 9 correspondem igualmente bem a relação Y = Y( P) . 

r 

X 

Figura 4.9 Diferentes curvas correspondendo à mesma relação Y = Y(P). 

A despeito da necessidade de se obter P como uma variável independente, o sacrificio de 
informações decorrente do fonnalismo discutido acima toma-o inaceitável. 

A verdadeira solução para o problema em questão começa pelo entendimento de que o 
lugar geométrico dos pontos que satisfazem a relação (4.42) coincide com a envoltória de uma 
família de retas tangentes, mostradas na Figura 4.10. Assim, qualquer equação que possibilite 
construir a família de retas tangentes, da Figura 4.10, determina a curva procurada tão bem 
quanto a relação Y = Y(X). 

y 

Figura 4.10 A curva Y = Y(X) vista como a envoltória de uma fanúlia de retas tangentes. 

Da mesma forma que todo ponto no plano é descrito por dois valores X e f, toda reta no 
plano pode ser determinada completamente por dois valores P e 'I', onde P é a inclinação da reta 
(coeficiente angular) e 'I' o valor da sua interseção com o eixo Y (coeficiente linear). Então. da 
mesma forma que a relação Y = Y( X) seleciona o subconjunto constituído de todos os pontos 

(X,Y) sobre a curva, a relação \f'= 'f'(P) seleciona o conjunto formado de todas as possíveis 
retas tangentes à referida curva. O conhecimento do coeficiente linear 'I' como uma função do 
coeficiente angular P possibilita construir a família de retas tangentes e consequentemente a sua 
curva envoltória. Portanto a relação 

'I' = 'I'(P) (4.45) 
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(4.45) 

é totahnente equivalente à relação fundamental Y = Y( X) . Nessa nova relação a variável 

independente é P, e assim a equação (4.45) fornece wna solução completa e satisfàtória para o 
problema proposto. A relação 'I' = '1'( P) é matematicamente equivalente à relação Y = Y(X), e 

consequenternente pode ser considerada também como wna relação fundamental. Y = Y( X) é 

dita wna relação fundamental na Y-representação enquanto que 'I'= 'P(P) é uma relação 

:fimdamental na 'P -representação. 
Voltando-se ao exemplo particular considerado anteriormente, ao se traçar um número 

razoável de retas com vários coeficientes angulares P e possuindo coeficientes lineares da forma 

'I'= -P' obtém-se uma parábola (a envohória da fàmilia de retas) a qual é completamente 

determinada pela equação y = ~ x' . Assim, na 'I' -representação a equação fundamental da 

parábola é 'I' = - p'' enquanto que na r-representação a equação fundamental da mesma 

I ' parábola é Y = 
4 

X . 

A questão que surge agora é a de como calcular a relação 'I'= 'P(P) se é dado a relação 

Y = Y(X). A operação matemática apropriada é conhecida como transformada de Legendre. 

Considere a reta tangente à curva Y = Y(X) no ponto (X,Y) possuindo coeficiente angular P. Se 

'I' é a interseção dessa reta com o eixo Y, veja a Figura 4.11, então 

ou seja, 

y 

P= Y-'1' 
x-o 

'I'= Y-PX 

...... (0,'1') 

X 

Figura 4.11 A reta tangente 'I' = Y- PX 

Conhecendo-se a equação 

por diferenciação encontra-se 

(4.46) 

(4.47) 

(4.48) 

A eliminação de X e f entre as equações (4.46), (4.47) e (4.48), ou seja, entre as equações 
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{

'I'(P) ~ Y(X)- PX 
y ~ Y(X) 
P ~ P(X) 

fumece a relação procurada entre 'I' e P. No entanto, deve-se observar que essa eliminação só é 
possível se a nova variável P não é independente de X, isto é, se 

dP,. O (4.49-a) 
dX 

ou seja, se 

d2Y 
(4.49-b) -->'0 

dX' 

De íàto, se :; " O para todo X então pela suposta continuidade da função :; tem-se que para 

todo X ocorre :; > O ou :; < O. Portanto, P ~ P( X) é urna função monótona estritamente 

crescente ou estritamente decrescente e consequentemente é inversíve~ ou seja, pode-se expressar 
X como urna função de P, escrevendo-se 

x~x(P) 

Substituindo-se a úhima relação na equação (4.47) e o resuhado na equação (4.46) conclui-se que 
dP 

realmente é possivel expressar 'I' como função de P, quando dX " O para todo X. A função 

'P(P)~ Y(X)-PX éatransformadadeLegendrede Y(X). 
Coloca-se em questão agora o problema inverso, ou seja, o de recuperar a relação 

fimdamental original Y ~ Y(X) conhecendo-se a relação fundamental equivalente 'I'~ 'P(P). 
Isso é possível com duas aplicações sucessivas de transformada de Legendre. Por exemplo, se 

'i'( i'} é a transformada de Legendre de 'P(P) então 

e 

- d'l' 
P~

dP 

'i'( i')~ 'P(P)- jlp 

(4.50) 

(4.51) 

a!' 
Mas de acordo coma equação (4.46) tem-se que-X ~ iP e portanto as equações (4.50) e (4.51) 

tornam-se 

e 
Jl~-x 

'I'~ y 

(4.52) 

(4.53) 

Substituindo-se as equações (4.52) e (4.53) nas equações (4.50) e (4.51), respectivamente, e 
juntando-se à elas a equação (4.45) obtém-se o sistema de equações 
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d'l' 
-X~

dP 
y ~'I'+ .11' 

'I' ~ '1'( P) 
(4 54) 

d''l' 
o qual permite eliminar P e \f , sempre que dP1 ~ O, recuperando Y como uma função de X, 

Y ~ Y(X). A função dada pela equação (454) é a transformada inversa de Legendre. 

A discussão precedente pode ser facilmente estendida para o caso de uma função de mais 
de uma variável 

Y = Y(X,,X,, ... ,X,) (4.55) 

tal como a relação fundamental da energia interna U = U(S,V,N, .. ,N,) A função Y, 

representada pela equação (4.55), tem ( t +I) derivadas parciais de primeira ordem do tipo 

êY 
~ = _ = ~(x,,x, ... ,x,) 

êX 
' 

(4.56) 

onde cada uma dessas derivadas é uma função das mesmas (t+l) variáveis X0 ,X1, .•. ,X1 . 

Baseado na argumentação geométrica anterior, nota-se que a contribuição da variável X
1 

sobre a 

função Y pode ser representada geometricamente como uma curva no plano XjY, semelhante a 

Figura 4.11, ou como a envoltória da .fanúlia de retas tangentes à curva. Se 'l'?l é o coeficiente 

linear da reta tangente com coeficiente angular ~ então no lugar da equação (4.46) pode-se 

escrever 
~ 1 l(X 0 ,X 1 , ... ,X 1 _ 1 ,~,Xj.._ 1 , .. ,X 1 )~ Y-~XJ (4.57) 

A função 'l'j'~ é chamada de pnmeira transfonnada parcial de Legendre da junção Y 

com respeito à variável XJ. O índice (1) indica que somente uma das ( t + 1) vaitáveis foi trocada 

pela derivada parcial correspondente, enquanto que o índice j indica qual a variável trocada. É 
claro que no caso da função Y, representada pela equação (4.55), existem (t + 1) primeiras 

transformadas parciais de Legendre. Finalmente, nota-se que qualquer primeira transformada \f') 1l 

pode ser escrita como uma função das variáveis (X0 ,X1 , .. ,X 1 _ 1 ,~,X 1 T 1 , .•. ,X1) eliminando-se Y 

e X entre as equações (4.55), (4 56) e (4.57), esta eliminação é possível desde que ê'Y, '"O. 
' êX 

' 
De forma semelhante, a primeira transformada parcial de Legendre inversa da função 

lf'}1l com respeito à variável ~· é determinada pelo sistema de equações 

ê>y{l) 
-X

1 
~ --1- = -X

1
(X0, .. ,X 1 _ 1 ,~,X 1 + 1 , .. ,X1) 

ê~ 

r~ 'l'j!J + xj~ 

wy) ~ 'Pj1)(X0 , ... ,Xr 1 ,~,X 1 -t-1, .. ,xr) 
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o qual permite eliminar ~ e \f'J(IJ, sempre que 
8''1'~'1 

iJ p;2 -:f:. O, recuperando Y como função das 

variáveis (X0 ,X1 , . . ,X*, ... ,XJ 

Se se deseja não apenas trocar a variável X
1 

pelo respectivo coeficiente angular 

~ ::::: ôY mas também trocar a variável X* por P* ;:::: ôY deve-se aplicar a pnmetra 
ô~ 8~ 

transformada parcial de Legendre '1')'1 à função da equação (4 57), obtendo-se 

(4.58) 

8Y 1 
onde I; = 

8 
X ; i= j,k. A função '1'/) é chamada de segunda transformada parcial de 

' 
Legendre da junção Y com respeito às variáveis X, e X,. O índice (2) índica que duas das 

( t + 1) variáveis foram trocadas pelas correspondentes derivada parciais, enquanto que os índices 

j e k indicam quais as variáveis trocadas. Dependendo do par (X
1
,Xt) selecionado pode-se ter, 

. . t(t+l) .. 
no presente caso, no maxJ.mo segundas transformadas parcuus de Legendre. A função 

2 

'PJ.21 pode ser escrita como uma função das variáveis (X0 , ... ,~, ... ,~, ... ,X,) eliminando-se 

Y,X
1

, e X 1 nas equações 

Y = Y(X,,X,, ... ,X,) 
8Y J; =- = J;(X,,X,, .. ,X,) 
8X1 

8Y 
P, = -- = P,(x,,xl' .. ,x,) 

8X, 
\f'}~] = Y ~ ~Xj- P*X* 

I. . - . • I • . . 8'Y O 8' y o Para que esta e urunaçao se.~ a posstve e necessano que --, "' e --_
2 

+- . 
8X1 8X, 

A segunda transformada parcial de Legendre inversa da junção 'I'J~j com respeito às 

variáveis Pj e f>.: é determinada pelo sistema de equações 

8'1'1'1 
-X)=--'·-* = XJ(X0 , ..• ~ •••• ~, •• ,X,) 

8P, 
8'1'('1 

-X*= 
0

;,·*:::: X1(X0 , ... ~ • .. ,P*,. ,X1 ) 

' r:::: '~'},
2

~ + X 1 ~ + x*~ 
lJ'j_2

] = '~'2HX 0 , ... ~ •. . ,P*, ... ,X1) 

õ2\f(2) c!q!l2{ 
--:-='i'""-* +- O e --:-='i'"-+- O recuperando Y 
8P' -p.' ' 

J ç ' 

o qual permite eliminar ~.~ e lJ'2J, sempre que 

comofunçãodasvariáveis (X0 , ... ,XJ, ... ,X1 , .. ,X,) 
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4.8.3 Relações Fundamentais Alternativas 

Aplicando-se a transformada de Legendre na relação fundamental da energia interna 
obtém-se relações fundamentais alternativas as quais apresentam parâmetros intensivos como 
variãveis independentes. Esses relações fundamentais são: a energia livre de Helmholtz, a 
entalpia e a energia livre de Gibbs. Tais relações carregam consigo as mesmas informações 
contidas nas funções entropia e energia interna. Portanto, se wna dessas novas relações é 
conhecida então todas as informações termodinâmicas possíveis a cerca do sistema podem ser 
descobertas a partir dela. O emprego de uma dessas formulações depende da conveniência do 
problema estudado, sendo que o critério para a sua escolha reside na arte da aplicação da teoria 
tennodinâmica. 

Assim, na presente seção, a relação fundamental Y = Y(X0 ,Xi' ... ,X,) será interpretada 

como a energia interna U = U(S,V,N,, ... ,N,), e as derivadas P0 ,P1, ••• ,P, corresponderão aos 

parâmetros intensivos T,- P,p 1, ••• ,Jl,; respectivamente. 
A energia livre de Helmholtz, denotada por A, constitui a relação fundamental obtida da 

primeira transformada parcial de Legendre da função U com respeito à primeira variáve~ S. 
Portanto, com a notação introduzida anteriormente, 

e 

Na notação original tem-se que 

e 

Jtpll) 
-X=--'-

o iiP. 
o 

A= A(T,V,Ni' ... ,N,) 

A=U-TS 

-S= ôA 
ôT 

(4.59) 

(4.60) 

(4.61) 

Como U e S são funções homogêneas de primeira ordem segue-se da equação (4.60), e do futo de 
T ser uma função homogênea de ordem rero, que a energia livre de Helmholtz é uma função 
homogênea de primeira ordem. Além disso, sempre que os subsistemas estiverem na mesma 
temperatura, a energia livre de Helmhohz do sistema composto é claramente uma função aditiva 
com relação aos subsistemas constituintes, isto é, 

Esses resultados mostram que a energia livre de Helmhohz deve ser a representação fundamental 
preferida para descrever estados de equihbrio de sistemas submetidos a processos isotérmicos. 
Diferenciaodo a relação ( 4.59) obtém-se 

Substituindo a equação (4.61) na última equação tem-se 
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dA= -SdT +( 0 ~) d1' +i::( o A) dS, 
or i'' oN, 

(4.62) 

Por outro lado, da equação (4.60) segue que 

dA =dU- TdS- SdT 

Substituindo-se a equação (4.12) na última equação obtém-se a forma diferencial completa da 
energia livre de Helmholtz, 

' 
dA= -SdT- Pd1' + L.U, dN, 

i'"' 

Subtraindo-se a equação (4.62) da equação (4.63) chega-se a relação 

Como as variáveis V,N1, ... ,NT são independentes, segue-se que 

e 

-P= àA 
a v 

o A 
.u1 = oN ; J = 1,2, ... ,r 

1 

(4.63) 

As duas últimas relações e a equação ( 4. 61) mostram que as equações de estado obtidas da 
energia livre de Helmholtz são da fonna 

S = S(T,V,N" ... ,N,) 

P = P(T.V.N" ... ,N,) 

.u1 = .ui(T.V.N,, ... ,N,) 

Para r= I a equação P = P(T.V.N" .... N,) toma a forma simples 

que é exatamente a forma F-explícita das equações de estado apresentadas no Capítulo 2 
A entalpia, denotada por H (conforme a Seção 112), é a relação fundamental obtida da 

primeira transformada parcial de Legendre da função U com respeito à segunda variável, V 
Assim, 

e 

e 

à'l'''l -X, __ ,_ 
I 'P. o, 

Essas relações escritas na notação original ficam, 

H= H(S,P,N" ... ,N,) 

H=U+PV 
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r·= a H 
aP (4.66) 

Da equação (4.65) nota-se que a função entalpia é uma função homogênea de primeira ordem das 
variáveis S,P,N,, ... ,N,. De fato, dado À> O temos pelas equações (4 64) e (4.66) que 

V= V(S.P,N,. ... ,N,) 
Assim 

H(?.S,Â.P, ... ,J.N,) = u(?.S.V(?.S,Â.P, .. ,J.N, ), ... ,N,) + 
(4.67) 

+ P(?.S(?.S,Â.P,• · · ,J.N, ), · · · ,N, )V(?.S,ÂP, · · ,J.N,) 

Tendo-se em vista que a soma do volume das partes de um sistema termodinâmico é igual ao 
volume de todo o sistema então o volume é uma função homogênea de primeira ordem das 
variáveis S,P,Nw···N,, ou seja, 

V()..S)J', .. )N,) = )..V()..S)J', ... ,W,) 

e consequentemente a equação (4.67) pode ser escrita na forma 

H()..S,}..P, ... ,W,) = U()..S,}..P, ... ,W,) + P(M,}..P, ... ,W,) )..V(S,P, ... ,N,) 

Como U é uma função homogênea de primeira ordem e P é uma função homogênea de ordem 
zero, das variáveis s,v;, ... ,N,, segue-se da última relação que 

H(M,}..P, .. ,W,) = *(S.V . ... ,N,)+P(S,V, ... ,N,) V(S,P, ,N,)) 

= m(S,P, ... ,N,) 

Assim, prova-se que H é uma função homogênea de primeira ordem das variáveis S;P,N, ... ,N,. 
Além disso, sempre que os subsistemas estiverem submetidos à mesma pressão, a entalpia 

do sistema composto é uma função aditiva com relação aos subsistemas constituintes, isto é, 

H= U +PV= I; ui• I +PI;vl•l = I:{ul•l +Pvl•l)= I;HI•I 

Isso mostra que a entalpia deve ser a relação fundamental preferida para descrever estados de 
equilíbrio de sistemas submetidos a processos isobáricos. 

Diferenciando a equação (4.64) obtém-se 

dH = (i!HJ dS +(ôHJ dP +i( ôH) dNJ 
ôS i3 P i=' i3 N1 

que devido a equação (4.66) pode ser escrita como 

Por outro lado, da equação (4.65) segue-se que 

dH=,fU+PdV+VdP 
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Substituindo-se a equação (4.12) na ultima relação obtém-se a forma diferencial completa da 
entalpia 

' 
dH= TdS+VdP+ LP/INJ 

(4.69) 

j=l 

Subtraindo-se a equação (4.68) da equação (4.69) obtém-se 

(
JH ) . ' ( JH ) --TdS+~--~~ dN=O 
JS "-- ô N 1 1 

;=! J 

Como as formas diferenciais dS, dN1 ••• ,dN, são linearmente independentes, tem-se da relação 
acuna que 

e 

à H= T 
as 

JH 
iJN =Jip j=1,2, ... ,r 

j 

A energia livre de Gibbs, denotada por G, é a relação fundamental obtida da segunda 
transformada parcial de Legendre da função U com respeito à primeira e à segunda variável. Em 
outras palavras, como o emprego da energia livre de Gibbs usa-se a temperatura em vez da 
entropia e a pressão em vez do volume. Assim 

e 

G = 'f'~.~l(P 0 .~,X 2 , ••• ,XJ= Y- P0X 0 - ~X 1 

a 'i'''' -X =--o·_' 
o 'P. o o • 

a 'i'~'' -X ___ o._, 
,- aP. 

' 
Na notação original pode-se escrever simplesmente, 

e 

G=G(T,P,N, .. N,) 
G=U-TS+PV 

-S= àG 
àT 

V= àG 
aP 

(4 70) 

(4.71) 
(4 72) 

(4.73) 

Como U, S e V são funções homogêneas de primeira ordem e T e P são funções homogêneas de 
ordem zero, segue das equações (4 70) e (4.71) que a energia livre de Gibbs é uma função 
homogênea de primeira ordem das variáveis T,P,N1 •••• N,. Além disso, sempre que os 

subsistemas estiverem à mesma pressão e temperatura, a energia livre de Gibbs de um sistema 
composto é uma função aditiva com relação aos subsistemas constituintes, isto é, 

(4.74) 
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Este fato mostra que a energia livre de Gibbs deve ser a relação fundamental escolhida para se 
estudar o comportamento termodinâmico de sistemas submetidos a processos que são ao mesmo 
tempo isoténnicos e isobáricos. 

Diferenciando-se a equação (4.70) tem-se que 

dG ~ (iG)dT +(iG)dP + i:(_!!j__J dN1 õJ tP ;=I 8 N1 

Pela substituição das equações (4.72) e (4.73) na última equação obtém-se 

(4.75) 

a qual é a forma diferencial completa da energia livre de Gibbs. Por outro lado, pela equação 
(4.71) tem-se que 

dG ~ dU- TdS-SdT +PdV +VdP (4.76) 

Substituindo-se a equação (4.12) no primeiro termo do lado direito da equação (4. 76) tem-se, 

(4.77) 

Subtraindo-se a equação (4.75) da equação (4 77) obtém-se 

de onde segue que 

Dos resultados obtidos até aqui pode-se resumir algumas identidades matemáticas úteis, 

r~au =aH 
as as 
au aA 

-P~-=-
iJV av 

_8U=8A~8H=8G ~IZ 
111 - 8N 8N 8N 8N 'J ' ' ,r 

J J 1 J 

aA ac 
-s~-~- aT ar 

v~ an ~ ac 
àP iJP 

(4.78) 

(4.79) 

(4.80) 

(481) 

(4.82) 

Como conseqüência do Postulado li, enunciado na Seção 4.2, não apenas a entropia e a 
energia interna mas também as demais relações fundamentais, H, A e G, obtidas a partir de U com 
o emprego da transformada de Legendre, são funções suficientemente diferenciáveis. Este fato 
pennite tomar-se derivadas de todas as ordens e trocar-se a ordem de derivação com relação as 
suas variáveis. 
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4.8.4 Princípios de Extremos Alternativos 

Viu-se na seção anterior que com o emprego da transformada de Legendre pode-se obter 
representações fundamentais alternativas escritas em termos de um conjunto de variáveis 
independentes e particular, escolhido de forma conveniente a fim de melhor descrever um dado 
problema termodinâmico. Como a termodinâmica de Gibbs baseia-se sobte princfpios de 
extremos, é claro que devem existir princípios de extremos relacionados com as representações 
fi.mdamentais alternativas e inteiramente equivalentes aos princípios da mínima energia interna e 
da máxima entropia. O objetivo dessa subseção é o de enunciar e demonstrar a equivalência 
desses princípios de extremos apropriados para as relações fundamentais obtidas da aplicação da 
transformada de Legendre na relação fundamental da energia interna. 

Principio da Mínima Energia Livre de Helmholtz: No estado de equilíbrio, os 
valores dos parâmetros extensivos de um sistema são aqueles que minimizam a energia 
livre de Helmho/tz total do sistema sob um dado valor fiXado para a temperatura, 
comum a todos os subsistemas constituintes. 

Matematicamente, no estado de equihbrio os valores dos parâmetros V,N1 ••• ,N7 
de um sistema 

composto são aqueles que resolvem o seguinte problema de otimi1Jição, 

Dado 1Q encontrar V,N1, ... ,N, a fim de 

Minimizar A= A(T,V,N1, ... ,N,) 

Sujeita a T = To = constante 

V >O e Nj > O; j = 1, ... ,r 

Denotando-se os parâmetros V,N1, ... ,N, por X, com k = 1,2, ... ,1, pode-se escrever 

A=A(T,x ..... ,X,) e U=U(S.X,, ... ,X,). O princípio da mínima energia livre de helmboltz 

·afirma que os valores das variáveis Xl' ... ,X, no estado de equilibrio são tais que resolvem o 

problema de minimização com restrição linear 

{
Minimizar A= A(T,X1, ... ,X,) (4.83_

0
) 

Sujeita a T = To = constante 

Aqui, sem perda de generalidades, supõe-se que uma troca de variáveis foi feita de tal forma 
--«><X,< -100 para todo k = 1,2, ... ,1. 

O problema (4.83-a) pode ser reformulado, de maneira equivalente, como o seguinte 
problema de minimização sem restrição 

(4.83-b) 

Por outro lado, o pnnctpto da minima energia interna afirma que os valores das variáveis 
X1, ••• ,X1 no estado de equiltbrio são tais que resolvem o problema de minimização com restrição 

linear 

{
Minimizar u = u(s,x, .... ,X,) 
Sujeita a S = S0 = constante 

(4.84-a) 

De maneira análoga o problema (4.84-a) pode ser escrito, de uma forma equivalente, como o 
seguinte problema de minimização sem restrição 
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(4.84-b) 

Para se mostrar a equivalência entre o princípio da mínima energia livre de Hehnholtz e os 
princípios de extremos enunciados anteriormente, na Subseção 4.81, foi provado que todo ponto 
X~ (X1,X2 , ••• ,X,) que resolve (localmente) o problema (4.83-b) resolve (locahnente) também 

o problema (4.84-b). Para isso, suponha que X' ~(x; ,X,, ... ,X,') é solução local do problema 

(4.83-b). Nesse caso X' satisfaz as condições necessárias de otimalidade 

V A( X')~ O (Gradiente nulo) 

V2 A( X')> O (Hessiana positiva definida) 

Por outro lado, da equação (4.60) tem-se que 

A(r,.x, ... ,x,) ~ u(s,x, ... ,x,)- r,s 

e para um dado valor S ~ S0 ~ constante , a úhima equação toma-se 

A( X)~ u(x)- r,s, 
para todo X~ (X" ... ,X,). Consequentemente 

V A( X)~ VU(X) 
e 

v' A( X)~ v'u(x) 

Em particular para X ~ x· tem-se que 

vu(x·)~vA(x')~o (Gradientenulo) 

e 

v'u( X')~ v' A( X') > o (Hessiana positiva definida) 

ou seja, o ponto X' satisfaz as condições suficientes de otimalidade de primeira e segunda 

ordens para o problema (4.84-b). Portanto X'~ (x; •.. ,x;) é um minimizador (local) do 

referido problema. Isso mostra que toda solução (local) do problema (4.83) é também uma 
solução (local) do problema (4.84). A reciproca é demonstrada de maneira análoga. Concluí-se 
dessa forma que o princípio da mínima energia livre de Helmholtz é equivalente ao princípio da 
mínima energia interna, que por sua vez é equivalente ao princípio da máxima entropia. 

De maneira análoga pode-se demonstrar dois outros princípios de extremos equivalentes 
entre si e aos anteriores, 

Principio da Mínima Entalpia: No estado de equilíbrio, os valores dos parâmetros 
extensivos de um sistema composto são aqueles que minimizam a entalpia total do 
sistema sob um dado valor fixado para a pressão, comum a todos os subsistemas 
constituintes. 

Principio da Mioima Eoergia Livre de Gibbs: No estado de equilibrio, os valores 
dos parâmetros extensivos de um sistema composto são aqueles que minimizam a 
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energia livre de Gibbs total do sistema sob valores fixados para a temperatura e 
pressão, comuns a todos os subsistemas constituintes. 

4.9 Estabilidade Termodinâmica 

Na presente seção, objetiva-se desenvolver uma análise local relacionada com a 
estabilidade de sistemas constituidos de vários componentes químicos. Supõe-se que tais sistemas 
no máximo encontram-se num estado bifásico, líquido-vapor. Considera-se também que os 
processos realizados sobre esses sistemas são feitos mantendo-se a temperatura e a pressão 
constantes. Essa última hipótese não é uma condição necessária para uma análise de estabilidade, 
seu emprego se justifica aqui pois processos desse tipo são sem dúvida os de (maior) interesse no 
presente trabalho. 

Considere um sistema simples e fechado constituído de r componentes químicos 

representados pelos números de moles Nf0
> ,N,_0

> , ... ,N~ 0 >. Suponha que tal sistema está à 

temperatura T(OJ e pressão p(OJ constantes tendo (pela equação 4.70) energia livre de Gibbs 

igual a G0 = G0(N/'l , ... ,N~ 0 l). Tal sistema simples, que por hipótese encontra-se no estado de 

equilibrio, pode ser idealizado como um sistema composto (fechado) formado por dois 
subsistemas simples separados por uma parede imaginária, e restritiva com relação ao número de 
moles. Suponha também que esses dois subsistemas são idênticos, ou seja, são constituídos dos 
mesmos r componentes químicos de tal modo que o número de moles de cada componente i 
(i= 1,2, ... ,r). representado por Ni, são iguais em ambos os subsistemas e, além disso, eles se 

encontram na mesma temperatura r<o> e pressão p<O>, veja Figura 4.12 abaixo. 

T(O) p(O) N ... ,.. 
> ' l• ' r 

Figura 4.12 Um sistema simples idealizado como um sistema composto. 

Em vista do exposto acima, segue-se que a energia livre de Gibbs dos dois subsistemas são 
1guats. Denotando-se esta energia por 

tem-se que energia livre de Gibbs do sistema considerado inicialmente é igual a 

G0 = 2G(N1, ... ,N,) 

(4.85) 

(4.86) 

Para um dado componente i= 1,2,-· ·,r, considere, a principio a função G como uma 

função da variável N;, apenas, representada na forma mostrada na Figura 4.13, onde G+ e G

denotam os seguintes valores: 
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G 

G+ = G(N,, ... ,N
1 

+.1Np .. ,Nr) 

G- = G(N1, ..• ,N,- &V,, ... ,N,) 

G = G(N,) 

Figura 4.13 O gráfico da função G com a hipótese de concavidade. 

N, 

O gráfico da função G = G(N1, ... ,N,) descrito na Figura 4.13 nos diz que G localmente é 
uma função côncava da variável N 1 e portanto, 

_!_(G+ +G-):> G 
2 . 

Assim, pode-se escrever 

G(N1, ... ,N, +dN, ... ,N,) + G(N1, ... ,N,- &V,, ... ,N,) :> 2G(N1, .. ,N,) (4.87) 

Suponha que o sistema representado ná Figura 4.12 sofreu uma pequena perturbação, e 
que essa perturbação foi realizada removendo-se, de um dos subsistemas, uma pequena 
quantidade do número de moles N, (simbolizada por !!N, ), sendo esta quantidade transferida 
para o outro subsistema. No novo estado de equilíbrio o sistema composto apresenta a situação 
descrita na Figura 4.14. 

T(O) pfOl H. u A::H N ClT'" P'" N ~' .tA" H 
, ,HI, .. ",H, -L.,iY 0 ···, , - • , [>""',H 1 +Ll.!>;,···,H, 

-

-
= 1=3 

Figura 4.14 O sistema após uma perturbação. 

A energia livre de Gibbs do sistema quando ele se encontra no estado de equilíbrio 
representado pela Figura 4.14 é dada por: 

G1 = G(N1, .. ,N,- +~- •... ,N,)+G(N1, .. ,N, -~, ... ,N,) (4.88) 
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Tendo em '1sta a desigualdade (4.87) e as equações (4.86) e (4.88) segue-se que, 

Gl :; Go (4.89) 

Referindo-se ainda à situação descrita pela Figura 4.14, suponha que a restrição com 
relação ao fluxo de matéria é relaxada permitindo-se que a massa do componente i flua 
espontaneamente através da parede interna. Nesse caso, o sistema composto procurará um novo 
estado de equilibrio e, se este sistema for estável com relação à pequenas perturbações, ele 
voltará ao estado descrito na Figura 4.12, tendo nesse estado urna energia livre de Gibbs igual a 

G11 =2G(N1, .. ·,N,) (4.90) 

ou seJa, 
(4.91) 

caso contrário o sistema é dito instável. Como considerou-se inicialmente que G é localmente wna 
função côncava, dada pela Figura 4.13, obtém-se através das relações ( 4.89) e ( 4.91) que 

(4.92) 

Assim, na presença da hipótese de concavidade de G, a energia de Gibbs do sistema composto no 
estado final aumentou de valor. No entanto, T(O) e p(O) (e o volume total do sistema) 
permaneceram constante durante todo o processo. Isso contradiz o princípio da mínima energia 
livre de Gibbs. É claro, portanto, para que o princípio da mínima energia livre de Gibbs seja 
respeitado, uma condição de estabilidade deve ser exigida. Essa condição é sem dúvida nenhuma 
a convexidade local da função G em cada variável Ni (i= I,2, .. ·,r). Matematicamente, essa 

condição pode ser escrita como 

(4.93) 

Assim, se o sistema representa4o na Figura 4.12 é estável à pequenas perturbações, então 
em vez da relação ( 4.92), tem-se a relação de estabilidade 

(4.94) 

Definindo-se 1:1G por 1:1G = G1 - G11 , pode-se escrever a relação de estabilidade na forma 

(4.95) 

A desigualdade ( 4.95) diz que, se um sistema simples é submetido a alguma perturbação que 
inicie um processo (à Te P constantes) que o leve de um estado de equihbrio I para outro estado 
de equilibrio II, tal que a diferença entre a energia livre de Gibbs no estado inicial e a enegia livre 
de Gibbs no estado final é maior ou igual a zero, então esse sistema é estável com relação a essa 
perturbação, e se manterá homogêneo. Um sistema simples que seja instável na presença de 
alguma perturbação tenderá a aumentar sua energia livre de Gibbs. No entanto, isso é evitado, 
pelo sistema simples, com o surgimento de uma nova fase. De fato, a água (por exemplo) à 
pressão de 1 atm e a temperatura à O °C apresenta uma instabilidade fisica intrínseca. Este 

sistema é sensível à pequenas perturbações. Uma perturbação, mesmo espontânea, ou seja, de 
natureza molecular, divide o sistema iniciahnente homogêneo em duas fases, uma sólida (gelo) e 
outra líquida (água), as quais coexistem em equih'brio. Uma tal separação é chamada de transição 
defase. 
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A energia livre de Gibbs molar de uma mistura líquido-vapor obi.ida com a hipótese de que a 
mistura se mantém numa fase simples. para qualquer valor de sua composição global. possui uma 
forma típica. Para compreender-se melhor essa forma. considere o exemplo simples (mas útil) de 
um sistema com apenas dois componentes químicos que é submentido à processos realizados à T 
e P constantes. De acordo com a equação (4.70), a energia livre de Gibbs total desse sistema tem 
a forma 

G~G(N 1 ,N 2 ) 

onde N1 e N2 são os números de moles dos componentes I e 2, respectivamente. Se 

N = N1 + N2 é o número total de moles do sistema, então a energia livre de Gibbs molar é, por 

definição, 
I 

g = -G(N1,N2 ) 
N 

Como G é uma função homogênea de primeira ordem, tem-se que _I G(N1,N2 ) = a(!!J_. N,) e 
N N N 

conseqüentemente, 

(
N1 N2 ) g=G N'N =G(Z,,Z,) 

Assim, g é uma função das variáveis Z1 e Z2 , ou seja, g ~ g(Z1,Z2 ) 
N N 

onde zl =~ 1 e z2 =-2 

N N 
são as composições (frações molares) globais dos componentes 1 e 2, respectivamente. Como 
zl +22 = 1 e o:::; zi:::; 1, para todo i=1,2; pode-se expressar g como função de apenas uma das 

variáveis Z,, para algum i E {1,2), tal que Z, E [0,1], ou seja, pode-se escrever: 

{
g = g(Z,), com i E {1,2) fixado, 

o:::; zi:::; 1 

A forma típica da função g=g(Zi), a qual será denominada de energia livre molar hipotética~ 

pois por hipótese o sistema mantém-se homogêneo, é esboçada na Figura 4.15, 

g g(l) 
T"" T(OJ 

f= p(O) 

g<lJ 

g, 
D '\ g, ........... , .. 

g(v) 

g(v) ....... .......... ~ . .... c 

· .. t 

o -(/) zD grvJ z, X, ' ' 

Figura 4.15 O gráfico da função g obtido com a hipótese de homogeneidade. 
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A crnva da Figrna 4.15 apresenta uma concavidade na região ABC. Isso ocorre porque 
g"" g(Zj) foi calculada com a hipótese de que o sistema se mantém homogéneo quando Z1 varia 

no intervalo [0,1]. No entanto, a região ABC não está relacionada com sistemas homogêneos. Na 
realidade, a região ABC representa uma transição de fase . Portanto, a curva esboçada na Figura 
4.15 descreve corretamente a energia livre de Gibbs molar (verdadeira) somente nas regiões de 
fase simples as quais se encontram à esquerda do ponto A e à direita do ponto C. A energia livre 
de Gibbs molar verdadeira é uma função aditiva das energias livres de Gibbs molar de cada fase e 
possui a forma: 

(4.96) 

onde g({J e g(vJ representam a energia livre de Gibbs molar das fases líquido e vapor, 

respectivamente. Se G(l) é a energia livre de Gibbs da fase líquido, então a função g(IJ pode ser 

escrita como, 

gU> =_I_ aU>(N(I\ NU>) (4.97) 
NU> 1·2 

onde NUl = N1(l) + Nf> é o número total de moles da fase líquido. Como oU> é uma função 

homogênea de primeira ordem, então a equação (4.97) toma-se 

(
Nu> NU>) UI = aU> - 1 ~ ~~ 2 ~ = aU> (XU> X(l)) 

g N(l) 'N(l) I ' 2 

Assim, g<'l tem a forma, 

N<IJ 
onde XUJ = - 1 ~ e 

I N(l) 

NOJ 
X~ 11 = N~/J são, respectivamente, as frações molares dos componentes 1 e 

2 na fase líquido. Como x?J + Xfl = 1, O:::; X/11 :::; 1,para todo i=1,2; pode-se expressar g<n 
como função de apenas uma variável X/11, para algum i E {1,2}, tal que X/11 E [0,1], ou seja, 

pode-se escrever: 

De fOrma análoga temos que, 

{
gU> = g(II(X,(I)), i E {1,2} fixado 

o< x 01 < 1 - ' -

{
g('' = g(''(x,t>>), 
O:::; X/v):::; 1 

i E {1,2} fixado 

onde X?1 representa a fração molar do componente i na fase vapor. Posto isso, a equação (4.96) 

toma a forma: 

{

g,=g(II(X,U')+g('i(Xi'IJ, iE{l,2} fixado, 

o :s: x?l s 1, 

o< x(•> < 1 - ' -
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Supõe-se que na Figura 4.15 a curva gu 1, a qual representa a região de fase (simples) liquido. 

está à esquerda do ponto A. Enquanto que a curva g('·J, a qual representa a região de fase 

(simples) vapor, está à direita do ponto C. Note que as curvas convexas gt'J e g<vJ possuem uma 

reta tangente comum passando pelos pontos A e C, os quais correspondem às frações molares 

X} 1l e X}vJ, respectivamente. Matematicamente, esse fato implica que, 

Mas, em vista da equação ( 4.80) tem-se que 
~(i) 

(!) - (.AI 

/.l; - õN(I) 

' 

(4.98) 

onde, devido a relação N1(1J + Ni'1 :::: N, para um sistema com dois componentes a função 

G(IJ = Gu'(Ni'',Nj'') pode ser escrita na forma 

i E {1,2} fixado 

Como gl'l (XI'') = - 1
-GUJ (Nu') e N"' = xu> Nu' então da regra da cadeia segue-se que 

I N(l) I I I ' 

De forma análoga tem-se: 

Combinando-se as duas últimas relações com a equação ( 4.98) obtém-se finalmente que 

p)''<x?'l = p)'1(X/''), para todo i=l,2 

A última equação nos diz que a condição necessária (mas não suficiente) para o equilibrio 

líquido-vapor é satisfeita nos pontos X/ I) e xp·>, sendo os mesmos candidatos a 

minimizadores locais da função g0(X?l,x,<vJ) = gU1(X,(I1)+ g<vJ(X?'l). Os pontos XF1 e X.p> 
serão de fato os minimizadores de g 0 se nenhuma outra região de concavidade (além da região 

ABC) se forme ao longo da curva g = g(Z1). 

Nu' 
A fração molar da fase liquida, definida por L = N(ll + N(vl , varia linearmente de um até 

zero, quando o ponto D sobre a reta t move-se do ponto A até o ponto C. Em vista disso, e de 
acordo com a Figura 4.1 5, observa-se que o valor de L pode ser parametrizado pela equação 

g<vJ _zD 
L ' ' = -(v) -(/) x, -xi 
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De maneira semelhante. a fração molar da fase vapor definidé. por V :::: varia 
' Nu 1 + A.rt'·). 

linearmente de zero até um, quando o ponto/) sobre a reta t move-:.e do ponto A até o ponto C, e 
obedece a relação 

Se N, = N/ 11 + N,(vl representa o número total de moles do componente i na mistura, então 

pode-se escrever, 

Mas, N = N°l + N<•·J é o número total de moles contido no siStema líquido-vapor Portanto, 

(IJ N, ( 
1 

= N, = Z, é a composição global do componente i na mistura. Assim, obtém-se a 
N +N' N 

equação de balanço de massa Z
1 

= LX?1 + VX}"1. Como V+ L = 1, então essa equação pode ser 

escrita na forma Z, :::: LX,u> + (1- L)X,(v). Em vista disso, a localização do ponto z,n em função 

dos valores de L, quando o ponto D sobre a reta t move-se entre os pontos A e C, pode ser 
parametrizado pela equação, 

zv ~ u"' +(I- LJX''' , , , 

A última equação paramétrica afirma que, a composição global do componente químico i, 

que determina uma mistura bifásica, encontra-se no intervalo delimitado pelos pontos X,UJ e 

Xi •·J, ou seja, z,D é um valor para a composição global do compo:1ente i relacion.ado com um 
certo valor L, representando a mistura bifásica liquido-vapor Resumindo tem-se: se 

z,. E eX?>, X?')), então a mistura constituída dos componentes químicos 1 e 2, na temperatura e 

pressão consideradas, encontra-se num estado bifásico, líquido-vapor Se Z1 E[ü,X}''], então o 

sistema está na fase (simples) liquido. Se Z, E [X}"l ,1], o sistema em questão encontra-se na 

outra fase simples, a fase vapor. 
Voltando à Figura 4.15 nota-se que, quando o ponto D sobre a reta t move-se do ponto A 

até o ponto C o valor de z,D percorre o intervalo [X,<I),i}'"l], cujo gráfico correspondente 

representado pelo segmento de reta ADC, varia linearmente de gu1(X,< 0 ) até g<"l(X',("l), 

podendo, portanto, ser paramettizada pela equação 

g2 ~ g'I)(X,u')L + g1''(X,''')V 

Como g2 :5 g1, onde g1 = g(Z,D) é uma função definida no intervalo [X}'l,.X,l•'l] e cujo gráfico é 
representado pela curva ABC, segue-se da última equação que 

gu'(X,u')L + g'''(X,''')V ~ g1 

ou ainda, 
(4.99) 

Agora observe que, 
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é a energia livre de Gibbs verdadeira da mistura quando a mesma se encontra na região bifásica 

líquido~vapor, com composição global Z, = z,D A expressão 

é a energia livre de Gibbs da mistura supondo-se que a mesma mantém-se num estado de fase 

simples hipotético, com composição global Z, ~ z? Em vista disso, a relação (4 99) pode ser 

escrita na forma 

Gu ::;; G1 

A última desigualdade indica que, a fim de diminuir sua energia livre de Gibbs a mistura que se 
encontrava numa fase simples foi obrigada a dividir~se em duas fases, líquido e vapor Com essa 
separação, a energia livre da mistura atingiu o menor valor possível, indicando que neste caso o 
estado bifásico é mais estável que o homogêneo_ 

O aspecto típico da função g = g(Z1 ) representado na Figura 4.15 é a forma que essa 

função geralmente assume sempre que, numa dada temperatura rú) e pressão p(O), a mistura 
fonnada pelas composições globais Z1 e Z2 não se mantém numa fase simples quando Z1 , e 

conseqüentemente Z2 , varia ao longo do intervalo [0,1]. Uma outra fonna possível é esboçada na 

Figura 4 16 abaixo, 

g 

g, 

g, 

g, 

o _X(\l 

' 
Figura 4.16 A energia de Gibbs de uma mistura líquido-vapor nas 

proximidades de uma região trifásica. 

A função g = g(Z,) assume a forma da figura acima quando a mistura formada pelos 

componentes 1 e 2, à temperatura e à pressão constantes, não só se divide em duas fases quando 
Z, varia no intervalo [0,1], como também se aproxima de uma região trifásica, Hquidol-vapor

líquidoll, simbolizada por LI-V-LII 
As fases LI e LII são, por hipótese, constituídas dos mesmos componentes químicos, mas a fase 

LI difere da fase LII pelos valores das frações molares X
1
UIJ e X/lll) ,[2]. 
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Apesar do presente trabalho não dar ênfase ao cálculo do equilíbrio de uma mistura que se 
encontra num estado trifásico, esse exemplo será usado para mostrar que métodos empregados 
para resolver o problema do equilíbrio de uma mistura bifásica, que se baseiam somente na 
condição necessária de primeira ordem 

li;IJ(X
1
(1)) = ,u;'\X

1
(v)) 

e, possivelmente, na equação de balanço 

Z ~ X(l' L+ X''''V 
' ' ' 

( 4 I 00) 

(4.101) 

podem falhar, determinando uma falsa solução. Para mostrar este fato, observe que a Figura 4.16 

apresenta dois pares de números, a saber, (i;(I),.X?J) e (Í/'l,i/~'l) os quais, devido às 

tangentes comuns 11 e t2 , são candidatos naturais a minimizadores da função energia livre de 

Gibbs molar (verdadeira), 

posto que ambos satisfazem à condição necessária para o equilíbrio termodinâmico, representada 

pela equação (4.1 00), e a equação de balanço de massa ( 4. I OI). Entretanto, o par (.0,0 ,X,'"') 
representa uma solução falsa. De fato, se essa fosse a solução verdadeira, então g 2 seria, de 

acordo com a dedução feita anteriormente, o valor da energia de Gibbs, Gu = G(l) + G<•l, obtido 

para uma mistura com composição global Z
1

. No entanto g3 < g2 < g1 e logo g1 não é o menor 

valor possível para a energ~a Gu. Portanto, o par (i"?l ,X?>) não corresponde a um estado de 

equilíbrio da mistura. A solução verdadeira é (X} 11
, X?>) e neste estado de equilíbrio a mistura 

possui a menor energia possível. Para finalizar, observe que a Figura 4.16 não representa 

corretamente a função g0 = ~Ul(X/'l) + g<'·">(X/'">) (energia livre de Gibbs molar verdadeira), a 

não ser nas regiões de fase simples compreendidas à esquerda de X,<'l e à direita de X,< v). 
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CAPÍTULO V 

Comportamento Qualitativo 

Este capítulo trata do comportamento qualitativo de sistemas heterogêneos constituídos 
de vários componentes químicos e formados de duas ou mais fases Como definido anteriormente, 
uma fase é uma porção de matéria fisicamente distinta que possui propriedades fisicas e químicas 
uniformes. Os sistemas heterogêneos considerados aqui, serão chamados de multifásicos, por 
serem constituídos de várias fases, e multicomposicionais, por serem constituídos de várias 
componentes. Por exemplo, o sistema trifásico gelo, água e vapor d'água é um sistema composto 
formado pelos subsistemas simples gelo, água e vapor d'água. Nesse exemplo, cada subsistema 
possui apenas um único componente, H20. No entanto em várias situações de interesse prático 

os subsistemas constituintes são multicomposicionais. Esse é o caso dos sistemas fluidos 
encontrados nos reservatórios de petróleo onde as fases óleo e gás são fonnadas de uma 
variedade de hidrocarbonetos, tais como o metano, butano, decano,etc. 

Como se terá a oportunidade de observar, o comportamento de um sistema heterogêneo é 
influenciado pelo número de componentes químicos contidos em cada subsistema. Assim, um 
sistema heterogêneo que possui um único componente químico (uma única substância pura) 

· comporta-se de forma diferente de um outro sistema heterogêneo que possui dois ou mais 
componentes. Conseqüentemente, a descrição do comportamento de sistemas termodinâmicos 
com relação ao número de fases, deve iniciar com o estudo de sistemas que possuem apenas um 
~nico componente. Este estudo deve então ser seguido da descrição do comportamento de 
sistemas com dois componentes. Finalmente devem ser considerados sistemas 
multicomposicionais, constituídos de três ou mais componentes. 

Deve-se enfatizar que neste capítulo o interesse central é o estudo dos aspectos 
qualitativos da termodinâmica da transição de fases de sistemas multifásicos e 
multicomposicionais. o estudo do comportamento quantitativo, o qual é o objetivo maior do 
presente trabalho, é tratado nos Capítulos 7 e 9. 

5.1 Sistemas com um Único Componente 

Boa parte do estudo qualitativo de sistemas desse tipo já foi apresentado nas duas 
primeiras seções do Capítulo 2. Para retomar a discussão, considere um fluido puro, numa 
temperatura constante, no interior de um cilíndro com pistão, como o da Figura 1.7, por exemplo. 
Se uma pressão é aplicada sobre o pistão, a qual é considerada como sendo maior do que a 
pressão de saturação do fluido, então um novo estado de equilíbrio deve ser atingido e nesse novo 
estado o sistema fluido é constituído inteiramente de liquido. Por outro lado, se a pressão aplicada 
é menor do que a pressão de saturação do fluido, então somente a fase vapor deve estar presente 
no estado de equilíbrio. Nesse tipo de sistema, se ambas as fases liquido e vapor estiverem 
presentes no equilíbrio é porque a pressão aplicada é exatamente igual à pressão de vapor do 
fluido puro. Assim, fluidos puros comportam-se dessa maneira e as fases liquido e vapor podem 
coexistir em uma dada temperatura se, e somente se, a pressão é igual à pressão de saturação do 
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fluido Nesse caso, as quantidades de líquido e vapor que coexistem é determinada pelo volume 
de cada subsistema, e pode variar desde uma quantidade arbitrariamente pequena de líquido até 
uma quantidade arbitrariamente pequena de vapor. Portanto, para um sistema fluido com apenas 
um único componente. em uma dada temperatura, o valor da pressão determina o número e o tipo 
de fases presentes no estado de equilíbrio Como foi visto no Capítulo 2, se a pressão de vapor é 
tomada como uma função da temperatura, a curva resultante representa a linha divisória entre as 
áreas onde o líquido e o vapor coexistem. Na Figura 5.1 essa linha é representada pela curva OC. 
Pontos acima dessa curva representam estados de equilíbrio de um sistema líquido constituído de 
um único componente. Similarmente, pontos abaixo da curva OC representam estados de 
equilíbrios de um sistema com um único componente e constituído inteiramente de vapor. Se o 
estado do sistema está representado sobre a curva OC, então o sistema é constituído de duas 
fases, uma de líquido e a outra de vapor. 

p Região de fluido 

Ç (ponto critico) 

Pc Região de líquido 

Região 4e vapor 

o 

Figura 5.1 Diagrama típico de um fluido puro no plano P-T. 

Ainda na Figura 5.1, observa-se que o limite da curva OC (curva de vapor ou 
vaporização) é o ponto C, chamado de ponto critico do fluido puro, com coordenadas (T;;,P,), 

temperatura e pressão crítica do fluido puro Na região de fluido acima desse ponto as 
propriedades intensivas das fases líquido e vapor tomam-se idênticas de tal fonna que essas não 
podem mais ser distinguidas fisicamente. Assim, para um sistema com apenas um único 
componente, a temperatura crítica pode ser definida corno a temperatura acima da qual o vapor 
não pode ser liqüefeito, independente da pressão aplicada. De forma semelhante, a pressão crítica 
de um sistema com um único componente pode ser definida como a menor pressão necessária 
para liquifazer o vapor na temperatura critica. A pressão crítica pode ser vista também como a 
pressão acima da qual o líquido e o vapor não podem coexistir, independente do valor da 
temperatura. 

A fim de se obter uma melhor compreensão do comportamento das fases líquido e vapor, 
considere a região próxima ao ponto crítico em maior detalhe, como mostrado na Figura 5. 2 
abaixo. Em seguida, considere dois sistemas cujo estados iniciais de temperatura e pressão são 
representados pelos pontos A e B da Figura 5.2 Se o sistema em A é aquecido à pressão 
constante, uma segunda fase, menos densa, deverá surgir a partir do ponto D sobre a curva de 
vaporização. A comparação das propriedades intensivas dos dois sistemas no ponto D sugere que 
o sistema que estava originalmente em A deve ser líquido em D. De maneira semelhante, se o 
sistema em B é resfriado mantendo-se a pressão constante, então uma segunda fase, mais densa, 
deverá surgir a partir do ponto D sobre a curva de vaporização. Isso sugere que o sistema que 
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originalmente estava em B deve ser um gás em D. Considere agora a seguinte seqüência de 
processos Partindo com um sistema no estado A, o qual representa um estado líquido, aumenta
se a pressão de forma isotérmica para um valor maior do que P, até atingir o ponto E Em 

seguida, mantendo-se a pressão constante aumenta-se a temperatura até atingir um valor maior do 
que I;; no ponto F No próximo processo diminui-se a pressão até que ela atinja o seu valor 

original no ponto G. Finalmente, diminui-se a temperatura mantendo-se a pressão constante até o 
ponto B ser atingido. O sistema agora encontra-se no estado vapor sendo que a transição da fase 
líquida para a fase vapor foi feita sem uma mudança abrupta. Isso mostra que a fase líquida e 
vapor são na realidade muito semelhantes. Os estados de vapor e liquido são fonnas separadas da 
mesma matéria, e é possível passar de uma forma para a outra gradualmente empregando-se para 
Isso uma série de pequenas mudanças de estado de maneira que não ocorra uma mudança 
abrupta. 

p 

Líquido 

:D 
A\t·· · .... tG 

Vapor 

7; T 

Figura S.:Z A região crítica em maior detalhe. 

Para descrever o comportamento de um sistema com um único componente submetido a 
temperatura constante, considere a pressão como um função do volume. A Figura 5 3 exibe um 
gráfico típico, onde tem-se uma quantidade de fluido puro em uma temperatura constante cuja 
pressão e volume inicial são representados pelo ponto A Nesse ponto supõe-se que a pressão é 
baixa de maneira que o sistema encontra-se num estado de vapor. Um decrescimento no volume, 
mantendo-se a temperatura constante, é representado pela curva AB. Quando o volume decresce, 
a pressão cresce e eventualmente toma-se igual a pressão de vapor, desde que a temperatura 
esteja, é claro, abaixo da temperatura crítica. Este ponto, chamado de ponto de orvalho, é 
representado no diagrama da Figura 5. 3 pelo ponto B. Como notado anteriormente, para um 
sistema com um único componente, à temperatura constante, liquido e vapor coexistem na 
pressão de vapor Conseqüentemente, mantendo-se a pressão constante, ocorrerá uma 
condensação de líquido cada vez maior, diminuindo o volume do sistema. Esse processo é 
representado pela linha reta horizontal BC. O ponto C é conhecido como ponto de bolha, e 
representa um estado no qual o sistema é inteiramente fonnado por liquido com exceção de uma 
quantidade infinitesimal de vapor. Uma característica de um sistema formado por apenas um 
único componente, é que em uma dada temperatura, a pressão de vapor, a pressão do ponto de 
orvalho, e a pressão do ponto de bolha são iguais. Devido ao fato de líquidos serem relativamente 
incompressíveis, quando comparados com o vapor, futuros decrescimos no volume a partir do 
ponto de bolha só serão obtidos com o emprego de valores de pressão relativamente grandes e 
crescentes. Isso explica o fato da isoterma CD ser quase uma reta perpendicular ao segmento BC 
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p 

n 

Líquido 

Ponto de bolha 
Ponlo de orvalho 

Liquido -, Vapor 

B 

A 

v 

Figura 5.3 Diagrama P-V para um sistema com um único componente. 

5.2 Sistemas com Dois Componentes 

Considere o diagrama pressão versus volume de urna mistura constituída de apenas dois 
componentes químicos Um gráfico desse tipo para uma mistura de hidrocarbonetos é dado na 
Figura 5 _ 4 abaixo. 

p D 

--Líquido 

/

Ponto de bolha 
Liquido - l'apor 

/ t/ Ponto de On·alho 

B ............ r apor 
A 

v 

Figura 5.4 Pressão versus volume para um sistema com dois hidrocarbonetos. 

Na figura acima, a isoterma AB que corresponde a fase vapor e a isoterma CD que 
corresponde a fase líquido são muito semelhantes àquelas obtidas para um sistema constituído de 
apenas um único componente (veja Figura 53). Entretanto, a isoterma correspondente à região 
bifásica, líquido-vapor, é fundamentalmente diferente da isoterrna BC de um sistema com um 
único componente puro. No presente caso, a pressão cresce quando o sistema passa do ponto de 
orvalho para o ponto de bolha_ Isso ocorre visto que as composições do líquido e do vapor 
variam continuamente quando o sistema percorre a região bifasica_ No ponto de orvalho a 
composição do vapor é igual a composição global do sistema e uma quantidade infinitesimal de 
líquido começa a condensar, surgindo a partir do componente menos volátil. Assim, quanto mais 
e mais líquido é condensado, cresce a composição do componente menos volátil, decrescendo a 
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composição do componente mais volátiL até que a compos1çao do liquido toma-se igual a 
composição global do sistema, o que ocorre no ponto de bolha 1\o ponto de bolha o sistema 
apresenta uma quantidade infinitesimal de vapor que surge a partir do componente mais volátil. 

Para cada temperatura existe uma isoterrna do tipo BC da Figura 5.4_ Um diagrama 
pressão versus volume mais completo pode ser obtido para um dado intervalo de temperatura 
Para um sistema com dois hidrocarbonetos, um tal diagrama tem o aspecto esboçado na Figura 
-5.5. Nesta figura, cada ponto da curva AC corresponde a um ponto de orvalho de uma dada 
isoterma_ Da mesma forma, cada ponto sobre a curva BC corresponde a um ponto de bolha de 
uma isoterma. O ponto crítico de uma mistura com dois componentes é o ponto de encontro entre 
essas duas curvas, denominadas, respectivamente, de curva dos pontos de orvalho e curva dos 
pontos de bolha. Fatos desse tipo permite afinnar que as propriedades intensivas das fases 
coexistentes, líquido e vapor, são idênticas no ponto crítico de um sistema com dois 
componentes. Conseqüentemente, o líquido e o vapor são indistinguíveis na pressão e na 
temperatura critica da mistura. Em geral, o ponto critico de uma mistura com dois componentes 
não é o ponto de pressão mais elevada, nem o ponto de temperatura mais alta, em que as fases 
vapor e liquido podem coexistir, como é o caso de um fluido puro. Isso ocorre pois as isotennas 
que passam através das regiões bifásicas não são horizontais, possuem inclinação bem definida. 
Assim, o vapor pode existir em pressões acima da pressão critica da mesma fonna que o líquido 
pode existir em temperaturas maiores que a temperatura critica. 

p 

Pontos 
de 

Bolhas 

B 

C ~Ponto critico 

-·---·-·--
lsotemJa T1 

Pontos 

A 

v 

Figura 5.5 Esboço do diagrama P-V completo para um sistema com dois hidrocarbonetos. 

Considere agora o estudo do diagrama pressão versus temperatura para um sistema com 
dois componentes. Se a pressão do ponto de bolha e a pressão do ponto de orvalho para várias 
isotermas sobre o diagrama P-V são traçadas como uma função da temperatura, um diagrama P-T 
semelhante ao que é esboçado na Figura 5.6 é obtido para sistemas, com dois componentes, com 
uma dada composição globaL 

Na Figura 5.6, a curva AC (curva dos pontos de bolha) e a curva BC (curva dos pontos de 
orvalho) encontram-se no ponto C, ponto crítico da mistura, com coordenadas Te e Pc. Pontos no 
interior da curva ACB representam estados bifásicos, líquido-vapor Pontos abaixo da curva dos 
pontos de orvalho representam estados de vapor e pontos acima da curva dos pontos de bolha 
representam estados de líquido. Como no caso de sistemas com um único componente, existe 
uma região de fluido que surge próximo ao ponto C na qual as fases líquido e vapor tomam-se 
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indistinguíveis. Na figura 5.6 a temperatura Tmax representa a maior temperatura na qual a fase 
líquida pode existir, e a pressão P mar: representa a pressão máxima na qual a fase vapor pode 

existir. 

Curva dos 
Liquido pontos de bolha 

P-.. ····+· Pc ..... 

p 

A 
Líquido+ Vapor 

B 

. Região de 
~ fluido 

. Curva dos pontos 
+t--i- de orvalho 

T 

Figura 5.6 Diagrama P-T típico para um sistema com dois componentes. 

Considera-se a seguir, com maior detalhe, o comportamento de um sistema com dois 
componentes numa vizinhança do seu ponto crítico. No diagrama P-T mostrado na Figura 5.7, as 
curvas dos pontos de bolha e as curvas dos pontos de orvalho encontram-se no ponto crítico C. 
Considere um processo de compressão isotérmica realizado ao longo do caminho AE. O ponto A 
o qual encontra-se além da temperatura critica, mas aquém de Tmax, representa um estado de 

vapor. No ponto de orvalho B o liquido começa a condensar. Mais e mais liquido surgirá a 
medida que a pressão cresce. No entanto, no ponto E um novo ponto de orvalho é atingido pelo 
sistema . Isso significa que todo o líquido que se formou sofreu um processo de vaporização ao 
atingir o ponto de orvalho E. Conseqüentemente, em algum ponto entre os pontos B e E, no 
ponto D por exemplo, a quantidade de liquido atinge um valor máximo; e entre De E o liquido 
vaporiza a medida que a pressão cresce, de maneira que ao chegar ao ponto E o sistema possui 
apenas uma quantidade infinitesimal de líquido. O fenômeno que ocorre quando o sistema 
percorre o caminho DE, indo-se de D para E, é chamado de vaporização retrógrada isotérmica. 
O fenômeno que ocorre quando o processo é revertido, indo-se de E para D, é chamdo de 
condensação retrógrada isotérmica, pois ele envolve a formação de líquido através do 
decrescimento da pressão ao longo de uma isoterma. 

Fenômenos semelhantes ocorrem em pressões maiores do que Pc e menores do que P max. 

Considere o caminho isobásico JG com temperatura crescente na direção do ponto G, como 
mostrado na Figura 5.7. No ponto de bolha I o liquido começa a vaporizar mas ao cruzar o ponto 
de bolha G o sistema encontra-se num estado onde todo o vapor produzido foi condensado, a 
menos de uma quantidade infinitesimal de vapor. Se H representa o ponto onde a quantidade de 
vapor é máxima, então ao percorrer o caminho HG, indo-se de H para G, o sistema sofrerá um 
fenômeno chamado de condensação retrógrada isobárica, pois o vapor condensa a medida que a 
temperatura aumenta. Ao percorrer o caminho inverso, indo-se de G para H, o sistema 
experimentará um fenômeno conhecido cotoo vaporização retrógrada isobárica 

Em outras palavras, condensação retrógrada é o fenômeno de fonnação de líquido que 
ocorre em processos isotérmicos onde a pressão decresce ou em processos isobásicos onde a 
temperatura cresce. De forma semelhante, vaporização retrógrada é o fenômeno de formação de 

107 



vapor que ocorre na presença de uma compressão isotérmica ou na presença de um processo 
isobásico com temperatura decrescente. Fenômenos retrógrados só podem ocorrer nas áreas 
achuriadas da Figura 5.7. Obviamente, eles ocorrem somente na presença de pressões entre Pc e 

Pmax ou na presença de temperturas entre 7~ e Tm(D: 

p 

C (ponto crítico) 

Liquido+ l'apor 

B 

T 

Figura 5. 7 Vizinhança do ponto crítico de um sistema com dois componentes. 

Pode-se achar a princípio que esses fenômenos não apresentam nenhuma importância 
prática, uma vez que muitos dos processos de interesse em engenharia são realizados à baixa ou 
moderada pressão. Na realidade, fenômenos retrógrados são característicos de sistemas 
multif'asicos constituídos, não apenas de dois, mas também de vários componentes químicos. A 
sua importância tornou-se significativa na produção de petróleo de certos poços profundos, em 
que a pressão na fonnação subterrânea é· suficientemente elevada para estar na região achuriada 
da Figura 5.7. Nestas circunstâncias, se for possível manter a pressão na superfície num valor 
vizinho ao ponto D, consegue-se um liquefação considerável e, por isso, uma separação parcial 
do componente mais pesado da mistura. Se a pressão for reduzida na superficie abaixo do ponto 
de orvalho B, não ocorrerá liquefação, e a separação inicial ficará desperdiçada. Nestes casos é 
comum lançar-se mão de repressurização, ou seja, o gás pobre (gás de onde se removeu o 
componente menos volátil) é reinjetado no reservatório subterrâneo para manter a pressão 
elevada. Quando não se faz esta reinjeção, a queda de pressão provocada pela retirada de gás 
causará um processo de condensação retrógrada na formação subterrânea, o que possivelmente 
contribuirá para a redução da produção dos poços. Além disso, várias técnicas de recuperação 
terciárias, que objetivam aumentar a recuperação de petróleo, são realizadas mantendo-se a 
mistura líquido-vapor próxima do seu ponto crítico. Essa aproximação é altamente desejada nas 
recuperações terciárias, pois ao redor do ponto crítico as fases líquido e vapor tomam-se 
indistinguíveis, tendo-se como conseqüência desse fato que nenhuma delas inibe o escoamento da 
outra. Com isso é possível obter -se uma maior extração dos hidrocarbonetos residentes no 
reservatório. 

No que segue será apresentado outra maneira de descrever o comportamento qualitativo 
de um sistema líquido-vapor com dois componentes. Será estudado o diagrama pressão versus 
composição, que descreve o comportamento de sistemas com dois hidrocarbonetos submentidos a 
processos realizados à temperatura constante e previamente fixada. Um diagrama desse tipo é 
construido traçando-se os gráficos da pressão de orvalho e da pressão de bolha como função das 
composições. A curva dos pontos de bolha é traçada através dos pontos que representam a 
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pressão do ponto de bolha como uma função das composições. De maneira análoga, a curva dos 
pontos de orvalho é traçada através dos pontos que representam a pressão do ponto de orvalho 
como uma função das composições. No diagrama pressão versus composição mostrado na Figura 
5.8, a composição é dada na forma da fração molar do componente mais volátil. Percorrendo-se o 
caminho ABC, de pressão sempre crescente, nenhuma mudança de fase ocorrerá até que seja 
atingido o ponto de orvalho B, de pressão ~. Nesse ponto de orvalho forma-se urna quantidade 

infinitesimal de liquido cuja fração molar (um número finito entre O e 1) é representada por X~' . 
A composição do vapor coincide com a composição original Z. A medida que a pressão cresce, 
mais líquido é formado e as composições de um ponto na região líquido-vapor, por exemplo o 
ponto C onde a pressão é P,. , são obtidas projetando-se sobre o eixo da composição as 

extremidades do segmento de reta horizontal ECF, que passa pelo ponto C e cujas extremidades 
E e F estão sobre a curva dos pontos de bolha e dos pontos de orvalho, respectivamente. Assim, 

na pressão P,. o líquido e o vapor são representados pelas frações molares X g> e X g) , 
respectivamente. Na pressão P3 o ponto de bolha D é atingido. Nesse ponto a fração molar do 

liquido é igual a composição global Z, e a quantidade infinitesimal de vapor tem uma fração molar 

finita igual a X 1;'1 

p 

Líquido 
··- PJ 

c: ------- ... 
,F ··;p 

' 2 

.. , 
pl 

A 
Vapor ~ 

o x<'J 
B x~J z x<v) 

c xglLO X 

f 
Figura 5.8 Diagrama pressão versus composição do componente mais volátil. 

5.3 Sistemas Multicomposicionais 

O comportamento de sistemas bifásicos, líquido-vapor, constituidos de três ou mats 
componentes é em geral semelhante ao comportamento de sistemas com apenas dois 
componentes, apesar de diagramas do tipo pressão-composição, como o da Figura 5.8, não 
poderem ser desenhados em duas dimensões. Um sistema com vários componentes químicos os 
quais são relativamente voláteis, tal como a gasolina por exemplo, possui isotennas no plano P-V 
muito semelhantes às isotermas da Figura 5.4, vá1idas para um sistema com dois componentes_ 
Mas para vários sistemas multicomposicionais, tal como o óleo cru encontrado num reservatório 
de petróleo, comumente enfrenta-se dificuldades experimentais na detenninação e fixação dos 
pontos de bolha. Um óleo cru tipicamente encontrado em reservatórios apresenta isotennas no 
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plano P-V como mostrado na Figura 5.9. Nessa figura, o ponto A de pressão relativamente alta 
representa um estado onde o sistema é formado inteiramente de líquido. Quando a pressão 
decresce de forma isoténnica o ponto de bolha é atingido em B. Para um óleo cru a pressão do 
ponto de bolha é usualmente chamada de pressão de saturação do óleo ( ~ na Figura 5. 9). Isso 

deve-se ao fato do óleo cru no seu ponto de bolha apresentar inúmeras bolhas de gás dissolvidas 
ao longo da fase líquida. Conseqüentemente, na pressão de saturação, o líquido é visto como uma 
fase que começa a saturar -se de gás de maneira que qualquer decréscimo na pressão resulta na 
liberação de urna solução de gás, isto é, na formação de urna fase vapor. Quando a pressão 
decresce além da pressão de saturação mais e mais vapor é formado, isto é, mais e mais bolhas de 
gás desprendem-se do óleo. Finalmente, quando a pressão atmosférica ( Patm na Figura 5.9) é 

atingida, o sistema óleo cru, geralmente, exibe ambas as fases líquido e vapor. No entanto, para 
vaporizar o sistema completamente pode ser necessário uma pressão extremamente baixa de 
forma que o ponto de bolha pode-se tomar praticamente inatingível. 

P, 
B 

A 

Ponto de 

/bolha 

~t=··~····~·····~·····~==~==~~v 

Figura 5.9 Diagrama de uma isoterrna no plano P-V para um óleo cru. 

A Figura 5.1 O ilustra um diagrama pressão versus temperatura para um sistema com vários 
componentes químicos, a qual não é muito diferente daquela para dois componentes, veja a 
Figura 5.7. 

P Líquido 
~ Curva dos pontos de bolha 

c 
F E 

Líquido-l"apor 

~ Cun->a dos pontos de orvalho 

H 
A D 

l"apor 

G 

'-----------T 
Figura 5.10 Diagram P-T para um sistema com vários componentes. 

Os tipos de reservatórios de petróleo encontrados na natureza são classificados corno: 
black oi/, óleo volátil, gás condensado, gás molhado (''wet gas") e gás enxuto ("dry gas"). Os 
reservatórios de gás molhado e de gás enxuto são aqueles onde a mistura de hidrocarbonetos 
aparece somente na forma de gás, ou seja, gás e possivelmente a água são as únicas fases fluidas 
existentes no reservatório. Quando o gás de um reservatório de gás molhado atinge a superfície, 
há o aparecimento de uma certa quantidade de hidrocarbonetos na forma líquida. Esse fenômeno 
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não ocorre com o gás enxuto, o qual nas condições atmosféricas mantem-se inteiramente na fase 
gás. Já o petróleo do tipo black oil é caracterizado por apresentar uma ampla variedade de 
espécies químicas possuindo moléculas grandes, pesadas e pouco voláteis . Por sua vez, um óleo 
volátil contém menos moléculas pesadas do que o black oi!, além disso, um óleo volátil se 
caracteriza pelo fato de uma pequena redução na pressão do reservatório causar, em geral, a 
formação de uma grande quantidade de gás. Já num gás condensado predomina a fase gás, e esse 
gás apresenta um ponto de orvalho, ou seja, mantendo-se a temperatura constante existe um va1or 
para a pressão abaixo da qual o gás começa a condensar, gerando uma certa quantidade de 
líquido. 

De volta ao diagrama da Figura 5.10, pode-se agora mostrar como um tal diagrama pode 
ser usado para se entender (e classificar), através de aspectos termodinâmicos, um dado 
reservatório de petróleo. Se as condições do reservatório estiverem no ponto B e as condições da 
superfície no ponto A então, o reservatório possui e produz óleo e gás, esse é o caso típico de um 
reservatório black oil. Se as condições do reservatório estiverem em F e da superficie em A então, 
o reservatório é de óleo volátil, ou seja, possui somente óleo e produz óleo e gás. Se as condições 
do reservatório estiverem no ponto H e da superficie no ponto G tem-se em reservatório de gás 
enxuto, possui e produz apenas gás. Se as condições do reservatório estiverem em H e da 
superficie em D então o reservatório possui somente gás e produz óleo e gás, sendo portanto 
classificado como um reservatório de gás condensado, Se as condições do reservatório estiverem 
no ponto E e as de superficie no ponto G, observe que qualquer processo de exploração sofrerá 
uma condensação retrógrada, ou seja, o petróleo que existe inicialmente como gás, e também é 
produzido como gás, passará por um processo de condensação atingindo um estado bifásico, 
liquido-gás. 

5.4 A Regra das Fases de Gibbs 

Vários aspectos qualitativos descritos nas seções precedente deste capítulo podem ser 
sumarizados em uma regra simples, comhecida como a regra das fases de Gibbs, [5]. Essa regra 
refere-se ao número de fases que podem coexistir em equilíbrio num sistema submetido a uma 
dada condição de temperatura e pressão. 

Antes de enunciar a regra das fases, é vantajoso considerar-se o comportamento das fases 
de um sistema constituído de um único componente químico. Se um tal sistema existe como uma 
fase simples então é necessário definir -se apenas dois parâmetros intensivos a fim de caracterizar 
completamente o seu estado de equilíbrio, por exemplo, temperatura e pressão. Um sistema desse 
tipo é chamado bivariante, ou diz-se simplesmente que possui dois graus de liberdade. Porém, se 
um sistema com um único componente encontra-se num estado bifásico, então é necessário 
especificar-se apenas uma única variável para definir o seu estado de equilíbrio. De fato, quando 
ambas as fases estão presentes em uma especificada temperatura, a pressão é automaticamente 
fixada como sendo a pressão de saturação, e conseqüentemente todas as propriedades intensivas 
das fases líquido e vapor ficam definidas. Reciprocamente, se a pressão é previamente 
especificada, então a temperatura é automaticamente definida como sendo a temperatura de 
saturação. Conseqüentemente, um sistema bifásico com um único componente químico é 
univariante, ou seja, possui um grau de liberdade. Fina1mente, se um sistema constituído de 
apenas um único componente encontra-se num estado trifásico, então o sistema necessariamente 
está no seu ponto triplo e nesse caso é dito invariante, pois no ponto triplo as propriedades 
intensivas de uma dada substância pura estão bem definidas e não mudam de valor 

A regra das fases de Gibbs pode ser descrita na seguinte forma.. 
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F=r-M+2 (5 l) 

onde F é a variância, ou grau de liberdade do sistema, r é o número de componentes químicos e 
M é o número de fases presentes no estado de equilíbrio. Para deduzir a regra das fases, note que 
as condições necessárias para o equilíbrio termodinâmico de um sistema constituído de várias 
fases a,fJ,-··,M são meras generalizações das equações (4.20), (4.21) e (4 27), as quais podem 

ser escritas na fonna: 

(5.2) 

p(a) = p(PJ =· ··= p(M) (53) 

e (5.4) 

para todo i= l,z, ... ,r. As equações (5.2) e (5.3) estabelecem que no estado de equilíbrio a 
temperatura (e a pressão) de cada fase deve coincidir. Assim, determinando-se as varáveis 

intensivas T = ra) = J'Pl =···:::: rM> e p = p(a) = p(PJ =···= pC\f) no estado de equilíbrio, as 
variáveis restantes são os parâmetros envolvidos nas (M -l)(r) equações dadas pela relação 
(5.4). Para cada fase o potencial p, é uma função de T, P e dos números de moles da referida 

fase Ni, com i = 1,2; ··,r. Como p
1 

é uma função homogênea de grau zero, então p, pode ser 
escrita na forma funcional 

(5.5) 

' 
Devido a restrição L X; = 1, pode-se, de uma forma mais apropriada, escrever a equação ( 5. 5) 

J;] 

simplesmente como, 
(56) 

para todo i = 1,2,· ··,r. Essa forma funcional para o potencial químico é válida para todas as fases 
e mostra que cada p

1 
só depende de T, P e de (r -1) frações molares. Assim, as equações 

restantes, dadas pela relação (5.4), constituem um sistema com (M -l)(r) equações. Essas 
equações contêm 2 +(r -l)M variáveis independentes. Portanto, o grau de liberdade do sistema 
algébrico representado pela relação (5.4) é igual a F= [2 +(r -l)M]- [(M -l)r], ou seja, 
F = r - M + 2 recuperando-se assim a relação ( 5. 1 ), previamente estabeleéida. 

Fica claro da dedução acima que o grau de liberdade, ou invariância, de um sistema 
termodinâmico é na realidade o grau de liberdade do sistema algébrico que caracteriza o seu 
estado de equilíbrio tennodinâmico. E pode ser entendido como sendo o número mínimo de 
variáveis intensivas independentes, necessário para descrever completamente o estado de 
equilíbrio de um dado sistema, em função do seu número de fases e em tennos do número de 
componentes constituintes. 
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CAPÍTULO VI 

Expressões Analíticas Para as Funções Termodinâmicas 

6.1 A Fugacidade de Substâncias Puras 

Considere um sistema simples constituído de um único componente puro, representado 
pelo número de moles N. cuja energia livre de Gibbs é dada na forma 

G~G(T,P,N) 

Definindo-se a energia livre de Gibbs molar pela relação 

G(T,P,N) 
g~ 

N 

tem-se, pelo fato de G ser homogênea de primeira ordem (com T e P homogêneas de ordem 
zero), que: 

Assim, pode-se escrever 

G(T,P,N) ~ Ng(T,P) (6 I) 

Derivando-se a equação (6.1) com relação a N obtém-se Q\IC, 

p = ~ ~ éi(N~,P)) ~ g(T,P) (6.2) 

A equação (6.2) afirma que o potencial químico de um sistema simples, constituído de um único 
componente puro, só depende da pressão e da temperatura e coincide com a sua energia de Gibbs 
molar. 

Diferenciando-se a equação (6.2) obtém-se, 

Para processos realizados à T constante, a equação (6.3) toma-se, 

dp ~ wiP 

pois. pela equação ( 4. 73 ), 

Integrando-se a equação (6.4) entre dois estados, um a baixa pressão, 
pressão elevada, P, chega-se a relação: 

• fp 
p- p = p* v dP 
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(63) 

(6 4) 

p• , e o outro a uma 

(6 5) 



Da equação (2 6), sabe-se que v-> x quando P' ->O Assim, tomando-se o limite na equação 

(6.5), quando P'-> O, obtém-se que 

Portanto, o potencial químico de um sistema simples constituído de um U.nico componente 
tende para - oo quando a pressão se aproxima de valores arbitrariamente pequenos. Para 

contornar esse problema I. G. Lewis, [53], sugeriu uma nova função termodinâmica que, quando 
P --t O, é matematicamente melhor comportada. Essa propriedade termodinâmica é conhecida 
como fugacidade. Para obtê-la, considere inicialmente a relação (6.4) para um gás ideal (denotado 
id) como segue-se, 

a qual pode ser escrita na forma: 
dp('d) ~ RTd(lnP) (6,6) 

Apesar da equação (6.6) ser válida somente para um gás ideal, submetido a processos à T 
constante, a sua simplicidade sugere uma nova relação termodinâmica que possua uma forma 
semelhante, mas que seja válida para qualquer fluido real submetidos a processos realizados à T 
constante. Isso é possível definindo-se a fugacidade de um fluido real puro, denotada por 
f~ j(T,P), como sendo a função termodinâmica que satisfaz 

dp ~ RTd(inJ) (6 7) 

para r constante Subtraindo-se a equação (6.7) da equação (6.6) tem-se 

(6.8) 

Pode·se escrever a equação (6.8) na forma 

d(p-p('d)) ~ RTd(ln~) (6 9) 

onde a razão adimensional ~ = 1/J é chamada de coeficiente de fugacidade do componente puro. 

Integrando-se a equação (6.9), à T constante, tem-se que: 

li -p'd ~ RT/nÇJ + a(T) (6 10) 

onde a(T) é urna constante de integração que depende somente da temperatura. 
De acordo com a Seção 3.8, a energia interna de um gás ideal possui a forma 

m<•d) 
Uid :: cNRT, conseqüentemente, a sua derivada ,..i'dJ = ~ = cRT, só depende da 

temperatura. Assim, p(1
d) é da forma, 

Desse fato segue-se que a equação (6.10) pode ser escrita como, 

(6 11) 
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onde O( T) é urna função que só depende da temperatura. Para completar a definição de 

fugacidade de um sistema simples, constituído de um único componente puro, considera-se que a 
fugacidade de um fluido ideal coincide com a pressão, ou seja, 

Essa relação pode também ser escrita na forma 

fim (l{P. T) ~ I. 
P~O 

6.2 A Fugacidade de um Componente numa Mistura 

Na Seção 3.8 definiu-se um sistema simples constituído de um único gás idea1 j, como 
sendo um fluido que satisfaz as relações, 

e 
PV~N 1 RT 

u<•d) ~ cNRT 
J J J 

(6.12) 

onde Nj é o número de moles total do sistema, e cj é uma constante que só depende da espécie 

química considerada. Na presente seção essa definição será estendida para uma mistura de gases 
ideais, como segue: um sistema constituído de uma mistura de r gases ideais, representados pelos 
seus números de moles N1,N2 ,···,N, e um sistema fluido que obedece as relações 

Pv~(~N}r (613) 

e u'"' ~ (±c,N1JRr 
j=l 

(6 14) 

A equação (6.13) é a equação de estado para uma mistura de gases ideais, a qual pode ser escrita 
• 

na forma familiar PV = NRT, onde N = L N
1 

é o número de moles tota1 do sistema. A 
J"'l 

equação (6.14) afirma que a energia interna de um sistema constituído de uma mistura de gases 
ideais, é igua1 a soma das energias internas que cada gás teria se ocupasse sozinho o volume F à 
temperatura TA equação (6.14) pode ser escrita na forma simples 

(6 15) 
j=I 

onde, cada função U?d), dada pela equação (6.12), é chamada de energia interna parcial do 

componente) na mistura. De maneira semelhante define-se a pressão parcial do componente), na 
mistura de gases ideais, pela relação: 

(6 16) 

Observe que ~ assim definido é tal que 
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' 
P~L,~ 

J~l 

Combinando-se as equações (6.16) e (6.17) tem-se, 

Assim, para todo j::: l,···,r ocorre 

P, NJ 
-·~~-=X 
f' ' I 

LNJ 
j=l 

P~XP 
} } 

onde X
1 

é a fração molar do gás ideal} na mistura. 

(6.17) 

(6.18) 

Da equação (4.29) sabe-se que a entropia de um sistema simples constituído de r gases 
ideais, é dada por 

(6.19) 

Em particular, um sistema formado de um único gás ideal, representado pelo número de moles 
N1, possui entropia igual a 

(6.20) 

Substituindo-se as equações (6.15) e (6.17) na equação (6.19) obtém-se que 

Em vista da equação (6.20), a equação acima pode ser escrita na forma: 

' 
Sr,d! ~ "'sr•d!(T p N) 

.t..... J ' ) ' J 
(621) 

As propriedades de aditividade apresentadas nas relações (6.15) e (6.21) são na realidade casos 
particulares de um resultado mais geral conhecido como teorema de Gibbs, o qual pode ser 
enunciado corno segue: 

A energia intema U(ldJ, a entropia S(ld), a entalpia H(rd), a energia livre de Helmholtz 

A(•dJ e a energia livre de Gibbs c<,dJ de um sistema simples, constituído de uma mistura de 
gases ideais, são funções aditivas das funções parciais correspondentes. 

Assim, para uma mistura de gases ideais, além das equações (6.15) e (6.21) tem-se também que, 

' 
HM1 ~ "'H''d1(T P N ) 

"'--" J ' J' J 
(622) 

r"' I 

' 
A''d' ~ "'A''d'(T P N ) 

L.....J 'J'J (623) 
;=1 
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' 
e G'''' ~ "'G''''(T P N ) .f....J 'J'J 

(624) 
}"'! 

As relações (622), (623) e (6.24) são facilmente demonstradas com o emprego das equações 
(6.15), (6.17) e das relações (4.59), (4.65) e (4.71). 

A energia livre de Gibbs parcia1 molar para um dado componente j = 1,-··,r pode ser 

escrita como: 

g'''1 ~ -
1-G''''(T P N) ~ g''''(T P) J N ; , ;• ; J , J 

J 

Substituindo-se a equação (625) na equação (624) chega-se à relação 

' G''''( T,~ ,N,,.-·,N,) ~ LNJg)'''<T.~) 
j=l 

(625) 

(6.26) 

P d · 1 fu- Ud> " ''''- Udl(TPN N) M . d ara to o .J= , .. ,,a nçao f.JJ tematorma p1 -fJJ , , ~>'··, r. as em VIsta a 

equação ( 6 .18) pode-se concebê-la na forma funcional 

(id) - {id) 1i1 -li1 (T,~,N,,. .. ,N,) (6.27) 

Diferenciando-se a equação (627) à T constante, obtém-se 

dpjid) = _!!j_ dP +L _!!_j___ dNk [a '''') · la "'') 
éPj k=l óNk 

(6.28) 

Agora note que 

oli)''' ~ ~(iXJ'''') ~ _!__(iXJ"'') ~ ôV 
éP éP avi avi ~ avi 

Devido a equação (6.16) tem-se que 

ôV RT 

Logo, para todo j = l,···,r ocorre que 

(6.29) 

Por outro lado, em vista da relação (6.26) tem-se que 

oli)''' ~ iJ (a;'''')~ _!___g)'''(T,~) ~O 
av, av, avi av, 

(6.30) 

para todo k e j ~ 1, .. ·,r Substituindo-se as equações (629) e (6.30) na equação (6.28) conclui-

se que para todo processo realizado à T constante, 

d ,,,, ~ RT dP 
PJ p J 
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ou simplesmente, 

Substituindo-se a equação (6.18) na equação (6.31) chega-se à relação 

dJ.I\•d) ~ RTd(lnX
1
P) 

(6.31) 

(6 32) 

Define-se a fugacidade do componente j de um sistema simples constituído de uma mistura 
qualquer, formada de r componentes químicos, como sendo uma função f

1 
= f

1 
( T,P,N1,.. ·N,) 

que satisfaz a relação: 

(6 33) 

para T constante. Subtaindo-se a equação (6.33) da equação (6.32) obtém-se a equação 

a qual pode ser escrita como 

(6 34) 

onde, por definição, para todo j = l,···,r 

(6.35) 

é o coeficiente de fugacidade do componente j na mistura. Integrando-se a equação (6.34), à T 
constante, obtém-se 

(6.36) 

onde a 
1 
(T) é uma constante de integração que só depende da temperatura. Das equações (6.12) 

e (6.15), segue-se que 
' 

u(ld)::::: LNfuyd>(n (6.37) 
J=l 

onde uyd)(1) = c1RT. Em vista da equação (6.37) tem-se que 

ou seja, pyd) só depende da temperatura. Portanto, pode-se escrever a equação (6.36) como 

(6.38) 

onde 8 f ( T) é uma função que depende apenas da temperatura e do componente j. Afim de 

completar a definição de ff, considera-se que para uma nústura de gases ideais: 

f (idJ ~ XP 
J 1 

ou seJa, 
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llm?;(T,P,N1,···N,) ~I 
P~O 

A equação (4.27) estabelece uma condição necessária para o equilíbrio com relação ao 
fluxo de massa entre dois sistemas simples, constituídos dos mesmos componentes químicos. Essa 
condição para todo .1 ~ 1,-··,r é 

Para cada componente, os potenciais químicos f.Jy> e f.J?J podem ser escritos em função das 

fugacidades /}1
> e JP) através das relações, 

e 

onde p
1
(T) é uma constante que só depende da temperatura e do componente). Tais relações 

são obtidas integrando-se a equação (6.33), para cada subsistema, à T constante. Substituindo-se 
as duas últimas equações na relação (4.27) obtém-se 

lnJ}'l ~In f}') 

Portanto as equações 
(6.39) 

para j::: I; ··,r, são também condições necessárias para o equilibrio com relação ao fluxo de 

massa entre dois subsistemas simples. 

6.3 Formulações Integrais 

Como estabelecido pela relação (4.59), a energia livre de Helmholtz possui a forma 
funcional 

Assim, as suas derivadas parciais 
cA 

e p
1 
=--,para todo 

iN) 

podem ser escritas na forma funcional 

S = S(T.V.N1,- .. ,N,) 

P ~ P(T,V,N1,-··,N,) 

11; ~ p
1
(T,V,N1,···N,) 

Da última relação e da equação (6.33) segue-se também que 

/ 1 = / 1(T,V,NI,···,N,) 

Observando-se as equações (4 60), (4 65) e (4.71), toma-se claro que também 
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li= U(T,V,N1.-··N,) 
H= H(T,V,N1, .. ·N,) 

G = G(T.V,N1.- .. ,N,) 

Em resumo, as expressões acima mostram que as relações fundamentais e o potencial químico, 
juntamente com a fugacidade, podem ser escritas como funções da temperatura, do volume e do 
nUmero de moles de cada componente. Na presente seção esse fato será usado para se 
desenvolver espressões analíticas para tais funções tennodinâmicas. Essas expressões serão 
obtidas itúcialmente numa fonnulação integral. Em seguida, nas Seções 6.4 e 6.5, serão 
desenvolvidas duas eficientes equações de estado, na forma P-explicita, que podem ser usadas 
para integrar as expressões aqui obtidas. 

Diferenciando-se a relação U = U(T,V,N1,···,Nr) tem-se 

dU = (éU)dT +( éU)dV + ±[ éU)dN1 8f õV Fi avi 
(6.40) 

A equação (6.40) pode ser integrada de um estado (T,V.N1,"·,N,) para outro estado 

( í ,v· ,N1•,. • • ,N;), obtendo-se dessa maneira a diferença de energia interna entre esses dois 

estados. Como objetiva-se determinar o valor de U para um dado estado de equilíbrio 

representado por (T,V,N1,···,N,) então é suficiente considerar-se um estado de referência 

(r.v•,N;, ... ,N;), cuja energia interna é u•, tal que r:::: T e N;:::: NJ para todo 

j:::: 1,2,···,r. Em outras palavras, basta considerar-se um estado de referência (ou padrão) que 

difere do dado estado (T,V,N1, .. ·,N,) apenas pelo valor do volume v•. Além disso, como o 

valor da energia interna em um estado de equilibrio independe do processo (e portanto do 
caminho) pelo qual o sistema atingiu o referido estado, considera-se em geral processos 
realizados à Te à números de moles constantes. Fazendo-se isso, a equação (6.40) reduz-se a 
fonna simples, 

dU=(~)dV 

Por outro lado, nessas condições, a equação ( 4.5) toma-se 

ou seja, 
dU=TdS-PdV 

aJ = .,(éS) _ P 
óV '~óV 

Além disso, das equações (4 79) e (4.81) tem-se 

éS i5P 
= m' 8f 

combinando-se as equações (6.41), (6.42) e (6.43) obtém-se a relação. 

dU = [{:i) -P ]dl' 
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Considerando-se que o estado de referência é tal que o fluido comporta-se como um gás ideal de 

. V' . d ' V' NRT d N ~N P' fi . manetra que e a Jorma = p on e = LJ 
1 

e é su ctentemente pequeno, 

t=l 

integrando-se a equação (6.44) obtém-se, 

tomando-se o limite na equação (6.45) quando P' -> O chega-se à relação, 

Da equação (6.15) segue-se que, 

onde, uj'd' : -
1
-u;•d)(T,N

1
) ~ Uj'd'(T,l) ~ u;•d>(l). Em particular tem-se que 

NJ 
, 

U' ~ I;N1u;(T) 
;=I 

(6.45) 

(6.46) 

(6.47) 

Substituindo-se a equação (6.47) na relação (6.46) pode-se escrever a energia interna Una forma 
integral desejada, 

(6.48) 

ondeP possui a forma funcional P = P(T,V,N1 ,···,N,) e uj(T), a energia interna molar do gás 

ideal}, é uma função que depende apenas da temperatura. 
Agora pode-se determinar facilmente uma expressão para a entalpia 

H~ H(T,V,N,, ... ,N,). Aplicando-se a relação (4.65) para o fluido num estado de gás ideal 

tem-se, em vista da equação PV ~ (± N1J RT, que 
;=1 

H''d' ~ u<•dl + (t N1 )Rr 

Em particular, 

Combinando-se a última relação com a equação (4.65) obtém-se 

H -H'~ U -U' +PV -(tN1)Rr 

Substituindo-se a equação (6.45) na equação (6 50) tem-se 
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(6 5 I) 

Combinando-se as equações (6.47) e (6 49) chega-se à relação 

' 
H'~ LN1[u;(l)+RTj 

j=l 

(6.52) 

Finalmente, substituindo-se a equação (6.52) na relação (6.51) e fazendo-se P'--.. O, obtém-se a 
expressão integral para a entalpia 

(6.53) 

Para obter -se uma expressão analítica para a entropia inicialmente diferencia-se a equação 
S ~ S(T,V,N1,.··,N,). Assim, 

dS ~ ( ro)dT+( ro)dV + ±JJ,dN, 
õJ ôV 1=1 

Em seguida, de forma semelhante ao procedimento anterior, considera-se processos realizados à 
Te à números de moles constantes tal que a equação acima toma a fonna simples 

dS~ (;)dV 
Substituindo-se a equação (6.43) na última equação obtém-se, 

dS~(!)dV (6.54) 

Agora considere um estado de equihbrio representado por (T.P; ,N 1 ,···,N~), onde P0' é tal que 

para todo valor de P entre P' e P0' o fluido comporta-se como um gás ideal, de maneira que 

V0 .. = N:T . Seja ~ a entropia do sistema nesse estado de equilíbrio Integrando-se a equação 
o 

(6 54) ao longo de um caminho unindo os estados (T,Po' ,N1 ,. •. ,N,) e (T,P,N1, .. ·,N,), o qual 

contém um su~o constituído de estados ideais unindo os estados (T,P; ,N1,-·· ,Nr) e 

(T,P• ,N1 , .. ·,Nr), obtém-se 

ou seJa. 

(6 54) 

Mas, 
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ou seJa, 

,,•(NR) (V) ,.(NR) f v dV~NRtn v· -f v df' 
vô o J". 

(6.55) 

Substituindo-se a equação (6.55) na equação (6.54) tem-se, 

Observe que agora pode-se fazer p• ---t O na última equação sem que ocorra um valor infinito no 
denominador de qualquer de seus termos. Foi por essa razão que se utilizou o estado 

intermediário (T,P0• ,N1, •• • ,N,) . Feito isso, obtém-se que 

(6.56) 

Supondo-se que Pé grande quando comparado com a unidade pode-se tomar P0• ::: 1 K.Pa de 

d I 
- v;• (tN}T , áli.d 

mo o que a re açao 0 ::: P,• e v a e toma-se 
o 

(6 57) 

Substituindo-se a relação (6.57) na equação (6.56) obtém-se 

(6. 58) 

Por outro lado, da equação (6.20) segue-se que 

s<M> = s';d'<T P N) 
J J ' )' J 

onde, F; = ~ P. Portanto, pode-se escrever .sjid) na forma funcional 
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5<MJ = S0d'(T P N) 
'} J , , J 

Logo, 

s<•dJ ~ - 1-s<•d'(T P N) = S''d'(T P I)= s''d'(T P) J N J ,,, 1 ,, ; , 

1 

Assim, diferenciando-se a relação sYdJ ::: syd)(T,P) obtém-se 

(éli'd') (éli'd') ds)'d' = )n. dT + ;, dP 

A última relação para processos realizados à T constante toma-se 

Mas, das equações (4.81) e (4.82) tem-se que 

;=-(;) 
No caso de um gás ideal, a última equação fica, 

&\idJ R 
_1_:::--

iP p 

Substituindo-se a equação (6.60) na equação (6.59) obtém-se 

ds'"' = -R dP 
J p 

ou Se.Ja, 
~•d) =-R d(/nP) 

Integrando-se a última relação de lj até P obtém-se 

N 
Como ~ = XjP = -,-1-P então pode-se escrever 

"i,NJ 
;=I 

s('d)(r P) = J:•d)(T P)- R I -'!L_ 
J ' } J ' r 

"i,NJ 

Além disso, pela equação (6.21) tem-se que 

' s<•dl = ""N s''d'(T P) 
~ J J ' J 
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Substituindo a equação (6.61) na relação (6 62) chega-se à expressão 

' (' ) ( N f!<•d) ~ L,N,s)'d)(T,P)- L,N
1 

R In'-,-'-

!"' Fi lLNJ 
p•l 

Em particular, 

s; ~ ±Njs;J(T)-(±Ni)Rin IN) 
;=I j=l LNJ 

(6 63) 

;=1 

onde s; ~ s; (T), uma função que só depende da temperatura, é a entropia molar do gás ideal j 
J ) 

no estado padrão cuja pressão é P0• :::::I KPa. Finalmente, substituindo-se a relação (6.63) na 
equação (6 58) obtém-se a fonna integral da entropia 

(6.64) 

Devido ao exposto acima torna-se agora fácil obter expressões para 
A~ A(T,V,N,,· .. ,N,) e G ~ G(T,V,N1, .. ·,N,). De fato, a equação (4.60) aplicada para dois 

estados de equilíbrio sendo um deles um estado ideal, cuja energia livre de Helmholtz é A;, , 
fornece a relação 

A- A;~ u -u;- T(s-s;; 

Substituindo-se as equações (645) e (6 58) na equação (6.65), e observando-se que 

A; ~ u;- Ts; ~ ± N1[u;J<TJ + Ts;J (T)] 
;=l 

(6.65) 

onde u~ . = u~ ( T) representa a energia interna molar do gás ideal j no estado padrão, pode-se 
J J 

escrever a equação (6.65) na fonna 

v (tN}T -P 
A(T,V,N1,···,N,) ~f -"-'--V'-

• 

(6.66) 
De forma semelhante mostra-se que 
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' 
+ LN1 [u;

1 
(r)+ Ts;

1 
(r)j 

j=! 

(6.67) 

É claro que as expressões integrais obtidas acima são válidas também para sistemas 
constituídos de apenas um único componente químico, neste caso faz-se r = 1 e N1 = N . Na 

dedução das expressões integrais para a fugacidade, para o coeficiente de fugacidade e para o 
potencial químico será empregada uma outra metodologia. Primeiro serão desenvolvidas 
expressões para essas funções tennodínâmicas relacionadas com sistemas com apenas um único 
componente. Em seguida serão obtidas expressões integrais para sistemas constituídos de vários 
componentes químicos. 

Para um sistema com um único componente puro tem-se das equações (6.4) e (6.7) que 

v 
d(lnf)=-dP 

NRT 
(6.68) 

Para expressar f na fonna funcional f= f(T,V) substituem-se na equação (6 68) VdP por 

[d(PV)- PdV] e adiciona-se d(lnV) = _l_dV a ambos os lados dessa equação. Feito isso v 
obtém-se 

I (I P ) d(lnf)+d(lnV)=-d(PV)+ --- dV 
NRT V NRT 

ou seja, 

jlnf) +d(lnPV) =- 1 -d(PV)+(_!_-~)dV ul p NRT V NRT 

que por integração toma-se 

Tornando-se o limite quando p• ----t O, e observando-se que fim 1: = 1 
p•-'>oP 

tem-se que 

_(f) I 's'(NRT ) 
h'\_p =Z-1-/nZ+ NRT V-P dV 

• 

e lim p•v• = NRT, 
p•-'>0 

(6.69-a) 

onde Zé o fator de compressibilidade_ Assim, o coeficiente de fugacidade de um componente 
puro obedece a relação 

I fv(NRT ) ln,P(T.V) =- -- P dV +(Z -1)-/nZ 
NRT V 

(6.69-b) 

• 
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conseqüentemente, a fugacidade tem a fonna 

I ,.(NRT ) j P) lnf(T.V)= NRTf V-P dV+(Z-1)-In\.z 
~ 

Finalmente, pela equação (6_11), obtém-se uma expressão para o potencial químico de um 
componente puro, 

,u(T,V)= ~f(~T -P)cfl'+RT(Z-1)-RT/nZ+ll(t) 
~ 

(6.70) 

(6.71) 

Visto que ,u
1 

= oA , para todo j = 1,2,···,r, então derivando-se a equação (6.66) com 
av) 

relação N
1 

obtém-se uma expressão para o potencial químico de um componente j numa mistura, 

,up.V.N,.···.N,) =H~ -[~J}w -Rr!t{/Rr) +RT+(u;p)+ rs;p)) (6.72) 

A fim de obter-se expressões analíticas para o coeficiente de fugacidade e para a fugacidade de 

um componente j numa mistura diferencia-se a relação J.l j = J1. Ar, V, N1, • • ·, Nr) obtendo-se 

Novamente, supondo-se processos realizados à Te à números de moles constantes tem-se que a 
última equação se reduz a forma 

(6.73) 

Por outro lado, 

(6 74) 

Substituindo-se a equação (6.74) na equação (6 73) obtém-se 

d,u1 =-(;}v (6 75) 

Combinando-se a equação (6.75) com a relação (6.33) chega-se à relação 

d(tnJ;)=- ~r(!}v (6 76) 

Adicionando-se d(lnV) = ~ dV a ambos os lados da equação (6.76) tem-se, 

d(lnfJ+ d(lnV) =Rir[~- (!J Y 
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ou seJa, 

(6 77) 

A equação (6.77) foi obtida considerando-se processos realizados à Te à números de moles 
constantes. Nessas condições tem-se que 

+{~NpJ]=o (6.78) 

Subtaindo-se a equação (6.78) de ambos os lados da equação (6.77) obtém-se que, 

= _I [RT _ (i!'__J ]dV 
RT V i1Y

1 

Integrando-se a última equação chega-se à expressão 

-In 

Fazendo-se p• ---+ O e observando-se que fim 
p•~ 

obtém-se a relação, 

::: lim z• ::: 1 e 
p* -+0 

j=1 

r fim - 1- =X • p• 1 
P ~o 

(6 79) 

Assim, da equação (6.79) e da relação (6.35) segue-se que a expressão para o coeficiente de 
fugacidade pode ser escrito na fonna 

VP 
(6.80) 

Finalmente, da relação (6.35) e da equação (6.80) obtém-se a seguinte expressão integral para a 
fugacidade de um componente j numa mistura, 
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RT1nj
1 

= J -- - I' -RTln --"[RT [ iP)} ( f' J 
~ V iJN1 N1RT 

(6 81) 

6.4 A Equação de Soave-Redlich-Kwong 

Giorgio Soave, [54], modificou a equação de Redlich-Kwong,[46], (veja a descrição desta 

equação na Subseção 24.2) trocando o termo a/I"·' por um termo mais geral a( I), dependente 

da temperatura. Sua equação, conhecida como a equação de Soave-Redlich-Kwong, tem a fonna 
P-explicita 

P= RT _ a(T) 
v-b v(v+b) 

A equação (6.82) escrita em função do fator de compressibilidade 

aspecto da equação (2.21), ou seja, possui a forma 

Z 3 -Z' +(A-B-B2 )Z -AB =O 

No entanto, os parâmetros A e B agora são dados por 

e 

A=~ 
R2T2 

B= bP 
RT 

Z= Pv 
RT 

(682) 

possui o mesmo 

(6.83) 

(6.84) 

(6.85) 

Usando-se o mesmo procedimento do Capítulo 2, considere que no ponto crítico de uma 
substância pura (a qual será denotada por i) a primeira e a segunda derivada da pressão com 
respeito ao volume são nulas. Assim sendo obtém-se 

R'T.' 
a,CI;,)=a,, =0,42747--p"- (686) 

,, 
e 

RT 
b = o 08664-'-' , , p ,, 

Em temperaturas diferentes da temperatura critica, faça: 

a,(T) = a,,a,(T) 

(6 87) 

(688) 

onde a 
1 

( T) é um fator adimensional que torna-se igual a unidade em T = ~i . Portanto pode-se 

escrever 

e 

F, 
A= 0,42747a,(T)---t 

T,i 

F 
B = O 08664--", I ., 
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Uma expressão integral para o coeficiente de fugacidade de um sistema com um único 
componente puro é descrita na equação (6.69), a qual em termos do volume molar toma-se 

(') '(1 p) In p =(Z-1)-inZ+ f~- RT dv (6.91) 
00 

Substituindo-se a equação (6.82) na equação (6.91) tem-se 

/n(f)=Z-1-/nZ+f[v( b )- a~T) )]dv 
P v-b RTv v-b , 

Integrando-se o último termo da última equação e combinando-se o resultado com a relação 

/J_ = B, obtida da equação (6.85), e com a relação a(T) =A, obtida das equações (6.84) e 
v Z bRT B 

(6.85), chega-se à expressão para o cálculo do coeficiente de fugacidade de um componente puro 
a partir da equação de Soave-Redlich-Kwong, 

(6.92) 

O fator de compressibilidade Z usado na equação (6.92) é previamente determinado 
resolvendo-se a equação (6.83). Uma ou três raízes reais podem ser obtidas, no último caso, 
escolhe-se a maior raíz se a fase for vapor, e a menor raíz positiva se a fase for liquida. 

Para um fluido puro em uma dada tempera,tura, e conseqüentemente para um dado valor 
de a(T), existe um valor de P que satisfaz a condição de equilibrio liquido-vapor: 

fi')= fi') (6.93) 

onde t;Ul e .f/v) são respectivamente a fugacidade das fases liquido e vapor. Combinando-se as 
equações (6.92) e (6.93) tem-se que, 

t{f''l) =O= zl.')- zU) -/n(zl.')-B)- A l{zl.') + B) (6 94) 
f(!) z{l)- B B zVl + B 

A equação (6.94) é válida para um fluido puro ao longo da curva de saturação, veja o 
diagrama da Figura 2 3, onde o vapor e o líquido coexistem em equihbrio. Matematicamente, a 
relação (6.94} é uma equação algébrica não-linear que a principio depende das variáveis T,.., Pr e , , 
a

1
• Ao longo da curva de equilíbrio P, depende fortemente de T,.., tal que dado T,. o 

' ' ' 
parâmentro a

1 
é a úrúca variável presente na condição de equilibrio líquido-vapor, equação 

(6.94), a qual pode ser resolvida por um método iterativo como o método de Ne\Vf:on, por 
exemplo. 

Utilizando dados experimentais, Soave calculou vários valores de a para um intervalo de 
temperatura reduzida, que varia de T, = 0,4 até T,. = 1, e concluiu que para um dado 

componente puro i o parârnentro a;·~ apresenta-se como uma função linear de r:· 5
, possuindo 

' 
inclinação negativa. Isso pode ser escrito na forma 

a~· 5 =c- m~· 5 

' r, 
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Visto que a 1 ;;:: 1 para T, "" 1 , então a equação acima toma-se, 
' 

a~-'= I+ m;(J- T,;·') (6.95) 

Após estabelecer a relação linear acima, Soave ca1culou a inclinação m diretamente das equações 
(6.94), (6 95) e da relação, (veja a subseção 243), 

w, = -(logP,;'"' +I} em T,, = 0,7 (6.96) 

sem utilizar dados experimentais, corno segue-se: 

1- Dado roi, o fator acêntrico de um dado componente puro, Pr é calculado a partir da 
' 

equação (6.96) peJa relaÇãO pr. = JO-(I+wj), a qual é Válida para r, = 0,7, 
' ' 

2- Usando~se os valores w, P~ e T,. ""0,7, calcula-se a 1 resolvendo-se a equação 
' ' 

(6.94). 
3- O valor m é calculado pela equação (6.95) utilizando-se T,. "" O, 7 e a 1 calculado na 

' 
etapa 2, corno segue-se, 

Dessa maneira vários valores de m foram obtidos por Soave para uma série de valores de m 
variando no intervalo entre zero e 0,5. Tais valores são mostrados na Tabela 6.1 abaixo. 

"' a(0,7) m 

0,00 1,162881 0,47979 
0,05 1,190635 0,55811 
0,10 1,218377 0,63549 
0,15 1,246101 0,71194 
0,20 1,273802 0,78749 
0,25 1,301478 0,86215 
0,30 1,329124 0,93594 
0,35 1,356737 1,00888 
0,40 1,384314 1,08099 
0,45 1,411854 1,15229 
0,50 1,439354 1,22279 

Tabela 6,1 Valores de a(0,7) edema partir de valores de ru. 

Finalmente esses valores foram correlacionados numericamente a fim de expressar m1 , em termos 
de w; , na seguinte forma quadrática, 

m, = 0,48 + 1,57w1 - 0,176ru? 

Combinando-se a equação (6.95) com a equação (6 97) tem-se então que: 

a?·' = I+ (0,48+ L574ru,- 0,176ruJ)(i- 7;,2 ) 
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Observe que o desnvolvimento da relação acima representa um tremendo avanço da equação de 
Soave com relação a equação de Redlich-Kwong De fato, com esse procedimento Soave 
introduziu na equação de Redlich-Kwong o princípio dos estados correspondentes generalizado, 
veja a Subseção 2.43, o qual estabelece que Z = Z(T,,P,,w). 

O coeficiente de fugacidade de um componente de uma mistura é dado pela 
(6.80), a qual pode ser escrita na forma 

ln~ 1 =;r![~; -(~J]dV-InZ 
A equação de Soave-Redlich-Kwong escrita em tennos de V possui a fonna 

P= NRT _ N
2
a 

V-Nb V(V+Nb) 

Diferenciando-se P nesta equação com relação a N1 obtém-se, 

relação 

(6 99) 

(i'PJ- RT -[ NRT + N
2
a ]ô(Nb)+ I ô N'a 

éN
1 

-V-Nb (JI-Nb)2 V(JI+Nb) éN
1 

V(V+Nb)éN
1 

( ) (
6

!00) 

Para misturas, os valores de h e de a devem ser obtidos utilizando-se correlações conhecidas 
como regras de misturas. Utiliza-se em geral as seguintes regras: 

(6.101) 

e 
' ' 

a= LLX;X/a;a)0-'(I-Kij) (6102) 
i= I J=l 

onde b, é dado pela equaçào (6.87) e a, é obtido combinando-se as equações (6.88), (6 86) e 

(6.98). Os valores Kif, chamados de coeficientes de iteração binária, que aparecem na equação 

(6.102) são fatores de correção, [51]. Esses parãmetros semi-empíricos são obtidos a partir de 
dados esperimentais para o equilibrio liquido-vapor de misturas binárias utilizando-se, por 
exemplo, um método de ajuste de curvas como o método dos mínimos quadrados. 

Empregando-se as equações (6.100)- (6.102) pode-se integrar a equação (6.99) obtendo
se finalmente 

ln~ 1 =; (Z -1)-ln(Z -B)- ~ 

' l 
2LX;a,j b ; ( B) 

r-1 _ _L.jlnl+-
a b 1 Z 

! 
J 

onde A e B são obtidos pelas equações (6 84) e (6.85), respectivamente. 
De forma semelhante pode-se utilizar a forma P-explicita da equação de Soave-Redlich

K wong para obter -se expressões para as demais funções termodinâmicas, integrando-se as 
equações obtidas na Seção 6.3. 
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6.5 A Equação de Peng-Robinson 

A equação de Soave-Redlick-Kwong apresenta bons resultados quando empregada para 
wna fase vapor. Entretanto, fornece valores de densidade para fases líquidas os quais carecem de 
precisão. Por esta razão, Peng e Robinson, [38], modificaram a equação original de Redlich
K wong escrevendo-a na forma mais complexa 

p = RT _ a(T) 
v-b v(v+b)+b(v-b) 

(6.103) 

Utilizando-se o mesmo procedimento de Soave, mostrado na seção anterior, obtém-se que para 
um componente puro, 

R~, 
b, = 0,0778-, 

pc; 
R'T.' a( 'I;.)"' a, = 0,45724--'1 

, 
' ' p ,, 

a1(T) =a( 7;1 )a,( 1', ,w1), 

a?'( T,
1
,w1) =I+ m,( 1- r,:''), 

m, = 0,37464 + 1,54226w1 - 0,26992wf, 

lntp = Z -1-in(Z -B)-~IJ z + 2,4J4B) 
2J2 '\z-2.414B 

O filtor de compressibilidade Zé obtido da equação (6.103) escrita na foram cúbica, 

Z 3 -(J-B)Z2 +(A-2B- 3B2 )Z -(AB-B2 -B3
) =O 

onde A e B são dados pela equações (6.84) e (6.85), respectivamente. Para misturas usa-se a 
mesma regra dada pelas equações (6.101) e (6.102), sendo que neste caso o coeficiente de 
fugacidade de um componente j é calculado pela relação, 

' 
b 2LX1ay b ( ) 

In~ =_L(z-J)-ln(z-B)-~ , , _ _L In Z+2,414B 
1 b 2J2 a b Z-2,414B 

(6.104) 
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CAPÍTULO VII 

Modelagem Matemática do Problema do Equilíbrio de Fases 

7.1 Princípios Básicos 

O presente capítulo trata de uma modelagem matemática para o problema termodinâmico 
do equilíbrio com relação ao fluxo de matéria, associado à sistemas bifásicos do tipo líquido
vapor. Assim, como princípio básico, considera-se apenas processos termodinâmicos realizados à 
temperatura e à pressão constantes. De maneira que para um dado sistema termodinâmico, 
constituído de uma mistura de r componentes químicos, cujas quantidades serão representadas 
pelos parâmetros intensivos Z1•··,Zr, as frações molares globais dos componentes químicos na 
mistura, objetiva-se descrever de fonna quantitativa os efeitos de possíveis processos de 
transferência de massa entre as possíveis fases que constituem o sistema estudado. 

Para isso, primeiro supõe-se que o sistema multif'asico em questão é isolado, ou seja, é 
englobado por paredes (ou fronteiras) que não permitem a transferência de massa nem de energia 
para a sua vizinhança, o único processo termodinâmico permitido é o da transferência de massa 
entre os subsistemas (fases) constituintes. Em seguida, como um outro princípio básico, 
considera-se que um tal sistema fechado é formado no máximo de duas fases, uma líquida e outra 
vapor, podendo em certas condições apresentar apenas uma fase totalmente liquida ou 
simplesmente vapor. Quando o sistema apresenta-se num estado bifásico, considera-se que todos 
os componentes químicos que constituem a mistura líquido-vapor estão presentes em ambas as 
fases. 

Dada a temperatura T e a pressão P do sistema e a fração molar global de cada 
componente químico, o problema do equihbrio de fases que pretende-se estudar pode ser dividido 
em dois subproblemas: O problema do teste de estabilidade e o problema do equilíbrio liquido
vapor propriamente dito. A solução do primeiro consiste em especificar o número de fases 
presentes no estado de equilíbrio. Nos casos onde o sistema exibe uma única fase é desejável que 
a solução do problema do teste de estabilidade indique se o tipo de fase presente é líquido ou 
vapor. A solução do segundo problema consiste em encontrar a quantidade de cada componente 
em cada fase, e a quantidade de cada fase na mistura. Essas quantidades serão representadas por 
dois grupos de variáveis: 

(i) a fração molar de cada componente na fase vapor, representada por 
fração molar da fase vapor na mistura, representada por V 

(ü) a fração molar de cada componente na fase líquida, representada por 
fração molar da fase líquida na mistura representada por L. 
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7.2 O Problema do Equilíbrio Líquido-Vapor 

Esta seção trata da formulação matemática do problema do equilíbrio líquido-vapor 
propriamente dito. A formulação aqui apresentada é nova e, ao contrário da fonnulação de 
Trangenstein [58] e [59], envolve as variáveis intensivas. O modelo obtido é descrito corno um 
problema de otimização de uma função altamente não-linear, a energia livre de Gibbs molar, com 

restrições lineares na forma de uma "caixa em Rr ". A escolha das variáveis intensivas, como será 
visto, fornece uma maneira natural de se expressar a energia livre de Gibbs molar da mistura 
líquido-vapor como função de apenas r variáveis independentes, todas pertencentes a uma mesma 
fase. Assim, na presente formulação o número de variáveis do problema é igual ao número de 
componentes químicos presentes no estado de equilíbrio do sistema líquido-vapor, o que de 
acordo com a regra das fases de Gibbs, veja Seção 5.4, é exatamente o menor número de 
variáveis independentes que podem ser usadas para descrever um equilibrio do tipo bifásico. Os 
demais parâmetros intensivos, incluindo-se os da outra fase, são tratados como variáveis 
dependentes, e são calculados utilizando-se restrições lineares de igualdade. Esta escolha de 
variáveis conduz a um problema totalmente escalado, onde todas as variáveis mantêm-se entre 
zero e um. Este aspecto é importante principalmente em situações próximas aos pontos de bolha 
ou de orvalho. Nessas regiões, a energia livre de Gibbs escrita em termos das suas variáveis 
extensivas, um total de 2r variáveis, referentes aos números de moles dos componentes em ambas 
as fases, possui uma matriz Hessiana que encontra-se em duas escalas diferentes, veja 
Trangenstein [59]. A esca1a maior refere-se à fase dominante e a escala menor refere-se à fase que 
começa a surgir ou está prestes a desaparecer. Este fato pode afetar os métodos de otimização 
que utilizam direções de descida geradas a partir de informações relacionadas com as derivadas 
segundas, tais como o método de Newton Ou tipo-Newton. 

Como antes, neste capítulo N?> e N 1 (v)~ i= 1,···,r, denotam os números de moles do 

' 
componente i nas fases líquido e vapor, res~vamente. Assim, NU>= 'L,N?l é o número total 

i= I 

' 
de moles da fase líquida, e N(v) = LN

1
(v) o número total de moles da fase vapor. Para todo 

i=l 

i = 1; ··,r as variáveis .definidas por 
N(v) 

e X/"J = Ni(v) são as frações molares do 

componente i na fase líquido e vapor, respectivamente. Além disso, tem-se que N
1 

= N,Ol +N/") 

' 
representa o número de moles do componente i na mistura~ e N = N(l) + N(v) = L N

1 
é o 

número totaJ de moles da mistura. Para todo i= l;··,r, 

i= I 

Z
1 

= N 1 representa a fração molar 
N 

global (ou composição global) do componente i na mistura. Daqui em diante, 

Nu' N'"' 
L = -- e V = -- serão, respectivamente, as frações molares das fases líquido e vapor na 

N N 
mistura. 

Pode-se demonstrar facilmente a partir das definições acima que, 

(7 1) 
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' LX,''' =I (7.2) 
I= I 

' Lz, =I (7.3) 
I=) 

L+V=I (7.4) 

O;; L;;! (7. 5) 

Os V :si (7.6) 
e para todo i= 1;··,r. 

z = xu'L+X''o/ 
' ' ' 

(7.7) 

O< XUl < I - ' - (7.8) 

O :s X
1
<v> :s I (7.9) 

OsZ,si (7.10) 

Para fixar idéias considere um caso típico onde o cálculo do equilíbrio líquido-vapor se faz 
necessário. Esse caso é descrito na Figura 7.1 e deve ser encarado como um "caso modelo"para o 
estudo e compreensão do problema equilíbrio líquido-vapor. Qualquer outra situação fisica 
envolvendo esse tipo de equilíbrio pode ser idealizada, sem perda de generalidade, como sendo o 
caso modelo da Figura 7.1. Esta figura apresenta um sistema fechado, o qual é composto de dois 
subsistemas representados pelas fases liquido e vapor. Cada subsistema (fase) é constituido de r 

componentes químicos sendo T.I>, pU> e z'"'l, p<v> a temperâtura e a pressão das fases líquido e 
vapor, respectivamente. Considere que os subsistemas estão separados por uma parede interna a 
qual é restritiva com relação ao número de moles de cada componente. Suponha também que a 
parede interna não é adiabática (ou seja, não restringe o fluxo de calor) e além disso pode-se 
mover livremente. Em vista disso, considere que os subsistemas já atingiram tanto o equilíbrio 
térmico como também o equilíbrio mecânico. Isso significa que: 

e 
p(l) ::: p{v) ::= p. 

r (••) p<•·) v(•·) "' \·(Y) 
• ,AI ' .• r 

Liquido I 'apor 

Figura 7.1 Situação modelo para o estudo do equilíbrio líquido-vapor. 

Dessa forma, quando alguma restrição interna remanescente for relaxada o sistema 
procurará outro estado de equilíbrio alternando possivelmente os valores dos parâmetros 

intensivos x,<l) e x,<v>; i::: 1, ... ,,. Dadas as composições globais ZI;",Zn e lembrando-se que 

a temperatura T e a pressão P de cada subsistema permanecem inalteradas durante o processo 
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considerado, objetiva-se determinar os novos valores dos parâmetros intensivos no novo estado 
de equilíbrio. 

De acordo com o princípio da mínima energia livre de Glbbs, veja a Subseção 4.8 4, para 
que o objetivo proposto acima seja alcançado deve-se minimizar a energia livre de Gibbs do 
sistema composto, a qual, como estabelecido na relação (4.74), tem a forma 

G = cu> + G'"' (7.11) 

onde, G(l) e c<vJ são, respectivamente, as energias livres de Gibbs das fases líquido e vapor. 

Substituindo-se a relação de Euler, equação (4.28), na equação (4.71) pode-se escrever, 

' 
G{/) = L N,(l) J.i~/) (7.12) 

/"'] 

e 
' G(Y) == LN?) ,uJY) (7.13) 

l"'l 

onde para cada i= I,. .. ,r os potenciais químicos J.iV> e J.J}''l, das respectivas fases líquido e 
vapor, são funções não-lineares que de acordo com a relação (5.5) podem, para Te P constantes, 
serem escritas na forma 

,u> = ,(l)(X1" xul ··· X(l)) 
r-1 rt I , 2 • • r (7. 14-a) 

e 
,<•l = u 1"'(X'"' x<•l ··· X 1"') rt r1 I • 2 • > r (7.14-b) 

Essas funções, como descrito nas relações (6.38) e (6.35), podem ser escritas em termos 
da fugacidade de cada componente, em cada fase, como: 

(7.15-a) 

e 
(7.15-b) 

onde fi'' e fi'', i = 1, .. ·,r, podem (como mostrado nas Seções 6.4 e 6.5) ser obtidas a partir 
de uma equação de estado como a de Peng-Robinson, [38], por exemplo. 

Devido as equações (7.12) e (7.13) pode-se reescrever a equação (7.11) como 

' ' 
G = L N,"' ":" +L N,'"' ":"' (7 16) 

I"' I 

Visto que o sistema em questão é fechado, segue-se que o número de moles total da 
mistura líquido-vapor, N, permanece constante durante todos os possíveis processos de 
transferência de massa entre as fases. Assim, os valores dos parâmetros intensivos no novo estado 
de equilíbrio podem ser obtidos minimizando-se a função energia livre de Gibbs molar, dada pela 
equação 

G 
g~

N 

a qual, devido a equação (7.16), pode ser escrita na forma 
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ou simplesmente 

e 

' ' 
g o= LL x,U>,u;'> +L v x,<">p;-·> 

I'• I I= I 

Das equações (7.1) e (7.2) segue-se que 
,_, 

X(l) =- 1-" X(l) ' .c.. , 
I= I 

,_, 
X 1' 1 = 1-"'X1' 1 ' .c.. , 

I'•] 

Substituindo-se as equações (7.18) e (7.19) na equação (7.17) obtém-se, 

r-1 r-1 

g = LL x?>(,u;l)- ,u~l)) + L,u~l) +LV x,<")(,u?)- ,u;")) + V,u~v) 
i= I i= I 

onde, para todo i o= I;··,r, tem-se agora que: 

e 

e 

JlUI = pu1(Xu1 ••• xu1 ) 
' ' l • ' r-1 

Escrevendo-se as equações (7.4) e (7.7) nas formas, 

V= 1-L 

vx<v> o= Z - LXU> · i o= 1 · .. r 
I I I ' ' ' 

(7.17) 

(7 18) 

(7.19) 

(7.20) 

(721) 

(7.22) 

(7.23) 

(7.24) 

e substituindo-se a equação (7.23) no último termo do lado direito da equação (7.20) e a equação 
(7.24) nos (r -1) penúltimos termos do lado direito dessa mesma equação, obtém-se a expressão 

g = ~L X,U1[ (Jlin- lli'l)- (Jl;n- lli'l)l + L(pi'l - lli'l) + ~Z,pi'' + ( 1- ~z,)pi'' (7.25) 

Por outro lado, da equação (7.3) segue-se que 

H 

1-:Lz, =Z, 
1=1 

(7.26) 

substituindo-se a equação (7.26) na expressão (7.25) chega-se a forma desejada para a energia 
livre de Gibbs molar, 

r-1 r 

g = LL X,u1[(11i11 - 11i'1)- (Jlil)- 11i'1)]+ L(p;n- 11i'1)+ LZ,pi'1 (7.27) 
1=1 i=] 

d la - (7 21) Ill ' Ill - '"<X'" xu1 ) . 1 Q . on e, pe equaçao . /J; tem a 10nna f..l, - f..l; 1 ;··, ,_1 , 1 o= ;",r. uanto a 

forma funcional dos potenciais químicos da fase vapor, f..l~v), observa-se, devido a relação 
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X,'"'(!- r) = Z, -L X,"' (7.28) 

a qual é facilmente obtida das equações (7.23) e (7.24), que a expressão (7.22) pode ser escrita 
em função das variáveis da fase líquida, como segue: 

,/"' = "'"'(XU! ·· · xuJ L) r1 r-1 I • • r-1 • (7.29) 

Assim, na equação (7.27) a função g é tal que 

g = g(XU! · · · x<IJ L) I • • r-1 • (7.30) 

Note que o segundo termo da equação (7.15) mostra que num estado de equilíbrio líquido-vapor 
as frações molares x;UJ e xp·>, i = 1,- ··,r, nunca podem se anular. Esse fato é na realidade a 

expressão matemática de uma das hipóteses básicas apresentadas na Seção 7.1. A qual estabelece 
que, se o sistema encontra-se num estado bifásico, então todos os componentes químicos da 
mistura líquido-vapor estão presentes em ambas as fases. Em virtude disso e devido às restrições 
(7.1) e (7.2) segue-se que X/ 1

) e x,<vJ, i= l,···,r nunca podem assumir o valor unitário. Assim, 
as relações (7.8) e (7.9) tomam-se simplesmente 

D<XUJ<l 
' 

(7.31) 

e 

O< X'"' <I ' 
(7.32) 

para todo i= l,···,r. Além disso, é claro que num estado bifásico as relações (7.5) e (7.6) são 
também desigualdades estritas, ou seja, 

O<L<I 
e 

e, conseqüentemente a equação (7.28) pode ser escrita na forma 

expressa x,<v) como função de x,Ul e L. 

(7.33) 

(7.34) 

a qual 

Portanto, a formulação matemática para o problema do equilibrio liquido-vapor, 
desenvolvida neste trabalho, pode agora ser resumida no seguinte problema de otimização não
linear: 

Dados T,Pe Z,; i= J, .. ·,r 

Encontrar x,<IJ ,···,X~~~ ,L a fim de minimizar 
r-I r 

g(X?' , ... ,x;:', ,L) = I L x,"'[<";'' -";"')- (!'~'' - "~'' l] + L(iJ~'' - "~'') + Iz,l';'' 
l=l l=l 

sujeita a 
O< L< I 

e 

onde, 
,pl = ,,U>(x(l) ... x{I)) e f(( v) = fi(Y)(X(/) ... X(/) L) 
r1 r1 1 ' ' r-1 ,-, ,-, I ' ' r-J• 

Quadro 7.1 O problema do equilíbrio líquido-vapor. 
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Este problema de minirnização deve ser resolvido por um método iterativo de maneira que 
a cada passo de iteração as variáveis dependentes V X 0l x<vJ ·- 1 - cal 1 d , r e 1 ,1- ,···,r, sao cua as 
através das seguintes restrições de igualdade: 

e 

V~ 1-L 
,_, 

xu) == 1-" x(l> 
' ~ ' 

I"' I 

(735) 

(7.36) 

(7.37) 

O problema do Quadro 7 .I, o qual será denotado por (EL ), representa o problema do 
equilíbrio liquido-vapor escrito em termos das variáveis intensivas da fase líquida. De uma forma 
semelhante pode-se obter um outro problema de minimiz.ação inteiramente análogo ao problema 
(EL), o qual será denotado por (EV), que representa o problema do equilíbrio líquido-vapor 
escrito em tennos das variáveis intensivas da fase vapor. 

7.3 A equação de Gibbs-Duhem 

Nesta seção será desenvolvida uma equação válida tanto para a fase líquida como para a 
fase vapor e deduzida da relação de Gibbs-Duhem (equação (4.31)). Tal equação é de 
fundamental importância no presente estudo, e será utilizada nas próximas seções. 

Considere um sistema composto bifásico, líquido-vapor, fechado e formado de r 
componentes químicos, cujas fases encontram-se na mesma temperatura e pressão. Se um 
processo de transferência de massa ocorre entre as fases, de modo que a temperatura e a pressão 
de ambas as fases se mantêm inalteradas, então no estado de equilíbrio tem-se que: 

r a (/) 
""x<I)..l':!_~o· j~I,· .. ,r-1 
'-.J I !W(/) ' 
i== I C/A) 

(7.38-a) 

e 
r a (v) 

""X'''..!':!_~ o· J ~ l,· .. ,r-1 
~ 1 ::JV(V) ' 
I== I OA) 

(738-b) 

A equação (7.38) será chamada de equação de Gibbs-Duhem (nas variáveis intensivas). 
Para deduzi-la, note que para processos realizados à T e à P constantes, a relação de Gibbs
Duhem (equação ( 4. 31) ), aplicada à fase líquida, por exemplo, toma-se simplesmente 

' L;N,u'd!lj'' ~o (739) 
1=1 

' 
pois nesse caso dT = dP =O. Dividindo-se a equação (7.39) por N(IJ = LN,(IJ obtém-se que 

i= I 

' 
LX//)dp~l) =o (7.40) 
i= I 

Por outro lado, diferenciando-se p~l) = P?J (X?1; ··,X~~~) tem-se, 
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r-I c9i (f) 
d (I) :::: ~ ~dX(l) 

/1, "-- ~~(f) ) 
)"'"! OA J 

Substituindo-se a equação (7.41) na relação (740) chega-se á equação, 

(741) 

(7.42) 

Como as (r -I) frações molares X} 1
> ••••• x;~ 1 são variáveis independentes, então as (r -1) 

formas diferenciáveis associadas, dX?>, são linearmente independentes_ Portanto, da equação 

(7.42) segue-se que 

r a (/) 
"X111 _]!,_ = O· J = 1,- ··,r- I. 
~ I ::rv(l) ' 
I=! UAJ 

7-4 O Gradiente da Energia Livre de Gibbs Molar 

O resultado seguinte mostra como a equação de Gibbs-Duhem pode ser empregada para 
se calcular facilmente o gradiente da energia livre de Gibbs molar. 

e 

onde, 

Se g = g( X?', .. ·, X)0,. L) é a função do Quadro 7 .I então 

};11 = L(lf1 - '!',); j = J,- .. ,r-1 
1 

111 = ,<1)- ,<v). ;·=I··· r 
TI r-1 f""l > ' ) 

(7.43) 

(744) 

(745) 

Para demonstrar esse resultado primeiro note que, devido a equação (7.45), a função g 
pode ser escrita na forma 

r-I r 

g = IL X,"1('!', -'I',)+ Llf' + IZ,/'' (7.46) 
I"' I 

Em seguida, derivando-se 1f1 i com relação a L tem-se 

tÀ{I, 01;0 q,;·> 
--=-----
él. él. él. 

a qual pode ser escrita como 

i:;;l;··,r (7.47) 

pois .u;l) = .U~l) (X?>,-··, X~~~) não depende de L. Assim, pela regra da cadeia obtém-se que, 
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Por outro lado, da relação 
z _ u;UI z _ u;UI 

x(v) :::: f J :::: J J 
1 V 1- L 

obtém-se facilmente que 
ar< v) 

- 1 ~ = _l_(X''1 - xu1) a V I I 

Substituindo-se a equação (7.49) na equação (7.48) chega-se à relação 

"'" 1 --~a ''' _v"-' = -~"' _Et____(X'''- xu') a v""' ax<•J I I 
j=l 1 

Além disso, para j E {1,2,. ··,r- I}, pela regra da cadeia tem-se, 

( Z - LX'''J iJ. I I 

Ô,U~v) _ ~ O,u~v) ~à)(~~~v) _ Ô,U~v) _àX!_/_) _ Ô,U;v) ~ V 

ax(/1 - "-' &''' ax(/1 - ax''1 ax(/1 - &''' --'--ax-..,.(1""1 -'-
' k=l k I } J } } 

ou seJa, 

êJJ''1 L êJJ''1 
-'~:::---'~· i=J ... re;·==J· .. r-1 
8){(/) v ar<v) ' , ' , ' 

I I 

Por outro lado, para j E {J,z, ... ,r- I} tem-se também, 

"'" ;,,(/) ,,.,,) 
V'jJ 1 V,.., • V}-' 1 

àX(I) = à)((/) - à)((l) 
] J J 

a qual, devido a equação (7.52), toma-se, 

Õlf/ ÔJiUI L 41''1 
-~' =-'~+~-'~· f::;:::], .. ·,rej=l,· .. ,r-1 
âY(I} âf{l) V àf(v) ' 

J J I 

(7.48) 

(7.49) 

(7.50) 

(7.51) 

(7.52) 

(7.53) 

Agora, derivando-se a equação (7.46) com relação à variável L, obtém-se com o emprego 
das equações (7.36) e (7.47), e após alguns cálculos elementares, que 

q; = ±x."1'1',- ±(z, -LX,u1)Õift, 
iL 1=1 1=1 él. 

Substituindo-se a equação (7 24) na última equação tem-se 

q; = ± x,<'J"', -v± x,<"J Õlft, 
a ~~ ~~ ~ 

Substituindo-se a equação (7.50) na equação (7.54) obtém-se que, 

"' , •-1( , a '''J -"" ="'X"'"' +"' "'X''1 
_Et_ (X'''- X''') !L ~ I 'f' I 4.-J ~ I à)(( V) ] } 

1=l ;=I 1=l J 
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Finalmente, substituindo-se a equação de Gibbs-Duhern (relação (7.36-a)) na equação (7.55), 
mostra-se que a derivada de g com relação à L é dada pela expressão 

4r = f.x,"''l', 
!L , .. ] 

Para se calcular ~!),para um dado j E {1,2,-··,r-1}, primeiro escreve-se a equação 
iJXJ 

(7.46) na forma 
r-1 r 

g = LL x,"'<'l', -'I',)+ LX;'' ('I' 1 - 'I',)+ L 'I', + Lz,,u~'' 
i:] 

"J 
t=l 

Derivando-se a equação (7.56) com relação a variável xjl) obtém-se: 

;>. H (]( ) :O.u ' a (I) 
<>; -"'LX"' lf/; -l{f' L( ) L V'f'' "'Z '1', -----v-f - .t...,. 1 {!) + 'I' j - 'I' r + -(-/) + .t...,. i-(-/) 

õXJ '=' ar] oxj i=l õXJ 

Da equação (7.53) segue-se que, para todo j = 1,-··,r -I. 

e também 

0('1',- '1',) _ O,u)lJ O,u~'' L o,u)'' L O,u~'' 
-"'-ilX'-;";é'-'-'- - -iJX-,-,, - -iJX-,-,, + v -iJX-,-,, - v -iJX-,,-, 

J } } f ) 

Além disso, segue-se da etjuação (7.52) que 

r Ô,U(v) L r Ô,U(v) 

Lz, ".;,,, =-vLz, ilX·,,, 
I= I L/A j 1=! j 

(7.56) 

(7.57) 

Substituindo-se as três últimas equações na expressão (7.57) obtém-se, após alguns cálculos, que 
para todo j = J,. .. ,r-1, 

"' [ ' a ''' ' a ''' J <-í5 - (/) 'PT (v) 'fi, 

iJX
(I)- L (I{/} -l{f,)+ LX; iJX(l)- LX, ilX''' 
J 1=1 J l=l J 

Finalmente, em vista das equações de Gibbs-Duhem (relações (7.38-a) e(7.38-b)) a equação 
acima toma-se simplesmente 

o que conclui a demonstração do resultado enunciado nesta seção. 
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7.5 A Hessiana da Energia Livre de Gibbs Molar 

Como G é uma função duas vezes continuamente diferenciável, então a Hessiana da 

energia livre de Gibbs molar, g = G , é uma matriz simétrica Além disso, para todo 
N 

i,J = 1, ... ,, -1 tem-se que 

(7.58) 

"' "' L,_,(" ''l " '''J o g - o g - - +- !:!f:!J._- !:!!!:.!:..__ x<l) - x<v) 
iJX'I)õL- óLiJXu'- (V', V',) v L iJX''' iJX''' ( J 1 ) 

I I }'=1 ] J 

(7.59) 

e 

õ'g ~ _.!_ ~~ x"'(x"'- x''') ô,u~'' 
"'L V.<:....<:... , 1 1 8X''' 0 P•l ;=I J 

(7.60) 

Para demonstrar a equação (7.58) considere a derivada da equação (7.43) com relação a 

x(l).i=l···r-1 
I > > > 

a qual pode ser escrita na forma 

õ'g ~Lô(v,-V',) 

8X"'8X"' ox<'' 
' 1 1 

(7.61) 

. pois ~I) ~ O, j ~ 1,- ··r -I. Substituindo-se a equação (7.53) na equação (7.61) obtém-se, 
8X1 

o que demontra a equação (7.58). Para demonstrar a relação (7.59) primeiro deriva-se a equação 
(7.43) com relação à variável L obtendo-se, 

ô'g - ( - )+L(ÔI/f,- Ôl/f,) 
õLiJX''' - "'' "'' õL a ' 

(7.62) 

Em seguida, substituindo-se a equação (7.50) na equação (7.62) chega-se à relação pretendida, 
ou seJa, 

Finalmente, para demonstrar a relação (7.60) deriva-se a equação (7.44) com relação à variável L 
obtendo-se 

(7 63) 
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e substituindo-se a equação (7.50) na relação (7.63) chega-se à expressão 

if 1 r r-J a (v) 

__:_,~.' = -"'" x"'(x"'- x'"')-'!!J._ 3 2 V ,t,.,.L. ' ' J ,::)v(•·J 
UL 1,1 J=l VA. J 

o que demonstra a equação (7.60). 
Para finalizar o cálculo da matriz g, necessita-se ainda calcular cada derivada parcial 

a.u:/) ô.u~v) . 
ar.U> e ar(vJ ~ 1 = 1, .. ,r e j = 1, . . ,r -1 Isto pode ser feito utilizando-se uma equação de 

' ' 
estado. No Apêndice A obtém-se expressões para essas derivadas, usando-se para isso as 
equações de Peng-Robinson e de Soave-Redich-Kwong. 

7.6 O Teste da Estabilidade 

Na presente seção objetiva-se estudar aspectos relacionados com a estabilidade 
tennodinâmica de sistemas constituídos de vários componentes químicos. Para isso, considera-se 
que tais sistemas no máximo encontram-se num estado bifasico, líquido-vapor. Supõe-se também 
que os processos realizados sobre esses sistemas são feitos mantendo-se a temperatura e a 
pressão constante. 

Considere uma mistura que se encontra à temperatura T, pressão P e possui r 
componentes químicos representados pelos seus números de moles N1,···,N,. Afim de se estudar 

a estabilidade dessa mistura com relação ao número de fases presentes no estado de equibbrio, 
suponha que tal mistura encontra-se numa fase simples, vapor por exemplo. Neste caso, pode-se 
escrever a energia livre de Gibbs do sistema como 

' 
G "' G<"'(N'"' · ·· N''l) = "N''1 ,/•l O 1 • • r .f....J 1 r1 

i=l 

onde N,(v} = N
1

; i = 1, ···,r. O potencial químico de cada componente na fase simples vapor é 

uma função homogênea de grau zero e portanto pode ser escrito na forma, 

,/•> = "'"'(N''' ... N'"') = "'"'(z ... Z) 1'""'1 r1 l • • r r1 1• • r 

N(v} 

onde Z, = r 
1 é a composição global do componente i (i= l,···,r) na mistura. Seguindo-se 

LN?') 
I=} 

o procedimento de Michelsen [30), suponha que na presença de uma pequena perturbação a 
mistura dividiu-se em duas fases, liquido e vapor, com números de moles 

N/v> -e~l) e e~l); i= 1.-··,r, respectivamente, onde o número de moles de cada componente i 

na nova fase líquido, e; i), é uma quantidade infinitesimal, cujos valores caracterizam a ordem de 

grandeza da pequena perturbação. Para fixar idéias, imagine que no novo estado de equilíbrio a 
mistura encontra-se no interior de um cilindro isolado onde as fases estão separadas uma da outra 
por uma parede impermeável ao fluxo de matéria, veja a Figura 7.2 abaixo. 
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Figura 7.2 O sistema após uma pequena perturbação. 

N(v) ~ 6(/) (/) 

Se x.<vJ ::::: i ' e x<1
J ::::: 

8
i representam as fraçoe-s molares do componente i 

1 r 1 r 

L(N,"'- e;lJ) L";lJ 
/<=] joo] 

(i::::: 1,-··,r) nas fases vapor e liquido, respectivamente, então a energia livre de Gibbs do sistema 
no novo estado de equilíbrio, representado na Figura 7.2, é: 

(7.63-a) 

com 

' G'''(N'''- s''' ··· N1''- s''') = ~(N'''- e<IJ).,'''(X''' ... X''') I ]>>r r L..J1 1r-1 !>>r (7.63-b) 
i= I 

e 

' auJ(cuJ · · · e<1J) = ~ cuJ ,<IJ(xuJ ... xu;) 
l > > r ,t.... 1 r-1 I > > r (7.63c) 

i= I 

onde considera-se que cada componente está presente em ambas 
O < x,<vJ < 1 e O< X,(IJ < 1 para todo i = 1,- .. ,r. 

as fases, isto é, 

Suponha agora que o sistema original é estável com relação à pequena perturbação. Neste 
caso, ao ser removida a restrição imposta pela parede interna da Figura 7.2, o sistema voltará para 
o seu estado inicial. E neste estado terá energia livre de Gibbs igual a 

' G = G = G1''(N1'' ··· N1'') = ~ N1''"'''(Z ··· Z) 11 O 1 ' ' r ~ 1 r-1 I' • r (7.64) 
I=] 

Seja 

a diferença entre a energia livre de Gibbs do sistema nos últimos estados de equilíbrio. De acordo 
com o princípio da núnima energia livre de Gibbs, o fato do sistema retornar ao estado simples 
(vapor) significa que neste estado de equihbrio o sistema possui energia livre de Gibbs menor (ou 
igual) que no estado bifásico. Neste caso, a condição de estabilidade termodinâmica é descrita 
matematicamente pela relação: 

onde, 

Uma expressão em série de Taylor, desprezando os termos de ordem maior ou igual a dois, 
mostra que 
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G1''(N1'''-c11l .,, N°1-/11)=G1"1(N1''l .,. N 1 '')-~/ 1 'n'' 1 (Z .,. Z) I I • • r r I • • r L.J 1 r r 1' ' r 
,,.] 

(7.67) 

a:;< v) 

onde na equação (7.67) usou-se o fato que !1~" 1 = [;NI"' , equação (4 80), para todo i= !;., ,r. 

' 
Substituindo-se a equação (7 67) na relação (7.66) obtém-se 

' 
11G=Gu1(l 11 .,. e'L')- ....,,ul,/"1(Z .,. Z) 

I • • r L.J 1 r, 1 • • r 
1=1 

Substituindo-se a equação (7.63-c) na equação (7.68) tem-se que 

' 
AG = "",u,[,u'(xu' .,. xu')- ,/"'(z .,. z l] ,i.- 1 r-, I • • r r r I> • r 

I= I 

' 

(7.68) 

(7.69) 

Se eU> = LeJ'l representa o número de moles da fase líquido então cJ1l = c(IJ ~U>; i = 1,· ··,r. 
i=l 

Conseqüentemente a equação (7.69) pode ser escrita na forma 

' 
AG = ,u,...., x11'[,u'(xu' .,. x(l))- ,/"'(z .,. z l] .i...J 1 r-1 l • • r rr I• • r 

i=l 

(7.70) 

Como e(IJ >O, então segue-se da equação (7.70) que o critério de estabilidade ~G;,:; o ocorre se, 
e somente se, 

d = ~ .r1'[,u'(x(/) .,. x(l))- ,/"'<z .,. z l.] >o i'..J 1 ,_., I • • r r-1 I> > r -
i= I 

(771) 

Mais precisamente, se d = d(x?> ;··,X~I)) ~O para todo (x?> ,. .. ,x~:>) na região factível, 

O< X/'l < 1; i = 1,-· ·,r 

e 
' 

Ix,U' = 1 
i=] 

então a mistura com composições globais Z1,.··,Z, é estável e deve permanecer num estado 

homogêneo, caso contrário a mistura é considerada instável e deve se dividir em duas fases, 
liquido e vapor. 

Seja N o número de moles total do sistema original e G a sua energia livre de Gibbs. 
' 

Geometricamente, d(X?' ,. .. ,x;'>) ~O, para todo O< x;cl) < 1 e LX?!= 1, significa que a 
I~ I 

superfície da energia livre de Gibbs molar, g = Q, está sempre acima do seu plano tangente que 
N 

passa pelo ponto (Z,g(Z)), onde Zé o vetor de coordenadas Z1 ,. .. ,Z, veja a Figura 7.3-a. Se a 

mistura é instável, então parte da superfície de g está sob o plano tangente, veja a Figura 7.3-b. 
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g 

d 

0~~----~--------~ 
z 

(a) (b) 

Figura 7.3 Exemplo de duas misturas em diferentes condições de estabilidade. 

Devido aos aspectos geométricos apresentados acima, a relação de estabilidade (7.71) é 
conhecida como o critério do plano tangente. O leitor interessado pode consultar o trabalho de 
Baker. Pierce e Luks [2] para uma generalização desse resultado para misturas que podem 
apresentar três ou mais fases. 

Michelsen. [30], e Trangenstein, [58] e [59], utilizam a relação (7.71) para desenvolverem 
testes de estabilidade. No presente trabalho esta relação será modificada. Substituindo-se a 

' 
equaça-o X(l) ~ 1- ~ xU1 na função d ~ .J xu1 · · · xu') tem-se 

r .i.,.. 1 "\ 1 ' ' r > 
Í"'l 

r-1 · 

d( x?' ,--· ,x~~~) ~ Ix?'[ (.u~'' - .u~IJ)- (.u~'' - .u~'')]- (.u~'' - .u~'') 
i=l 

(7.72) 

A partir dessa função pode-se estab~Jecer o seguinte problema de otimização para o teste 
de estabilidade. 

DadoP, Te Z1; i -1,--·,r 

Encontrar xU> · i = 1 · · · r - 1 a fim de 
I ' ' ' ,., 

minimizar d(x,u',.-- ,x;IJ,) ~ I x,<IJ[ <.u~'' - .u~'')- <.u~'' - .u~l))]- <.u~'' - .u~'') 
I= I 

sujeita a 
O<X(I)<l i=l··· r-1 

I ' > ' 

onde, 

.u<l> = .u<''(x(/) ... xu>) 
I I 1 ' > r-1 

e 

.u1' 1 ~ .u1' 1(Z ... z ) 
I I } > > r 

Quadro 7.2 O problema do teste de estabilidade escrito em função das variáveis da fase liquido 

Este problema de minimização deve ser resolvido por um método iterativo de maneira que 

a cada passo de iteração a variável dependente X~ 1 > é calculada através da relação de restrição 
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' x;n = 1- LX,0 '. o problema do Quadro 7.2, o qual será denotado por (SL), representa o 
,,] 

problema do equilíbrio líquido-vapor escrito em termos das variáveis intensivas da fase líquida. 
De forma semelhante pode-se obter um outro problema de minimização inteiramente análogo ao 
problema (SL), o qual será denotado por (SV), que representa o teste de estabilidade escrito em 
termos das variáveis da fase vapor. 

Assim, se no minimizador (global) do problema do teste de estabilidade a função d satisfaz 
a relação d 2: O então, a mistura é estável e apresenta uma útúca fase. Caso contrário, a mistura é 
considerada instável, e neste caso o sistema encontra-se no estado bifásico líquido-vapor. 

O teste de estabillidade desenvolvido na presente seção encontra-se numa fonna 
apropriada para o emprego das equações de Gibbs-Duhem. De fato, derivando-se a função 

d = d( Xi'',. ·· ,X)~ 1 ). definida pela equação (7. 72), com relação a X1 obtém-se facilmente que 

paratodoj=l,-··,r-1, 

at r au> 
-~ = (,.Ul _ "'"') _ ( ,.Ul _ "'"') + ~ ;;:<n _l!j_ 
àf(f) ,-) ,-} t-r rr tf.... I ar(!) 

J 1=1 } 

(7.73) 

Substituindo-se a equação de Gibbs-Duhen (equação (7.38-a)) na equação (7.73) tem-se que os 
componentes do vetor gradiente da função d podem ser obtidos, para todo j = 1, ···,r- I, pela 

relação: 

~ll = [11J''( X;",-·· ,X)~,)- p~"'(z,,.. · ,Z, )j- [ 11 ~''( X/'',..· ,X)~ 1 )- p~"'(Z 1 ,- ·· ,Z, )j 
8Xj 

Como conseqüência, a matriz Hessiana da função d é obtida da relação 

if'd = if'd = Õ)Jj'' _ op~l). i . = J ••. r-I 
8X 8X 8X 8X 8X(l) 8X(l) , ,] , , . 

} I I } I I 
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CAPÍTULO VIII 

O Método Numérico 

8.1 Aspectos Gerais 

No presente capítulo será apresentado o método numérico empregado na resolução dos 
problemas de minimização desenvolvidos no Capítulo VII. Tais problemas possuem uma estrutura 
comum, a saber, 

Minimizar F(x) 

com x e C 

Quadro 8.1 

onde, o conjunto C é uma caixa aberta em R" definida como 

C={xER"; O<x,<l, \li=l,···.n) 

e F é uma função não-linear suficientemente diferenciável em C. 
A estrutura deste problema de minimização com restrições lineares na forma de 

desigualdades pennite transformá-lo em um problema de minimização sem restrições. Isto é 
possível empregando-se a seguinte mudança de variáveis: 

Ç, =In(:, -I} i=l;··,n 

ou equivalentemente 

x, = Cxp(;,) + J i= l, .. ·,n 

Assim, garante-se que para todo i = l, · · ·, n ocorre 

e o problema do Quadro 8. I toma a forma mais simples 

Minimizar F(Ç) 

Quadro 8.2 
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Com esta mudança o vetor gradiente VF(4) e a matriz Hessiana V' F( I;) da função F na 

nova variável .; ~ (1;1 , .. ·,1;,) são obtidos de VF(x) e V' F(x) pelas relações, 

":;Ç) ~ (x,' -x,)~x), (para todo i~ J, .. ·,ll) ,, ' 
(8 4) 

o' F(/;)~ ( 1 _ ·{( 1 _ /F(x) (2 -I)<F(x)] 
2 x,x1 x,x, 2 +x, , 

81;, éix, éix, 
(para todo i~ ], .. ·,11) (8.5) 

e para i;<j, 

o' F( I;)~ (x' -x )(x' -x)o'F(x) 
ofof ' ' 1 1 &éix • 

':; j ':11 J I 

i,):::; l;··,n (8.6) 

Feito isto, basta empregar-se um método eficiente para resolver o problema de 
minimização sem restrições apresentado no Quadro 8.2. O algoritmo usado aqui efetua, a cada 
passo de iteração, uma busca linear na direção de Newton. Esta direção pode não ser uma 
.. direção de descida" em um dado ponto se a matriz Hessiana de F, em tal ponto, não for positiva 
definida. Neste caso emprega-se a direção de Newton modificada de Gill e Murray [17]. Tal 

algoritmo só para quando encontra um ponto ( t: Rn onde as condições de otimalidade 

VF(f) ~ O e V' F( f);, O são satisfeitas. Para isto, lança-se mão de uma direção de curvatura 

negativa sempre que V F( I;)~ O e V' F(/;) não for semidefinida positiva. Com a estratédgia da 

busca linear procura-se uma convergência global, ou seja, independente do dado inicial. E com o 
emprego da matriz Hessiana verdadeira da função F pretende-se que esta convergência seja 
quadrática. 

Os resultados teóricos relacionados com os métodos numéricos usados no presente estudo 
podem ser encontrados nas referências [17], [18] e [32]. No entanto, os aspectos matemáticos 
mais importantes destes métodos são apresentados de uma maneira resumida nas seções 
seguintes. 

8.2 Aspectos Locais do Método de Newton 

Nesta seção será apresentado o método de Newton, procurando-se caracterizar suas 
propriedades a partir de um ponto de vista local. Esta abordagem é importante pois fornece as 
informações relacionadas com as últimas etapas do processo iterativo pretendido. 

Considere que a função F(Ç) é duas vezes continuamente diferenciável em R 11
• O método 

de Newton para problemas de mininúzação sem restrições, como o do Quadro 8.2, pode ser 
deduzido considerando que se possui um ponto Ç k o qual é uma boa aproximação para um 

minimizador local de F, de tal forma que numa vizinhança de 1;, a aproximação 

F(l;, + w) ~ F(l;,) + m, (w) (8.7) 

é apropriada, onde 

(8.8) 

é o modelo quadrático local de F ao redor de Çk. Em vista disto, urna outra aproximação Çk+J, 

possivelmente melhor do que Ç k , pode ser obtida fazendo-se 
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(8.9) 

onde Sk é um minimizador de fonna quadrática mk, dada pela equação (8.8)_ Se Sk possui esta 
propriedade então necessariamente tem-se que 

Vm, (S,) ~ VF(Ç,) + V2F(Ç, )S, ~ O (8.10) 

Se V2F(Ç,) é não singular, então da equação acima segue-se que a direção de Newton 

sk é determinada por 

( ' )-1 s,~-V F(Ç,) VF(Ç,) (8.11) 

Portanto, dado 40 suficientemente próximo de um minimizador ( de F, o método de 

Newton gera uma seqüência {Ç,} a qual procura aproximar-se de f através da seguinte 

iteração, 

(para todo k 2: O) (8.12) 

Dentre os aspectos mais importantes do comportamento local do método de Newton 
encontra~se o seguinte resultado: 

Se a aplicação VF é contümamente diferenciável num abeno D c Rn, e se VF(() =O 

para algum f ED tal que V'F(Ç') é não singular, então existe um aberto B de R' tal que, 

para todo Ç0 E B a seqüência do método de Newton gerada pela equaçiío (8.12) está bem 

definida, mantém-se em B, e converge para ( . 

Apesar da impoprtância do resultado acima, ele não informa de que maneira a ~eqüência 
{Ç,} aproxima-se de f, se de forma lenta ou rápida. Na prática, um algoritmo razoável deve 

gerar uma seqüência de iterações {~k} que possua no núnimo convergência linear, no sentido que 

(8.13) 

para alguma constante a E (0,1). 
Se a é um número pequeno então (8.13) informa que o método é adequado. Mas se a é 

muito próximo da unidade então urna boa velocidade de convergência não pode ser esperada. 
No método de Newton é possível estabelecer uma relação muito mais forte do que (8.13). 

Considere o seguinte conceito: uma seqüência {Çk} converge quadraticamente para ( se 

para algum p > O. 
Da equação (814) segue-se que 

(erro relativo )k+1 s: constante x [(erro relati\·o)k ]2 

De fato, basta dividir (8.14) por llfll (supondo- se que ç• ;o O) para se obter 
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A equação (8.15) acima, informa que numa convergência quadrática o número de dígitos 
significativos dobra a cada iteração. 

Urna seqüência {Çk} converge superlinearrnente para f se 

(816) 

para alguma seqüência {ft k } que converge para zero. A convergência superlinear deve ser 

entendida corno um meio termo entre a convergência linear e a convergência quadrática. 
O resultado abaixo estabelece que o método de Newton no mmrmo converge 

superlinearmente, ocorrendo convergência quadrática se a derivada da aplicação VF for 
localmente Lipschitziana: 

Se a aplicação V F satisfaz as hipóteses do resultado anterior, então a seqüência { Ç k} 

produzida pelo método de Newton cofTVerge superlinearmente para (. Além disso, se para 

algum r >o e para todo ,;, E B 

llv'F(Ç,)-V'F(f~lsrll.:, -fll 
então a seqüência converge quadraticamente para f . 

8.3 A Estratégia da Busca Linear 

Estabeleceu-se na seção anterior que o método de Newton é localmente convergente no 

sentido que existe uma vizinhança B( Ç) de Ç tal que dado Ç 0 E B( Ç) , então 

Ç, EB(Ç') para todo k;, O e lim Ç, ~ Ç. ,_,. 
No entanto, esta vizinhança pode possuir um raio de atração muito pequeno, e para 

muitos problemas práticos, onde não se tem Ç0 suficientemente próximo de (, essa exigência 

local pode se tomar um sério impasse. Por essa razão existem técnicas as quais modificam o 
método de Newton, procurando fornecer à seqüência {Çd uma possível convergência global 

Esta seção trata da estratégia da busca linear, a abordagem usada no presente trabalho para a 
pretendida convergência global. 

Uma direção d E R~'~ é uma direção de descida para a função F num ponto Ç E R~'~ se 

existe ..t > O com 

F(Ç+ M) < F(Ç), para todo À E (0,11) (8 17) 

Pode-se mostrar que, se d E Rn é tal que 

VF(Ç)' d <O (8.18) 

então d E R~'~ satisfaz (8.17), para algum A > O, e portanto é uma direção de descida para F no 

ponto f 
Se a matriz simétrica V 2F(Ç) é positiva definida, então a direção de Newton 
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S = -(V2F(Ç)r'VF(Ç) (8.19) 

é claramente uma direção de descida para F em Ç. De fato, neste caso (V 2F(ÇJr' é também 

positiva definida e conseqüentemente 

VF(Ç)7 S = -[VF(Çl (V2F(Ç)r'VF(Ç)] <O (820) 

Uma primeira sugestão de um algoritmo para resolver o problema do Quadro 8.2 usando a 
direção de Newton é o seguinte, 

Algoritmo I: 

Dado Ç0 ERn e supondo-se que para todo Çk a matriz Hessiana V2F(Çd é simétrica 

poslliva definida 

Passo 1. Resolva 
V2F(Ç,)S, = -VF(Ç,) (8.21) 

para obter sk . 

Passo 2. Faça d, = S, e determine.<, >O tal que 

(822) 

Passo 3. Calcule 
;; .. , = ç, + J.,d,. 

O Passo 2 é conhecido como "busca linear". O cáculo de À.k na busca linear, em geral, 
não deve ser determinado simplesmente exigindo-se um decréscimo qualquer da função F na 
direção dk, visto que isso pode acarretar em pequenos decréscimos da função. Para evitar-se 

passos com pouco decréscimo costuma-se exigir muito mais do que simplesmente a condição 
(8.22). Pede-se que F satisfaça, para todo k;, O, 

(8.23) 

e 

(824) 

onde a E (0,1/2) e '7 E (a,!). 

A relação (8_23), conhecida como a condição de Armijo, exige que o decréscimo da 
função F na direção dk seja em certo sentido proporcional ao tamanho do passo. Impedindo, 

desta forma, passos grandes com pouco decréscimo. No entanto, a condição de Armijo permite 
escolhas arbitrariamente pequenas para o passo A k , logo ela sozinha não é suficiente para 

garantir a convergência. Assim, o emprego da condição (8.24) é importante visto que esta relação 
evita que À.k se aproxime muito rapidamente de zero. O resultado abaixo acrescenta mais uma 

das propriedades teóricas que procura-se para o algoritmo pretendido, ou seja, a convergência 
global. 

Seja F duas vezes continuamente diferenciável sobre um conjunto aberto D c Rn, e 

comidere que o ponto de partida 4o é tal que o conjunto de nível n ~ {Ç E R'; F( Ç);; F( 4o)J 
está contido em De é compacto. Se a seqüência {Çk} definida por Çk+J::: Çk +Akdk com a 

direção de busca dk escolhida como sendo a direção de Newton Sk, definida pela equação 
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(8.21), com V2F(ÇI:) sendo simétrica positiva definida, e Âk satisfazendo as condições (8.23) e 

(8.24) para todo k ê O, então fim VF(~,) ~O. 
k-H oo 

8.4 A Direção de Newton Modificada de Gill e Murray 

No Algoritmo 8 I, da Seção 8.3, considera-se que a matriz simétrica V2 
F(~,) é positiva 

definida, e conseqüentemente Sk obtido resolvendo-se o sistema (8.21) é uma direção de descida 

para F em ç, . Neste caso, a matriz Hessiana V2 F(Ç,) ~ (h;;) admite uma fatoração do tipo 

(8.25) 

onde, L1c = <4/c)) é uma matriz triangular inferior com diagonaJ unitária, e Dk = 
~ diag(d1('J ... • .d:''l é uma matriz diagonal tal que d,l'l > O para todo i ~ J, .. · ,11. Portanto, 

nesta situação, o sistema linear (8.21) toma-se 

(L,p,J!;JS, ~ -VF(Ç,) 

A fatoração (8.25) é feita em 11 etapas, onde n é a dimensão da matriz Hessiana V' F(Ç,). 

Naj-ésima etapa determina-se aj-ésima coluna de 4 juntamente com o elemento djkl deD~co 
com~ segue-se: (o índice k é omitido para simplificar a notação) 

j---1 

dj = hif - LJJ,d, (8.26) 
r:=! 

i=j+l,- .. ,n. (8.27) 

Introduzindo-se o parâmetro auxiliar 

(8.28) 

as equações (8.26) e (8.27) tomam-se respectivamente, 

j·] 

d1 = hjj - L lj,c1, (8.29) 
r= I 

(8.30) 

A equação (8.30) reescrita na forma 

J·I 

Cu=~- Í:)1,c1,; i= j+ }, .. ·,n, (8 31) 

estabelece que para todo i= j + l,···,n 
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Da equação (8.30) observa-se que, se d1 for muito pequeno então 1, será muito grande. 

No entanto, é possível mostrar-se que esses termos se mantêm limitados. 
escreva a equação (8.25) na forma 

V 2 F(' ) - (L Dlf' )(D1!' ,r) ':oJ: - k k k "-'11: 

onde a matriz diagona1 Dt·2 é definida por 

D{' = diag(.j{i;;··,Jd:,). 

Fazendo-se 

a equação (8.32) toma-se 

V2F(q,) = G,G[ 

De fato, primeiro 

(8.32) 

(8.33) 

(8.34) 

Observe que a fatoração acima é possível visto que d1 > O, para todo i= 1, · · · ,n. 

Ambas as fatorações, (8.25) e (8.34), são chamadas aqui de fatoração de Cholesky. A 

matriz G1 = (gj11), definida pela equação (8 33), é uma matriz trangular inferior dada por 

g . = g. i= 1 ... n 
H v ui> > ' 

e 

Da fatoração (8.34) segue-se que para todo i= 1, .. ·,n 

daí obtém-se que 

e 

' h gii s li' 

(8.35) 

(8 36) 

Como V2F(q,) = (h9) é positiva definida, então 1;, >O, para todo i= 1,- .. ,n e portanto, 

•" od . . 1 g9 :Su;;; parat o l,J= ,-··n. (8.37) 

A relação (8.37) estabelece que nenhum elemento da linha 1 (i= 1,. .. ,n) da matriz G, 

pode exceder ~:/l. Como conseqüênci~ tem-se que os elementos da matriz 4. se mantêm 

limitados superiormente. Este fato garante a estabilidade da fatoração de Cholesky, equações 
(8.25) e (8 34) 

Se '\r'2F(4k) não é definida positiva, então a direção de Newton St.: pode não ser uma 

direção de descida de F em Ç k+ 1 . Além disso, não se pode garantir que a decomposição de 
Cholesky (equação (8.25)) exista. Mesmo que isso ocorra, não se pode afirmar que ela seja 

numericamente estável. De fato, se V2F(Çk) for, por exemplo, indefinida, a relação (8.37) está 

longe de ser verdadeira visto que no mínimo existirá um elemento d, menor do que zero. 
Com o objetivo de superar estas dificuldades, emprega-se a fatoração de Cholesky 

modificada de Gill e Murray, [17]. Basicamente, esta modificação procura limitar o tamanho dos 

elementos da matrz Gk = 4D~ 12 sempre que Gk não é definida positiva. Fica claro, observando
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se a equação (8.30), que se algum elemento /,1 for muito grande, então ele pode ser reduzido 

aumentando-se o elemento d
1 

da matriz diagonal Dk . A fatoração de Cholesky modificada tem a 

forma 

(8 38) 

onde Ek é uma matriz diagonal, a qual é zero sempre que 'V1'F(Çk) é suficientemente positiva 

definida, sendo Hk = LkDkfJ a matriz simétrica positiva definida que será usada para aproximar 

V 2F(Ç,) na equação (8.21). 
Seja f3 uma constante cujo valor será indicado depois. Considere a situação na qual os 

elementos ds e 1,
3 

(e conseqüentemente c,3 ) já foram calculados para as primeiras U -1) colunas 
com a condição 

1/ d
11'1 < fJ· s = I ... }· -1· r= I ... n 

rs~-·' ''' 

Com essa hipótese, em seguida calcula-se (J 
1 

definido por 
j-1 

tP1 = hJJ- L)j,cjr 
~I 

(8.39) 

Note que a equação (8.39) é semelhante a equação (8.29) e é a primeira estimativa para o 
elemento di da fatoração de Cholesky modificada. Depois calcula-se uma segunda estimativa 

para di definindo-se 

(8.40) 

O parâmetro O > O é inroduzido com o objetivo de aumentar os elementos da matriz 
diagonal Dk e com isso evitar a dificuldade que geralmente aparece na resolução do sistema linear 

(8.21) quando V 2F(Ç.) é uma matriz positiva definida porém mal condicionada. Gill e Murray 
sugerem a seguinte escolha 

onde eps é o menor número da máquina, veja [ 18] 
A seguir, valendo-se da equação (8.31) calcula-se 

j~l 

CU= hy- LljrS·r; i= j + 1,- .. ,n. 
r=l 

O passo seguinte trata de manter o valor do parâmetro r 1 se, 

1/ r
1·''1 < fJ· i =J·+ 1 ... n y;-· '' 

ou modificar, caso (8.43) não ocorra_ Para isso define-se 8 como sendo 

B ~ max(lt,1r 11; i~ j + l, .. ·,n) 
Se ocorrer 

então 
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e logo 

11 1.''1 < p· . - . I ljr} - , 1- J+ ,. .. ,n (8 46) 

Assim, se (8.45) ocorre, então a condição de limitação (equação (8.43 )) é satisfeita Neste 
caso faz-se d

1 
= r 

1
. Caso contrário, ou seja, se 

(8.47) 

então perde-se a condição de limitação desejada, visto que na presença da relação (8.47) existe 
algum i E U + 1,- · · ,n) tal que 

IVY'I>P 
e portanto neste caso r 

1 
não é um bom candidato para fazer o papel de d

1 
. Na realidade, 

pretende-se que r j tenha no máximo a forma 

(8 48) 

Se 1 E U + 1,- .. ,n) tem a propriedade 

lvJI ~o~ maxlfi,r1 f; i~ j+ J,. .. ,nJ 
então a equação (8.48) pode ser escrita como 

II;1r ;lo~ P'r 1 

isto é, 

(8.49) 

A equação (8.49) informa que, se a relação (8.47) ocorrer, então ()2 
/ P2 é um bom 

candidato para assumir o lugar de d}. De fato, se dj ~ rr I p' então, d)l' ~ (}j p e portanto da 

equação (8.49) e da definição de i segue-se que, 

o que satisfaz a relação de limitação 

lti1d]i21 sp; i= j+l;··,n. 

Assim sendo, o procedimento para a escolha do parâmetro d1 é resumido pela relação 

(8 50) 

Após a escolha de d
1

, os elementos IIJ, i = j + 1,· · · ,n são calculados pela equação 
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(8.51) 

A diferença desse algoritmo para a fatoração de Cholesky clássica está exatamente na 

(possível) alteração dos elementos d1 U = 1,. ,n) sempre que V2F(Ç,) não for suficientemente 

positiva definida. 
Para um dado j, o parâmetro d1 possui um dos três valores 

à, 

d) = ll'lJ 
o'jp', 

Agora, define-se e
1 

como 

ô-if>j, 

eJ = iif>JI-I'll' 
(11'/ [J')-if>J, 

se à;,: mar{!>ll' o'/ [J') 
se ll'l11 z mar{ll' / [J', o) 
se o'/ p' ;,: max{o, \)l1) 

se à;,: mar{ll'l11, o'/ [J') 
se 1911 z mar{o' / fJ', o) 
se o'/ p' ;,: max{o, lif> 11) 

(8.52) 

(8.53) 

Note que da relação (8.53) segue-se que e
1 

;>O, para todo j = 1, . . ,n. Segue-se também 

das relações (8.52) e (8.53) que 

J-1 

dJ = hiJ + e1 - LI1rcfr; para todo j = I, ... ,n 
r=J 

S~a E, a matriz diagonal definida por 

E,= diag(e,, .. ,e") 

Pode-se mostrar que a matriz simétrica positiva definida H k dada por 

H,~ V'F(Ç,)+E, 

admite uma decomposição de Cholesky clássica na forma 

H,= 4J),I!, 

(8 54) 

onde Lk e Dk são os fatores obtidos pela fatoração de Cholesky modificada de Gill e Murray 

aplicada a matrizV2F(,;,) Na demonstração deste fato usa-se as equações (8.29), (8.31) e 

(8.54). Esse resultado é resumido como segue 

Se 4 e D, são os fatores obtidos pela decomposição de Cholesky modificada de Gil/ e 

Murray aplicada à matriz V2F(Çk), e se Ek é a matriz diagonal gerada por essa fatoração, 

definida pela equação (8.53), então 

4D,Li =V'F(Ç,)+E, 

sendo a matriz simétrica Hk definida por Hk = 4Dk4 é suficientemente positiva definida. 
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O resultado acima diz que a decomposição de Cholesky modificada de Gill e Murray gera 

uma matriz H, simétrica positiva definida, a qual difere de V'F(Ç,) por uma matriz diagonal 
Ek não negativa. Além disso, como 

então ocorre Ek =O sempre que V2F(Çk) for suficientemente positiva definida. E neste caso a 
fatoração de Cholesky modificada coincide com a fatoração de Cholesky clássica_ 

O valor do parâmetro fi ne relação (8.43) é indicado por Gill e Murray como sendo 

onde 
fi' ~ max{w, ufv, eps} 

u ~ maxjlh,11, i ot j; i,j ~I, .,n) 
w ~ max(lh,,l; i~ J, ... ,n} 
v ~ max(n, J,;Cl} 

8.5 A Direção de Curvatura Negativa de Gill e Murray 

Apesar da modificação de Gill e Murray ser criada com o objetivo de gerar direções de 
descida e uma seqüência de iterações {.;d que convitja para um minimizador local, no entanto 

sempre resta a possibilidade da Hessiana V2F((') ser uma matriz indefinida e neste caso a 
seqüência convergiu para um ponto de sela. Nesta situação, é desejável ter -se um método 
alternativo para definir a direção de busca seguinte e com isso escapar do ponto de sela. Uma 
direção alternativa pk çom essa propriedade é chamada de direção de curvatura negativa, e deve 
ser tal que 

Tu2 p, v F(Ç,)p, <O. (8.55) 

Observe que, se VF(?,) ~O e p, satisfaz (8.55), então (por série de Taylor) existe Â >O 

tal que 

ou seja, se V F(Çk) = O então toda direção de curvatura negativa é uma direção de descida. 
A decomposição de Cholesky modificada de Gill e Murray pode ser usada para fornecer 

uma direção de curvatura negativa. As informações necessárias para construir esta direção estão 
disponíveis nos fatores 4 e D, da decomposição (8.38) e na matriz diagonal Ek definida pela 
espressão (8.53). 

O seguinte resultado diz como calcular a direção de curvatura negativa de Gill e Murray: 

Suponho que ~k é um ponto tal que IIVF(Ç,~I ~O e V' F(Ç,) é uma matriz indefimda. 

Se Pk é a solução do sistema linear 

onde r é um mímero inteiro tal que 

JT . 
"-icPt = 1r 
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d(k)- e(k) < tf'*>- e(k). V· 1 r r - J J , ] ::::: , ... ,n 

então Pt é uma direção de curvatura negativa. 

No resultado acima, o vetor ir E Rn é o r-ésimo vetor da base canônka do Rn. 

Na prática, uma direção de curvatura negativa deve ser usada sempre que V2F(Çd é 

indefinida e IIVF(Çt~l<&, onde & é uma tolerância pré-fixada. Em vista disso, Pk deve ser 

calculado como se segue: 
Resolva 

faça 

p, = {-Sign(y
7
VF(l;,))y, 

y, 
se IIVF(ql" O 

se IIVF(Ç, ~~=O 

Observe que se IIVF(<;,~I <e mas IIVF(<;,~I o< O, então (por série de Taylor) existe 

À > O suficieotemente pequeno tal que para todo À E (O, À], 

F(l;, + J.p, )- F(Ç.J = -Sign(y7VF(Ç, ))Ày7VF(Ç, )+ À2yTV2F(Ç, )y+ o~i..t.J1i
2
) <O 

ou seja, p, = -Sign(y7VF(l;, ))y é uma direção de descida de F em <;,. 

8.6 O Algorítmo Empregado 

Nesta seção apresenta-se o algoritmo usado para resolver o problema do Quadro 2. Este 
algoritmo é uma versão sofisticada do Algoritmo 5.1, obtido incorporando-se as modificações 
discutidas nas últimas seções. 

Algoritmo 8.2 

Dado /;0 ER", os parâmetros a E (0,1/2) e q E(a,I) e uma tolerância e (um número 

pequeno maior que zero). 

Passo I. Calcule V F( I;,) e V2F(l;,). 

Passo 2. Obtenha a fatoração de Cholesky modificada de Gill e Murray 

4D,J!, = V2F(l;,)+E, 

Passo 3. Se 

e 

(8.56) 

então Ç k é uma aproximação adequada para um minimizado r local F, e o algoritmo é 

finalizado 
Se IIVF(Çk ~lo> & 'então obtenha sk resolvendo o sistema linear 

(4D,J!,)S, = -VF(l;,) 
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e vá para o passo seguinte Se IIVF(Ç, lll,; e e IIE,t o< O determine S, resolvendo 

primeiro o sistema linear 

onde r E {I, .. ,n} é tal que o componente d~k) da matriz diagonal D~: satisfaz a condição 

d('l- e(k) < d('l- e(k). para todo J =I n 
r r ~ ; J • ,. ' 

Depois faça 

S, = {-Sign(yrVF(Ç,))y, 
y, 

se IIVF(Ç, ~~o< O 

se IIVF(Ç, ~~=O 
e vá para o passo seguinte. 

Passo 4. Faça l, = I. 

Passo 5 Calcule 

e 

Se 

e 

faça 

ç,+, = ç, + l,S, 

e vá para o Passo 1. Caso contrário, vá para o passo seguinte. 

Passo 6. Faça 
l, = p,A., 

para um valor apropriado Pk >O e volte para o Passo 5. 

(8.57) 

(8 58) 

O Passo 6 do algoritmo acima é responsável pela escolha de um valor À k que satisfaça as 
condições (8.57) e (8.58). Isto pode ser feito de várias maneiras. Adota-se no presente estudo a 
estratégia recomendada na referência [32]. Primeiro considere as funções, de uma variável, 

<P(J., l = F(ç, + ;.,s, l 
e 

Depois construa o intervalo de "incerteza" I = [À 1 ,íi.s] da seguinte maneira: 

(a) Faça inicialmente Â 1 = O 
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(b) Escolha As suficientemente grande tal que a condição (8.57) não seja satisfeita, ou seja, tome 

Às tal que 'f(Âs) > O. Isto pode ser feito tomando-se Â s = 2P onde pé o menor número inteiro 

que satisfaz \"(2P) >O. 

Em seguida, aproxime a função (/J( Â) no intervalo I por um polinômio cúbico obtido 
interpelando-se valores de tp e ql calculadas nos extremos deste intervalo. 

O novo valor Â k é então obtido como sendo o minimizado r deste polinômio cúbico, o 
qual é dado pela relação 

onde, 

e 

u2 = [ui -I"'(À 1 )q>'(Às )]112
. 

O procedimento para a construção do intervalo de incerteza I = [ l 1 , Às] como descrito 
nos itens (a) e (b) acima, é empregado somente quando, durante a k-ésima iteração do Algoritmo 
8.2, o Passo 6 for usado pela primeira vez. Se, durante uma mesma iteração do Algoritmo 8.2, o 
Passo 6 for usado mais de uma vez, então o intervalo de incerteza tem de ser atualizado 

Isto é feito como segue: 

(i) Se \"(A,);, \lf(A1 ) então faça À1 = À1 e Às= A,. 

(ü) Se \lf(À,)<\If(À1 )e\II'(À,XÀ,-À1 )<0 então faça À1 =-<,e Às =Às. 

(iü)Se \lf(À,)<\If(À1 )e\lf'(À,XA,-A1 )>0 então faça À1 =Â, eÀs =À1 . 

Como demonstrado na referência [32], é possível com o emprego do procedimento 
descrito acima determinar um valor Ak que satisfaça as relações (8.57) e (8.58), repetindo-se um 
número finito de vezes o Passo 6 do Algoritmo 8.2. 

Como uma atitude prática, deve-se requerer que, a cada atualização, o comprimento do 
intervalo I se aproxime de zero. Isto pode ser feito monitorando-se este comprimento, por 
exemplo, se tal comprimento não é reduzido de um fator de 0,5 a cada atualiazação, então uma 
etapa de bisecção pode ser usada para calcular À, como sendo 

Outro procedimento prático usado aqui, para evitar que Àk se aproxime muito 
rapidamente de zero, é fazer Àk = 0,1 sempre que Àk :5 0,1, e aceitar Çk como sendo 
~k+l = 4, + 0,1 S,, independente das condições (8.57) e (8.58) serem satisfeitas. 

Os valores para os parâmetros a e T/ usados neste trabalho são 

e 
TJ = 0,9. 
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No que se segue relata-se a1guns procedimentos práticos usados na implementação 
computaciona1 do método numérico previamente descrito, e utilizado para resolver os problemas 
de otimização desenvolvidos nos capítulo anterior. 

Começa-se pelo critério de parada do Algoritmo 8.2. Neste algoritmo, o critério de parada 

IIVF(Ç,~I,;E pode ser muito (ou pouco) exigente. Dependendo do valor de E, o processo 

iterativo pode gerar Ç k que esteja, por exemplo, próximo da solução ( com urna precisão 

bastante razoável, mas no entanto IIVF(Çk)ll >E. Tal critério de parada é inadequado, 

principalmente porque ele depende fortemente da escala em que os valores F(Çk) e Çk se 

encontram. Em vista dista, emprega-se o critério de parada recomendado na referência [18]. 
Assim, o processo iterativo terminará quando as seguintes condições forem satisfeitas: 

(i) F(Ç,_,)- F(Ç,) <r(I + IF(Ç,)I), 

(ii) ll4k+l- ç,ll <""(I +llç,ll>, 
(iii) IIVF(Ç,)II,; lÍT (I +IF(Ç,)Il, 

além, é claro, da condição que garante que a matriz V'F(Ç,) é positiva definida, ou seja, a 

condição 

(ivl IIE·II. ~o 
O va1or do parâmetro r acima constitui uma tolerância dada previamente. Utilizou-se 

r~ w-' 

A direção de curvatura negativa é usada sempre que VF(Ç,lVF(Ç,) <!O-"' e 

IIE.II. >o 

8. 7 Os Dados Iniciais 

Os dados iniciais usados na solução dos problemas propostos são obtidos duma prévia 
utilização do método de Substituição Sucessiva descrito no Apêndice B. Para isto, emprega-se 
inicialmente a relação de Wilson (equação (B-14)) para gerar as constantes de equilíbrio usadas 
na primeira iteração do método de Substituição Sucessiva. Duas ou três iterações deste método 
são suficientes para construir os dados iniciais do teste de estabilidade. Resolve-se o problema SL 
se L > V e o problema SV em caso contrário, onde V e L são gerados pelo método de 
Substituição Sucessiva. 

Como a mesma equação de estado é usada para ambas as fases, a solução do teste de 
estabilidade pode convergir para Z ~ (Z1, ... ,Z,), chamada de solução triVIal, onde Z, é a 

composição globa1 do componente i (i= l, ... ,r) na mistura. Neste caso a função d, descrita no 

Quadro 7.2, assume um valor nulo indicando que a mistura é estável. No entanto, como Z nem 
sempre é a solução fisicamente correta, essa indicação pode levar a uma conclusão errada sobre a 
estabilidade da mistura. Neste caso, seguindo uma recomendação de Michelsen [30], resolve·se 
em seguida o problema SV se L> V, ou o problema SL em caso contrário. Como pode ser visto 
no último capítulo, sempre que a mistura é instável pelo menos um desses problemas fornece um 
valor d <O. 

Os dados iniciais do problema do equilibrio liquido-vapor são gerados a partir da solução 
do problema do teste de estabilidade. Se durante a resolução do problema EL a variavel V se 
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aproximar muito de zero, inviabilizando a utilização da equação (7.37), interrompe-se o processo 
iterativo e passa-se a resolver o problema EV. 
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CAPÍTULO IX 

Resultados, Conclusões e Perspectivas Futuras 

9.1 Aspectos Gerais 

Para ilustrar a performance do método desenvolvido no presente trabalho, são testados 
cinco exemplos de misturas com espécies químicas (geralmente hidrocarbonetos) tipicamente 
encontrados em reservatórios de petróleo. Essas misturas estão em situações fisicas que 
costumam apresentar grandes dificuldades para os métodos comumente usados na engenharia 
química e do petróleo. Tais situações encontram-se nas proximidades de pontos críticos, de bolha 
e de orvalho. 

Nos exemplos apresentados, trabalha-se com 2, 3, 5, 6 e 17 componentes. Os casos com 2 
e 17 componentes podem ser vistos como dois exemplos extremos, no primeiro emprega-se o 
menor número possível de componentes numa mistura, o último mostra a tendência atual de se 
utilizar. na caracterização do petróleo, um número de componentes químicos cada vez maior. 

No que se segue, o método desenvolvido aqui será denominado GEMINI (Gibbs Energy 
Minimization in Intensivo variables). Deoota-se por NSL e NSV o número de iterações utilizado 
no teste de estabilidade, por NEL e NEY o número de iterações empregado no problema do 
equihbrio liquido-vapor, respectivarneote nas fases liquido e vapor. Algumas vezes, sem 
especificar a fase, escreve-se simplestneote NS e NE. Sempre que possível os resultados obtidos 
são comparados com os resuhados do método de Substituição Sucessiva (SS) (veja um resumo 
desse método no Apêndice B) o qual, pela sua simplicidade, é bastante coobecido e muito 
utilizado nos problemas de engenharia química e do petróleo. Nas seções seguintes, denota~se o 
número de iterações do método SS por Nl 

Em todos os exemplos a equação de estado empregada foi a de Peng-Robinson 

9.2 Exemplo 1 

Nesta seção estuda-se o equihbrio de uma mistura formada por propano (C,H8) e 

dióxido de carbono (C02). Esta mistura apresenta um ponto critico na pressão de 6.400 KPa e 

na temperatura de 323 K, com composição global do CO, igual a Zc02 = 0,63. Na preseote 

análise considerou-se T = 323,15 K, P = 6.400 KPa e fez-se a composição global do C02 se 

aproximar de 0,63, por valores maiores e menores do que este. Nas condições analisadas, a 
mistura apresenta-se em uma fase simples, líquido, quando Zc02 ;:: 0,50 e numa fase simples, 

vapor, quando Z
002 

= 0,70, o que pode ser fàcilmente comprovado observando-se o diagrama 

da Figura 9.1, obtido por Quiíiones-Cisnero et ai [ 41]. 
Para Z

002 
= 0,50, a Tabela 9.1 mostra que o método GEMINI determina corretamente a 

fase simples liquido, V = O Para isso, utilizando apenas 3 iterações, obtém a solução do 
problema do teste de estabilidade nas variáveis da fase líquido (SL). Em seguida, confirma o 
resultado obtido resolvendo, em apenas 6 iterações, o teste de estabilidade nas variáveis da fase 
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vapor (SV). Por outro lado, o método SS utiliza 20 iterações e converge para um resultado 
incorreto, uma fase simples vapor (V= I). Para Z002 = 0,60, o método GEMINI resolve o 

problema SL com 4 iterações e obtém uma solução que inidica, inicialmente, que a fase é simples. 
Em seguida, com 6 iterações, resolve o problema SV e determina que na realidade a mistura é 
instável. Finalmente, com apenas 5 iterações, resolve o problema do equilíbrio líquido-vapor nas 
variáveis da fase líquido (EL) obtendo V= 0,00479. O método SS realiza 43 iterações e encontra 
um valor bastante diferente, V= 0,18713. Para valores de Z002 entre 0,61 e 0,63, os dois 

métodos apresentam soluções semelhantes. No entanto, o SS utiliza em média 43 iterações 
enquanto que o GEMINI realiza em média um total de 15 iterações. Para Zco, = 0,64, a solução 

do método GEMINI indica um ponto de orvalho com L = 0,00523 (V= 0,99477), enquanto que 
o SS converge para a solução trivial, indicando urna fase simples vapor. Finalmente, quando 
Z002 = 0,65 o método SS converge para a fase simples vapor (V= I) utilizando 49 iterações; o 

GEMINI obtém esse mesmo resultado com apenas 4 iterações. 

P(KPa) 
7000 

6000 T = 323,15 K 

5000 

4000 

3000 

2000 

v 
1000 

o 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 !.O 

Fração molar do C02 

Figura 9.1 Diagrama de fases da mistura CO,/C 1 H 8 . 
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2 co2 NSL+NSV+NEL~Touu v NI v 
0,50 3+6~9 o 20 I 
0,60 4+6+5~15 0,00479 43 0,18713 
0,61 4+6+5~15 0,59895 43 0,40182 
0,62 3+0+~12 0,60902 43 0,61650 
0,63 3+0+17~20 0,85920 43 0,83119 

.. 

0,64 5+0+19~24 0,99477 41 I 
0,65 4+0+04 I 49 I 

Tabela 9.1 Comparação dos resultados obtidos para a mistura C02 /C 3H8 

Os resultados da Tabela 9.2 foram obtidos mantendo-se Zco, ~ 0,60 e fàzendo a pressão 

variar entre 5.000 KPa e 6.500 KPa. Para cada valor de P as frações de vapor calculadas pelos 
dois métodos encontram-se muito próximas, e variam desde V= 1, em 5.000 KPa , até V = -o, 
em 6.500 KPa , passando por um ponto de orvalbo em 5.200 KPa . Entretanto o SS utiliza em 
média o dobro de iterações e não converge (NC) nas pressões de 5.600 KPa e 5.700 KPa. 

; GEMINl __ _ _ ss: __ _ 
Pressão (KPa) ___ ___ll_S+NE~Tolli! ________ _ V __ ___ _N!_____ __y 

5.000 2+2=4 I 20 I 
5.100 
5.200 
5.300 
5.400 
5.500 
5.600 
5.700 
5.800 
5.900 
6.000 
6.200 
6.300 
6.400 
6.500 

2+3~5 I 12 I 
-··--···-- -------------- ---------- --- ---- --- -

_. ____ 2+7_~ ·-- ____ 0,~892_5 ______ IQ_.. 0,9~9015_. 

.. 2+_6=8 ___ . 0,96455_ 10 ... ___ _0,9_6801 
__ --~:+:6'=8___ ___ 0,93561 ___ IO _ _ 0,9_3_560 

3+5~8 0,90185 11 0,90163 
4+6~10 0,86535 _ __l<_c_ ______ NC 
3+18~21 0,_82424 NC NC 
3+5~8 0,78153__ 17 0,78233 
5+6~11 0,73328 31 0,73330 
4+5~9 0,67671 40 0,67641 

2+15~17 .. 0,51987 20 0,52055 
3+15~18 0,40266 26 0,39853 
4+7~11 0,18063 43 0,18718 
2+79 o 59 o 

Tabela 9.2 Valores de V para pressões entre 5.000 KPa e 6.500 KPa e Zco, ~ 0,60. 
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9.3 Exemplo 2 

Neste exemplo considera-se uma mistura de três hidrocarbonetos: metano ( CH4 ) , o

butano (C4H 10 ) e n-decano (C1Jl 22 ), [44] e [45]. Esta mistura quando encontra-se submetida à 

pressão de 17.500 KPa e à temperatura de 343,15 K, possui illD ponto crítico nas proximidades 
das composições ZcH

4 
= 0,699, Zc

4
H

10 
= 0,272 e Zc

10
H

21 
= 0,029. Fixou-se a composição 

globaJ do metano em ZcH
4 

= 0,699 e fez-se variar as composições de C4H10 e C10H22 

descrevendo-se situações que se aproximam cada vez rmis do ponto crítico. 
A Tabela 9.3 compara o número de iterações e o valor de V obtidos pelos métodos 

GEMINI e SS. Observa-se que os valores de V são praticamente os mesmos para os dois 
métodos, com uma ligeira diferença que se acentua a medida que o ponto crítico se aproxima. No 
entanto, o número de iterações do método SS cresce muito, tornando-o bastante lento nas 
proximidades de Zc

4
H

10 
= 0.).7. Isto não acontece com o método GEMINI, que mantém uma boa 

performance mesmo em situações muito próximas da região crítica. Por exemplo, em 
Zc

4
H

10 
= 0,2724 o SS realiza 211 iterações enquanto que o GEMINI detecta que a mistura é 

instável com apenas 8 iterações, e realiza o cálculo do equihôrio líquido-vapor com 11 iterações. 
Uma situação mais discrepante ocorre em Z~H 10 = 0;2737, neste ponto o SS necessitou de 432 

iterações para determinar que a mistura encontra-se ntuna fase simples vapor, enquanto que o 
GEMINI detectou que a mistura é estável (fuse simples vapor) com apenas 5 iterações. 

--- - ~-- o -- o - 'GEMINl _ --- - · -ss -- - -

0,22 3+5=8 0,47227 . 18 .. 0,47~3Q ___ -
__ ji,i3-~ -- -- -·- -i+s;;í2-:::._~ -- o~7865-~_:::1L __ o,47867 ___ _ 

- - __ Q,24- 5+7=12 0,48577 25 ------"0,48582 
0,25 ----- 5+9-14 0,49437 31 0,49434 .. 
g,2§__ 8+9-17 0,50419 44 0,50645 
0,27 . - .4'- 13~17 0,54ª63__ 102 0,54679 

0,271 ---·- _:1+10=14 0,55695 125 0,56372 
_____ 0,272__ ___ __2:l:_I_Q~15 0,56266 172 ___ Q,59_8_66 

0,2724 8+11=19 0,60437 211 0,62692 
0,27245 8+11=19 _____ __ O,§Q2_67 __ --~18 __ _ ___ 0,631_~-
0,2737 5+0=5 I 432 I 

Tabela 9.3 Situações próximas ao ponto crítico. 

A Tabela 9.4 mostra o desempenho dos métodos GEMINI e SS numa região próxima ao 
ponto de bolha que encontra-se em T ~ 444,26 K e P = 17 240 KPa possuindo 50% de metano, 

16,66% de o-butano e 33,34% de o-decano. 
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16100 
16.200 
16.300 
16.400 
16.500 
16.600 
16.700 
16.800 

2+5=7 
2+5=7 
4+5=9 
4+5=9 
3+5=8 
4+5=9 

5+6=11 

: 
__ i 

.. 0,90868 
_0,21534 
0,92212 
0,92898 
0,93597 

__ 0,94J06 
0,95032 

0,96513 

16 
16 
17 
17 
18 

0,90858 
0,91523 
0,92198 
0,92878 
0,93589 

__ 0"<)4297_ 
0,95020 

_,1.,_7_ .L- 0,95752 

17 
17 

17 0,9502 
--~9Q() ______ ___s~o]l_ __ _j_ __ Q,_'lm'7__! ___ 18 _ ------;"0,97262 __ 

0,98054 i 15 0,97992 
17.100 
17.200 
17.210 
17.220 

-------~~:+:~---+-~~m'-----+--- 11l___ 0,98814 0,99649 19 0,99646 

______ 6_+9=JL -----t--::':::::-:::-::-190 --+-- 19 o,9972Q __ _ 
6+9=15 . 0,99725 19 0,99801 

17.230 6+10=1~6---+---'~~·~~z~~ _ 19 _o_,_99882 
--17:240 _____ -'é6+11=17 0,99945_ 19 ' 0,99953 

17.250 6+0=6 1 17 1 __________ : ... : ,_.-___ L _____ _._ ___ L____''_ ___ __: ----

Tabela 9.4 Situações próximas a um ponto de bolha. 

9.4 Exemplo 3 

Nesta seção, um exemplo com cinco hidrocarbonetos é estudado na temperatura de 383K 
em vários valores de pressão, variando desde 3.560 KPa até 5.520 KPa . A composição da 
mistura é dada na Tabela 9.5. 

SUBSTÂNCIAS FRAÇÕES MOLARES 
_____________ I:tan__<J_______ ___ 0,398±~---- -i 
_ Propano 0,2931_3_ _____ j 

>------· n-Butano ----------~O,Só2'-"00?-0:':6'-_ 
~-- _ ___ . _ _n- Pe_ni"J1~ ________ Q,.Q 71 '!_3_ _______ , 
________ ... n-Hexano --------··----- 0,0369~------

Tabela 9.5 Composições da mistura. 

O ponto crítico dessa mistura encontra-se próximo de T = 383 K e P = 5.500 KPa Uma 
temperatura ligeiramente acima da temperatura critica põe a mistura numa região de condensação 
retrógrada. O ponto de orvalho inferior encontra-se próximo de 4.000 KPa e o ponto de orvalho 
superior está próximo de 5.550 KPa. 

A Tabela 9.6 mostra os valores da fração de vapor variando com a pressão. O método SS 
converge lentamente próximo ao ponto critico, realiza 105 iterações na pressão de 5.520 KPa, 
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não converge nas pressões de 4.310 KPa e 4.830 KPa, e converge para a solução trivial (fase 
simples vapor) nas pressões de 5.448 KPa e 5.449 KPa. 

PRESSÃO KPa NS+NL=Total 
0,99930 7 l. 0,99929 3.560 

3.650 
3 700 
3.800 3+5~8 

0,98218 .. : 7 i 0,982184 
+ ;' 

Q,97239 __ _j_ _.! - - j . 0,.2521~ . -i 

0,95220 ····,1 8 J 0,95218 
0,90885_. 8 i 0,90883 

'----- -t------ ------
4.000 4+5""1 

·------------- ·-- -------

4.140 6+5~11 0,83134 9 ! 0,87582 
0,83134_ NC . i NC 
0,78344 10 0,78343 

4.310 4+5~9 

4.480 
4.650 

- -·-

4.830 
5.170 

--. 
0,72812_ i 2l 0,72813 

----0,49997 ------- J-_-------NC' ----- --------1---- NC --_l 
0,47502 i 29 ; 0,47449 ' 

4+7~11 
----------

4+'F13 
13+5=18 

_ I!-.-~~---~_-_-__-_- 5 3~~ 0 --~·Nlsj~ T--··~~ ··--r ~:~!;~_;~_-j 
5.440 4+7~1 I 0,14531 ., 37 ( 0,14441 j 

. ,_5_441!_ _13+5~18 ____ Q,l3146 __ j 59 i 1 J 
5.449 18+5=23 0,12940 ........ i 59 ; 1 
5.450 50+<F50 1 59 ! 

··----i 
! 

------- --------

5.520 19+{Fl9 
1 ------i 

----i 

- ---------- ----<-- ---

1 .. L 1o5 1 

Tabela 9.6 Valores de V variando com a pressão. 

9.5 Exemplo 4 

Nesta seção, estuda-se uma mistura fonnada por seis hidrocarbonetos, cujas composições 
são mostradas na Tabela 9.7 

v SUBSTÂNCIAS _.,, .. . FRAÇÕES MOLARES 

L--

C1H4 0,8097 
-- --t 

C:zH6 ' 0,0566 c;H;---·· ·· -~---- o,o3_o_6-

C5H12 

C7HI6 
C !OH, 

_j -- - - _0,0457 
i 0,0330 

--r 
0,0244 

Tabela 9. 7 Composições globais da mistura. 

X'") 
Os valores K, == ~ calculados pelo método GErvtlNI são comparados com os 

X, 
resultados experimentais obtidos por Yarborough [63] 

171 



As Tabelas 9.8, 9.9 e 9.10 mostram uma grande concordância entre os dados 
experimentais e os valores calculados pelo GEMINI. Os resultados do SS são muito próximos 
dos valores apresentados nas Tabelas 9.8 e 9.9. Mas na pressão de 1.100 psia e temperatura de 

200 °F o método SS falha, fornecendo valores para Ki que estão próximos de um sobre os 

valores experimentais correspondentes, apresentados na Tabela 9. 10_ Isso ocorre porque, neste 
caso particular, o SS obtém valores para X

1
(") que na realidade são os valores de X

1
(l) e vice

versa, invertendo dessa forma as variáveis K, . 

Componentes 
c,H, 
C2H6 

C3H8 

i C5Hl2 
,-·--·-----------

1----
C7H16 

Cu,II 22 

Experimen.,tal~-+ (iEMJNI __ Erro{%) 
15,0 j 15,2 1,33 

4,5 i 4,6 2,22 -- ----1 -------- --
2,0 ; 1,9 5,00 

0,32 ' 0,34 ----------t-- ----
0,07 ! 0,07 

------ --+----

0,005 i 0,007 
--

6,25 

0,00 

40,00 

Tabela 9.8 Comparação com resultados experimentais em 250 psia e 200 °F. 

2,3 

1,0 0,00 

0,21 5,00 

0,05 0,00 

0,0054 0,0064 18,52 

Tabela 9.9 Comparação com os resultados experimentais em 550 psia e 200 °F. 

Componente Experimental GEMINI Erro(%) 

C1H4 3,8 __ l 3,6 5,26 
·----- + -- ---- ---- -----

C2H6 I ,5 1,4 6,67 

c,H, 0,7 0,69 1,43 

c,Hu 0,18 0,18 0,00 

c,H,6 0,05 0,05 
' 

0,00 
------------------- - -- -~ -- ---------- --- ~- -- --------

C !OH, 0,007 0,009 28,57 

Tabela 9.10 Comparação com os resultados experimentais em 1 100 psia e 200 °F. 
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9.6 Exemplo 5 

Como um último exemplo, testa-se nessa seção a performance do método GE:MINI para 
uma mistura com muitos componentes_ O sistema considerado possui 17 componentes: 7 
hidrocarbonetos, do metano até o pentano (incluindo a i-forma e a n-forma dos hidrocarbonetos 
do tipo C4 e C5 ), 8 pseudos componentes denotados 0· com j = 6,7 , .. .13. Mais N 2 e C02 . 

Essa mistura é bem conhecida e foi analisada anteriormente por Jacoby et ai [23], e por Slot
Petersen [52]. 

As composições globais da mistura são dadas na Tabela 9.11. 

SUBSTÂNClAS FRAÇÕES MOLARES 
N, 0,0158 

----:::-:":-----·---·-~------ c,H, o,6715 
--------------

co, 0,0159 
-·----·-·-:=-;:''----- --c,H, o,o699 

c,H, o,o410 
-----:-='--:3---- --·--·--:c':-:-~-

iC,H, 0,0114 

nC 4H8 0,0266,---__ 
-···----------·-- CC 

iC 5H 12 0,0137 
------~-

nC,H, 0,0162 

F, --------2'--------
F, 
------

F, 

0,0232 

0,0177 

0,0109 

F9 0,0075 

FIO 0,0125 

F11 0,0125 
--:'-:-==---

F, 0,0202 

F13 0,0135 

Tabela 9.1 I Composições globais da mistura 

Na temperatura de 163 °F e pressão de 3.600 psia a presente mistura se apresenta como 
um gás condensado possuindo, nesta temperatura, uma pressão de saturação (pressão do ponto 
de orvalho) igual a 3.941 psia (27173 MPa) 

A Tabela 9.12 compara os valores de V calculados pelo método GEWNI, com os 
resultados experimentais para um intervalo de pressão variando de 3.900 psia à 1 820 psia, 
mostrando novamente uma grande concordância entre os resultados numéricos e os valores 
experimentais. 
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PRESSÃO sia ; .. EXPERIMENTAL. . GEMINI ERRO(%) 
3.900 i 0,3828 0,3882 1,41 
3.860 0,4037 0,4007 0,74 
3.814 0,4146 0,4149 .. 0,07 
3.774 0,4214 0,4269 1,31 
3.684 : 0,4201 . 0,4531 7,86. 
3.590 1 o,4171 1 o,4787 14,76 
3.507 ; . 0,4157 i 0,4997 20,21 
3.410 0,4095 ..... 0,4776 16,63 

--- 3.233 ----i.. . .. _Q,3936___ i -- _0,4409 0,12 . 
3.026 ! 0,3728 ! 0,4056 8,79 

2 629 0,3263 ii 0,3506 ..... --~-·- .. 7,45 
----2.235·--~----r-· 0,2748 i 0,3096 12,66 

____ __L8~() ___ L ___ o,2_159 __ L... o,273_4__ -----~ 5-'72 _ 

Tabela 9.12 Comparação dos resultados do GEMINI com os dados experimentais 

9. 7 Conclusão 

Neste trabalho foram desenvolvidos novos modelos para o cálculo do equilíbrio das fases 
líquido-vapor, os quais se baseiam na minimização da energia livre de Gibbs e no critério do plano 
tangente. As variáveis usadas foram os parâmetros intensivos, frações molares. Tais variáveis, ao 
contrário das intensivas, encontram-se numa mesma escala. O problema do equihbrio líquido
vapor e o teste de estabilidade foram formulados como sendo problemas de minimização com 
restrições lineares de desigualdades; no entanto, suas caracteósticas permitem o emprego de 
métodos usados em problemas de otimização sem restrições. O número de variáveis utilizadas na 
presente formulação, de acordo com a regra das fases de Gibbs, é o menor número de variáveis 
independentes que pode ser empregado no cálculo do equilíbrio líquido-vapor. As relações de 
Gibbs-Duhem, nas variáveis intensivas, permitem que o Gradiente e a matriz Hessiana da energia 
livre de Gibbs molar, e da função do teste de estabilidade, sejam facilmente calculados. Com isto, 
um método de Newton pôde ser usado a fim de aumentar a velocidade de convergência. O 
método empregado, o qual realiza urna busca linear na direção de Newton modificada de Gill e 
Murray, constitui (devido à única escala em que os problemas se encontram) um algoritmo 
eficiente para o cálculo do equilíbrio liquido-vapor e para o teste de estabilidade. Com issso, o 
método GEMINI mostrou velocidade de convergência bem superior à velocidade do método SS, 
mesmo em regiões de di:ficil otimização corno àquelas próximas aos pontos críticos, de bolha e de 
orvalho, onde muitas vezes as matrizes Hessianas das funções objetivo se aproximam de uma 
matriz não inversível_ 

O sucesso nas comparações com os resultados experimentais, comprovado nos exemplos 
4 e 5, juntamente com os resultados obtidos nos demais exemplos, recomendam fortemente o 
emprego do método GEMINI na simulação numérica do problema termodinâmico do equilíbrio 
de fases, que surgem em vários ramos da engenharia química e do petróleo, podendo, por 
exemplo, ser usado na modelagem da recuperação terciária de petróleo, como subrotina de um 
simulador composiciona1, objetivando melhorar a qualidade da infonnação gerada e diminuir o 
tempo de computação. 
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9.8 Perspectivas Futuras 

Com base na teoria discutida ao longo deste trabalho, e estimulado com os bons 
resultados obtidos pelo método GEMINJ, indica-se a seguir algumas sugestões e perspectivas de 
trabalhos futuros. Recomenda-se: 

• Utilizar o método GEMINI em simuladores composicionais. [8], [10], [12], [20], [25], [35], 
[50], [61], [64]. 

• Adaptar os modelos e as rotinas aqui desenvolvidas para o cálculo do equilíbrio líquido-líquido, 
[30], [41]. [48]. [53]. 

• Estender os modelos aqui desenvolvidos para o cálculo do equilíbrio liquido-líquido-vapor, 
[28], [30], [33], [36], [37]. [41], [48], [53]. 

• Estudar os efeitos das forças capilares (tensões interfaciais) no cálculo do equilíbrio liquido· 
vapor, [9]. [20]. 

• Estudar o problema do equilíbrio líquido-vapor levando-se em conta os efeitos de reações 
químicas, [5], [9], [51], [53]. 

• Modelar e resolver, com o enfoque da otimização matemática, os seguintes problemas clássicos 
oriundos da engenharia química e da indústria do petróleo: 
(i) O cálculo dos pontos críticos de misturas, [I], [31], [33], [37]. 
(ü) O cálculo da pressão de saturação de misturas, determinação dos pontos de bolha e dos 
pontos de orvalho, [I], [51], [53]. 
(üi) Contruções de diagramas de fases, [9], [27], [31], [37], [ 41], [51], [53]. 

• Utilizar o critério do Plano Tangente, juntamente com a teoria de Flory-Huggins, [11], para 
estudar a estabilidade de misturas poliméricas. Esse estudo é de grande interesse na área de 
Ciências dos Materiais e pode contribuir para o entendimento e desenvolvimento de 
tecnologias usadas na obtenção de novos materiais poliméricos, [9], [43]. 

• Utilizar o critério do Plano Tangente e a teoria de Flory-Huggins, [11], para estudar os efeitos 
da instabilidade termodinâmica responsável pela precipitação de asfaJtenos durante a 
recuperação terciária de petróleo, [56]. 
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• 
APENDICEA 

O Cálculo da Derivada Parcial ÔJl i 
ôXj 

Calcula-se neste apêndice uma expressão para a derivada parcial do potencial químico p 1 

com relação a fração molar X1, ou seja, Ôjl, , i E {!, ... ,r) e j E {!, ... ,r -I}. Como pode ser 
iJXj 

visto no Capítulo VII, esta derivada parcial é empregada não só para montar, como também para 
analisar, a matriz Hessiana associada à energia livre de Gibbs molar. Esta mesma expressão 
também é utilizada para construir a Hessiana associada à função distância do teste de estabilidade. 
Das relações deduzidas na Seção 6.2 segue-se que 

p 1 ~ RT ln(f,) + p,(T) 
onde 

Assim, 

e portanto, 

p 1 ~ Rr(lnjl1 + ln{X1P)j + p,(T) 

ÕJ11 ~ RJ iJ/n,P1 + iJin(X,PJ]. 
iJXj ' l iJXj iJXj 

(A-I) 

donde 

se j =t:.i e i :1- r 

(A-2) 

sej=F-iei=r 

O problema agora consiste em calcular as derivadas parciais ôlnt}i , o que será feito por 
iJXj 

etapas. Primeiro resolve-se este problema para a equação de Soave-Redlicb-Kwong, 
logaritmo do coeficiente de fugacidade pode ser escrito na fonna, 

CUJO 

(A-3) 



Em seguida, calcula-se a derivada do tenno 

E/"~i(Z-1) (A-4) 

a saber 

<E,''
1 ~ b "l~ L _b,_[b óZ - (Z -I) a J 

ilX1 ' ilX1 b' oX1 ilX1 
(A-5) 

Pela equação (6.100), tem-se que 

a o ( , ) ,_, ilX, a 
~~~ LX,b, ~rb,-+b,~[l+(x 1 +··+x,_ 1 )J~b 1 -b, 
ax, axj k=l k=l ax, axj (A-6) 

Substituindo-se a equação (A-6) na equação (A-5), obtém-se 

,E(l) b [ óZ ] 
~' ~-' b~-(Z-lXb -b) ar b2 iJX_ f r 

1 1 

(A-7) 

Agora, pela regra da cadeia, 

óZ óZ dA óZ élJ 
~~---+---

ilXi à4 ilXi élJ ilXi 
(A-8) 

e, pelo teorema da função implicita aplicado à equação (6.83), segue-se que 

óZ" B-Z 
~ 

dA 3Z2 -2Z+A-B-B2 (A-9) 

e 
óZ A+(2B+ I)Z 
- ~ 

élJ 322 -22 +A -B-B2 (A-10) 

A equação (A-8) conduz às derivadas ã4 e il3 , as quais são facilmente calculadas 
ilXi ilX1 

pelas expressões, 
dA p àJ IBàJ 

(A-11) 

e 

(A-12) 

Da equação (6.102), segue-se a expressão 

(A-13) 

onde a, = (a,a,)0
•
5(1- K,,), a qual substituida na equação (A-11) fornece, 
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oA 2B' 
ar = RT b LX,(a,J -a,,) 

1 k=l 

(A-14) 

Substituindo-se as equações (A-9), (A-IO), (A-12) e (A-14)"" equação (A-8) chega-se à 
relação 

iJZ. B {2(B-Z) ' } h-= 
2 2 

LX,(a~g-a,)+[A-(2B+I)Z](b 1 -b,) (A-15) ar1 (3Z -2Z+A-B-B) RT •~ 1 

o que finaliza o cálculo da equção (A-7). 
Passa-se agora ao cálculo da derivada do termo 

Tem-se, 
E,i'l = - ii~Z- B) 

éE(
2
1 o I [ iJZ. iB J -' =--[li~Z-B)j=- ---. 

ar
1 

ar
1 

B-z ar
1 

ê.\
1 

Através da substituição da equação (A-12), a equação (A-17) tof!l2-se 

éE/
21 

- I [h iJZ. - B(h - b )] ar
1 

- b(B- Z) i3X
1 

1 ' 

onde o termo b iJZ. é calculado pela relação (A-15). 
é'XJ 

Calcula-se agora a derivada do termo 

, 2A(' J { aB) e! I~-- Lx,a" l I+-
B •~I z 

Tem-se 

e, por outro lado, 

-- LX,a,, =-(ai' -a")+- -LA.,ab o [ A ( ' J] A o ( A - , J 
ôXj aB k=l aB i!X1 aB t=J 

A 1 
onde-=-. Logo, aB RTb 
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a, 
ó(AjaB) = __ ôA_'1_ = A(b, -h,) 

aY, Rlb2 ahB 

Substituindo-se a relação (A-23) na equação (A-22), tem-se que 

ô [ A ' ] A [ (h, -h,) ' ] - -Lxkak? =- (a}l~arl>- rxkaki 
8X1 aB k=d aB h k=l 

Substituindo-se as equações (A-24) e (A-21) na expressão (A·20), obtém-se 

iE( 31 ZA 
_, =-Y 
d\"J aB 

onde 

s(h~-(h 1 -h,)zJ (( ) ~ 
àY ' h -h ' ( B) 

Y= '( ) L;X,a,,+ ' 'L;x,a,,-(ai-an)lnl+-
hZ' I+ B k~J h k~J z 

z 
sendo o termo b iJZ calculado pela equação (A-15). 

aY, 
Finalmente, passa-se agora ao cálculo da derivada do termo 

E(')= Ab, In(!+ B) 
' bB Z 

a saber 

Como 

A a 
hB = RTb2 

tendo-se em vista as equações (A-28), (A-6) e (A-13), obtém-se 

,àl a, ' 
b --2ab- "'X (a a ) àY d\' A "-' ' ,- ,_ 

f f = 2- _,_k-o;J ___ _ 

b4 bB a 

(b,-b,) 

b 

Substituindo-se a equação (A-21) e (A-29) na equação (A-27), resulta 
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onde o termo b iJl é calculado pela equação (A-15). 
axl 

Coletando-se os resultados acima obtidos, tem-se que a derivada parcial da função /n,
1 

com relação a X
1 

é dada por 

i3/mp, = iJE,Il) + iJE!'l + iJE!'l + iJE!'l 
àX1 àX1 ax1 àX1 ax1 

(A-31) 

onde as derivadas parciais do lado direito da equação (A-31) são calculadas, respectivamente, 
pelas equações (A-7), (A-18), (A-25) e (A-30), com o auxilio da equação (A-15). 

A expressão acima juntamente com a equação (A-2) finaliza o cálculo da derivada 
011' ; 
axl 

com i E (1, .. ,r} e j E (1, ... ,r -1}, para a equação de Soave-Red1ich-Kwong 

De forma semelhante a expressão para ln</11 obtida da equação de Peng-Robinson, 

expressão (6.104), pode ser escrita como 

ln</J =b,(Z-1) in(Z-8)-~A-(±x,a.)ln(Z+2.4148)+ 
' b '------.--' .fiaB ,.1 Z-0,4148 

(2) 
E(J) E; (3) 

I ~ 

+ Ab, ln(Z+2,4148) 
2.fib8 Z-0,4148 

E(4) 
' 

(A-32) 

éE'(l) i€(2) 

As derivadas -'-e-'-. são calculadas pelas equações (A-7) e (A-18) sendo que, 
ax1 ax1 

agora, o termo h iJl é obtido pela expressão 
ax) 

é 

bõl= 8 
àX

1 
(3Z 2 -2(1-8)Z+(A-28-382

) 

{
2
(
8 - Z) ± X,(a, -a,,)+ [(A- 28-38 2

) + (2 + 68)Z- Z' ](b1 - b,)} 
RT k"'I 

A derivada do termo 

Ei') =-~A-(~ X a )In( Z +2,4148) 
' .fiaB 6 l " z- 0,04148 

ao;i') 1 { A i3 [ ..( Z + 2 414B)] ' I 
~~=.fi -a8àX

1 
"\z-o:414B t;x,a,J+ 

+-1 {-ln(Z +2,4148)_!!__[~ ±x a Jl 
.fi Z- 0,414B àX1 a8 ,., ' '' ) 
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o [A ' ] sendo que - -LXtatJ 
OXj a8 l=l 

é calculado pela equação (A-24), e a derivada 

_!_[ln(
2 + 2,4

148
)] é determinada pela relação 

oxj z-OAl48 

2,8288[-b ilZ + (bj- h, )z] 
o [,_(2+2,4148)] OXj 

OXj w\.z-0,4148 = b(Z+2,414BXZ-0,4148) 
(A-35) 

onde o termo b iJZ na equação acima é obtido pela expressão (A-33). 
oxj 

A derivada do termo 

E(•J = Ab, ln(z + 2,4148) 
' 2.J2bB z -0,4148 

é 

m,(•J = _!}_{~ _!_[ln(z + 2,4148)]+ ln(Z + 2,4148) _!_(~)} 
OXj 2.J2 bB OXj Z- 0,414B Z- 0,414B OXj bB 

(A-36) 

As derivadas parciais que aparecem no lado direito da equação acima são ealculadas pelas 
relações (A-29) e (A-35). 

Posto isto, pode-se agora ealcular a derivada parcial da função p 1; i= J, ... ,r, com 
rejaÇão a variável Xj; j = I, ... , r- I para a equação de Peng-Robinson. Isto é feito, como antes, 

empregando-se as equações (A-2) e (A-32). 
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APÊNDICE H 

O Método da Substituição Sucessiva 

O uso das chamadas Constantes de Equilíbrio definidas por 

x<v) 
K1 =: 7,~ i::: l, ... ,r 

X, 
(B-1) 

é geral na indústria do petróleo e do gás natural. Essas constantes são obtidas por correlações 

físicas, veja [65], e representam uma estimativa para a razão ~(v)/ x?l no estado de equilíbrio. 

Embora a quantidade K1 nada acrescente ao conhecimento tennodinâmico do equilíbrio líquido
vapor, a mesma fornece uma medida de volatilidade do componente químico i, isto é, da sua 
tendência em concentrar -se na fase vapor. Os componentes leves têm os valores de suas 
constantes de equilíbrio maiores que a unidade , enquanto os pesados têm estes valores menores 
do que um, encontrando-se em maior quantidade na fase liquido. 

Existe uma relação entre a constante de equilíbrio K
1 

e os coeficientes de fugacidade ,p;l) 
e ,~v), definidos na Seção 6.2. De fato, mostra-se que essa relação é dada por 

-(f> 
K; - ;;v) 

Para isso, voltando-se ao critério termodinâmico para equilíbrio 
condição necessária representada pela equação (6.39), a saber, 

hCI> = .t?>; i= I, ... ,r 

a qual pode ser escrita como: 

F; -1 =O; i= 1,. ,r 

onde F, é a razão de fugacidade .t,U> / .t,<•J 

(B-2) 

líquido-vapor, toma-se a 

(B-3) 

(B-4) 

A equação (B-2) pode agora ser facilmente demonstrada. Da equação (6.35) sabe-se que, para 
todo i= l, ... ,r 

e 

,uJ 
J.C1>- J, (B 5) 
y, - xuJp -

' 

,,,, 
;c~·>= _J_,,_ 
' x<v>p 

' 
(B-6) 

e no estado de equilíbrio, a equação (B-4) afirma que 

F;= I~ i= 1, .. ,r (B-7) 
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Das equações (B-5), (B-6), e (B-7), tem-se que 

K =F X,''' = _r,u> /(X,u'P) = (>;'' 
' 'X"' /,1'' i(X1''P) ~,,,' 

I I I I 'f'1 

o que demonstra a equação (B-2). 
O método de substituição sucessiva usado para o cálculo do equilíbrio líquido-vapor, 

emprega a equação (B-2) e outras equações de balanço que serão deduzidas a seguir. 
Nota-se primeiramente que das equações (7.4) e (7 7), obtém-se, 

Z = IX1
'' + (1- V)X11

' ' ' ' 
donde 

ou, equivalentemente, 

dai, 

X/''=i+V~-if i=i, .. ,r 

De forma semelhante, da equação (B-8) tem-se que 

KZ = KIX1'' + K(l-V)XUl I I I I I 1 

KZ = X 1''[KV +K,(l- V) X,U'] = X1''(1 +V(K -l)j 
I I I I x(V) I I ' 

' 
o que fornece 

X (") - KiZi . . - I , - , 1- , ... ,r 
I+V(K, -I) 

Utilizando-se a equação (B-9), pode-se reescrever a equação (B-10) na forma 

x,cv> = K1Xp>; i= l, ... ,r 

Por outro lado, das equações (7.1) e (7.2) sahe-se que 
, 
L (X/''- X,'")= o 

Substituindo-se as equações (B-9) e (B-10) na equação (B-12), obtém-se 

± z,~K,-1) =O. 
,.(1+1 (K, -I) 

(B-8) 

(B-9) 

(B-10) 

(B-11) 

(B-12) 

(B-13) 

A equação (B-13) é conhecida como Flash Equation ou como relação de Rachford-Rice, [42] 
O método de substituição sucessiva é um método iterativo, tradicionalmente usado na 

engenharia química para resolver o problema do equilíbrio líquido-\'apor, [40]. Ele parte de uma 
estimativa dos valores K

1
; i= l, ... ,r, os quais são calculados pela correlação de Wilson, [65], 

dada por 
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_ e+J7(1+w,{l- ;,J] _ 
K

1
- ,t-l, .... r 

P,, 
(B-14) 

onde P,. e T,., são, respectivamente, a pressão e a temperatura reduzida do componente químico 
' ' 

i, e OJ
1 

é o fator acêntrico desse componente. 
Dados T, P, Z, (i~ 1, .. ,r) e uma tolerância e> O, os passos do método de substituição 

sucessiva são os seguintes: 

Passo I Calcule K,; i= i, ... ,r pela equação (B-14). 

Passo 2 Determine V resolvendo a equação (B-13). 

Passo3 Calcule X," 1; i~!, .. ,r pela equação (B-9). 

Passo 4 Calcule X,''1; i= I, ... ,r pela equação (B-11). 

Passo 5 Atualize o valor K1 ; i= I, ... ,r pela equação (B-2). 

Passo 6 Se IF; -11 <c para todo i::: I, ... ,r termine o processo. Caso contrário vá para o Passo 2. 

Reescrevendo a equação (B-13) na forma h(V) =O, onde 

h(V)= :t Z,(K, -I) ' 
,~ 1 l+V(K,-I) 

observe que a função h = h (V) é diferenciável e a sua derivada é dada por 

h'(V)= -{± ZJK, -1)' ,}. 
,~ 1 [I+V(K1 -I)] 

Portanto, a equação (B-13) pode ser resolvida pelo método de Newton-Raphson, por exemplo. 
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