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INTRODUCAO

O anel das séries de poténcias formais é uma ferramenta muito
util em varios ramos da Matemitica, como por exemplo na Geometria
Algébrica. Por isso, ele tem sido objeto de estudo de varios
pesquisadores que o analisam sob diversos aspectos. Para citarmos
um desses interessados no anel das séries de poténcias, temos R.
Gilmer que de uma forma géral procurou relacionar a estrutura de
um anel com a estrutura de seu respectivo anel de séries de

poténcias.

Assim, sabendo da import&ncia indubitavel do anel das séries
de poténcias formais, ficamos muito motivados a estuda-lo,

atacando-o particularmente de duas maneiras.

Uma dessas maneiras consiste em verificar qual a relagdo entre
o completamento de um anel com respeito a um ideal finitamente
gerado e o© anel das séries de poténcias. Tratamos desse
interessante ponto no Capitulo I, baseando-nos num artigo de Arezzo

[A-R). Vemos que de fato sob certas condi¢gBes, existe o isomorfismo

ALLX . ...y X 1)
CATad = n C%

X —a, ..., X - a?
1 E 8 n n




onde A4 & um anel a-idico segparado, a = (at, e an) é um
ideal de A4, C47ad & o completamento de 4 com respeito & a e
Xt. ey Xn sdo indeterminadas sobre 4. Também nesse capitulo,
estudamos se esse isomorfismo existe se variamos as condigBes, isto
é, se (% continua valendo se colocamos a principal ou A4

Noetheriano.

No Capitulo 11, dedicamos nossa atengdo ao outro ponto que nos
interessa e que deriva-se da seguigte quest3o: sabemos que se D &
um dominio e K seu corpoc de fragdes, ent3o o corpo quociente de
DIX] coincide com o corpo quociente de KI[X]. Portanto, ¢ muito
natural pérguntar se o corpo quociente de DILX]) & igual ao corpo
quociente de KI[X1l. A resposta nesse caso é negativa. Demonstramos
com base no bonito artigo de Sheldom [Sl, que de fato, se algumas
condigdes colocadas por Gilmer [G2] nfo est3oc satisfeitas, ent3o na
verdade, o grau de transcendéncia do corpo gquociente de XII[X1]
sobre o corpo quociente de DIIX1] é infinito. Expomos também nesse
capituloc as relag@es entre os corpos quocientes de DII[X1]1 e de
Jirxiy, onde J &é um socbreanel de D, para obtermos novas.
_caracteriza¢Bes de dominios completa e integralmente fechados e de

dominios de Prifer de dimens3oc de Krull 1.



CAPITULO 1

COMPLETAMENTO DE UM ANEL E SERIES DE POTENC!AS FORMAIS

I. 1. Introdugso

Neste capituleo, estudamos um isomorfismo que fornece uma

relagioc entre o anel das séries de poténcias formais e o

. completamento de um anel com respeito a um ideal finitamente

gerado.

O isomorfismo que nos interessa &:

A[[Xi. R P
CATad = o C*
(X —a, ...» X - a?
1 4 n n




onde A & um anel a-4dico separado, a = Cat. e aé> é um

ideal de A4, CATa) é o completamento de A com respeito a4 a e

Xi. ey Xn s30 indeterminadas sobre 4.

Inicialmente, no item (1.2, damos a definigio do anel das
séries de poténcias formais. Também definimos grupos e anéis
topolégicas, vemas © conceito de completamento e enunciamos algumas

proposi¢Bes que s3To necessirias no decorrer do capitulo.

Alguns resultados scbre a topologia gerada por um ideal, como
propriedades do anel que se obtém completando um anel

sucessivamente por dois de seus ideails, estio expostos em (I.3).

Certos completamentos separados de um anel de polinémios, como

o anel das séries de poténcias, sfo considerados no item (I.4).

No item (I.5 & que comegamos a estudar o isomorfismo (%,

primeiro de uma forma mais geral e depois para anéis Noetheriancs.

Em (I.6), vemos que nio & possivel estender o resultado que
temos para anéis Noetherianos no item anterior, mediante a

construg3oc de um contra-exemplo.

Estudamos o© isomorfismo (#) para ideais principais no item

CI.7).

Por final, em (I1.8), verificamos sob certas hipédteses, a
existénecia do isomorfismo (%) para anéis nZo Noetherianos e ideais

nio principais.

Neste capitulo, todos os anédis sfo considerados comutativos e

com unigade.

O sinal (%) & usado sempre para nos aludir aquele isomorfismo

do inicio da introdugso.



I. 2. Completamentos

I. 2. 1. O anel das séries de poté&ncias formais

Introduzimos aqui o conceito de anel das séries de poténcias

~ formals e algumas de suas propriedades.

Defini¢dc 2.1. Seja 4 um anel.
Sejam Xt. ey Xn indeterminadas sobre A.

Seja Fr o A-médulo das formas homogéneas de

_..grau r em X,t com coeficientes em 4, Vr = 0, 1, 2,

O anel das séries de poténcias formais Cou

o
. anel das séries de poténciasd é o conjunto das somas infinitas } fi
' - i=0
.. com fi € F,‘.
As operag¢gBes do anel estio definidas por:
® ® ®
[.Eft]+[.zgi.]=}:(fi+gi)
=0 =0 v=0
© ® ®
(Ef‘;][,zgi.]:.z [.E .f.igk]
t=zo i=0 L=0 j+k=1
Denotamos o anel das séries de poténcias por A[[Xt, N XnJ].

®
DefinigSo 2.2. Seja f = L f, & ALLX, ..., X 11.
i=0
Definimos:



CDaordemde/émc(Nsefi=O.Vi<mefm#0.

Escrevemos a ordem de f como ¢£fD.

CiD se ¢gCfD) = m, a forma inicial de f & f .

m
CUid o termo constante de f & fo'
Observag¢iio 2.3.: O anel de polindmios A[X‘, cees X“] é um
subanel de Al [Xt, e Xn]] medi ante a identiﬂficag§o de
r . w
';gdfi & A[X‘. ey Xn] com Lgof" & A[[X". ches Xn]] tal que j_L = O

para ¢ > r.

A seguinte proposi¢fio nIo ¢é dificil de ser demonstrada, por

 isso apenas a enunciamos.

Recordamos que o radical de Jacocbson de um anel A4 é a
interse¢io de todos os ideais maximais de A. Denotamos por UCA e
. JCA resp. o conjunto das unidades e o radical de Jacobson de um

; anel A qual quer.

w
Proposig8o 2.4. Seja f = § fi. ¥ A[[Xt. eo.s X 11,
it=0
EntZo temos:

CO f & ‘ZZCA[[X‘. e e Xn]]) se, e sé se, fo £ UCA.
D f & gCA[[X’., cee Xn]J) se, e sb se, fo e FCA.
Existe para o anel das séries de poténcias um resultado

equivalente ao Teorema da Base de Hilbert para o anel de

” polinbmios. Assim temos o Teorema 2.6.



Definigdo 2.5. Un anel 4 & Noetherianc se satisfaz a uma das

seguintes condi¢Bes equivalentes:

C a D> Todo conjunto n%o vazio de ideais de A4 possui um

elemento maximal Ccom respeito & inclusiod.

€ & O Toda cadeia crescente de ideais em A4 ¢ estacionaria,

i.é., sl €I ... €1 <€ ..., 3ntal qual =1 =
1 z n n n+d

C ¢D Todo ideal de A4 & finittamente gerado.

Teorema 2.6.

Se A é Noetheriano, entfo A[[Xi, ey XnJ] é Noetheriano.

Demonstragfo: Ver CINl, Teorema 15.3, paig. BS0D.

Para mais informag@es sobre o anel das séries de poténcias,

m_,,indyicamos consultar {Bl e [BR).

Io 2. 2- Anéis m-édicos

Definimos grupos, anéis e mdbdulos topolégicos nesta parte.
Estudamos a topologia Mm-addica e introduzimos os conceitos de

k filtracBes e anéis graduades. Vemos ainda o Lema de Artin-Rees e
éorﬁo uma aplicag3o deste, o Teorema de Interse¢fo de Krull., E

definido ainda um anel de Zariski.

Definig¢l3o 2.7. Seja (6,4 um grupo abeliano aditivo com uma




Dizemos que 6 ¢ um grupo topoldgico se as

aplicagBes
a: 6 xG66 — G e RP: 6 - G s3o continuas.,
Cx, ¥YJ H» x + vy X = -X
[Equival entemente, se »p : G X G — G & continua].
Cx, V2o B x —- vy

Chservagdes 2. 8.

Cad A topologia dé um grupo topolégico G &€ determinada pelas

. vizinhangas do zero em G, pois:

Seja a € G e seja ta t G — G a translagfio definida por
A tGCx) = x + a, V¥V x € 6. Temos que ta é claramente continua e sua
..Aii‘r‘wersa t._m também é continua. Como t° é bijetora, ent3do temos um

.. homeomor {1 smo ta de G em 6. Logo, se U é uma vizinhanga do zero em

6, entdo a + U é uma vizinhanga de a em 6. Também, qualquer

vizinhanga de e pode ser escrita nessa forma. Assim, temos a

.. correspondéncia

{Yigintangas de zerney —— {(VYiginhangas de a¥

U —> a + U
(& U é vizinhanga do zero se, e s6 se, -U também o é.

Seguem as conseqiiéncias da defini¢fo de grupo.topoldégico:

lLema 2.9. Seja 6 um grupo topolégico.
Se {O} é fechado, ent3o G & Hausdorff.



Demonstragfo:

Basta observar que se {0} é fechado, entZo y_‘C{O}) ¢ fechado.
Mas r—‘C{O}) = 4, onde A = {(x, Y € 6 x 6 : x = v} ¢ a diagonal
de G. Dai, como a diagonal & fechada em G x G, segue que G é

Hausdorff. a

Lema 2.10. Seja 6 um grupo topoldédgico.
Seja H < G, 1i.é., H um subgrupo de G.
Se H é& aberto, entio H & fechado.

Demonstrag¢io:

Como H ¢é aberto, ent3c x + H & aberto, V¥V x & G. Logo,

6 v~ H=Ux + H & aberto. n
o x¢H

Lema 2.11. Seja G um grupo topoldégico.
Seja H = |V, onde £ = {¥iginkangao do gere}.

VeE
Ent3o:

CO H = J0f, onde JO} ¢ o fecho de {0} em G.

CidD H < G.

Cid G/H Ccom a topologia induzida pela projegiod é Hausdorff.
Civd G & Hausdorff @& H = {0O}.

Demonstragio:

O xeH &@ 0 =x—-xex~-V, VVe£iI & xs}Of.

CiD Segue trivialmente das operagBes de grupo, o e f3.



CUdD De (O, segue que N & fechado, assim x + H & fechado,
V x € 6. Logo {O} é fechado, onde © & o zero de G/H. Do lema 2.9,
obtemos G-/X Hausdorff,

Cwd) C = > Se G é& Hausdorff, todos os pontos s%o fechados, o
que implica H = {0O}.
C «> Se H = {0}, ent¥o G = G/H é Hausdorff. B

Estendemos a definigdo de grupos topoldgicos para anéis:

Defini¢3o 2.12. Dizemos que um anel 4 & um anel topolédgico,

.se ;A é um grupo. topolégico com respeito & adigdo e se a

_ multiplicagZo

5 : Ax A — 4
Cx, ¥ - Xy

é continua.

Vamos agora conhecer a defini¢Zo de uma topologia m-adica.

DefinigZo 2.13. Sejam 4 um anel e mt um ideal de A.

7 Consideremos em A, a topologia definida pela
. base de vizinhangas do zero, constitufda por todas as poténcias m"”,
n € N

o Temos que A € um anel topolégico.

Chamamos essa topologia de topologia m-—-adica

. ou m-topologia. Dizemos que 4 & um anel WM—-adico ou um M-anel.

Denotamos (4,m1) quando queremos enfatizar que

A est&d munido da m-topologia.

Nota: Na topologia m-&dica, ocorre que 4 ¢ Hausdorff ou




Usamos as expressdBes W-separado, m-fechado, etc., ao
invés de separado com respeito &4 m-topologia, fechado com respeito

& m-topologia, etc.

Lembramos que se 4 é& um anel e m & um ideal de A4, o radical de

m ¢ igual a Ym = {x € A : x" & wm para algum n & N}
Equivalentemente, ¥ m = | P, onde SpecCA)={ideais primeso de A>.
o p e€Spec (A :
® £ p

Observag3o 2.14. Dados 4 um anel, m e m’ dois ideais de A. As

topologias m-4ddica e Mm'-4dica de A4 podem coincidir, mesmo que
m = m®.
Por exemplo, tomemos 4 um anel Noetheriano e
m um ideal de 4 tal que m #» m*” = Y m . Ent3c as topologias m-adica
e m’-4dica coincidem, pois como 4 ¢ Noetheriano, 3 n £ N tal que
',‘,A'm"“",_ c m CLA-M), Proposig8o 7.14, pag. 83). Assim, dado m™, temos
at™ o m™ Reciprocamente, dado m'?, & claroc que m® < m’P.
Prova-se facilmente também, que se a e b s3o
_ideais de A4 tais que as topologias a-4dica e b-adica coincidem,
ent¥o Y a =Y b . Se A é Noetheriano, vale a volta.

Definig¢io 2.15. Sejam 4 um anel topoldédgico e E um grupo

topolégico tal que E é& um 4-mé&dulo.
‘ Dizemos que E & um mdédulo topolégico se a

aplicagdo

N AxE — E é continua.

Ca, X0 mH» ax



- m"E (V n £ N) de E como base de vizinhangas do zero.

A seguir, um teorema que é muito usado durante o capftulo. Sua

prova estad em CI[N], Teorema 16.3, pag.S51d.

Teorema 2.186.

Sejam £ um A-médulo topolédgico e F um submédulo de E.
O fecho F* de F em £ com respeito a m-topologia coincide com
o
NCF + m"B.

 n=0

Defini¢3o 2.17. Seja E um A-médulo.

Uma cadeia £E = E 2 E 2 ... 2 E 2 ... onde
o) 1 N

os En sdo submédulos de E é chamada uma filtragio de E. Vamos nos

referir a E como um A-mbédulo filtrado, com CE;) sua filtragio. Se

7it£:for igual a A4, ent3o chamamos A de anel filtrado.

Dada uma filtrag3o de E, podemos definir uma topologia natural

.em E, tomando CEn) como base de vizinhangas do zero.

Definig3o 2.18. Sejam E um A-m&dulo filtrado, CE;) sua
filtragZo e m um ideal de A. Dizemos que CE;) é uma m-filtracio se

mE < E ,» ¥V n 20 ou equivalentemente, m'E c E ., ¥V n, ¢ = O.
.n N+l N n

+1

Logo, a m-topologia de E é& mais fina do que a topocleogia

definida por qualquer m-filtragZo de E.

Definigdo 2.19. Dizemos que uma w-filtragio CE;) é estével se

10



satisfeita:

(D E =mE , Vn>k;
n+1 n

i E =m"*E , ¥Vno>k;
n k

Cid E =miE , Vn>k, g0
n+q n

Cbservagfo 2.20. E facil ver que a filtragZo C(m'E) que define

.a m-topologia em E & uma m-filtrag3do estavel. Reciprocamente, em
.. CLA-M]l, Lema 10,6, pag. 108> mostira-se que qualquer m-filtragio -
. estavel de E determina a m-topologia.

Vamos introduzir o conceito de anel graduado.

Definig3o 2.21. Sejam A4 um anel e (4D
n nelN

uma familia de
subgrupos do grupo aditivo de A. ’

Dizemos que 4 & um anel graduado se:

O A= A4 e

nelN

Cidd 4 A € A » ¥Vm, nz O.
m n m+n

Os elemsntos de An s8c chamados elementos homogé&neos de grau

Um elemento a € 4 pode ser escrito de forma Unica como:

com an e A e somente um nimero finito de a 's n3o nulos. Cada
n n

a é chamado de componente homog&nea de 4.

11



Exemplo candnico: Se 4 = lR[IX‘. ve.y X 11, temos A = & An com
n
NnEN

A= {0} v {nslindmios hemoginess de grou nt.

Definig8io 2.22. Sejam A um anel graduado e @ um ideal de A4.

Dizemos que a é um ideal homogéneo se, sempre

que a € «a, todas as suas componentes homogéneas pertencem a a
também. Equivalentemente, a & homogéneo se pode ser gerado por

v elementos homogéneos.

A prova do teorema seguinte est4 em ([Bl, Teorema 1, pag.196).

Ele é usado na prova do Lema de Artin-Rees.

Teorema 2.23.

Sejam A um anel, M um ideal de A4, E um A4-médulo, CEn) uma
wm-filtrag®o de E tal que En ¢ um submédulo finitamente gerado de E.

Consideremos A’ = e m" e E’' =@ E .
C nelN nelN n

Ent3o s¥o equivalentes:

Cad A filtrag8e CEn) é m-estével.

C&H E’ é& um A’ -médulo finitamente gerado.

O Lema de Artin-Rees tem uma import&ncia consideravel para a

seqiiéncia deste capitulo, onde demonstraremos varios resultados

utilizando—-o.

Teorema 2.24. (lema de Artin—Rees)

Sejam 4 um anel Noetheriano, m um ideal de 4, E um A-m&dulo

12



subméddulo de E. Ent&o:

o CEn N ¥ & uma m-filtragdo estivel de F.
Cid A kel tal que (m™ED N F = m"  ccm®*®d> n P, ¥V n 2 k

CUdd as filtragBes cm"P e (C"EB> N P possuem diferengas
_limitadas, 1.é., 3 k tal que o™ A P < w"F e
.om™F < ccm™® ~ P, ¥ n 2 0. Em  particular, a m-topologia de F

coincide com a topologia induzida pela m-topologia de E.

Demonstragio:
CO Temos que CEn N2 é uma m—filtragdo de F, pois:

mCEnnDSCmEn)nCmDSE NnwmF €K n r

n+t n+d

Ainda, temos definido um A’ - submédul o graduado

£ = @ E NFdeE' = @F
n20 n n=0 n

Por A ser Noetheriano, temos que F e En N F s3o A-médulos

__finitamente gerados. Também como A" & Noetheriano, segue que F’ &
um A’ -médulo finitamente gerado.
o 7 Portanto pelo tecrema .23, a filtrag3o CEn Nn P é
m-estéavel.

CiD Trivial pela definig3o 2.109.

CiUd Use (D e a observagio 2.20. a

O item (D ¢é que é geralmente conhecide como o Lema de
Artin-Rees. O item CUdD ¢ uma versHo topolédgica mais fraca do

resultado, mas & a vers%c que realmente usaremos.

Lembrames que wum anel 4 & wum anel local C(resp. anel

13



semi -local) se possui somente um ideal maximal C(resp. um ndmero

- Nfi nito de ideais maximais).

Teorema 2.25. (Tecorema da Interseg¢lo de Krulld

Sejam A4 um anel Noetheriano, m um ideal de A4, £ um A-médulo

finitamente gerado e F = N m"E. Ent3o

2]

x e F & A memiq C(1-mOx =0

8

Demonstrag¢fdo: Ver ([G-S], Tecrema 1.8, pag.).

Corolario 2.26. Sejam A um anel Noetheriano e m um ideal

) pf*épl‘ip de A. Se uma das condig¢gles ¢ satisfeita:
C ad A é& dominio;
. C &0 A4 é& local;
Ccdmc JA;

ent¥o m” = COd.

n

Por fim, a definigio de anel de Zariski, que ¢ mencionada

durante o capitulo.

Definig¢3o 2.287. Seja A um anel topolégico Noetheriano e #wt um

. ideal de A.
Dizemos que 4 é um anel de Zariski se & um

m-anel satisfazendo a alguma das condi¢Ses equivalentes:

CO m < FA.

14



LW/ 1000 4A7HMOUULO IlNnltamente gerago € m~—-Hausaorii.
(i Todo ideal maximal de A é m—-fechado.
Ciwd Todo submédule de um A-médulo finlitamente gerade E é

m-fechado na topologia de E.

Exemplo 2.288. Se 4 é Nostheriano e mt—completo, entdo (4,md é
~um anel de Zariski Cver [G-S], Corolério 2.18., pag. 14D.

I. 2. 3. Completamentos

Neste item, definimos um anel completo e associamos a um anel
u,filirado qualquer, um anel completo e separado que & chamado
completamento. Fazemos isso através do conceito de seqiiéncias de
...Cauchy como também pela definigdo de 1limite inverso. Para
| fi nalizar, s¥%o mostrados dois exemplos de completamentos muito
::iﬁieressantes.
Todos os resultados que vamos ver s3o para anéis, pois s¥o com
. esses que trabalhamos. Geralmente, como em C([A-Ml, Cap. 100 e
‘;,glG—S], Cap. 2, ¢ feito tudo antes para grupos e depois estendido
. para anéis.
Primeiramente, vemos a defini¢io de uma pseudoméirica num anel

filtrado.

Definigdo 2.20. Seja A um anel filtrado com (4D sua

- N

_ filtrac¥e.

Consideremos a aplicag¢do

15



@<z 1A X A and LY
— KX =Y)

Cx, v = dlx, W
‘onde p : 4 — N U {o} ¢ definida por pu(xd = oupi{n € N:x ¢ An}.

Ent8o d define uma pseudométrica em A.

Propriedades:
Lema 2. 44
C a2 ulxd = o © xenAn g xe}OF.
A .
Lema 2.114
C &0 d & métrica © N An = {O} & A ¢ Hausdorff.
n

Logo a pseudométirica d induz uma métrica em 4/ An.
n

C ¢ D> A pseudométrica d define em 4 a mesma topologia que &
induzida pela filtragio CAn).

Vamos ver a seguir a defini¢3o de seqiiéncias de Cauchy que

mais adiante & utilizada para definir um completamento.

Definig%o 2. 30. Seja A um anel filtrado com CAn) sua
_filtrag&o.

Definimos:

(D Uma seqiéncia an) em A & convergente se existe x € 4 tal
. que dm dCx, xn) = 0.

Equivalentemente, se dado p & N, existe R, € N tal que

_ x - xec A, ¥n=2n.
R P o

Cid Uma seqgiiéncia st) em A ¢ uma seqiiéncia de Cauchy se
ot dx , x D = O.
. n m

Equivalentemente, se dado p £ N, existe n, € N tal que

16



~ A & Ny Y My e T (L,

Observagio: E claro que uma seqliéncia convergente ¢é uma

seqliéncia de Cauchy. A reciproca nem sempre vale. Isso nos leva a

_definic¥o abaixo.

Defini¢do 2.31. Seja A um anel filtrado.

Dizemos que 4 & completo se tLtoda seqliéncia de

Cauchy ¢ convergente.

Na proposi¢io seguinte, associamos a um anel filtrado um anel

. completo e separado.

Defini¢¥o 2.32. Sejam 4 e A’ anéis topoldégicos.

Um homomorfismo de anéis continuo f : 4 — A’

& estrito se a topologia quociente de fCA4d) coincide com a topologia

induzida por A4°.

Proposigio 2.33. Sejam 4 um anel filtrado, CAn) sua filtrag¢¥o,

.A" um anel filtrado completo e separado e f : A — A° unm
homomor fismo continuo.

Ent3o s3o equivalentes:

CO ker f = An » f & estrito e fCA = A’ Ci.é., fCA & denso

_em A'D.

(D Para qualquer anel filtrado complete e separado B e
qualquer homomorfismo continuc g : A — B, existe um unico

homomorfismo continuo g’ : A° — B tal que g’ f = g.

17



A —— B
F ]
I'd
il
7
A)
Demonstragio: Ver ([G-S], Proposig¢do 2.3, pag. 82. a

Assim temos a

Definigdo 2.34. Seja A um anel filtrado.
Um completamento de 4 ¢ um par (A4’, f) onde A’

é um anel filtrado completo e separado e f : A — A" & um
homomorfismo continuo satisfazendo uma das condig¢Bes equivalentes

da proposigio 2.33.

A unicidade do completamento a menos de isomorfismo esta

expressa no corolario 2.38.

Corolario 2.35. Sejam A um anel filtrado, CA’,f'D) e CA"’,f"’D

dois completamentos de A4.

EntXo, existe um Unico " isomorfismo

v : A — A’ tal que v o f' = f77,
Para mostrar sua existéncia, construimos o completamento de um
anel filtrado de duas formas, que exibimos a seguir:

Sejam 4 um anel filtrado e CAn) sua filtragdo.

CI> A construgfo cléssica do completamentc de um anel filtrado

estid baseada nas seqiiénecias de Cauchy.

18



Sejam & = {anD : x €A VnelN e (x D seqUéncia de Cauchy }
e N = {an) :ox_ & A, YV n e N e x —> O}. Mostra-se facilmente

que £ ¢ um anel e que # ¢ um ideal de «.

_ Consideremos 4 = #/#. Colocamos em A a métrica d’ definida
como d Can), Cyn)) = dnf dan, yn), onde anD e Cyn) s8o as
. classes de an) e Cyn) e d é& a pseudoméirica definida em 2.29.

Logo 4 ¢ um anel topolégico com a topologia induzida por d’.

Temos que A = L /¥ , ¥V n. Como ¥ = K N & , segue que
™ n n n - n
¥ + A
A == — " | Assim, 4 ¢ identificado com um ideal de 4.
- N n
Seja f : A — 4 definida por f(x> = Tx, x, ...D.

A filtragZo CAn) fornece a topologia de 4, pois Cﬁn) ¢ base de
vizinhangas do zeré em 4. Ent%¥o resulta que f & estrito.

Com contas simples, vemos que &er f = N An e fCA =4 -7 n An

é denso em A. Portanto, aplicande a condig¥o (O da proposig®o

2.33, temos que 4 ¢ um completamento de A.

Cl1I1> Existe também a construgio de um completamento baseada no

conceito de limite inverso.

Consideremos uma seqliéncia de anéis CRn) e ‘homomorfismos

f R — R

n n+ 4 n

Temos que CRn,fn) ¢é denominado um sistema inverso e seu limite
_inverso & o anel

B={(a.n):a.sR e fCa D> =a , Vn}

N n n n+d n

Denotamos {im = B,
«— n

Consideremos os sistemas inversos (A/An, fn) e também para um
it fixo: CA -4 ., f 2, onde f e f . sHo os homomorfismos
n n+i n+i n n+i
candénicos.

Sejam A = lim A4 e A = 2im A4 .
€ n n ¢~ n N+t

19



Logo, L4 2 € uma 1'iltragdo de A.
)

Se g : A4 — A & definido por g(xD = Cx_s» X, ...) onde
x = x4+ Ai’ Vi=20,1, ..., ent¥o afirmamos que o anel filtrado 4
Junto com o homomorfismo g, ¢ um completamento de A.

De fato, vamos mostrar que existe um isomorfismo candénico

u:A———»Ztalqueuof:geuc.ir)=Jn,Vn.£:IN.

Seja an) seqiéncia de Cauchy em 4. Logo dado r, existe n tal

que X = X = x = ... Cmed AD. Seja ¥ essa classe. Temos
ial n+4 n+2 r r

ent3o uma seqiiéncia ¥ = ( Ei, 82. ...Y que pertence a 4. Portanto

temos definido um homomorfismo de anéis n : & — A tal que

n((xn)) = E&.
E facil mostrar que &er 1 = A.
Também se & = Can e 4 com fn = x + A, x € An, ent3o

n n n
Cx > e A e nCCx 3> = . Logo n é scbre.
EntZc 4 = 4.
De maneira an&loga a gque provamos que 7 € sobre, mostra-se que

wdAdD =4, Vnell
n n

Assim, conhecemos duas maneiras de construir o compl etament.b
de um anel filtrado.
Em Zariski {2-S1, temos também boas informag@es sobre

completamentos.

Observa¢io: No caso de supormos em 4 uma topologia gerada por

um de seus ideais, digamos a, escrevemos o seu completamento com

relacio & tal topologia como CA4TQd.

Uma proposi¢do interessante e que nos ser& Gtil mais tarde
est&4 demonstrada em CIN]l, Teorema 17.4, pag. 55 e ¢é enunciada

abai xo.

=0



gerado de A. Se 4 é um a-anel, ent%o a topologia do completamento 4

de A é a topologia a-4dica.

Exemplos 2.37. Como exemplos de completamento de um anel

temos:

CD Tomemos A4 = & e An = p" com p = (pd, p primo de 2.

O completamento (2Tp> & chamado o anel dos inteiros

[69] .
. ) LN
P~8dicos e um elemento seu escreve-se como N L a, » com
o t
L=0

O0<a <p-1.

i
(B) Esse exemplo & 0 que mais nos interessa pois é& usado nos

préximos f{tens.

Consideremos o©o anel de polinédmios A[X‘, vy X1 em n

indeterminadas sobre ¢ anel A.

é{igmiggg: o anel das séries de poténcias A[[X’, ceen Xn]J
é o completamento de A[Xt. e Xn] com respeito a
‘_tx;; e Xn)—topologia.

Temos que:

C1d Se f : A[X1, e e Xn] -— A[[Xt, e Xn]] é a aplicagio
naiural CObs. 2.3):

00
CO &er f = COd = n (Xt, cee X O

Cid Toda série pode trivialmente ser aproximada por

polinédmios. Logo, fCA[Xt, e XnJ) é denso em A[[Xt. e Xn]].

Ciéd A CX, ..., X D-topologia de Attxt,'.... X 11 induz
n
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'S - n . ~ - *---"' 4 "n' he B - - - = - = hnling

Al [Xt. ey Xn]]. Logo, f é estrito.

e A[[X1. ce s Xn]] é completo com respeito & CX v X -
-topologia, pois se Clm) é uma seqiléncia de Cauchy de elementos de
WA[ﬁ[X‘, e Xn]], existe uma seqliéncia (5m) em A[X‘, e e X'J tal

. qQue s - Zm — O. De fato, como Clm) é uma seqlibncia de Cauchy, se
a=¢X, ..., XD, ent¥o dado p, 3 k & N tal que !, -1 e af,
. 4 n P kp m

> =

Vm2 kp. Se lk lk o lk P + ..., com ?.k F homogéneco de grau

4

o V m. E fAcil ver que (s ?n é uma

4

’

P

m
{, basta tomar s = § lk
. m .

L=0

m+1

seqliéncia de Cauchy em A[Xi; Ceas Xn]. Temos que s = S, + Cs1 -
-5 +Cs_ -5 + ... € AlIX , ..., X 1] é€ o seu limite. Portanto
. o 2 1 1 n _

& também o limite de €.

Logo, da proposigdo 2.33 (O, segue a afirmag¥o.

I. 3. Sobre m-Aneis separados e completos

Dedicamos esse item a expor alguns resultados sobre a
m-topologia num anel. Dessa forma, estabelecemos aqui condig¢gSes
. péra gue um anel, sendo separado e completo com respeito & dols de
seﬁs ideais, o seja com respeito & soma desses ideais. Se o anel ¢é
Néetheriano, tais condi¢des s3o desnecessarias.

A Observamos também algumas conseqgliéncias do fate de se

completé.r sucessivamente um anel por dois de seus ideais.

Em 3.1, temos uma nova caracterizagioc de um anel m-completo:
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Entio 4 & m-completo se, & sé6 se, V er) seqiéncia

Q
em A, x — O, segue que % x  converge.
L=0

Demonstracio:

C = D Dada an) seqiiéncia em A4, x — O.

Logo, dado p, 3 . i Q. x € mP, Vn>n_.

[o
n
Consideremos a = F x & A.
n i.=0t
Senz2mzn , Ltemos: a - a = x + ... + x e mP
[} n m m+4 n

= Can) ¢ uma seqléncia de Cauchy.

Como 4 &€ m-completo, segue que Can5 converge, 1.é., que

w .
Y, x. converge.
“i=0 °
C « D Dada Cyn) uma seqliéncia de Cauchy na m~-topologia de A.
Tomemos x =y -y . Ent&oc (x> & uma seqliéncia em
n N+l n 12}
A.
Temos que dade p, 3 n, € N 4. q. y, T v & m®,
Vnz2zm?2 n, - Logo x & mP, ¥ n2 n,- Isso implica que x — 0.
©
Assim por hipétese, T x, ~converge em A. Suponhamos que
- n i=0 )
W-‘I.:ox" = x & A. M::ls,i_ox,t = Vou ~ Yo Ent3o, Voed ~ Vo — x Dat,

,.yn — x + yo.

Portanto, A ¢ m-completo.

Nota: Observemos que a implicag8o ( &« 2 n3o depende da

topologia envolvida, enquanto que ( =2 D acontece justamente por 4

possuir uma m-topologia que o esti4 tornando m-completo. Como

exemplo, temos R como um anel com a topologia usual da reta, onde a
1 21
seqléncia (10 & tal que - O, mas }; . n3o converge.
=1
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Lema 3.2. Sejam 4 um anel, m e n ideais de A.
Se A ¢ m-completo e n-completo, ent 3o A é

(m + 1 -completo.

Demonstragdo:
Utilizando o© lema 3.1, basta mostrar que se an) é uma
L3
seqliéncia em A4, com x — O na (mt + MW-topologia, ent3io Ext
- L=0o

converge na (m + 1 -topologia.

Notemos que as filtragBes {C(m + n)h}ncm =3 {m“ + nn}n(m geram a

_ mesma topologia, pois (m + W cm" +n"ccm+ W™, Vel

Como x — O na (m + w-topologia:

p=1,Bp°4:[Nt.q,. x € m + n, Vano
p?a.apts[Nt.q,. xneCm+n)zcm+n,VnZPtzpo
v',p=4.apzeth.q,. xne:Cm+n)4cmz+nz.VanZZp1?.po
) 3 8 3
= > > > p>
P = 6,_ 3 Py € N < ¢. x € (mt + 10 cm + 1, Vn=z Pz Pz P2 po_
p = 2%, BpisINt.q,. xnsCm+nDZi c m' +ni', VaniZ... Zpo
Assim, x =y + 2, comy cm",z ent,Van_.ViZL
n n n n n 19
Logo y.— O na m-topoclogia e z — O na n-topologia. Por 3.1,
@ @
Fy, 2z e A <. q. Eyn=y e {:zn=z.
) n=o n=0
n n
Coloquemos ¥y =YL y. e 7 = L 2. Dai, dado ¢, 3 n_ & N <¢q.
" i=o ' izo © a
y—yamqey—zenq,VnZn-..
I n q
n .
EntZo se % =i¥ox,‘, temos x =¥, + F» Vnz P, © Qque

implica = - Cy + 2> = Cyn - y2 + an -2 e m¥ + n? cm + w9,
n

xi] converge na (mt + nd)-topologia.
n

Vn2 nq. Logo [
t

o172
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Portanto, 4 ¢ Cm + 1) -completo. B

Abaixo, um lema necessarioc para a prova da reciproca (scb

certas hipétesesd do lema 3.2.

Lema 3.3. Sejam 4 um anel, M, 1 e p ideais de A4
Se existe m £ N tal que m" ¢ p, entfio o n-fecho e o
(m + ) —-fecho de P coincidem, ‘
Em particular, YV m ¢ N: m" & n-fechado se, e sé se,

& (m + 1D -fechado.

Demonstrac¢3o:

O resultado segue do teorema 2.16, desde que nece + ny =

neiN

=P + Cm + WD, pois (m + W™ cm” + 2" c m + W" o pela
nelN

hipétese. . ]

Proposig3o 3.4. Sejam A um anel, mt e 11 ideais de 4 tais que m"”
¢ n-fechado, V n £ N.

Se 4 é (mt + W -completo, ent3o 4 é m-completo.

Demonstracfo:

Do lema 3.3, temos que m" & Cm + un)-fechado, V n. Logo

m" = m” + cm + WD (Teo. 2.160.

k
Dada me) seqiiéncia wm-Cauchy, logo dado =n, 3 n <. ¢.
x -x em"cscm + ", Vn, L= n .
m o

P
Assim, se (x > & m-Cauchy, entic & (m + 1D —-Cauchy. Logo me) &
m

Cm + nd-convergente, digamos d&dm x = x & A. Assim, dado k,

k
- v >
Brketh.q,.xp x e (m + ), pzr.
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n
Entio, se m 2 n, temos x - x = x - x + X - x e m +
m m P P

o
k
Cm + N>, onde p 2 T VvV Rk =Y x - x € m". Portanto me) &

. Mm-convergente, donde 4 é m-completo. a

Agora, numa vers3o para anéis m-separados, © que vimos para

anéis M-~completos.

ProposigZo 3.5. Sejam 4 um anel, it e 1t ideals de A tais que

m" é& n-fechado, ¥V n & N.
Se A é m-separado, entio 4 & (m + N —separado.

Demonstrag¥o:

Temos que ) (m + w" = N cm”™ + u™.

nelN nelN
Dade x €« m" + n", V¥V n. Podemos escrever x = v, + z =
= = = = i L 3
_ yz+zz yh+zn ...y comy £ m ezien,Vt.
Daf, para cada t € NN, z, = Cyi+1-— yi) te ., = Cy‘+z— y,H_‘) -
. . hip.
- 2, =...cm"+u™, Va>i » = £ n(m"+n"5 = m".
. L+2 L
. m
. . hip.
Assim x e m', Vi » xepnm = (OO =» x =0.
" .
EntSo n(m + " = CO>. Portanto, 4 & (m + nd-separado. a

n

Juntando o que obtivemos até agora nesse item:

Teorema 3. 6.

Sejam A um anel, mt e 1 ideais de 4 tais que m” & n-fechado e
n" & m-fechado, V n € N.

Ent3do s3o equivalentes:
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Cad 4 & (m + nd-separado e completo.

(& A é m-separado e completo e N-separado e completo.

Pemonstragio:

CadD o (& Segue de qpm’, nu" € Adm + " = (O e da
n n

proposig3ioc 3. 4.

C&H = (a3 Sal direto da proposigioc 3.5 e do lema 3.2. a

Se o anel & Noetheriano, as hipéteses reduzem—-se a:

Corolario 3.7. Sejam 4 um anel Noetheriano, m e tt ideais de

EntZoc s3o equivalentes:

Cad 4 & (m + 1D —separado e completo.

(8 A & m-separado e completo e nt—separado e completo.

Demonstragio:

Sai do seguinte fato: se 4 ¢ um anel Noetheriano e a um ideal

de A ¢ qg. A & a-completo, entFo qualquer ideal de 4 ¢é a-fechado. De

ffat;o, seja b um ideal de A. Logo b ¢ finitamente gerado.

Dada Cbh) seqiiéncia em b com bn — b. Logo Cbh) Cauchy em b,

ent3o dado p, Bno t¢ b —bmea"b, Vo m2n_.

o
= s , = + ...
Se © T (?k) suponhamos bn a’_'n(‘s‘1 + ak,nﬂk
e bm = ai’mﬁ“ + ... 4+ ak,mﬁk' Logo Ca’.n - cz,’”m)ﬁ1 + ... + Cak'n -

- akm)ﬁk e &, Vn, m 2 n, dai Ca > & Cauchy em A4, donde

’ o] Jn

a — Aj para algum Aj e A. EntSo & = 7\1(?‘+ .+ )‘kﬁk e b.

3.
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Na proposig3o 3.9, vamos completar um anel primeiro por um de
seus ideals e depois por ocutro e verificar algumas propriedades que

decorrem desse falo.
Primeiramente, demonstiramos wum lema que ¢ preciso para a

prova da proposig3o.

Lema 3.8. Sejam 4 um anel, m e n ideais de 4, A = CATuD e
f : A — A o homomorfismo canénico.

Se tt & m~fechado, entZo f CfCOAD = n.

Demonstrag¢io:

Sem perda de generalidade, podemos supor que A4 é m-separado

pois, visto que n é m-fechado, n = n(n + m™ 2 8] m".
n

Temos que fi coincide com f(n)A » onde f# é completamento de n

com respeito & topologia induzida pela m-topologia de 4 e an)‘ é
o fecho de fC(ud em 4. '

Além disso, FCHSX = q CfCmd + ™D = CfCdA + "D = FCwA
' n n

Portanto,
~1 -1 ———A -1 A ~1
n=f A = ") = DA D o f D > n.
Donde f ¢fcnd>d = n.
No item (I.5), demonstraremos que se 4 & um anel Noetheriano,
me 1 dois de seus ideais e se 4 & (m + n)-separado, entio vale:
A = AT & nd-separado e CATmM+nd X (4ATndd. Para um anel qualquer,

temos a proposi¢g®o a seguir que é uma das mais interessantes desse

item.
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Proposigfo 3.9. Sejam 4 um anel, m e 1t ideais de 4, 4 = C47uD
e B = CATndD.

Se A é nt-separado e 4 ¢ nd-separado, ent¥o:

cocm” +n™MBNA=cm”™ + aHA4, Vn el

CidD Em 4, a (mt + nd-topologia e a topologia induzida pela
(m + 1D -topologia de B coincidem.

Cid 4 é&é (mt + WwB-denso em B.

Demonstrag3o:

CO Consideremos os homomorfismos canénicos f : A — A e
& : A — B.

- Mediante uma simples verificag¢g8o, temos que cm”™ + nHA4 &

m-fechado e (m" + n™H4 & nd-rechado.

Logo, podemos usar o© lema 3.8 para cobter:

Cm” + nDB N A=C(Cg o /)"[Cg e HCm” + n“)g] =
= f"[g*[g((m“ + n“)Ab]B] BB e + uHD =

= fffccm™ + aHDL P=Pcm™ + D4

(4D Na demonstragfo do lema 3.2, vimos que as filtragles

n n n .
{Cm + }mm e {m" + n }MN geram a mesma topologia. Assim,

consideremos em 4, como base de vizinhangas do zero:
o cm” + uH4 para a (m + uw —topologia de A4.

e cm" +uHB N A4 para a topologia induzida pela (m + nd-

—topologia de B.
Portanto por (O, as topologlas coincidem.

C4dd Dada uma vizinhanga U = x + cm”™ + DB em B, com x £ B,



vamos mostrar que U N 4 = ¢ .
Como 4 é nB-denso em B, existe uma seqliéncia me) em A
tal que x — X na nB-topologia. Loge 3 p &€ N & q. ;v<p - x € n"B.
Como A4 é mAd-denso em 4, existe uma seqléncia Cyp’i) em A

tal que Yo x, 6 ~na mA-topologia. Logo, 3 Q € N

n
¢ Q. - x e m'A.
5% Yo p

Assim y Q" x e ca” + n™HB » ypq ex +m" + n™B = U.a
P, ’

I. 4. Completamentos separados de um anel de polinémios

Dois resultados sobre um anel de polindmios e alguns de

seus completamentos separados s3io mostrados aqui.
J& vimos em (2.370C(B) que o anel das séries de poténcias
ALl X1) é& o completamento do anel de polin&émios AlX) com respeito ao

ideal 0.

No lema 4.1, estudamos o anel AI[X11, onde m & um ideal de A e

A = CATuD.

Lema 4.1, Sejam A um anel, m wum 1deal de 4, X wuma

indeterminada scbre 4 e 4 = CATmD.
Ent&8o:

Cad ALIX1] = CALIX)ITmALLIXIID. )

N m™ALLX1].

neiN

& n [Cm,X)"A[[X)J]

nealN

Demonstiragfo:
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Cad Usando a defini¢io de limite inverso, temos:

AlIx11 = [um-—“—][txn ~ lim [(J_][txn];
E m" ‘ m"
> fim ALIXIY 0 AIXI1TmMALEXIID
m AL X))

C& B ¢bvio que C( @mDAIIXII € a ™, XDAIIXI]

nelN nelN
= Cm, 0"AULx11.
- nelN
w0 .
Seja f = L aX e Cm”, XDAIXI.
i=0 nelN

Como f & Cm”, X™ALIX1), ¥V n ¢ N, temos: atx" e migxy,

J>%i o aX em™MIX), Vn » a em”, Vn o+ fecCqm™alxi,
h v v nel

Completamos agora o anel A[X] pelo ideal (m, XO e obtemos a

Proposigic 4.2. Sejam 4 um anel, m un ideal de A, X uma
indeterminada sobre 4 e 4 = CATmD.

EntZo CALXITCm,XDD = ALIX)].

Demonstragdo:

Pelo lema 4.1 (&), temos que A[IX1) = "CALIXI1TmALIX11D, logo

AlIX1) & m-completo. Como ALIX)) & (XD -completo, entioc por (3.2),
ALIX)1 & Cm, XD -completo.

Podemos supor que 4 ¢ m-separado, logb pelo lema 4.1C8,
AlLLX)] & Cm, XD -separado.
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Da proposi¢do 3.9 (D e (4D, segue que em ALX], a (m, XO-
~topologia e a topologia induzida pela (m, XD-topologia de Al[X]]
coincidem e ainda que A[X) & C(m, XD-denso em Al[X1). Portanto
CALXITCm,X>> = ALLIX)). G

I. 5. Completamento de um anel e séries de poté&ncias

A[[X;, e X 11
O isomorfismo C47ad = n (*) que
CX - a, ..., X-a?
1 1 n n

mencionamos na IntrodugZo (I.1> é estudado aqui e também nos ftens

seguintes.
' Nesse 1item, ocbservamos primeiro um resultado scbre um

i somorfismo que difere de (% por tratar do fecho de

' SX‘— a ., ..o Xn— ah) numa certa topologia. Para tal resultado, as
_hipdteses s¥o minimas, mas nZo ¢ ainda o isomorfismo que queremos.
”:ébmo corolario, obtemos (%), sé que sob condi¢gBes bem mais fortes.
- - Demonstramos no teocrema 5.5, a existéncia do 1§omorfismo C#

... para anéis Noetherianos, fazendo antes observag8es de caréter

rm&;topolégico.  Como corolarios do tecrema, vemos algumas

. conseqliéncias de se completar um anel Noetheriano sucessivamente

por dois de seus ideais e também pela soma desses ideals, algo

semelhante ao que fizemos em (I.3D.

Comegamos com ©

Teorema 5.1.

Sejam A um anel, a = Ca1, e e ah) um ideal de 4 tal que 4 &
a-Hausdorff, 4 = C4%ad e X1, Ce s Xn indeterminadas scbre 4.
Se m* ¢ o CQALLX, ..., X111 + CX, ..., XDd>-fecho do ideal
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m=CX1—a.‘, ceey X - ad, entio

ALLXx, ..., X 11}
1 n

h
14

Demonstrag3do: Ver (I[N}, Tecrema 17.5, pag. 55).

Corolario 8.2, Sejam 4 um anel semi-local Noetheriano com

HKH =mn a =2Ca, ..., ad um ideal de 4 tal que Ya = n e
A= CATD.
Se m = (X - a., ... X - a) ideal de
) 1 1 n n
A[[Xt. e e Xn]] onde X’., ey Xn s¥o indeterminadas sobre 4, oeniZ%o

A & um anel semi-local Noetheriano e

Alex., ..., X 11
1 n

Do
114

Demonstragfo: Ver CI[N), Corolario 17.6, pag. 55D.

Lema 5.3. Sejam 4 um anel, a e b ideais de A.
Ent3c o b-fecho e o Ca + B)-fecho de a coincidemn.

Demonstragdo:
De fato, Ca + B™ = Ca + Ca + B,
n n
Corolario S5.4. Sejam 4 um anel, a = Cat, e anD um ideal de
A e X£. ce s Xn indeterminadas socbre A.

Se m = (X - @& s ... X - a) ideal de
1 1 n

n
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AlLx , ..., X 11, entXo o CX, ..., XOd>-fecho e o
1 n 1 n

COA[[Xl,..., XnJJ + CX‘...., Xn))—fecho de m coincidemn.
Demonstrag8o:
De fato, dCadllX, e ey X 11 + X, e X D> = wm +
1 n 1 n
+ CX‘, N Xn). Dai, use (5.3D. B

Uma proposi¢doc que ¢ usada no decorrer do trabalho é a que

enunclamos abail xo.

Proposig¥o 5.5. Sejam 4 um anel, a e b ideais de 4.
Se:

C > b ¢ finitamente gerado;
C &> A é a-completo;

C ¢ DO A a-topolegia de b e a topologia induzida peia
a-topologia de 4 coincidem.

ent¥o b ¢ a-fechado.

Demonstrag3o:

Usando © raciocinio com que demonstramos © corolario 3.7, sail
facilmente que se b ¢ finitamente gerado, entZSc b é a-completo.

Logo por hipétese, b ¢ fechado com relagic & topologia
induzida peaela a-topologia de A.

Assim, por conhecido resultado topolégico, b ¢ a-fechado. -]

O seguinte teocrema & uma forma mais fraca do corolarioc 5.2,
onde exigimos um anel semi-local Noetheriano. Aqui, basta um anel

Noetheriano. E um teorema muito bonito e um dos mais importantes
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do capitulo.

Teorema 5. 6.

Sejam A um anel Noetheriano, a = Cat, e e an) um ideal de 4
tal que 4 ¢é a-Hausdorff, A = C4Tad) e Xi,.... Xn i ndetermi nadas
sobre A.

Sem =X -~ a, ..., X - a2 ideal de AlLX, ce ey X 11,

1 1 n n 1 n
entdo
A[[Xi, RN Xn]]
A =z
m

Demonstrag¢io:

Basta mostrarmos que m é CX‘, e Xn)—fechado » pols pelo
corolério 5.4, m seréa CQA[[X‘. cees Xn]] + CXi. e Xn))—fechado e

. dai usamos o tecrema 5.1.
 De €2.370C®), sabemos que AULX, ..., X 1) & CX, ..., XJ=
—completo.

Do Lema de Artin—-Rees 2. 242 sai que, em m, a
. C X1 , e Xn) -topologia e a topologia induzida pela

N 'C“X‘, e Xn)—t,opologia de Al [X‘, e XnJ] colncidem.

Como m & finitamente gerado, pela proposigiio 5.5, m &
cxt. cee» Xn) ~fechado.

Nota: Como A é Noetheriano, pelo exemplo (2.27> temos que

ALIX, .. Xn]] ¢ um anel de Zariski pela (X1. PN Xn)—topologia.
Dai, concluimos também que mt & CXt, e Xn)-fechado.'-.

Corolario 5.7. Sejam A um anel Noetherianc, a e b ideais de 4
_tais que 4 é Ca + b)-Hausdorff e 4 = C4Ta.
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 Ent%c 4 ¢ Ca + bd-Hausdorff.

Demonstrag3o:
Consideremos a = (Ca, ..., ad, b = (b, ce.s B D,
1 n 1 m
A = CA%a+Bd, . = CX - a, ..., X -—a, Y -b, ..., Y - b D
1 1 n n 1 1 m ™
ideal de AI[LX, ..., X, Y, ..., Y1) onde X, ..., X, Y, ..., Y
1 n 1 ™ 1 n 1 m

s80o indeterminadas sobre 4.

Temos pelo teorema 5.6 e do fato de 4 ser Noetheriano C[A-M],

Teorema 10.26, pag. 113D:

AlLx , ..., X , Y, ..., Y 11 Attty , ..., Y 11
1 1 m

n 1 m ~

A =

n CYy -b, ..., Y —-b>
: 1 1
Assim existe ¢ : 4 —» 4 um A4-homomorfismo canénico, tal que p
é 1-1.

Observando que 4 ¢ (a + B)Ad-Hausdorff, concluimos que

.p[ n tCa + b)AJ"] c nlea + M c fica + BO* = o

ke ke keN
v é& 1-1 X
- n [Ca + 641" = CO. @
keN

Corolario 5.8. Sejam 4 um anel Noetheriano, a e b ideais de 4

tais que A ¢ Ca + bd-Hausdorff.
Se 4 = CATad e A = CATa+bBd, entdo 4 = CATHD.

Demonstragfo:

Por (5.7, 4 & Ca + b>d-Hausdorff, logo ¢ bA-Hausdorff.

Usando que 4 & Noetheriano e o isomorfismo da demonstrag3o

anterior:
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Attty , ..., Y 1N Teo. 5.0
A = 1 m > A > CcATeD

o)

I. 6. Um contra-exemplo

Costarfamos de estender o© resultado que temos para anéis

Noetherianos (Teo. 5.6>. Mas 1isso nfFo ¢ possivel, pols existem

‘casos em que o ideal (){1 i PRSP Xn - anD ndo & CXi, vees X O-

- n
—fechado em A[[Xt, e Xn]]. Dedicamos esse i1tem a expor um desses
casos.

Falamos um pouco sobre os a-anéls graduados antes de construir

o contra-exemplo.

Na proposigio 6.1, indicamos A+ o ideal homogéneo @ A

n>0

n

(2.22> de um anel graduado 4 @ An 2.210.

n20

Proposig¢Z%o 6.1. Sejam 4 @ An um anel graduado e a um ideal

n20

de 4 tal que a € 4 .

+

Se b & um ideal homogéneo de 4, entZ%oc b é
a—-fechado.

Demonstrag3lo:

.
»

Seja a en(b + a™». Como 4 é graduado, existe m ¢ q.

nelN
a=a +a + ... +a ,coma €4, T =0, ..., m
[e] 1 m L L
+ 4 +4
Desde que a € b+ a™ e a™ < @ A » entZo
nam+4i
k
a=b+ ¥ a  combe bea .64 , F5j=1, ..., k. Isso
= m+j m+j r+j



implica a, t a + ... + a = b € b. Mas b ¢ homogénec, donde

1 m+k
a €, Vi=0, ..., n+k = a=a +... +a b,
L o] m
Usando (2.16>, b & a-fechado. a
Temos que A[Xt, e Xn] ¢ um exemplo de anel graduado. Assim
segue ©
Corolario 6.2. Sejam - 4 um anel e X‘, N Xn indeterminadas
scbre A.
Se m é um ideal homogéneo de A[Xi, c ey Xn],

entfo m & X . Xn) —fechado.

‘.’

A prova do lema abaixo & imediata e por isso a omitimos.

Lema 6.3. Sejam A um anel, a e b ideais de A e n : A — A5
b
homomorfismo candnico.
Se n(a) = a, —ﬁ— ¢ a-Hausdorff se, e s& se,
S

b & a-fechado.

Vamos agora construir o contra-exemplo, utilizande os
resul tados anteriocres.

Para isso, consideremos até o fim desse item:

® k um corpo
e Y, Xo, X‘, ce.s X, ... indeterminadas sobre k

™
® A= [k[X s X s X ...]][n
(o] b § n
@ a um ideal de 4 gerado por x_‘)"“‘, i =0, 1,
® R = Ara
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®nn: A — R o homomorfismo canénico
e n(YD =y e nCXi') = X i =0, 1,

® X uma indeterminada socbre R

Observemos que a & homogéneo, loge por (6.2) & (Y)-fechado.
Assim por (6.3>, R ¢ (y>-Hausdorff. Portanto, pelo Lecorema 5.1,

RILX]1] .
temos que se R = CRTCYDD entZo R — onde (X - ¥ ¢ o
X - w 3
CXD-fecho de CX - yv> em RUIX1].
Idéia: mostrar que o¢© ideal (X - y> de RI[X)] n3o é

CXO ~fechado.

Vamos precisar antes do

Lema 6. 4. Xk}'"ﬁ'Q.Vne[NerZn.

DemonstragXo:
Se existe n e N e kR 2 n, Xk}’" € a, entfo Xk)’" = a.OXoY + ... +
.+ o.rxr}'”" com a € A, T =0, ..., r.
‘ Como a € A, podemos escrevé-lo como um polinédmio em Y. Donde
substituindo na expressio de Xk}'n e igualando os coeficientes de y"
em ambos os lados, obtemos uma nova relagdo do tipo
= >
'},(k boxo + ... + bﬂ_i)(“_1 - )(k £ CXO. ... X _1) com k Z n.
Cabourds 1D.

Proposi¢%o 6.5. O ideal (X - yJ n¥o & (XD -fechado em RIL[X]1]).

Demonstrag3o:

n .
Consideremos a seqgléncia { r xiX"ﬂ} de elementos de
i=0 nem



n .
(X - y>. Temos que cada elemento ¥ X.LXH‘

V=0

da seqliéncia pertence a

(X - ¥y, pois V ¥ ¢ N, desde que xiyt“ = 0,

L+4
x X

L

Gyt + x VX 4 L+ e XX - .

(EY]

. a0
A seqiéncia § x X — s = ¥ x_tX na (XD -topologia de

RILI[X1].

Afirmagdo: s g (X - .

0 .
Se s € (X - y, entSo 3 t = YaX & RILIXI] tal que
: [T o] v
s = t(X-y>. Logo, substituindo s e t nessa expressio e igualando os
coeficientes:
yve = o e a - a V=X, VxeN 7}

Como a ¢ um ideal homogénec de A4, temos que 4 induz uma
~graduag8io em R = 4-a, e assim cada a, pode ser escrito de forma

nica como:

a = 86, + 8, + ... + 86 i @
i 1,0 L,ty LN, y
+

De (12>, segue imediatamente que a = x + X Y + ...+

" n +1

+ X v+ oa, i
t+n, y 4N+ y
L L
",
Dafi, mediante (2>, a = x + x y + ... + Xx Vi
1 T L+1 LN

Assim, usando , (1):

™
a - Qa, - x, = x + X + ... + Xx (A 4 - ae. =
i i+ 1y i i u+1y t4n, Y \.ﬂ.y

140,
- X, y i+t - x = 0.
Lti4n, i

i+e

Como x_ v* = 0, pois X, Y £a ¥ kel por (6.4, ont¥o
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n, = n, + 1. Portanto, temos uma seqli&éncia {n_ } estritamente
1 L+ 4 LivelN
a

decrescente de numeros naturais, © que & absurdo.

I. 7. Completamento de um (ad-anel A e sua relagio

com A[[X1}

Estudamos agora o isomorfismo (%) do teorema 5.1 para o ideal

ou seja para quando o ideal a & principal.

a = (ad,
observa¢Bes de caré&ter

Fazemos antes Lambém,
Cad-topoldgico. Dessas observa¢gdes, saem condig¢Bes Vpara que o ideal

como em CI.6D,

(X - ad seja (XD-~fechado e portanto para que tenhamos

ALLX]1]

CATad =
CX - &

Iniciamos com:

Lema 7.1. Sejam 4 um anel, ¢ € A tal que A & (&) -Hausdorff e X

uma indeterminada sobre A4.
Ent3ioc, X — a é regular em Al[X1].

Demonstracio:
Y .
De fato: (X - a3 ):a.,X" = 0 > a = a a, vV t ¢ N -
. {0 L L
a = a a = a,. a® = ... . Logo, a ¢ N Ca™ = C0>. Assim,
|8 L+4 1+2 L "
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Recordamos que o anulador de um ideal a de 4 & o conjunto

Jdnn(Q)={xe:A: xo=o}.

Lema 7.2. Sejam 4 um anel e a € A.

Ent3o s3o equivalentes:

n+d

Cad A nelNtqg AgunfaD = donla "D,

(& {donfa™} & estacionaria.
neiN

DemonstragXo:

Cad - & Dado k € N, seja x e .ﬂtu’:(a"+kﬂ'). Logo:
a.rHLkM = O -»> Cxak)a,“M = 0O -> xa.k & dnn.(anﬂ) = danla™ >
><a.k"n =0 =» x ¢ dmuCaMk).

n+k nt+k+e

) Desde que ¢ clarc que #Lnnla D <€ Anrla D,
temos HnnLa™S = Jdnn(aMkﬂ). vV k.

Portanto, {.s#nn(an)} ¢ estacionaria.
neN »
(8 o Cad Obvia por definigHo. a
A seguir, temos um teorema que nos dA uma condi¢3o equivalente
ao fato da (XD-topologia de (X - a) e a topolegia induzida pela

C(XO-topologia de ALLX)) coincidirem. Ambas implicam que (X - a é
(XD -fechado pela proposig¢io 5.5.

Teorema 7. 3.

Sejam 4 um anel, a € A tal que 4 é (ad-Hausdorff e X uma

indetermi nada sobre A. i}

Ent3o s3o equivalentes:

o {.dn,n(an) }nem & estacionaria.
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(D Em (X - ad, a (XD-topologia e a topologia induzida pela
CXDO-topologia de ALl X] 1 coincidem.

Demonstrag¢fo:

CO = (U Vemos claramente que X - a_')CXk) < X - a n CXk).

V k £ N.
Dado r &£ IN. Usando a hipétese, por (7.20Ca,

3nelN tqg Hgnnla™ = gonCa™™h.

Mostra-se sem problemas, por indugfo sobre k, que

n+k

CX - ad n X" ¢ X - adexS.

Cid -» (@H) Se a seqiléncia {.sdmu(a“) }nem nZo fosse

estacioniria, por (7.2, Vnrn € N, dgonfa™ = .zf_rm(anﬂ).

Consideremos para qualquer n € N, o polinémio
800 = Ca™™ + Q" + ... o+ axn—’jan com a_ & Aonla™ ~donla™ ™.
Sé_j_a fnC)O = (X - a.)gnCX) = anaxn - anan. Logoe como anan = 0, temos
que/nCX)eCX—a)nCXn).VneN.

Mas fnCX) g (X - (XD, pois se fn()o =
= XCX - a.)hn(X), desde que por (7.1, (X - ad & regular em ALIX11,
. Segue que gnCX) = X. hnCX), o que implica a"—"an = 0 CAbsurdo, pots

a.lh £ dron(an—’DD.

Nota: Com o teorema anterior, ficam caracterizados os

(ad~-anéis para os quais nio vale a tese do lema de Artin-Rees. O

anel R da seg¢gfo 1.6 & um exemplo, basta usar (6.4D.

.
.

Temos agora uma nova condigdo para verificar a validade do

isomorfismo (%D,
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Teocrema 7. 4.

Sejam 4 um anel, a € 4 tal que A4 & C(ad-Hausdorff, 4 = (4Tad e

X uma indeterminada sobre A4.

Se a seqliéncia +4nn£a§)hwm & estacionaria, entdo

AL X1

h
it

X - a

Demonstragfo:

Pelo tecorema 7.3, temos que a hipbtese implica que em (X - ad,
a (XO-topologia e a topologia induzida pela (XD-topologia de ALLX]]
coincidem. EntZEo por (5.5, (X - a é ()O-fechado e dail segue o
teorema por (5.10 e (5.4, a

Derivam do teorema os seguintes coroléarios:

Corolério 7.8, Sejam A um anel, a € 4 tal que 4 ¢é
Cad-Hausdorff e completo e X uma indeterminada sobre A.
Se a segliéncia {.dn..n(a.“)}' é estacionaria,
neiN

AL X1]
entico 4 =
CX - @

Recordamos que um anel 4 é reduzido se Vv O = COD.

Corol4rie 7.6. Sejam A um anel, a &€ A tal que A4 ¢é

Cad-Hausdorff, 4 = CATa) e X uma indeterminada scbre A.
Se uma das condi¢Bes abalxo & satisfeita:
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CO A é Noetheriano;
C&b a ¢é regular;
Cidd ab = 0 e d =0 = b = 0;

Cwd A é reduzido;

AL X3
entZo, A4 =

(X - &

Demonstrag¢io:

Basta mostrar que {ﬂhﬁ(aﬁ)hﬁm é estaciondria e o resultado

. segue de (7.4D.

CO Obvio pela definigio de anel Noetheriano (2.5).

Cid Como a é regular, ent3o ganfa™ = COd, ¥V n e N.

Cid Seja x € Annka™> o a°x = 0. Se b = ax, entSo ab = 0 e

% = o. Logo & = 0 e assim x € gnnCad. Portanto Lnnfad = Aonlad.
Dai use (7.2D.

Civd Se b° = 0, entZo b & Y O = CO). Logo verifica-se Cid.m
Um exemplo para ilustrar o corolario acima é:

Exemplo: Sejam A um anel, X e Y s¥o indeterminadas sobre A.

Desde que X & reghlar em ALX), segue por (7.6):

CALX1O5ULYN]
ALIX1) =

cYy - Xo
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Corolario 7.7. Sejam A um anel, a &£ A tal que 4 &

Cad-Hausdorff e tal que a seqiéncia {dnn(an) }new ¢é estacionaria,
A = CATad e X uma indeterminada sobre A.

Se f € ALIX1Y tal que fCad = O em A4, ent3o
f e (X - ad.

I. 8. Extens&so do isomorfismo (%)

Aqui verificamos a existéncia do isomorfismo (#> para ideais
n¥o principalis e para anéis n%¥o Noetherianos, mediante algumas
condi¢des sobre certos completamentos de 4 (Teorema 8.10 e também

sob hipéteses sobre o préprioc anel A4 (Teorema 8.4)>. Temos assim

uma extensio dos teoremas $.6 e 7. 4.

Comegamos com ©

Teorema 8.1.

Sejam A um anel, a = Cat, ey an) um ideal de 4 tal que 4 &
a-Hausdorff, 4 = CATaD, a = Cai, cees @ @ s e a.n).
A = CA',‘ai) e X‘, e Xn %o indeterminadas sobre A4.

L %
Se:

CO 3 5,1 £ 75 =<n ¢ag a.';' Aj é QjAj—fechado, Vme N

CiD Ai, é a_LA,L—separado, Vi=1, ..., n

Cid {Hnn Caf‘)} é estacionaria, V¢ =1, ..., n;
A L nelN

L
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ALILXx , ..., X 11
ento 4 = 1 n

CX-a, ..., X=~-a?d
'l 2 n n
Demonstrag¢o:
Por indugfo sobre n = nimerc de geradores de a.

n=1: O.%X., pelo teorema (7.4),.

Se vale para n — 1, verifiquemos para n.
Consideremos ¥V ¢ =1, ..., n:
A[[Xt. A D
& R = n
CX -a, ..., X-a?d
b 8 4 n n
® R = ALIX, ..., X. » X, s .. X 11
19 1 L—-41 1+ 1 n
et =C(X~a, ..., X. - a, » X. - a, s +oo X~ a?d
L 1 1 t—-1 L—-1 v+4 L+1 n n
e R =R./mn
t 1 8 L

Pela hipétese de indugHo:

B LIX.1) Teo.7. 4
Rz = x> CATCad) , ¥Yi=1, ..., n
X, -a)d vt
L | 8
Dag, VvV 2 =1, ..., n, R é& a,‘R-completo e por (3.2, R &

a-completo.

Segue também da hipédtese (D e do isomorfismo acima que R é
aR-separade, V j € {1, .... n}. Da hipbtese (D e do lema 6.3,
J

temos que aTR & ojR—fechado, VmeN Vjed{l, .... n}. Logo,

por (3.8) segue que R & aR-separado.
Portanto de (3.9>, em A a a-topologia e a topologia induzida
pela a-topologia de R coincidem e A & aR-denso em R. Dai R = CATad.m
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Vamos colocar algumas hipéteses sobre o prépri o anel A. Para
isso precisamos de dois lemas, que apenas enunciamos pois suas
demonstragdes s3o simples. Qualquer davida, investigar C([A-R),
pag. 152 e 153D.

Lema 8.2. Sojam 4 um anel, a e b ideais de A4 tais que 4
é a-Hausdorff e b-Hausdorff, 4 = C45ad e 4 = CATHD.
Se a” & b-fochado, ¥V n € N, ent¥o:

(O 4 & bA-Hausdorff.

Cid Se a & finitamente gerado, entic a"d & Wbd-fechado,
¥V n & N,

Lembramos que se a e b s3¥o ideais de A4, entZ3oc o ideal

quociente ¢ definido como Ca:Bd = {x ¢ 4 : xb < a}.

Lema 8.3. Sejam 4 um anel, Q@ um ideal de A4 tal que 4 &
a-Hausdorff, a € 4 e 4 = CATQ.
Se existe k ¢ N ¢ ¢ Ca™ a*'h = ca™: a.kD. Vn e N,

ent3o J:fn,nxc akﬂ) = dmﬂc a5 .

Teorema 8. 4.

Sejam 4 um anel, a = Cai, e a.n) um ideal de 4 tal que 4 &
a-Hausdorff, 4 = CATad, a = Ca , ..., Q@ , Q@ » ..., ad e
19 1 -4 Lv+d n
Xt. e..» X s30 indeterminadas sobre A4.
n
Se:
cCo Q',n & Cad-fechade, Vme N, ¥Vt =1, ..., n;
L 19
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Cid 3 k e N tq @™ = a™a,
L L 19 L
Vi=1, y T
Cidd 3 j, 1 < 7 < n ¢aq. Ca.ij ¢ a-fechado, ¥V m & IN;
ALLX, , X 12
ent3c A4 = D
X - a, » X - a D
1 1 n
~ Demonstragio:

As hipéteses (O e (WD implicam resp. por (8.2), nas

hipéteses (D e (O de (8.1). )
A hipétese (D implica por (8.3 na hipétese C(UD de (8.10.nm
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CAPITULO 11

O CORPO QUOCIENTE DE DI [ X]1]

I1. 1. Introdugao

Dedicamos este capitulo ao estudo de alguns resultados sobre o

corpo quociente de DIIX]], onde D é& um dominio.

Assim sendo, em (II.2> mostramos que, se um elemento a € D
satisfaz uma certa condigfo, entio mudando de DIIX]] para DII[X/all,
obtemos um grau de transcendéncia infinito entre seus corpos

quocientes. S3o apresentadas algumas conseqliéncias desse resultado.

Para analisarmos a relag3fo entre os corpos quocientes de

DIIX])] e de JII[X)), onde J & um sobreanel de D e também entre os
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corpos quocientes de JI[X1) e de LII[X]], com L outro sobreanel de
D, apresentamos no item C(II.3) varios conceitos como o fecho
inteiro completo, dominios de Krull, dominios Arquimedianos,

domi nios fechados por radicais e dominios de Priifer.

Verificamos quando o fecho inteiro completo de um anel de
valorizagdo V determina o corpo quociente de VIIXI) em CII.A4D.
O conceito de grupo de divisibilidade & introduzide para
cbservarmos que muitas propriedades de um dominic s#%Ho também
propriedades de seu respectivo grupo de divisibilidade. Dessa
forma, utilizando esse conceito e o teorema de Jaffard, constiruimos
dois contra-exemplos que nos mostram que nZo é possivel estender o

resultado mencionado no infcio do parédgrafo para um dominioc D

qual quer.

Durante esse capitulo, D representa sempre um dominio, J e L

.. sobreanéls de D e X o corpo quociente de D (também denotado por

QCDYD.

II. 2. Os corpos quocientes de DIIX1] e KII[X]]

Para iniciar nosso estudo scbre o corpo quociente de DILX]],
. onde D é& um dominioc, vemos neste item primeiramente um resultado
sobre o corpo quociente de KUIX]1].
' Logo a seguir, introduzimos alguns pré-requisitos para a
demonstragcio do teorema principal (Teo. 2.7) desta segfo, que trata
do seguinte ponto: se mudamos de DI[X]] para DI[X7all, o que
acontece com seus corpos quocientes?

Por fim, s&%c mostradas conseqliéncias deste teorema, sendo que
para provar uma delas, exibimos os conceitos de um sobreanel e de
“um sobreanel quociente de um anél. Definimos também a

QR-propriedade de um dominio.
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Iniciamos com o

Teorema 2.1.

Seja K um corpo.
Ent3o @CKI[X1]D> = CKIIXIID[1-X).

Demonstragio:

E claro que CKIIX)IDI1-X] € QCKIIX11D.
Agora se g(XD e KI[X1], ent8o g(XD = XCa + a X + ...D> com
: n

n+4

a # O, para algum n. Portanto g(XD = X RCXD com RCXD claramente

invertivel em KI[X]] e assim segue que QCXII[X11D € CKXIIX11D[1/X], =m

Um fato bastante conhecido é que se D é& um dominio e K o seu
corpa quociente, entdo os corpos quocientes de DIX) e KiX]
coincidem. Assim, cabe a pergunta: isso também ocorre com os corpos
quocientes de DILX]]1 e KL[X117

Gilmer cLeal, Tecrema 1, pag. 1138 provou que

GXDIIX11D = XKIIX11D & equivalente a duas outras condi¢@es, uma

00
delas é aiD # O para qualquer seqiiéncia de ideais niFo nulos atD,

iz1
Tt =1, 8 ... . Se essa condig3o nio ¢é satisfeita, temos entio que

os corpos quocientes diferem. Estudamos qu3c "maior® ¢é portanto

QXKLEX11D do que QDIIX]11D. Mais especificamente verificamos que se

o2 B
a € D é um elemento nFo nulo de D, satisfazendo nch = 0, ent3o o
v =1

grau de transcendéncia de QDIIX-/all) sobre QDIIX]11D & infinito.
No final desse capitulo, um exemplo de um dominio D & dado

para ilustrar o caso em que QDIIX]11D = QKIIX]]D. .

Antes temos alguns pré-requisitos:



Definigdo &2.2. Seja K’k uma extensZoc de corpos.
Definimos:

(O Um subconjunto $ de XK & algebricamente independente sobre

k, se dado um subconjunto finito {51’ S,r v sj} de S, se existe
fCXt, cee» XJ_) em k[)(1, e e Xj] tal que /Csi, e ey st = 0, ent3o
f = 0.

i O grau de transcendéncia de K sobre k é& a cardinalidade

de um subconjunto S de X tal que S é algebricamente independente
sobre k e a cardinalidade de $ é a maior entre os subconjuntos de K

e catisfazem tal propriedade. Denotamos Fa. d. (K| kD,

Cdd A base de transcendéncia de XK sobre k é um subconjunto S

de X que & algebricamente independente scbre k e que é maximal Ccom
respeito & inclus3od aos subconjuntos de X que satisfazem tal
propriedade, ou equi valentemente, que S é algebricamente

independente sobre X e K|k(SD & algébrica.

o .
Definig8o 2.3. Seja f € KIIX)], f = L aX.
1z0
Definimos o© suporte de f como osupLfd =

={iemzai‘#0}.

Definig¢3o 2.4. ("Special Large Gap Property"™ - SLGP)

Sejam D um dominio e a ¢ p* = D ~ {0}.
Um conjunto finito {fi. }?-o de elementos de DI[X-/all satisfaz a

SLGP se dado r > 0, 3 R ¢ N, R 2 r, tal que cada poténcia de x*F

ate xX°*F possui coeficiente nulo em cada f’»' exceto a poténcia x®

em f_ que tem coeficiente a .

Para visualizar melhor tal definigioe, considere a matriz

(n + 12 x o, onde a Cp, qb—ésima coordenada & o coeficiente de X?%
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em fp—x’ isso significa que dado r > O, existe uma submatriz

(n + 1> x C2r + 13 da seguinte forma:

XR—r X.R—1 XR XR+1 X_R+r

_.R -
/o [' o} 0 a (o} o}
f1 O 0 (0] (0] o)
/. Lo 0 0 0 o

Lema 2.5. Sejam D um dominio e a ¢ D*.

Seja {ft}:zo um subconjunto de DI[X- al)l que satisfaz

a SLGP
Se existe {di. F':=o subconjunto de DI[X]] tal que
w .
- ~ 1
dofo + ... 0+ dﬁfn = O com do # 0, entio .ntaD = O.
v =
Demonstragio:
w .
Consideremos do = ¥ cin com ¢ = 0,
L=Em

Dade r > m, como {j’,t} satisfaz SLGP, 3 R £ N como em (2.4).

Se definimos para ¢ = 0, ..., n:
f; = soma dos termos de fi com grau < R - r.
f;' = soma dos termos de ft com grau > R + r.

—_ > -R s - ) s> .,
temosfo—f°+a )('R+f0 e fi_f‘;+fi » VU =1, .n
Consideremos ¢’ = dofo + ... 4+ dnfn ec’’= dofo + ...+ dnfn .

Pela hipétese, segue que ¢’ + ¢’’ + daa_n)(R = O. Multiplicahdo
essa expressao por a7 e igualando a zero o coeficiente de X'R"",

r . r
obtemos ¢ &£ a D. Agora fazendo r variar teremos ¢ € abD, V r, isto
m m™m .

&, nab=o. o
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O lema seguinte & uma simples conseqliéncia da definig¢¥o da

multiplicagio em séries de poténcias.
Lema 2.6. Sejam Por -ror Py € KEIX)1.

Se S £ N, consideremos para ¢ =1, ..., @:

s’Cqd = max{J) € ozmp(pq) : J < st
s7°Ce = max{j & ow{uruCpq) : J < s’ b

a , a
Se S = YTs'(g) e S’ = Y¥s'"’C(g, entFHo:
q=4 q=4
a
(O se S’ < S, entZo S’ = Mz{j e oum[n p] 1 7 < S} e o
q=1 7
xs o
coeficiente de em 1] pq é ql:'1 pq’s,(q) » onde pq,e,(q)

coeficiente de X° VY em pq .

(i se, em adigido as condi¢gdes acima, temos para algum n,

s’C@gd) - s"'Cgd) > n, ¥V g, entio S’° < $* - n.

Vamos finalmente ao resultado principal. Nosso objetivo &

construir uma base de transcendéncia infinita de QDI[X/all) sobre

QCDIIX]11D.

Teorema 2.7. ,

Sejam D um dominio e a ¢ D*.

Lo < B
Se na"D = 0, entdo o grau de transcendéncia de QDII[X-/alld

t=1

socbre QUDIIX]1DD & infinito.
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Demonstiragio:

Consideremos A : NN — N tal que:

CO ACnD> > n, ¥V n & IN.
Cid ACn + 1D > ACnD + 1, V n € N,
CUd dado N > O, Bnoe[Nt.q,. ACn + 1D > N.ACnD, VnZno.

n

[A fungdo ACnRd = 2 satisfaz as condig¢Bes ac:ima].

() X )\i'm)
Definimos em DIlX7all: a = E[—a—] » ¥V T & N, onde
v n=1
p T P A, ou seja, AN composta i vezes.

De ou{L{LCa,L) = &m()\i), onde &m()\i'b & a imagem de Ri, segue o©

fato : ou,n,{vCaiﬂD < ou{z@(at).-

Suponhamos por absurdo que {ai} é algebricamente dependente

sobre QUDIIX)1D. Assim, existe I €6 N e um polinémio p’CX‘, RN XI)
em CQCD[[X]]))[)(‘, ey XIJ tal que p’Cai, cees aI) = 0. Sem
problemas, podemos reduzir os coeficientes de p® em um denominador
comum e obter um novo polindmio p em CD[[X]])[Xi. “ees XI] ainda se
anul ando em Cat, e az).

Consideremos & = {a:m. .. a:m correspondentes aos termos
X:“). . X:(n de p com coeficientes n3o nulos }

Nossa idéia é mostrar que ¥ satisfaz a SLGP.
Dados r, N € N, podemos escolher S & ou,{m(ai), vVi=1,...,1,

tal que tomando s'Ci{) e s”°Cid, V¢ =1, ..., I conforme lema 2.6,

teremos as afirmagdes abaixo:

CI> s'CId < s’CI - 1D < ... < s'C1).

CIID 'Cd >r, Vi=1, ..., 1.

CIIID N.s’Cid < s°Ci - 1>, Vi=2, ..., 1.
CIVD N.s’Ci1d < S. L

CV) s°Cid - s''Ced >r, Vi =1, ..., I.

Usamos para demonstré-las a seguinte observagdoc (¥: se dois

elementos s8o adjacentes no oupp(a,L), ent¥o nloc podem ambos estar



em ou{vn(atﬂ). Pois, se a e 3 s%o adjacentes em ounnlad, entZo
L
AmelNteg a=rww e p = )\.‘Cm + 1)>. Como 0“4"41(01“3 c sunplal,
19
se a e 3 estFo em owu(aiﬂ) ent3o eles também s3o adjacentes afi.

Logo, 3 n €6 N ¢tg a = kiﬂCn) e 3 = )xtuCn + 1>. E facil ver que

A' ¢ 1-1, assim temos que A(nd = m e A(n + 1> = m + 1, contrariando

CiD da definigio de A.
Agora, dados r e N, vamos escolher S que satisfaga as

condi¢gBes de (ID até& CVD:

€12> Ache em oup{vCa13 um elemento > r. Esse elemento existe

pois ACrd ¢ ou,{o{z(ai) e ACrd > .

c2%> Dado N > 0, 3 noelN g Am+ 1> > NACm, Vm 2 n .
Tome n > ma.x{n . r}. Logo ACn D> > ACn D e A(nD > ACrd.
1 _ o 1 o 1

Supondo N 2 2, temos entBo V m > n:

Am + 1D — ACmDd > CN - 1. 2(md 2 A(mD > 7\(711) > r 2

Agora consideremos s'’CI> = m,én{j e owm(a.l) : J > kCn‘D }.
s’CI> = mindj € supplad : 7> s’’CID} e

S = mindJ € oupplad : J > s’CI> }.
Portanto valem:

CID) Como S e s’Cid) sHo adjacentes em ou{m(a,‘) e S tem que
estar em oun{z,Ca,H‘D. ent3Io s’'Cid g o-u,{z,{u(aiﬂ) por (%, Logo

s’C? + 1D < s’C¥D.
CII> Da definig¢fo s°Cid > s’CI> > kCn‘) > r.

CIII> Como s°CiD & oumn(ai), 3 m L Q. )k(m.i_) = s’C. De (IID,

KCm,L) = s'CiD > }‘\Cn‘)',. Portanto )\Cmi + 1> > N.)&Cm‘_’) > N.s'Cid>. Mas

s’Cid) < s’Ci - 1D, o que implica )\Cmib < kai'_ib. EntZo s’Ct - 1D

= )\Cm,t_ib > ?\Cmi + 12 > N.s’CiD.

CIV)> Por raciocinio andlogo a CIIID sai S > N.s (1D,



(V> Usando a notag3o de CIIID, desde que s'CiD e s’’Cid s3o
adjacentes, ent3o s’’Cid = ACm, - 1>. Como m > n de (%% segue
L

que s'Ct) = s"'CD = ACmD - ACm. — 1D > r.
L L

Consideremos 7 o grau total de p, N =T + 1 e r qualquer.

Ordenande X lexicograficamente pelos expoentes dos a,"s.

denctamos 8’ = a: - a: RPN malor elemento de & (esse
elemento ser4d o fo da SILGP> e ©8°" = a.: wo. a: i qual quer
outro elemento de ¥. Logo, T = €’C1> + ... + e'CID.

» »
e ) e <D
Temos que, usando o lema 2.6 para a s ..., @

. 5 4)
S" = e’C1ds’C1d> + ... + e’CIds’CID> < e'Cids’C1d + ... +

e’CId>s’C1D = T.s’C1> = (N - 1).8"'C1D <« S =& S' & o maior elemento

em oupL8’) que é menor do que S.
Chamemos S’ de R Cantecipando seu papel na SLGP). Dai

xx
R < (N -13s’C1> < S - s’C1> » R + s’C1d < S % R+ r <3S,

Como S’ & o maior elementc em oupnl8’) que & menor do que S,
ent3o todos os coeficlentes dos termos de grau R + 1 até R + r sdo
nulos.

De CVD, temos que s’'Cid - §’°°CD > r, VI =1, ..., I, logo
por (2.6, S’ < R - r. Mas S’’ é& o segundo maior elementoc de
ouppL8’) que & menor do que S, entio todos os coeficientes dos
termos de grau R - r até R - 1 sZo nulos.

Por 2.6, o coeficiente de xR em e’ &

» » » »
-8’y e D) -8 e’ -R
Ca p) . Ca p) = a . Portanto &’ serve para o

papel de fo da SLGP.

(4 k44
. -ty "D
Agora usandoc (2.6) ‘para a, IR I » temos que o

maior elemento em oupyLB8"’D que & menor do que S é
e’'C12s’C1D + ... + e’ 'CIds’CID.

Comegando com T = 1,. seja io o menor 1nteiro tal que
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e"'Cy D < e’Ci D. Logo, e’’Ci D + 1 < e'Ct D -
o o o o

e'(t D - e'"'Ct > =2 1.
o o
De (IIID>, temos que

(ID

£'Ct D > Ng’Ct_ + 1> = T.s'Ck + 1D + &'Cx + 1> >
O [o] O o]
> T.s’Cio + 1> + r = (Ce’Cid> + ... + e’CID)s’CiO + 1> + r =
(35 &)
> Ca’’Cyh + 12> + ... + @'’CIdds’Ci + 1) + r > o'’y + 1D.
(o] Q ()
.s’Cio + 1D + ... + e’ 'CI>s’CI> + r = [e”(io + 1> - e’Cio + 1201.
.s'(io + 1D + ... + le’’CI> - &'CI>1s’Cl> + r

Logo de e’Ci D ~ e’'Cy D 2 1:
o o

[e’Ci D> - &’°Ci¥ D1s’Ct D > [e’’Ck + 1> - e’Ct + 1D1).

o o o o o
.s’Cio + 10 + ... + [e’’CI> - &’CI>1s’CI> + r o [e'Cid - e"’C1d].
.s'C1D> + ... + [e’CID - &’’CId1s’CId> > r = e’’Cids’C1d> + ... +

+ e'’CId>s’CI> < R -

Assim, como e’’C13s°C1d + ... + &’’CI>s’CId & o maior elemento
de ounpL8’’) que & menor do que S, todos os coeficientes de termos
de grau R - r até R + r em 8’’ s¥o nulos.

Portanto & satisfaz a SLGP.

EntZo p é de fato uma equaglo de dependéncia linear entre os
elementos de ¥ (por construgio com coeficientes n3o nulosd,

Logo, por (2.5, f ai'D # O C8ervtradigie ).

Assim, como a afirmagio de que {ai} & algebricamente
dependente scbre QXDIIX11D nos levou a uma contradigio, segue que
{ai} é algebricamente independente sobre QCDIIX11D.

FPortanto F2. 4. CQXDIIX all |GXDILIX)Y1DD = @ .

Un corolarioc de demonstragio quase imediata & o:
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Corolério 2.8. Sejam D um dominioc Noetheriano e a & D.\MCDD.

Ent3o o grau de transcendéncia de QXDI[Xrall
sobre DIIX11> é infinito. |

Demonstragdol

Use o© corolério 2.26 do capitulo I e o teocrema 2.7 deste

capitulo. @2

J& o coroléario a seguir & um pouco mais elaborado e traz um

interessante resul tado.

Precisamos antes das definig¢8es abaixo:

Definigdo 2.9. Sejam D um dominio e K = QCDD.

Um sobreanel de D é& um subanel de X contendo D,

Definigio 2.10. Seja A um anel comutativo com unidade 1.

Un sistema multiplicativo S de 4 ¢é um

subconjunto de 4 tal que 1 ¢ S e se x, yeS = xy & S.

Definig¢3o 2.11. Sejam 4 um anel comutativoe com unidade e S

sistema multiplicativo de A.

Definimos em 4 x S a relagio de equivaléncia %

da seguinte forma V a, @' £ 4, Vs, s’ ¢ S:

Ca, sDO ®Ca’",s’) & It € Sitq tlas’ - a’sd = 0.
a
Denoctamos a classe (a, s> por
s
a
O conjunto AS = { : a € Ae s ¢ S} ¢ chamado de sobreanel
s

quociente de A4.
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Se S = A4 v p para p &£ Spec(4) (Cap.I, pag.9, entdo As ¢ um

anel local. Chamamos AS de localizagic de 4 em p e denctamos 4

Definigdo 2.12. Seja D um dominio.

Dizemos que D satisfaz a QR-propriedade se

todo sobreanel de D é um sobreanel quociente de D com respeito a

algum sistema multiplicativo de D*.

Usando essas definig¢®es podemos provar o

Corolario 2.13. Sejam D1 e D2 scbreanéis distintos de £ Canel

dos inteirosd.

Se D1 = Dz’ ent3do o grau de transcendéncia de

QCDz[(X]]) sobre QCDJ[X]])) é infinito.

Demonstrag3do:

Por C[G-0l1, Teorema 2.7, p4g.101>, como £ é um 4. 4. n. (dominio
de ideais principaisd, entZo & satisfaz a GQR-propriedade. Logo,
qualquer sobreanel de £ & d.i.n. e portanto, satisfaz também a
| QR-pr opriedade.

Entioc como Dz é um sobreanel de D‘. existe um sistema

multiplicativo S de Dt tal que Dz = CDg)s' Assim, tomando o € S, a

n3o unidade de Dt temos que at e Dz.
Do fato de a ser nio unidade no 4. £ wu. Dt, ent3o N a."D1 = 0.

Assim do teorema 2.7, temos que
T, d.CQCDt[[X/aIJD|QCD1[[X)J>D = o .

Como Dt & Dz e a ¢ ucuz), ent3o QCDtl[X/a]]D < QCDz[[X]]).

Portanto 3‘4.d.CQCDz[[X]])|QCD£[[X]])) = w .
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Corolario 2.14. Sejam D1 = Dz dois dominios distintos.

Se ptDz = Dz para algum primo ‘;:)1 minimal de D1

Ccom respeito & inclusiod, ent3o J‘a.d.CQCDz[(X]J)IQCDJ[X]])) = w .

Demonstiragio:

Desde que ‘p‘.D2 = Dz’ podemos tomar a & 1:)1 tal que a ! e Dz’

agora por C[O]l, Corolario 1.4, pag. 323) segue que f aiD1 = 0.
Assim de (2.7, 3‘4.d.CQCDt[[X/a]}D|QCD1[[X]])) = o . Desde que
at e D,, obtemos que J.d.CQUD [1X11>|DIIX1ID = o .

II. 3. Relagles entre QCDIIX11) e QJIIIX1)D

II. 3. 1. Os corpos QDIIX]11]) e QJLEX]I1D

Estudamos aqui alguns resultados que relacionam os corpos
quocientes QCDIIX11D) com QCJIIX11D, onde J & um sobreanel de D.

Dessa forma, enunciamos quatro lemas necessarios para a prova
de um dos principais teoremas dessa seg3o, que fornece uma nova
caracterizagic de um dominio completa e integralmente fechado, um
conceito que daremos primeiramente.

O outro teorema importante & aquele que fornece condig¢gBes
equi valentes para a igualdade de QCDS[[X]]) e XDILX11D.

Para finalizar, vemos que se D ¢é um dominio fechado por
radicais, na verdade podem ocorrer apenas dois casos no tocante ao

corpos quocientes de QXDIIX1)D e QXJLLX]ID.

Primeiramente, damos alguns conceitos que nos servir3o para

enlender os resultados postericres.
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DefinigZo 3.1. (&) Um elemento k € K & quase inteiro sobre D
seBch*tal que dk" & D, V ne N

C&H Um elemento Rk ¢ XK & inteiro sobre D se existem d’, ce.s d
—————r———m. n
em D tais que k" + dtk“‘i + ... +d = 0.
n

Observagdo: Todo elemento inteiro é quase inteiro.

Definigio 3.2. (ad O fecho inteiro completo de D & definido

por FICCD) = {k € K : k & quase inteiro sobre D}.

C&H O fecho inteiro de D é definido por FICD) = {k e K : k &

inteiro sobre D}.

Definig3io 3.3. (a) Dizemos que D é completa e integralmente
fechado (¢. i £ D se D = FICCDD.

(& Dizemos que D é integralmente fechado Ci. £ D se D = FICD).

Defini¢3c 3.4. Dizemos que D & fechado por radicais se

¥V k € X tal que k" e D para algum n, vale que k & D.

Lema 23.5. KII[X]) mn QXDLIXI1D < U a *DlIX al)

aeD*
Demonstragdo:
c A
Seja p = — & XKI[X1] n &DIIX1]>, com ¢ =co.+ C‘X'* .. €
b A
b=b +&X+ ..., ¢c., b & D.
o 1 i j
Podemos considerar bo # O, pois se bo = 0, como -p € KI[X]1,
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ent&o c, = O e poderfamos eliminar todas as poléncias de X de ¢ e b

até encontrar um & = Q.
L
Temos que b:b £ D[[X/boll tem termo constante igual a 1. Logo
b;‘b possul inverso em D[[X/bOJ] CCap. I, Prop. 2.4CO). Segue que

-1 -1 - -1
(@) D /i . = .
c ob > £ DUIX bo]] Mas p bo [chob ’3]. logo p & bo D[[X/boJ].I

Esse resultado ¢ usado na prova do lema:

"
Lema 3.6, Seja k € K .
Consideremos as seguintes condi¢@es scbre k:
C a ) k & quase inteiro sobre D.

C & CDIRIDIIXY) € QXDIIX11D.

C ¢ > CELRIDIIX)) € QDIIX11D, onde E & o subanel de D ger ado
por 1.

Ent3o C a2 =2 C &3 =+ C ¢ e se D é fechado por radicais
vale também C ¢ > = C a .

Demonstrag3o:

C a D > C & D Suponhamos k quase inteiro sobre D. Logo
3 de D' tal que dk" e D, ¥ n, e assim dCDLRID € D.
Tomemos p € CDIRIDIIX]I], logo dp € DLIX]) e
p = dpsp € QDIIX11D.

C & O -»> C ¢ D> Como E £ D, EIrR] <€ DIR] e portanto
CELRIDIIX]Y) < CDLRIDIIX]I] € XDIIXI1D.
CD fechado por radicais + ¢ ¢ 3> = C a2 Tomemos p = Kix o+

F4
(n+4) | N

+ K + ... + k X + ... € CEIRIDIIXI] < QUDIILX11D.
Desde que p ¢ KII[X]], ent3o p & KII[X]I)} n QDIIX1I1D. Assim,
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" - -
pelo lema 3.5, 3 a € D tal que p <« a 'DlIX/all. Logo p = a‘(do +

X 2
d1 _— . ] e assim k™Y = dna—(m”. vV n. Ent%o,
a

Cakm‘)m‘ £ D, V n e como D é fechado por radicais, a.)e"ﬂ e D,

Vn i.é6., kR & quase inteiro scbre D.

Usando uma definig¢Xo nova, vemos uma outra implicag¢Zoc do lema

acima.

Definigdoc 3.7. Un elemento a ¢ D é dito limitado se N aiD #Z 0.

Observag3o: a é limitado sobre D « 3 ad ¢ ai'D, v @

& dateD, ¥V ¢ o atle quase inteiro sobre D.

- »
Lema 3.8. Se no lema 3.6, k & da forma a?t para algum a € D,

ent¥o C ¢ D = C @ D sem qualquer condig¥o sobre D.

Demonstragio:

Temos que E[[X/all € CE[a "12[IX)] € &DIIX11D. Logo qualquer

série Y [ —x— ]L e QDLIX11D>, V I subconjunto de WN.
LeX a

Pela demonstragfio do teorema 2.7, se a fosse n3ao limitado,
ent3o um conjunto dessas séries seria algebricamente
independente scbre QCDIIX11D. Portanto, a &é limitado e pela

observagio, at e quase inteiro scbre D.

Lema 3.9. Seja D um dominio.
Se D & ¢c.i.£ , ent3oc valem:

(D D & fechado por radicais.
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Cid D & (4

Demonstragio:

CD Seja k = ab e KCa, be D> tal que 3 n € N com k" £ D.
Consideremos o = & & D*. Logo, ot)e.L = bn_i'ai' e D, V ¢ < n.
Se ¢ > n, ent3o 3 p, ¢ € N, ¢ < n, tal que T = pn + g. Logo
a}zi kP" ak? £ D, pois kK" e D e @G < n. Assim, k & quase inteiro
sobre D, © que implica pela hipétese que k &€ D. Portanto, D &

fechado por radicais.

CiDd Seja k = ab & FICDD com a, b € D. Logo existem d:’ e

n

dn e D tal que k" + d‘kh—1 + + ... o+ dn = 0. Tomemos d = b . E
facil ver que d)~z'L € D, ¥V ¥. Ent3o k é quase inteiro sobre D, © que

implica k € D. Portanto D & (. &

Vamos agora relacionar a nog%o de completa e integralmente

fechado e os corpos quocientes de anéis de séries de poténcias.

Teorema 3.10.

Seja D um dominio.

Ent8o =3o equivalentes:

CO QCDIIX11D> =2 QCI[X11) para qualquer J sobreanel préprio de
CUd T, d.CQCJ[[X]J)IQCD[[X]_])) = o, para qualquer J sobreanel
préprio de D. )

CUdD D & c. it
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Civd DIX) & <. i 2
Cod DIIXI1 & < i L

Demonstragio:

Cid e CiD Ver (LAR]), Corolario 1.9, p&g. 184D.
CUd & Cwd © (L) Ver (I[G1], Tecorema 13.8, pig. 141D,

co 2 Cid Se D n¥Fo fosse ¢ ., 3 k & KD tal que k &
quase intelro sobre D. lLogo por (3.6, (DIkIDIIX1IY < QXDIIX131D,
donde XCDIRIDIIX]1D € QXDILXY)D>. Dai, como a inclusf%o contréria &

Sbvia, temos uma contradigHo.

Cid =» (O Tomemos um sobreanel J préprio de D.
Suponhamos que QCJLIX11D> = QCDLEX]ID.
Consideremos k &€ J D e ent3o temos: kR &€ JND <
» D c DIkl € J = QDIIX]I1ID & QCDIRIDIIXIID> & QCILIXIID -
» GQCCDIKRIDILIXIIDO = QXDIIX11D> = CDIRIDIIX]I] € QCDIIX11D.
Da hipétese e de (3.9, segue que D & fechado
por radicals. Dai pelo lema 3.6., k é quase inteiro sobre D, o que

implica que k € D.C(8sntradiglie 1D
Portanto QCDIIX11D =2 QCJLIX11D. a

Abaixo damos uma relag3o entre QCDIIX11D e QCDs[[X)]) Conde S
é um sistema multiplicativo de D> que é semelhante aquela feita por
Gilmer [G2].

Teorema 3.11.

Seja S um sistema multiplicativo de.D".

Ent3do s3o equivalentes:

CO QXDIIXIId = QCDS[[X]J).
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Cid D_[IX1) <€ CDIIX11D o
s D

w®
CUd Para qualquer seqliéncia s , s s .

, N de S, ns.D = O.
2 3 . i

[=F
Demonstrac¢fo:

cCO = C4dd Dada uma

seqliéncia S,» S,» Sg» ... em S,
consideremos a = (s . s >* £ b » V kR = 0, 1, ... . Logo,
k 1 k+1 s b
temos que a = a, + aix + € Ds[[){]].
Mas Dsu:xn S QD_[[X11> = QDIIX11D,
implica que 3 b = bo + bix + ...

© que
e DIIX1] tal que ba & DIIX11.

Sem perda de generalidade, podemos supor bo = 0.
Existe em DII[X]11,

c = c¢ +c1X+.,, = ba, dai:
. b +Cb + ... +bs_ ... s)s
Vk::oi 1, « e p Ck = ° 1 k 2 k k+1 -
s ... s
1 2 k+1
0
-» boes)H‘D. vV k "-ﬂftbgo'

Cidd = U Dado p

= po + 91X + ... em Ds[[XJJ. Logo cada
a
P = comdkeDesksS,chlN.
s
k
Seja s ¢ 8] s,‘D. Logo sp & DIIX]), donde
p e CDLLXID x . "
Cd -» O Temos que DS[[X]] =t CD[[X]])D, » assim
QCDS[[X]]) < QCD[[X]]D*) S QDIIX11O.
ébvia.

A inclusZo contraria é

Enunciamos abaixo a forma com que Arnold [AR] generaliza esse
Gltimo resultado.

A prova pode ser encontrada em C[AR],
1.6, pAag. 183D,

Teorema
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Teorema 3.12.

vSeja D um dominio fechado por radicais e J um sobreanel
préprio de D. EntZo JLEX1] < Dl xa ])D* ou
T2.d. CQAIEXIID|QADIIXIIDD = w .

II. 3. 2. Os corpos QJLIEX11D e QCLIIX11D

Dedicamos esse subitem a verificar as relag@es entre QCJIIX]1D
e QCLIIX1]D>, onde J e L sZo sobreanéis de D.

Assim sendo, damos o conceito de dominio Arquimediano e vémos
uma eqgiivaléncia da afirmagio de que QCDT[[XJ]) = QCDs[[X)]), onde
S e T s30 sistemas multiplicativos de D.

Temos também mais uma proposi¢do que liga o conceito de
completa e integralmente fechado e os corpos quocientes de anéis de
séries de poténcias. Usando esse resultado, exibimos wuma nova
caracterizagio de dominios de Priifer com dimens3io de Krull 1.

E definindo um condutor, estudamos sob que condi¢io podemos

ter QCD1[[X]]) = QCDZIIX]]). onde D1 e Dz si%o dominios quaisquer.

Definigi8o 3.13. Dizemos que um dominio D & Arquimedianoc C&rchd
se toda n3o unidade & nao limitada, i.é., se V x ¢ D*\‘UCD).

n xb = o.

Proposi¢io 3.14. Seja D um dominio.
Ent3o vale que QCDs[[X]]) 2 QXDLIX11>, para

qualquer sobreanel quociente Ds de D se, e sb6& se, D é& drch.

Demonstragio:

¢ = D Suponhamos que 3 X & D*\uco tal que N x'D = O.

Consideremos o sistema multiplicativo § = {x, xz. R
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de D".

Logo por (3.1105Cud segue que QLDILIX11D
= QCDS[ [X11D.CHabourndes VD

( &« D Suponhamos que exista sistema multiplicative de D‘ tal
que QCDs[[X]]) = DIIX1I]1D> e S & UD>. Logo,

dado x & S ~UCD>, de
(3.113, segue que x'D # 0. Ent¥o D nIo & Adach.

Proposig¢3o 3.15. Seja D um dominio.

Entdo vale que QCDS[[X]]) # QCDT[[X)]). para
quaisquer sobreanéis quocientes DS =

DTdeDse, ¢ sbé se, D e
todos os seus sobreanédis quocientes sZo grch.

Demonstrag3o:

C D2 Como D = D( » ent3o basta usar nesse caso a proposigdo
3.14 e teremos que D & srch.

Agora, tomemos D

sobreanel quociente de D e CDSDT
sobreanel quociente de DS Por CI[G-0], Proposiqgo 1.3,

p4dg. 683,
ent3o CDS)T é um sobreanel quociente de D. Logo pela hipétese e de
C(3.14>, segue que Ds & roh.

( « D Suponhamos que existam Ds = D
= QCDT[[X]]).

tal que &D_LIX11D

Sem perda de generalidade, vamos supor que Ds D
Desde que D € D

» s e Ste 1/5 ¢ D-r » logo s ¢ ‘uCD_r).
De El1-s)] € Dl1/5s) € D

2 CEl[1/810L(X)] < QCDs[[X]]) =
QCDT[[X]]). Logo por (3.8), 1/s é quase inteiro sobre D'r e assim s

& limitado sobre D'r' Portanto D-r na3o & snch.

Definigdoc 2.16. Definimos:

CO Uma cadeia finita de ideais primos de D é uma segléncia
finita estritamente crescente po < p1 c

c P O comprimento
n
dessa cadeia & niimero de inclusBes, no caso n.
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Cd> Dimensio de Krull (ou dimensicd de D é o supremo dos
comprimentos de todas as cadeias de ideais primos de D. Denotamos

dim D,

Definig¢3o 3.17. Sejam D um dominio e K seu corpo quociente.

Dizemos que D & um anel de valorizagdo de K se

™ . -1
Vxe K, ent3o x €« D ou x e D.

O rank de um anel de valoriza¢3o D é& o numero

de ideais primos préprios de D.
Quando D ¢é um anel de valorizag¢3io, o© grupo

r = K*/‘UC D> ¢ chamado de grupo de valores de D.

Definig3io 3.18. Seja K um corpo e G um grupo totalmente

ordenado.

Cad Uma valorizagio de K com valores em G é& uma aplicagio

v o K* — G tal que:

CO vixyd = vlxD + uCyd » V x, v & x*
Cid vlx + ¥I 2 mindvlxd, wiyd}.

O conjunto V = {x € Kl‘E : vlxD = O} é um anel de valorizag3o e

é chamado de anel de valorizag3io de w.

O conjunto vCK*) ¢ chamado de grupo de valores de wv.

(& Uma valorizag¢io ¢ discreta se G = 2.

Neste caso, o anel de valorizag3o de v & chamado dominio

de valorizag¢io discreta (d.v.d.).

Defini¢fZo 3.19. Un dominioc D é& um dominio de Krull se satisfaz

as seguintes condig¢Bes para = = -{utea«o Umes minimais de D}:

(DD &dovd,Vpec:r
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CUdd V¥V x e D*, x estid somente num nUmerc finito de elementos

de I,

As defini¢Bes acima s3o usadas para demonstrar o corolario que

se segue.

Corolario 3.20. Se uma das seguintles alternativas OCOrTre:

Cad D é um dominio de dimens3o 1;
C&H D & um dominio de Krull;

ent3o QCDs[[XJJ) x QCDT[[X]J), A4 Dé = DT sobreanéis quocientes

Demonstrag¢fo:

Em ambos os casos, por (3.15) basta mostrar que D e todos os

seus sobreanéis quocientes sZEo Lrch.

Cad Como dim D =1, ent3o dim Ds =1, V¥V Dg sobreanel quociente
de D.
LLogo, os ideais primos n3oc nulos de D e também de Ds s3o
minimais e aoc mesmo tempo maximais.
Para qualquer nZFo unidade a & D*. temos que a € m para
algum M maximal de D, que & também minimal de D. Logo, por ([0,
Coroléario 1.4, pag.323>, obtemos r\ch = 0. O mesmo ocorre com Ds‘

Portanto D e Dg s3do Hrch. .

(& Por CI{Bl, pag. 480>, D & c.i. £, pois D & Krull.
Logo, por (3.10) e (3.14D>, temos D Arquimediano.
Ainda de (IBl], Proposi¢io B, piag. 483D resulta que Ds &
Krull, donde pelo o que observamos para D, Ds & sfrch também, -]

7a



A proposigdo 3.21 nos fornece mais uma ligag3oc entre os
dominios <¢. i.f. e os corpos quocientes de anéls de séries de
poténcias. Apenas que agora lidamos com dominios fechados por

radicails.

Proposig3o 3.21. Sejam J e L dominios fechados por radicais
tais que QD = QCLD.

B Se QJILX11> = CLIIXI1D>, entd3o FICCD
= FICCLD.

Demonstrag¢io:

Tomemos k € FICCJI. Por (€3.6>, C(ELkIDIIX]I1] < QCJLIX1ID
LLIIXI)D. Desde que L ¢ fechado por radicais, segue novamente

1

por (3.6), que k é quase inteiro sobre L, o que implica k &€ FICCLD.
Logo FI1ccamn < FICCLD. Por raclocinio anal ocgo, temos

FICCLD <€ FICcC.D.

Na préxima segdo (I1.4) damos exemplos que mostram que a
reciproca da proposi¢3o anterior &€ falsa, ou seja, existem dominios
fechados por radicais que possuem © mesmo fecho inteiro completo,
mas cujos corpos quocientes de seus respectivos anéis de séries de

poténcias ndo coincidem.

Definig¢ioc 3.282. Sejam D um dominio & K seu corpo quociente.

Dizemos que D é um dominio de Prifer se Dp é

um anel de valoriza¢Zo, V P & SpecCD).

Observamos a seguir, numa das mais interessantes proposigles
desse capitulo, como os dominios de Prifer unidimensionais podem

ser caracterizados, utilizando o tema principal dessa segdo.
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Teorema 3. 23.

Seja D um dominio.

Ent3o sio equivalentes:

CO D & Priufer com dimensZo de Krull 1.

CD D e todos os seus sobreandis sHo ¢ i £

Cld QCJILIXI1> =# QLLIIX11D>, para qualsquer J # L sobreanéis
de D.

Demonstrag¢io:

CO - CidD Seja P € Spec(D). Logo, pela definigZc de
dominios de Prifer, o scbreanel Dp é um anel de valorizagdo.
Como dim D = 1, entdo dim Dp = 1. Assim por
ClG), Tecrema 17.5, piag. 193D, temos que Dp é c. i f

Também por C([G11, Teorema 26.1, pag. 3220, segue
que qualquer sobreanel de D (Cinclusive DD & de fato intersegdo de
localizagBes de D.

Portanto, qualquer scobreanel de D & c.i.f.

Cid 2 (D Se existissem scobreanéis J # L de D tais que
QCILIX11D = QCLIIX11D, por (3.9CD e (3.21D, temos que FICCD =
= FICCLY. O qgue implica pela hipdlese, 7 = FICCDH = FICCl) = L.
CAassunds D

Cdd - CO Pelo tecrema (3.100 e lembrando que se J & um
sobreanel de D e L um sobreanel de J, entic L é& um sobreanel de D
CiG-0l, Proposigdo 1.3., pig. 98>, obtemos que D' e todos os seus
sobreanéis sZo ¢ i. £ Assim por (3.9CW, D e todos os seus
sobreangis sfo (. £ EntZo de (I[G1l]), Tecrema 26.2, pag. 3240, temos
que D & Prifer.

E f4cil verificar que D n D,,, , onde

nt el
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< = SpecMax(D>. Cada Du ¢ um anel de valoriza¢3o Cpois D & PriferD
também & c.i.£., © que implica por CIG1l, Teorema 17.5, pag. 194D,

que D-’ tem rank 1. Portanto D tem dimensZo 1. a

Finalizando essa se¢Bo, definimos um condutor para impormos
algumas condig¢@es que resultem em QCD1[[XJ]) = QCDz[tX]]), onde D‘

e Dz s8o dominios qu. .isquer. Isso nos serid Util na préxima segio.

Definig¢f3o 3.24. Sejam D1 o Dz dominios com D1 c Dz.
O condutor de Di em -Dz & o conjunto
8D D> = {x e D, : xD_< D }.
1' 72 1 2 1 .
(Equivalentemente, 8CD£|DZD é o maior ideal de
D1 que também & ideal de DZD.

Proposig¢3do 3.28. Sejam D‘ e Dz dominios com D1 < Dz'
Se '8C01|Dz) = o, ent3io QCD‘[[X]])

= QCDz[[X]]D.

Demonstragio:

Tomemas O # x & 8CD1|Dz). Logo xD2 < D1. o que implica que se
f € Dz[[XJ], ent3o xf € D‘[[XJJ e assim f € QCDJ[X]J).
Portanto, Dz[[X]J < QCD‘[[X]]). Logo, QCDz[[X)]) < QCDJ[X]J).

A inclusZo contréaria & ébvia, pois D1 < Dz'

Para verificar qQue a volta dessa proposi¢io n3o vale, basta
clhar ClG2), pag. 1139 que nos fornece um bonito exemplo de um
dominico D estritamente contido em X = QD> tal que QCDIIX11> =
= KI[X11D>. B claro que 8(D|XO = O.
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IT. 4. Grupos de divisibilidade e contra-exemplos

Iniciamos esse item com um resultade que relaciona mais
fortemente o fecho inteiro completo de um dominio D com o corpo
quocliente de DIIX)], no seguinte sentido: saber se ¢ possivel
conhecendo © fecho inteiro completo de D, determinar QCDIIX11D.
Vamos demonstrar que de fato, se D & um anel de valorizagdo e se
FICCD)> = K, a nossa pergunta tem uma resposta afirmativa.

Entretanto, nos dois contra-exemplos que exibimos a seguir,
vemos que omitindo a  hipdtese de FIC(DD =# X C(no primeiro
contra-exemplo) ou mantendo-a mas lidando com dominios de Bézout
(no segundo cbntra—exemplo), o resultado obtido primeiramente ja
n3c se verifica.

Para construir os contra-exemplos, definimos antes os grupos
de divisibilidade e as semi valorizag¢des, que s3o resp.
generaliza¢Bes dos j& vistos grupos de valores e valorizag¢gdes. O
objetivo dessas definig¢gSes é construir os dominios dos
contra-exemplos a partir da construgdo dos seus grupos de
divisibilidade equi valentes, considerando-sea que muitas

propriedades dos dominios estZo presentes nesses grupos.

Assim, comegamos com a

Proposi¢Zfo 4.1. Sejam U e V anéis de valorizagfo com QW
= V> = K.

Se FICCL = FICYY = W # K, entdo QCUIIX11D
= QUVIIX11> = XWILEX1]1D.

Em particular, QCULIX11D
ou seja, FICCU determina UIIX11D. .

QCCFICCDOIIXIID,

Demonstrag¢3o:

Por (3.285) basta mostrar que 8V |WD # O (por simetria sai
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Lambém que 8CU|WD = OD.

Como W & um sobreanel de V, usando (ClG1], Teorema 17.6 Cad,
pag. 105D, segue que exist,e. P £ SpecCV) tal que W = Vp . Mais ainda
pelo item (& do mesmo teorema, temos que P & um ideal de W, pois
pW = pvp = p.

Portanto pela defini¢io de condutor P < V| WD), O que implica
eECViw> = O. B

Defini¢gBes 4.2. Sejam D um dominio e X = QCDD.

Ced Um ideal fraciondrio a de D ¢ um D-submédulc de K tal que

e
existe x ¢ D, xa € D.

(& Considere gdlDd> = {kD i ke K} que & o conjunto dos ideais
fraciondrios principais de D. Sobre gd(D) podemos definir a
oper agio k1D + th = k1kzD. Com essa operag3o, gd(D) & um grupo
abeliano. Também podemos definir a seguinte relag3o de ordem
ha.D 2 hZD sae, e sé se, hgb < kzD, e assim gd(D> torna-se um grupo
abelianc parcialmente ordenado. Tal grupo & chamado grupo de

divisibilidade de D.

O grupo de divisibilidade gd(D> tem a propriedade de ser
filtrante, i.é., qualquer conjunto de dols elementos {htb, kzD} de
gd(Dd possui um limitante superior Ca saber k1th) .

Definig3o 4.3. Seja K um corpo e (G, +) um grupc abeliano

parcialmente ordenado.

Uma semivalorizagZfo de KX & um aplicagdo

w K* — G tal que:
CO wlab) = wlad + w(bd.

Cid w(-1D> = 0.
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CéiDVa.beK*coma#—beVgeG. se wWad) = g e
wdd) 2 g, entdo wla + & 2 g.

O conjunto W = -{x & K* :owlxd 2 O} é chamado o© anel de

semivalorizagdo de w.

O conjunto wCK*) ¢ chamado grupoc de semivalores de w.

Cbserva¢Ses 4. 4.

C1> A aplicagio candnica w : I<’.e —> gd(DD definida por

w(k) = kD & uma semivalorizagSio de K. Denomi namos w de
semi valoriza¢fo associada.

Vale que &er w = U(D), o que implica que gd(D) = K*/‘ZZCD).

(2> Sejam D um dominio e w : K’.E — G uma semivalorizag3o tal
que K = QD> e D € W.

Vemos claramente que se {di.} < D*, entSo d £ di.D se, @

sé& se, wWd ¢é limitante superior para {w(d‘), wld D, R

Portanto, se d & D* e WwWd & ent3To d & limitado se, & sé se,

{ng :n e IN} possul um limitante éuperior em gdCDD.

Nesse caso, chamamos g um elemento limitado de gd(Dd.

Temos assim que certas propriedades como D ser fechado por
radicais, Arquimediano e ouiras, podem reduzir-se ao fato de gd(Dd

também possui -1las.

C3> Num anel de valorizagZo, o grupo de divisibilidade e o

grupo de valores coincidem.

Defini¢io 4.5. Seja D um dominio.
O fecho Arquimediano FACD) de D é definido como
FACD> = DB onde B = {x &€ D : x & limitado} que ¢ um sistema

multiplicative de D.
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Para uma grande familia de dominios, temos que os conceitos de
fecho inteiro completo e fecho Arquimediano coincidem. £ o que

mostra a

Proposig3o 4.6. Seja D um dominio.

Se D satisfaz a QR~-propriedade, ent 3o
FICCDD = FACDD.

Isto implica que s D satisfaz a

QR-propriedade, entfo D & c. {.{ se, e sb se, D & dgrch.

Demonstragio:

Desde 'que D possul a QR-propriedade, como FICCD> & um
sobreanel de D, entio ele deve ser um scbreanel gquociente de D,
Podemos considerar que FICCDY = DS com S = D n WFICCDID. E facil
ver que S = {x e D' . xt' e quase inteiro sobre D}. Mas Jj& vimos
que: x ' & quase inteiro socbre D & x & limitado sobre D. Logo S =

= B, o que implica que FICCDD = Dh = FACDD. a

Daquilo que j& cbservamos, resta—-nos esperar que de acordo com
a defini¢io de FACD), podemos encontrar muitas de suas propriedades
relacionadas com o grupo de divisibilidade gd(D). Vemos abaixo um
resultado nesse seontido. Sua prova é puramente técnica e ser&

omitida, podendo ser encontrada em ([S)], Proposig¢3oc 4.5, pag. 239.

Proposig¢do 4.7. Sejam D wum dominic, 6 = gd(D> e w a

semivalorizag8o associada.
Se G+ denota o conjunto dos elementos
positivos de G, entdo:

¢
.

Cad QUDIIX11D

que d; ¢ limitado, V n, possui um limitante superior.

QLCFACDOOIEX1]D & WV Can seqliéncia em G+ tal

C& FACD> n3o & Hreh & existem g € 6 nZo limitado, A € 6 e
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Ch > seqiéncia em G tal que A & limitado, V n, que satisfazem
n n

h+h 2ng, Vn e N
n

O teorema de Jaffard, cuja demonstragio pode ser encontrada em
CLJl, Teorema 1, p&g. 64), nos fornece a existéncia de dominios com
grupos reticulados como seus grupos de divisibilidade. Como

conseqiiéncia dele, temos um teorema de mergulho.

Definigdoc 4.8, Seja D um dominio.

Dizemos que D ¢ um dominioc de Bézout se todo

ideal finitamente gerado de D for principal.

Teorema 4.9. CJaffardd

Seja 6 um grupo reticulado (i.é., um grupo onde o supremo de
um conjunto com dois elementos sempre existed. '

Ent3o, existe um dominioc de Bézout D tal que gd(Dd = G.

Teorema 4.10.

Seja -{Gi : U e I} uma colegio de grupos reticulados.

Entdo existe um corpo K tal que K = QCD,‘). V it € I, onde
gdCD_L) = G,L.
Demonstrag3o:
Seja G = @& G, com a ordem do produto, 1.é., coordenada a
t
Lel

coordenaéa, onde @ indica a soma direta fraca. Temos que G & um
grupo reticulado. Logo, pelo teorema de Jaffard, existe um dominio
de Bézout D com gd(Dd> = G. Tomemos K = QUDD.

E f4cil ver que e v PN G,L ¢ uma semivalorizag3do, onde

w é a semivaloriza¢fo associada a D e T G —» Gi. & a aplicag3o
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candnica projegio.
Consideremos D o anel de valorizaglo de n. + w. Ent3o
L .

QD> = K e gD = G..

L

Finalmente os exemplos. Ambos mostram que se modificarmos
alguma hipdtese em (4.1), ent3o temos que FICCD) j& nZo determina

QUDILX11D.

Exemplo 4.11.

Este primeirc exemplo ¢ dedicado a construir dois anéis de
valorizagdo U e V tal que FICCLD = FICCY) = K (Ccontrariando a
hipétese de (4.13)> e tal que QUUIIX11) = QVIIX11D. Isso & feito

definindo-se antes um grupo de divisibilidade conveniente.
Dividimos a construgfo em varios passos:

CI> Vamos definir o grupo G como G = @ Gn onde Gn x 2, Vne
’ nem ’

G com a ordem lexicografica inversa, 1.é6., g € G ¢ positivo se sua
Gltima entrada n3o nula & positiva.

Consideremos U um anel de valoriza¢io com G como seu grupo
de valores. '

Gilmer [G2] em um exemplo, constréi um grupo de valores M
da seguinte maneira: seja I um conjunto bem ordenado cujo tipo

ordinal ¢ o do conjunto de ordinais precedendo €, o© primeiro

ordinal nZo contavel, i.é., I = {i{ : i < Q}. Consideremos a colegio
{H,L }i.el de grupos, Ht x 2, Vi £ 1. Tomemos N = QHL com a ordem
Lel

lexicografica inversa. Seja V um anel de valorizagdo com H como seu
grupo de valores. Do exemplo de Gilmer, segue que se X = VD,
ent¥o QVIIX11> = QCKIIX11D.

Por (4.10), segue que U e V podem ser mergulhados num

mesmo corpo quociente K.
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Cl1I5> CO FIcC = K,

Seja g ¢ G+. Vamos supor sem perda de generalidade gque suas
entradas nZo nulas est3o nas n primeiras coordenadas. Afirmamos que
h=¢««a, ..., 1, 1, 0, ...D> ¢ G+ , onde essa Ultima entrada igual a
1 est4d na (n + 1D>-ésima posigio, ¢ um limitante superior de
{ng : n € N}. De fato, pela ordem de G, h 2 ng, V n. Ent3c g ¢
limitado.

Temos portanto:

Vge6 6 limitado & V a e U & limitado e V a' e K &
quase inteiro scobre U & FICCLD = K.

O FICCVD = K, pois V¥V &k « H+ é¢ limitado também, apenas que

por motivos mais generalizados de que V g &£ G+ ¢ limitado.

Portanto FICCUD = FICCVY = K,

CZIID> CO Por construgdo QVIIX11> = QKIIX]11D.

CdD Consideremos a seqliéncia C 8i.> ‘el tal que

g = o, ..., 1, ..., 0O, V¥V i, onde apenas a i-ésima coordenada &
igual a 1, sendoc as demais nulas. Ent8o é claro pela ordem de G,
que Cgi) nZo possui um limitante superior. Mas isso é equivalente a
dizer que se dei.) = & ent3o dtU = 0. Portanto por I1G2l,

Teorema 1, pag. 1138), temos que QCUIIX11D = QCKI[X11D.

Portanto QCUILIX11D = QCVIIX11> = QCKIIX11D.

Exemplo 4.12.

Aqui, mostramos que a proposigfoc 4.1. n3o pode ser estendida

para dominios de Bézout.
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Vamos construir um dominio de Bézout D tal que FICCDB) =
= FICCD) = XK, mas QCDB[[X]]) 2 XDIIX11D. Novamente, isso ¢ feito

definindo-se antes um grupo de divisibili dade conveniente.

Fazemos a construg®io nos seguintes passos:

C1> Vamos definir T = G1 & Gz’ onde G1 =2 e Gz 2 2 e T possui
a ordem lexicogré&fica.

Seja 6 = {f : N — T : f tom suporie finito}, i.6., G é o
conjunto das fungdes f : N — T que se anulam gquase sempre.
Munimos G da ordem pontual, ou seja: f = g e g flnd = g,
¥ n e N. E claro que G com essa ordem ¢ reticulado.

Portanto pelo teorema de Jaffard, existe um dominic de Bézout

D tal gd(DO = G.

CI1I> CO FICcCDO = K.

Se f € 6 & limitado, i.4., se {f, 2f, ...} possui um
limitante superior em G, ent3oc f & da forma f(ndD = (O, an). vV n.
Pois se fC(rd = Cﬁn, rn), com ﬂn # O para algum n, n8o terfamos em T
um limitante superior para {Cﬂn. ro. <as, ard, ... }

logo, é claro que 6 possui elementos nZo limitados (Cpor
exemplo, #£(1> = (1, 0 e g(rnd = CO, 0>, V n # 10, o que pelas
observa¢gBes que fizemos no exemplo anterior, resulta que
FIcCDd = K.

Cd FICCDB) = FICCDD.

Suponhamos que existam g, h e uma seqlléncia Chn) como em
C4.702CH.

Como g ¢é n%o limitado, deve existir r &€ N tal que
grd = Car, br) com a # 0. Sem perda de generalidade, podemocs.
supor r =1 e gl1d> = (1, 0D, .

Qual quer hn ¢ limitado, logo hnC1) = CO, an. ¥V n, para algum

Dai, de h + hn Z ng, V n, temos AC1D + hnC1) Z nglid, V¥V n.
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Ent3o k(1> + CO, =22 2> (Cn, O3, ¥V n, o que implica que
h(1d 2 Cn, —zn). vV n. )

Mas se RC1D = Ca, &), {,emos que a 2 n, V n (Hourdo 1D.

Portanto por (4.7), DB é& nch. Donde lembrando que Dn é um
dominio de Bézoul e que um dominio de Bézout satisfaz a
QR-propriedade Cuse que Bézout implica Prifer e G,
Teorema 27.5, pag. 337DD, segue de (4.6) que DB é <. 4. £. Novamente,
usando que D & Bézout, por (4.6>, temos que FICCD) = DB e entdo

FIcCcD> = FICCDBD.

Portanto FICCD) = FICCDB) > K.

111> QCDB[[X:HD = QXDIIX11D.

Consideremos a seqiiéncia C fi.D em G+ " definida por
f,LCiD = €0, 15> e fi'(n.) = C0, 03, Vn = ¢.

E claro que qualquer fi. ¢ limitado pelo o que Jja fol
observado.

No entanto, suponha ser h ¢ G+ um limitante superior de chD'
Logo R(nd> 2 CO, 13, ¥V n, © que implica que h assume sempre valores
n3o nulos, donde n3o tem suporte finito. (Berntradigde 1D

Portanto, Cft) n3o possui um limitante superior, portantoc por

C4.75Cad, QDIIX]1D = QCDB[[X]]).

A seguir, para finalizar, temos um exemplo de um dominio V com
K = VD satisfazende XVIIX]11> = QXKI[X11D>. Esse exemplo & feito
por Gilmer em CIG2l, pag. 1139D.

Exempl o:

Vamos construir um anel de valorizagdo V & K = V> tal que
QCVIEXI1D = QXKIILX11D.

Seja A = {a : a < Q} » onde R & o primeiro ordinal nZo
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cantavel.
Seja 6 = @@ 6 onde 6 =2, Vaec A e & é& a soma direta
a a

ae A
fraca. Temos que G com a ordem lexicografica inversa lorna-se um

grupo abeliano totalmente ordenado.

O grupo G ¢ o grupo de valores de uma valorizagdo w.

Seja V o anel de valorizagl3o de v e K o corpo quociente de V.
Logo V = K.

Consideremos {Ca?}flt uma seqiiéncia de ideais principais n3Zo
nulos de V. Como V ¢ um anel de valoriza¢do, entZo podemos
considerar a seqiiéncia {CORD}TL1 decrescente. Logo vCa£> = v(ai+1).
vV t.

Suponhamos que a Ultima entrada de vCa&> esteja em Gk,’ v <.
'Pela ordem de G, segue que ka = ku4' '

Temos que se k é o supremo de {kl}’ ent¥o k = U k. E fécil
ver que k £€ A. Como G ¢ o grupo de valores de v, entZoc existe 3 £ V
tal que V(D = v(ot.l). V i. Logo f? ¢ N ., o que implica Al o = 0.

Ent3o por Gilmer (I[G2), Teorema 1, piag. 1138) segue que
QCVELX11D = QCKIIX11D.
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