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·. 

INTRODUÇÃO 

O anal das sérias da po~ências ~armais é uma ~arraman~a mui~o 

ú~il em vários ramos da Ma~emá~ica, como por exemplo na Geome~ria 

Algébrica. Por isso, ele tem sido objeto de es~udo de vários 

pesquisadores que o analisam sob diversos aspec~os. Para ci~armos 

um desses in~eressados no anel das séries de po~ências, temos R. 

Gilmer que de uma ~orma geral procurou relacionar a estrutura de 

um anel com a estrutura de seu respec~i vo anel de séries de 

po~ências. 

Assim, sabendo da impor~Ancia indubi~ável do anel das séries 

de po~ências ~armais, ~icamos muito mo~ivados a es~udá-lo, 

a~acando-o par~icularmen~e de duas maneiras. 

Uma dessas maneiras consis~e em vari~icar qual a ralaç~o an~ra 

o comple~amen~o da um anel com raspei~o a um ideal ~ini~amen~a 

gerado a o anel das séries de po~ências. Tra~amos dessa 

in~eressan~e pon~o no Capi~ulo I, baseando-nos num ar~igo da Arazzo 

[A-RJ. Vemos que de ~a~o sob cer~as condiç~es, exis~e o isomor~ismo 

A[ [X • 
t 

ex -
t 

... , 

. . . , 

X JJ 
n 

X - a.) 
n n 



onda A á um anel a-ádico separado, a 

ideal da A. CA~a) á o complatamento de A 

= (a • . . . • a ) 
1 n 

com respeito à 

á um 

a a 

X • . .. , X são i ndetar mi nadas sobra A. Também nessa capitulo, 
1 n 

estudamos se esse isomor~ismo existe se variamos as condições, isto 

á, se C+) continua valendo se colocamos a principal ou A 

Noetheriano. 

No Capitulo II, dedicamos nossa atenção ao outro ponto que nos 

interessa e que deriva-se da seguinte questão: sabemos que se D é 

um dominio e K seu corpo de ~rações, então o corpo quociente de 

D[ Xl coincide com o corpo quociente de }([ Xl. Portanto, é mui to 

natural perguntar se o corpo quociente de D[[Xll é igual ao corpo 

quociente de 'K.[[Xll. A resposta nesse caso é negativa. Demonstramos 

com base no bonito artigo de Sheldom [Sl, que de ~ato, se algumas 

condições colocadas por Gilmer [G2] não estão satis~eitas, então na 

verdade, o grau de transcendência do corpo quociente da 'K.[ [ Xl l 

sobra o corpo quociente da D[[Xll á in~inito. Expomos também nesse 

capitulo as relaçê!ies entre os corpos quocientes de D[[Xll e de 

J[ [ Xll, onde J á um sobreanel de D, par a obter mos novas-

caracterizaçê!ies de dominios completa e integralmente ~achados e de 

dominios de PrU~er de dimensão de Krull 1. 

'. 



CAPlTULO I 

COMPLETAMENTO DE UM ANEL E SÉRIES DE POTtNCIAS FORMAIS 

I. 1. In~rodução 

Nes~e capi~ulo, es~udamos um isomorrismo que rornece uma 

relaç~o en~re o anel das séries de po~~ncias rormais e o 

compl e~amen~o da um anel com raspei ~o a um i daal ri ni ~aman~a 

gerado. 

O isomorrismo que nos in~eressa é: 

A[ [X • 
f. 

ex - a. 
t f. 

.... 

..... 

X 11 
n 

X- a) 
n n 

1 

·. 



onde A é um anel 

ideal de A. CA~O) é o 

o-ádi co separado. 

completamento de 

X • . . . • X são i ndeler minadas sobre A. 
t n 

a 

A 

= (a • . . . • a) 
t n 

é um 

com respeito à o e 

Inicialmente. no item CI.2). damos a definição do anel das 

séries de potências formais. Também definimos grupos e anéis 

topológicos. vemos o conceito de completamento e enunciamos algumas 

proposições que são necessárias no decorrer do capitulo. 

Alguns resultados sobre a topologia gerada por um ideal. 

propriedades do anel que se obtém completando um 

como 

anel 

sucessivamente por dois de seus ideais. estão expostos em CI.3). 

Certos completamenlos separados de um anel da polinômios. como 

o anel das séries de potências. são considerados no item CI.4). 

No i tem C I. 5) é que começamos a estudar o isomorfismo C+>. 

primeiro de uma forma mais geral e depois para anéis Noelherianos. 

Em (I. 6). vemos que não é possi vel estender o resultado que 

temos para anéis Noelherianos no item anterior. mediante a 

construção de um contra-exemplo. 

Estudamos o isomorfismo C+) para ideais principais no item 

(1. 7). 

Por final. em CI. 8). verificamos sob certas hipóteses. a 

existência do isomorfismo C+) para anéis não Noetherianos e ideais 

não principais. 

Neste capítulop todos os anéis são considerados comutativos e 

com unidade • . 
O sinal C+) á usado sempre para nos aludir àquele isomorfismo 

do início da introdução. 

2 



I. 2. Complelamenlos 

I. 2. 1. O anel das séries de polôncias ~ormais 

In~roduzimos aqui o concei~o de anel das séries de po~ências 

~ormais e algumas de suas propriedades. 

De~iniç~o 2.1. Seja A um anel. 

Sejam X ••..• X inde~erminadas sobre A. 
:l n 

Seja F o A-m6dulo das ~ermas homogêneas de 
r 

..... grau r em X. com coe~icien~es em A. V r = o. 1. 2. . .. 
\. 

O anel das séries de po~ências ~armais Cou 
00 

anel das séries de po~ências) é o conjun~o das somas in~inilas E/. 
· t=o " 

com /. & F .• ... \. 

As operaç~es do anel es~~o de~inidas por: 

) ( 

00 

E e. . \. 
\.=0 

) = 

) = 
00 

E C/.+ R.) . \. \. 
\.=0 

00 

E 
t=o 

Deno~amos o anel das séries de po~ênci as por A[ [X • . . . • X J J. 
:l n 

00 

De~iniç~o 2.2. Seja 1 = E/. e 
t =O \. 

be~inimos: 

3 

At [X • 
:l 

• •• t XJJ. 
n 



CD a ordem de f é m. c lN se I = 
i. 

Escrevamos a ordem de f como ~j). 

o. v 

C~ se ~/) = m., a ~orma inicial de f é f . 
m 

C UD o 'lermo cons'lan'le de f é f . 
o 

i < m. e f m ~ O. 

Observaçlro 2.3.: o anel de A[ X , •.. , X l é .. " 
um 

subanel de A[ [X , . . . . X ) ) 

polinômios 

mediant-e a iden'li~icaç~o de 
L 

r 

E/. c A[ X 
i. ... , . .. 

1.=0 

para i > r. 

n 
(X) 

X l com E /i. n 
\.=0 

c A[[ X , 
i 

. . . , X ll 
n 

'lal que /. = O .. 

A saguin'le proposiç~o não é di~icil de ser demonst-rada, por 

isso apenas a enunciamos. 

Recordamos que o radical de Jacobson de um anel A é a 

in'lerseçlro de 'lodos os ideais maximais de A. Deno'lamos por UCA) e 

-;}{A) resp. o conjunt-o das unidades e o radical de Jacobson de um 

anal A qualquer. 

(I) 

Proposiçlro 2. 4. Seja f = E /. c A[ [X •...• X l l. 
. " i n 

C D f c UC A[ [X , 
i 

(~I & dCA[[X. 
i 

1.=0 

En'lão 'lemos: 

. . . .. X JJ) se, e s6 se, f cUCA). 
n o 

. .. , X JJ) se, e s6 se, f c ~A). 
n o <1"'- '. 

Exi s'le par a o anel das séries de po'lênci as um r e sul 'lado 

equivalent-e ao Teorema da Base de Hilbert. para o anel de 

polinômios. Assim 'lemos o Teorema 2.6. 

4 



De~inição 2.5. Um anel A é Noelheriano se salis~az a uma das 

seguintes condições equivalentes: 

C a.. ) Todo conjunto não vazio de i daai s da A possui um 

elemento maximal (com respeito à inclusão). 

C .6 ) Toda cadeia crescente de ideais em A é aslacionâria. 

i.é .• se 1 ~ 1 ~ ... ~ 1 ~ ...• 3 n tal que 1 = 1 - ... 
t Z n n n+t 

C c ) Todo ideal da A é ~i ni lamenta gerado. 

Teorema 2.6. 

Se A é Noelheriano. então A[[X • ...• X ll é Noelheriano. 
t n 

Demonstração: Ver C[Nl. Teorema 15.3. pâg. 50). a 

Para mais in~ormações sobre o anel das séries de potências. 

indicamos consultar [Bl e [BRl. 

I. 2. 2. Anéis m-ãdicos 

De:finimos grupos. anéis e módulos topológicos nesta parte. 

Estudamos a topologia m-ádica e introduzimos os conceitos de 

. :filtrações e anéis graduados. Vemos ainda o Lema de Artin-Rees e 

como uma aplicação deste. o Te-orema de Interseção de Krull. ~ 

de:finido ainda um anel de Zariski. 

De:finição 2.7. Seja CG.+) um grupo abeliano aditivo com uma 

5 



- --- - ------ - - - --

Dizemos que G é um grupo t..opol6gico se as 

aplicações 

Ot G X G --+ G e (1 G --+ G s~o cont..inuas. 

c x. :y) 1-+ X + :y X 1-+ -x 

~quivalent..ement..e. se r G X G --+ G é cont..inua). 

ex. :y) 1-+ X - :y 

Observações 2. 8. 

Ca.::> A t-opologia de um grupo t..opol6gico G é det-erminada pelas 

vizinhanças do zero em G. pois: 

Seja a & G e seja 

t C x) = x + a. V x & G. 
a. 

t G --+ G a t-ranslação def'inida por 

Temos que t é clarament-e cont..inua e sua 
a. 

inversa t t..arnbém é cont..inua. Como t é bijet..ora. ent..ão t..emos um 
-a. a. 

homeomorf'ismo t de G em G. Logo. se U é uma vizinhança do zero em 
a. 

_ G. enUío a + U é uma vizinhança de a em G. Também. qualquer 

__ vizinhança de a pode ser escrit-a nessa f'orma. Assim. t..emos a 

. correspondência 

{o/i~ d4 ~} ~ {o/i~ de a.} 

U ~ a+U 

C6) U é vizinhança do zero se. e só se. -U t..ambém o é. 

Seguem as conseqüências da def'inição de grupo•.t..opol6gico: 

Lama 2.9. Seja G um grupo t-opológico. 

Se {O} é f'echado. ent..ão G é Hausdorf'f'. 

6 



Demonst..ração: 

Bast..a observar que se ~O· á rachado, ent..~o y-tC~O~) á fechado. 

Mas r-iC{O~) = tJ.a. onde Âa = {Cx, y) & G X G: X= :Y} é a diagonal 

de G. Dai, como a diagonal é f'echada em G x G, segue que G é 

Hausdorf'f'. 

Lema 2.10. Seja G um grupo t..opol6gico. 

Seja H< G, i.é., H um subgrupo de G. 

Se H é abert..o, ent..ão H é f'echado. 

Demonst..ração: 

a 

Como H é abert..o, ent..ão x + H á abert..o, V x & G. Logo, 

_G ' H= U x +H é abert..o. 
x f H 

Lema 2.11. Seja G um grupo t..opol6gico. 

Seja H = n V, onde l: = {7i~ d4 aeA4'}· 

Ent..~o: 

CD H = :rc>f. onde :rc>f é o f'echo de {O} .em G. 

CID H< G. 

11 

C~ G/H (com a t..opologia induzida pela projeção) é Hausdorff. 

C.W) G é Hausdorff 4+ H = {O}· 

Demoost..ração: 

( D X & H ++ 0 = X - X & X - V, V V & l: ++ X & :rof· 

CID Segue t..rivialment..e das operaç~es de grupo, a e ~-

7 



C UD De C D. segue que H é fechado. assim x + H é fechado. 

V x & G. Logo {~}é fechado. onde~ é o zero de G/H. Do lema 2.9. 

obtemos G/H Hausdorff. 

C~) C ~ ) Se G é Hausdorff. todos os pontos s~o fechados. o 

que implica H = {0 •. 

C + ) Se H = {O •· en'L~o G ~ G/H é Hausdorff. B 

Es'Lendemos a definição de grupos 'Lopol6gicos para anéis: 

Definição 2.12. Dizemos que um anel A é um 

se A é um grupo 'Lopológico com respei'Lo ·à 

__ _ E1~l_ti pl i cação 

anel 'Lopológico. 

adição e se a 

ô : A x A --+ A 

Cx. y) H xy 
é continua. 

Vamos agora conhecer a definição de uma topologia m-âdica. 

Definição 2.13. Sejam A um anel em um ideal de A. 

Consideremos em A. a topologia definida pala 

base de vizinhanças do zero. constituida por todas as potências mn. 

n & IN. 

Temos que A é um anel topológico. 

Chamamos essa 'Lopol ogi a de topologia m-âdi ca 

ou m-topologia. Dizemos que A é um anal m-âdico ou um m-anel. 

Deno'Lamos CA.m) quando queremos enfatizar que 

A es'Lâ munido da m-'Lopologia. 

Nota: Na topologia m-âdica. ocorra que A é Hausdorff ou 

B 



I I 

n 

Usamos as expressc:ías m-separado. m-f'echado. et.c. • ao 

invés de separado com respeit-o à m-t,opologia. ~achado com respeit-o 

à m-t,opologia. et.c. 

Lembramos que se A á um anel e m é um ideal da A. o radical de 

m é igual a -{til"' = ~x & A xn & m para algum n & IN~· 

Equivalent.ement.e. ~ = n p. onda Spec( A>=<~ ~.o de A>. 
pE:Spec<A> 

... ~ p 

Observaç~o 2.14. Dados A um anel. me m• dois ideais da A. As 

t.opol ogi as m-á di c a e m • -á di c a de A podem c oi nci di r • mesmo que 

m ~ m•. 
Por exemplo. t-omemos A um anel Noet.heriano e 

m um ideal de A t.al que m ~ m• = -fm- . Ent.~o as t.opologias m-ádica 

e. m• -ádica coincidem. pois como A é Noet.hariano. 3 n & IN t.al que 

:m~n S m C[A-Ml. Proposiç~o 7.14. pág. 83). Assim. dado mm. t.emos 

-~m_.,mn ç mm. Reciprocament-e. dado m•P. é claro que mP ç m•P. 

Prova-se ~acilment.e t.ambém, que se Q e b s~o 

ideais de A t,ai s que as t.opol ogi as Q-ádi éa e b-ádi ca c oi nci dem. 

ent.~o -{(;:"' = fO . Se A é Noet.heriano, vale a volt.a. 

De~iniç~o 2.15. Sejam A um anal t-opológico e E um grupo 

t-opológico t.al que E é um A-módulo. 

Dizemos que E é um módulo t-opológico se a 

aplicação, 

>..: AxE:-+E é cont.i nua. 
ca. x) 1-+ ax 

g 



m"E CV n c ~) de E como base de vizinhanças do zero. 

A seguir. um ~eorema que é mui~o usado duran~e o capi~ulo. Sua 

prova es~á em C[Nl. Teorema 16.3. pág.51). 

TG>orema 2. 16. 

sejam E um A-módulo ~opológico e F um submódulo de E. 

O ~acho r• de F em E com respei~o a m-~opologia coincide com 
00 

De~iniç~o 2.17. Seja E um A-módulo. 

Uma cadeia E = E 2 E 2 . . . 2 E 2 . . . onda o t n 

· os E são submódulos de E é chamada uma ~il~ração da E. Vamos nos . n 

_r:_~:ferir a E como um A-módulo ~il~rado. com CE) sua ~il~ração. Se 
n 

E ~or igual a A. an~ão chamamos A de anel ~il~rado. 

Dada uma :fil~ração de E. podemos de~inir uma ~opologia na~ural 

em E. ~ornando CE ) como base de vizinhanças do zero. 
n 

De~iniç~o 2.18. Sejam E um A-módulo :filt.rado. CE) sua 
n 

___ :filt.raçã:o e m um ideal de A. Dizemos que CE) é uma m-:filt.raçã:o se 
n 

mE c E • V n 2:: O ou equi valent.ement.e. miE' c E . • V n. i 2:: O . 
. n n+t n n+L 

Logo. a m-~opologia de E é mais ~ina dt::J que a ~apologia 

de~inida por qualquer m-~ilt.raç~o da E'. 

De:finiç~o 2.19. Dizemos que uma m-~il~ração CE) é est.ával se 
. n 

10 



sat.i sfei t.a: 

CD E = mE • v n > k.· 
n+t n • 

CID E 
n-k 

Ek v k.· = m • n > 
n • 

c.uo E = mqE • v n > k., q 2:: o. 
n+q n 

Observaç~o 2.20. n 
~ fácil ver que a filtraç~o em E) que define 

a m-t.opologia em E é uma m-filtraç~o est.ável. Reciprocament.e, em 

C [A-Ml, Lema 10. 6, pág. 106) most.ra-se que qualquer m-filt.raç~o 

est.ável de E determina a m-topologia. 

Vamos int.roduzir o conceit.o de anel graduado. 

Definiç~o 2. 21. Sejam A um anel e CA) 
n ne:IN 

uma familia de 

subgrupos do grupo aditivo de A. 

n. 

~zemos que A é um anel graduado se: 

CD A = e A e 
n 

ne:IN 

CID A A s; A , V m., n 2:: O. 
m n m+n 

Os elementos de A s~o chamados elementos homogêneos de grau 
n 

Um element.o a & A pode ser escrit.o de forma única como: 

a.=a +a+ ... +a+ ... 
o t n 

com a & A e soment.e um número finit.o de a 's n~o nulos. Cada 
n n n 

a é chamado de componente homogênea de A. 
n 

11 



Exemplo canóni co: Se A = IR[ [X • . . . • X l l • t.emos A = e A com 
t n n 

De~inição 2.22. Sejam A um anel graduado e a um ideal de A. 

Dizemos que a é um ideal homogêneo se. sempre 

que a & a. t.odas as suas component..es homogêneas pert..encem a a 

t..ambém. Equi valent..ement..a. a é homogêneo se poda ser gerado por 

element..os homogêneos. 

A prova do t..eorema seguint..e est..á em ([BJ. Teorema 1. pág.196). 

Ele é usado na prova do Lema de Art..in-Rees. 

Teorema 2.23. 

Sejam A um anel. m um ideal de A. E um A-módulo, CE) uma 
n 

m-~ilt..ração de E t.al que E é um submódulo f'init..ament.e gerado de E. 
n 

Consideremos A• = e m" 
nciN 

Ent.ão s~o equivalent..es: 

e E• = e E • 
n 

nciN 

(a.) A ~ilt..ração CE) é m-est..ável. 
n 

C~) E• é um A•-m6dulo ~init..ament..e gerado. 

O Lema de Art..in-Rees t.em uma import..ância considerável para a 

seqtiênci a desl.e capil. ul o. onde demonsl.r aremos vários r esul t.ados 

ul.ilizando-o. ·. 

Teorema 2.24. (Lema de Artin-Rees) 

Sejam A um anel Noel.heriano. m um ideal de A. E um A-módulo 

12 



n 

submódulo de E. En~ão: 

C D C E n F) é uma m-f'i 1 ~ração es~ável de F. 
n 

n n-k k 
CID 3 k c IN ~al que C m D n F = m C C m D n F) • V n ~ k. 

CUD as f'il~rações CmnF) e CCmnD n F) possuem dif'erenças 

~al que () F) e . _ li mi ~adas. i. é. • 3 

. _mrHkF s; CCmnD () F) • V n ~ O. Em par~icular. a m-~opologia de F 

coincide com a ~opologia induzida pela_m-~opologia de E. 

Demons~ração: 

CD Temos que CE n F) é uma m-f'il~ração de F, pois: 
n 

me E n F) s; C mE ) n C m F) s; E n mF s; E n F 
n n n+t n+t 

Ainda, ~emos def'inido um A'- submódulo 

F' = e E n F de E' = e E 
n n 

n~O n~O 

graduado 

Por A ser Noe~heriano, ~emos que F e E () F são A-módulos 
n 

f'ini~amen~e gerados. Também como A' é Noe~heriano. segue que F' é 

.. ,_um .A' -:módulo f'ini ~amen~e gerado. 

Por~an~o pelo ~eorema 2.23, 

m-es~ável. 

CID Trivial pela def'inição 2.19. 

CUD Use CID a a observação 2.20. 

a f'il~ração CE n F) 
n 

• 

O i ~em CID é que é geral men~e conheci do como o Lema de 

Ar~in-Rees. O i~em CUD é uma versão. ~opológica mais f'raca do 

resul~ado, mas é a versão que realmen~e usaremos. 

Lembramos que um anel A é um anel local Cresp. anel 

13 



semi-local) se possui soment-e um ideal maximal (resp. um número 

~init.-o de ideais maximais). 

Teorema 2.25. <Teorema da Interseçao de KrullJ 

Sejam A um anel Noet.-heriano, m um ideal de A. E um A-módulo 

~init.-ament.-e gerado e F = n mnE. Ent-ão 
n 

x c F ++ 3 m.. c m t.. q,. C1-m)x = O 

Demonst-ração: Ver C[G-SJ, Teorema 1.5, pág.5). 

Corolário 2. 26. Sejam A um anel Noetheriano e m um ideal 

próprio de A. Se uma das condiçé5as é sat.-is:feit.a: 

C a, ) A é dominio; 

C $ ) A é 1 ocal ; 

C G ) m c (}C. A) ; 

ent.~o n mn = (0). 
n 

Por :fim, a de:finição de anel de Zariski. que é mencionada 

durant.e o capit.ulo. 

De:finição 2.27. Seja A um anel t-opológico Noet.heriano e m um 

... ideal de A. 

Dizemos que A é um anel de Zar i sk i se é um 

m-anel sat.-is:fazendo a alguma das condiçé5es equivalent.es: 

c .o m c "J(A). 
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'- «J l oao .... -muuu.t o 1 ~ n~ 1:..amen1:..a gera ao e m -nausaor I 1 • 

C üD Todo i daal maximal da A é m-f'achado. 

C w) Todo submódul o da um A-módulo f' i ni t..amant..e gerado E é 

m-f'echado na t..opologia de E. 

Exemplo 2.29. Sa A é Noat..hariano e m-complat..o, 

um anal de Zariski Cvar [G-SJ, Corolário 2.19 .• pág. 

I. 2. 3. Complet..ament..os 

ent..lã:o C A. m) é 

14). 

Nest..e it..em, daf'inimos um anel complat..o a associamos a um anel 

f'ilt..rado qualquer, um anel complet..o e separado que é chamado 

complet..ament..o. Fazemos isso at..ravés do concei 'lo de seqtiências de 

_Cauchy como t..ambém pela def'inição de limit..e inverso. Para 

f'inalizar, são most..rados dois exemplos de complet..ament..os muit..o 

i n_t..eressant..es. 

Todos os result-ados que vamos ver s~o para anéis, pois s~o com 

esses que t-rabalhamos. Geralment-e, como em < [ A-Ml, Cap. 10) e 

~[G-Sl, Cap. 2), á f'eit..o t..udo ant..es para grupos e depois est-endido 

para anéis. 

Primeirament-e, vamos a def'inição de uma pseudomét..rica num anel 

f'i 1 t..rado. 

Daf'inição 2. 29. 

f' i 1 t..ração. 

Seja A um anal f' i 1 t..rado com C A ) 
" 

Consideremos a aplicação 
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u :4"1 X 4"i - LI'. 

ex. y) 

. onde 1-1 

1-+ d( x. y) 
_, "x-y> = e,... . 

En~~o d define uma pseudomé~rica em A. 

Propriedades: 

Lemo. 2. :t :t 

C a. ) i-JC X) = oo 

Lemo. 2. :t :t 

C -6 ) d é mé~rica A é Hausdor:f:f. 

Logo a pseudomé~rica d induz uma mé~rica em A/n An. 
n 

C c ) A pseudomé~rica d define em A a mesma ~apologia que é 

induzida pela fil~raç~o CA ). 
n 

Vamos ver a seguir a definição de seqtiéncias de Cauchy que 

mais adian~e é u~ilizada para definir um comple~amen~o. 

Definição 2.30. 

___ fi 1 ~raç~o. 

Seja A um anel 

Definimos: 

fil ~rado com CA ) 
n 

sua 

C D Uma seqtiênci a C x ) em A é convergen~e se exi s~e x & A t.al 
n 

que Um, dCx. x ) = O. 
n 

Equi val ent.emen~e~·- se dado p & IN. 

x -x&A,Vn~n. 
n p o 

exi st.e n & IN ~al que 
o 

C W Uma seqtiênci a C x ) em A é uma seqtiênci a de Cauchy se 
n 

Um, dCx • x ) = O. 
n m 

Equivalen~emen~e. se dado p & IN. 

16 
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m 
c. ..... • 

p 
... f'. ,, ~ '" . o 

Observação: e claro que uma seqüência convergente é uma 

seqüência de Cauchy. A reciproca nem sempre vale. Isso nos leva à 

. def'inição abaixo. 

Def'inição 2.31. Seja A um anel f'iltrado. 

Dizemos que A é completo se toda seqüência de 

Cauchy é convergente. 

Na proposiç~o seguinte. associamos a um anel f'iltrado um anel 

completo a separado. 

Def'inição 2.32. Sejam A e A• anéis topológicos. 

Um homomorf'ismo de anéis continuo I : A ~ A• 

.. é estrito se a topologia quociente de j(A) coincide com a topologia 

induzi da por A • • 

Proposiç~o 2.33. Sejam A um anel f'iltrado. CA) sua f'iltraç~o. 
n 

A• um anel f'iltrado completo e separado e f 
homomorf'ismo continuo. 

Ent~o s~o equivalentes: 

A ~ A• um 

co lu?A, I = n An • I é estrito e ICA) = A. Ci. é .• ICA) é denso 

. em A•). 

C~ Para qualquer anel f'iltrado completo e separado B a 

qualquer homomorf'ismo continuo 6 A ~ B. existe um único 

homomorf'ismo continuo s· : A. ~ B tal que s•o I= 6· 

17 



~ 

A--+ 8 

I l ", ~: , 
A' 

Demons~ração: Ver ([G-Sl, Proposição 2.3, pág. 8). 

Assim ~emas a 

De~inição 2.34. Seja A um anel ~il~rado. 

a 

Um comple~amen~o de A é um par CA •• I) onde A• 

é um anel ~i 1 ~rado compl e~o e separado e I A --+ A • é um 

... homomor~i smo con~i nua sat.i s~azendo uma das condi çé:Ses equi val en~es 

da proposição 2.33. 

A unicidade do comple~amen~o a menos de isomor~ismo es~á 

expressa no corolário 2.36. 

Corolário 2.36. Sejam A um anel ~il~rado, CA •• /,) e CA•',f'') 

dois comple~amen~os de A. 

Ent.~o. exis~e um único isomor~ismo 

v: A• --+A'' t.al que v o 1• =f''. 

Para mostrar sua exist.ência, construimos o completamento de um 

anel ~ilt.rado de duas ~armas. que exibimos a seguir: 

Sejam A um anel .~il~rado e CA) sua ~ilt.ração. 
n 

(1) A const.rução clássica do comple~amant.o de um anel ~il~rado 

as~á baseada nas seqüências de Cauchy. 
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e .K 

Sejam Jtl = {C xn) : xn c A, V n c IN e Cxn) seqüência de Cauchy~ 

= {Cxn) xn c A, V n c IN e x ---+ 
n 

0~. Mos~ra-se ~acilmen~e 

que Jtl é um anel e que .K é um ideal de Jtl. 

Consideremos Á = Jti/.K. Colocamos em Á a má~rica d' de~inida 

como d' C C x ) , C y ) ) = W dC x , y ) , onde C x ) e C y ) s~o as 
n n n n n n 

c.lasses de Cx ) e Cy ) e d é a pseudomé~rica de~inida em 2. 29. 
n n 

Â 
n 

Logo Á é um anel ~opol6gico com a topologia induzida por d'. 

Temos que Á = Jtl /.K 
n n n 

V n. Como .K = .K n Jtl 
n n 

segue que 

.Af+Jtl 
n 

.AI' 
Assim, Á é identi~icado com um ideal de Á. 

n 

Seja f: A~ Á de~inida por fCx) = Cx, x, ... ). 

A ~il~raç~o CÁ) ~ornece a ~apologia de Á, pois CÁ) é base de 
n n 

vizinhanças do zero em Á. Ent~o resul~a que f é estrilo. 

Com contas simples, vemos que ~ I = n An e fCA) ~ A / n An 

é denso em Á. Por~anlo, aplicando a condição C.O da proposição 

2.33, lemos que Á é um complelamenlo de A. 

Cll) Exisle lambém a construção de um complelamenlo baseada no 

concei~o de limile inverso. 

Consideremos uma seqüência da anéis CR) 
n 

e .homomorrismos 

R ~R 
n+S. n 

Temos que C R ,f ) é denominado um si st.ema inverso e seu 1 i mi t.e 
n n 

inverso é o anel 

a. c R e f Ca. ) = a. , V nl 
n n+f. n r n n 

Denotamos l~ R = B . 
..__ 'T' 

Consideremos os sistemas inversos CA/A , f ) e ~ambém para um 
n n 

i ~ixo: CA /A ,, f ,), onde f e f são os homomor~ismos 
n n+" n+t. n n+i 

canônicos. 

Sejam Ã = e Ã = ~A /A .. 
n ~ n n+t. 
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Logo, ~AnJ e uma IllLração de A. 

Se 8 A --+ Ã é def'inido por fj(x) = Cx o' xt, ... ) onde 

X = X + A. • v i = o. 1 • então af'irmamos que o anel filtrado Ã 
i.. \. • 

junto com o homomorf'ismo e. é um completamente de A. 

De fato, vamos mostrar que existe um isomorfismo canônico 

u Â ----.. Ã tal que u o f = e e uC Â ) = Ã , V n c IN. 
n n 

Seja Cx ) seqüência de Cauchy em A. Logo dado r, existe n tal 
n 

que X - X - X - ( .ffiHd A). Seja ~r essa classe. Temos 
n n+:l n+2 r 

então uma seqüência ~ = c~ • ~ z' ... ) que pertence a Ã. Portanto 
:l 

temos definido um homomorfismo de anéis T1 A ----.. Ã tal que 

nCCx )) = ~-n 

E: fácil mostrar que ~71 = .K. 

Também se ~ = c~ ) & Ã com ~n = X + A • X & A • então 
n n n n n 

Cx ) &. A a 11CCx )) = ~. Logo 11 é sobre. 
n n 

Então Â ~ Ã. 

De maneira análoga a que provamos que 11 é sobre, mostra-se que 

uC Â ) = Ã • V n c IN. 
n n 

Assim, conhecemos duas maneiras de construir o completamento 

de um anel f'iltrado. 

Em Zariski 

completamentos. 

[ Z-Sl. temos também boas inf'ormaçeíes sobre 

Observação: No caso de supormos em A uma topologia gerada por 

um de seus ideais, digamos a. escrevemos o seu completamente com 

relação à tal topologia como CA~a). 

Uma proposição interessante e que nos será útil mais tarde 

está d~monstr a da em C [ Nl , Teor ema 17. 4. pág. 55) e é enunciada 

abaixo. 
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gerado de A. Se A é um a-anel, então a topologia do completamento Á 

de A é a topologia a-ádica. 

Exemplos 2.37. Como exemplos de completamento de um anel 

lemos: 

(Jff) Tomemos A = Z e A = 
n 

p n com p = C p) • p primo de Z. 

O compl et.ament.o C 2';"p) é chamado o anel 
00 

dos in'leiros 

p-ádicos e um element.o seu escreve-se como E 
i. 

pa. 
\. 

com 
i.=O 

O ::$ a. ::$ p - 1. 
\. 

($) Esse exemplo é o que mais nos interessa pois é usado nos 

próximos itens. 

Consideremos o anel de pol i nômi os 

. i ndeler minadas sobre o anel A. 

é 

ex. 
1. 

o complelamenlo de 

• X ) -lopol ogi a. 
n 

Temos que: 

séries 

A[ X • 
1. 

de 

.... 
pot.~ncias 

X l com 
n 

... , X l em n. 
n 

A[ [X , •.. • X ll 
f n 

respeito à 

c t) Se 1 

natural CObs. 

A[ X • 
1. 

..... X l A[ [X • 
1. 

. .... X J l é a aplicaç~o 
n n 

2.3): 

00 

CD lu!A I = (0) = n ex • 
. t 
1.=0 

. . . , 
·. 

CID Toda série pode trivialmente ser aproximada por 

pol i nômi os. Logo, ICA[X • 
t 

. . . . X J ) é denso em A [ [ X • 
n t 

... , XJJ. 
n 

C .uD A C X • . . • , X ) -lopol ogi a de A [ [ X , .... X J J induz 
t n 1. n 
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t 
A([X , 

t 
. . . ,. 

n 

XJJ. 
n 

--- -- .. 
t n 

Logo, f é estrito . 

Cê) A[ [X •...• X J J é completo com respeito à CX. . . . • X)-
t n t n 

-topologia, pois se Cl ) é uma seqüência de Cauchy de elementos de 
m 

A[[X •.•.• X JJ, existe uma seqüência Cs) em A[X • .••• X J tal 
- - 1. n m t '' 
que s 

m 
l ---+ o. 

m 
De rato, como Cl ) é uma seqüência de Cauchy, se 

m 

a = ex. 
t 

• • • t X ) • ent~o dado p. 
n 

3 k c IN tal 
p 

que lk 
p 

v m. ~ k. . Se lk = l + l + ... ,. com l . homogêneo 
p k ,o k ,t k ·" p p p p 

m 

i. basta tomar s = E l.Jc .. v m.. E: fáci 1 ver que Cs 
m , \, 

i..=O m+t 

seqtiência de Cauchy em A[ X , . . . , XJ. Temos que s = s 
t n o 

s ) + Cs s) + ... c A[[X t • . .. ,. X ] ] é o seu limite. o 2 t n 

é também o limite da Cl ). 
m 

Logo, da proposiç~o 2.33 CD, segue a afirmaç~o. 

I. 3. Sobre m-âneis separados e completos 

Dedicamos esse item a expor alguns resultados 

de grau 

) é uma 
m 

+ Cs 
t 

Portanto 

sobre a 

.m-topologia num anel. Dessa f"orma, estabelecemos aqui condições 

para que um anel, sendo separado e completo com respeito à dois de 

seus ideais, o seja com respeito à soma desses ideais. Se o anel é 

Noetheriano, tais condições s~o desnecessárias. 

Observamos também algumas conseqüências do de se 

completar sucessivamente um anel por dois de seus ideais. 
·. 

Em 3.1, temos uma nova caracterizaç~o de um anel m-completo: 
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em A. 

-~•••~ - • ... • ~..) 0.111 T1 UJJl O. I fiiii;JI'"... .....- ••• ..... ,,, .&. .....,'CI'CI..&. """O' .n • 

Ent-ão A é m-complet-o se. e s6 se. V Cx ) seqtiência 
r. 

00 

x ----. o. segue que E x. converge. 
n . \. 

\.=0 

Demonstração: 

C * ) Dada C x ) seqtiênci a em A. x ----. O. 
n n 

Logo. dado p. 3 n t. q.. x c mP. V n ~ n . 
o n o 

n 

Consideremos a = E x. c A. 
n . " \.=0 

Se n ~ m ~ n • t-emos: a - a ;:;: x + . . . + x c mP 
O n m m+i n 

_. C a ) é uma seqtiênci a de Cauchy. 
n 

Como A é m-complet-o. segue que Ca) converge. i.é .• que 
n 

Ex. converge. 
t. 

i.=O 

A. 

C +- ) Dada Cy ) uma seqüência de Cauchy na m-t-opologia de A. 
n 

Tomemos x 
n = :Y n+i. 

Então C x ) é uma seqtiênci a em 
n 

Temos que dado p. 3 n & ~ 
o 

.t. q.. 

Logo x 
n 

n~n 
o 

Isso implica que x 
n 

& 

---+ o. 
00 

Assim por hi p6'lese. E x. 
i.=O \. 

converge em A. Suponhamos que 

n 

. E X. = X & A. 
i:o " 

Mas. E x. = yn+~ - y
0

• En'lão. y 
i =o " .. n+t 

y ____. x. 
o 

Dai. 

Y ---+x+y . 
. n o 

Por'lan'lo. A é m-comple'lo. 

No'la: Observemos que a implicação C +- ) não depende da 

t-opologia envolvida. enquant-o que C ~ ) acontece justament-e por A 

possuir uma m-t-opologia que o est-á tornando m-complet-o. 
......... 6 ............................................. . 

Como 

exemplo. temos ~ como um anel com a t-opologia usual da re'la. onde a 

saqtiência C1/n) é t-al que 
1 
n 

00 

--+ o. mas E 
i =i 
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Lema 3.2. Sejam A um anel, me n ideais de A. 

se A é m-comple~o e n-comple~o. en~ão A 

C m + U) -compl e~o. 

Demons~ração: 

Utilizando o lema 3.1, basta. mos~rar que se Cx) 
n 

uma 

seqüência em A. com x ----+ O na C m + n) -lopol ogi a, 
n 

converge na Cm + n)-~opologia. 

00 

en~ão Ex. 
i.=O " 

No~emos que as f'il~rações ~em +. tt)n~ne:IN e ~mn + nn~ne:IN geram a 

mesma ~opologia, pois em + U)2n c mn + nn c em + U)n, Vn& IN. 

Como X----+ o na em + U)-~opologia: n 

p = 1. 3 Po & IN .t. q.. X & m + n, V n ~ Po n 
p = 2. 3 p~ & IN .t. q.. X & em + U)2 c m + n. v n ~ p~ po n ~ 

p = 4, 3 p2 & IN .t. q.. X & em + U). c m2 + 112. v n ~ p ~ p~ Po n 2 t 

p = 6, 3 Pa & IN .t. q.. X & em + U)<S c ma + na. v n ~ p~ p~ p~ Po n a 2 t 

2i. 3 c IN .t. q.. em + tt)2i. m" + 
i. Vn. ~ p.~ ~ p = p. X & c tt • ... Po 

" n " 

Assim, x = y + e • com y & m". e & u", V n ~ p., V i ~ 1. 
n " n n n n 

Logo y----+ O na m-~opologia e e----+ O na n-~opologia. Por 3.1. 
n n 

00 

3 y, e & A .t. q.. E y n = y e 
n=o 

n 

Coloquemos y = E Y. e 
n i.=O " 

n 

En~ão se x = E x .• 
n . " \.=0 

lemos 

00 

E e =e . 
n 

n=O 
n 

= E 
i.=O 

e .. 
" 

. 

Dai, dado q. 

X = 1J + 3 • n n n 

__ .implica X 
n 

- ey + e) = ey 
n 

- y) + ea e) & 
n 

3 n 
q 

V n ~ n. 
q 

n -

Logo ( . E xi.) converge na em + U)-~opologia. 
1.. :.o n 
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PorLanLo. A é Cm + U)-complaLo. a 

Abaixo. um lema necessário para a prova da reciproca Csob 

cerLas hip6Lesas) do lama 3.2. 

Lema 3.3. Sejam A um anel. m. n e p ideais da A 
m Se axisLe m & ~ Lal que m c p. enL~o o n-~echo e o 

Cm + U)-~echo de p coincidem. 
m 

Em parLicular. V m & ~: m é n-~echado se. e s6 se. 

é em + n)-~echado. 

DemonsLraç~o: 

O resul Lado segue do Laorema 2.16. desde que n Cp + n'? = 

= n ( p + ( m + U) '? • pois ( m + U) 2 " c m n + n n c C m + U) n e pela 
n€1N 

hip6Lase. B 

n Proposição 3. 4. Sejam A um anel. m e n ideais de .A Lais que m 

é n-~echado. V n & ~. 

Se A é Cm + U)-compleLo, enLão .A é m-compleLo. 

Demonstração: 

0::> lema 3.3. Lemos que mn é em + n)-~echado. v n. Logo 

mn :: nem 
n 

+ em + U) k:> CTeo. 2.16). 
k 

Dada Cx) saqtiência m-Cauchy, logo dado n, 3 n .t. q,. 
m o 

X - X & mn S Cm + U) n • V m. p 2:: n . 
m p O 

em 

Assim, se Cx ) é m-Cauchy, enUro é Cm + n)-Cauchy. Logo Cx ) é 
m m 

+ U)-convargenLa. digamos ~ X = X & A. 
n 
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Ent.ão, se m > n "Lemos X - X = X - X + X - X & mn + - o' m m p p 

em 
)c 

onde ~ mn. + U) • p rk .v k. .. X - X & Port.ant.o ex) é 
m m 

m-convergent.e, donde A é m-compl at.o. a 

Agora, numa versão para anéis m-separados, o que vimos para 

anéis m-complet.os. 

Proposição 3. 5. Sejam A um anel, m e n ideais de A t..ais que 

mn é n-:fechado, V n c IN. 

= Yz 

Se A é m-separado, ent.ão A é Cm + U)-separado. 

·Demonst.ração: 

Dado X & mn + nn v n. Podemos escrever X = yt + 2 t 

+ + m" i. v i. 2 = = yn 2 = .... com yi. & e z. & n, z n " 
Dai, para cada i & IN, z. = ey. - y.) + z. = Cy - y ) 

" l.+t " l.+t i.+Z i.+t 

Assim x c m" V i 

hi.p. . 

.. ai. & n em" + nm, = m". 
m 

hi.p. 
,. x c n m'- = CO) .. X= 0. 

i. 
Ent.ão nem + U)n = (0). Port.ant.o, A é Cm + U)-separado. 

n 

JunLando o que obLivamos aLá agora nesse iLem: 

·. 
Teorema 3. 6. 

= 

Sejam A um anel, m e n ideais_de A t.ais que mn é n-:fechado e 

nn á m-:fechado, V n c IN. 

EnLão são equivalenLes: 
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Ca0 A é em + tt)-separado e comple~o. 

C~) A é m-separado a comple~o e tt-separado a comple~o. 

Demons~ração: 

(aJ .. c~) Segue de (l m n. (l n n s; 
n n 

(l C m + tt) n = C 0) e da 
n 

proposição 3.4. 

(~) -+ Ca0 Sai dire~o da proposição 3. 5 e do lema 3. 2. a 

se o anel é Noe~heriano, as hip6~esas reduzem-se a: 

Corolário 3.7. Sejam A um anal Noa~heriano. me n ideais de 

A. 

En~~o são aquivalen~es: 

Ca0 A é Cm + tt)-separado e comple~o. 

C~) A é m-saparado a comple~o e n-saparado e compla~o. 

Demons~r ação: 

Sai do seguin~e ~a~o: se A é um anel Noe~heriano e o um ideal 

de A t.4. A é o-comple~o. en~ão qualquer ideal de A é o-~echado. De 

~a~o. seja b um ideal da A. Logo b é ~ini~amen~e gerado. 

Dada Cb ) seqüência em b com b ---+ b. Logo Cb ) Cauchy em b, 
· n n n . 

an~ão dado p, 3 n t. 4· b b & o~. v n. m.~ n . 
o n m o 

Se b = C(1 • t 
... , (1k). suponhamos b = at,n/11.. + + ak,n/1k n 

e b = a (1 + ... + a {1. Logo C a - a )(1 + + C a 
m t,m 1.. k,m k t,n t,m 1.. k,n 

~,m)/1,. & oi>b, V n, m. ~ n • dai Ca ) é Cauchy em A. donde ... o j,n 

a. ---+ À. para algum À. & A. En~ão b = À (1 + + À (1 & b. a 
J,n J J 1.. 1.. k k 
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Na proposição 3.9. vamos compleLar um anel primeiro por um de 

seus ideais e depois por ouLro e veri~icar algumas propriedades que 

decorram desse ~aLo. 

Prime i r amenLe. demonsLr amos um 

prova da proposição. 

lema que á preciso para a 

Lema 3.8. Sejam A um anel. m a n ideais da A. Â = CA";'m) e 

f A ~ Â o homomor~ismo canônico. 

Se tl é m-~echado. enLão /-f.C f CU) Á) = tl. 

DamonsLração: 

Sem parda da generalidade. podemos supor que A é m-separado 

pois. visLo que tl é m-~echado. u = n Cu + m":> 2 n m". 
n " 

Temos que ft coincide com fCu)Ã • onde ft é complaLamenLo de n 

. Â 
com respeiLo à Lopologia induzida pela m-Lopologia de A e fCn) é 

o ~echo de fCtt) em Â. 

-=-::--::,....,ÃA n n .l 
Além disso. /CU) = n c /CU) + m Á) = n c /C tl) A + m Á) = f CU) A 

n " PorLanLo. 

-j. ,.... 
Donde f C f C tt) r~.J = n. B 

No iLam Cl.5). demonsLraramos que se A é um anel NoeLheriano. 

m e n dois da seus ideais e se A é Cm + u)-separado. enLão vale: 

Â = C A";'m) é nÃ -separa do e C A";'m +tO ~ C A";'n...D . Par a um anel qual quer • 

Lemos a proposição a seguir que é uma das mais inLeressanLes dessa 

iLem. 
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Proposição 3. 9. Sejam A um anel, m e n ideais de A, .A = CA':'m) 

e B = C A':'ub . 

Se A é m-separado e Â é nA-separado, en~~o: 

CID Em A. a em + n)-~opologia e 

C m + U) -~opol ogi a de B coincidem. 

a ~opol ogi a induzi da pela. 

C.UO A é Cttt + U)B-denso em B. 

DE;omons~ração: 

CD Consideremos os homomorf"ismos canônicos I A -+ .A e 

tS Â -+ B. 

Medi an~e uma simples ver i i' i cação, ~emos que C m n + n ":>A é 

m-:fechado e Cmn + n":>A é nÃ-:fachado. 

{em 

Logo, podemos usar o lema 3.9 para obLar: 

C m n + n ":> B n A = C tS o /) -t (c tS o /)-em n + n ":> B) = 

= 1-t [tS-t (eecmn + nn)Â) ]B) < a=a, /-t.ccmn + n~Ã) = 

= 1-'ejemn + n":>.Ã) <8 "= 8 ,Cmn + n":>A 

CID Na demonstração do lema 3. 2, vimos que as fil traçeses 

+ n)n l e Jmn + nn l geram a mesma t.opologia. Assim, 
fn~~ 1 fn~~ 

consideremos em A, como base de vizinhanças do zero: 

e Cmn + n":>A para a em + U)-Lopologia de A. 

• emn +'· n":>B n A 

-Lopol ogi a d,e B. 

para a ~apologia induzida pala em + U)-

Por~an~o por eD, as ~apologias coincidem. 

C.UO Dada uma vizinhança U = x + Cmn + n~B em B • com x & B, 



vamos mos~rar que U n A ~ 0 . 

Como Â é nB-denso em B. exis~e uma seqtiência Cx ) em A 
m 

~al que x ~ x na nB-~opologia. Logo 3 p & ~ t.4. x - x c nnB. 
m P 

~al que 

Como A é mÃ-denso em Ã. exis~e uma seqtiência Cy .) em A 
p,l. 

y .~ 
p,l. 

X 
p 

na tttÂ-~opol ogi a. Logo. 3 q IN 

t. 4· y -
p,q 

X C tttnÂ. 
p 

n n 
Assim y - x c C ttt + n ) 8 o+ 

p,q 
y 

p,q 

I. 4. Completamentos separados de um anel de polinômios 

Dois resul ~ados sobre um anel de polinômios e alguns de 

seus comple~amen~os separados s~o mos~rados aqui. 

Já vimos em (2. 37)(:8) que o anel das séries de po~ências 

A[ [Xll é o comple~amen~o do anel de polinômios A[XJ com respeito ao 

ideal C X). 

No lema 4.1. estudamos o anel Â[[Xll. onde m é um ideal de A e 

A = CA':'m). 

Lema 4.1. Sejam A um anel. m um ideal de A. X uma 

inde~erminada sobre A e Â = CA':'m). 

EnUio: 

Ca.) Â[[XJJ ~ CA[[XJl':'mA[[XJJ). ·. 

rcm.X)nA[[XJJ] = C(l mn)A[[XJJ. 
l nE:IN 

Demons~raç~o: 
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(a) Usando a derinição de limi~e inverso, ~amos: 

Â[ [ XJ J = [~ A ] [ [ Xl J 
m" 

A[ [ XJ J 

m" A[[ XJJ 
= C A [ [ X l l ";'mA [ [ Xl l) 

C~) 1:: 6bvio que C n m")A[ [ XJ J n Cm", x")A[[XJJ 
nE:IN noe:IN 

= n Cm, }0"AllXJJ . 
. n4!:1N 

(I) 

Seja f = E 
i.=O 

a.i.Xi. & nem", x")A[[XJJ. 
nE:IN 

Como f & em'\ x")A[ [ XJ J, V n c (N, ~amos: X i. a.. & 

" 

Comple~amos agora o anel A[Xl pelo ideal em, X) e ob~emos a 

= 

a 

Proposição 4.2. Sejam A um anel, m 

indeterminada sobre A e Â = CA";'m). 

um ideal de A. X uma 

En~ão CA[ XJ ";'em, X)) ~ Â[ [ XJ l. 

Demons~ração: ·. 

Pelo lema 4.1 Ca), ~emos que Â[[Xll - 'cA[[XJJ";'mA[[XJl). logo 

Â[[XJl é m-comple~o. Como Â[[XJl é CX)-comple~o. en~ão por C3.2), 

Â[ [ XJ l é em, X) -comple~o. 

Podemos supor que A é m-separado, logo pelo lema 4. 1("'"), 

Â[ [ Xl J é Cm, X)-separado. 
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Da proposição 3. 9 CW e CUD. segue que em A[ Xl. a em. >0-

-t.opol ogi a e a t.opol ogi a induzi da pela C m. >O -t.opol ogi a da Á[ [ Xl l 

c oi nci dem e ainda que A [ XJ é C m. >O -denso em Á[ [ XJ J • Por t.ant.o 

CA[ XJ ';'em. >0) = Á[ [ XJ J. 

I. 5. Comple~amento de um anel e sáries de potências 

o isomorf'ismo c A";'a) 
A[[X • 

t 

ex - a. t t. 

. . . ' Xll 
n 

. . . ' X - a.) 
n n 

que 

mencionamos na Int.roduç~o CI.1) é est.udado aqui e t.ambém nos it.ens 

_segui nt.es. 

Nesse i t.em. observamos primeiro um result.ado sobre um 

~sornorf'ismo que dif'ere de por t.rat.ar do f' acho de 

CX - a. ...• X - a.) numa cer~a t-opologia. Para t.al result.ado. as 
~ J. J. • n n 

_ l'!:ipót.eses são minimas. mas não é ainda o isomorf"ismo que queremos . 

.,_Como corolário. obt.emos C*). s6 que sob condiçeses bem mais f'ort.es. 

Demonst.ramos no t.eorema 6.6. a exis~éncia do isomorf"ismo (*) 

p~ra anéis Noet.herianos. f'azendo an~es observaçeses de carát.er 

o-;t.opol6gi co. Como corolários do t.eorema. vemos algumas 

conseqUênci as de se compl et.ar um anel Noet.her i ano sucessi vament.e 

pof dois de seus i de ais e t.ambém pela soma desses ideais. algo 

semelhant.e ao que f'izemos em Cl.3). 

Começamos com o 

Teorema 5.1. 

Sejam A um anel. a = Ca. • . . . • a. ) um ideal de A t.al que A é 
t n 

a-Hausdorf'f'. Á = CA";'a) e X •...• X indet-erminadas sobre A. 
t n • Se m é o CoA[ [X • ... • X l l + CX •...• X ))-f'echo do ideal 

t n t n 
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m =ex 
t 

••• , X - a ) , 
n n 

Â 

entã:o 

A[ [X , 
t 

.... 
• m 

XJJ 
n 

Demonstração: Ver C[NJ, Teorema 17.6, pág. 55). B 

Corolário 6. 2. Sejam A um anel semi-local Noetheriano com 

(}<A) = tt, 

Â = C A';'tt). 

â = Ca, 
t 

... , a ) um ideal de A tal qua -rc:;:-' = tt e 
n 

Se m = C X a. • . . . , X a ) ideal de 
t t n n 

A[ [X • . ..• 
t 

X J J onde X , , X sã:o i ndeter mi nadas sobre A, ent.~o 
n t n 

Â é um anel semi-local Noetheriano e 

A 
A[ [X , 

S. 
. . . , 
m 

X Jl 
n 

Demonstração: Ver C[NJ. Corolário 17.6. pág. 66). 

Lema 6.3. Sejam A um anel, a e b ideais de A. 

Então o b-~echo e o Co + b)-~echo de a coincidem. 

Demonstraç~o: 

De :fato, n (Q + bn) = n (Q + (Q + b)~. 
n n 

Corolário 6.4. Sejam A um anel, â = Ca • ... , a) um ideal 
t n 

A e X • . . . , X i ndatar minadas sobre A. 
S. n 

Se m = ex a ... , X a) ideal 
S. t n n 
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A[ [X • 
i 

C aA[ [X • 
i 

... ,. 

. . . . X J J • 
n 

X JJ 
n 

então 

+ ex • 
i 

... , 

Demonstração: 

De rato. CoA[ [X • 
i 

. . . , 

o CX • . • X )-racho 
:l n 

X ) ) -racho de m c oi nci dem. 
n 

X JJ 
n 

+ ex • 
i 

.... X)) 
n 

+ ex • 
i 

. . . , X). Dai. use (5.3). 
n 

e o 

= m + 

a 

Uma proposição que é usada no decorrer do trabalho é a que 

anunciamos abaixo. 

Proposição 5.5. Sejam A um anel. a a õ ideais da A. 

Se: 

c ~ ) õ é r i ni lamente gar ado; 

C ~ ) A é a-completo; 

C c ) A a-t.opol ogi a de õ e a t.opol ogi a induzi da pela 

o-t.opologia de A coincidem. 

então õ é a-rachado. 

Demonstração: 

Usando o raciocinio com que demonstramos o corolário 3.7. sai 

racilment.e que se õ é rinit.ament.a gerado. então õ é a-compla~o. 

Logo por hipótese. õ é rachado com relação à t.opologia 

induzida pala a-topologia de A. 

Assim~ por conhecido resultado topológico. Õ é a-rachado. a 

O seguin~e teorema é uma rorma mais rraca do corolário 5. 2. 

onda exigimos um anel semi-local Noet.heriano. Aqui. basta um anel 

Noat.her i ano. f:: um 'leor ema mui lo bani lo a um dos mais impor 'lan~es 
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do capi 'lul o. 

Teorema !3.6. 

Sejam A um anel Noe'lheriano, a = Ca. , 
L 

. . . , a. ) um ideal 
n 

de A 

'lal que A é a-Hausdorf'f', 

sobra A. 

A = c A";a) a X , ... , 
L 

X i nde'ler minadas 
n 

Se m = ex 
L 

en'lão 

Demons'lraçã:o: 

. . . , 

Â 

X - a. ) i deal da A [ [ X , 
n n L 

A[ [X , 
L 

..... 

m 

X Jl 
n 

Bas'la mos'lrarmos que m é C X • • ••• 
L 

X ) -f'echado 
n 

... , X JJ, 
n 

pois pelo 

corolário !3. 4, m será CoA[ [X , ... , X J J + 
- L n ex • 

L 
. ... X )) -f'echado e 

n 
dai usamos o 'leorema !3.1. 

De C2. 37)(:8), sabemos que A[ [X , 
L 

-complet-o. 

... , x ll é ex • 
n L 

Do Lema de Art.in-Rees (2. 24) sai que, em 

... , 

m. 
. . . .. X ) -t.opol ogi a e a t-opologia induzida 

n 

CX, ...• X )-t-opologia de AE [X , ...• X J J coincidem . 
.. t n t n 

X)-
n 

a 

pela 

Como m é f'ini'lamen'le gerado, pela proposiç~o !3.6, m é 

ex • 
.. t 

. . . . X ) -f'echado. 
n 

111 

No'la: Como A é Noe'lheriano, pelo exemplo C2. 27) 'lemos que 

A[ [X , . . . • X J l é um anel de Za.ri ski pela C X • . .. , X ) -t-opologia. 
L n L n 

Dai, concluimos t-ambém quem é CX, ... , X )-!'achado. 
L n 

Corolário !3.7. Sejam A um anel Noe'lheriano. o a b·ideais de A 

'lais que A é Co + Õ)-Hausdorf'f' e Â = CA";a). 
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Ã = 

En~ão Á á Co + b)-Hausdor~~-

Demons~ração: 

Consi daremos a = C a , 
t 

c A':'a+b). tt = ex 
t 

- a t • 

. . . . 
. . . ' X 

n 

a) • 
n 

- a 
n 

b 

• y 
t 

-
= (b • 

t 
b 

t 
. .. ' 

.... b ) • 
m 

y - b ) 
m m 

ideal de A[ [X • ... , X • y 
t' 

. .. , y ) ) onde X • • X • y • n :l 
. . . , y 

t n m t m 

são i nda~ar minadas sobre A. 

Temos pelo ~eorema 5.6 a do ~a~o da Á ser Noe~heriano ([A-MJ, 

Teorema 10.26, pág. 113): 

A[ r X • ••. , X • Y • . . . • Y J l 
t n t m 

Á[ [ y • . . . • y ]] 
t m 

CY - b • ...• Y - b ) 
:t. t m m 

Assim axi sta 'P 

é 1-1. 

Á ~ À um A-homomor~ismo canónico, ~al que 9 

Observando que À é Co + b)À-Hausdor~r. concluimos que 

. f>( Jcn r co + b)Á]Jc) c n r '{>C a + b)Á]Jc c n r c a + b)À]Jc = co) .. 
c~ kE~ Ice~ 

f> 4i t-t 

.. n 
Ice~ 

[ c Q + b) Ál Jc = c 0) . 111 

Corolário 5.8. Sejam A um anel Noe~heriano, o e b ideais de A 

~ais que A é Co + b)-Hausdor~~-

Se Á = CA';'a) e À = CA':'o+b). enUi:o Ã ~ CÁ';'bÃ), 

Demonstração: 

Por C5.7), Á á Co+ b)Ã-Hausdor~~. logo á bÁ-Hausdorr~. 

Usando que Â é Noe~heriano e o isomor~ismo da demons~ração 

an~erior: 
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Ã -
Á[ [ y • . . . • y ) ) 

i m 
Teo. !:>.<S 

.. Ã - c Ã';'b.A) 
CY - b 

t :l • m 
b ) 

m 
...• y 

I. 6. Um con~ra-exemplo 

Gos~ariamos de es~ender o resul~ado que ~amos para anéis 

Noe~her i anos C Teo. 5. 6). Mas isso não é possi vel. pais exi s~em 

casos em que o ideal CXi- a:r.• ...• Xn- an) não é CX:r.• ... • Xn)

-f"echado em A[ [X • . . . • X J J. Dedi camas esse i ~em a expor um desses 
:l n 

casos. 

Falamos um pouco sobre os o-anéis graduados an~es de cons~ruir 

o con~ra-exemplo. 

Na proposição 6.1. i ndi c amos A o ideal 
+ 

(2.22) de um anel graduado A = e A C2.21). 
n 

nO!!: O 

homogêneo A 
n 

n>O 

Proposiç~o 6.1. Sejam A= e A um anel graduado e o um ideal 
n 

de A ~al que o S A . 
+ 

nO!!: O 

Se b é um ideal homogêneo de A. en~~o b é 

a-f"echado. 

Demons~ração: . 
Seja a & n cb + o"':>. Como A é graduado, axis~e m. t. q.. 

n€1N 

a = a + a + + a com a. & A. • i = o. .... m.. 
o i m " " 
Desde b m+:l m+:l • A en~~o que a & + Q e Q c 

n 
n:i!!:m+:l 

k 
a = b + E a com b & b e a & A j = 1 • ... ,. k. Isso 

j=:l 
m+j m+j m+j 
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---

implica a + a + 
o t 

a. & b. v i = o. 
&. 

Usando C2. 16), 

Temos que A[ X • 
S. 

segue o 

+ a 
m+k = b & b. Mas b & homogêneo, donde 

• m. + k .... a = a + + a & b. 
o m 

b é o-f"echado. li 

. . . , X J 
n 

é um exemplo da anel graduado. Assim 

Corolário 6.2. Sejam· A um anel e X • .... X i ndet.er- mi nadas 
S. n 

sobr-e A. 

Se m é um ideal homogêneo da A[ X , 
t 

. . . , 
ent.ão m é ex • ... , X ) -f"echado. 

t n 

A pr-ova do lama abaixo é imediat.a e por- isso a omit.imos. 

Lema 6.3. Sejam A um anel, a e b ideais de A e n A-+ 

homomor-f"ismo canônico. 

X J, 

A 

b 

n 

o 

Se nCO) = o. A 

b 
é 0-Hausdor-f"f" se, e só se, 

b é a-f"echado. 

Vamos agora const.r-uir o cont.ra-exemplo, ut.ilizando os 

result.ados ant.eriores. 

Para isso, consideremos at.é o f"im desse it.em: 

. • Jc: um corpo 

• Y, X • X • .... X • i ndat.ar minadas sobre Jc: o S. n 

e A = (Jc:rx
0

• X • . . . X • ... J) [ YJ 
S. n 

• Q um ideal de A gerado por- X yi+s. . . i = o. 1. 
&. 

• R = A/O 
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• n : A ~ R o homomorrismo canônico 

• nC }') = y e nC X.) = x. • i = O. 1 • 
I. I. 

• X uma indeLerminada sobre R 

Observemos que a é homogêneo, logo por C6.2) é CY.>-rechado. 

Assim por C6.3), R é Cy)-Hausdorrr. PorLanLo, pelo "Leorema !3.1, 

Lemos que se ~ = CR~Cy)) enL~o ~ -

C X) -racho de C X - y) em R[ [ XJ J . 

R[ [ XJ J 

• ex - y) 
onde ex - o 

Idéia: mosLrar que o ideal ex y) de R[ [ XJ J não é 

C X) -rachado. 

Vamos precisar anLes do 

Lema 6. 4. Xk Y'"' ,- o, V n c IN e V R ~ n. 

DemonsLraç~o: 

a X Y 
o o + ... + Se exisLe n & IN e k ~ n, X

1
ln & o. enLão XkYn = 

r+1 + a X Y com a. & A. i = O, ... , r. 
r r 1.. 

Como a. & A, podemos escrevê-lo como um polinômio em Y. Donde 
I. 

n 
subsLiLuindo na express~o de XkY e igualando os coericienLes de yn 

uma nova relaç~o do Lipo em ambos 

= b X + o o 

os lados, 

+ b X 
n-1 n-1 

obLemos 

& C X • • . . • X ) com R ~ n. o n-1 

a 

Proposição 6.!3. O ideal CX- y) não é CX)-rechado em Rt[XJJ. 

DemonsLraç~o: 

a seqtiência { 
n 

de elemenLos da Consideremos E 
i.=O 
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n 
CX - y). Temos que cada element-o E X. Xi.+:t da seqtiênci a per t.ence a 

I. 
i.=O 

C X ) i V . IN i.+t - y , po s ~ c • desde que x.y = 
I. 

X
i.+t 

X. = 
I. 

Cx.y 
I. 

n 

i. i.-i 
+ x,y X 

I. 
+ ... 

o. 

i. + x.X )(X - y). 
1,. 

X
i.+i 

X. ~ 
\. 

A seqtiéncia E 
i.=o 

00 

s = E 
i.=O 

x. Xi.+:t na C X) -t,opol ogi a de 
I. 

R[ [ Xl l. 

Se s ex y). ent-ão 3 t = 
00 

E a.X 
I. 

i.=O 

i. R[ [ Xl l t-al que 

s = tCX-y). Logo, subst-it-uindo s e t nessa expressão e igualando os 

coef'icient.es: 

ya = O o 
e a. - a. y = x. • V x c IN 

\. 1.+ t \. 
(t) 

Como o é um ideal homogêneo de .A. t,emos que .A induz uma 

graduação em R = .A/o. e assim cada a. pode ser esc r i t,o de f'or ma 
" única como: 

a. 
" 

=e. 
1.,0 

+ e. Y + ... 
1.,1 

+e. 
l.,n. 

\. 

n. 
y " 

De (1). segue imediat-ament-e 

+ X. 
l.+n. 

" 

n +t 
y i. 

que 

Dai. mediant-e C2), a. = X. + X. y + 
" 1.+1 I. 

Assim, usando,C1): 

= X. + X. y + ... 
\. \.+1 

+X. 
l.+n 

i. 

X. 
1+n 

y i.+t - X. = o. 
1.+i+n 

i..+1 " 

<Z) 

a. = X. + X. y + . . . + 
\. " 1.+1 

+ X. 
l.+n 

i. 

n. 
y " 

k X yk Como xl..+ky ~ O, pois F o CV k. & llO 
i.+k 

por (6. 4). 
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n. 
\. 

= n + 1. 
\.+j. 

Por-Lan"lo, "lemos uma seqtiênci a Jn. l. 
l \.r\.EIN 

decrescen"le de números na"lurais, o que á absurdo. 

as"lri-Laman"le 

a 

I. 7. Completamento de um (a)-anel A e sua r-elação 

com Al [ Xl 1 

Estudamos agora o isomor~ismo C*) do "leorema 5.1 par-a o ideal 

Q =(a), ou seja para quando o ideal a á principal. 

Fazemos an"les "lambém, como em CI. 6), observações de cará."ler

(a)-topológico. Dessas obser-vações. saem condições para que o ideal 

ex - a) seja (X)-~echado e portanto para que tenhamos 

A[ [ Xl l 

ex - aJ 

Iniciamos com: 

Lema 7.1. Sejam A um anel, a c A tal que A é (a)-Hausdor~~ e X 

uma indeterminada sobre A. 

Então, X- a é regular em A[[XJJ. 

~monstração: 

~ ~ato: ex 

a. = ai.+t a = a\.+2 \. 

a. = O, V i c IN. 
\. 

-

2 
a. 

co 
a) E . i.=o 

·= 

xt o a. = -+ 
\. 

a. = a.. a., 
\. \.+i 

Logo, a.. c 
\. n Ca.n) 

n 
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·. 

Recordamos que o anulador de um ideal a da A é o conjunt-o 

J4~o.) = {x c A : xo. = O}. 

Lema 7.2. Sejam A um anel e a c A. 

Ent-ão são equivalent-es: 

C~) 1J4fiÃIÁ.a~ l é est-acionária. 
l fne:IN 

Demonst-ração: 

C a.:> (~) Dado k c IN. 

n+k+• 
xa = O C 

k) n+j, xa a. = o 
k+n 

xa = O 

saja 

k 
xa 

X C J4fiÃIÁ. a. n+k+~ • Logo: 

Desde que é c 1 ar o que J4fiÃIÁ. a. n+k) ç Jl/.(l;(lÁ. a. n+k.+f..) • 

t-emos Jl/fiÃIÁ. a. n+~ = Jl/fiÃIÁ. a. n+k+~ • V k. 

Port-anto. 1JIIfiÃIÁ.a~ l é est-acionária. 
l fne:IN 

C~) .. C a.:> õbvi a por def'i ni ç~o. a 

A seguir, t-emos um t-eorema que nos dá uma condição equivalent-e 

ao t'at.o da 00-t..opologia de ex - a) e a t.opologia induzida pela 

CX)-t..opologia de A[ [XJ l coincidirem. Ambas implicam que CX - a.) é 

CX)-f'echado pela proposição 6.6. 

Teorema 7.3. 

Sejam A um anel, a c A t..al que A é (a)-Hausdorf'f' e X uma 

indet-erminada sobre A. 

Ent-ão são equivalent-es: 

CD lJIIfiÃIÁ.a~ l á est.acionária. 
l fne:IN 
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C~ Em CX- a), a CX)-topologia e a topologia induzida pela 

(X)-topologia de A[[XJJ coincidem. 

I::ll&monstração: 

CO ..,. C~ Vemos claramente que CX - a)( i') c CX - a) n CXk) • 

V k c IN. 

Dado r e IN. Usando a hi p6tese. por C 7. 2) C a) , 

3 n e IN .t. q,. J(/.fUIÁ. a.~ = J(/.fUIÁ. a. nH) . 

Mostra-se sem problemas, por indução sobre k. que 

ex - a) :') cxn+lc:) c ex - a)(0). 

(~ CD Se a seqüência não í'osse 

eslaci onár i a, por C 7. 2) , V n e IN. Ã.fUIÁ. a.~ ;;t! J(/.fUIÁ. a. n+i) . 

Consideremos para qualquer n e IN, o polinômio 

n-t n-2 
8 CX) = Ca. + a. X + ... 

.n 
com a. 

n 

Seja I CX) = ex - a)6 CX) = a. a.Xn - a.na. . 
. . n n n n 

n Logo como a. a. = o. lemos 
n 

que I C X) c C X - a) n C X~ • V n c N. 
n 

Mas I c XJ ~ c X - a.) c X) • 
n 

pois se I (X) 
n = 

= XC X - a.) h C X) • desde que por C 7. 1) • C X - a.) é r egul ar em A [ [ Xl l • 
n 

segue que 1$ C X) 
n 

a. ~ J(/.fUIÁ. a. n-':> ) . 
n 

n-t = X. h C X). o que implica a. a. = O C Abs'W""do, 
n n 

pois 

a 

Not.a: Com o t.eorema ant.erior. í'icam caract.erizados os 

(a)-anéis para os quais n~o vale a lese do lema de Art.in-Rees. O 

anel R da seção 1.6 é um exemplo, bast.a usar (6.4). 

·. 

Temos agora uma nova condição para veriÍ'icar a validade do 

i somor:t'i smo C*). 
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Teorema 7.4. 

Sejam A um anel, a e A ~al que A é Ca)-Hausdor~~. A= eA~O) e 

X uma inde~erminada sobre A. 

Se a seqtiênci a J .14~ a"':> l é es~aci onár i a, en~ão 
1 r n€1N 

A[ [ XJ J 

ex - a) 

Demons~raçã:o: 

Pelo ~eorema 7.3, ~emos que a hip6~ese implica que em ex- a), 

a eX)-~opologia e a ~apologia induzida pela eX)-~opologia de A[[XJJ 

coincidem. En~ã:o por C!3. !3), ex - a) é eX)-~echado e dai segue o 

~eorema por e5.1) a e5.4). a 

Derivam do ~aorama os seguin~es corolários: 

Corolário 7.!3. Sejam A um anel, a. & A ~al que A é 

Ca)-Hausdor~~ e comple~o e X uma inde~erminada sobre A. 

Se a seqtiênci a J A.fUl.C. a.":> l , á es~aci onár i a, 
l rnE:IN 

A[ [ XJ J 
en~~o A ~ 

ex - a) 

Recordamos que um anel A é reduzido se ~ = CO). 

CoroláriQ 7.6. Sejam A um anal, a. & A ~al que A é 

Ca)-Hausdor~~. A = eA~O) e X uma inde~erminada sobre A. 

Se uma das condiç~es abaixo é sa~is~ei~a: 
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CD A é Noetheriano; 

CID a é regular; 

C-i.M:J ab = O e bz = O -+ b = O; 

(~) A é reduzido; 

A[ [ XJ J 
ent~o. Â "' 

ex - a) 

Demonstraç~o: 

Basta mostrar que J .A.fUlÃ.. a"':> l é estacionária e o resultado 
1 rne:IN 

segue de C7.4). 

CD óbvio pela de~iniç~o de anel Noetheriano CZ.6). 

CID Como a é regular, entã:o .JII.fUlÃ..a'? = CO), V n & [N. 

C.uD Seja x & Jll.fUlÃ..a~ _. azx = O. Se b = ax, ent.ã:o ab = O e 

oz = O. Logo b = O e assim x & Jll.fUlÃ.. a). Port.anto Jlln-nl:. a) = Jlln-nl:. az). 

Dai use C7.a). 

Ciu) Se b 2 =O, entã:o b & ~=CO). Logo veriCica-se C.uD.a 

Um exemplo para ilustrar o corolário acima é: 

Exemplo: Sejam A um anel. X e Y s~o indeterminadas sobre A . . 
Desde que X é regular em A[XJ, segue por (7.6): 

C A[ XJ) ( ( YJ l 
A([X]] ~ 

CY - X) 
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Corolário 7. 7. 

C a.) -Hausdorf'f' e t.al 

Sejam A um anel, a c A 

que a seqüência { JI!I{U),Á_ a~ l 
fne:IN 

t.al que A á 

é est.aci onár i a, 

Á = CA~O) a X uma indet.erminada sobre A. 

Se f c A[ [ Xl l t.al que fCa.) = O em Â, ant.ão 

1 c ex - a.). 

I. a. Ext.ensão do isomorf'ismo (*) 

Aqui ver i f' i camos a exi st.ênci a do i somorf'i smo C •) para i daai s 

não principais e para anéis não. Noet.herianos, mediant.e algumas 

condiç~es sobre cert.os complet.ament.os de A CTeorema 8.1) e t.ambém 

sob hip6t.eses sobre o próprio anel A (Teorema 8. 4). Temos assim 

uma extensão dos t.eoremas 5.6 e 7.4. 

Começamos com o 

Teorema 8. 1. 

Sejam A um anel, o = Ca , •.• , a ) um ideal de A t.al que A é 
t n 

o-Hausdorf'f', Á = CA~O), o. = Ca, ... , a. a. 
\. t \.-t \.+t 

. ... 
A. = CA~o.) a X , ... , X são indat.erminadas sobre A. 

'" \. t n 
Se: 

C D 3 J, 1 :$ J :5 n -t. q.. 
m 

a. A. é o.A.-f'echado, V m. c IN; 
J J J J 

·. 
CW A. é a.A. -separado, V i = 1, ... , n; 

\. \. \. 

CüD {JI!!n.,n. Ca~) l é est.acionária, V i = 1, ... , n; 
A. \. ( ne:IN 

\. 

46 

a) • 
n 



·. 

ent.~o 

A[[X , 
i 

ex - a. • 
i t 

Demonst.raç~o: 

. . . 

. . . 
X JJ 

n 

X - a. ) 
n n 

Por indução sobre n = número de geradores de a. 

n = 1: 0.~., pelo t.eorema C7.4). 

Se vale para n 1, veri~iquemos para n. 

Consideremos V i = 1, ... , n: 

A[ [X , . . . , X ) ] 

• R 
1. n = 

ex - a., . . . , X - a. ) 
i i n n 

• R. = A[[X , ... , X. X. . . . , X J) 
\. i \.-i \.+i n 

• n. = ex - a. • 
\. i i 

• . . • X. - a.. , 
\.-t \.-i 

X - a. . 
i.+ i \.+ 1 

. . . , 

• ~. = R/n. " \. \. 

Pela hip6t.ese de induç~o: 

~- [[X.ll Teo.7.4 

X-a.) 
n n 

\. " CA.':'Ca..)) , V i = 1, ... , n. 
ex. -a.) 

" i. 

Dai. v i = 1, 

o-completo. 

.... n, 

\. " 

R é a. R-completo e por (3. 2), 
" 

R é 

Segue t.ambém da hipót.ese C~ e do isomor~ismo acima que R á 

a. .R-separa do, V j & ~ 1 , 
J 

n}. Da hipót.ese CD e do lema 6. 3, 

t.emos que a. '":R 
J 

é a .R-~echado, V m. & IN, V j & ~1, 
J 

por C3.6) segue que R é aR-separado. 

.... Logo, 

Port.ant.o de C3.9), em A a a-t.opologia e a t.opologia induzida 

pela a-t.opologia de R coincidem e A é aR-denso em R. Dai R~ CA';'a).a 
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Vamos colocar algumas hip6~eses sobre o próprio anel A. Para 

isso precisamos de dois 1 emas. que apenas enunciamos pois suas 

demons~rações são simples. 

pág. 158 e 153). 

Qualquer dúvida. inves~igar ([A-RJ. 

L&ma 9. 2. Sejam A um an&l. a e b ideais de A ~ais que A 

é a-Hausdor~~ e b-Hausdor~~. Â = CA~a) e Ã = CA~b). 
se a 0 

é b-~echado. v n c ~. en~ão: 

C D .A é b.A -Hausdor ~~. 

(~ Sa a é ~ini~amen~e gerado. en~ão a 0
Ã é bÃ-~echado. 

V n c rN. 

Lembramos que se a e b são ideais de A. en~ão o ideal 

quociente é de~inido como Ca:b) = ~x & A : xb S a}. 

Lema 9. 3. Sejam A um anel. Q um ideal de A tal que A é 

a-Hausdor~~. a & A e Â = CA~O). 
Se existe k c ~ t. q... Ca 0

: ak+") = Ca 0
: ak) • V n & ~. 

en t. ão Jl/ln,n, S.. C a k+':> = Jlln,n, I. C a'-=, . 

Teorema 8.4. 

anel. a = (a 1. 

= CA~a). a. 
\. 

Sejam A um 

a-Hausdor~~. Â 

X ••.•• X são i ndet.er minadas 
1 n 

Se: 

. ... a) um ideal de A 
n 

= C a . . . . a. • a\.+1• 1 \.-1 

sobre A. 

CD am é Ca.)-~echado. V m. c rN. V i = 1 •... • n; 
i. \. 
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cw 3 k 

v i = 

c.uo 3 J. 1 

ent.ão Á ..... 

& lN t. q,. 

1 • 

::S 

• 

j ::S n 

A[ [X , 
t 

C X - a , 
t t 

n· • 

t. q,. 

. . . ' 

... ,. 

Demonstração: 

C m kH.) a. :a. 
\. I. 

Ca.)m á 
J 

X ll 

" 
X- a) 

" n 

m k v IN. = Ca.:a.), m. c 
I. I. 

a .-t'echado. v m. 
J 

& lN· • 

As hipóteses CD e C.UO implicam resp. por C8. 2), nas 

hipóteses CW e CD de (8.1). 

A hipótese CW implica por (8.3) na hipót.ese C.UO de C8.1).a 

·. 
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CAPlTULO li 

O CORPO QUOCIENTE DE D[[X]] 

II. 1. In~rodução 

Dedicamos esLe capiLulo ao esLudo de alguns resulLados sobre o 

corpo quocienLe de D[[XJJ. onde D é um dominio. 

Assim sendo. em CII.2) mosLramos que. se um elemenLo a c D 

saLisraz uma cerLa condição. enLão mudando da D[[XJJ para D[[X/alJ. 

obLemos um grau de Lranscendência inriniLo enLre seus corpos 

quocienLes. São apresenLadas algumas conseqüências desse resulLado. 

Para analisarmos a relação enLre os corpos quocienLes de 

D[[XJJ e de J[[XJJ. onde J é um sobreanel de De Lambém enLre os 
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corpos quocientes de J[[XJJ e de L[(XJJ. com L outro sobreanel de 

D. apresentamos no i tem C II. 3) vários concei los como o f'echo 

inteiro completo. dominios de Krull. dominios Arquimedianos. 

dominios f'echados por radicais e dominios de Prtif'er. 

Ver i f' i camas quando o f'echo i nlei r o compl elo de um anel de 

valorização V determina o corpo quociente de V [ [ XJ J IS'm C I I. 4). 

O conceito de grupo de divisibilidade é introduzido para 

observarmos que muitas propriedades de um dominio são também 

propriedades de seu respectivo grupo de divisibilidade. Dessa 

f'orma. utilizando esse conceito e o teorema de Jaf'f'ard. construimos 

dois contra-exemplos que nos mostram que não é possival 

resultado mencionado no inicio do parágraf'o para um 

qualquer. 

estender o 

dominio D 

Duran~e esse capitulo~ D representa sempre um domínio~ J e L 

.sobreanéis de D e J< o corpo quocien~e de D (~ambém deno~ado por 

QCD>>. 

II. 2. Os corpos quocien~es de D[[XJJ e J<[[XJJ 

Para iniciar nosso estudo sobre o corpo quociente de D[[Xll. 

onde D é um domi ni o. vemos neste i tem prime i r a mente um r esul lado 

sobre o corpo quociente de J<[[Xll. 

Logo a seguir, introduzimos alguns pré-requisitos para a 

demonstração do teorema principal CTeo. 2.7) desta seção, que trata 

do seguinte ponto: se mudamos de D[ [ Xll para D[ [X/a] l • o que 

acontece com seus corpos quocientes? 

Por f'im. são mostradas conseqUênciá.s deste teorema, sendo que 

para provar uma delas, exibimos os con~eitos de um sobreanel e de 

um sobreanel quociente de um anel. Def'inimos também a 

QR-propriedade de um dominio. 
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Iniciamos com o 

Teorema 2. 1. 

Saja K. um corpo. 

Ent..ão QC K.[ [ XJ J) = C K.[ [ XJ J) [ 1 /Xl . 

Demonst..ração: 

E; claro que CK.[ [X) ])[1/XJ S QCK.[ [XJ J). 

Agora se &(_X) e K.[ [ Xl l. enUro &(_X) = XnCa + a X + ... ) com 
n n+~ 

a ;rt! O, para algum n. Port..ant..o e(X) = XnhCX) com h(X) clarament..e 
n 

invart..ivel em K.[[XJJ e assim segue que QCK.[[XJJ) S CK.[[XJJ)[1/XJ. o 

Um ~at..o bast..ant..e conhecido é que se D é um dominio e X o seu 

corpo quocient..e, ent..ão os corpos quocient..es de D[Xl e K.[Xl 

coincidam. Assim, cabe a pergunt..a: isso t..ambém ocorre com os corpos 

quocient..es de D[[Xll e K.[(XJJ? 

Gilmer c [ G2l. Teorema 1. pâg. 1139) provou que 

. QC D[ [ Xl l) = QC K.[ [ Xl l) é aqui val ant..e a duas out..r as condi ç~es, uma 
(X) 

delas é n a.D ;rt O para qualquer seqUência de ideais n~o nulos a.D. 
" i.=~ " 

i = 1. 2, Se essa condição não é sat..is~eit..a, t..emos ent..~o que 

os corpos quocient..es di~erem. Est..udamos qu~o ••maior"' é port..ant..o 

QCK.[[XJJ) do que QCD[[XJJ). Mais especi~icamant..e veri~icamos que se 

a & D é um elemant..o n~o nulo de D, sat..is~azendo 

00. 

" na D = O, ent..ão o 
i.=~ 

grau de t..ranscendência de QCD[[X/a]J) sobre QCD[[XJJ) é in~init..o. 

No ~i nal desse capi t.. ul o, um exemplo de um domi ni o D é dado 

para i 1 ust.rar o caso em que QC D[ [ XJ J) = QC K.[ [ XJ J). ·. 

Ant.es t.emos alguns pré-requisit.os: 



Definição 2.2. Seja K/k uma e~ensão de corpos. 

Definimos: 

CD Um subconjunto S de K. é algebricamente indépendente sobra 

k, se dado um subconjunto finito 

fCX , 
i 

I= o. 

.... X.) em k[ X , 
J i 

. . . ,. X.J 
J 

J s • s • 
l i z . . . " 
tal que fCs , 

i 

s.} de S, se exista 
J 

. . . , s.) :.: O, 
J 

então 

CW O grau de transcendência de K. sobre k é a cardinalidade 

de um subconjunto S de K. tal que S é algebricamente independente 

~obre k e a cardinalidade de S é a maior entre os subconjuntos de K. 

-:""'" c:;:;:d.isfazem tal propriedade. Denotamos :r.~L.d.CK.Ik). 

CUD A base de transcendência de K. sobre k é um subconjunto S 

de K. que é algebricamen~e independente sobre k e que é maximal Ccom 

raspei to à inclusão) aos subconjuntos de K. que satisfazem tal 

propriedade, ou equivalentemente, que s algebricament-e 

independent-e sobre K. e K.lkCS) é algébrica. 

Definição 2.3. Seja I c K.[[Xll, I= 
00 

i. E a..X • .. 
\.=0 

Definimos o suport.e de I 

= {i & lN 

como 

Definição 2.4. C .. Special. La.ree Gap Property .. - SLGP"J 

• Sejam D um dominio e a c D = D " {O}. 

= 

Um conjunt.o finit.o {li}~=o de element.os de D[[X/all sat.isfaz a 

R-r SLGP se dado r > O, 3 R & IN, R ~ r, t.al que cada pot.ência de X 
·. 

R+r R at.é X possui coefi c i ent.e nulo em cada 1 i., excet..o a pot.ênci a X 
• -R em f que t.em coeficient..e a 

o 

Para visualizar melhor t..al definição, considere a mat..riz 

Cn + 1) x oo, onde a Cp, q)-ésima coordenada é o coeficient-e de Xq 
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em f . isso significa que dado r > O, existe uma submatriz 
p-1 

Cn + 1) x C2r + 1) da seguinte forma: 

Lema 2. 5. 

~-r ~-1 XR ?+1 

/o o o -R o a 

/1 o o o o 

/n o o o o 

• Sejam D um dominio e a e D • 

?+r 

o 
o 

o 

Seja Jj_ ln um subconjunto de D[[X/a]) que satisfaz 
l \.f 1. =O 

a SLGP 

dofo 

essa 

Se existe 

+ ... + d n/n = o 

Demonstração: 

Consideremos d 
o 

com 

00 

= E 

~di K=o subconjunto 
00 

d ~ 
o 

o, então n a"D 
i.=t 

X\. 
c. com c ~o. 

i.=m 
I. m 

de D[ [ XJ l tal 

~ o. 

Dado r > m., como ~~\. ~ satisfaz SLGP, 3 R e IN como em C2. 4). 

Se definimos para i= o •... , n: 

f~ = soma dos termos de f. com grau < R - r. 
\. I. 

~~· =soma dos termos de f. com grau> R+ r. 
\. \. 

que 

temos f = f' + a-R~ + f• • e f. = f~ + f~ •, V i = 1. n o o o I. I. \. •••• ••• 

Consideremos c'= d f' + ... + d f• e c··= d f'' + ... + d f'•. 
00 nn 00 no 

Pela hipótese, segue que c' + c•• +da-R?= O. Multiplicando 
o 

R-r .~+m

0 expressão por a e igualando a zero o coeficiente de x 

obtemos c e arD. Agora fazendo r variar teremos c e arD. V r, isto 
m m 

r 
é, n a D ~ O. o 
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O 1 ama segui nt...a é uma si mpl as conseqUênci a da de!" i ni ção da 

mult...iplicação em séries da pot...ências. 

Lema 2. 6. Sejam p • . . . • p c K[ [ XJ J • 
t Q 

Se S c~. consideremos para q = 1, ...• Q: 

s' C q) = .m.a.x{ i c ó'lL(t{l.( p ) : i < S} 
q 

s' • C q) = .m.a.x{ i c ó'lL(t{l.( p ) i < s • C q) }· 
q 

Q Q 

Se s• = E s' Cq) e s•. = E s' • Cq). ent...ão: 
q:::t 

CD se s· < s. ent...ão 

coe!" i ciente de em 

coe!" i c i ente de ~'<q) em p . 
q 

s• 

q:::t 

.m.a.x{i 
Q 

= c ó~c~tpqJ i 

Q 

é n onde 
q:::t 

< s} a o 

é o 

CID se, em adição às condições acima. t...emos para algum n, 

s'Cq) - s''Cq) > n, V q, então s•• < s• - n. 

Vamos f'inalment...e ao resultado principal. Nosso objetivo é 

construir uma base de transcendência inf'inita de QCD[[X/aJJ) sobre 

QCD[ [ XJ J). 

Teorema 2. 7. 

• Sejam D um dominio e a c D . 

· . 

Se 
00. 

1. n a D = O. enUío o grau de transcendência de QC Df [ X/a) J) 
i. ==i 

sobre QCD[ [XJ J)) é inf'init...o. 
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Demonstração: 

Consideremos À IN ----+ IN tal que: 

CD À(n) > n. V n e IN. 

c~ À(n + 1) > À(n) + 1. V n e IN. 

C.U.O dado N > o. 3 n e IN t. q,. À(n + 1) > N. À(n), V n ~ n . 
o o 

(A ~unção À(n) = 22
n satis~az as condiç~es acima). 

i. 

De~inimos em D[[X/a)J: ai. = E ( ~ JÀ<n>• V i e IN, onde 
n=t 

À.i. = À o o À. ou seja, À composta i vezes. 

De ô 'U1'fÚ- a. ) 
\. 

é . d .... i.. a 1. magem e "' segue o 

~a to ô'U1'fÚ- a. ) c ô'U1'fÚ- a.) . 
\.•t \. 

Suponhamos por absurdo que ~ai.} é algebricamente dependente 

sobre QC D[ [ XJ J) . Assim. existe I e IN e um polinômio pp C X
1

• ... " X) 
I 

em C QC D[ [ Xl )) ) [X • 
i 

. . . , ..... a) = O. Sem 
I 

problemas. podemos reduzir os coe~icientes de pP em um denominador 

comum e obter um novo polinômio p em CD[ [ Xl J) [X • 
:1. 

anul ando em C a , 
:1. 

... , a.). 
I 

... , X J ainda se 
I 

Consideremos fJe = ~a.:<t>... a.;<I> correspondentes aos termos 

He<U. . • e<I> . l "'t XI de p com coe~icJ.ent.es não nulos r· 
Nossa idéia á most.rar que fJe sat.is~az a SLGP. 

Dados r, N e IN, podemos escolher 5 e ô~a..), V i= 1, ...• I. 
\. 

tal que tomando s'Ci) e s••ci), V i = 1, 

teremos as afirmações abaixo: 

CI) s•CI) < s"CI- 1) < ... < s•C1). 

Cll) s•Ci) >r. V i= 1 ..... I. . 

• • • t I con~orme lema 2.6. 

Clll) N.s•Ci) < s'Ci 

CIV> N. s'C1) < 5. 

1). V i = 2, ...• I. 

Cv:> s'Ci) - s• 'Ci) >r. V i = 1, .... I. 

Usamos para demonst-rá-las a seguinte observação (*): se dois 

al ement.os são adj acent.es no .o'Upf\.C a.) • ent.ão não podem ambos est.ar 
\. 
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em o "I..L(lfl-C a. ) . 
l~t 

Pois , se ex e (1 são adj acent.es em <>"I..Lflfl-C a.) , ent.~o 
\. 

3 m. c IN t. q.. i. 
ex = À c m.) e (1 = À "c m. + 1) . 

se ex e (1 est.ão em o~a. ) ent.ão eles t.ambém são adjacent.es ai. 
t~t 

Logo. 3 n c IN t. q.. ex = À \.+1.( n) e (1 = À i.+tC n + 1) . E: f' áci 1 ver que 

i. 
À é 1-1, assim t.emos que Ã.(n) = m. e À.(n + 1) = m. + 1, cont.rariando 

C«J da def'inição de À. 

Agora, dados r e N, vamos escolher S que sat.isf'aça as 

condições de C!) at.é (V): 

o 
C1-) Ache em o"I..L(lfl-Ca) um element.o > r. Esse element.o exist.e 

1 

pois À.( r) c o"I..L(lfl-( a ) e À.( r) > r. 
t 

est.ar 

o 
3 n (2-) Dado N > O, E IN i. q.. À.( m. + 1) > N. À. C m.) • Vm.~ 

o 
Tome n > _.m.ax~ no • r}. Logo À.(n ) > Ã.(n ) e Ã.Cn) > 

L 1 o 
Supondo N ~ 2, t.emos ent.ão Vm.> n 

t 

À( m. + 1) - À.( m.) > C N - 1) . À.( m.) 2: À.( m.) > À.( n ) > r-
1 

1 

n . 
o 

À.( r). 

Agora consideremos s• •cz) = -nU.n..{i c õ~ar? i > Ã.(n~_) }. 

s• C 1) = -nU.n..{i c õ~ar? i > s' • C 1) ~ e 

5 = -nU.n..{i c õ~a.r? : i > s' C 1) ~-

Port.ant.o valem: 

(!) Como 5 e s'C i) são adjacent.es em õ~a..) e S t.em que 
\. 

em ô~O.. ), 
\.+t 

ent.ão õ~a..) 
\.+1 

por (M). Logo 

s'Ci + 1) < s•Ci). 

CII) Da def'inição s'Ci) > s•C1) > Ã.Cn) >r-. 
L 

CIII) Como s'C i). c o~ a.), 3 m.. i. q,. ÃCm..) = s•c i). J:)Q CJI) • 
t \. \. 

ÀCm..) = s•c i) > Ã.Cn )' •. Port.ant.o Ã.Cm.. + 1) > N. À(m.) > N. s•c i). Mas 
\. t \. i. 

s•Ci) < s'Ci - 1), o que implica À.(~) <À.(~ ). Ent.ão s'Ci - 1) = 
l t.-t 

= I\. C m.. ) ~ À.( m. + 1) > N. s' C i) . 
t.-1 \. 

CIV) Por raciocínio análogo a CIII) sai S > N.s'C1). 

57 



CV) Usando a notação de CIII). desde que s•Ci) a s••ct:) são 

adjacentes. então s••ct:) = X.Cm - 1). 
i. 

Como m. > n • 
\. t 

de C*-*) segue 

que s'C i) - s' 'C i) = X.Cm.) 
1. 

X.Cm. 
1. 

1) > r. 

Consideremos T o grau total de p, N = T + 1 a r qualquer. 

Ordenando iJe lexicograf'icamente pelos expoentes dos 

. , 

• a. s, 
\. 

denotamos e• e <t> = a 
e <U 

a o maior el ementa de iJe C essa 
1 I 

el ementa ser á o I o da SLG?) e e . . e" <t> = a 
t 

e"<I> 
a qualquer 

I 

outro elemento de X. Logo, T = e•C1) + 

e'<t> Temos que, usando o lema 2.6 para a 
f 

(Z) 

+ e'Cl). 

. . . , 
. 

e <I> a 
I 

s· = e. c 1) s. c 1) + + e'(l)s'CI) < e'C1)s'C1) + + 

e'Cl)s'C1) = T.s'C1) = CN- 1).s'C1) < S ~ 5' á o maior elemento 

em ô~e·) que á menor do que 5. 

Chamemos s• da R (antecipando seu papal na 5LGf>). Dai 

<XU 

R< CN - 1)s.C1) < 5 - s'C1) -+ R + s•C1) < 5 -+ R + r < 5. 

Como 5' á o maior elemento em õ~8') que á menor do que 5, 

então lodos os coef'icianles dos lermos da grau R + 1 até R + r são 

nulos. 

De C V) • lemos que s • C i) - s • • C i) > r. V i = 1 • ... , I, logo 

por C2. 6), 5' • < R - r. Mas 5'' é o segundo maior element.o de 

<:>'Ufi-IÚ.. e • ::> que é menor do que 5. ent.ão t.odos os coef'i c i ent.es dos 

lermos de grau R - r at.é R - 1 são nulos. 

Por (2. 6). o coef'icient.e de 

papal de I da 5LGP. 
o 

Agora usando 

= 

C 2. 6) :.para 

-R 
a 

,. 
-e <U 

a 
f. 

maior elemento 

e' 'C1)s'C1) + . 

em ô 'I.LfVfiÁ. e • . ) 
+ e' 'Cl)s'Cl). 

que 

Port.anto e' 

... ,. 

é 

,. 
-e <I> 

a 
I 

menor 

em 

serve para 

lemos que 

do que 5 

Começando com i = 1,- seja i o menor 
o 

i nt.ei r o tal 
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e • • C i ) < e • C i ) . Logo, 
o o 

e·ci ) -e· •c i ) ~ 1. 
o o 

De CIII), t.ernos que 

s;;•(i ) > N. ~·C i + 1) = o o 

> T. s • C i + 1) 
o 

+ r = Ce'C1) 

e• • C i ) 
o 

T.s'Ci 
o 

+ 

+ 

+ 

+ 1 e' C i ) 
o 

1) + &o. c i + 
o 

e'CJ))s•ci + 1) 
o 

( 1) 

(J:l) 

1) > 

+ r ~ 

~ ca• •c i. + 1) + 
o 

+ a• 'Cl))s•ct. + 1) + r > a• •c i. + 1). 
o o 

.s•ci + 1) + 
o 

+e' •cz)s'CI) +r ~ re• •c i + 1) - e•ci + 1)l. 
o o 

.s•ci +1)+ 
o 

+ [e' •cz) - e•cz)Js•cz) +r 

Logo de e'Ci) - e••ci) ~ 1: 
o o 

[e'Ci ) - e"Ci )Js•ci ) > [e' •c i + 1) 
. o o o o e•ci + 1)]. 

o 

. s• C i + 1) + . 
o 

+ [e' 'Cl) - e'Cl)Js•cz) + r -+ [e'C1) - e• •c1)l. 

.s'C1) + + [e'CI) - e' 'Cl)Js•cz) > r ... e' ·c1)s·c1) + ... + 

+ e••cz)s•cz) <R- r 

Assim. como e••c1)s'C1) + ... + e••cz)s'Cl) é o maior element-o 

de ~~e·•) que é menor do que S, t.odos os coe~icient.es de t.ermos 

de grau R- r at.é R+ r em e•• são nulos. 

Port.ant.o ~ sat.is~az a SLGP. 

Ent.ão p é de ~at.o uma equação de dependência linear ent.re os 

element-os de ~ Cpor const.rução com coe~icient.es não nulos). 

Logo, por C2. 5), n ai.D ~ O C'ee~ !). 

Assim, como a a~irmação de que {ai.~ algebricament-e 

dependent.e sobre QCD[[XJJ) nos levou a uma cont.radição, segue que 

{ai.~ é algebricament-e independent.e sobre QCD[[XJJ). 

Port.ant.o :r~. d. CQCD[ [X/a] J jQCD[ [XJ ))) = oo . a 
·. 

Um corolário de demonst-ração quase imediat.a é o: 
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Corolário 2.8. 
.. 

S&jam Dum dominio Noe~heriano a a c D 'UCD). 

En~ão o grau de ~ranscendênci a de QC D[ [X/a) J 

sobra QC D[ [ XJ J) é i n:fi ni ~o. 

Démons~raçãos 

Usa o corolário 2. 26 do capi ~ulo I a o ~eorema 2. 7 des~a 

capi ~ulo. 

Já o corolário a seguir é um pouco mais elaborado a ~raz um 

in~eressan~e resul~ado. 

Precisamos an~es das de:finiç~es abaixo: 

De:finição 2.9. Sejam Dum dominio e 1< = QCD). 

Um sobraanel da D é um subanel de 1< con~ando D. 

De:finiç~o 2.10. Seja A um anal comu~a~ivo com unidade 1. 

Um sis~ema mul~iplica~ivo s da A é um 

subconjun~o da A ~al que 1 & S e se x. y & S • xy & S. 

Def'iniçã:o 2.11. Sejam A um anel comu~a~ivo com unidade e S 

sis~ema mul~iplica~ivo de A. 

Def'inimos em A x S a relaçã:o de equivalência • 

da seguin~e f'orma V a. a• c A. V s. s• c S: 

Ca. s) + ca• ,s') # 3 t c S t. q.. tCas' - a•s) = O. 

·. 
a 

Deno~amos a classe Ca, s) por 
s 

O conjun~o As = {~ : a & A e s c s} é chamado de sobreanel 

quocien~e de A. 
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·. 

Se S = A ' P para p c SpecCA) CCap. I • pág. 9). ent.ão A é 
s 

anel local. Chamamos A de localização de A em p e denot.amos A . 
s p 

Def'inição 2.12. Seja D um dominio. 

um 

Dizemos que D sat.isf'az a QR-propriedade se 

t.odo sobreanel de D é um sobreanal quociant.a da D com respeit.o a 

algum sist.ema mult.iplicat.ivo de o•. 

Usando essas def'inições podemos provar o 

Corolário 2.13. Sejam D e D sobreanéis dist.int.os de 2. Canal 
t 2 

dos int.eiros). 

Se D s; D • ent.ão o grau de t-ranscendência de 
t 2 

QCD [[XJJ) sobre QCD [[XJJ)) é inf'init.o. 
2 t 

Demonst.ração: 

Por C[G-OJ. Teorema 2.7. pág.101). como Zé um d.i.~. Cdominio 

de ideais principais). ent.ão 2 sat.isf'az a QR-propriedade. Logo. 

qualquer sobreanel de 2 é d. i.~· e port.ant.o. sat.isf'az t-ambém a 

QR-propriedade. 

Ent.ão como D 
2 

é um sobreanel de D • exi st.e um si st.ema 
t 

mult.iplicat.ivo S de D t.al que D = 
t z CD) . 

t s 
Assim. t-omando a. & s. a. 

-t 
não uni dade de D t.emos que a. & D . 

t z 
Do f'at.o da a. ser não unidade no 

Assim do t-eorema 2.7. t.emos que 

:TJi..d.CQCD [[X/a.JJ)jQCD[[XJJ)) = oo 
t t 

Como D $ D e a. c UC D ) • ent.ão QC D [ [ X/a.J J) c QC D [ [ XJ J) • 
t z z t 2 

Port.ant.o :TJi..d.CQCD [[XJJ) jQCD [[XJ))) = oo. 
2 t 

a 
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Corolário 2.14. Sejam D ~ D dois dominios distintos. .. z 
Se p D = D para algum primo p minimal da D 

i z z i i 

(com respeito à inclusão). então :r~. d. CQCD [ [XJ )) IOCD [ [XJ ))) = oo . 
z .. 

Demonstração: 

Desde que p D = D • podemos tomar a e p lal 
i z z i 

-t 
que a c 

agora por C[OJ. Corolário 1.4. pág. 323) i. segue que n a D
1 

= O. 

D. 
2 

Assim da C2. 7). :r~. d. CQCD [ [X/a])) IQCD [ [ Xl ])) = oo 
i i 

Desde que 
-i a e D • obtemos que :r~. d. C QC D [ [ Xl ) ) I QC D [ [ Xl J)) = oo 

z z i 

II. 3. Relações en'lre QC Dl [ X1 l) e QC J[ [ Xl 1) 

II. 3. 1. Os corpos QCD[ [X]]) e QCJ[ [Xll) 

Esludamos aqui alguns resullados que relacionam os corpos 

quocienles QCD[[XJJ) com QCJ[[XJJ). onde J é um sobraanel de D. 

Dessa forma. enunciamos qualro lemas necessários para a prova 

de um dos principais leoremas dessa seç~o. que fornece uma nova 

caraclerização de um donúnio completa e int.egralmente fechado. um 

concailo que daremos primeiramenle. 

O oulro leorema i mporlanle é aquele que fornece condições 

equivalenles para a igualdade de QCD [[XJJ) e QCD[[XJJ). 
s 

Para finalizar. vemos que se D é um donú ni o fechado por 

radicais. na verdade podam ocorrer apenas dois casos no locanle ao 

corpos quocientes de QC D[ [ XJ J) e QC J[ [ Xl l). ·. 

Primeiramenle. damos alguns conceitos que nos servirão para 

entender os resullados posleriores. 
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Def'i ni ção 3. 1. C a.) Um el ement.o R. c K. é quase i nt.ei r o sobre D 

se 3 d c D• t.al que dR.n c D, V n c W. 

(~) Um element.o R. c K. é int.eiro sobre D se exist.am d , ... , d 
i n 

em D t.ais que R.n + d R.n-t + ... + d = O. 
t n 

Observação: Todo element.o int.eiro é quase int.eiro. 

Def'inição 3.2. (a.) O f'echo int.eiro complet.o de D é def'inido 

por FICCD) = ~R. c K. : R. é quase int.eiro sobre D~. 

(~) O f'echo int.eiro de D é def'inido por FICD) = {R. c K. R. é 

i nt.ei r o sobre D ~-

Def'i ni ção 3. 3. C a.) Dizemos que D é compl et.a a i nt.egral ment.e 

f'echado (c. i.{..) se D = FICCD). 

(~) Dizemos que D é int.egralment.e f'echado (i.{..) se D = FICD). 

Def'inição 3.4. Dizemos que D é ~achado por radicais se 
n V R. c K t.al que k c D para algum n, vale que k c D. 

Lema 3.5. K.[[XJJ n QCD[[XJJ) c 
-t 

a. D[ [X/a.] 1 . 

Demonst.ração: 

Seja p = 

b=b +bX+ 
o t 

c 

b 
c K.[ [ XJ J n QC D[ [ XJ J) • com c = 

• c., b. c D. 
" J 

·. 
c . + c X o. t 

+ ... e 

Podemos considerar b -;t!. o. 
o 

pois se b 
o = o. como · p c K.[ [ XJ J , 
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en~~o c = O e poderiamos eliminar ~odas as po~ências de X de c e b o 
a~é encon~rar um b 7f! O. 

i. 
-t 

Temos que b b e D[[X/b JJ ~em ~ermo cons~an~e igual a 1. Logo 
o o 

b-tb possui inverso em D[[X/b JJ CCap. I. Prop. 2.4CD). Segue que 
o o 

cC b b-t) e D[ [ X/b J J . Mas p = b- t [c( b b- ~ J • 1 ogo p e b- t D[ [ X/b J J . o 
o o o o o o 

Esse resul~ado é usado na prova do lema: 

* Lema 3.6. Seja k e K. 

Consideremos as seguin~es condiç~es sobre k: 

C a. ) k é quase i n~ei r o sobre D. 

C 11 ) C D[ kJ) [ [ XJ J :S QC D[ [ XJ J). 

C c) CE[kJ)[[XJJ :S QCD[(XJJ). onde E é o subanel de D gerado 

por 1. 

EnUro C a. ) .. C 11 ) .. C c ) e se D é :fechado por radicais 

vale ~ambám C c ) .. C a. ) • 

Demons~ração: 

c a. ) C ~ ) Suponhamos k quase int.eiro sobre D. Logo 

3 d e D* t.al que dkn & D. V n. e assim d(D[k.J) :S D. 

Tomemos p & C D[ kl) [ [ XJ l • 1 ogo dp & D[ [ Xl l e 

p = dp/ p & QC D[ [ XJ J) . 

c I! ) .. C c ) Como E :S D. E[ kl :S D[ kl e port.an~o 

'. C E[ kJ) [ [ XJ J :S C D[ kl) ( ( XJ J :S QC D[ [ XJ J). 

CD f'echado por radicais + C c )) .. C a. ) Tomemos p = k•x + 
z 

+ kP~ + . . . + k<n+f.> Xn + . . . e C E[ kJ) [ [ XJ J :S QC Dr [ XJ J). 

Desde que p e K[ [ XJ J. en~ão p & XI [ XJ l n QC D[ [ XJ J). Assim. 
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pelo lema 3.5, 3 D• t..al 
-1 

Logo a- 1 Cd a c que p c a D( [X/a] J. p = + 
o 

X 

·) 
z 

d + assim R<n+t> d 
-<n+t> v Ent..ão, e = a n. 

t n 
a 

CaR.n+t)n+t c D, v n e como D é :fechado por radicais, aR.n+t 
& D, 

V n, i. é. • R é quase i nt..ei r o sobre D. 1!11 

Usando uma de:finição nova, vemos uma out..ra implicação do lema 

acima. 

De:finição 3.7. Um element..o a & D é dit..o limit..ado se n a~D ~O. 

Observação: 

++ da -i. & D, V i 

a é limit..ado sobre D 3 d & 

-:1 
++ a á quase int..eiro sobre D. 

i. 
a D, v i 

Lema 3. 8. 
-:1 • 

Se no lema 3. 6, R é da :forma a para algum a & D , 

ent..ão C c ) .. C a. ) sem qualquer condiçã:o sobre D. 

Demonst..ração: 

Temos que E[ [X/a] l s C E( a-1
1) [ [ Xl l s QC D[ [ Xl l). Logo qual quer 

X i. 
série . E ( -- ) & QCD[ [ Xl ]) , V I subconjunt..o de IN. 

I.CI a 

Pela demonst..ração do t..eorema 2. 7, se a :fosse não 1 i mi t..ado, 

ent..ão um conjunt..o dessas séries seria algebricament..e 

independent..e sobre QCD[[XJJ). Port..ant..o, a á limi t..ado e pela 
-t 

observação, a é quase int..eiro sobre D. a 

·. 

Lema 3.9. Seja Dum dominio. 

Se D é c. i. 1. , ent..ão valem: 

CD D é :fechado por radicais. 
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CID D é i./-. 

Demonstração: 

n CD Seja k. = a/b c }( Ca., b c D) tal que 3 n c IN com k. c D. 

n • i n-i i Consideremos Ol = b c D . Logo, Olk. = b a. c D, V i ~ n. 

Se i > n, então 3 p, q c IN, q < n, tal que i = pn + q. Logo 

~~i = ~pn -~q ~ D, i ~n D < 
~ r<. Ulr<. ~ po s r<. c e q n. Assim, k. é quase inteiro 

sobra D, o que implica pela hipótese que k. c D. Portanto, D é 

~echado por radicais. 

CID Seja k. = a/b c FICD) com a, b c D. Logo existem d, 
t 

.... 
d c D tal 

n 

f"ácil ver que dk.i c D, V i. 

+ d = o. 
n 

Tomemos d = bn. 

Então k. é quase inteiro sobre D. o que 

implica k. c D. Portanto D é i./-. R 

Vamos agora relacionar a noç~o da completa e integralmente 

f"echado e os corpos quocientes de anéis de séries de potências. 

D. 

Teorema 3. 10. 

Seja D um dominio. 

Ent.~o s~o equivalentes: 

CD QCD[[XJJ) ;JI!. QCJ[[XJJ) para qualquer J sobreanel próprio de 

CID ;r.~~,. d. CQCJ[ [XJJ) IOCD[ [XJ ?)) = oo, para qualquer J sobraanel 

próprio de D. 

CiiD D é c. i./-. 
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C w) D[ XJ é c. L/. 

C v) D[ [ XJ J é c. L/. 

Demonstração: 

CID ++ Cu.D Ver C[ARJ. Corolário 1.9, pág. 184). 

Cu.D ++ Cw) ++ Cv) Ver C[G1J, Teorema 13.9, pág. 141). 

CD ... C u.D Se D não :fosse c. LI. • 3 k c K'-D tal que k é 

quase inteiro sobre D. Logo por C3. 6). CD[ J.<:J) [ [ XJ J s; QCD[ [ XJ J). 

donde QCCD[J.<:J)[[XJJ) s; QCD[[XJJ). Dai. como a inclusão contrária é 

óbvia, temos uma contradição. 

Cu.D -+ CD Tomemos um sobreanel .1 próprio de D. 

Suponhamos que QC J[ [ XJ J) = QC D[ [ Xl ) ) . 

Consideremos k c J'-D e então temos: k c J'D -+ 
D c D[ kl s; J QC D[ [ Xl J) s; QC C D[ kl) [ [ XJ l) s; QC J[ [ Xl J) .. 

-+ QC C D[ kJ) [ [ XJ J) = QC D[ [ XJ J) .,. C DE kJ) [ [ XJ J S QC D[ [ XJ J) . 

Da hipótese e de C3. 9). segue que D é :fechado 

por radicais. Dai pelo lema 3.6 .• k é quase inteiro sobre D. o que 

implica que k c D.C~q~ !) 

Portanto QC D[ [ Xl l) ~ QC J[ [ XJ l). • 

Abaixo damos uma relação entre QCD[[XJJ) e QCD [[XJJ) CondeS s 
é um sistema multiplicativo de D) que é semelhante àquela reita por 

Gil mar [ 621. 

Teorema 3.11. 

·. 
til 

Seja S um sistema multiplicativo da:D . 

Então são equivalentes: 

CD QCD[[XJJ) = QCD [[XJJ). 
s 
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CW D ([XJJ S CD[[XJJ) •. 
S D 

00 

C UD Para qual quer seqtiênci a s • 
t 

s • 
2 

s • 
3 

. . . de S. n s. D ~ O. 
. " "=:t 

Demonst-ração: 

CD CUD Dada uma seqüência s • 
t 

consideremos a = Cs 
k i 

t..emos que a = a + a X 
o i 

Mas 

-t 
sk ) c D • 

+i s 
+ ... c D [ [ Xl J. 

s 

v k. 

D [ [ Xl J 
s 

S QCD [ (XJ J) = QCD[ [XJ J). 
s 

em s. 
Logo, 

o que 

implica que 3 b = b 
o 

+ b X + 
:t 

c D[[XJJ t..al que ba c D[[XJJ. 

Sem perda de generalidade, podemos supor b ~ O. 
o 

Exist..e em D[ [ XJ J. 

b + Cb 
v k. o. 1 • 

o :t = . . . , ck = 

00 

-+ b c sk D, V k. -+ n s. D ~ O. 
o +i . " "=t 

c 

+ 

= c 

5 s 
i 2 

o 

CUD .. CID Dado p = p + p X+ ... em o :t 

dk 
com dk & De sk & s. v k. & IN. pk = 

sk 

p& CD[ [ XJ l) 

cw 
QCD [r Xl l) 

s 
óbvia. 

o• 

Seja s 

CD Temos 

QCD[ [XJ l •) S 
D 

& n s.D. Logo 
" 

que D [ [ XJ l 
s 

QCD[ [ Xl ]) . A 

+ c x + ... = ba, dai: 
:t 

D [ [ XJ l. Logo 
s 

sp & D[ [ Xl l, 

CD[ [Xl ]) • 
D 

cada 

donde 

assim 

inclus~o cont..rária é 

Enunciamos abaixo a r.orma com que Arnold [AR] generaliza esse 

últ..imo result-ado. A prov~ pode ser encont-rada em ([AR], Teorema 

1. 6. pág. 183). 
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Teorema 3. 12. 

Seja D um dominio :fechado por radicais e J um sobreanal 

próprio de D. Ent..ão 

JJL.d.C(XJ[[XJJ) ICKD[[XJJ)) = 00 

J[ [ XJ J c C D[ [ XJ J) • 
D 

II. 3. 2. Os corpos CK.Jl[XJ]) e CKLllX11) 

ou 

Dedicamos esse subit..em a veri:ficar as relaç~es ent..re QCJ[[XJJ) 

e (XL[[X)J), onde J e L são sobreanáis de D. 

Assim sendo, damos o conceit..o de dominio Arquimediano e vamos 

uma eqüivalência da a:firmação de que QCD [[XJJ) ~ QCD [[X))), onda 
T S 

S e T são sist..emas mult..iplicat..ivos de D. 

Temos t..ambém mais uma proposição que 1 i ga o concei 'lo de 

complet.a e int.egralment.e :fechado e os corpos quocient.es de anéis de 

séries da pot..ências. Usando esse result.ado, exibimos uma nova 

caract..erização de dominios de Prti:fer com dimensão de Krull 1. 

E de:fi ni ndo um condut.or, est.udamos sob que condição podemos 

t..er QC D [ [ XJ J ) = QC D [ [ XJ J) , onde D e D são domi ni os quaisquer . 
t 2 t 2 

De:finição 3.13. Dizemos que um dominio D é Arquimediano CJ/1-'ldU 

• se t.oda não unidade é não limi t.ada, i. é. , se V x & D 'UCD). 
i. n x D = o. 

Proposição 3.14. Seja Dum dominio. 

Ent.ão vale que QC D [ [ XJ l) ~ QC D[ [ Xl l) • para 
s 

qualquer sobreanel quocient..e D de D se, e só se, D é JIIJLOh. 
s 

Demonst.ração: 

c .. ) Suponhamos que 3 X & D*-...ucD) t.al que n x"D ~ o. 
Consideremos o sist..ema mult.iplicat.ivo S = {x, x 2

, 
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·. 

de • D. Logo por C3.11)CUD segue que QCD[ [ XJ J) = 
= Q( D [ [ XJ J). C A.fg>"U/I.LÚ!r ! ) 

s 

C +- ) Suponhamos que exist-a sist-ema mult-iplicat-ivo de D• t-al 

que QCD [[XJJ) = QCD[[XJJ) e S <Z UCD). Logo, dado x & S'-UCD), de 
s 

i. 
C 3. 11) , segue que n x D .,t. O. Ent-ão D não é .JII.ru::,h, B 

Proposição 3.15. Seja Dum dominio. 

Ent-ão vale que QCD [ [ XJ )) .,t. QCD [ [ Xl J), para 
S T 

quaisquer sobreanéis quocient-es D .,t. D de D se, e só se, D e 
S T 

t-odos os seus sobreanéis quocient-es são .JII.ru::,h. 

Demonst..r ação: 

C ~ ) Como D = D , ent-ão bast-a usar nesse caso a proposição 
<O 

3. 1 4 e t-er e mos que D é .JII.ru::,h. 

Agora, t-omemos D 
s 

sobreanel quocient-e de D e CD) 
S T 

sobreanal quocient-e da D . 
s 

Por C [G-Ol, Proposição 1. 3, pág. 98), 

ent-ão CD ) á um sobreanel quocient-e da D. 
S T 

Logo pela hipót-ese e de 

(3.14), segue que D é .JII~. 
s 

C +- ) Suponhamos que exi st..am D .,t. D 
S T 

t-al que QCD [ [ XJ J) = 
s 

= QC D [ [ Xl l). 
T 

Sem perda de general i dada. vamos supor que D s 
Desde que D s; D , 3 s & S t. q.. 1 /s ~ D , 1 ogo s ~ UC D ) • 

T T T 

fZ D 
T 

De E[1/sl s; 0[1/sl s; D -+ CE[1/s])[[XJJ ~ QCD [[XJJ) = 
s s 

QCDT[[XJJ). Logo por C3.8), 1/s é quase int-eiro sobre DT e assim s 

é limi t..ado sobre D . Port-ant-o D n~o é A'V:A. 11 
T T 

De~inição 3.16. De~inimos: 

CD Uma cadeia ~init..a de ideais primos de D á uma seqüência 

~i ni t-a est..r i t..ament..e crescent-e P 
0 

c P t c . . . c P n 

dessa cadeia á número de inclus~es, no caso n. 
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C W Dimensão de Krull C ou dimensão) da D é o supramo dos 

comprimentos de todas as cadeias de ideais primos de D. Denotamos 

cüm, D. 

De~inição 3.17. Sejam Dum dominio e K seu corpo quociente. 

Dizemos que D é um anel da valorização da K se . -~ 
V x e K • então x e D ou x e D. 

O rank da um anel da valorização D é o nómero 

de ideais primos próprios de D. 

Quando D é um anal de valorização. o grupo 
• r = K /UCD) é chamado de grupo de valores de D. 

De~inição 3.18. Seja K um corpo e G um grupo totalmente 

ordenado. 

C a.:> Uma valorização de K com valores em G é uma aplicação 

• v K ~ G tal que: 

CD vCxy) = vCx) + vC:y) 

CID vCx + :y) ~ ~vCx), vC:y) ~· 

• V x, :y e K 

• • O conJunto V = {x & K vCx) ~ O~ é um anel de valorização e 

é chamado da. anal da valorização de v . 

• O conjunto vCK ) é chamado de grupo de valores da v. 

C$) Uma valorização é discreta se G = Z. 

Nesta caso, o anal de valorização da v é chamado dominio 

de valorização discreta Cd.~.d.). 

De~inição 3.19. Um dominio D é um dominio de Krull se satis~az 

as seguintes condições para ~ = {~ ~õ ~ de D~: 

C D D é d. ~. d. • V p e ~. 
p 
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de :L. 

CID D = n 
pE::C 

D 
p 

CUD V x c D•. x est.á soment.e num número finit.o de element.os 

As definições acima são usadas para demonst.rar o corolário que 

se segue. 

Corolário 3.20. Se uma das seguint.es alt.ernat.ivas ocorra: 

C a.:> D á um domi ni o de di mansão 1 ; 

C~) D é um dominio de Krull; 

ent.ão QCD [[XJJ) ~ QCD [[XJJ), V D ~ D sobreanéis quocient.es 
S T S T 

da D. 

Demonst.ração: 

Em ambos os casos. por (3.15) bast.a most.rar que De t.odos os 

seus sobreanáis quocient.es são A~. 

de D. 

(a.) Como~ D = 1. ent.ão ~ D = 1, V D sobreanel quociant.a 
s s 

Logo, os ideais primos não nulos de D e t.ambém de D são 
s 

minimais e ao mesmo t.empo maximais. 
• Para qualquer não unidade a c D • t.emos que a c m para 

algum m maximal de D. que é t.ambém minimal de D. Logo, por ([0), 

i. Corolário 1.4, pág.323), obt.emos n aD =O. O mesmo ocorre com D
8

• 

Por t.ant.o D e D são A~. 
s 

C~) Por C [ Bl. pág. 480). D é c.l./ . • pois D é Krull. 

Logo. por C3.10) e (3.14). t.emos D Arquimediano. 

·. 

Ainda de C [ BJ. Proposição 6. pág. 483) resul t.a que D é 
s 

Krull. donde pelo o que observamos para D. D é A~ t.ambém. a 
s 
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A proposição 

domi ni os c. i. ;.. e 

pot..ências. 

radicais. 

Apenas 

3.21 nos ~ornece mais uma ligação ant..re os 

os corpos quocient..es de anéis de séries de 

que agora 1 i damos com domi ni os ~echados por 

Proposição 3. 21. Sejam J e L dominios ~echados por radicais 

t..ais que QCJ) = QCL). 

Se QCJ[ [XJ J) = QCL[[XJJ). ent..ão FICCJ) = 

= FlCCL). 

Demonst..ração: 

Tomemos k. c F I CC J) . Por C 3. 6) • C E[ k.J) [ [ XJ l s; QC J[ [ Xl J) = 
= QC L ( [ Xl ) ) . Desde que L é í'echado por r· adi cais. segue novament..a 

por C3.6). que k. é quase int..eiro sobre L. o que implica k. c FICCL). 

Logo FICCJ) s; FICCL). Por raciocinio aná.logo. t..emos 

FI CC L) s; FICCJ). a 

Na próxima seção CII. 4) damos exemplos que most..ram que a 

reciproca da proposiç~o ant..erior é í'alsa. ou seja. exist..em dominios 

í'echados por radicais que possuem o mesmo í'echo int..eiro complet..o. 

mas cujos corpos quocient..es de seus respect..ivos anéis de séries de 

pot..ências não coincidem. 

Deí'inição 3.22. Sejam Dum dominio e K seu corpo quocient..e. 

Dizemos que D é um dominio de PrUí'er se D á 
p 

um anal de valorização. V p c SpecCD). 

·. 

Observamos a seguir. numa das mais int..eressant..es proposições 

dessa capit..ulo. como os dominios de Prtií'er unidimensionais podem 

ser caract..erizados. ut..ilizando o t..ema principal dessa seção. 
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de D. 

Teorema 3. 23. 

Seja D um dominio. 

En~ão são equivalen~es: 

CD D é Prtif'er com dimensão de Krull 1. 

CID D e ~odos os seus sobr eanéi s são c. i. /.. 

C.tW QC.J[[XJJ) ;11! QCL[[XJJ), para quaisquer .J ;11! L sobreanéis 

I:::>€-monslração: 

CD o+ CID Seja p c Spec(D). Logo, pela def'inição de 

dominios de Prtif'er, o sobreanel D é um anel de valorização. 
p 

Como dMn, D = 1 , então dMn, D = 1 . Assim por 
p 

C [ Gl, Teorema 17. 6, pá.g. 193), lemos que D é c. l./.. 
p 

Também por C[G1l, Teorema 26.1, pá.g. 322), segue 

que qualquer sobreanel de D (inclusive D) é de f'a~o in~erseç:ão de 

localizações de D. 

Por~an~o. qualquer sobreanel de D é c. -i../.. 

CID ,.. C.tW Se existissem sobreanéis .J ;11! L de D ~ais que 

QCJ[[Xll) = QCL[[Xll), por C3.9)CD e C3.a1), ~emos que FICCJ) = 
= FICCL). O que implica pela hipót.ese, J = f'ICCJ) = f'ICCL) = L. 

c .!11~-c>'U/l..dH ! ) 

(.tu;) CD Pelo ~eorema C3.10) e lembrando que se .J é um 

sobreanel de D e L um sobreanel de .J, en~ão L é um sobreanel de D . 
([G-Ol, Proposição 1.3., pá.g. 98), ob~emos que D' e ~odos os seus 

sobreanéis são c.l./.. Assim por C3.9)CID, D e ~odos os seus 

sobreanéi s são L/.. Então de C [ G1 J, Teorema ae. a, pá.g. 324), ~amos 

que D é Prtif'er. 

~ f'á.cil verif'icar que D = -n D onde 
llt€:C 
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L= SpecMax(D). Cada D é um anel de valorização Cpois D é Prtifer) .. 
~ambém é c.i.t .• o que implica por ([G1J. Teorema 17.5. pág. 194), 

que D ~em rank 1. Por~an~o D ~em dimensão 1. 
• o 

Finalizando essa seção, definimos um condu~or para impormos 

algumas condições que resul ~em em QC D [ [ XJ J) = QC D [ [ XJ J), onde D 
i z i 

e D são dominios qt' .isquer. Isso nos será ú~il na próxima seção. 
z 

com D c D. 
:t 2 

De:fi ni ção 3. 24. Sejam D e D 
i 2 

donúnios 

O condu~or de D 
i 

em · D é 
z o conjun~o 

~C D t.l D 
2

) = { x & D t. : xD 
2 

s; Di~-

C Equi val en~emen~e, ~C D I D ) é o maior ideal de 
i 2 

D que ~ambém é ideal de D ) . 
:t 2 

Proposição 3.25. Sejam D e D 
:t 2 

= QC D [ [ XJ J). 
z 

Demons~ração: 

Se ~CD ID) 
1. 2 

donú ni os com D 
:t 

ir! o. en~ão 

c D. z 
QCD [ [ XJ J) 

:t 
= 

Tomemos O ir! x & ~D ID). Logo xD s; D • o que implica que se 
:t 2 2 t 

f e D [ [ Xl l • en'lão· xf e D [ [ XJ J a assim f & Q( D [ [ Xl l). 
z t t 

Port..ant..o. D [[Xll s; QCD [[XJJ). Logo, QCD [[XJJ) s; QCD [[XJJ). 
z :t 2 :t 

A inclusão cont..rária é óbvia, pois D s; D. 
1. 2 

B 

Para verificar que a volt..a dessa proposição não vala, bast..a 

olhar C[G2J. pág. 1139) que nos :fornece um bonit..o exemplo de um 

donú ni o D est..r i t..ament..e con'li do em J< = Q( D) t..al que Q( D[ [ Xl J) -

= QCJ<[ [XJ )). e: claro que ~CDj}O = O. 
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II. 4. Grupos de divisibilidade e contra-exemplos 

Iniciamos esse item com um resultado que relaciona mais 

f'ortemente o f'echo inteiro completo de um dominio D com o corpo 

quociente de D[ [ XJ J • no seguinte senti do: saber se é possi vel 

conhecendo o f'echo inteiro completo de D. determinar QC D[ [ XJ J). 

Vamos demonstrar que de f'ato. se D á um anel de valorização e se 

FZCCD) ;a'! 1<. a nossa pergunta tem uma resposta af'irmativa. 

Entretanto. nos dois contra-exemplos que exibimos a seguir. 

vemos que omitindo a hipótese de FZCCD) ;a'! 1< Cno primeiro 

contra-exemplo) ou mantendo-a mas lidando com dominios de Bézout 

C no segundo contra-exemplo) • o resultado obtido prime i r amante já. 

não se verif'ica. 

Para construir os contra-exemplos. def'inimos antes os grupos 

de di visibilidade e as semivalorizaç~es. que são res-p. 

generalizaç~es dos já. vistos grupos de valores e valorizaç~es. O 

objetivo dessas def'iniç~es á construir os dominios dos 

contra-exemplos a partir da construção dos seus grupos da 

divisibilidade equivalentes. considerando-se que muitas 

propriedades dos dominios estão presentes nesses grupos. 

Assim. começamos com a 

Proposição 4.1. Sejam U e V anéis de valorização com Q(U) = 
= QCV) = 1<. 

Se FZCCW = FICCV) = W ;a'! 1<. então QCU[ [Xl J) = 
= QC V [ [ X J l ) = QC W[ [ X J l ) . 

Em particular. QC U[ [ Xl l) = QC C FI CC U)) [ [ Xl J) • 

ou seja. FZCCW determina Q(U[ [XJ ]). '. 

Demonstração: 

Por C 3. 2!3) basta mostrar que ~C V I W) õll! O C por simetria sai 
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t..ambém que ~CU I l+0 7J! 0) . 

Como W é um sobreanel de V, usando ([G1l, Teorema 17.6 (a), 

pág. 1G5), segue que exist..e p e SpecCV) t..al que W =V Mais ainda 
p 

pelo it..em (~) do mesmo t..eorema, t..emos que p é um ideal de W, pois 

pW = pV = p. 
p 

Port..ant..o pela de~inição de condut..or p c ~CVIk0. O que implica 

~CVIw:> ;11! o. B 

De~inições 4.2. Sejam Dum dominio e K = QCD). 

(a) Um· ideal ~racionário a de D é um D-subm6dulo de K tal que 

• exi s t..e x c D , xo s; D. 

(~) Considere edCD) = ~kD : k c K~ que á o conjunto dos ideais 

~racionários principais de D. Sobre edCD) podemos de~inir a 

operaç~o 

abeliano. 

k D + k D = k k D. Com essa operaç~o. 

seguinte 

edCD) á um 

relação de 

grupo 

ordem 
~ z 1 z 
Também podemos de~inir a 

k:. D ~ k D se. e s6 se. 
1 z 

abeliano parcialmente 

divisibilidade de D. 

k D S k D. 
1 z 

ordenado. 

e assim edCD) t..orna-se um grupo 

Tal grupo á chamado grupo de 

O grupo de di vi si bi 1 i dada edC D) t..em a pr opr i edada de ser 

~ilt..rant..e, i.é .• qualquer conjunt..o da dois elementos {k~D. k 2 D~ de 

edC D) possui um 1 i mi t..ant..e superior C a saber k k D). 
1 z 

De~inição 4. 3. Seja K um corpo a CG, +) um grupo abeliano 

parcialmant..e ordenado. 

Uma semivalorização de K é um aplicação 

'W 

·. 
CD wCab) = wCa.) + wCb). 

cw wC-1) = o. 
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CUD V a. b 
llt:· 

c K com a ;>!! -b e c G. se w(a) 18 e 

wCb) ~ 18• ent-ão wCa + b) ~ 18· 

O conjunt-o W = {x c K"" wC x) ~ O ~ á chamado o anel de 

semivalorização de w. 

O conjunt-o w<:K*) é chamado grupo de semivalores de w. 

Observações 4.4. 

(1) A aplicação canônica de:finida por 

= kD é uma semi valorização de K. Denominamos w de 

semivalorização associada. 

Vale que~ w = UCD). o que implica que 18dCD) ~ K""/UCD). 

C2) Sejam D um dominio e w 

que K = QC D) e D S W. 

* K ~ G uma semivalorização t-al 

s6 se. 

Vemos clarament-e que se {d~~ • S D • ent-ão d c n d~D se, 

w(d) é limit.ant.e superior para {w<:d._). wCd). 
2 

e 

~-
Port-ant-o. se d & o* e w(d) ent.ão d é 1 i mi t.ado se, e s6 s&, 

{n8 : n & ~~possui um limit.ant.e superior em f8dCD). 

Nesse caso, chamamos 8 um element.o limit.ado de f8dCD). 

Temos assim que cert.as propriedades como D ser :fechado por 

radicais, Arquimediano e out.ras. podem reduzir-se ao :fat.o de sdCD) 

t.ambém possui-las. 

C3) Num anel de valorização. o grupo de di visibilidade e o 

grupo de valores coincidem. 

De:finição 4.5. Seja Dum dominio. 
·. O :fecho Arquimediano FACD) de D á de:finido como 

FAC D) = D 
8 

onde B = { x & D 

mult.iplicat.ivo de D. 

x é 1 i mi t.ado ~ que é um si st.ema 
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Para uma grande familia de dominios. ~emos que os concei~os da 

fecho in~eiro comple~o e fecho Arquimediano coincidem. E: o que 

mos~ra a 

Proposição 4.6. Seja Dum dominio. 

Se D sa~isfaz a QR-propriedade, 

FICCD) = FACD). 

Is~o implica que se D sa~is'faz 

QR-pr opr i edade. en~ão D é c. i. 1. se. e só se. D é .s4JU:A. 

Demons~ração: 

Desde que D possui a QR·-pr opr i edade. como FICCD) é um 

sobreanel de D. en~ão ele deve ser um sobreanel quocien~e de D. 

Podemos considerar que FICCD) = D com S = D ~ UCFICCD)). ~ fácil 
s: 

• -t 
ver que S = {x c D : x á quase in~eiro sobre D~. Mas já vimos 

-t 
que: x é quase in~eiro sobre D ~ x é limi~ado sobre D. Logo S = 
= B, o que implica que FICCD) = D = FACD). 

B 
a 

Daquilo que já observamos, res~a-nos esperar que de acordo com 

a definição de FACD). podemos encon~rar mui~as de suas propriedades 

relacionadas com o grupo de divisibilidade 8dCD). Vemos abaixo um 

resul~ado nesse sen~ido. Sua prova á puramen~e ~ácnica e será 

omi~ida. podendo ser encon~rada em C[SJ. Proposição 4.9. pág. 239). 

Proposição 4.7. Sejam D um dominio, e -w a 

semivalorização associada. 

+ 
deno~a o conjun~o dos elemen~os Se G 

posi~ivos de G. en~ão: 

·. 
(a.) CX. D[ [ XJ)) = CX. CFACD)) [ [ XJ J) ++ V Cd ) seqüência em G ~al 

n + 

que d é limi~ado. V n. possui um limi~an~e superior. 
n 

C IJ) FAC D) não á .s4JU:A # exi s~em 8 c G não 1 i mi ~ado. h c G e 
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C h ) seqüência em G tal que h á 1 imitado, V n, que sati s:f azam 
n 

h + h ~ ne, V n c IN. 
n 

n 

O teorema de Ja:f:fard, cuja demonstração poda ser encontrada em 

C[J], Teorema 1, pág. 64), nos :fornece a existência de dominios com 

grupos reticulados como seus grupos de divisibilidade. Como 

conseqüência dele, temos um teorema de mergulho. 

De:finição 4.8. Seja Dum dominio. 

Dizemos que D é um domi ni o de Bézout se todo 

ideal :finitamente gerado de D :for principal. 

Teorema 4.9. (Jaffard) 

Seja G um grupo reticulado Ci.é., um grupo onde o supremo de 

um conjunto com dois elementos sempre existe). 

Ent~o. existe um dominio de Bézout D tal que edCD) = G. 

Teorema 4.10. 

Seja {Gt : i & I~ uma coleç~o de grupos reticulados. 

Ent~o existe um corpo J( tal 

sdCDi.) = Gi.. 

Demonstração: 

que J( v i & I • onde 

Seja G = $ G. com a ordem 
\. 

do produto, i. é. , coordenada a 
. iE:Z 

coordenada, onda $ indica a soma di reta :fraca. Temos que G á um 

grupo reticulado. Logo, pelo teorema de Ja:f:fard, existe um dominio 

de Bézout D com edC D) = G. Tomemos K = QC D) . 

e :fácil ver que n. o w : K* ~ G. é uma semivalorizaç~o, onda 
\. \. 

w é a semivalorizaç~o associada a D e n. 
\. 
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canónica projeção. 

Consideremos D 
i. 

QC D. ) = K e edC D. ) = G 
1,. 1,. i. 

o anel de valorizaç~o de n 
i. 

o w. Ent.ão 

a 

Finalment-e os exemplos. Ambos most.ram que se modiricarmos 

alguma hip6t.ese em (4.1), ent.ão t.emos que FICCD) já n~o det-ermina 

QC D[ [ XJ J). 

E::::-~::?mpl o 4. 11 . 

Est.e primeiro exemplo é dedicado a const.ruir dois anéis de 

valorização U e V t.al que FICCUJ = FICCV) = K Ccont.rariando a 

hip6t.ese de C4.1)) e t.al que QCU[[XJJ) ~ QCV[[XJJ). Isso é reit.o 

derinindo-se antes um grupo de divisibilidade conveniente. 

Dividimos a construção em vários passos: 

(]) Vamos derinir o grupo G como G = e G onde G ~ Z, V n e 
n n 

ne:IN 

G com a ordem lexicográrica inversa, i.é., 6 & G é positivo se sua 

última entrada não nula é positiva. 

Consideremos U um anel de valorização com G como seu grupo 

de valores. 

Gilmer [Gêl em um exemplo. constrói um grupo de valores H 
da seguint-e maneira: seja I um conjunto bem ordenado cujo tipo 

ordinal é o do conjunto de ordinais precedendo O, o primeiro 

ordinal não contável. i.é .• I =~i : i < 0}. Consideremos a coleção 

{ H.l. de grupos. H - z. V i e I. '" r I.E:I i. 
Tomemos U = e H. com a ordem 

i. e: I '-

lexicográrica inversa. Seja V um anel de valorização com H como seu . 
grupo de · val ores. D:::J exemplo de Gi 1 mar , segue que se K = QC V) • 

então QC Y [ [ Xl ] ) = QC K[ [ XJ ) ) . 

Por C 4. 1 0) , segue que U e V podem ser mar gul hados num 

mesmo corpo quocient-e K. 
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C I I) C D F I CC W = K.. 

Seja e c G . Vamos supor sem perda de general i dada que suas 
+ 

en~radas não nulas es~ão nas n primeiras coordenadas. Afirmamos que 

h= C1, . . . , 1, 1, O, ... ) c G , onde essa úl~ima en~rada igual a 
+ 

1 es~á na C n + 1) -és i ma posição, é um 1 i mi ~an~e superior de 

~ne : n c ~~. De ~a~o. pela ordem de G, h ~ ne. V n. En~ão e é 

limi ~ado. 

Temos por~an~o: 

V e c G é limi~ado v a c u· é limi~ado V a -t. c K. é 

quase in~eiro sobre U ~ FICCW = K.. 

CID FICCV) = K., pois V h c H é limi~ado ~ambém. apenas que 
+ 

por mo~ivos mais generalizados de que V e c G é limi~ado. 
+ 

Por~an~o FICCW = FICCV) = K. 

Clll) CD Por cons~rução QCV[[XJJ) = QCK[[XJJ). 

CID Consideramos a C I$.). 
\. \.EIN 

saqü~ncia ~al que 

e. = co. . . . • 1, 
" 

, 0). v i. onda apenas a i-ésima coordenada é 

igual a 1, sendo as demais nulas. En~ão é claro pala ordem da G, 

que Ce.) não possui um limi~an~e superior. Mas isso é equivalen~e a 
" dizer que se 'WCdi.) = si.' an~ão 

Teorema 1, pág. 1138). ~emos que 

n di..U = O. Por~an~o por 

QC U[ [ Xl J) 'iJ! QC K[ [ XJ J) • 

Por~an~o QC U[ [ XJ J) ;11! QC V[ [ XJ J) = QC K[ [ XJ J). 

Exemplo 4. 12. 

c [ G2l, 

Aqui, mos~ramos que a proposição 4.1. não pode ser es~endida 

para domlnios de Bézou~. 
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Vamos const.ruir um dominio de Bézout. D t.al que F 1 CC D ) = 
B 

= FZCCD) ~ K, mas QCD [[X)))~ QCD[[X]]). Novament.e, isso é ~eit.o 
B 

de~inindo-sa ant.es um grupo da divisibilidade convanient.e. 

Fazemos a const.rução nos seguint.es passos: 

C 1) Vamos da~ i ni r T = G $ G , onde G ~ Z e G ~ Z e T possui 
1. 2 1. 2 

a ordem lexicográ~ica. 

Seja G = ~I : W ~ T f t.em suport.a ~init.o}. i. é., G é o 

conj unt.o das ~unções f W ~ T que se anulam quase sempre. 

Munimos G da ordem pont.ual, ou seja: f :S 8 /C n.J :S 8C n.J , 

V ~ e W. ~ claro que G com essa ordem é ret.iculado. 

Port.ant.o pelo t.eorema de Ja~~ard, exist.e um donúnio da Bézout. 

D t.al edC D) = G. 

Cll) CO FICCD) ~ 1<. 

Sê f e G é limit.ado, i.é., se ~/. 2/ •... } possui um 

limit.ant.e superior em G, enUlo f é da ~orma fCn:J = CO, a), V n. 
n 

Pois se fCn:J =C~, r), com~ ~O para algum n, não t.eriamos em T 
n n n 

um limit.ant.e superior para Jc~ , r ) , C2~ , ê.r), ... l. 
l n n n n r 

Logo, é claro que G possui el ement..os não 1 i mi t..ados C por 

exemplo, tJ{1) = C1, 0) e (J(n:J = CO, 0), V n ~ 1), o que pelas 

observações 

FICCD) ~ J<. 

que ~izamos 

CID FICCD ) = FICCD). 
B 

no 

Suponhamos que exi st.am ~. 

(4. 7)(/r). 

exemplo ant.arior, result.a que 

h e uma seqtiênci a Ch) 
n 

como em 

Como 8 é não limit.ado, deve exi st.i r r & W t.al que 

tJ{r) = Ca , b) com a ~ O. Sem perda de generalidade, podemos. 
r r r 

supor r= 1 e tJ{1) = (1, 0). 

z. 
n 

Qualquer h é limit.ado. logo h C1) = CO. z ) , V n, para algum 
n n n 

Dai. de h + h ~ n8• V n, t.emos hC1) + h C1) ~ ntJ{1). V n. 
n n 
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Ent-ão hC1) + co. z ) ~ C n. 
n 

0). V n. o que implica que 

hC 1) ~ C n. -z ) • V n. 
n 

Mas se h(1) = Ca, b), t-emos que a~ n, V n (Á~ôUAde !). 

Port-ant-o por C4. 7). D é Á;u:Â. 
B 

Donde 1 embr ando que D é um 
B 

dominio de Bézout e que um dominio de Bézout- sati sf'az a 

QR-propriedade C use que Bézout- implica Prüf'er e C [ G1 J • 

Teorema 27.5, pág. 337)), segue de C4.6) que D é c.l.~ 
B 

Novament-e, 

usando que D é Bézout-. por C 4. 6). t-emos que FI CC D) = D e então 
B 

FICCD) = FICCD ) . 
B 

Port-anto FICCD) = FZCCD ) ~ K. 
B 

C 111) QC D [ [ XJ J) ~ QC D[ [ XJ ] ) . 
B 

Consideremos a seqüência C/.) em G def'inida por 
" + 

/.C i) = co. 1) e /.Cn:J = co. 0). v n ~ i. 
" " 1:: claro que qualquer /. 

" 
é limitado pelo o que já f' oi 

observado. 

No entant-o. suponha ser h & G um limit-ant-e superior de C/.). 
+ " 

Logo hCn) ~CO. 1), V n. o que implica que h assume sempre valores 

não nulos, donde não tem suporte f'inito. C~ê~ !) 

Portanto, C/.) não possui um limitante superior, portanto por 
" C4.7)Ca..), QCD[[XJJ) ';14 QCD [[Xll). 

B 

A seguir, para f'inalizar, temos um exemplo de um dominio V com 

K = QC V) sati sf'azendo QC V[ [ XJ l) = QC K[ [ XJ J). Esse exemplo é :t'ei t-o 

por Gilmar am C[G2J, pág. 1139). 

Exemplo: ·. 

Vamos const-ruir um anel de valorização V ~ K = QCV) t-al que 

QC V [ [ XJ J) = QC K[ [ XJ J). 

Seja A = ~a a < O} onde O é o primeiro ordinal não 
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contável. 

Seja G = $ G onde G ~ z. V a c A e $ é a soma direla 
o. o. 

O.EA 

~raca. Temos que G com a ordem lexicográ~ica inversa lorna-se um 

grupo abeliano totalmente ordenado. 

O grupo G é o grupo de valores de uma valorização v. 

Seja V o anel de valorização de v e K o corpo quociente de V. 

Logo V rt! K. 

Consideremos Jccx.) l~ uma seqüência de ideais principais não 
1 ~.. r~. ==:t 

nulos de V. Como V é um anel de valorização, enlão podemos 

considerar a seqüência Jccx.) l~ decrescente. Logo vCcx.) ~ vCcx. ) • 
1 ~.. r 1.=:t ~.. "+t 

v i. 

Suponhamos que a úllima entrada de vC cx.) 
1. 

esleja em Gk. • v i. 
1. 

Pela ordem de G, segue que k. ~ k. 
I. l.+i 

Temos que se k é o supremo de ~ ki. }. enlão k = u k .. ~ ~ácil 
I. 

ver que k c A. Como G é o grupo de valores de v. então exisle ~ c V 

lal que vC ~) 2:: vC cxi.). V i. Logo ~ c n cxi... o que implica n cxi. rt! O. 

Enlão por Gi 1 mer C [ G2] • Teor ema 1 • pág. 1138) segue que 

QC V [ [ XJ J) = QC K[ [ XJ J) . 

·. 
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