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INTRODUGKO

Sob sua conotagdo etimolégica, geoestalistica deveria denotar
a aplicag8o da estatistica em problemas de Ciéncias da Terra
(Geociéncias). Mas em geologia, e é&reas afins, esta & definida de
maneira mais formal: "Geoestatistica ¢ a aplicagio do formalismo de
fungbes aleatérias ao reconhecimento e predigdo de fendmenos
natﬁrais.". A geoestatistica estd, desta forma, naturalmente envolvida

em problemas de predicdo espacial.

Fenbmenos naturais podem frequentemente ser caracterizados
pela distribuicido no espago de um certo nlimero de guantidades
mensuraveis chamadas varidveis regionalizadas, Uma variavel]
regionalizada ¢ uma funcdo Z(x) de um pontc de coordenadas X em um
espago finito-dimensional. Uma das principais caracteristicas dessas
varidveis em geociéncias é que sua variagio no espago é localmente
"cabtica”, o que impossibilita um estudo deterministico direto da
fungdo de interesse z(x) e isso faz com que esta medida seja
interpretada como uma realizagio de uma fungfo aleatéria Z(x). O
esforgo estatistico se concentra em encontrar uma estrutura no "caos”.
Contudo, sob um ambiente aparentemente “cadtico”, uma certa estrutura
na variabilidade espacial de Z(x} ¢ usualmente perceptivel, que ¢
determinada por um padrdo de correlagdo entre as diversas varidveis

aleatérias Z(x).

Uma funcBo aleatédria & definida por suas distribuicfes
finitamente-dimensional, isto &, pelo conjunto de todas as
distribuiges conjuntas acumuladas. E clara a impossibilidade de
inferir sobre todas estas distribuigBes através de um ntmero finito de
dados. Mas esta informagdo completa, nunca é necessiria; na pratica o

minimo necessdrio para propiciar as informacgtes desejiveis sobre o que
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¢ de estudo, é o conhecimento da fungfio semi-variograma, que é a
varifincia da diferenca de contefido em duas locagles amostrais, ou seja

um dos momentos de segunda ordem.

A andlise estrutural de um fenémeno regionalizado & o processo
de anélise de dados que leva a um modelo de semi-variograma. Este age
como uma quantidade suméria de toda informag8o avalidvel na estrutura
de variabilidade do fenémeno. Esta sumarizag¢fo da informacfo é entfio um
direcionamento de todos os passos subsequentes ao reconhecimento de
reservas A predico. A modelagem e interpretagio do semi-variograma
requerem mais que programas computacionais. E essencial um bom
conhecimento sobre a fisica do fenémeno e também processos criteriosos

na coleta e anilise dos dados .

Relativo a wum modelo de covaridneia, um modelo de
semi-variograma ndo pode ser uma fungio qualquer; deve ser assegurado a
positividade no célculo de todas as variancias, isto &, este deve ser
relacionado a um modelo de covarincia, que por sua vez deve ser uma
funcio "condicionalmente positiva-definida”. Na pratica investiga-se um
modelo que seja uma combinagfo linear positiva de fungBes basicas que

séo positivas-definidas.

Como mencionado anteriormente, objetiva-se a predigéio local.
Quando se prediz um valor desconhecido Z(x) por alguma combinagio Z‘(x]
dos dados disponiveis, um erro é cometido. Interpretado como uma
variave] aleatoria, este erro é associado a uma fungdc de distribuicio
cujas principais caracteristicas de interesse pratico sfio a média ¢ a
varidncia. 0O critério, em geral, utilizado para medir a qualidade de um
preditor Z'[x) é o vicio e a2 variincia de predigio. Sob estes aspectos,
para verificar tal qualidade deve-se garantir a nfo-viciabilidade.
Dentre os preditores ndo-viciados & desejavel encontrar um cuja
varincia de predi¢do seja minima. Quando se lida com Ciéncias da Terra
(ndo s6), a prética tem mostrado que em casos "muito bem comportados" a
distribui¢io dos erros experimentais, embora nfio sendo Normal, tende a
ser simétrica em torno de uma média zero (ndo-viciabilidade), com erros

que oscilam em torno de valores muito pequenos (o que, naturalmente,



Introdus:;.o

poderia ser obtido de uma distribuigo Normal com média zero e

variancia o‘z).

Uma técnica classica de predigio linear de processos
estocasticos envolvendo variaveis regionalizadas é o Kriging, que
proporciona o melhor preditor linear n#do-viciado (BLUP) de algum valor
desconhecido Z(x} ou valor médio Zv(x). As informacgBes wutilizadas s&o
os n dados observados 2(x ) ou zv(x&) na vizinhanga do valor a ser
predito. Kriging €, em suma, um método de interpolagio de processos
espaciais aleatdrios, chamado assim apés seu precursor D. G. Krige.
Apesar de se ter noticias de alguns trabalhos de Kolmogorov envolvendo
tal técnica datados da primeira metade do sécule, a idéia fora
desenvolvida na década de S0 como uma solucdo de importantes problemas
praticos de como se fazer a predigio do conteddo médio de um painel,
tais como, volumes de metal e/ou de rocha que deveriam ser extraidos de
um painel se este fosse suficientemente rico. Subsequentemente (depois
de ter tido acesso a alguns trabalhos de D. G. Krige ) G. Matheron
desenvolveu a Teoria de Variaveis Regionalizadas com o objetive de
proporcionar uma estrutura formal para a predigio. A Geoestatistica
tornou-se assim a interpretagio probabilistica desta Teoria. Cabe, aqui
um adendo, D. G. Krige era um Engenheiro de Minas das provincias
auriferas do RAND (Africa do Sul), sendo quem primeiro introduziu o uso
de "médias moveis" com o0 objetivo de evitar uma sobre predigio de

depésitos minerais.

O problema em si pode ser proposto da seguinte forma:

"Deseja—se predizer o© valor de ZV’ o conteGdo médie do atributo Z no

v
aleatoria que descreve a densidade de minério na locagdo com

interior de um painel V tal que Zv=(1/V)J. Z(x)dx , onde Z(x) & a funcdo

coordenadas vetoriais X, € V € usado para denotar o painel e seu volume
(em uma ou mais dimensdes} ". Os dados utilizados para predizer ZV sio
n observacles Z(xa), em locagles experimentais X, onde «=1,2,...,n. O
painel ¥ tem dimensSes aproximadas de 100x100m% Em termos préticos
poderia ser um canteiro, uma frente de lavra. O bloco v tem dimensSes

aproximadas de 10x10m®. Em termos praticos seria a unidade de selegdio
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de lavra, unidade sobre a qual se toma a decisfo do bloco ser ou ndo

lavrével.

Se vxeD (dimens3o onde se estd estudando Z) tem-se E[Z(X)l=m
ou seja a média é constante para todas as locagles, e a covarifncia do
processo é totalmente especificada, o preditor linear n#o-viciado de
minima variancia é denominado preditor de Kriging & média conhecida. Se
esté.l' for constante entfo a técnica utilizada ¢ a de Kriging Simples. Se
a fungdo de covarifncia nfo for especificada, podendo esta ser
inferida, e supondo estacionaridade de segunda ordem, a técnica & a de
Kriging Ordinario. A técnica de Kriging Universal permite a predigéo de
um fenémeno ndo-estaciondrio. A fungio aleatéria Z(x) &, neste case, a
soma de componentes deterministicos, chamados tendéncia ou deriva, e
uma flutuagdo intrinsecamente estaciondria, com seu préprio padrdo de

variabilidade espacial caracterizado pelo semi-variograma.

Um preditor linear pode proporcionar, em geral, um preditor
viclado em média, que em muitos casos pode ser corrigido. Uma visdo que
ndo requer o conhecimento prévio, ou hipéteses sobre a distribuigio,
usa aproximagfo por séries polinomiais ortogonais, como de Hermite ou
de Laguerre € ¢ conhecido como Kriging Disjuntivo, que permite a
obtengdo de preditores nfio-lineares e nfo-viciados, através de métodos

numéricos e sequenciais.

Engenheiros de minas e  geSlogos estdo, geralmente,
interessados na predigdo do namero de blocos em determinadc painel ou
zona com teor médio superior a um determinado "ponto de corte” e na
quantidade de metal em tais blocos; que s8o questSes de grande
importancia em tomadas de decisio em gerenciamento econdmico. O Kriging
Disjuntive fornece uma grande contribuigdo ao estudo destes problemas.,
Quantos blocos v se recupera com teor acima de um ponto—de-corte? Qual

a quantidade de metal contida nestes blocos assim recuperados?

0 conjunto dos recursos de um depédsito é em poucos casos
explorivel, em sua totalidade. Deve-se aplicar uma selegfo sobre estes

recursos para definir as reservas que ser@o efetivamente extraidas.
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Fica claro que, o volume e as caracteristicas destas reservas dependem:
- dos recursos "in situ" iniciais;
- dos parametros da selegdo considerada, que sdo:
¥ critérios de corte;
* guporte da unidade de explotag8o (volume sobre o qual se toma a
deciséo);

¥ informac¢Bes disponiveis no momento da selegfo efetiva.

A selecdo real dispde, em geral, de uma informa¢fo muito mais
refinada, que a que se dispde no momento do estudo de reservas. Este
estudo deve prever a efetividade da selegBo real futura. Para evitar um
vicio grave na predigio de reservas, & essencial considerar todos estes

fatorés de forma simultdnea.

A decisBo de se explorar uma mina é muito importante. Esta
necessita ndc s6 da predicido precisa dos recursos potenciais do
deposito, mas também da fracdo destes recursos ou rcservas,- que poderdo
ser recuperados sob certo contexto técnico. Os recursos dependem
somente do depésito, enquanto as reservas recuperadas dependem, além do

depdsito, de todos os parémetros técnicos da exploragio projetada.

Considere um depésito J de extensdo geométrica perfeitamente
definida. Chama-se recurso "in sifu" ao conjunto de minéric contido em
J. Este minério no volume total J ¢é caracterizado por certas
propriedades. O minério "in situ" assim definido é, na maioria das
vezes, inexploravel em sua totalidade. Do conjunto de reservas "in
situ”, somente serd recuperado um subconjunto jcl; denomina-se este
conjunto j, efetivamente recuperado pela exploragio, por reservas

recuperadas.

Sob o ponto de vista técnico, a selegBo que permite a obtengio
da fracdo de reservas que s3o recuperiveis, depende de trés efeitos
principais:

i) efeito de suporte (fungfo da seletividade do método de lavra a ser
usado):

1) efeito de informag8o (fung8o da malha de controle de lavra);
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{il) efeito de restrigio geométrica (fungfo da distribuicdo espacial

dos blocos ricos, de par&metros geotecténicos, etc).

A predicBo de reservas recuperaveis envolve  técnicas
paramétricas. Esta portanto se faz a um nivel global de um subconjunto
do depbsito mineral, baseado em um nivel lecal que seja de interesse. A
situ_aqio tipica, neste caso, é a que se segue. O depdsito é dividido,
sist'ematica.mente, em grandes painéis V, de dimensfio correspondente a
malha. Objetiva—se prever a reserva recuperdvel do total do painel,
isto &, o minério e o metal que serfo recuperados a partir da selecio
de blocos {v) do painel. Na selecio livre (quando nfio se estd sob o
efeito de restrigido geométrica), minéric e metal recuperdveis, fungdes
da fracfio, sfio, chamados "fungiio de recuperacio” (notada originalmente
por G. Matheron como "fungfo transfer”). Tais funcgdes s3o ditas
"diretas", se a selegio futura realiza-se sobre os teores reais dos
blocos (supbe-se, entfo, ser perfeitamente continua no momento da
exploracdo) e aquelas que s83o ditas selegio "indireta", se sdo feitas

sobre os preditores dos blocos (fungéio do controle de lavra),

A proporgdo é considerada como uma varidvel aleattria. Surge,
ent@o, a necessidade de prever a distribuigic dos teores reais dos
blocos v sob um painel V. As informacgdes quantitativas que se dispde
séio geralmente constituidas por meio de uma malha de sondagem, de
diménsbes comparaveis ao painel. A partir dessa informag8o os métodos
de Kriging Nio-Linear permitem a predigfio do teor médic de reservas de
um painel V. Pode-se preconizar a solugdo de predizer por Kriging todos
os blocos v de um painel. Porém, a predicio de tais blocos é, em geral,
muito imprecisa, ficando aquém para o uso em reservas recuperiveis, e
ainda menos a prever quais blocos serdo selecionados. Com ¢ controle de
lavra existente , sob o efeito de informacdo no momento da selecdo se
dispord de uma informagio muito malis rica do que se disp8e no momento

do atual conhecimento.

As fungSes do minério e do metal que é recuperavel acima de um
corte z, sobre o teor Z[vl) de um bloco v, do painel sdo,
-]

respectivamente:
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T = $(Zlv )=z )
e
Q = Zv)HZ )=z ),

onde § ¢ a fungédo indicadora.

A predicio diretamente recuperavel para os L blocos do painel,

poste que a predigdo do bloco seja invariante, ¢ dada por:

. 1
T = TZF(Z("J"ZJ
e

Q@ = T 20 )52l )2z ).

Para predizer tais fungBes de recuperacio (que sio fungles
nio-lineares dos teores dos blocos), desenvolveu—se . métodos
n#o-lineares adaptados a predigio do recuperdvel. Naturalmente, o
preditor do recuperavel requer mais atengdo que o da reserva "in situ".
Por consequécia métodos n&o-lineares sf8o mais restrifes teoricamente e
portantc em compreensio que os lineares. E & uma das razdes pela qual

tais métodos s&o tdoc pouco utilizados.

Ao método ndo-linear aqui descrito, & atribuide uma hipétese
muito estrita de estacionaridade, sob a gqual surgiu a necessidade de se

fazer uma adaptaggo.

A esséncia da geoestalistica esti, ndo em Kriging, mas em:
i) explicitar a decistio de estacionaridade;
i) na escolha dos dados;
ii1) na transformada a ser usada e

iv) na inferéncia do correspondente modelo de semi-variograma.

Aplicado A Geociéneias, muitas vezes o objetive final é
construir um mapa de iso-valores de Z(X) para uma determinada malha X,
bem como o de sua variabilidade. A qualidade deste mapa depende do

método de predigio e ainda da escolha das locagBes amostradas.
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Outros métodos de interpolagfio espacial incluem o uso de
regressdo polinomial, e técnicas n#o estocésticas baseadas em celas de
Dirichlet. Mas, a pratica tem mostrade vantagens do preditor de
Kriging, principalmente no que se refere aos métodos computacionais

envolvidos.

O objetivo desta dissertagio € apresentar um preditor
nfo-linear que seja adequado & predigiio de certa propriedade espacial
de interesse. Assim como fornecer um método simples para o célculo de
uma probabilidade condicional visando a aplicagio de wuma técnica

geoestatistica a uma decisfo de gerenciamento,

A importéncia deste trabalho se concentra no esforgo de
formalizar estatistica e matematicamente tal objetivo mensionado, bem
como o de apresentar e sintetizar alguns métodos geocestatisticos numa
abordagem inédita apresentada no pafs. O ponte que entenderia como
crucial se concentra no estudo do anamorfismo gaussiano, bem como na
sua existéncia e seu mérito na simplificagdo de problemas que envolvem

a predigdo ndo-linear.

Cabe aqui uma nota final no que diz respeito a atentar ao
cuidado e & capacidade de discernimento ao se trabalhar com predigdo
néo-linear de processos (que € o enfoque desta tese) e predigdo de

processos ndo estacionarios.



CAPITULO 1

VARIAVEIS REGIONALIZADAS

As informagBes avaliadas num depésito sdo fragmentérias. Se é
desejado obter conclusGes sobre alguma quantidade que nSo tenha sido
acessada, se faz necessaric um modelo. Muitas vezes uma inspecio revela
que varias variaveis nfSo s8o “completamente aleatérias". Pontos
préximos parecem ser relacionados por um complexo conjunto de
correlac;ﬁeé. Na totalidade existem 2zonas onde os valores destas
correlactes tendem a ser menores e outras onde estes sio maiores. O
termo "varigvel regionalizada", fora denotado por G. Matheron {[1963]
para enfatizar a particular natureza de tal varidvel em estudo, que
concatena dois aspectos, um aleatério, contabilizado por
irregularidades locais, outro estrutural, que reflete a caracteristica

geral do fenfmeno.

Uma varidvel regionalizada é definida, de uma forma sintética,

como uma fungio em um dominio do espacgo.
1.1 Um modelo para varjiéveis regionalizadas

Q0 modelo probabilistico predominante assume que toda a
aleatoridade & devida a "erros”, e toda a estrutura é devido a relacfo
funcional denominada "tendéncia". Para estudar esta alegada tendéncisa,
muitos ajustes de minimos quadrados sfo usados. Contudo, h4 casos onde

isto nfc & adequado com © objetivo de explicar esta estrutura.

Um melhor modelo para representar a realidade parece ser
introduzir aleatoridade em termos de flutuages em torno de uma
localidade fixa. Flutuages nfSo sdo erros, mas caracteristica do

fendmeno estudado, tendo uma estrutura prépria. Deve-se primeiramente,
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entfo, identificar estas propriedades estruturais. Tendo-se feito isto,
estar~se-a apto a resolver varios problemas de predicio de uma varidvel
regionalizada baseado em uma amostragem fragmentada (conjunto de
dados).

Em aplicagSes da Estatistica em Geociéncias usualmente se
modela al medida de um determinado experimento ou observag@o por meio de
uma varidvel aleatéria. No entanto, caracteristicas peculiares de tals
fendmenos levam a modelagens -mais complexas tais como fungdes

aleatérias,
1.2 Hipoteses de estacionaridade

Muitas ciéncias aplicadas estudam fenémenos com caréter
aleatério no espago. Estes fendmenos sfio geralmente representados por
uma fung@o aleatéria, ou seja, um processo estocastico, cujo conjunto

de indices tem uma ou mais dimensSes.

Seja (Q,FP}, um espago de probabilidades, (S,¥) um espago
mensurdvel ¢ D um conjunto, arbitrérios. Um processo estocdstico em
(,F,P) com espago de estados (S,¥) e conjunto de Indices D, & uma

familia de fungBes mensuravels Z(x):(Q,F)— (S,¥); xeD.

Se D for um conjunto enumeravel, S=R e ¥=B(R), o processo €&

uma sequéncia de variaveis aleatérias

Definicao 1.2.1 Um processo estocéstico real ¢ um conjunto de variaveis
aleatorias reais indexadas no espago vetorial finito-dimensional,
denotado por {Z(:K):XEDS&?‘Ed b

Uma realizagiio de um processo estocastico espacial &, em
verdade, uma trajetéria que a um ponto do espago faz corresponder uma

varidvel aleatéria.
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Afim de dar consisténcia & teoria de varidveis regionalizadas

faz—-se necessfrio as seguintes notas:

Nota ]~ Examinando alguns paralelos na geometria euclidiana
finita—~dimensional: um espago linear ¢ um conjunto de elementos, com
operacBes associadas de adigio de vetores e produto por escalar. Um
produto interno num espago vetorial é uma fungio real, denotada por

KYD, de pares de vetores satisfazendo a K, Y=<Y,XD,
(aX1+bX2,Y> = a(XI,Y>+b(Xz,Y) e <X, X> > 0 se X=0.

Nota 2- Em um espago com produto interno, pode—se definir a norma de um
vetor ou ¢ tamanho deste por X =(X,X)m. Um espago de Hilbert é um
espago vetorial com produto interno que é completo na métrica
determinada pela norma. Isto significa que se {Xn} for uma sequéncia de
vetores, para a qual n} :%: m_ Xn-Xm =0, entdo existe um vetor X para o

qual lim X -X =0,
n o n

LZ(Q.?,P) é um espago de Hilbert, uma vez que este & composto
por fungbes com quadrade integréavel e posto que L e provido de um
produto interno igual & covariancia ndo-centrada (que ndo €

necessariamente estacionéria),
(Z[xa],Z(bi = K Z{xa]Z{xB] b

onde Z(x“),Z(xB)eLz. Esta covariancia caracteriza a correlagio espacial

entre duas varisveis aleatérias, localizadas em dois diferentes pontos.
Se E{Z(x“)} = m(xa), a covarifncia centrada é entfio dada por:
12 [Z[xa)—-m(xa}][Z(xB]—m(xﬂl]} = K{ Z(xa)Z(xB} }-m(xm)m(xs).

A distancia entre dois elementos Z(xa] e Zlx_) & definida como

B

a norma do vetor (Z(xa)—Z(xB)). A norma de um vetor Z(xm). denotada por
Z{xa} , ¢ definida como (Z(x“),Z(xa))w.
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Um processo estocastico real em L% ¢ uma familia de variaveis

aleatérias reais Z(x), xeD, tal que Z(x) 2 . E]Z(x)|2 < », ¥xeD.

Seja {Z(x):xeDSRd}, um processo em L% A fungfio de covarifncia
do processo é definida por Cix,y) = Cov(Z(x),Z(y)), yeD. A Clx,y)} é o
produto interno de (Z(xX)-E[Z(x)}]) e (Z(¥)-E[Z(¥)]) em LZ(Q,?,P), sendo

2 . o« A
que todo processo em L™ tem uma fungfio de covarifincia,

Uma condicdo necesséria para a existéncia em L2 de um processo
com uma fungdo de covaridncia especifica é que C(x,y) seja
simetricamente Hermitiana, ou seja, C(x,y) = C(y,x), ¥x,yeD, e a matriz

de covariincias seja positiva semi-definida.

Seja X um vetor em R? ¢ 2(x) o valor da fungiio de interesse em
x; esta fungfio é dita uma variadvel regionalizada, que pode ser
interpretada como uma realizagcho de um processo  estocastico
{Z(x):xeDsR®}.

Def‘inigﬁo 1.2.2 Seja «{Z(x):xeDQﬂid}» um processo estocéstico, suponha que
este seja observado em n locagSes espaciais {xi:i=1,...,n}, resultando
uma varidvel aleatéria multivariada Z(x)=(2(x1),...,2(xn)). Desta forma
assume-se que of dados, definidos como varidveis regionalizadas, e
observados nas locaqﬁels espaciais, sejam de fato uma realizagio de

Z(x), cuja génese estd no processo estocastico.

Um processo estocastico é caracterizado por suas distribuigbes
finitamente-dimensionais, isto ¢, a distribuigio conjunta de qualquer
conjunto de varidveis Z(xl),...,Z[xk), Vk=1,...,n. Certamente ¢ modelo
probabilistico permanecera uma simples conjectura se nio for possivel
constituir estas distribuicSes, ou pelo menos conhecer alguns de seus
momentos. Em geral, quanto menos realizag8es disponiveis, a
predigdo estatistica requer um nimero maior de suposigbes. A
suposigio de variabilidade espacial pode ser feita diretamente em

termos das hipéteses bésicas sob o processo estocdstico. Estas



Varlavels Regionalizadas S

hipéteses adicionais devem reduzir ¢ ntmero de determinagbes das quais
o0 processo estocastico depende. A regra entdo é introduzir um ntmero
minimo de hip6teses, tal que torne vidvel a predigio em situagBes

préaticas.

0O processo estocéstico {Z(x):xeDQRd} é dito ser Gaussiano, se,

e somente se, para cada X peensX €D, (Z{xl),...,Z(xn)) é conjuntamente
n

gaussiano, ou seja, o0 vetor aleatério (Z(xl),...,Z(xn)) tem

distribuicio Normal multivariada.
Uma  hipétese usual introduzida & teoria de processos
estocésticos € a de estacionaridade. Atenta-se ao seguinte: a

estacionaridade refere-se ao processo e nfo aos dados.

Estacionaridade estrita

{Z(x):xeDSRd} ¢ dito estritamente estacionédrio se, para todo nlmero
finito de pontos XX € algum heD tal que h+xeD, a distribuigio
conjunta de Z(x) é a mesma que a de Z(x+h); ou seja o processo &

invariante sob translagfio no conjunto de indices.

Esta ndc ¢ a forma de estacicnaridade que € usualmente
referida em geocestatistica (principalmente em técnicas de predigdo
linear) pois esta & muito restrita, mas é essencialmente tal forma que
& requerida para a aplicagio de técnicas nHo-lineares tais como Kriging
Probabtlistico , Kriging Indicador e Kriging Disjuniivo, Note que esta
forma de estacionaridade ndo implica na existéncia de médias,

variancias ou covarifncias.

Estacionaridade de segunda ordem

{Z(x):xeDQRd} é estacionirio de segunda ordem ou de covarifncia
estacionaria se Cov[Z(x+h),Z(x)] existe e ¢ fungdo apenas do vetor
diferenga de posiglio, ou seja, VYheD, Cov[Z(x+h),Z(x)]=C(h). Isto
implica que a Var[Z(x)] existe e nSo depende de x.

Notagdo: Var[Z(x)]=C(0).
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Para um processo Gaussianc a fungic de covaridncia determina
completamente todas as  distribuigSes finita-dimensionais. Assim,
estacionaridade no sentido fraco é equivalente a estacionaridade

estrita.

Como muitas vezes a varidncia de Z(x) n3o € finita 6
conveniente em muitos casos, assumir que apenas 0s incrementos da

fung8o sejam estacionéarios de segunda ordem.

Estacionaridade intrinseca

A forma de estacionaridade implicada pela hip6tese intrinseca &
esgencialmente estacionaridade de segunda ordem, nfo para © processo
estocastico '{Z(x]:xeDs‘Rd}, mas para a diferenca de primeira ordem
{Z(x+h)-Z(x)]. Como definido por Matheron, {Z(x}:xeDsﬂd} satisfaz a
hipétese intrinseca se, E[Z(x+h)-Z(x)] = 0, VheD ¢

7(h) = —Var{Z(x+h)-Z(x)],

ou seja ¢ segundo momento depende apenas da diferenga da locagfo

amostrada,

0 7(h) define uma funcfio denominada semi-variograma, que
determina a estrutura espacial do processo estocdstico, sendo assim de
grande importéncia em geoestatistica, no que diz respeito &

variabilidade espacial de tal processo.

Estacionaridade de uma forma ou de outra ¢ wmna suposigdo
caracteristica dos processos estocasticos em geoestatistica. Na pratica
frequentemente acontece que estas suposicies ndo sejam satisfeitas.
Quando o fendmeno mostra uma tendéncia sistemética, n8o pode ser
assumido que a média seja uma constante. Veja maiores informacgSes em G.
Matheron [1983], onde se faz um estudo de funcio de covariancia

generalizada,
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Teorema 1.2,1 Se {Z(x):xensﬁd} é um processo estocéstico de covariancia

estacionaria, entfio este € intrinsecamente estacionério.

Dem: 2Cov[Z(x)},Z(x+h)]=Var[Z(x)]+Var[Z(x+h)]-Var[Z(x+h}-Z(x}]
2C(h)=2C(0)-Var[Z(x+h)-2(x)]

2y(h)=Var[Z(x+h)-Z(x)].g

Em geral, a reciproca deste teorema n#io ¢ verdadeira. Seja
{W(t):t>0} o processo de Wiener. A varidvel [W(t+h)-W(t})] é normalmente
distribufda com média zero e variéncia o’h, onde 2y(h)=|h|. {W(t):t=0}
¢ um processo intrinsecamente estacionario, mas, como Var[W(x)]=o*2x e
Cov[W(t),W(t+h}]=min(t,t+h) onde h=0, esta nfo é uma fun¢fio apenas de

|h] , portanto este processo nfo é de covariincia estacionéria.

Teorema 1.2.2 Seja {Z(x):xeDQfRd} um processo estocastico de covariincia
estacionaria, entfo ¥(h)=C{0)-C(h).

Dem: 27(h) = E[Z(x+h)-Z(x)]’~ E[Z(x+h)-Z(x)}* = E[Z(x+h)-Z(x)]*
2y(h) = E[2(x+h)]*-2Cth)-2{ E[Z(x)] }*+C(0)+{ E[Z(x)] }°
 2x(h) = Var[Z(x+h)]+C(0)-2C(h)

2y(h) = 20(0)—2C(h)..
1.3 Modelos de semi-variograma

A func3o semi-variograma gy(h) é uma fungfo do vetor h, médulo
e diregdo. As propriedades do semi-variograma como uma estrutura sfo

sumarizadas a seguir:

i) y(0) = 0O;
it} y(h) = y(-h), (para verificar basta substituir x por x'-h);
iii) y(e) = C(0), y(w) é dito patamar;

iv) |7(h)] = C(0), (para verificar usa-se a desigualdade de Schwarz).



Variavels Reglonalizadas 8

Uma condigBo necessaria e suficiente para C expressar a fungio

covariéncia de Z(x), é que C(h) seja positiva semi-definida.
Seja r;haz(xa], uma combinagéo linear de Z(xa)’s. Sabe-se, que
Var[ 170,(,52(1%‘5)] = 0.
Var [Zf"aZ("u’] = PVar [haZ(xa_)] +Z'1‘a¢ﬂECov[A 2(x JrgZixg)|
[[“a Z(x )] a2 Var[Z(x )]{“a A Cov[Z[xa),Z(xB)]
Var [E'A“Z(xa3] = EZ:A“ABCOV[Z{:{“).Z{XB)] =¥ Mgl %0
Entdo por definigdo C(.) deve ser do tipo positiva semi-definida.

Por outro lado, o Teorema de Bochner fornece a condigso
suficiente para uma fungio ser do tipo positiva: "Uma fungio & do tipo
positiva se esta for a transformada de Fourier de uma medida positiva

somavel,”

Se C(0) n&o for finita, assume-se¢ a hipStese que o processo

estocéstico seja intrinsecamente estacionério e no lugar da variéncia
o . x di -

de Ehaztxa), seja definida uma func@o sob a condigfio de que Da—o tal

que
- - = 0,
Z‘; AahBar(xa xB} 0
Como o argumentc h do semi-variograma ¢ um vetor, o©
semi-variograma deve ser calculado ao longo de varias diregSes no

espaco. K suficiente avaliar apenas os pares de pontos que tém uma

orientagdo definida.

A variabilidade observada pode ser descrita por mais de um

tipo de semi-variograma, ou seja uma composicio destes.
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Modelo de Anisotropia
Diz-se que um semi-variograma é anisotrépico, se este ndo exibe o mesmo
comportamento em todas as diregdes. Um modelo ¢ isotrdpico se o
semi~variograma associado a este n#do depende da diregSio do vetor

hEDSRd, mas apenas de seu comprimento, isto € y(h) = ¥( h ).

Os modelos anisotrépicos sdo divididos em dois grupos:

{) modelo geometrico: pode ser reduzido a um modelo isotrépico por meio
de uma transformacdc linear; y(h)=y( h’ ), onde h’=Ah e A & a matriz de

transformagéo;

il) modelo zonal ou estratificado: & o tipo mais complexo de

anisotropia a ser tratada, pois na impossibilidade de se encontrar uma
tranformag@io linear, tenta-se a sua corregéio através de uma composigdo

de modelos geométricos, tratados separadamente.

Efeito pepita

E um modelo tebrico que procura descrever fenémenos tais que em torno
de distancias muito pequenas haja uma brusca queda da covariancia entre
os conteGdos estocasticos (as varidveis apresentam variabilidade néo
percebida pelo suporte amostrall, ou seja, no semi-variograma ¢
detectado uma descontinuidade na origem, que € causada apenas por um

parémetro de escala; este ¢ denotado por Co.

0 dominio onde a correlagiio ainda estd em mutagdo é chamado
zona de influéncia, Os semi-variogramas com esta propriedade s#o
modelados como de transig8o. A diferenga entre os modelos de transigfo
s30 expressas por Seu comportamento na origem, posto que a modelagem é

feita tendo em vista pequenas distancias.

Modelando a variabilidade espacial do processo

1 se he(a,b)
Seja a definigio: § _ (h)= »
(a,b) 0 c.c.

onde (a,b) é um Intervalo real.
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Os modelos de transigiio mais comuns sdo: ("a" € o alcance ou

seja 0 menor valor de h ao qual o semi-variograma atinge o patamar)

i) comportamento linear na origem (varidveis com maior variabilidade

espacial)

i1) modelo esférico

3,3
7(h) = {C(0)[L.5h/a + 0.5h"/a J+Co}3[ 0, * {Clo)+C, }-.?(a,m)(h);

i2) modelo exponencial

- - -h/3 .
y(h) = {C(O)[1-e ]+Co}.?(0’m](h),

i3) modelo poténcia

7(h) = {C(0)|h]|"+C }¥, (Jn]) e wel0,2);

(0,)
i4) modelo linear
7(h) = {C(O)W(h]+€o }"?[o,m)(lhl ).

if) comportamento parabolico na origem {varidveis com alta
continuidade)

1) modelo gaussiano

2 2
N -h'/a .
7(h) = {C(O)[1-e FCy 19 4 s

iiz) modelo logaritmico

7th) = {C0)[log[h|J+C b3, (|h|)

{0,)

Como formulados anteriormente, os modelos  -exponencial e
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gaussiano nfo atingem o patamar. Entretanto numericamente no primeiro
caso y(3a) = C(O]+C0 e no segundo 3’(3aw) = C(0)+C°, 0 que implica em

se tomar alcances aproximades igual a 3a e 3Va respectivamente.

Raramente modela-se estruturas com "efeito de buracos", que é
caracterizado pela evidéncia de um aumento ndo monétono de y(h), que em

muitos casos sfo confundidos com a presen¢a de uma deriva.

A covaridncia C(h) pode ser padronizada ao seu  valor na
origem C(0), definindo o correlograma ou fungio de auto-correlagéo,
p(h) = [C(h)/C(0)}; plhle[-1,1]. O plh) & simplesmente o coeficiente de
correlacio entre duas varidveis aleatérias Z{x) e Z{x+h),
p(h) = 1-[¥(h)/C(])], com p(0} = L.

Como mencionado na parte introdutéria, um dos principais eixos
de pesquisas em geoestatistica, é o desenvolvimento de métodos para a

predicio de reservas.

Nota: Seja Z(xo] um valor incégnito, e que se dfse ja predizer. Seja 2
o preditor de Z(xo). 0 erro de predigio serd Z-Z(x 0) e & desejavel
fazer com que este seja tdo pegueno quanto possivel, em algun sentido.
Em geral, %—Z(xo) ¢ uma quantidade aleatéria, tal que se deva entender
"pequeno” no sentido de que o valor esperado de alguma fungfo do erro

seja menor. Medir-se-4 a qualidade de um preditor por seu erro

quadratico médio.
1.4 Funcao de predicao

Problema: Quando se tem a realizagio de um processo estocéstico
-{ Z(x): xeDeR® }, em n locagSes espacials, um problema que surge
naturalmente ¢é a predicdo de Zv(x} em blocos onde ndo se tenha

resultados de observagdes,

O preditor de uma varidvel aleatéria Z & caracterizado como

uma fungBo de alguma propriedade fisica de tal variadvel de interesse,
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Sabe-se que © melhor preditor é a esperanga condicional
E[Zv(x)|Z(x1),...,Z(xn)]. Seu calculo requer o conhecimento da
distribuicdio (n+l)-variada de Z(x). Entretanto, é razoavel especificar
parcialmente a distribuigio do processo estocastico, ou conhecer apenas

seus dois primeiros momentos,

Serdo utilizados para predizer Z(xol, os pontos xl,...,xn € as
observagfes associadas a estes, e, naturalmente, uma fungfic de predigéio
n[Z(xl),...,Z(xn)]. O interesse, aqui, €& determinar esta funcio de

predicio.

Sejam Z(x) realizagdes de {Z(x):xeDt_:Rd }.  Suponha qué se
observa Z(xl},...,Z{xn), xaazxs para a#B=L...,n . HA interesse em
predizer o valor Z(XD}, xoeD, baseado nas informagdes Z(xl),...,Z(xn).
Desta forma constréi-se uma funcio  real ﬂ[Z(xl),...,Z(xn]] que é
denominada fung3o de predicio, denotando-se por

‘ -
zZ (x0)=u[Z(x1),...,Z(xn]] o preditor de Z(xol.

Define-se o erro de predicdo da forma usual: [Z(xol—Z'(xoll.
Uma medida de aderéncia, ou de qualidade de Z-(xo) ¢ dada pelo erro

quadréatico médio MSE[Z-[XO)] = E[Z(xo)—Z'(xo}lz.
Definigﬁo 1.4,1 Seja I o conjunto de todas as fungles de
Z(xl),...,Z(xn), que s80 quadrados integraveis. A funcio el é

definida como a melhor fungio de predicio (BPF) de Z(xo) baseado em

Z(x),...,Z(x ), se
1 n
E{no[Z(xl),...,Z(xn]]—Z(xo) }2 < E{n[Z(xl),...,Z(xn)]-Z(xc] }2; Yrell.

Deve-se encontrar uma funcio n[Z(xl),...,z(xn}] que minimize o

MSE[Z'(x )].

Teorema 1.4.1 A melhor funcio de predigio de Z(xo} baseada em
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Z[xl),...,Z(xn), ¢ dada pela esperanca condicional

E[Z(x ) [ Zx ),..., Z{x ).

Dem.: Graybill [1976].

A BFPF no[Z(xll,...,Z(xn)] é a projeglio ortogonal de Z{xo) no

subespago vetorial T,

Fungio de Predig8o Linear

Com o objetivo de determinar a BPF & necessario conhecer a
distribuicio conjunta de Z{xo),Z(xll,...,Z(xn), o que em geral ndo ¢
acessivel, e ndo pode ser inferida a partir dos dados. Isto dificulta
a obtengdo de informacSes sobre a BPF. E usual, entfo, em casos como o
de Kriging Classico, restringir ¢ conjunto de fungbes de predigdo 1I

a uma classe § , das combinagSes lineares de Z(xl),u-,z(xn)i £ ST

Def‘inigao 1.4.2 A fungdo uo[Z(xl),...,Z(:i:n)]etg'm1 ¢ definida como a
melhor fungfio. de predicio linear (BLPF) de Z(xol, onde

uo[ztx)] = ?Lo-!{'l'th(x“), hae?{, se
' " 9 +
E{m [Z(x ),....Z(x )]-Z(x )}* s E{n (206 ). ZO 2D Vi€l

Sejam E[Z(x“)] = m(xa] Va=l,...,n; X, ko e p como definidos a

seguir;

= Wogloper,. ot Kog = CorTZix, ) 2]

£ = [kle]nxl ;o k= Cov[Z(xa),Z(xO]]

#o= [mlx )]s

Va,B=l1,...,n, e ainda, K, = m{xo).
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Teorema 1.4.2 Se X, .’co e m(xa], o=0,1,...,n, sfo conhecidos para um
conjunto de pontos X o X peeesX entédo a fungio BLP de Z(xo) baseada em

Z(x) & dada por:

* _ pap-l _
no[Z(x)] = “o+ko K [Z(x)-u).

Dem.: Graybill {1976).

Afim de se obter um preditor 6timo deve-se verificar a

nio-viciabilidade,

Definigao 1.4.3 Seja mell, diz—se que n{Z(x)] é um preditor nio-viciado

de Z(x ) se E{ n[Z(x)]-Z(xo)}- = 0.
Corolario (te0.1.4.2) O BLP de Z(xo) é ndo-viciado.

Dem.: E{w [2(x))-Z(x )} = B4R K [Z(x)-ulep ~2Z(x )}
* - -
E{r [Z(x)]-Z(x )} = k 'K E[Z(x)]& 'K ‘pq.po_p
* e | sar~1
E{n [Z(0]-Z(x )} = & 'K p-k 'K p=0. g
A fungdo n;{Z(x]] é¢ a melhor fungdo de predigdo linear

nio-viciada de Z(xol baseada em Z(x).

Pela condigédo de n#o-viciabilidade tem-se:
*
£ uo[_Z,(x)}}=E-{ Z(xo)]» = m(x )
}\04- 1?o.txrn(:icm) = m(xol 2 A 0= E;'Aam(xa)d-m(xo).

Se E[Z(x])] = m ¥x, entdo hoﬂnrzha = m, isto é satisfeito se, e

somente se, 10 =0e E;An'. = 1, onde, em geral, m & desconhecido.



Variavels Regionalizadas 15

- - ]

Se EfZ(X)] = m{x) = gakfk(x], onde os @'s sfo constantes
desconhecidas e os fk’s sio fungBes conhecidas de x, entdo
A0=Ea.kf k(xo)—z;'hagakfk(xa], ou seja AJE?‘ lakfk(xl)= la.kf’k(xe), e
isto ¢é satisfeito se, € somente se 7t°=0 e f k(xo)=z;‘1afk[xa);

Yk=l,...,p-

Funcio de PredigSo Ndo-Linear

Considerou-se, anteriormente, apenas preditores lineares, Iisto
¢, a procura de um preditor tinha sido limitada ao espago vetorial
gerado pelas combinagBes lineares das n varidveis 2Z(x). Mas esta
limitagio pode ser removida e o problema se concentrard entfo em
encontrar um preditor ndo-linear como uma fungio dos n dados
observados. Isto é, permite-se que se considere um espago de preditores
que seja maior que o das combinagSes lineares. As condi¢ges de minima

varidncia e de ndo-viciabilidade devem ainda ser garantidas.

Sabe~se que o melhor preditor de Z(xn) ndo-viciado, que
minimiza © erro quadratico meédio ¢ E[Z(x )|Z(x),...,Z(x)]. Em geral
para © calculo desta esperanga condicional torna-se necessario o
conhecimento da  distribui¢io finitamente-dimensional do processo
{Z(x):xeDSfRd } Contudo, para processos Gaussianos as esperancas
condicionais s#io fungGes lineares dos dados. Entdio os preditores de
menor erro quadratico médio sHo lineares, e portanto facilmente
determinados através de técnicas classicas de predigdo. Se for possivel
encontrar uma transformagdc ¢, tal que T(x)=¢ (Z(x)) seja um processo
Gaussiano, entfio torna-se possivel predizer T(x) e usar ¢-[T(x°)] como

um preditor de Z(xo).

Uma idéia geral seria determinar transformadas de
distribuig@es bidimensionais que possam ser expressas através de
fatores ortogonais (que ndo sdo necessariamente polinémios). Fatores
ortogonais, sendo n&o correlacionados, podem ser submetidos a Kriging

independentemente para dado suporte a ser predito.
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O problema crucial & encontrar uma distribui¢io bivariada que
possa ser expressa em termos de tais fatores ortogonais. Com este
objetivo faz-se a transformacidoc do processo, obtendo-se um que seja
Gaussiano, que se sabe pode ser expandido em séries polinomiais de

Hermite .

Atenta-se ao fato que, quando aplicado um anamorfismo
gaussiano (transformada gaussiana), o Kriging Disjuntivo ( método de
Kriging Ndo-Linear) pode apresentar problemas sérios de predigio gquando
se dispde de dados agrupados, ou se trata de variaveis discretas, ou
mesmo quando se amostra um grande nGmero de conteidos nulos. Estes séo
casos especiais, e raros de aplicabilidade no que se refere ao objetivo
maior desta dissertagfo, porém estes sfo estudados por G. Matheron e

M. Armstrong [1986].
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CAPITULO 2

KRIGING LINEAR

Em mineragfio um grande problema é determinar o melhor preditor
possivel do grau médio de um bloco, levando-se em consideragfo os
valores ensaiados de diferentes amostras retiradas de dentro ou fora do
bloco a ser predito. Em 1951 D. G. Krige propds um procedimento de
regressdo para determinar uma ponderagio a cada amostra analisada.
0 preditor do teor do bloco seria entdo uma combinagiio ‘linear das
observagtes. Este procedimento de regressfo foi originalmente chamado

por G. Matheron [1963] de Kriging, que o formalizou e generalizou.

Kriging é um método de predigdo que leva em cdnsideraqﬁo o8
seguintes fatores: (I) o nimero de dados e a qualidade destes em cada
bloco; {ii) a posicdo dos dados com relagdo ao campo; {(iil) a distancia
entre os blocos € a éarea de interesse e (lv) a continuidade espacial

das variaveis interpoladas.

De acordo com a definigdo dada por G. Matheron, Kriging é um
processc probabilistico de obtengdo do  melhor  prediter  linear
ndo-viciado de uma variavel desconhecida. "Melhor", aqui, ¢ no sentide

de minimizacfio da variancia do erro de predic8o.

Kriging, & ultimamente, ¢ método de predicio local mais
desenvolvido em &reas que envolvem Geociéncias, pois com o objetivo de
estudo e avaliag8o de depésitos minerais, implementou-se grandes

estruturas no que se refere as condiges de aplicacBo desta técnica.

O problema de predigBo local & envolvide por determinar o
melhor preditor do valor médio de um processo estocéstico sobre um
dominio limitado, também chamadeo suporte. A técnica utilizada é aquela

- que fornece o BLUP.
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Kriging Linear é uma técnica de predigio que proporciona
o melhor preditor linear n#o-viciado (BLUP). Dade um conjunto de
realizagdes, Z(xl),...,Z(xn], de um  processo  estocistico

{Z(x):xeDSfRd }, deseja-se predizer Z(xol em xoeD, ponto ndo amostrado.

A limitag8o & classe dos preditores lineares & natural, posto
que isto significa que apenas os momentos de segunda ordem do processo

estocéstico serd necessério.

Atenta~-se ao risco de n3o adequabilidade quando se usa Kriging
Linear para resolver problemas de predi¢8o funcionais ndo-lineares dos
dados, tais como a proporgSo recuperada e o metal contido. Nestes casos
utiliza-se uma técnica nHo-linear de Kriging, que seri4 assunto nesta

dissertagio em capitulos subsequentes, o Kriging Disjuntivo.

2.1 O Método

Seja £ um espago vetorial provido de produto interno. Sejam,
ainda, Z(xo)eg e £’ um subespago vetorial cle €. Pelo teorema da
projecdo, existe um e somente um elemento Z de £ que satisfaz a
condigdo que a distancia Z'-Z seja minima com Ze£, onde este elemento

Z‘, ¢ a projegdo de Z(xo) no subespago £’.

0 método de Kriging Linear ndo € nada além que a projegdo de
Z(XO) no subespago gerado por combinagBes lineares. Considere a classe
dos preditores lineares, isto é, o subespago vetorial gmlcg. onde f;’nﬂ
tem dimens@o (n+l) e é gerado pelas combinacgBes lineares Ao-l-ﬂlazm, das
n varidveis {Z“=Z(xa):a=l,...,n} realizadas, mais a constante 1; desta
forma o processo de Kriging Linear & definido como o processo de
projegio da varidvel desconhecida Z(xo) em En+1 ou em alguma

variedade linear ?;cEnﬂ .

Um subespago ou variedade linear de um espago linear, & um
subconjunto deste que & também um espago vetorial; no caso de variedade

linear aquele & provido de translago.

Objetivo: Predizer o valor médio de Z{xX) sobre V(xo}, um dominio
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L] L ]
centrado em xoeD, Z (xo)=2 v(xo)=(l/V][V{xo) Z(x)dx . Os dados sobre os

quais esta predigio é baseada, sfo definidos no suporte v, ou
s8o teores médlos vaxa) definidos no suporte V  centrade em

x €D,
o

Formar um preditor global de um depdsite D combinando
preditores de Kriging locais, & feito ponderando os preditores pelos

seus respectivos suportes.

Se as unidades s@o pontos de uma malha regular, ou seja, se
for possivel determinar uma regularidade estrutural na disposicio dos
dados amostrados, o preditor de um depodsito D é obtido tomando a média
dos pontos preditos por Kriging dentro do contorno poligonal que

melhor aproxima a forma do depésito a ser predito.

O preditor de Kriging de Z/({x ), denotado por z; , &
con51derado nao-viciado para Z (x ) se, € somente se, E[ZK-—ZV{XOJ]=0,

isto &, (Z -Z (x ),1>=0.
2.2 Kriging Simples

Seja {Z(x)}, o processo sob estudo, com x definido em um
suporte D, No caso em que todas as esperangas s@io conhecidas, bem como
a funcBo de covariincia centrada ou nfio {nfio hi relevincia se estas sfo

N . L g . *
ou ndc estaciondrias), onde ZK—AU+ zhoczaegnﬂ , entdo l:'l[ZK]—JL0 Aam“
com m¢=E[Z(xa)] conhecida, a ndo-viciabilidade ¢ caracterizada por

10=m(x0)- o, Onde m(x0)=E[Z(x0]].

[} ‘ — » e
O preditor de SK ¢ da forma ZSK——?LO-I»EA“Z“ que ¢ a projegio de
Z(x ) no espago vetorial E ; esta projecio ¢ Gnica e

caracter'lzada pela ortogonahdade do vetor [Z(x )-Z ] a cada dos

{n+l) vetores que geram Eni-l' ou seja <st_2[xo)’z«>=0 , Ya=1,...,n

Pela relacdo de ortogonalidade:

<Z;K—z(xo).zs> =0 + <Z_ Zgy~CZx ) Z>=0 » <z;x,23>=<2(x0),zﬁ>;



Kriglng Linear 20

(Z o Zgd=* I%szs>=<"o’ZB>+E%<Z¢ZB>="°<23-1>*Z'I"a°‘a,e

»
(Z o TR Mgt A O

(Z(XD),ZB>=0‘ ; VB=l,....n .

xUB
Pela nio-viciabilidade:
L »
<Zs K-Z(x 0).1)=0 3 (st,l)—<2(x0),1>=0

m(xo)—Qo,l)—E?ha(Za,1)=m(x°)—ho—g‘?tam“=0 ’

Obtém-se, assim, as (n+l) equagles lineares, com as (n+l)

incégnitas ?lo, hl,...,?tn; dando origem ao sistema de Kriging Simples:

m(x )=A +} A m
(SK): 0 0 Elna o
c =A M, ¥} A U‘aB ; ¥8=l,...,n; onde wch € a covaridncia n#o

xOB 0B Ll
centrada.

Multiplicando os elementos da primeira equacgfioc do sistema (SK)

por m, e subtraindo esta da (B+l}-ésima equagfo, tem-se:

B

Z‘:A‘x(m’sm«—o‘ “B)fmsm(xol-trx g vg=l,...,n .

)

Agora, escrevendo-se o sistema em termos da covariincia
centrada, w:3=0‘ “B_m“mﬁ' obtém-se o sistema de Kriging Simples reduzido,

dado por:

E"a";g”: r .¥B=1,...,n ;

ou seja p'=A"K,

onde p: [cr: 0B] st M1, © thﬂ‘;B]m
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Uma vez determinadas as n ponderagbes A, pelo sistema de SK
reduzido, Ao é obtido através da primeira equagBio de (SK), assim o

preditor de SK pode ser escrito:

SK Dzlz&._m(}()zn l‘.'l'. 1ao¢
»
ZSK=Z:1“[Z“-ma]+m(xo),
Z' =N [Z-u}+
ou SE [ ‘P] pO'

— .y o= ) il
onQe Z.[Za]md, pelm J i H, m(xol, e N=p’K ",

Precisamente, [Z;K—-m(xo)] ¢ a projegdo de Z(xo}—m(xo) no
subespagco vetorial gerado pelas combinacBes lineares dos n dados

centrados.

Variancia de predicao

A variancia de predigio ou variancia de  extenséo,

¢;=Var[Z;K-Z(xo)]z, ndio ¢ nada além que a distadncia quadrética

» 2
st_z(xo)
2 z_ _ _ 2
.= Z Z(xo) [laa[z“ m“]+m(xo} Z(xo)

2
o= YA [Z -m ] -Z(Z'I'Aa[zm—ma],Z(x0)-m(on)+ Ztx )-m(x, )

Y72 [Z,-m ] 2-—-([‘:haza—mm,EhBZB-mB>=Z:}l£AB<Z“—ma, ZB—mB>=E:k£?¢Bo~;B;

n otn e
2<21Ra[za_mal’Z(xo)_m(xo»‘zZl?‘aomx

2_ _ _ _.e
Z(xo)—m(xo) —(’Z[xﬂ) m{xo).Z(xo) m(x0)>—a~x0!o.

RN PR
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ou em termos matriciais:
0'2=A’KA-2A’p+C(0].

Problema: Minimizar o sujeito a m[x0)=?to+ lhama, ou seja minimizar a

dist&ncia quadratica sujeito a u0=ho+ﬂ’u.

Q0 método classico de resoluglo deste sistema € usar o
formalismo de Lagrange, reescreve-se é varidncia de extensic como
of:=A'J{A-—ZA’p+C(0)—26[}\D+A’n—uo), onde & & dito multiplicador de
Lagrange. Deve-se, entdo encontrar (A O,A’] que minimize o‘:_. Denota—se

or crz 0 min(o‘z)
P K g

2 2

o] o‘E 4o
—— = 2KA-2p-234 ; ~—— = 2K30
8A' 8N’

N

(K=0 obtém-se uma otimalidade estatistica irreal, isto &, um absurda!)
2KA-2p-23p=0
J{R=p+6p = :’;=J{_1p+63(_lp.
Ent3o, }\.0+A’u=ho+p’1(_lp+6p’1{-lp > 6p'1{-1u=p0-?to+p’i{_lp
=> a=-ao(u'x‘lp)‘lmotu'x“u)"—p’x“u(u'x“‘m“. isto 6,
sqrl &e'l -1
6=[(po-lo)-p K )k w) o,
N | -1 sar=l S I |
logo, A=K p-X u[(po—ho)-p.‘l{ MK ),
IS S R |
fazendo-se n=[(pu—10)—p K pl(w’K u) -,
2 1 4l yasral a1 S S
tem-se 0‘K=C(0)+[.‘K p~K T K[K "p-K un]-2[X p-X "unl'p
2 I T | rgr-1 var—1 rar-1
0 =C(0}-p"K " p-p"K " po-mp’ K" p-mp’ K "pn+2mp’X "p

o2=ClO)-p'K p-n WK u]
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o-z=c{0)—p’?('lp-n.
Conclui-se, entdo que:
a~§=c(o)-p'x“p—[(,uo—ao)—p’:{"p](u'x'lm".

Se além da hipbtese de esperancas conhecidas o processo for
estaciondrio, isto &, E[Z(xm)]=m, YxeD, entdo Z;K=A'Z(x). ou seja,
Z;K=p'K_lz_(x)+{1—p'x_11)m eD; onde 1’:[1]bm, e a retricBo torna-se
N'1=1. Neste caso, o preditor & dito de Kriging Simples, e a variancia

~

de predi¢do € dada por:

°':=C(°)-P’1'<_lp-
2.3 Kriging Ordinario

Se as esperangas e covaridncias do processo estocéstico, dado
por {Z(x]:xeDEfRd}, sio conhecidas, entfo como visto anteriormente o
problema de predigio esté& resolvido. Mas, na pratica, ndo se dispbe do
conhecimento da funglo de covariincia, surge daf a necessidade da
introdugdo da hipStese de estacionaridade de segunda ordem, com o fim
de tornar possivel a predicio. A hipétese de estacionaridade ndo
fornece a forma da fungfio de covaridncia e apenas permite estimé-la a
partir da amostra. Mezsmo com a restricio de que a classe de covariancia
do processo seja estacionaria, se T az necessario estimar o

semi-variograma.

Se {Z(x):xeDsR’} & um processo estocastico estaciondrio de

segunda ordem, ent8o por definigdo;
E[Z(xX)]=m ; ¥xeD; (m é desconhecido)
E[Z(x+h)Z{x)]=C(h}+m® , se a covariéncia for finita;
Var[Z(x+h)-Z(x)]=2¥(h} , x,heD.

O preditor de Kriging Ordinario (OK) de thxo), denotado por
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Z' . & dado por:
oK
L L
201::2 v(xo)=?‘o+ 1?‘0:.20{

A esperanga ¢é estaciondria, porém desconhecida, entdo a

condicio de ndo-viciabilidade ¢é satisfeita se, e somente se, 7t°=0 e
):“A =1.
1o

A condigdo h°=0, significa a restrigic do conjunto de

possfveis preditores ao espago vetorial Encgml. O subespago En de
dimensfio n é gerado pela combinagdo linear, E?‘aza’ dos n dados. JA a

condigio 2?‘&:1' restringe gn a variedade linear ¢ definida por esta
condicdo. Assim, no caso estacionario, a nZo-viciabilidade fornece um

- - *
preditor linear ZUKEcCEnC€m1'

Entd3o, o preditor de OK é definido como a projegio da varijavel
desconhecida Z(xo) na variedade linear &. Esta projecSo é fnica e

caracterizada pelas condi¢Ges:

‘- -
(1) Z_eg, isto &, E‘Aa—l,
(i} o vetor Z;K—-Z(xo) é ortogonal a qualquer vetor diferenca Za-Zc,

com Z“,Zceq, sendo Zc um elemento arbitrario de .

A condigdo de ortogonalidade, dada acima, ¢ formalizada por:
* * *
(ZOK~Z(x°),ZB—ZC)=0 > <Zox’ZB>_<ZOK’Zc>_<z[xo)’zﬁ>+<2(xo)’zc>=0'

fazendo-se (Z;K,Zc>-(z(xo),zc>=v. entéo, a;g,zg-w(z(xo),zc);

=

(Z(XOJ,Z XOB;

B

L
CZg o Z>A YA 0 g V=L,
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Pela nfo-viciabilidade:

L ]
Z ~Zx)1D=0 3 m-aoﬂaam-o PN E:ha—l e A,=0.

Ent3o o sistema de OK & dado pelas (n+l) equagdes lineares com

(n+1) incégnitas:

!

o

(OK):
v; ¥B=l,...,n; onde ¢ _, € a covariancia nio

of

cenirada.

xDBEtxaﬁ

Escrevendo-se o sistema em termos da covarifncia centrada

-m?, obtém-se o sistema (OK) reduzido:

C —
Tag o8

c n o4 _
O.XOB = 21"«“«3 -v ; VB=1,....n,

ou seja, em termos matriciais:
p=ANK-N.

Variancia de predicao
o:= Z;K-Z(xui 22 Z(xn) Z Z;K 2-:EE(Z(::O),Z:::K> , com Z(xo) z=0‘x0x ;
=¥z 2=<X'l'xaza,['l’aszﬁ>=z;‘xm['l‘aﬁ<za,zB>=Z'1‘x£ABo~ -
Z’K 2=r:"a("*"xoa’="+ 1)‘a¢xom;
a{xo),z;x>=<z(x0},):;aaza>=rl‘aa¢rxoa . Ya,B=,...,1;
logo a variincia de extensSo & dada por:

o‘—o‘ —Zznhc V+} A O
CI’. l&xoa

—-Z"ho‘ +,
1 o x &
0 0
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Escrevendo-se em termos da covariincia centrada:
IS el el Tty

ou em termos matriciais:
0‘;=C(0)—2.A’p+h’3{1\.

Problema: FEncontrar o vetor A que minimize o-;, sujeito & 1'A=l, onde
1 :[l]hm |
O método utilizado é o dos multiplicadores de Lagrange.

0‘:=C(0)-2A’p+A’KA—25(1’A-l), 3: Lagrangeano.
8 o 8"
= 23(A-2p—261; —'2— = 2X>0
an’ an’

(K=0 obtém-se uma otimalidade estatistica irreal, isto &, wn absurdo!)
O preditor de Kriging Ordinéaric ¢ dado por:

z, =p' K ZxH (K o) K D K 2(x),
A variancia de Kriging Ordinario :

o-:=c(o)—p'R"p+(1'1{"1)'1(1—;:'5("1)2.

Como visto anteriormente, wum processo estocdstico de
covariancia estacionéria ¢ também intrinseco. Na pratica a inferéncia
da fungio semi-variograma é mais facilmente c¢btida que a inferéncia da
correspondente fungdo de covariancia. Portante ¢ de grande valia
substituir, no sistema de Kriging, a funcio de covariancia pela funcdo
semi—vla.r‘iograma, deZinida por ¥ aB——-[ > 53 GB] on seja
¥ aB:—z—E[Z[xa)-Z(xB]] .

Utilizando-se da relagfio formal, o‘z pode ser reescrito como:
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2— -
02"_7x0x0+2r1‘km7x0a EAGX;‘ ABWCZ‘E
Sejam
3{0:[7&3], o, B=1,...,0.

p :[g'x a]’ «=l,...,n:

0

0
¢ facil verificar que p=C(O)l-p, & K=ClO]II'-X ; entfio o‘z=2A’po—A’K0A.
O preditor de Kriging em termos do semi-variograma € dado por:
P | sl NP SO B | )
zox_‘po .‘Ko Z(x)+(11 J{O po)(l J{n 1)1 J{o Z(x)
e a variancia de Kriging:
e J TP DI DR B
o0 =Cl0)-p 'K 'p (1 3{0’1) (1-p 'K 1%,
Importante
O estimador de minimos quadrados ponderados de "m" que também é o BLUP,
¢ dado por:
m=(I'K 1)K Z(x) e

Varm=K D kxchex =k

Sabe-ze que:
L I | e | P T B |
Zox=p'K Zx)+(1-1’K p)I'K 1) T'K Z(x), e

o2 =C(O)-p K p K ) 1-p'K 1)
¢§=C(0)—p':—c“pﬂ;z(u'x‘ﬁn-nzm'x“p)q-u-p'x"pﬁar(ﬁn, isto &,

ui:o'zxtquando m, ¢ conhecido)+A, onde A & a perda de precisio envolvida

ao se estimar "m".
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2.4 Kriging Universal

Frequentemente ocorre que 0 processo estocastico -{Z(x):xeDszd}
nip seja estaciondrio de segunda ordem, devendo ocorrer a presenca de
uma tendéncia ou de um comportamento sistematico da fung#io sob estudo.
Neste caso deve-se encontrar uma expressip para a '_cendéncia e
subtrai-la de Z(x), afim de se obter um residuo ou termo de flutuacio
que seja estaciondrio. 0O éemi—variograma da variavel residuo ser§,

ent#do, utilizado indiretamente para predizer o valor de interesse.

A tendéncia é por definigfio, E[Z(X)]=m(x), x€D e o residuo ou
flutuacio Y(x)=Z(X)-m(x). Supde-se que «{fo):xeDSRd} seja um processo
estocastico intrinsecamenie estacionario, e ainda que a tendéncia tenha
forma conhecida e seja dada pela expressio analitica m[x]=z:akf k(x},

onde os p parametros a, séo desconhecidos.
A condigfio de nfo-viciabilidade & expressa da forma:

>‘0+E?‘ lakfk(:ncm}= lakf k{x 0);

104-[:(1 1;\&{']‘(3{&]: lakfk{xﬂ);

esta relagdo ¢ satisfeita se, e somente se, l°=0, o que resulta na

restrig8o &ncgml e E:lafk(xa]ﬁk(xo) vk=l,...,p; estas ultimas p

equacBes resultam na retrigio de En a variedade linear { de dimensfo
P

(n-p) tal que Cpc?;cincgnﬂ.

Quando p cresce, a forma da tendéncia é assumida ser mais
complexa, e com isso ganha-se em proximidade do estimador com ¢ valor

real,

O preditor de UK, dado por z =X"7L Z ., é ent3o definido como a

WK L1 e o
Gnica projegdo de Z(xo) na variedade linear Cpc&ml. Para determinar o
BLUP de Z(xo). deve-se determinar as ponderagSes Aa’s. Entdo, no

problema de otimizagdo, as ponderacfes devem ser tais que:
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»
(1) Zn}\afk(xa}-f (x,), Vk=L,...,p, isto & Z el ;

(it) a dist&ncia quadratica Z(xo)—Z;K 2 seja minima.
* 2_ 2 * 2_ .
ZUK-Z(xo] = Z(xo] + .'Zmc 2<Z(x0],2‘.ux>, onde

Zx) =0 H
1] X X
00

= INZe =L %0 L 8 Ca %o Lt o

*
<Z(xo)’ZUK>=<Z(x0)’Zl)Lu:Za>_El @ ox g

w! & n n
entéo wgwxoxo—zzihao'ax: l)uaf;?tso- 8’

Utilizando-s¢ o método de Multiplicadores de Lagrange, para a

otimizacéo:

2 n. n
o-E=o~xoxo-2 17‘a“axu+ 1"«)::"3" aB—ZEpk[ (X T (x 0)],

ﬁk: lagrangeano;

b2
__E

aa
4

= —2o-mc0+zz;‘xao~ g2 o, f (x,) Vas,.

Entdo as (n+p) equacbes lineares nas incégnitas Aa's e pk’s,

fornecem o sistema de Kriging Universal dado por:

E“Af(xB)f(x) Vk=l,...,p
(UK):

Z"ABO'“B Elﬁ fk(xa)waxo ; Va=1,...,0

Variancia de predicao

o=z -Z(x ) ¢
E UK 11

r‘hmzn RBO.aB Z ana B aﬁ_z‘;zplaﬁkfk(x HZlAtxo.m:
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E ] 2_ .
ZUK - ”kfk("o’*r:”a"u 0’

Zz *
como Z(xo) = o*xOxoe (Z[xo),ZUK>- 1?taa-“xo,

a variancia de Kriging €, entdo, dada por:

z P
- + f .
r x o Ehawmo AN

Pode-se escrever o sistema (UK) através da covariancia

c 4 . .
centrada o =¢ .~ M., ou por meio de semi-variogramas
oaf e o B :

1 2
4 =TE[Z(xa)-Z{xB]] ]

of
Na préatica, gquando uma simples realizagio do processo

estocastico ndo estacionario «{Z(x)} é observada, surgem problemas de

inferéncia -da covariancia estaciondria. Para maiores detalhes consulte

algo sobre "Covariéncia Generalizada" em A. Journel [1982].

Propriedades do preditor de Kriging

(1) O preditor de Kriging além de ser um preditor ndc viciado &€ um
interpolador exato, isto &, se o suporte v a ser estimado coincide com

qualgquer dos suportes v, dos dados avaliados, ou seja se xosxa, entdo p

. : ! PN _ .
¢ a i-ésima coluna de X, dai A=K p e Z(xol—pJ( lZ[}{]—Zm, ZOK"ZOL' e

2
consequentemente o‘E=O.

(2) A variancia do erro de predigcio depende apenas do segunde momento
do processo estocéstico, € nido de E[Z(x)]. nem dos valores observados.
Desta forma ¢ possivel conhecer a precisio da predigio antes de se

observar o processo.

(3) O sistema de Kriging tem solugdo tnica se, e somente se, a matriz K
for estritamente positiva-definida, para isto & necessiric que o modelo
de covariincia seja positivo-definido, e que nenhum suporte Ve coincida

com outro.



Kriging Linear 31

{4) A matriz KD depende apenas da geometria relativa dos suportes dos
dados (V&x’VB)’ e n3o de todo ¢ suporte V no dominic a ser predito,
Suportes diferentes a serem estimados nio implicam em diferentes
cédlculos de KO, isto &, se xo € x; tém a mesma geometria com respeito a

X peesX ¢ suficiente resolver as equagBes de Kriging apenas uma vez,
i

(5) A geometria do fendmeno sob estudo é expressa em termos do sistema

e da variéncia de Kriging. O ¥, , CXpressa a geometria do dominio V. A
00
geometria da configuragBo dos dados é expressa por ¥ B e a

regionalizac&o prépria é expressa pela funcdo intrinseca

semi-variograma.
2.5 Alguns Resultados Complementares

Seja {Z(x}:xeDS?idl» um processo estocéstico tal que E[Z(x)]=m(x)
e m(x)=z‘:akfk[x), xeD.

Faz-se Y(x)=Z(x)-m(x), supSe-se que {Y(x}} seja um processo
estocastico intrinsecamente estacionaric. O preditor de Kriging para
Z(x 0] ¢ dado por Z:K= 1?‘112::’ que pela condigdo de nEo-viciabilidade
resulta em 1?taf k(xa)=f k(xo), vk=l,...,p. Sendo
a‘é:C[O]-ZZ‘l’haemx;z:lax‘kﬁw aﬁ; o problema de otimizagdo ¢é minimizar

EE=C{0)-A’KA-2A’p sujeito a A'fk(x)=f'k(x0], k=l,...,p € xeD, O vetor A

serd Gnico posto que f 1[x),...,,f'p{x) sejam linearmente independentes.

Sejam a’=(a1,...,ap), ¢’(x]=(f1(x),...,fp(x)} e
F"=(¢(xl), .- ,¢{xn]), pode-se escrever Z(x)=Y{x)+m(x), como
Z(x)=Y(x)+Fa, xeD. Se a for conhecido, o BLUF de Y[xo} ¢ dado por
Y;=p’3{_l{Z(x)—Fa) e o BLUP de 2(x ) por Z;=¢’(xo)a+p’K_1(Z_(x)—Fa), isto
6, Zo=p'K ' Z0)+(# (x )-p'K 'Fla.

Se a for desconhecido., Seja 3 o BLUE de a (que é também o

estimador de minimos quadrados ponderados), a=(FPK ' F) PR 2%),
entfo o preditor de Kriging para Z(xol sera:
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z;=p'x“z(x)+(¢'(xﬂ)-p'x‘lntp’K‘IFJ"F’K";(x};
Z,=[p K g (x -0 K PIFHCFY PR 12(x).
Lema 2.4.1: Z; ¢ um preditor ndo-viciado de Z[xo).
Dem.: E[Z;]r-E{ [P g (x )-p' K FUFKF) PR Z(x)}
E[z;]=p'1<‘lpa+5[(¢’{xu)—p'x"‘mé]
E[z;]=p*3{“1ra+¢'(xoja—p'x‘lm |
E[Z, ]=¢'(x Ja=EfZ(x )]-n

Lema 2.4.2: Seja WZ(x) um preditor linear de Z(xol. W' Z(x) serd um

preditor ndo-viciado para Z(xol se, € somente se, w’F=¢’{x0).

Dem.: E[Y Z(x)-Z(x }I=E[y' Z(x)]-¢'(x O}W’E[Z{X]]-fp’ (x Ja

E[w’Z(x]—Z(xo)]=¢’Fa-—¢’(xo)a:

E[W'Z(x)-Z(x )]=0 se, e somente se, w‘Fa=¢’(x°)a, ou seja, YF=p'(x ).n
Mostra—se, agora, que Z; realmente é o BLUP para Z{xo).

Teorema 2.4.1: Seja Z(x)=¢’(x)a+¥Y(x}, x€D, entdo o BLUP de Z(xo) ¢ dado
por Az_[x]=p'3{_lZ(x)+(¢’(xo)—p’J{-lF)a.

L 3
Dem.: Deve-se mostrar que a varidncia do erro de predigio de ZK é

minima, entfo seja W'Z(x) um preditor linear néo viciado de Z(x ).
Var[w’ztx)—Z(xo)]=Var[|p’Z[x)—Z(xo)+A’z(x}—A’§[x)]

Var{y'Z(x)-Z(x )]=Var[A Z(x)-Z(x J}+Var[ Z(x)-A'Z(x) ]+
+2€ov[(w—h)’Z(x],ﬁ’z(x)—z_(xo)]_
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Var[w'Z{x)—Z(xo]]=Var'[A’Z(x)-Z{xo)]+Var-[(r,b’—A)’Z(x}]+
+2[(y-AY KA—~(y~A) p].

Seja A:J{“‘pa-x"F(F’x’lF)‘1(¢{xo)—F’J{"p},entao

Cov[[w-:\]'Z(x],h’Z(x)—Z(xo)F
=(W-AP{ K[K o+ X 'F(F’ K“F)“(¢{x0)-F*u'1p) -p}

=AY [p+F (FKCF) (g(x )-FK " p)]-p])
=(¢-A)'F[(F’x“p)“w(xo}-r:(lp)].
Pela condicio de nio-viciabilidade:
¢(x0)=l,b’F‘=A’F s (y-A)'F=0, logo o produto interno & zero, concluindo~se
que Var[w’z[x)-z(xo)]ZVar[A’_Z_(x]-Z(xD}], onde a igualdade ocorre se, e
somente se, Y=A.g
Observacag: Sejam Z;=A’Z(x) e A como definida na demonstracdo acima,
2 1q,-1 ) yar~lme P TR P 31
0‘K=C(0)+p K pHe (xol-p XK F)(FPKF) (¢ (xo)—F K 'p)
UE:C(OszK'IpﬂZ,

2 . . . .
onde T° & a perda envolvida ao se estimar o coeficiente de tendéncia

“a“.
Importante
A funcio ¢’[xu)a é a reta de regressio estimada por Minimos
Quadrados Ponderados (WLS), e um dos seus possiveis empregos é para a
predigdo de Z(xo). O erro de predigio quando se usa a reta de regressdo
para predizer Z(xo) é dado por [¢’(x0)a-2{x D]], e tem-ge que:
Var[qb’(xo)a—Z(xo)]=Var[¢'(xo)a]—ZCov[qﬁ’(xola,Z(on]+Var[Z(xo)]

-Var[qs'(xo)&-ztxo)]:qb'(xo)[Var(&)]¢(xo}—z¢*(xo1cOv[&,2{xo)]+ctm, mas

Var(a)=(F"K'F)” e Covla,Z(x )]=(F'K'F) (F'X7p), entéio
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Var‘[(f:'(xo}a—z(xo)]:q&'[xo){F’K_IF)_ltﬁ[xo)—ZqS’(xO][F’K-IF]'IF'K-lp+C(O].

Como var[z;-ztxo)]=c(01-p*x“p+(¢{xo)-r'x“p)'(F*K“F)"(ep(xo)-p'x‘lp),

verifica-se que Var[¢’Z(xo)a—Z{xo)}tVar[Z;—Z(xo)]; a diferenga pode ser

considerada como um ganho na eficiéncia quando se usa Z; a0 invés da
reta de regressfio para predizer Z(xo),a iqualdade ocorre se Z, e ZB
g80 ndoc—correlacionados Vo8, entdo p=0 para todo xa#xu, indicando,
assim, que a reta de regressic € tdo boa quanto o BLUP, em termos de

predigio de Z(xo].
2.6 A Técnica

Geoestatistica &, basicamente uma metodologia de avaliagcio de
recursos, que ha muito & utilizada por Empresas de Mineracio. Esta
proporciona uma ferramenta muito poderosa e flexivel, quando se trata
de problemas de predigio local. Algumas de suas possiveis aplicagles,

sfo tais como:

— predigio de reservas locais por blocos;

— predigio de reservas em determinadas locagbes por camadas;

— predigio da reserva total em certa regifio;

— simulagfo dos limites de reservatérios, bem como das reservas;
— predigio e direcionamento relativo a reservatérios futuros;

— predicdo de reservas recuperéveis.
Kriging Classico é¢ um método de predicio linear local. O

objetivo como visto anteriormante é predizer o valor de Z(x) sob v(x ),

num domfnio centrade em xoeD.

é(x }=£ (x )——h——l J Z(x)dx;
o v'o v
v{xol

o-zm\:'ar[z;-zv(xo)]=E[z;—zv(xo)12=E[z;12+13{zv(x0)lz—zslz;zv(xo)l onde, -
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EIZ (x )I°= IZJ I EIZ00Z(x’)dxdx,
v vy

E[Z Z (x,) ]=E[zv(xo)Eaaz¢]=r:aa£{zv(xo)za]

* 1 ] ]
E[ZKZV(XO)] = IAO’. \_I}_J [ E[Z(X]Z(x )]dde »
ajv]y

» 2_ 1 ] ]
ElZ_ ] “EEVBWL . E[Z(x)Z(x’)]dxdx’.

B

Como E[Z(x)Z{x’)]=C(x,x')+m{x)m(x’), e denotando-se

(‘:tv,v')=ij J [Clx,x’ )+m(x)m(x’)dxdx’,
v v(xo) v(xo)

tem-se:
2 =, = -
o‘E=C(v,v )#ZEKaC(v,va)+E'EAaABC{va,vB].

A varincia de disperso é a medida da variincia de extensfo

quando se faz v(xo) percorrer V.
D(v|V)*=Clv,v)-C(V,V)

Os dois conceitos se completam e permitem tratar, por exemplo,
o problema de avaliagdo de blocos de minérios a partir de sondagens de
determinado volume, Desta forma o erro cometido ao se extender o teor

pontual para o bloco pode ser avaliado.

Se 0 processo for estaciondrio, o que implica que este &
intrinsecamente estaciondrio, utiliza-se a relacio formal

C(x,x+h)=C(0}-7(h), onde x,x+heD; para escrever cr: em fungdo de
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semi-variogramas ¥(v,v’)=

1 J I ¥(x,x’)dxdx’;
2
ve]vix 0) v(xo)

-ZZ"A 7lv, Vo )- znf'ka?« 7(v ,v )=y (v,v*).

Se o processo for ndo-estacionario de segunda ordem:

E[Z(x)1=m(x)=gakfk(x);

EIZ (x )1—["a —j £ (x)dx;

% v(x)

ElZ ]-Z"A a——i—[ £ (x)dx;

o

2_ 1 [ ’ s ’
E[ZV(xo)] —-—VE ) VE{ [Y(x)+m(x))[Y(x’)+m(x’)] }dxdx

E[Zv(xo)lz- [C(x,x")+m(x)m(x’)ldxdx’= Clv,v);

vilv)v

* 2_ 1 » » t ]
ElZ ] -EEAOLABV“VBLJV [C(x,x’)+m(x)m(x’)]dxdx
B
¢ 2 = .
EIZ_] —EEAaABC(va,vB).

E[Z Z (x )]-znka W—I I [C(x,x’)+m(x)m(x’}]dxdx’
alv]v
a

‘ -~ -
ElZ KZv(xo)]=z:\Aa C(va,v); entio
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2_= ey = =
o‘E—C(v,v) ZgAaC(v,va)-c-):: lhaABC{va,vB},

que pode ser escrito em termos do semi-variograma como:

—ZZ"}\. 7(v, \ )~ Z"E" af(v v }—xlv,v’).

Com o objetivo de modelar a variabilidade espacial do
processo, ©os calculos de ;(v,va], ;{va,vu) e y(v,v') podem ser feitos

de duas formas:

(4) analftica, o céalculo é feito de maneira explicita;

lv J J yix,x' }dxdx'.
vjv

(B} numérica, o calculo € feito através da discretizagio do suporte

(v, v)=

geométrico e aproximacgio de integrais por somatérios,

ylv,v)= ! E Z v(x,x.), onde n ¢é o namero de pontos no
nn : . A k
v vi—ign &jen

suporte k.

E fato que o problema inicial em predigiio local, utilizando-se
o método de Kriging Classico, € o nd@o conhecimento da fungdo de
covaridncia, ou do semi-variograma, dal surge a necessidade de

estiméa-lo.

Se o0s pontos aos quais a amostra se relaciona estdo
distribiuidos em uma malha regular, estima-se o semi-variograma na
direcio fixa O, bageado no semi-variograma amostral pelo método dos

momentos,

~ {h}
-1 E o 2
¥ B(h)m [Z{xl+h)-—2(xl)] \ xl.heD fMatheron,1963],

onde NB(h) ¢ o numero de pares de pontos que distam entre si de h em

direces paralelas as previamente fixadas (perfis paralelos).
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No caso de muitos perfis, calcula-se o semi-variograma médio

para cada grupo de linhag paralelas em uma direcéo.

A estimagio do semi-variograma em vérias diregbes tem por
objetivo revelar as anisotropias que possam existir no dominio.
Semi-variogramas experimentais em véarias diregBes frequentemente

revelam tal anisotropia.

Na pratica os dados se encontram irregularmente distribuidos
num dominio D, isto &, os pontos amostrados sio alinhados ao longo de
perfis, mas estes nio sfo paraleios. Entdo o semi-variograma devera ser
estimado através de uma regularizacio (ou agrupamento) angular (perfis
ndo sdo paralelos) e por classes de distdncias (os dados nio mostram

qualquer padrfo sistemético), a qual o procedimento é dado a seguir:
(i) considera-se um ponto qualquer xieD,

(ii) segundo a direciio 6 (pré-fixada), gera-se um cone de abertura 2386,

onde 80 é dito &ngulo de regularizacéo;

(iif) reserva-se os pontos tomados pelo volume e que estejam na classe

de distancia h*Ah.

A selecdo dos pontos pertencentes a um determinado cone pode

ser feita utilizando-se o método das tangentes.

Uma vez estimados os valores de y(h), constréi-se um grafico
pontual de [y(h) vs h] para a dirego 6. Com base neste gréfico

ajusta—se um modelo para a fungfo semi-variograma.

Importante
1) Na préatica, calcula~se o semi-variograma amostral apenas para
distincias que ndo excedam a um gquarto das dimens@es do dominio, pois
quando h cresce a correlagdo tende a diminuir, ou seja diminui o nimero
de pares de pontos de considerdvel influéncia.
2) Para o calculo do semi-variograma considera-se, apenas, ©0s pontos

aos quais estd relacionado uma varidvel,
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Para efeito de estimagfio, ¢ semi-variograma experimental ndo
deve ser usado diretamente. Um modelo teérico deve ser ajustado. A
razio para tal fato é que o semi-variograma deve satisfazer a certas
condicies de consisténcia matematica, sem as quais talvez fosse

possivel a obtengBo de varidncias negativas.

Seja {Z(x):xeD} um processo estocéstico e A Z uma
1"

'cornbinac;éo linear das variaveis aleatérias envolvidas,

Var [z;‘laza] =—-):'1‘ llalﬁy(xa,xs) sujeito a Z‘;‘la=0.

Como a variancia deve ser nio-negativa, a equagfio acimz indica
a condigdo a qual uma fungio y(h) deve satisfazer para ser um

semi-variograma.

Note que, a condigéo Z:)Lfo, torna a classe dos
semi-variogramas uma classe "pobre”, embora esta contenha todos os
semi-variogramas associados a fungfo de covariancia por z(h}=C(0)-C(h)
e os semi-variogramas limitados que ndo s#c associados a uma

covaridncia finita.

A pratica mostra que a forma analitica do semi-variograma

estimado depende basicamente dos seguintes itens:

(2) inclinago na origem, que é geralmente obtida baseado nos trés

primeiros pontos deste;

{b) efeito pepita (descontinuidade na crigem), medidas sfo {eitas

arbitrariamente nos pontos x, © x, a diferenga dos conteldos
1 2
relativos & estes pontos ndo tende a 2ero, no sentido de média

quadréatica, mas continua a flutuar com uma dispersfio irredutivel;

(¢) alcance, este é ajustado visualmente;
(d) patamar, se existir este é ajustado onde o variograma se estabiliza
e é comparado a variadncia dos dados, que podem ser iguais se o alcance

for menor que a dimensfioc do dominio estudado;

+ - *
{(e) anisotropia geometrica : considera-se o caso onde o variograma

experimental em todas as diregSes mostram a mesma relag8o funcional e
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patamar, porém diferentes valores para o alcance; anisotropia zonal:
apresentam diferentes funcionais e/ocu diferentes valores de patamar
para diferentes diregbes. O grande problema é confundir anisotropia e

tendéncia.

Em geral, um ajuste razodvel pode ser obtide através da
composi¢do de mais de um modelo de semi-variograma. Este ajuste ¢

sempre feito por tentativas e erros,

A Predi gag

0 preditor de Kriging Ordinario de Zv(xo] baseado nas n
observactes Z(xl) N Z(xn) . onde xaeD, a=1,...,n; é obtido

resolvendo-se o sistema nono=r0, onde,

Este sistema de Kriging tem scolugfo Unica se, e somente se, a
matriz x'.\o for estritamente positiva-definida; para isto & necessario
que o medelo de semi-variograma seja estritamente negativo, e que

nenhum suporte de dados Ve coincida com outro.

0 preditor de Kriging Universal de ZV(xo) baseado nas n
observagbes  Z{ xl),. v Z( xn], com x €D, a=l..n; ¢ obtido

resolvendo-se o sistema AUAU=1"U, onde,

v v )| £ (v) A 7(v_,v)
A =2 Bk @« Azl ®te r={—2% | vg=l....n
fk(va] 0 ) fk(vu)

Note gque o sistema de Kriging considera, em suma, os seguintes

elementos:
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() a posicio relativa do dominio predito V e os pontos amostrais X s

través dos te ¥ -x_);
através dos termos 'x[xa,V) ou V(Xa XOJ,
(if) as distancias entre pontos amostrais, através do termo -ar(xa-xB);

(iii) a estrutura da variédvel através do semi-variograma intrinseco.

Kriging se baseia na influéncia da vizinhanga mais préxima do

objeto da predicéo.

Em sua aplicagdo no campe de contorno automdtico e construgfo
de modelos numéricos, Kriging deve aparecer como um métode de
interpolac@o dentre outros. Porém, uma propriedade muito importante de
Kriging & que este é um interpolador exato. Isto faz com que Kriging
seja um método apropriado para descrever mapas contorno. Ainda mais,
comoe uma boa consequéncia disto, Kriging proporciona a variincia do

erro de predigio, da qual um mapa de erro pode ser extraido.

Quando aplicado a2 mapas contorno, Kriging produz a cada ponto
do mapa o preditor linear 6timo do valor real e seu associado desvio
padrdo do erro. Com a suposicBo da distribuicio de probabilidade deste
erro, pode-se construir um intervalo de confianga para o verdadeiro
valor. O mapa Kriging, contudo, é mais suave que os dados reais, pois
um preditor, mesmo sendo 6timo, ndo pode restituir detalhes que tenham
sido suprimidos. Ainda, em algumas aplicagBes, o interesse estid voltado

ao mapa que explicita a variabilidade real.
2.7 Co-Kriging

Algumas vezes uma varidvel nfo pode ou ndo deve ser amostrada
suficientemente (devidc a alguma restrigdo, por exemplo técnica ou
econémica)afim de proporcionar um preditor com precisio aceitivel. O
objetivo de Co-Kriging (técnica multivariada), em geral, &€ o de
melhorar predigdes locais levando em consideragdo informages
adicionais trazidas por uma varidvel diferente da que se deseja
predizer. E evidente que a correlagio espacial entre as varidveis deve
ser suficientemente "forte” para que a varidvel adicional insira algum

ganho de informacgio que sirva para a predigiio da primeira.
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0 uso deste método deve ser feito quando o objetivo principal
é¢ a redugdo da varidncia de predigdo de uma varidvel ou a necessidade
da predigio conjunta de varias variiveis, por ser este um processo onde
tais varidveis podem ser conjuntamente preditas com base na

intervariabilidade ou em informagfes da estrutura espacial.

Sob o ponto de vista tetdrico Co-Kriging € uma generalizacio de

Kriging, ou melhor, Kriging € um Co-Kriging univariado..

Considera-se uma regionalizagio caracterizada por K fungdes
aleatdrias estacionarias de segunda ordem, espacialmente
intercorrelacionadas {Zk{x):k=l,...,K; xeﬁRd} onde,

E[Zk(x]]=mk 3 Vx;
E[Zk,(x+h}Zk(x)]—mk,mk=Ck,k(h) : covariancia cruzada;
E{ [Zk,[x+h)-mk,{x)][Zk(x+h)—mk[x)] }-=2',)'k,k(h) : variograma cruzado.

Deseja-se predizer o valor médio da fungBo aleatéria Zk o(x)
sobre o suporte Vm[xo), a partir das informagBes constituidas por Nk

teores pontuais z (x ), «k=l,,..,N e k=l,...,K;
ko k

1 J
Z = Z (x)dx.
v kO
%) 0] Vko [xol

Os dados avaliados {Z_ : ek=l...,N, para cada k=l,...K} sdo
ok k

definidos no suporte Vm‘,

1
ka- V_ak Jv Zk(X)dX.
ok

*
O preditor de Co-Kriging Zv . & uma combinacdo linear de
k0
todos os dados avaliados de todas as K varidveis na corregionalizacgfo:

(x J—-z“ Z““‘a oo

O valor esperado do erro envolvido é:
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E[Zy _Z\; I=E[Zy ]*E[Z\; oy >tockoE[z':mco]_{ zAwE[zm]
K0 kD k0 %0

oo k#k0 ok

L
E-[ZV _ZV ]=mk0 [1_ hocko] -Z hrkak'
k0 kO

ako k#k0 ok

Pela condi¢@o de ndo-viciabilidade, I-:[Zv -Z; JF0, tem-se:
k0 kO

Zhako_lez Z"=-

k¥k0 ok

e e o . 2 _ Y 2 -
A minimizagio da variancia, O‘Vko—E[% ZV ], sujeito as K
restricBes acima, resulta na resolugio de um sistema linear de (Zka-i-K)

equagbes, onde as incognitas sdo as ):ka ponderagdes lak’s e K
parametros de Lagrange M- Assim o sistema de Co-Kriging & dado por:

z:( )jk A&k'ck’kwﬁk'voﬂt’)-ﬂk ka ko’ ka) vak=L,. Nk e k=L....Ks
KO
1 Poxo L © Z Zlotk_o'

okt k#k0 ok

Escrevende em termos do semi-variograma cruzado:

zl( zmm mk,a'k,k B’ ax*) K, 'arm‘(vmJ vﬁk) vak=l,. ..,N e k=1,...,K;

isto se torna possivel somente se Ck’k(h)=ckk’{h}’ o que implica que as
covaridncias cruzadas sdo simétricas €m (h,-h),

7, (W=C,, (0)-C_, (h).

A vari&ncia de predigio ou variéncia de Co—Kriging pode ser

. .2 _F B =
escrita como: o.Vko CkOkD(ka’Vk0)+“k0 qu( r:khakaOk(ka'vmk)'
k ok

Em termos do semi-variograma tem-se:

9

2
Vko" kaD(ka k{)] Mo ZK rm hc[k?kl}k(vko v(!k)
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A notagfo Ek, v, € @ representagio padrio do valor

k(vﬁk,
médio da covariincia cruzada Ck,k(h) quando uma extremidade do vetor h

descreve 0 suporte v, , e a outra, independentemente, o suporte voa.:"

Bk

Em notagio matricial:

— - — . — T -
ZO=[Z,(x),.. 2 (X)) 5 EIZG01=[m,oom ] 5 CR=E[Z, (x+h) Zg(x)] 5

T)=| i 1 T(h)=E[Z(x+h) Z(x)] .

Objetivo: Predizer o valor _Z(xo] desconhecido, por:

* L L . .
Z (XO}=EZ[XB)AB_[21(XO}""'zx(xo]] , onde Al,...,An sfo matrizes KxK.

Uma condicdo suficiente para a ndo-viciabilidade,
E[Z‘(xo)-_zi(xol]=[0,...,0], é que EAB=1, onde n & o nimero de locagdes

amostradas.

Deve-se  minimizar Z';Var[za(xo)-Z;(xol] sujeito a EAtfl’

originando o sistema de Co-Kriging, D=UA, onde

C(xl,ixl) C{xlzxn) I C(xl,ixO)
U=lEx %) ... Clx ,x ) I e D=l . x|
Inl-"InnO InO

. *
. B 0 valor n‘iimmo de ):';‘Var[Za{xG)—Za(xu}] é dado por
a'CK=Tr[C(O)]-Tr[EC(xB,xo}AB]-Tr'[E] , onde Tr[A] denota o trago da

matriz A, isto é a soma dos elementos da diagonal principal.

Em termo dos semi-variogramas cruzados: C=VA,

7[}‘1;"1] ar(xl:xn) I

- ?(xn:xll ?(xn:xn) I
1 I | ]

00 = Tr[F O Tr [} ¥ (x, % WA T-Tr{u] -
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Pode-se mostrar que o sistema (CK) proporciona uma fGnica
solugBo se a matriz de covariancias for estritamente positiva definida,
Para tal ¢ suficiente que um ponto positivo no modelo de

corregionalizacio seja adotado, e que nenhum vaior dos dados seja

redundante com respeito a outro,
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CAPITULO 3

KRIGING NAO-LINEAR

Em alguns problemas de predigio local, n3o & possivel, ou
adequado o uso de preditores lineares, com o objetivo de predizer o
valor de uma variavel aleatéria, baseado na realiza(}ao
{Z(xa]ﬂ[xa):ad,....n} de um processo estocdstico em determinado
painel, ou para predizer a proporgio de valores Z(x) que sio maiores
que um dado limite, pelo motivo daquele poder ser nfio adequado, devido
as limitagBes teéricas e praticas. Mas pode-se remover tal limitagiio de
lincaridade, e  partir em busca de um preditor ndo-linear
Z =f (Zl,...,Zn), fun¢io dos n dados avaliados. Isto €&, considera-se um
espago vetorial muito maior que En-i-l’ com ¢ preditor de Kriging
Nao-linear sendo deduzido através da projecio do valor desconhecido
Z(x o) neste espago maior, que por sua vez faz este preditor melhor que

o preditor de Kriging Linear.

Seja Z(xo) uma variivel aleatéria a ser predita baseado na
realizacio {Z{xa)ﬂ(xa]:aﬂ,...,n} de um processo estocastico. Sabe-se
que o melhor preditor possivel ¢é, por definigdo, a esperanga
condicional, isto &, E[Z(xﬂ)|Z[x1),...,2(xn)], ou seja, esta é a melhor
aproximagio de Z(xo) por uma fungio mensuravel f(Z(xl),...,Z(xn)) das n
observacdes. O conjunto Hn de todas estas fungBes mensurdveis a n
varidveis é um espago vetorial, note que gml c ?{n . Assim, quando
Z(xo) ¢ projetado no espago vetorial Rn, o correspondente preditor de

Kriging é idéntico A esperanga condicional En(Z(xo)).

Note que En(Z[xo)), considerado como um preditor de Z(xo) ¢
nio-viciado e, Y=f(2(xl),...,Z(xn)), sendo um elemento arbitrério de
?fn, a projecio En(Z(xo)) de Z(xo) em Rn é caracterizada pelas
relagbes:

Z(xo)—En(Z[xo)) =min Z(xo)—-Y , VYeRn;
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Com o objetivo de construir a projeglo En(Z(xo]), isto &,
determinar a fungfo n-mensurével En(Z(x0])=fk(Z(xl),...,Z(xn))eifn, é

necessério a obtengio de um produto interno do tipeo
(Z[xol-fk(ztxl),...,Z(xn)),f(Z(xl),...,Z(xn])> =
= F{ [Z(xo]-fk(Z[xl),...,Z(xn))]t'(z(xll,...,Z(xn))} . er?fn ,

para isto sge realizar, deve-se conhecer a distribuicio conjunta das

(n+l) variaveis (Z[xﬂ],Z(xl),...,Z(xn)).

Em geral, quando a informacio ¢ limitada a uma fnica
realizacdo do processo estocastico {_’Zj(x)}» em cada dos n pontos
'{xa:cx=1,...,n}, esta lei de distribuigio conjunta (n+l)-dimensional ¢

desconhecida, e portanto a esperanga condicional é inacessivel.

Na pratica, a esperanga condicional mencionada, nfo ¢
facilmente obtida através dos dados, exceto possivelmente se o processo
estocastico {Z(x)} for Gaussiano e estaciondrio. £ um resultado
classico de probabilidade que a esperanga condicional de um processo
estocastico Gaussiano ¢é idéntica ac melhor preditor linear, isto &,
Z(xol tem a mesma projegdo em Hn e Eml, e sua projecdo pode ser

determinada através de um sistema de Kriging Linear.
3.1 Processo de Kriging Disjuntivo

Pelo fato do espago das fungles que sfo combinagBes lineares,
En+1’ ser muite menor que o espago das fungles mensuraveis a
n-varidveis f(Z(xl)....,Z(xn)) ?fn, a aproximagio dada pelo Kriging
Linear, o gual projeta Z(xul no subespago vetorial gerado por todas as
combinagfes lineares dos n dados avaliados, fica longe de ser tie
precisa quanto a esperanga condicional, que & o preditor de Z(xol,
utilizando-se de sua projecdo no espago 3{“, que no caso geral,
néo—gaussiano, ¢ inacessivel. Surgiy, entfo, a idéia de Kriging

Disjuntivo, ou seja de um possivel método nfo-linear, teoricamente mais

preciso que o Kriging Classico, fazendo-se a escolha de um espago maior

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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gue o das combinagbes lineares, £ o’ porém suficientemente menor que o
n

das fungbes mensuraveis, ¥ .
n

Na procura deste espago vetorial, um bom ponto de partida é
dado pela técnica de anédlise de dados conhecida como "Codificagio

Disjuntiva™, que & descrita a seguir.

Seja Bl, ie], uma particBo da reta real (em intervalos ou
classes)., Cada varidvel Z ¢é associada a uma familia de variiveis

aleatérias 21’ iel definida por:

1 se ZZEB1
Zl=IB (Z)=
1 0 se ZﬁBi.

Note que a familia das combinagdes lineares E?‘aza ¢ idéntica
3 classe das fungles Bl-mensuraveis, f(Z). Se a partigdo Bl tende a ser
cada vez menor (refinamento}, obtém-se no limite a classe das fungBes

Borel-mensuréaveis, f{Z).

No problema de predicBo ao invés de se usar o preditor de
Kriging Classico para Z(x ), baseado nas realizagGes {Z(xa):oc=1,,,.,n},
faz-se o Kriging destas, através de wuma familia mais rica constitulda
pelas variaveis Zl’a=131(2“).
. *
O correspondente preditor terd a forma Z =E:‘,c_:,m2oc , onde

Qoleeﬁa,,lnl € uma fungao Bl—mensurével.

A matriz de covariéncia ndo-centrada das Zl u’s depende apenas
¥

, onde F aB(Bi’Bj]=E[21,azj,B}'

da lei bi-dimensional F

of

Assim, este método requer apenas o© conhecimento das leis

bi~dimensionais dos pares (Z(xo],za) e (Za’ZB)'

Noc caso limite de uma parti¢io infinitamente f{ina Bi, tem-se
que a procura por uma melhor aproximagio de Z(xo), ¢ dada pela soma

Vng Z(x ), onde os g 's sdo fungbes mensurdvaeis a uma varisvel. O
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correspondente preditor, entfio, é chamado de Kriging Disjuntivo, que €

um Co-Kriging de funges indicatrizes.

Desta forma, um espago com projegéo, incluido em }fn e
incluindo Em'l deve ser considerade; as inclusGes neste caso sdo0,
naturalmente, estritas. Uma boa escolha para este espago intermedidrio
é o0 espaco vetorial fDn, gerado pela soma de n-fungdes mensuriveis a uma

variavel, isto &,

5Dn# QI(Z(xl})-l-. . .+gn(2(xn}): gieﬂn,i=1,. .n}

que satisfaz a Enﬂcﬂncﬂn.

O processo de Kriging Disjuntivo é, entdo, por definiglo, o

*
processo de projegéo ZDK, de Z(xo] em ‘Dn.
Esta projecio & caracterizada pelas seguintes condicBes:

(a) Z_ €D , isto & Z..=}"g Z(x )
8l LSy S0 S DK_Egoc X'
¥
(b) o vetor (Z(xo]—ZDK) é ortogonal a qualquer vetor Z de Dn, isto &,

<2(x }-Z . Z)=0, YZ&D .

Como ﬂn é gerado pelas fungBes mensuraveis g(Z ), entdo a

B

condigio (b) pode ser escrita da forma:
(b’) <Z{xol,g[ZB])=(Z;K,g(ZB)), para qualquer gB=1,....n; e qualquer

fungsio mensuravel a uma variavel, g.

Teorema 4.1.1 A condicdo (b') & satisfeita se, e somente se, Z{xo) e

Z;K admitem a mesma esperanga condicional, uma vez dado cada um dos

Z‘B’s, isto €,
: »

K Z(xo)IZB}-:E-{ znxlzﬁ}, VB=1,...,n.

Dem.; <z(xo),g(ZB)>=<z;K,g(zBJ>, VB=l,...,n e VgeD , ¢ satisfeita se, e
somente se, (b') ocorre. Seja &, o espago vetorial gerado por todas as

B
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fungdes mensuraveis a uma varidvel de um dado particular Z_,. A

esperanga condicional

E{Z(x )| z, }:EB{ Zix )}

€ por definicdo a projegio de Z(xo) em 63 e, entfo, o vetor

(Z{xo)—EBZ(xo)) ¢é ortogonal a qualquer vetor g(ZBJEBB, isto &,

(Z[xo),,g(ZB)>=(EB{Z(xo)),,g(ZBD, vs{zﬁ}eaﬁ,

entdo (b’) pode ser reescrita da forma:

CEg(2Ux ), 8ZD=CEg(Z] ) 8(Zg)>, ¥a(Zg)es,,

- " — ‘ —
que & satisfeita se, e somente se, EB(Z(xo))—EB(ZDK), VB=l,...,n.g

- ‘ —
Considerando a expressio ZDK—EQ, aZ[xa), dada por {a), o
preditor de Kriging Disjuntivo ¢é, finalmente, caracterizado pelo

seguinte sistema de n equagles:

(DK): §E3 8, Z N2 1=E{ Z(x )2}, VB=L,....n.

No caso geral, este sistema de equagles, proporciona como
solugdes funcdes ga, a=l,...,n, na forma de equagbes integrais, Estas
fungbes s@o, pelo fato de n&o serem inferidas facilmente, entio,
aproximadas por expanstes limitadas em polinémios ortogonais, ver-se—4

que na realidade sfo expansbBes em fatores ortogonais,

O sistema de Kriging Disjuntivo requer apenas cAlculos de
esperangas condicionais do tipo E{ ga[Za)[ZB}, isto é, o conhecimento

das distribui¢bes bivariadas do processo estocastico {Z(x),xeD}.

Note que, Kriging Disjuniivo pode ser usado para predizer

qualquer funcBo mensuravel ¢ da incégnita Z(xo). 0 valor qb(Z(xo]) é
- * '

projetado no espago i)n, proporcionando o preditor ¢DK=Ega¢(Z{xa))’

caracterizado pelo sistema:
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(DK ,): ViE{8,4(Z,) |$(Zg) }=E #(Z(x D) | $(Z)}, ¥B=L,...,n.
Variancia de Predigfio

A resolugdo do sistema de equagdes (DK), proporciona o
preditor de Kriging Disjuntive Z;x e a correspondente varidncia de

predigdo:
2 * 2 % 2
O™ 22y, =EZ(x )7, T}

Pelo fato do espago i)nc?tn, a projegdo de Z[xo} em Hn, que é a
esperanga condicional En{ Z(xo} }, ¢ mais precisa na p:*ediqao de Z(xo),
que a projecdo deste em i)n, que fornece o preditor ZDK. O teorema das
trés perpendiculares, mostra que Z'DK ¢ também a projegéo da En[Z{xo)]
em Dn, € do teorema de Pitdgoras obtém-se a seguinte relagdo:

2 _ _* 2_ . 2 _ * g
T Z(x) Z . Z[xo) En(Z{xo)) + En(Z{xo)) Zog

e do teorema da projegdo que
2 _ 2 . 2 2 .
o‘DK—E[Z[xoll +E[an] —E[Z{xo)] +E[Z(x0)ZDK],

onde a wltima igualdade & obtida posto que para Kriging Disjuntivo
L 3
E[Z(xol]'—'E[ZDK].

3.2 Representagao Fatorial

No caso geral, ndo se estd apto a resolver o sistema de (DK).
Isto, porém s6 se torna possivel, utilizando aproximagbes (uma
discretizaglio adequada), o que implica em calculos computacionais
dispendiosos. Por esta razdo deve-se procurar por casos particulares de
simplificag8o, e usar uma técnica de an&lise multivariada, conhecida

como "representagdo fatorial” de uma lei bi-dimensional.

Seja F(x,y) a lei conjunta das varidveis aleatérias X=Z(x) e
Y=Z(x+h), e ainda, H=L(RF(x)) e H=LY(RF(y)) os dois espacos de

Hilbert associados a F(x) e Fl(y). Para cada fungio feHz, deve-se
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associar sua esperanga condicional dado X, diga-se E f; define-se
X

8=E f, ou seja g(x)=E[f (V)| X=x].
Este operador Ex:HZ—al-!1 é linear, pois
E[f(YI{ (V)| X=x]=E[f(Y) | X=x]+E[{"(Y) | X=x] VI,{’eH ;

continuo, uma vez que o operador linear Ex ¢ limitado, isto &, Ex <oo;

e de norma unitaria, posto que
E =sup{ Ef :fef,  =1}.

Da mesma forma, a esperanga condicional dado Y, proporcicna um

operador EY:H1__>H2’ com as mesmas caracteristicas.
Para algum fEH2 e geHl, tem-se:

<Ext' ,8>=E[E(f(Y)| X=x)g]=gE[f{Y)]=E[gT(Y)]=<f, 0>=¢{.E L3

tal que E e E_ sdo adjuntos, isto &, E =E‘; ou seja, sendo E :H -—H,
X Y x Y ¥ 2 1

onde H:2 e I—I1 8¢ espagos lineares normados, o adjunto de Ex ¢ um
* = * . . . * » *

operador Ex:Hz—aﬂl, definido assim; se ,geHz faga—se (Exg)[f}=g(Exf);

¥
t'eHz. Segue, entBo, que o operador ExE Y=EyEY de I-I1 em si € Hermitiano.

» 2
Como <ExEYf’f>"<EYEyf ,t'}-(Eyf ,Eyt'>— Eyf =0, e ExEv é de norma

unitaria, entfio, seus autovalores A sfio reals e satisfazem a 0=A=l,

A funcgfo constante 1 & uma autofungio associada ao autovalor
A=l (esta € i(nica exceto se existem fung¢Ses mensuraveis f e g tais que

f{Y)=g(X) q.c., isto &, com probabilidade um).

Seja A um autovalor n#o nulo de ExEY (0<a=1), e f, uma

A

autofungfio associada a A, Deve-se supor fl =1. Nota-se que ExEYfA=?Lf 2

implica em EYEx(EyfAFAEyf;\' e tem-se que g=l~?.“,’."?t ¢ uma autofungio de

EyEx’ associada pelo IMEesmo autovalor A Ainda mais,

2 —
E £, “=CEE f,.f,>=A=0.



Kriging Nao Linear 53

Assim, ,gh=(EYfa)/V A ¢ de norma unitdria e ainda,

fh=(1/ A )-1Exgh , definem uma correspondéncia 1-1 entre a autofungfo de
norma unitiria do operador E EY e EyEx, associado pelo mesmo autovalor
X

sdo

A>0. Em termos de analise multivariada, as autofunges 1’>t e g,

chamadas fatores.

Supde-se, agora, que a lei F(X,y) admite uma densidade
mensurdvel ¢ com respeito ao produto, Fx(x)Fy(y), das leis marginais,
isto &,

F{x.y)=¢(x,y)F‘X(x)FY(y).

Em particular ¢{x,y)Fyt)r) ¢ a lei condicional de Y dado X=x, e

neste caso o operador Ex ¢ definido por:

(Exf)(x)=J¢(x,y)f {y)dF Y(_Y;r].
Suponha, que a densidade ¢ tenha quadrado integravel, isto &,

”|¢[x.y) | dF, (x)dF, (y).

Ent@o, pode ser mostrado que os operadores ExEY e EYE‘,x sfo compactos.
Seus autovalores formam uma sequéncia ndo-crescente 1=ADZ?¢12122...,
tais que rfa.i(m. Onde cada autovalor hk>0 ¢ associado pela autofungio
fk de ExEY (gk de EyEx]’ ¢ & possivel escolher estas autofungSes tais
que sejam ortonormadas. Entdo a densidade ¢ da lei F(x,y), admite a

seguinte expansao:

¢(x,y)=2‘:1/ A, £ (3)g (),

chamada representag¢io fatorial da lei F(x,y).

As correspondentes representagles dos operadores esperanga

condicional Ex e EY, sdo dadas por:
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Evf=z:/;: <f'fk> 8,

Exg{;’\/;: <8,8)> f,-

3.3 Modelo Isofatorial

Sejam Yi, i=I,...,n, varidveis aleatérias, Fi a lei marginal
de Y1 e FU a lei bi-dimensional do par (Yl'Yj)' Diz-se que os Yl’s

formam um modelo isofatorial, se:
(i) todos os Yi’s tém a mesma lei marginal, F1=F;

(ii) a lei bi-dimensional F'” admite representaciio da forma fatorial,

com os mesmos fatores xk=ifk=tgk, para todos os pares (i,j); isto &,

Fu(x,y)=)::’1‘k(i,j)xk(x)xk(y)F{x}F(y).

A lei F e os fatores X 580 os mesmos para todos os pares
(i,j). Os coeficientes Tk{i,j)=E[zk[Y1)xk(Yj)], sdo coeficientes de
correlacgio, —lﬂ“k(i,j)ﬁl, e em particular Toti,j)=1.

Segue que, para qualquer fungBo mensurdvel f tal que

E[fz(Yj)]<m, tem-se:
(s): E[f(Y) | Y11=ETk{£,j)<f,xk>xk(Yl],
onde, (f,xk)='[f{y)xk(y)dF (y).

Agora, considera-se ¢ problema de Kriging Disjunfive de Z{xo),
baseado em Za' a=l,...,nn, € suponha que cada uma destas varidvels seja
dada pela transformagfio da correspondente varidvel aleatdria Yl de um
modele isofatorial, isto &, Z[x0]=f(Y0), com segundo momento finito e

Z(xa)='ga(th]’ a=l,...,n.
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Deve-se encontrar o preditor de Kriging Disjuntivo de

Z[xo}=f{Y0), baseado em Yoc' o=1,...,n.

Fazendo-se uso de (S), o sistema {DK) pode ser reescrito como:

(DK_): Z‘;’Tk(o,oc)<f,xk>xk{Ya}=Z‘: ETk(“'B)@k'fs>xk(Ya)'

Os fatores xn’s sendo ortogonais, o sistema (DKR} torna-se

equivalente a:

E:Tk(a,s)(xk,fB>=Tk(O,¢x)(f,xk); Ve=l,...,n ¢ k=0,1,2,...

Por conveniéncia faz-se fk=<f,xk> e ft:=(fa,xk), tais que a
- - 3 - - L) . —
fungéo a ser predita e seu preditor de Kriging Disjuntivo ZDK-Z‘:fa(YaJ,

admitam, respectivamente, as expansdes:

f(Y0)= Uszk(YOJ’

Z;K=X'1‘ E:t'txk(Y“].

Ent3o, para cada k=1,2,... os coeficientes ft so obtidos

resolvendo-se o sistema:

) B _
{CK): E‘fk*rk(a,m_fk'rk{o,a).

De (S) segue que (Tk(i,j)) ¢ a matriz de covariincias de
xk(Ya), tal que o Gltimo sistema acima representa o Kriging Classico de
xk(Yol baseado em zk(Ya). Ou seja, na estrutura de um modelo isolado, o
problema ¢ largamente simplificado, deve-se submeter a Kriging cada
fator separadamente. Na pratica usa-se expansfes limitadas a uma dada

ordem K, e dai deve-se apenas resolver, separadamente, K sistemas nxn.
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Note que, outra consequéncia da ortogonalidade dos fatores xk
é que a variincia de predigdo O‘EK ¢ dada pela soma das variincias de

Kriging dos fatores, isto &,

2 2 2
o= ) o ;ondeoe =0 e
DK 1%,k K,0

2 2
"k T fk+sz‘1’Tk[0’a)rf'



CAPITULO 4

ANAMORFISMO GAUSSIANO

Pelo fato de que no processo Gaussiano estacionédric o melhor
preditor de Z(xo) pode ser obtido, seria conveniente, se possivel,
transformar a varidvel aleatéria Z{x) com distribuigio estacioniria
(estacionaridade, aqui, se refere &  estacionaridade estrita)
arbitraria, em uma varidvel aleatéria gaussiana, centrada, que origine

um processo Gaussiano estacionério {Y(x}}.

Seja ¢ a transformacdo Z(x)=¢[Y(x)]; esta transformada ¢ dita
anamorfismo gaussiano, no agéndice 4, mostra-se que ela existe & unica
e invertivel (se a vari4dvel for continua). Note que isto deve ocorrer

#B.
para Z{xa}atZ[xB} Vo8

Ainda mais, esta transformada gaussiana produz wuma variavel
aleatéria que € Normal univariada com meédia zero e varidncia unitéria,

obtida através de uma variavel com distribuicdo arbitraria.

Uma outra hipStese verificada €& que todas as distribuicdes
multivariades do processo estocéstico {Y(x)} sdo também gaussianas. Sob
estas hipbteses a esperanga condicional En{ Y{xo]} é idéntica ao
preditor de Kriging Simples Y;rt:z:ha‘{a’ obtido pelo sistema de equacghes
(SK).

Quando os n dados transformados Yoc gdo fixados, a lei
condicional de Y(xol ¢ também gaussiana, com valor esperado
. ta s . 2 ~ :
YSK--En-{ Y(xo)}- e varifncia de Kriging o Conhecendo-se esta lei €

simples obter a esperanga condicicnal da variavel original

Z(xol“—*qb[Y(xo]], isto &,

57
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En{ Z(x ) b=E4 $LY(x )] | $LY(x )],....4[Y(x )] b

Note que, pelo fato da transformada ¢ ser geralmente
ndc-linear, a esperanga condicional En{ Z(xol} ¢ ndo-linear com respeito

aos n dados originais Z(xl),...,Z(xn}.

Esta transformacg8o é aplicada a Z(x) por trés razfes basicas:
{i) & conveniente trabalhar com a distribuicdo Normal devido &

facilidade de definir relagSes tal como a esperanga condicional;

i) como esta transformacdo sempre exXiste, o método de predicio €
generalizado no sentido de que apenas uma formulagiio seja necesséria

para todas as possiveis distribuigGes da variavel aleatéria Z{x);

{iit) elimina-se a necessidade de que a distribuicio de Z(x) seja

especificada.

Este anamorfismo gaussiano ¢, na prética, deve ser conhecido,
o qual requer a estacionaridade do processo estocastico {Z(x) }, e 0
conhecimento da esperanca estacionaria E{Z(x)}}=m. EntHo, o preditor de
Kriging Linear _Y;K pode ser construido, onde ainda se requer o
conhecimento da funcio de covariancia estacionaria (Y(xa},Y(bi do
processo  estocastico transformado, {Y(x)}. A inferéncia desta
covarigncia € geralmente feita baseada nos dados transformados. Contudo
o preditor de Kriging Linear, Y;K, pode ser assumido idéntico &
esperanga condicional En{ Y(xo) }, a qual requer a suposigio de que todas

as distribuigdes multivariadas do processo estocastico transformado

sejam gaussianas.

Sob a condigdo de que a distribuigio uni-variada de {Z(x}}
seja conhecida, ou a transformac8o ¢ bem determinada, a pratica tem
m:;str‘ado que o preditor ndo-linear Z;x é geralmente methor que Z;K ou
Zox obtidos por métodos de Kriging Linear aplicados diretamente aos
dados Za, a=l,...,n, isto &, pela projegio de Z[xo) em Eml ou na

variedade linear {.
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4.1 Modelo Hermitiano

Todo interesse em polinémios de Hermite vemn destes

constituirem uma base ortonormal de Lzm,G).

Polinémios de Hermite sZo fungBes ortogonais em relagiio a
fungdo de pcmder‘aqﬁ;) exp[—-yz/Z] no intervalo (-w,+w). Muitas fungbes
podem ser representadas por uma série de polindmios de Hermite da
forma ¢[y]=)::¢ka(y], onde os <pk’s podem ser determinados usando as
propriedades de ortogonalidade, e Hk(y) ¢ um polinémic de Hermite de

ordem k que é definido como:
Hk(y)=(—l)kexp[—jr2/2] a (exp[—y2/2]) .
k
ay

Hk{y] pode ser avaliado pela relagdoc de recursividade:

H (=yH (y)-kH _(y),

onde HD[y)=1 e Hl(y)=y.

Uma condiclio suficiente para que a funcio ¢(y) tenha uma
representagio de Hermite €& qﬁe esta convirja em média quadrética, isto

é:

o)
J (¢(}'))2exp[-y2/2}dy<w.

E a condicio acima que permite o célculo dos coeficientes P,

A relagde de ortogonalidade para polinémios de Hermite

(nfo-normalizados), ¢ dada por:

o _
J Hk(y)Hk,(y)exp[—yz/Z]dFO se k#k’ ;

-0

o
'- Hk(y)Hk,(y]exp[—yz/Z]dFk!V 2n  se k=k',
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Usande a relagio de ortogonalidade:

¢k=[J OH Wexpl-y"/21dy}/ e 2x )

Posto que ©para Kriging Disjuntivo ¢(y) & geralmente
desconhecido, nio se pode, em geral, avaliar esta integral
analiticamente. A integragio de Hermite propicia um método alternativo

de técnica numérica que usa apenas poucos pontos yl's:
~Jt _,2 W .
¢k{2w1¢(v1)Hk{v1)exP[ vl/Z]dy}/(k. 2w ) ;

onde v.e o podem ser obtidos através de consultas a Abramowitz e

Stegun [1965].
Caso (Gaussiano

O caso gaussiano proporciona um simples exemplo de modelo

isofatorial, onde os fatores sio polinémios de Hermite normalizados

nk=H /v k1, com Hk{y)=(—1]kexp[-y2/2] Bk (exp[-yz/Z]).
k Kk

oy
Sabe-se que estes polindmios formam uma base ortogonal de
Lz(ﬂ,G), onde G é a lei Normal com esperanga zero e variincia unitéria.
Seja Gp(x,y) a lei Norinal bi-dimensional com esperan¢a zero, variancia
unitaria e coeficiente de correlagdo p. Sua correspondente fungdo

caracteristica &;

2 _2 .4 k. 1k 2 2
g (o mmenpl- T 20) | o B U () (8 3v ),

Se |p[<1, segue do teorema da convergéncia dominada que a
transformada de Fourier pode ser obtida termo a termo, tal que a

densidade gaussiana Sp admita a expansdo:
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1 Pt a* 2, 8 2
8,09)= 5 Vo £ < (exply"/2])" (expl-x/2]).
T ay 8x

Utilizando-se Hk[y), obtém-se a seguinte representacio

fatorial da lei Normal Gp:

K
{G): GP(x,yJ=Z§p nk(y)nk(x)G(y)G(x).

Posto que E[Hk(XJIY]=pka(Y], segue que qualquer modelo

gaussiano ¢ isofatorial.

Substituindo-se em (G) pk por Tk, generaliza-se © modelo

gaussiano e obtém-se a lei bi-dimensional da forma:

F(x,y)=g(x,5)G(x)G(y); onde ¢(x,y)=}° T,n (x)n (y).

Uma condig8o necessdria e suficiente que Tk deve satisfazer,
pois ¢ deve ser positiva, é Tk=E(Pk); onde P & uma varidvel aleatéria,
tal que -1=P=]l q.c., ou seja, Tk’s sio o5 momentos de uma lei de

probabilidade concentrada em [-1,1].

k . .

Posto que © caso Tk=p corresponde a lei Normal Gp, a lei F
surge como uma mistura de leis Normais com vérios coeficientes de
correlagiio. Qs fatores associados a F sfo os polindmios de Hermite L

e dir-se-a que a lei F & Hermitiana.

Isto sugere o seguinte modelo isofatorial chamade modelo
Hermitiano. As variaveis aleatérias Yi’s sio Normais (0,1), isto &,

F‘1=G, e as leis bidimensionais s@c da forma:

Fn(x,y)=Z:Tk(i,j)nk(y)nk(x)G(y]G(x),

com coeficientes Tk(i, J )=E[nk(YlJnk{Y j) ] Em particular, se

Tk(i,j)=p]:1, as leis F u s8o Normais bjvariadas. Caso contririo tem-se

E[nk(Yi)|Yj]=Tk(i,j)11k(Yj], a relagéo (CK) ocorre.
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4.2 Sistema de DK Hermitiano
Baseado nas seguintes propriedades:
(i) 'nk(u) s30 polindmios ortonormais, isto é:

¢n (),m,(Wy=Efn (un, () };{(1) e ke

. k
(it) (‘l‘]k(Yl),‘ﬂk(YJ]>=E{'nk(Yl)nk(Yj]}=pu ;

(iii) qualquer fungdo mensurdvel f(u) com variincia finita, tal que:

J £2(W)G(du)<e,

-

pode ser expandida como uma série polinomial de Hermite:

f (u)=E:qaknk(u} s

onde

o

‘Pk=<f(u)mk(u}>=J f[u)'nk(u)G(du], Vk;

-

62

(iv) a esperanga condicional de qualquer fungfo mensurdvel f(u) tem a

seguinte espanséo:

_ k
E{EY )Y, t=)op, 2L

e sob a hipétese de normalidade univariada e bivariada as esperancgas

condicionais que aparecem no sistema de (DK) podem ser calculadas.

A expansio da fungio ¢ (anamorfismo gaussiano) em polindmios

de Hermite, truncada no termo de ordem K, & dada por:
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gw=Y" m (u).

Analogamente, considera-se a expansfo de Hermite de ordem K

relativo ao preditor de Kriging Disjuntivo:

2 8aZ 18,00 ) i T, n, (¥,

Z;x{:g%‘?k“k”a"gma, knk(Ya);

onde fa " ¢ constante dependente apenas de « e k.

L

As duas condicSes impostas para a obtengfo do melhor preditor

sfo ndo-viciabilidade e minima varidncia do erro de predigio, ou seja,

*
E[2(x )-Z, =0

2 _ 2
(D): o K—E[Z(xo) ZDK] minima.

A condicdo (D) ocorre quando [Z(xo)—Z;K] é perpendicular a
qualquer fungéo 8, no hiperplano definido pelas fungBes mensurdveis
‘ s - ~

ga{Za]. Portanto os vetores E[Z(xo}—ZDK] e ga(Za] sdo ortogonajs. Entdo

pode~se escrever:

*
E{ [Z(xOJ—ZDK]ga( z)] }=0
ou

L 3
(F): E{[Z(x g (Z )}=E{[Z g (Z )]}

Em termos de esperanga condicional pode-se escrever (F) da

seguinte forma:
B [Z(x )| (Z1}=E{[Z,, | (Z)1}, ¥8=1,....n.

Posto que nenhuma afirmacio fora feita sobre a distribuicdo de
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Z{x), se faz necessdria a transformagfio ¢, ou seja, a aplicagio de um
anamorfismo gaussiano, Portanto escreve-se esta fungic em termo de

polinomiais de Hermite:
2[x)=¢[Y{x)]=):;qoknk[Y(x)]

onde o0s gok’s sdo determinados utilizando-se a relagfio de ortogonalidade

e integrais de Hermite.
Tem-se: E{g[Y(x )]|Y(x,) t=)E{ 8 (#[Y(x D) Y(xg)}, VBsl,...n

As incbgnitas sio determinadas utilizando-se o fato: "Se (X.Y)
é Normal bivariado com média zero e variincia unitéria, entfo a

densidade conjunta € dada por;
f (x,}'l=[ Z:(pxy}kﬂk(y)l{k(x),g{y)g(x]] J(K),
onde g ¢ a densidade da Normal padronizada".
Desta forma, tem-se:

E{#(0) [ V=] (o, )"p H (Y),

z:;q:kl-lk[Y(xB)]{(poB)k—Efa’k(p mB}k/tpk]FO, vg=l,...,n.

. . _ . » _ »
Definindo bct,k-f&,k/wk' entdo zm: Z':pka(Y(xo)). onde

H:(Y(xo)) € o valor predito de Hk(Y(xo)), qué pode ser escrito como:

H (Y(x 0))=Er1‘ba’ka(Y{x“)).

e 08 b 's sdo determinados resolvendo-se o© seguinte sistema de

¥

Kriging Linear:

K_ ko,
(pOB) —r;ba,k(paﬂ) ) B"'L--*:nw
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Para =0, o sistema acima reduz-se a condicio de

nio-viciabilidade ):;Lha =L

Variancia de Kriging Digjuntivo

Se ¢(Y) for uma funclo de uma varidvel aleatéria Normal (0,1),
entio a média e a varilncia de Z=¢(Y), onde $(Y) € expandida da forma

otpknk[Y], podem ser obtidas através dos coeficientes (ok’s COomo:
p2=E[¢(Y)]=qoo e a-;=Var[¢(Y)]=zrk!qo: .
A variancia de Kriging Disjuntive é dada por:
Var{Z(x )-Z, (x VJ=E[Z(x J]+E[Z, (x )Z(x )];

que utilizando-se do fato relacionado & esperanga e variéncia,
anteriormente citado, e aquela decomposicio da lei bidimensional;

fornece:

2 - " 2 k
Tk r:"'?’k 1+Eba,k(p oa) '
4.6 Calculo Aproximado

Sejam z[xa]’s o0s valores conhecidos experimentalmente que sio
realizagbes de uma fungdo aleatéria Z(x) com fungdo de probabilidade
F(z)}=PlZ(x)=z], continua. Deseja~se determinar a fungSo anamorfismo
(bijetiva) ¢, relativo A transformagio de Z(x) em uma gaussiana Y(x)

cuja relagio & Z(x)=¢[Y(x)].
Obtém-se a identidade:
G(y)=PlY(x)=y]=P[¢[ Y(x)]=¢(y)]=P[Z(x)=¢(y)]=F[¢(¥]].
Transformar a fun¢fo aleatéria original em uma que é suposta

ser Normal uni e bivariada (para cada par de locagdo) ndo ¢ simples.

Experimentalmente um método para aproximar esta funglo €
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primeiramente ordenar os dados em ordem crescente; a distribuicio de
frequéncia acumulada F(za) e uma aproxima¢io para esta & utilizada para
obter um valor transformado Y(xa). Uma possibilidade para tal célculo é
o uso da relagio P[Z(x )=z ]%(«-0.5)/n, onde & é o ntmero total de z,’'s
menores ou iguais a z,eno niimerc de pontos amostrados (malha regular

no espago implica em ponderar por 1/n).

Associando o valor Ty de uma gaussiana Y, correspondente 2
mesma frequéncia acumulada Gly )=F(z ), sendo ya=G'1[F(za)], no caso da
relagdo anteriormente citada, o Y(xa) associado é calculado invertendo
a fungio de probabilidade

‘ yazp_l[(a—O.S)/n].

Torna-se conhecida, assim, a fungfo anamorfismo para cada um
destes pontos (yu,za). Os valores intermedidrios para a relagdo
za=¢{y“) sfo calculados por interpolacdo linear ou algum outro método
equivalente, ajustando um polinémioc de ordem n aos pares de dados
(ya,za). Isto se faz necessério pois o valor da abeissa na integragio

de Hermite necessariamente nfo corresponde a um Zoc contido no conjunto
de dados.
Na préatica € necessario modelar tal funcdo ¢ que sera

determinada pelos coeficientes 'nk’s do desenvelvimento em polindmios de

Hermite truncados na ordem K,

My
¢{Y)= R Hk(Y).
Os coeficientes sdo teoricamente definidos por:
7 =E[$(Y)H (V)],
e oS Hk’s podem ser obtidos pela recursividade:

Hk+1(y)=ka(y]-ka_l(y), onde Ho(y]=l e Hl(y]=y.
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Indica-se uma possibilidade para a determinagio de m, por
interpolagio entre os pontos experimentais (ya,za), n, ¢ obtido por

integracéo de q‘:(y)Hk(y)g(y).

Para verificar se valores apropriados de nk’s foram obtidos,
calcula—se a média e a variancia do processo. Determina-se assim o
ntmero K do truncamento "plotando” a funcio ¢(Y(x}) "versus" os dados

originais para ajudar na determinacdo do nitimero de nk’s necessarios.
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CAPIiTULO B

PREDICAO DA PROBABILIDADE CONDICIONAL

Pode-se desejar, por questBes de gerenciamento, predizer a
proporgio de valores de uma fun¢do aleatdria que sejam maiores que

certo limite, baseado nos valores avaliados em determinado suporte.

Predizer uma probabilidade condicional em dada Iocacio ¢
possivel, poste que o preditor de Kriging Disjuntive é ndo-linear. ©
método em si consiste de duas etapas: a primeira € encontrar a
probabilidade condicional de que o valor de Z(x), em um ponto
aleatoriamente localizado, X, em um bloco V, seja em conte(do,
superior a um dado ponto-de-corte z - A seguinte é obter a
probabilidade condicional de que o valor do bloco esteja acima de dado
ponto de corte. A funclo de probabilidade é entfio integrada em todo

bloco.

Em termos de predicdo pontual o problema se apresenta da
seguinte forma: ¢é conhecida a realizagio de um processo estocéstico
{Z{x):xe})} em certo namerc de ponios X o=l,...,n. Procura—se predizer

a quantidade de valores f [Z(xo)] a partir das informacgdes disponiveis.
Mais frequentemente f[Z(xol] representa a tonelagem de mineral

T[Z(xo)]=3‘[Z(x0]ch], ou uma quantidade de metal

Q[Z{xo)]-_-Z(xo).?[Z(xo)zzc], que sfo chamadas "funcBes de recuperacio

pontual”.

5.1 F\mgSes Indicatrizes

Em termos da predigfio pontual,

P[Z(x J2z_ [z(x e .Z(xn}]=P[¢[Y(xo]}a¢(yc} | Z(x, ). -Z(x )];
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onde Z=¢[Y] e Y, é a transformada associada ao valor-de-corte. ¢ € o

anamorfismo de uma fungio multigaussiana Y.

A probabilidade média sobre o bloco é dada por:

. 1
P[Z(xﬁ}a zc|Z(xl),...,Z(xn)]= ~ J P[Z{xo)zzc|Z(x1],...,2[xn}]dx.
V

De fato, para se determinar a probabilidade condiciopal usando
Kriging Disjuntive o problema deve ser remocdelado tal que o preditor de
DK, que prediz a esperanga condicional, também possa predizer a
probabilidade condicional. Assim define—se uma fungfo Iindicatriz

fyc(Y}, baseada no ponto-de-corte transformado y_ como:

1 se Y=y
£ ()= ¢
ye 0 c.c,

entéo,
E[fyc(Y)=1]=P[(Y(x)Zyc)]
0 que permite escrever:
E[fyc[Y[xo)]=1 | Yix, ),...,Y(xn)]zp[[Y(xo)zyc] ] Y(xl),....Y(x'n)],

posto gque

lsey=sY (w
f ()= ¢
ve Ose =< Y<y

Portanto a probabilidade condicional de que Y(x) seja maior

que y_ ¢ dada como a esperanga condicienal da fungdo indicatriz fyc(Y).
Citando em particular as fungbes de recuperagéo:

f[Y(xo)]=5‘[Y(xo)2y°]=fyc[Y(xo)];
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f {Y{x0}}=Y{xo)9[Y{xo)=yc ]=Y(xo )fyc[Y(xo)].

Frequentemente, o meétodo de predicdo de .?[Y{xu)zyc], é

denotado por f‘[Y(xo)] e € deduzido como uma combinagfo linear dos
L
{.?[Y(xo)zyc]}» .

Constréi-se uma familia de pontos—de—corte ¥y i=1,...,N; tal
que:
m =E{ F[Y(x)zy I}=P[Y(x)=y ]

O preditor de Kriging Disjuntive (Co-Kriging das

indicatrizes) & média conhecida de ?[Y(xo]zyl] é da forma:
*
{9v(x =y 1} =ml+E 1E PPV 2y ) -m ks
que conduz ao sistema de Kriging Disjuntivo:
0
(C-K): E:YI‘A&J{ﬁ-K‘;‘k , J=1,...N e a=l,...,n;
com KaB=Cov[.?(Y =y ),3 (Y, =y )]
T Tk 20 A T

0O que se sabe & que este método € dispendioso, pois deve-se
tornar conhecidas as N fungBes de covariéncia das jndicatrizes. Com o
objetive de evitar o conhecimento de tais Tuncfes de covarincia A.
Journel [1982], propés o Kriging de cada indicatriz independentemente

uma da outra. Porém néo cabe neste trabalho sua discuss@o e avaliagéo.

Sabe-se que teoricamente a melhor predigdo possivel de
.?[Y(xo)zyc] a partir dos n dados avaliados, Ya‘s, ¢ a esperanga
condicional E[.‘?[Y(xo)zyc|Y1....,Yn], isto &, a projecio de Y[xo) sobre
o espago das fungSes mensurdveis da forma f(Yl,...,Yn). J& ¢ notério
também que para se obter esta esperanga condicional faz-se necessario
recorrer a um modelo. Considera-se que Z seja um anamorfismo de uma
fungfio multigaussiana Y, e ainda que existe uma fun¢io bijetiva ¢ tal

que Y(x]=¢-l[2{x)], de forma que
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_ -1 -1
E[.?[Y(xo)zyc [Yl...-.Yn]—E[.‘f[qb (Z{xo))zqﬁ (ch | 21"”’Zn]'
Sob este ponto de vista, deduz-se que a média e a varifncia

sd3c regpectivamente as de Kriging Linear para a lel gaussiana e

obtém-se:

— _1 . — —
E[E[Y(xoizyc|Ya-—¢ [Za}, «=l,...,n] =

= me[¢"(2(x0})zyc][(z%;)]we"p{" —;' [ z;? )z}dz

Em particular:

¢ (2 )-y
*a1-G |—=° "KL
{S[Y[xo}zyc]} =1-G [ o },

l\J|'—'

pr——

(®

| &

-]

S
"

. (@ | v
{Y(xo].?[Y(xo)ZY Jb =L_1(zc}¢[3’] [(21[0‘:;)] ex‘p{*

5.2 Kriging Disjuntivo Bigaussiano
A funcfo esperanga condicional,
ELf yc[Y(xo}]=1 |¥(x )., Y(x )],

¢ por definicdo a projecdo da fungio fyc[Y(x)] no espago das fungdes

mensurdveis das (n+l) variiveis Y(xOJ,Y(xl},---,Y(xn). para xaED°

*
0 preditor de Kriging Disjuntivo Pm: da fungio fyc{Y{xo)] &
ento a projecio desta fung8o no subespago vetorial I)nc}tn da soma das
fungGes mensuraveis de cada dos n dados ch separadamente. Do teorema

*
cléssico das trés perpendiculare, resulta que PD K ¢ a projecdo de T em

. D

n
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Modelo Isofatorial Bigaussiano

Sendo U e V duas variaveis aleatérias com mesma !ei Normal
padrdo g e coeficiente de correlagio p, a densidade conjunta de (U,V),
é dada por:

/ 2 2
Flu,v)=(2n/1-p* ) exp{- é U -2puv+v 3
1-p

Introduzindo polinémios normalizados de Hermite:

k
/ -1 1 a
alul= (¥ k! ) —gm ? glu),

pode-se reescrever a densidade como:

Wk
F (u’V}_E:P nk(u}nk(\?)g{u)g[v)-
Portanto, isto fornece a seguinte férmula fundamental:

(FF): E[n,(U)|VI=p"n, (V).

E[nk(U]|V=v]= nk(u) flu|v} dv
-
E['qk(U)IV=v]= Oplnl(ﬂ[_m 'qk(u] 'nl(u) glu) du

Eln (U)|V=v]= p"n (¥),

obtido através da ortogonalidade dos nk’s, isto &,

0 se k=0

Cov[n, (U),n (V)]=
. k pk se k=0.

Como visto no capftulo anterior, se ¢ é uma fungSo de quadrado

integravel, ¢ pode ser representada em termos dos nk's, 0 que permite

concluir que:
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E[¢(U)|V]=E [X:evknk(U) IV] =E:¢kpknkiv ).

Mantida a condigdo de que {Y(x)} seja um processo estocéstico
estacionério, diz-se que {Y(x)} ¢ Dbigaussiano se este verifica as

seguintes propriedades:
i) Y(x) é Normal padrio;

if) a densidade conjunta de (Y(x),Y(y)) é bigaussiana.
Esta densidade deve ser representada, como:
—— k -
£, wv=op” m (uhn (gg);
onde g(.) é a fungio de densidade de uma Normal {(0,1}.

0 preditor de Kriging Disjuntive de fzc[Z(xo)], baseado nos

Za’s ¢ caracterizado pelas relagbes:
.
E[f A} ZB] =E [fzc[Z"‘o)] | ZB] , VB=l,...,n.

Suponha ¢ um anamorfismo gaussiano de um processo estocéstico
bigaussiano {Y(x)}, Z(x)=¢[Y(x)]. Entfio pode-se exprimir o sistema de

Kriging Disjuntivo, como:
E[f:c[Z[xo)] ] YB] =F [fchb[Y(xO)] | Yﬁ] . VB=1,...,0.

Através da expansféio de ¢ em uma série polinomial de Hermite

obtém-se:

£[r,gtvexnlv| :Z*’@ (00,11 %
E[f:c{Z(xO]][Y B] =Zm¢kE [n:[Y(xo)]|YB], VB=L,u..0;
G

que pela unicidade do preditor de DK, fornece:
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f;c[th°1]=:¢k [n:[‘{(xo)]] ;

-
onde os nk[Y(xo]]’s sfio os preditores de DK dos 'nk[Y[xo)]’s, obtidos

através dos Ya’s.

Voltando ac problema original, expandindo fyc(Y) em termos de

uma série polinomial! de Hermite truncada no termo de ordem K tem-se,
1y "IY(x )
fyc[ [xo)]_ ‘pk-nk[ X0 P

que é o preditor da probabilidade condicional, P;x'

Aplicando a ortogonalidade:

¢k=<fyc[Y(x)].nk[Y(x)]){ fyc(u)nk(u)g(u)du=J nk(u)g{u)du.

-0 yc

Usando a definicio de ne a de g(u), os parametros (ou

coeficientes da expanséo) (pk’s, podem ser eXpressos por:

w 2
q:o=(zn)'1’2J e " ’zdu=1—G(yc),
Y

c

onde G(*) & a correspondente funcio de distribuicio de g(*);

ve

9= /(k;})! [(y Jn, _ (37 )];

¢k=(23)'wj -nk(u)g(u]du = [g(yc)Hk_l(yc)]/\/ k!

entdo,

fyc[Y(xo)]= qoknk[Y(xo)]=1—G(yc)+g(y°)27% Hk_ltyc]nk[Y{xo)];

*
onde a2 anica incégnita é nk[Y(xo)].
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Fixando-se k, pode-se avaliar n:{Y(xo)]. Este preditor ¢

caracterizado por:

E[n:[Y{xOJ] | YB] =E [’nk[Y(x I YB] , VB=1,...,n.

*
Se k=0 » nk[Y[xo)]=l, entdo nk[Y(xo)]=1. Suponha, ent3o k#0.

De (FF} o segundo membro da equagio acima é p;unk(Ya}. Quanto

ao primeiro membro sabe-se que 'n:[Y(xo)]=Ef kB(Y ). Note que os Akl s30

B

os coeficientes de f '8 Entédo reduz-se o sistema de DK a:

B 1 ok . _
E:[Elklp aﬂ}nl(Ya}_p oconk(Ya)’ Ya=l,...,n.

Um estudo polinomial fornece:

;LB - 0 se lzk
1k1‘°aB k

Py S€ =k ; a=1,...,0.

Considere I#k. Se l#0, a matriz do termo genérico,
=Cov[n1(Yu),nl(YB]]

1 . B : B
Pa.e 1<at,B<n € regular, Entdo Akl—o para B=l,...,n.
Se 1=0, )::Affo. Porém estes termos ndo entram no célculo de

'nk{Y(xo)], posto que 'no(YB)=1, vp=1,...,n.

Finalmente, os termos a se considerar s3o os hfk. O preditor
de 'nk[Y(xo)] ¢ da forma:
*voc 128 0 (v )
B IYG =) A B
[reconhega que esta ¢ltima equaglo é a de Kriging Simples de 'nk[Y[xoi],
baseado nos 7 (Y )}. Os Afk’s sdo obtidos através da resolugdo do
sistema:

B 1 _kx |
) kkpaB_PaO s a=l,....n,
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5.3 Fungao de recuperacao

Usando o preditor H;[Y(xo)], para H [Y(x )], obtém—se@ o

prediter pontual para a probabilidade condicional:

Quantidade de Mineral: {T[Z(xo)]=9[2(xo}=zc]}

* »
PDK=1-G[yc)+g(yc)Z 711_' Hk_l(yc)nk[Y(xo)].

Pode-se entfio escrever o preditor da probabilidade condicjional
da forma alternativa: ' |
L1

p;K[Y(xOJ]=f;c[Y(xo1]=chmtu)du, onde

L4
fDK(u)=g(u)[l+Z % Hk_l[u]nk[Y(xol]].

Afim de se obter um preditor da probabilidade condicional |para

o grau médio de um determinado bloco, P, procede-se da seguinte fo

PIY0k )2y _| V(X )., ¥(x )]= LP; [¥(x )dx.

Dai obtém-se o preditor para a probabilidade condicional do grau médio

.
do bloco, PDK[Y(x 0]].

¢
- 1 L
PDK[Y(xO)]= -~ Jv{l-c(ychg(ycii 1 1! Hk_l(yc)nk[Y{xD)]}dx.

Posto que apenas os bak's dependem da locagiio (x), pode-se

reescrever a equagio acima como:

FDK[Y(XO):I: J‘_G{jrc)*"g'(jr c)zj?llt_! Hk—l{yc)z:%w:nk[Y(xa]]'
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Ouantidade de Metal: {Q[Z(xo)]=2(xo).?[2(xo)2 zc]}

— > =t
Escreve-se Q[Z(xo)]—q&[Y(xD)].?[¢{Y(xu))-¢yc], onde y =¢ (zc),

donde se obtém os coeficientes qok's por:

o
@ =J ¢(y)3y=zy Jn (y)gly)dy .

k
-0

que é equivalente a:

w
4’5{ ¢(y)n (y)g(yldy.
yC

Desenvolvendo-se ¢ em expansbBes polinomiais de Hermite, da

forma:

‘*’ﬁ“’f’: ;

)
¢k=:¢lL nl(y)nk(ng(y)dy .

¢

obtém-se, entdo,

Os coeficientes anl(y)nk(y)g(y)dy, que serfio denotados por Ulk , S8o0
deduzidos f acilmén!;; uns dos outros pelas relag@es:
U™V #
Uoo=1—G(yc] ;
Um:—nk_l(y)g(yc) (x>0);

U= dn, (y)gly 10, (kDO)

5.4 Prediggo de Recuperaggo de Blocos (KD)
O sistema de Kriging de Y(v) por Ya's &

EABCOV(Ya,YB)=Cov[Y[v),Ym), Ye=l,...,n;
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isto &,

n 2 _
ha+Zx¢5=1>‘39 ‘3'“.3-910%r , Ye=1,...,n,

onde Cov(Y ,¥Y )=1.
o

0 preditor de uma fungfo de Y(v), diga-se ylY(v]], é

¢
K

E[w[Y(v)]]Ya.5]=rlll(¥)(2n0‘§)_yzexp{- 5 (XX Yy,

Em particular, para as fungles de recuperacio T € Q de um

bloco, segue a regra:

v -Ye
E[T]Y , ]-1-6] —— |;
oS U‘K

o3

E[Q]Ya,s]=J ¢p[y)[21w;)' exp{- ; ( y;Yv )2}‘:‘}'.
K

y
[

Desenvolvendo-se Q em uma polinomial de Hermite truncada:
Q=) op, . (Y(¥)).
Seja sz=1—o~;zVar(Y‘). Assim como em Kriging & média conhecida:
s=Cov(¥(v),Y_/s),

dEduZ-se, entao:
E[n] (u)]I ::!5] S nl( v )!

E[Q] Ya,s]=gpksk1}k('¥:/s).
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Sabe-se que: —hl]— EW(Y(VIJF)}#]‘ [% r:nk(Y(vlJ)].

. : 1 .
Dese ja-se predizer ~ Enk(Y(vi)). O preditor é da forma:

zj;\oc kﬂk(YCt)

com © sistema

Eks,k

peeesTly

ou

"«.J&BJB olP aB] N zﬂ[p" ] ve=l,.

Donde se deduz diretamente a predigio de —;- r:l‘b(Y(Vl)), &

entdo, em particular a fun¢io de recuperagéio.
Para N blocos vi’s de um painel, tem-se a forma geral:
1 1
E[Tﬁ‘w(ﬂvl))wa] ‘TEE["’(Y(VIDIYa]'
E necessario o Kriging de cada Y(vl] com as informagdes Ym’s.

De forma andloga os preditores de P e Q, para todos os blocos

do painel s8o obtidos.

Através de uma expans@o em polindémios de Hermite, tem-se:

_;rﬂwmvl))-é 2.0, (Y l)—{fqok[ Y (Y, ])]

e . 1
£ neste caso mais simples predizer ——N-—Enk(Y(vl]) por:

1 P
N lslnp(‘i’(v s ),

com 0 objetivo de se obter diretamente o preditor de %ﬂ“’mﬂ))'
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5.5 Predicao por Condicionamento Uniforme

Sabe-se que a lei de um bloco Y(v) condicionado as
informacdes Ya's, nio depende do Kriging Y (v] de tal bloco, o que

significa que um bloco pode ser condicionade por seu valor de Kriging.

Uma solugdo mais simples para a predigdo condicional consiste
no Condicionamento Uniforme (K-UNI} dos Y(v )'s {lei do bloco) pelo
valor de Kriging Y de -——--XNY(V) pelos Y s

Y =™ v,
K 1 & a

onde se obtém o sistema:
YA Covly,, Yol ZNCOV(Y(V)Y ) Vo=l,...,n
on

AL AgCov(Y  Yo)=rm r‘(:ov(Y(v) Y ) Ve=l...n.

B#a

Sendo s§=Var(YK), o coeficiente de correlagio de Yx/sx e
Y{vl] é:

pl=pz:ha00v(Ya,Y(vi]) /5
Donde se deduz a lei de Y(vl) dado Yx:

L [ Y(v J—pi’?{!{/sK ]

I_PTJIIZ (1_p2]1/2

S -

A predigdo que € de interesse se escreve:

[ ["w(Y("DIY] L“[(Y{v))w]

. % 2 _1/2 y Yy e Y /s,
=5 (2r(1-p))7) ~“Wlylexp{- —- ( Tz ) Hr
o (1-p))
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Em particular para T e Q:

Y(v )—p Y /s
2,172 )];

i

E[T|Y, =5 ZN[I o( —

EI0]Y 1=l ® ()20 12y Zexpl - L ,Y(vl)_ple/sx 2
QY= ¢, y)(@nll=p)") ~ex 2 7 ) 1
1] ye “"‘Pl)

Em termos de polinémios de Hermite:
— k -
Eln (Y0 Y, /s J=p"n (¥, /5 )

em consequéncia obtém-se o preditor K-UNI dos coeficientes,

7o ™E [ Len (Y, /3, | Lot (%, /5,

- . : 1 )
originando o preditor final de TET""(Y(vl]) : )::wkﬂx
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CAPITULO 6

PREDICAC DE RESERVAS RECUPERAVEIS

Um dos principais eixos de pesquisa em geoestatistica
atualmente ¢ o desenvolvimento de métodos para a predigfio de reservas

recuperaveis.

DecisBes criticas de gerenciamento sobre a viabilidade de uma
proposta operagdo de mineraglio, caem inteiramente sobre a predigio
feita para a reserva global. Tal predigio ¢é feita com o pleno
conhecimento de que com alguma extensfo existe um erro. O analista deve
conhecer a extensdo deste erro, com o objetivo de tomar decisSes

corretas,

- O conjunto dos recursos "in situ" de um jazimento, apresenta
em muitos poucos casos, caracteristicas suficientes para permitir um
exploragio ndo seletiva. Para julgar a rentabilidade de um jazimento ou
de uma zona, ou para decidir o melhor método de exploragio, dever—se-&
que estudar diversas possiveis selegBes. O interesse esta, ent#o
concentrade na predigio destas reservas selecionadas. Para abordar o
estudo das selecbes, € necessério fixar uma primeira idéia, que £
essencial: "A realidade & desconhecida, e um preditor nf¢ se comporta

como a realidade™
6.1 Reservas Recuperadas

Quando se busca selecionar um mineral num jazimento J, para
recuperar uma parte jcJ, objetiva-se um controle de qualidade do
minério recuperado, ou um controle das condiges de exploragfo, mais
geralmente, a otimizagiio de uma certa fungfo das caracteristicas do
minério extraldo. Tais caracteristicas dependem, dentre outros fatores,

de um certo ntmero de parimetros de corte. A cada n-upla destes
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parametros de corte corresponde um certo minério recuperado de
caracteristicas associadas a estes parametros. Surge, entdo, o problema
de definir o conjunto ¢timo que maximiza uma fungfio associada ao
beneficio sob certas condigBes eventuais. Chama-se critério de selegiio
a esta funcdo das caracteristicas do minério eventualmente recuperado,
Vé——se que este critério variar4d segundo o método de exploragio e as

condi¢les econdmicas.

Uma vez definido tal critério de sele¢o, mencionado acima,
chama-se parimetro 6timo de selegfio ao conjunto dos par&metros de corte
que otimizam tal fungio das caracteristicas do minério. A este
parametro 6timo de selegdo corresponde um certo conjunto jo de minério

recuperado, de caracteristicas associadas a ele.
p

Em geral, hd que se estudar varios critérios de seleco e seus
impactos sobre a recuperagfo de recurseos. Fixa—se um critério. Antes de
definir o paridmetro 6timo de selegfio, trata-se de observar como variam
as diferentes caracterfsticas inerentes do minério recuperado em funcio

do parametro de corte.

Posto que a realidade é jnacessivel, ou seja ndo se conhece as
verdadeiras caracteristicas do minério recuperavel, os estudos s8o

feitos baseados apenas em preditores destas.

E clara a distingdio entre recurso "“in situ" e reserva
recuperével, o recurso "in situ® presente em um dado corpoc mineral ndo
pode ser extaida completamente, por duas razdes basicas: (i) técnica;
equipamento, material e problemas organizacionais; (if) econémica; o

custo da extragdo.

E fato que o recurso “in situ” de um depdsito ndo pode, em
geral, ser extraida completamante. Restrigbes técnicas assim como
econdmicas, fazem com que Seja necessario selecionar apenas uma fracfo
desta reserva. Isto define reserva recuperavel. A seletividade &
fortemente relacionada ao tamanho do suporte, que € o volume minimo de

material que pode ser selecionade.
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O termo predigdo recuperavel, adotado em geoestatistica, se

refere a uma situagdio muito particular:

~— o meio técnico da exploragdc pode ser sumarizado na definigio de um

volume minimo para selegio;

— o meio econdémico pode ser resumido na definigio de uma selegdo de

corte aplicado A seleglo do volume médio do contetdo.

A predicdo recuperavel, como citada anteriormente, € utilizada
com o objetivo de se aproximar exatamente das condigdes reais de
minera¢io. Identificar o problema de predicio recuperavel e melhorar as
capacidades de solucdo trabalhaveis tém sido o maior incentivio no

campo de reservas minerais.

A proposta da predigdo recuperével é a avaliagio da tonelagem
e contetdo médio recuperével por seleciio de um dado corte em um dado

corpo mineral.

O passo basico de selecfio aplica-se & unidade de selegBo do
volume V, chamada selegio por bloco. O critério de selegBio € um corte
z aplicado a um contelidec médic predito Z; do bloco v selecionado.
Neste caso a selegio € dita indireta. Se acontece gue o verdadeiro teor
do bloco Z‘r seja conhecido, ou se sua predigio é considerada ser

pr6xima do valor exato (real), a selegdo é dita direta. Se o bloco for

selecionado sem qualquer restrigio, a selegéio € dita livre.

Na avaliagfo de recursos o corpo mineral & dividido em painéis
regulares V. Na predigic recuperavel o corpo mineral sera também
dividido em palnéis regulares V, e asswne o mineral a ser selecionado:

(i) em unidades de blocos de tamanho v;
(ii} sem restrigbes geométricas;
(tti) aplicando um critério de corte em um conteGdo predito Z;, em um

bloco.

Consequentemente, partes estritas de cada painel V, serdo

selecionadas como "minério”, e uma fragidc de tonelagem e metal serd



Predir‘:;o de Reservas Recuperavels 85

recuperavel. Para qualquer painel V define-se as duas fungles de

recuperacio:

(a) T(zc]; proporgio de tonelagem de minério no valor de corte z,

predita no painel V;

(b) Q(zc]; quantidade de metal recuperado por unidade de tonelagem em

V, a um ponto de corte zc.

A funcio recuperivel serd determinada direta ou indiretamente.
Na prética o resultado serd apresentado como segue, para um painel V de
tonelagem TV:
(t) tonelagem recuperével predita em V = T=W[T(zc)];
(ii) quantidade de metal recuperivel predito em V = Q=W[Q(zc)];

(iii) teor médio predito do minério recuperével em V = M=Q(zc)/T (zc).

Note que as duas fungSes T(zc) e Q[zc) para um dado painel
dependem;
(a) do tamanho da unidade, v, de selegio do bloco; se v € reduzido a um
ponto, T(zc) e Q{zc) serfio ditos fungBes de recuperagio pontual;
(b) da quantidade de informacfo avalidvel quando se faz a predigio e
incorpafados aos preditores de T e Q;
() da quantidade de informacBes avaliadas quando da mineragio e

*
incorporados em cada preditor de bloco, Zv'

Quando reservas recuperaveis sfo preditas a partir de um
sistem4tico conhecimento dos dados, estas avaliagBes correspondem a
suportes muito pequenos, que sdo frequentemente muito pobres ou muite
ricos, e podem Tornecer a ilusio de fé4cil separagBo entre minério e
estéril. Posto que o objeto da exploragfio & um bloco e nfo um corpo, a
distribuicdo do contetGdo de selecdo dos blocos deve ser estimada
baseado no contefido de tais corpos. Esta estimagido ¢ dita ser global
quando se refere ao total do depésito. Um modelo para mudanga de
suporte na distribuicdo do contetdo deve ser usado. Aquela é& dita ser
local, quando se refere a uma parte do dep@sito, como os painéis, neste
caso o modelo de distribuigio de blocos deve ser condicionade pela

amostra na vizinhanca do painel.
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6.2 Re!agao de Cartier

O modelo para mudanga de suporte, que permite deduzir a
distribuigdo do teor do bloco V a partir da distribuigio do contetdo
Z(v), de pontos amostrais v, que é conhecido, deve satisfazer a relagio

de Cartier:
E[Z(v}| Z(V)]=Z(V),

isto &, dado um bloco V com contetdo Z(V), o contetdo de uma amostra v,

aleatoriamente localizada em V, deve ser igual em média ao teor de V.

Com isto, tem-se que a diferenca entre o modelo Gaussiano e
cutro qualquer, deve-se & hipStese de bivariedade que seja feita com
relag8o aos pares (Z(v),Z(V)). No modelo Gaussiano, estes pares sio
considerados Normais bivariados, ou apés serem submetides a um

anamorfismo gaussiano, esta consideragio é feita.

A distribuicic do conteido da amostra Z(v}, é entdo
perfeitamente definida por esta fungio anamorfismo gaussiano ¢, que
satisfaz a: Z(v)=¢(Y(v)), onde Y(v) & uma varidvel Nermal (0,1},

agsociada & amostra.

De forma anéloga, a distribuicGo dos conteGdos dos blocos
Z(V), ser& completeamente determinada por sua fungdo anamorfismo ¢v’
qbv(Y(V]):Z(V), onde Y(V) & a varidavel Normal padronizada associada aos

blocos.

Como os pares (Y(v),Y(V)) s8o supostos serem Normalis

bivariados, ¢, € entdo dada pela relagdo de Cartier:
¢ (YI=E[(Y(¥) | YOV)].

Se g denota a densidade Normal padrio, entdo a relagio acima

pode ser escrita como:

o
¢vfy1=[ #py+1-p")" "u)glu)du.
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A correlago p, entre Y(v} e Y(V) é escolhida de forma que a
varidncia de Z(V) satisfaga a:

Var(Z(V))=Var(Z(v))—",)-'V(V,V).
6.3 Funcio de Recuperacao Pontual

Seja {Z(x):xeDgﬂd}, um processo estocistico estaciondrio e com
variancia finita. Se x pertence a um depdsito D, define-se as seguintes

funcdes aleatorias:

{a) indicatriz para o grau de corte z:
c

1 se Z(x)Xz
$ (2= ¢
z

0 c.c. ;

(b) indicatriz inversa:

1 se Z(x)=z
§ (2)=1-F (2)= €
zC ZzC

0 c.c. :

{¢) indicatriz Z-inversa:

Z(x) se Z(x)zz
Z¥ (Z)=Z(x)¥ (Z)= ©
ZC zc

0 c.c.

Os parametros associados a estas sio:

(i) o teor médio de minério;

m=E[Z(x)]= %I Zw) du ;
D
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(it) proporcio de ntcleos abaixo do ponto de corte;
_ » _ 1
F(zzc)—P[Z(x}(zzc]—E[.?zc(Z(x))]— - JD tzotu) du .

A funcdo de recuperagfic pontual ¢ entdo definida em termos das

funcdes aleatérias acima citadas.

Tonelagem Recuperavel:

T(z )=E[$’ (Z(x))]= %J P du
D

Quantidade d_e Metal Recuperavel:

Qz )=E[Z8! (Z(x))]= %J 2)i! (W) du
D

Teor Médio Recuperavel:

m(z )=Q(z )/T(z) .
c c c
6.4 Fﬁng:ﬁo de Recuperat’:;o de Blocos

Suponha que a seleglo possa ser feita sem a desclassificagéo,
do valor real do conteﬁdo de minério no bloco. Define-se o conjunto de
fungbes aleatdrias de Dblocos e parametros, analogos aocs do Item
anterior, incluindo o subscrite V (suporte do bloco) naquelas

expressfes. Ainda mais, defina o contettdo minério do bloco como:

Z, (%)= _‘IT-J z{u) du .

Vix)

Também serd assumido que a distribuigio estacionéria, dos
conteidos dos blocos, pode ser obtida diretamente da distribuigdo do

contetido nuclear por uma corregfo afim da variincia.

Dada a hip6tese de corregdo afim, fungbes de recuperagio de
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blocos podem ser obtidas diretamente das fungBes de recuperagio

pontual.

Na préatica mineira, a verdadeira explotago ou lavra se faz
sobre unidades de selegfio, que ultrapassam largamente o suporte da
amostra . O efeito de suporte n3o & negligivel. O problema é saber como
aproximar a distribui¢io dos blocos em um painel V a partir de uma

informacdo pontual.

De forma geral, o problema é chamado "mudanga de suporte”, que

¢ um dos principais problemas em geoestatistica.

Se v designa o suporte da unidade de selegio, defﬂ1e¥se a

funcédo indicatriz de blocos:

1 se Z(v)=z
F(Z(v)zz )= ¢
“ 10 ec.c.

Define-se, desta forma, o preditor das fungbes de recuperagdo

de um painel V contendo N bloco vl's:

{i) Mineral recuperével
- 1 .
= 12 )2z );
(ii) Metal recuperavel

' 1
= EZ(VIJS(Z(vl)azc).

Os elementos de resposta sd@o extremamente reduzidos. Sabe-se
que a média dos teores dos blocos serd a mesma dos corpos de prova.
Sabe-se, também, que a estrutura média pontual sobre v é préxima a
variancia do bloco. Por outro lado, nada se sabe sobre a forma de Fv.
Porém, na préatica, pode-se tirar informages Gteis como a distribuigéo
do bloco condicionada 3 pontual (do corpo}, trata-se evidentemente de

uma aproximacdo.

Outra informagéo utilizada para construir o modelo de mudanga

de suporte & a relagio de Cartier:
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E[Z(x)|Z(v}]=Z(v).

Utiliza-se aqui, um modelo gaussiano, j4 que o anamorfismo

gaussiano é possivel e conduz a pares de bigaussianas (por hipétese).

Conhecendo-se a distribuicio dos teores pontuais Z(x), gragas

ao anamorfismo pontual ¢:

Z(x)=¢(Y(x))=) o 7 (Y(x)),

é possivel determinar a distribuigdo dos teores dos blocos Z(v), devido
ao anamorfismo dos blocos. Seja Y(v), o anamorfismo dos contetidos de
blocos Z{v). Entfio, no modelo Gaussiano (discreto) o espago &

particionado em blocos.

Seja x, um ponto aleatério no bloco v. Desta forma obtém-se a

relagio de Cartier:
k
Z(v)=E[Z(x) | Z(v)]=EwkE£nk(Y(x)) [ Y(v)]=z:fpkp 7 (Y{v)),
supondc que © par seja bigaussiano com correlagio p.

L3 - k -
Uma vez os coeficientes A determinados, desenvolve-se ¢,

de maneira a respeitar a variincia de Z(v), dada por:

Var(Z(v))=EZ(<pkpk)z.

Sejam vl's os blocos de anamorfismo Y(vl), e xl's pontos
aleatoriamente escolhidos em cada um de tais blocos, gue correspondem
aos anamorfismos Y(xi), pela multigaussianidade a lei é perfeitamente

determinada pela covarifncia dois a dois.

{A) Covaridncia Bloco—Bloco: PU=COV(Y(Vi)’Y(vJ))' que ¢ obtida a
partir de Cov(Z(Vl),Z(V])), determinada através de um sistema de

Kriging Linear, por:

| k2 k
Cov(Z(vi].Z(vj))—Z:(Qkp Yo,
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{B) Covariancia Ponto-Bloco: p_=Cov¥(Y(x ),Y(v ))=pCov(Y(v),Y(v)).
o) o J 1 J

(C) Covariancia Ponto-Ponto: p aB=Cov(Y{xa),Y(xﬁ))=p200v(Y[v1].Y(vj)).

Deseja—se, portanto, predizer uma fungdo Y(Y{v)), ou até mesmo
uma ponderacio de tal fungio pelos N blocos vl’s de um painel V. O
formalismo da predigdo de @(Y(v)), € exatamente o mesmo envolvido na
predigio pontual de 'MYO)' E suficiente, entfio, recriar os sistema de
Kriging Linear, fazendo uso das covariincias ponto-ponto e ponto-bloco

do modelo Gaussiano.
6.5 Efeito de Suporte

Considere todos os blocos vi a serem selecionados em um dado

corpo mineral. Zvl seu contetdo, € Z;i seu contelido predito baseado em
algum conjunto de informagbes. Sejam, ainda, F(z) e F*{z) suas

respectivas fungBes de distribuigdo de probabilidades (FDP).

Se a selecio fora feita com o verdadeiro conteiddo Zv1
{informag80 perfeita), a tonelagem de minério, a quantidade de metal e

o beneficio acima de um ponto de corte 2, seréo respectivamente:

T{zc)=TM(1—F‘( zc)) ;

Q(z )=T J z dF(z) ;
[ M

zc

Blz 1=Q(z )-z T(z) ;
[+ c L~ [ +]
cnde Tu ¢ a tonelagem do corpo mineral.

Estas trés fungles dependem da distribuicio do contelido do
bloco. E conhecido da geoestatistica que, quanto maior o bloco vl, mais
suave (no sentido de menor vari&ncia, ou menor coeficiente de variagso)
& tal distribuigio do contefido. Consequentemente para alto valor de

corte, é maior a selegio de blocos e menor a tonelagem recuperada. A
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influéncia do bloco selecionado ¢ chamado efeito de suporte. G.
Matheron [1983] mostrou matematicamente que para qualquer distribuigfo

do teor, & maior a <celegciio do suporte e menor a operagio de

beneficiamento.

No caso de selegdo indireta do bloco v, a tonelagem

recuperada e quantidade de metal, ser#o:
T(z )=T (I-F (z )
zc - M( - Zc ) '
Q(z )=T J. z dF.(zJ .
c M jzc

A tonelagem recuperada serd dependente diretamente da

FDP do conteddo predito do bloco, Z:.
6.6 Metodo para Predicao de Recuperacao Pontual

Considera-se, primeiramente, o método de predicio que permite
a andlise de dois importantes problemas:
(i) predigio da FDP local;

{it) mudanca de suporte.

Q primeiro problema tem vérias solugbes matemdticas exatas,
importantes, enquanto o segundo tem apenas solugfes aproximadas. Do
ponto de vista pratico, predigio de pontos recuperdveis é importante no
estudo de minas j4& em operagdo, desta forma se torna possivel comparar

a distribuicfo local estimada com as de cada painel.

Como visto anteriormente, predizer a fungio de recuperagio
pontual em dado painel V, & equivalente a estimar a distribuiciio local
dos conteddos de pontos x, Z{x) em V, que se sabe ¢ equivalente a
predizer a fung¢fo indicatriz de conteidos pontuais para todos os pontos

do painel V.

Seja {Z(x)}, um processo estocastico estaciondrio com FDP
F(z), e FDP bivariada entre dois pontos x & x+h, Fh(z,z}, sua fungdo de

covaridncia. O processo ¢é realizado em n pontos amostrais. A fungdo
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indicatriz para o contetdo de corte z ¢ associada a fun¢fic numérica
S‘zc[Z}. Nestas condigBes, .‘}zc(Z) define um novo processo estocastico

estaciondrio com as seguintes condigdes:
E[¢ (Z}]=1-F(z };
Zzc <

Varl§_(2)]=F(z )[1-F(z )].

A .‘i‘zc(Z) tem fungdo de covariancia estacionéria:

0w [w

C (h)=[ ]' F (u,u') du av’ - [1-F(z )]2.

zc h c
ZC JZc

A idéia do uso de fungfo indicatriz & baseada em Kriging

Disjuntivo, que & proposto agui como um método pratico para a predigio

de recuperacgio pontual.

Como qualquer fungio continua pode ser representada por uma
combinagdo de funcgdes indicatrizes, tal preditor de (DK), pode ser

aproximado por uma combinagfo linear de fungdes indicatrizes baseadas

na amostra:

2{'1‘2:“'1521(%’;

onde os zl’s formam uma sequéncia de valores de corte, permitindo uma

boa representagio da variavel Z.

Suponha que a variavel Z(X) seja representada de uma forma

continua. No caso de uma varivel positiva Z(x), tem-se:

[+ 4]
th)"-J 3z(x) d(z),

Q

Seja .T:(x), o Kriging Disjuntivo (Co-Kriging completo) da

funcéo .?z(x], por linearidade Z’(x) sera:
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[+ ]
z'(x)=J $(x)dz
0 z
onde

[}
.?'(x)=zh A'(Z,Z’)-? J(x ) dzb
z e [+ z 1

» i R »
z (x}:Z Joaa(z,z ¥, ) dz d2'

» © »
wa(z’)=J ha(z,Z') dz' ;

entdo, obtem-se:

definindo-se

0
isto resulta em:

* ® L
z (x){"[ V) &
1]0

Cada termo

¢ a definicdo de uma fungHo ga(Z“) através de fungdes indicatrizes,

Voltando & usual representacdo de Kriging Disjuntivo, Zga(zac)'
Apresentando ¢ preditor de (DK), como um Co-Kriging Indicador, permite
um f4cil entendimento das especificagdes necessarias para se determinar

um preditor de DK em uma forma continua.
6.7 Predicao por Distribuicac Condicional

Considere a realizagdo do processo estocéstico em p pontos
amostrais X o=1,...,n, € um ponto alvo X define-se o processo

vetorial {Z(xo),za: a=l,...,n} por sua FDP F[zo,zl,...,z ).
n

Pode-se derivar desta FDP:

-— a densidade marginal de Z(xo) e zr.t Y fo(z) e fa(z], Ya:
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— a densidade condicional de Z(xo) quando cada zoc ¢ fixado =
» flZx}Z,....2 ).

Para predizer ¢[Z(x0)], sendo ¢ qualquer fungfo mensuridvel, o
preditor deve =er uma fungdo g(Zl,...,Zn) dos valores amostrados
(Z ,...,Zn) que minimiza a vari&ncia do erro € a esperanga condicional

1
de r,b[Z(xo)] dado Zl,...,Zn.

¢'[Z(x0}]=g{21,...,2n) tal que E((b.—(ﬁ)z seja minima;
¢-[z{x0}]=[¢(z] fo(z|zl,...,zn] dz

Em particular se a fung8o a ser predita for a fungio

indicatriz .?[Z{xo)], o preditor 6timo é a FDP:

i3]

.‘}*[Z(xol]{ foiz’[zl,...,zn) dz’ = l—F‘ofz[zl,...,zn).

Na aplicagdo em mineragdo € frequente o uso acima de 10 pontos
amostrajis para avaliar um preditor, o correspondente modelo
F(zo,zl,...,z] gerd muito complexo no caso geral, a nic ser quando

n

gaussiano multivariado.

Sendo qué para qualquer varidvel aleatéria continua, existe
uma transformagfdo desta em uma gaussiana, aplicando tal transformada a
| 20’21"“’211’ cada vari4dvel originada (Yo’Yf'"’Yn} assim pode ser
considerada individualmente gaussiana "padr&o" e tal suposig@o consiste
de que o par seja bigaussiano com média 0, varidncia 1 e matriz de

covariancia P:[p a,8]'

A maijor vantagem da distribuicdo gaussiana multivariada & a
grande simplicidade do cdlculo da distribuigio condicional, pois esta

ainda é gaussiana. De fato, a distribuigdo condicional de Yo[Yl'""Yn
é EhaYaw(xo)v*"N(O.l). onde A €& soluglio de rl'l of Ct8=p8x0

o*(xo)=1—z‘:a aanO.
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Consequentemente, para a fun¢fo indicadora, tem-se:

y-) ALY

- 1 & a
3 (Y(xo))=1-G[ o{xo} ]

Por construgdo o preditor 9“(2(:{0)):3(21,...,2111 tem a
propriedade de 1—.?'(2(3:0)) ser uma FDP. Ndo é necessario gue {Z(x)}- seja
estacionario, quando se pode especificar uma (n+l) FDP conjunta para

(ZO,ZI,...,ZH) a esperanga condicional é implicitamente definida.
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As propriedades tedricas do preditor de Kriging Disjuntivo
sd0 as mesmas de qualquer preditor de Co-Kriging, e depende apenas da

variante de Kriging utilizada.

(W) #(2x ))=1-Fn] T ATy ZNHZgx, ) IF(Z )], onde 2 (Z,7.) ¢

a B
o coeficiente de Co-Kriging na predigio de .?(ZB(xo]), .?'(Z[xol) g o

preditor de Kriging Simples baseado no modelo da FDP de Z(x), F(z).
Como qualquer SK & média conhecida 1-F(z), a validade deste preditor &
baseada na estacionaridade estrita sobre o campo amostrade, em
particular quando a informagio for esparsa, a predigdo sera igual 2

média -F(z).

(1) .‘}'(Z(xo))=): E ha(Za,ZB)[.?(Z{xa))], este &€ o preditor de Kriging
o« B

Ordinario, principalmente usado em uma vizinhanca local. E sabido que o

KO requer apenas uma estacionaridade local da covariancia.

(tit) .‘?‘(Z(xol) pode ser definido por um sistema de Kriging Universal,
embora ndo de total coeréncia, baseado em um conjunto de fungSes de
tendéncia espacial para .‘i‘(Z(xo)). De fato, crescendo o namero de
condigGes de universalidade, c¢resce o nimero de ponderagBes negativas
de Kriging, ¢ que indica uma maior adequa¢io para Co—Kriging Indicador.
Desta forma wvalores negativos, nulos ot um para a ponderacfio, devem
p:oporcionar . um preditor negativo para .?(Z(xo)). ou
3 (Z(x‘xﬂ))ﬂ (Z(xa)) com Z{xaﬂ))Z(xm). Na préatica o Co-Kriging

Simples & recomendado.
Os passos essenciais para um KD so:

(1) transformar os valores amostrais (originais) usando uma
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transformada matemética ou uma "transformagfio gréfica". A hip6tese
fundamental comum a todos os métodos de predig8o apresentados aqui é a
possibilidade de se fazer wum anamorfismo gaussiano bijetivo dos
contetidos, conduzindo a pares bigaussianos, o que em geral ocorre em

deptsitos de Cobre, Chumbo, Zince, Aluminio, Ferro, etc.

(2) Calcular o semi-variograma e ajustar um modelo teérico a este, €

assim o ajuste de p(h) (correlograma}.

(3) Resolver K sisternas de Kriging com covariancia pk. Estes sistemas
s8o usualmente num montante de 10, a maior ordem sendo facilmente
resolvida pelo fato destes serem diagonal dominante. De fato, estes
gistemas referem-se diretamente & funcio média indicadora F(V), num
painel completo V, através da densidade média predita ?:. Como visto a
tonelagem pontual recuperada e o metal pontualmente recuperado s&o

ligados a esta distribuigéo:

* © %
TV(Z)=I ?v(u)du;
¥G

Q;(Z)=[ ¢(u]f:(u)du, onde yc=¢_1(z¢).
ye

¥. possivel, desta forma, calcular o grau de co-produtos
recuperados quando o‘ grau principal é selecionado a um ponto de corte
CR O grau do co-preoduto recuperado no painel € derivade do grau do
co-produto predito do painel modificado por uma expansic de termos
incluindo os H:’s do painel e os coeficientes de correlagdo entre o

principal transformado e o grau do co-produto.

A selecdo minério/estéril ¢ feita quando se d4 a mineragio
pela aplicag8o do critério de corte a um preditor Z; de cada unidade de
selecdo do bloco. Tem sido mostrado que isto propicia um preditor
condicionalmente n3o~-viciado, as fungdes de recuperagao Tz € Qz podem
ser derivadas da distribuigBo condicional (ou wum preditor desta) do

» - *
preditor Zv: FV=P(Zv>zc]zl,...,zn). Como exemplo:
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[+ 4}
L ] * -
.?V(Zc)=J f(zv | zl,...,zn]dzv.

zZc

A exata determinacio de f(z |z . .z) ¢ impossivel na
prética, pelo fato do preditor Z a ser calculado no estagio da
mineragéio ndo ser conhecido no estégm da exploragio. Uma aproximagfo
tem sido feita considerando tal preditor como de Kriging com dada
variancia de predigio, Em suma deve-se antecipar a quantidade de

informagio avalidvel no estigio de mineragio.

Teoricamente no Co-Kriging Indicador de bloco, Fv(z) pode ser
derivada de uma lei espacial de Z{x) para todos os pontos no bloco v.
Assim em geral, F‘ (z) ndo pode ser ligada a uma FDP pontual F(z)
apenas, € demvando F {z) requer um modelo probabllistlco completo. Em
casos excepcionais é permltxdo uma determinagio matemética para este

modelo, por meras razbes de céleulo.

Na pratica, a mudanga de suporte ird consistir em definir uma
relagio entre o grau pontual F(z) e o grau do bloco Fv(z). Estas
operacbes devem satisfazer a um determinado nimero de restriges devido

a hip6tese de estacionaridade e a relagéo de Cartier para FDP's.

a. F'v(z) e Fx(Z) tém a mesma média, m;

b. a variancia associal_da a Fv(z) deve ser igual ao valor dado pela
integragiio do variograma de Z(x), isto é 03=¢:—3'[V,V);

¢. o intervalo de definigdo de Zv deve ser o mesmo que Z(x);

d. definindo o operador beneficiamento gerado pela distribuigdo do grau

selecionado a um ponto de corte ao nivel 2z como:
C

- _
B(zc)=[ (z—-zc)dF (z),

A
c

o beneficio produzido por uma selec@o no bloco deve ser menor ou igual

ao produzido por uma selegdo no grau pontual, para todo z;

Bv[zc]ﬁBx(zc), Vzc.
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HA duas possiveis visSes para se determinar a predicfio local
de blocos recuperados: ou se determina a distribuigdo condicional do
teor do bloco através de um modelo probabilistico completo ou
predizendo tal distribuigio por um Co-Kriging completo, Determinando a
distribuigdo condicional do grau do bloco presume-se que a férmula de
mudanca de suporte fora usada para definir o modelo de grau do bloco e
para definir as probabilidades pontuais (ZV,ZI,...,Zn). 0O resultado

final serd4 para um dado bloco, a FDP condicional:
Fv[z|zl....,zn)=P(Zv£z[zl,...,zn).

Predizer reservas recuperédveis é de grande importancia socb um
aspecto econdmico, pois este se torna o Gnico caminho para avaliar os
dois maiores fatores que influenciam a seletividade: o efeito de
suporte e o efeitc de informagdo. Apenas pelo conhecimento destes
efeitos & que a Geoestatistica est4 apta a resolver corretamente o
problema de "Tonelagens Faltantes”. Em muitos corpos minerais cada grau
médio predito ndo é muito preciso, pois esta se faz, geralmente,

utilizando-se de histogramas do grau pontual

Resulta que uma efetiva predigfo recuperivel depende de dois
pontos primordiais que fazem com que esta seja ou n#o razodvel:
- necessidade do uso de algum método sofisticado baseado em um modelo
probabilistico bem definido;
~ necessidade de maior desenpenho para ajustar e checar os modelos,

sabe~-se que mais completo o modelo mais sofisticado é o preditor.

HA uma necessidade no estigio da exploragio de obter
globalmente para grandes unidades, o resultado da seletividade de
mineragdo a diferentes graus de pontos de corte. Kriging Indicador
baseado no Kriging do painel, ird proporcionar uma predi¢o inicial da
reserva recuperada, o método j4 & bastante utilizado a um nivel global
para determinaciio de histogramas mais sensiveis a "clusters®”. Um
importante sub-produte desta pratica é proporcionar informagdes para
ajustar modelos no caso de nfo estacionaridade. A este primeiro nivel

de uma predicdo global, quando métodos simples s&o requeridos, a
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mudanga de suporte pode ser equivalente a usar corregiio afim ou um
método gaussiano discreto. Finalmente, nfio se deve esquecer que alguns
métodos de seleglo sfo muito complexos e nf3o podem ser idealizados como
uma selegio direta livre, nfo hA alternativa sendio simular o método de
mineragio em uma simulagio da distribuigdo do grau., Existe uma
proximidade muito grande entre os modelos utilizados na predicéo

recuperavel e na simulagdo condicional.



APENDICE A

Sejam X varidvel aleatéria com fungdo de distribuicio F e

y=F(x) e defina F' como segue:
Fly)=inf{xeR: F(x)zy}.  (A)

Desta definigdo fica claro que quando F for estritamente
crescente, para cada XeR, eXiste exatamente um ye(0,1) tal que F(x)=y.
Fica claro também que se F for continua entfio a definigio acima vem a

ser:
F'l(y)=inf{ xeR: F(x)=y}

Lema: Seja F' definida por (A). Entédo F_I(y]ﬁz se, e somente

se, y=F(z).

Dem: Tem-se F_I(y)=inf{ x€R: F{x)zy}, assim existe xne{ xeR, F‘(xn)zy},
tal que xan_I(y), entéo F(xn)——)F(F _I{jr)), pela continuidade a direita

de F e F(F (y))zy. Assume-se que F ‘(y)<z, entfo F(F ' (y))<F(z), posto
que F seja ndo decrescente, dai obtém-se F(z)zy. Agora, assuma que

y=F(z), isto significa que ze{xeR: F(x)zy} e assim Fdl(y)ﬁz.

Teorema: Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuigfo
U(0,1) e seja F uma funcdo de distribuicdo. Defina a varisvel aleatéria
X por X=F (Y), onde F*' & definida por (A). Entfio a fungdo de
distribuigio de X é F.

Dem: Tem-se P(sz]=P[F_1(Y)sx]=P[Y5F{x)]=F‘(x). onde a Gltima igualdade
segue do fato que Y seja distribuida uniformemente em (0,1) e a

anterior pelo Lema acima.g
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Fato 1; Seja X uma variavel aleatéria com distribuigo

acumulada F {continua e invertivel), entdo Y=F(X)~U[0,1].

Fato 2: Sejam Y uma variavel aleatéria tal que Y-U{0,1] e F
uma distribuigio acumulada qualquer com inversa F, entdo X=F (Y) tem

distribuicdo acumulada F.

Teorema: Seja X uma variadvel aleatéria com distribuicBo F

(invertivel), entdo existe uma transformada gaussiana (Gnica e

invertivel) (6'.

Dem: Se Z-N(0,1) com distribuicdo acumulada ¢, entdo ¢(Z)~U(0,1), pois
¢ ¢ invertivel. Se X tem distribuicdio acumulada F, entdo X=F—1(¢(Z)),
isto € X=(F_lo¢)(2) * Z=¢L1{X). Esta transformada é @mica posto que a
fungdo de distribuigdo acumulada de uma dada varidvel aleatéria €

tlmca..
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