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INTRODUGZO

O objetivo inicial deste +trabalho foi encontrar
condigdes para que a intersegdc de um dominio de Dedekind com
um anel de valorizag3o principal fosse ainda um dom{nio de
Doedekind, e durante o desenvolvimento do trabalho, passamos a
estudar também outros problemas relacionados com intersegso
de dominios de Krull.

No Paragrafo 1 apresentaremos os conceitos e resultados
necessarios para a compreensic do trabalho.

No Paragrafo 2 apresentaremos condig@es para que a
interse¢do de dominios de Krull preserve o corpo de fragBes.

No Parégrafo 3, dado um grupo de torg3o G, construiremos
oxemplos de dominios de Krull com grupe de classes G. Estes
dominios ser3o explicitados e também ser& conhecidoc sua
familia de anéis de valorizag83o essenciais. Isto sera obtido
a partir de interse¢Zc de dominios de Krull. Construiremos
também um exemplo de um dominioc de Krull com grupo de classes
22 contendo um ideal primc minimal n3o finitamente gerado,
concluinde ent3o que o grupo de classes, excluido o caso onde
ele é trivial, n3c fornece informagdes sobre o numero de
geradores de ideais primos minimais.

No Paragrafo 4 apresentaremos condi¢Ses para que a
intersegdc de uma familia de caréter finito; de andis de
valorizag8c principais seja um dominio de Dedekind ou um
dominio de krull com grupo de classes de tor¢io. Também
apresentaremos condigdes para que a interseglo de dois
dominios de Dedekind (resp. fatoragdo dnical) seja ainda um

dominio de Dedekind (resp. fatoragdo unicad. Os métodos



utilizados nos permitirdc também caracterizar dominios de
Prufer unidimensional.

No Paréagrafo 8 faremos algumas aplica¢gBes dos resultados
do Parégrafo 4. CQaracterizaremos dominios de Krull que s3o
intersegdc de um dominio de Dedekind com um dominic de ideais
principais semilocal, utilizando a topologia de Zariski.
Também construiremes dominios de Dedekind a partir da
intersegdc de um dominic de Dedekind com um anel de
valorizag3o principal.

No Paragrafo 6, construiremos um exemplc de um dominio

de fatora¢g3co Unica que contem wum ideal prime p tal

que N pn 2 (0D, Apesar desta constru¢gSo fugir dos objetivos
n21

iniciais deste trabalho, podemos observar que o dominio
construido é interseg3c de um dominioc de fatoragfo tUnica

noetherianc com dois anéis de valorizagdo principais.



NOTAGSES

N : o conjunto {1,2,2,... }

Zp : o corpo 2/p2 .

QXR): o corpo de fragdes de R.

XKCR): o conjunto dos andis de valorizag3o de K que contem R.
sCR): a familia dos anéis de valoriza¢Bes essenciais para R.
sCRY™ = sCRY-{QCRD}.

m,: © ideal maximal do anel de valcrizag3o V.,

nCRY: o conjunto dos ideais primos de altura 1 de R,

ht(pd: a altura do ideal p.

dimCRD>: a dimensdo de Krull do anel R.

A’c B: inclus3o estrita.

(2.3): significa o resultado 2.3 deste trabalho.

W: é usado para indicar final de prova.
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1.PRELIMINARES

Definigdo: Um anel de valorizagZo principal é um anel de

valorizag3o discreta de posto 1.

Definigdo: Uma familia {Vi]»ieI de subanéis de um corpo K é de
carater finito, se para cada xeK, >x*#0, existe no maximo um

niumero finito de {ndices il tal que x nZIo ¢ unidade um \/i

Definigdo: Un dominio R contido em um corpo K é um dominio de
Krull se existe uma familia {vi}iel de carater finito, de

anéis de valorizag3io principais de K tal que R = N Vi .
iel

Exemplo: O fecho integral de um dominio noetheriano & um

dominio de Krull [F-pag.18).

Exemplo: Un dominio de fatorag3o Gnica é um dominio de Krull

[S-pag.186].

Exemplo: Se ¢ R um dominio de Krull e X uma indeterminada
sobre R, entZo RIX] e RI{[X]] sZo dominios de Krull

[S-pag.11 e 12].

(1.1> Proposigao : Seja {Ri}iel uma familia carater finito,

de dominios de Krull contidos em um corpo K. Ent3o, n Ri é um
iel

dominio de Krull. Assim, uma interse¢3o finita de dominios de

Krull & também um dominio de Krull.

Prova: [S-pag.10].



Definig3do: Um anel de valorizag®o contendo um dominio R ¢

essencial para R, se & um anel de fragBes de R. O conjunto
dos andls de valorizagdo essencials para R & denctado por

£CRD e £CRYT := £CR> - {QXRO}.

(1.2> Proposigdo: Seja R :=121vi onde {vi}id é uma familia

de carater finito, de anéis de valorizag%o principais de

XR>. EntZo &CRY" = {V, / iel e V, & irredundante} onde V

i J

irredundante significa R # n V
iel
i=]

e

Prova: [E-pag.86].m

Definigdo: Um ideal primo minimal em um dominio é& um ideal

primo de altura 1.

(1.33> Proposigdor Seja R :=121Vi onde {vi}iGI é uma familia

de carater finito, de anéis de valorizag3o principais de
QCR>. EntZo:

*
13 &CRY ¢ {Vi}ieI
2> Existe uma correspondéncia bijetiva entre oCRY® e
ACRY = {p / p & um ideal primo minimal de R} dada por V = RP
e p = mvﬁR.

Prova: [E-pag.83). .

Em cansequéncia das proposig@es anteriares podemes tomar

R =NV onde sCRY" = {V} . . se R & um dominio do Krull.
icI P - gy



C1.4> Prbposiqsos Sejam R um dominio de Krull, M um sistema
multiplicative de R e oCRO™ = <v,> _ . Entfio Mi®R & um

dominio de Krull e &CM *RO* = 4 Vi /icl em M =0}
i .

Prova: [S-pag.10l.m

Definig3do: Dizemos que um anel D é um dominio de Dedekind se
D é& um dominio de Krull e dim(Dd = 1.

Por dimC(D> entendemos & dimensfo de Krull de D.

Exemplo: Um dominio de ideais principais é um dominio de
Dedekind pois & um dominio de fatorag®o dnica de

dimensio £ 1.

Alguns autores definem dominios de Dedekind através de
outras caracteriza¢g@es. O préximo tecrema apresenta formas
equivalentes de apresentar dominios de Dedekind. Existem

vaArias outras formas, as quals n8o citaremos neste trabalho.

Definigdo: Dizemos que um dominio R é um dominio de Prifer se
todo anel de valorizagZo de (XRD) que contém R & essencial

para R.



(1.5> Teorema: Para um dominio R s3o equivalentes:

i3> R é um dominioc de Dedekind

ii> R é& um dominio de Prifer noetheriano.

iii> R é um dominio noetheriano, integralmente | fechado de
dimensic menor ou igual a 1.

iv> R é ao mesmo tempo um dominio de Krull e um dominio de
Priufer.

Prova: [E~-pag.87 e 80l.m

C1.6> Corolario: Se R é um dominio de Dedekind e V é um anel
de valoriza¢¥io de (XR) contendo R, entZo V @ &C(RD.

Prova: (1.8)-Ciid>. =



2 CORPO DE FRAGODES DE UMA INTERSEGAO

O corpo de fragles de dominios tem sido estudado por
Gilmer e Heinzer em [G-H] e [H]. Em [G-H], o Coroléario 1.5
estabelece que se D‘ e lZJ2 s8o dominiocs com mesmo corpo de
fragBes K, ent&o D‘(\Dz tem corpo de fragSes K,se e somente se
InCD‘nDZD ¢ n¥c nulo para cada I ideal n3o nuleo de D1 Cou de
D2). Em [(H], o Lema 1 estabelece que se D := RNV onde V é um
anel de valorizag¢ic e R tem radical de Jacobson n3o nuloc e R
e V tém mesmo corpo de frag@es K, ent8o o corpo de fra¢Bes de
D ¢é K. Neste trabalho estamos interessados na interse¢lio de
dominios de Krull. Como dominios de Krull s&o interseg¢&o de
andis de valorizag¢&o, trabal haremos inicialmente com
interse¢&o destes anéis (em 2.1, 2.2 e 2.3) para em seguida,

em (2.4), estudar a interse¢fio de dois dominios de Krull.

C2.0> Lemat Sejam R & & dominics tal que S ¢ XR). Se I 6 um
ideal ndo nulo de S, ent&o IMNR ¢ um ideal nio nulo de R.
Prova: Seja xeI, >*0. Como S € XR), entBo x=ab * para

a,beR n&c nulos. Assim, a=bx € IMR. =

(2.1> Proposig8o: Seja R = n Vi onde {vi}iel é uma fam{lia de
anéls de valorizag&c de umiirpo K. S3o equivalentes:

15 XR> = K. |
23 WeXKCR). mvnR 2 CO> onde X

valorizag¢ao de K que contém R.

KCR) é a fam{lia de anéis de

3 WexKCRD, Vyev(K)>, 3yeR tal que viydzy.

4> K & uma extensio algébrica de (XRD.



Prova: (12 & (2> Por (2.0),.

2> » (3D Seja VeX (R e peviKd, »>0 e zeV tal que vi(zd=y.

K

Seja q:=rad(zVd. g@mR = qanVr‘\R = qVqﬁR = COD pols Vq € XKCRD.

Seja t € g"R = rad(zV)mR, logo, y := t” e zVAR para algum n>0
e portanto v(yd z v(2d = p. |

(35 » (10 Sejam xeK—{O}, X:=XKCR) e VeX. Por hipétese, BaveR
tal que Wad = -v, logo, v(avxb' > 0. Ent¥o

VeECa x):={WeX Rla x]SW} que é um aberto de X. X = U ECa .

VeX
Como X é compacto [Z2-S-11-pag.113] enta3o
X = Ba_ QU+« +UECa  ¥3. Assim, VeX = VeE(a A % para algum
M Y vi
iefd,...,r} =» vCav x> Z O para algum ie€fl,...,r}, logo,
i
r r
X 1 a, €V polis aveRVJé{l.....r}. Assim, xnavenv = R e
k=1 "k J : k=1 "k veX

partanto, XeXE2.
€12 #» €45 claro,.

(4> & (1D Como R = lei entZo R é integralmente fechado em K
i

[(E-pag.70]. Seja xeK. Como K & uma extens&o algébrica de QCRD

entio existem ay ,bieR, i=1,...,n-1 tais que
a_ n-1 a
X+ g'-‘—‘x ARRRE g° = 0.
n-1 ]

Seja <::=b'ob‘°nbn__1 . Multiplicando a equag¢3io acima por e,

temos: ch)n + d chbﬁ“1

+e004d = 0 © d,€R i=1,...,n-1.
n-—4 o i

Como R ¢ integralmente fechado em K, ent3o cxeR. Como ceR e

c®0, ent¥To xeXR). Assim, K = &XR).=

Se (V,>, , & de cardter finito, temos o seguinte

resul tado:



(2.2> Proposigdo: Seja R = | V, onde F: ={vi'}1eI ¢ uma familia

iel

de carater finito, de anélis de valcorizag@o de um corpo K.

Seja F__, = {WeX

at
12 RS = K.

KC R>/ 3lel tal que Vi SW}. S8o equivalentes:

22 VWwWe§VF » M AR = COD,
sat w .

j.(K) 3 y € R tal que v1Cy) 2 y.

Prova: (1> » (2> Por (2.0D.

3)VVieF,Vyev

2> » (3> Seja yeviCK), >0 e zeVi tal que viCz)=r. Seja

q:=radCzVi). gqrR = q(Vi)aninR = q(Vi)an 2 (0> pois

(Vi)q € Fsat, . Seja t € grR = rad(zvi)nR. logo,

y : = " e zVimR para algum n>0 e portanto viCy) Z vi(z) = 9y,

(3> » (1) Seja xeK. Se xeR entfo xe(XR). Se xeR, como F é de

carater finito, sejam Vi s:.-sVy @as valorizagBes de F tais
1 n
que v, (x0<0. Por hipédtese, para cada J=i,...,n, 3 xJeR tal
J
que v, CxJ)Z—vi (x, isto é, vy (><J)+vi (x>20. Enta&o
J J J J
n
vV, X2 =V, GO +yv (xO +Fv (%I 20
i *x i 1 1%
J k=t J 39 ety

Assim, x [ xkeR e portanto, xe(XR>. =
‘ k=1

Se cada Ve {vi>ieI tem posto 1 temos:



onde {vi}ieI é uma familia de

(2.3> Proposigdor Seja R = n Vi

iel

carater finito, de anéis de valorizag@o de postc 1 de um

corpo K. Para cada ie€l, seja m o ideal maximal de Vi . S¥#o

equi valentes:
1> XR> = K.
&2 Para cada i€l IxeR tal que viCx)>0.

3> Para cada ie&l, mv NR = CO0D.
i

Provas Segue de (2.2), observando que a hipétese

m MR # COD ¢ equivalente & existéncia de yeR tal que
i .

viCy) > O. Assim, se neZ existe melN tal que mv

1Cy> Z n, isto

é, viCym) Zn.e

Veremos a segulir como ampliar a familia <vi>1eI da
proposig¢do anterior sem perder o corpo de fra¢Bes para o caso

™
onde R‘ =121vi é um dominio de Krull e cCR‘) = <vi>1e1

Veremos que neste caso basta verificar as condigBes (2) e (3D

da proposig¢fo anterior em &C R‘) * .

(2.4) Proposigdo: Sejam R‘ e Rz dominios com corpo de fragSes
K e R:= RgnRz . Se R‘ ¢ um dominio de Krull, ent8o s8o
equi valentes: |

13 K é o corpo de fragBes de R.

2) Para cada VeaCR‘)‘ IxeR tal que vixD>0

3 WeeCRD™, m AR # (O onde m, & o ideal maximal de V.

4 Se p ¢ um ideal primoc minimal de R1 entZo prR = C0D.



|

Para provar (2.4) precisamos dos seguintes lemas:

(2.55 Lema: Seja R um dominico de Krull e seja p um ideal
primo n&c nulo de R. Ent&c p é& a uni&c dos ideais primos

minimais contidos em p.

Prova: Seja sCR” = {vi}ieI Por (1.4D,
- .
eCRp) = -(Vi / 1€l e mvinCR-p) =0}
= '[Vi / 1€l e mvink S p}.
Assim, R =nVJ onde J := {ie€l /mvr‘\R.C_p}.
P jeJ i
Seja aep. Entdo a € pR. . Como R = n VJ e a n8o é unidade
P j&J
de Rp entic a € vaan =~ pRp para algum J € J. Logo,

aem, "R < panR = p e portanto p estd contideo na unifo dos
J

ideais primos minimais contidos em p, logo, p é& a unifo dos

ideais primos minimais contidos em p.m

(2.6 Lema: Se R ¢ um dominio de Krull, aeR, a0 e aR = R,
ent8oc o ideal aR tem altura 1 e seu radical é uma intersecdio
finit,él de ideais primos minimais.

Prova: Por (2.5, todo ideal primo minimal de aR ¢ um
ideal primc minimal e por (1.3), existe so@nte um nGmero
finito de ideals primos minimais que contem a. Logo, o
radical de aR ¢é uma interse¢fc finita de ideais primos

minimais.ms



Pelo lema acima, um dominioc de Krull satisfaz o Tecrema
de ideais principais de Krull mas no Paragrafo 6 sera
apresentado um exemplo que mostra que um dominio de Krull n3Zo
satisfaz o Teorema de ideals principal generalizado (veja

[K pag.104 e 11013,

Prova de (2.4 (1> = (4> Por (2.0).
(4> wp C13: Seja I um ideal n¥o nulo de R‘ e seja xel, x=0.

Como R1 é um dominio de Krull, ent&o por 2.6

radCxR‘) 2= PpNeceNp . para P.....P. € nCR‘). Por vhipéteso.
para cada ie&{l1,...,r} ByiepinR. yiato. Seja y := %yi. Ent&o
i=4

Yy € p‘nonﬁprmk. isto é, yeRnradCxR‘). Logo, 3nelN tal que
yn € Rﬁxl&1 . Como xelI, entBo xR;_-‘»I e portanto yn & RNI,
provando que RNI # C0). Assim, por [(G-H pag.241], K é o corpo
de fracBSes de R.

(2> e (3D e» (40 segue da bl jegBo entre n(RD e sCR)’ dada em

1.30.m

10



3.GRUPO DE CLASSES

Se R é& um dominioc de Krull, podemos associar a R um
grupo abeliano que ¢ o quociente das classes de ideais
divisoriais de R pelas classes de ideais divisoriais
principais. Dado um grupo abeliano &6, Claborn em ({C],
apresenta um método para construir um dominio de Dedekind com
grupo de classes G. Eakin e Heinzer, em [E-H-2) apresentam
uma construgio mais simples para construir dominios de
Dedekind quando G é finitamente gerado. Aqui, vamos construir
‘exemplos de dominios de Krull para G grupo de torgso, sendo
que estes dominios podem ser explicitados de maneira simples
‘e também conhecido sua familia de anéis de valorizaglio
essenciais, como veremos em (3.3). Construiremos também um
dcsminio de Krull com grupc de classeé Z2 contendo um ideal

primo minimal que n3o ¢ finitamente gerado.

Se R‘ e . Rz s3o dominios de Krull, nem sempre
eC R10R2) * = eC R1) q“u‘sc sz * . No resultado a seguir, temos uma
condig8o para a igualdade, que sera util na constr ugdo de

exemplos em (3. 33.

(3.13> Proposigdo: Sejam R1 e Rz dominios de Krull com corpo
de fra¢Bes K e seja R := RanRz' Se para cada VGCCR‘)‘

existe x em R, xem, VWe eCRtb“ - {V} e x unidade de
R2 » entiao:

1> XRd = K.

2> e = sCR‘D*UaCEzb*.

3 &R *mec R_> * - 0.

11



Prova: 12 Por hipétese V V & sCR‘)*, mvhR # C03, logo,
por (2.4>, XR> = K.
2> Por (1.3 &CRY" € &C(RD"uUsCR O™,

Seja V < sCR‘)‘. l’-’<:-.x~ hipétese 3 x e mvnR, X a&m,
W e 5CR1)* - {V} e x unidade em R_ .

EntSo x ‘e N W onde 3 := &CRO"UsCRDO™ - {V}. Como
We3 s 2

- » .
X € mvnR ont&o x * & R. Assim, por €1,.2) V @ 6(R) '@ portanto
sCRD” £ sCRO”.

Seja V e SCRZ)* e seja g € nC(R3, g = mvnR. Vamos mostrar
que q & mvnR, assim, mvnR € "CR) @ por €1.3, V € s(RD’.

Por €1.33, @ = mwﬁR onde m é o ideal maximal de algum
We sCR” € sCRD UsCR D™,

Se W e sCRi)*, por hipétese, T x € mwnR, x unidade de
P.z . logo, x unidade de V. Assim, X € mwnR - mvnR ® portanto
g = m NR  m MR,

w A4

Se W e 6C(RD™, como m AR # m MR, ent¥o V # W e por (1.3
mNR. # mNR. . Seja x e m R, - m NR. . Comeo sCR)*éde

v 2 w2 w2 v o 2 1

cardter finito entdoc X n3o é unidade para no maxime um nimero
finito, digamos V1,... ,Vn < cCRR*. Por hipétese, para cada

i ef{l,...,n} existe x, € minR ® X

i i

x, mvnR. Seja m um inteiro positivoe tal que xx:n € Vi

¢ unidade em Rz » logo,

m

Vi=1,...,n. Ent&o x(xi...xn) € Vi vV i=1,...,n, logo,
m . ] m
X(CX ...%x 2 € VP ¥V’ € e&(R,2 e portanto x(x ...x 2 € R .
1 n 1 1 n 1
Como X,X ,...,X_ € R ent3o xXx...Xx )m € R. e portanto
1 n 2 1 n 2
xCx...x)meRnR = R. Como x < “m MR, ent 8o
41 n 41 2 w 2
XX ... X 2" emAR. Como X & m » X, & m_ VWi=l,...,n entdo
1 n w v i v
X ...x 2" @& mnNR. Temos entZo que q¢ = m MR & m MR
1 n v w v

12



V qe n(Rd), q = mYnR. Logo, mvnR € "WR) e por (1.3
V e &R, provando sCRza* < «CRO”.

Assim, sCRO” = sCRi)*ueCRz)*.
3 Se vEsCR‘J’ 3x €« m MR, x unidade em R, logo,

X & mwnR VW < sCRz)*' Assim, Ve sCRz)‘ -] portanto

sCRi)‘nsCRz)‘ - o.m

Vamos agora introduzir os conceitos e notagles de
divisores e de grupo de classes de um dominio de Krull. Estes

concei tos podem ser encontrados em [S]l ou (B).

Sejam R um dominio ® K seu corpo de fraglies. Um ideal
fracionario de R é um R-subméduleo de K para o qual existe um
elemento deR tal que dMESR. M é chamado pr'incipal se M = xR
bpara algum x€K e M é chamado divisorial se M é intersec8Bo de
ideais fracionarios principais.

Se M é um ideal fracionéric denctamos por M o menor
ideal divisorial que contem M, logo, M = .
MExR

Seja ICRYD o conjunto dos ideais fraciconérios de R. A
relag& M ~ N se M = N define uma relag¥c de equivaléncia em
ICRY. O conjunto dos divisores de R é definido como o
conjunto gquociente de ICR) pela relac8o "~" e é denotado por
DXRD. Existe uma correspondéncia 1 a 1 entre DXRD e o
conjunto dos ideais divisoriais de R. Temos a aplicacBo
candnica:

d: ICR> — DXR2

dCMd = M

1z



Se xeK-{O} denotamos d(xR> por d(xD.

ICR> & parcialmente ordenédo pela inclus3c e se M € N
ent8c M € N. Esta ordem parcial & passada a IXR)., Se M € N
dencota-se d(N) < d(MD,

Seja I um conjunto e consideremos o grupc abeliano ZCID

com a seguinte ordem: Cai) > CbiD se a, Z bi para todeo i€l., R

é um dominio de Krull se @ somente se existe I tal que DC(R> ¢
CId CI>

isomorfo a 2 como grupe ordenado. Se ¢:DCRY—Z é um

isomerfismo de grupos ordenados o @ = (6ij> onde
_ 1l se i=j -1 - .

6ij = {O so i%j ’ chamamos ¢ (ei) de divisor primo, Assim,

{¢—1Cei)} gera DXCRY e existe uma correspondéncia bijetora

entre {¢ ‘Ce,d/iel}, n(R> e &CR>" (por [Sl-pag.6 e 7 e por

C1.33). Denoctando Pi 1= ¢-‘C eiD ent&o se deDXR), d pode ser
escrito de maneira tUnica por d = ¥ n.P, onde n, € € @ n, =0
jeoy L 1 i i

para no maximo um ndmerc finito de i€l. Se xeK-{0} ent3o
dx0 = L v, GOP, (S-pag. 6].

iel

Seja FCR)> o subgrupc de DCR) formado pelos diviscres
principais, isto &, F(R) = {d(x0/xeK-{0}}. © grupe gquociente
CCRY :=IXRD/FCR) é chamado o grupc de classes de divisores de

R ou simplesmente grupo de classes de R. O préximo lema é um

coroléaric do Teorema de Nagata:
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C2.2) Lema: Sejam R1 e Rz dominios de Krull com corpo de

frag@es K, R := R1nRa tais que sCR)‘ = sCRi)*UsCRz)* ©
sCRO™meCR O™ = @. EntSe GRD = -E%—R-)— onde H & o subgrupo

de CGC(RY gerado pelos divisores primos correspondentes aos
primos da forma mvr\R para V € &(C Rz)*.
% o 2
Prova: GComo &CRD = &C Rx) e Rz) ent 3o R‘ ® uma
subintersegdo de R. Logo, por [F-pag.38]1, CC(R) — CCR‘) é
scbrejetor com © nlcleo gerado pelas classes dos ideais
primog da forma mvnR para Ves( Rz)* pois ¢ Rz) *eC Rz)“ = 0,

Assim, C;R) = CCR‘).I

Observagao: Embora na proposig¥c anterior H seja o
subgrupo de CCRD gerado pelos diviscres primos
carrespondentes acs ideais primos da forma mer onde
V e sCRz)*, em geral, H =# CCRZD, pois conforme © exemplo apds
(3.3, R := QIXINV onde V & um anel de valorizagHo principal,
loge, QCVD = (0O3; CCQIXID> = Cb) e CCRY) = Zn. Assim,

CCRD
H

COd = CCQLXId = » loge, H = CQI(R> = Zn =2 CO0> = CCVD,

15



(3. 3> Proposi¢gIo: Sejam

~ D um dominio de ideais principais com corpo de fragSes K;
{pi}iel uma familia de elementos primos de D distintos

2 a 2;

- {mi.ni}»ieI S N tais que MDCCmi,nib = 1;

- para cada iel v, a valorizag3o de K(LX, > ) definida por

i"ial
Jy =
viC BaJXi > m.in{nivPiCaJ) + Jmi}
J
para DaJXi < K((Xk>k€1_<i})txi] e vpi é a extenslio trivial da
valorizag¥o p, -adica de D a KCLX, k"I_“});

- Vi o anel de valorizag¢io associado a v

- R := K[(Xi_}iel]n( 'a Vi)'
iel

i

Ent3o:

1> CCRY = M, / i€l)) = o 2 onde cada M, ¢é a imagem em
i jer ™y i
CCR> do divisor primo correspondente a minR onde m, & o ideal

. * % )
maximal de V’i e (R = €CK[<xi>ieI]) U<v1>ieI ,n
)i

X
_ i
2> Se m = 1 Viel ent3c R = 'r[{xi.—p—i----}Jl I] onde

T: =K N Vi).
iel

Prova: Observe que por ([Bl-Cap.VI-10.1-lLemma 1) cada vy

definida acima é realmente uma valorizag3o.

<V,> o ¢ de cariter finito pois se f & K[{xi}id].
entXZo feK[Xi‘.....xin] para i,...,i €I, logo, v, C(f> = O para
no maximo um numero finito de ie€l. Assim n Vi é um dominio de

iel

Krull.
12 Como D é& um dominioc de ideais principais e se ixj,

piD#pJD. entTo, para cada iel viCpib =n, >0 @ v Cpi) =0

i J

para todo Jj#i e p, ¢ unidade em K[<X1> Considerando

ter]

151] e D = nV, entXo, por €3.1>,
iel

eCRY™ = s(K[<x1>ieI])*u{vi/ieI}. eCK[<x1>ieI]>*n{vi'/1e1} =

Dz = K[<x1>

16



= _ CCRD
e QCR> = KCLX, >, D e por (3.2), ccx[<x1>i€1]> = W

onde para cada i<l, Mi ¢ a imagem em CCRD do divisor primo

correspondente a m MR e como C(K[(Xi>id])=COD ent&o

CCRY = M, /i<I})>.

Seja f:IXR) — CCRY> a projecio canénica e M o subgrupo

de IXR) gerado por {Pi/iGI} onde para cada &I, l'-’1 é o
divisor primo correspondente a IminR. isto 6, fCPi) = Mi' Como
kerf = FCRD entXo pelo Tecrema de iscmorfismo de grupos,
M ~ _ ,
MRETES S fCMD = CCRD pois como vimos acima,
CCRD = M, /iel}).
Para cada i€l seoja Qi ;= niPi. Ent3o dei) = niPi = Qi

pois viCpiD = n vJCpiD = O VijeI~-{i} e Py é¢ unidade em

i »
K[{xi}iel]' Logo, {{Q /iel}> < AP, /1 €I }>FCRD.

Seja P := a, P, +...+a, P, € (P /ielpF(R) e seja
4 4 r r

a e KC(Xi}iGI) - {0} tal que dCad = P. Como

dCad = ¥ viCa)P;.L + ¥ foa) onde
iel feF

F:= {f e K[<X1>i€1] / £ é irredutivel } e v, é a valorizagHo

f

f-addica de K[KX,> » ent@ic v, Cad =n Vie{i,....r} e
i"iel i i

J J

foa) = O VfeF, logo a € K. Como para cada i €1, viCpib =n,

ent3o v, (KD = CniZDu{oo}. logo, v, Cad = n,t, para algum LieZ.

i i 171

ASSim.

P = ny t‘i Pi +...4ny t’i P:L = 'c,i Qi +...+ti Qi -] ({Qi/id»,
1 1 1 r r r 1 4 r r

logo,

AP, /1EIDAFCRY € {Q, /ielp>.
Assim, (P, /1&I}>AFCRY = K{Q, /i€l}> e portanto

17



<{{P /iel}) {{P /iel}>

CCRY = = e Z/n2 =0 2 .
/el e P S g Tt ja ™
x,5"
2> Para cada iel, v <X 3 =1, v{ ———— ) = 0,
. 1774 i Py
xO"1 (x,)"
vX.D> =0e v{(——)=0Vjel-<i>, logo, X, , ——— e R
J i J P, i Py
X, )%
e portanto, T[{Xi R _p'—i— }iGI ] < R.
Seja f e R := K[<xi>id]n( n V.. EntZo
iel
f e K[Xii.....xit] para Leeondy = I. EntZo
J J
f = ¥a X, “1...X, "t onde a K. Seja £ € {1,...,t>,
‘jx""jt 11 it Js""jt
ent3Io v, (f> 2 O.
i
Y4
AfirmagZo: v, Ca d+j zZ O. (Observe que pode
i, J...J 2
1 n _
ocorrer, por exemplo, f = aXi Xi + b)(:L xi = Cad(i +bxi Dxi )
1 "2 1 '8 2 8 1
Prova: Sem perda de generalidade vamos considerar v, e
1
vamos agrupar os termos em Xijs . EntZo
1
J J J
vy ((}_‘;aJ J 3 Xi kz...)(i kt.))(i 1) 2 0, =
1 k “1¥k2 " Ykt T2 t 1
v, (T | | X, k2. X, k) + v, (X, 2 0 -
1k‘j1kz"'kt 2 ‘bt 1 1
min{v, (a, ., )}+j 2 0 wm
k {ia ‘jx"]kz""jkt t
vy (aj . , )+ 3 2 O Vk, provando a afirmagZo.
1 k2 ke *
Temos inicialmente que f = ¥a X, J4...X ‘jt . Para
J;"'Jt i‘ 11.,
cada <, \jz = q{ni; +r, onde qz.rldN @ 0 %5 r, < ni; . Fazendo

is



t

q
I le d t]a. d
R [z=1 iy Jgeedy 30 s 3y
NJEIRN I B T q - T q
I le >7e Cp, >7¢
=1 ‘¢ LIP,
t
para dJ 3 = [' |(pi )qt]an‘j 4 temos entdoc que
177 "'vn £=1 < 1" " ¥n
n.q n,.q
£ =yd Lol _—it't t‘x Py X, Tt
SPERERTY Pii Pit i, 1y
Para cada £ € <1,...,t>, vi(dj J)=
: ¥ 1 n
- g9
= v [[l l(p > J]a ) =
it =1 it J1 ‘jn
t q
=v[||(p)t)+v(a > =
tele=t iy 130 -3n7
Afirmag®o
2 cg,vit(xmi ) - J, =
= qpy ~fap trp =T,
< 04
Como vy CK> = ny 2 -] o) < r, < n, ent3o
< 2 4
v, (d . ) =0
‘e Js' In
Se i € I - {is.""'it}' ent¥o vi(aJ‘.--Jn) 20 e
portante v, (d ) 2 0. Assim, d e KdnV,) =T e
i ‘jx""jn ‘11"'Jn leIi
(x4
portanto f e T[{Xi, S }ieI] , ficando provado a igualdade
i
. IPRE!
R = T[{Xi.—-—pi }1.;1] ..
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13 s, pp— x
Exemplo: Se‘]a.m p um numero primo, neN e R := ZCp) [X'T ]
( = QIXIAV ). Ent¥o CCR> = 2_ .

Exemplo: Sejam p um numer o primo, neaiN )
xi n
R := 2 [ —_— ] . EntZo R & um dominio de Krull de
Cpd RIS , »

dimens%o 2 e C(R) = Zr"

Prova: Vamos mostrar que R = QI[XInV onde V é o anel de
valoriza¢®o assocliado a valorizagio v de QXD definida por
i - -

V[Daix ] = min{nvpCai) + C(n-1D01}

onde Eai)(l e QX] e Vp é a valorizagZo p-adica em Q.

Se 1%n v[—}-(l—_—‘-] = (n=-13i-nCi-1d=n-i 2= O, logo,

R £ QIX1InV.

m

Seja £ := a + atx +  eee +amx € QIXINV. Entdo

vCain) > O para todo i. Assim, para mostrar que QUXINV < R
i i

basta mostrar que se aix e @QIX) e v(ai)() Zz O ent3o
aiXi € R
Seja ent3o aixl € QLX) tal que vCaiXi) 2z 0. Vamos
bi
considerar a, = -;3- onde bi e ZCp) - pop) e J 6 2. Assinm,

i _ X
vCaiX D) = V[T]

P :
Considerando i = gn + r onde qg,relN e 0fr<n, teremos
i n q ,r n
2(-3- = [ :_1 ] Xs onde s = j-q(n-1). Como v[ _;(,T{'] =0
P P p P
i i r
ent3do O = v[aixi] = V[bi_x—]'] = v( X ] = v( xs ] = ri{n-1d-sn,
P P p
isto ¢, s < p2212
n
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q
Ser =0 ent3ios =0e aix =bi—3—=bi[—r§:f) € R.

Ser # O entfio s < r < n, logo

i n q  r n q r ‘
i X X X r—-i-s X X
a X" = b = b = b, p & R.
i 173 i[ n-1 ] s i [ n—1 ] r—i4
p P p P P
Assim, R := QI[X)InV e por (3.3>, CCR> = Zn'

Resta mostrar que dimCR) = 2. Como 2{X] € R € QXD e R &
um dominio noetheriano, entZo por [G-pag.360 e 3611,

dimCR) = 2. Para mostrar que dim(R> 2 2, basta verificar que
n

X
mvﬁR < mvr\R + XQ[X]Cx)r\R < R. Temos — € XQ[X]CXD - mvnR
x" P '
pois v[—_ﬁ—l] = 0. Se 1 € mvnR + X‘D[Xch)hR. digamos,

1

fCX> + XglXd> onde fCX),gl(Xd> € RIXINR e v(fd > O. Ent3o
1 = £fCO>. Como v(fCXd>> > O, entd3o vPC1) > 0 o que ¢é um

absurdo. Logo, 1 e’mvnR + XQI:XIIc MR e assim fica provado

x>

mMNR ¢ m MR + XQLX] MR < R.»
v v (@&

X

Eakin e Heinzer estudaram dominios de Krull contendo
ideais primos de minimais que n3o sZ%o finitamente gerados. Em
1068, em [E-H] eles apresentaram um exemplo de dimens@io
infinta @ em 1970 em [E-H-2], um exemplo de dimens&®c 3. Para
o caso de dimens3c 2, ainda nZo sabemos se tal exemplo ¢é
possivel.

No exemplo anterior podemos perguntar se ndmero minimo
de geradores do ideal mva do exemplo acima é n. Em caso
afirmativo, terfamos, para todo n&N, um exemplo de ideal
primc minimal em um dominio de Krull de dimenso 2, com

numero minimo de geradores igual a n.
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2 n-1

Vamos mostrar gque m NR = [p.x.i .....x ]. O

v p n-2

P

procedimento é anadloge ao que foi feito acima: Como v(pd = n

xi xi n-1

=3 — <
=) v[—p—i—_-l—] n-i > O para 1=i<n, ent3o [p,{-;l—__—i-}i-:i]SthR.
Se f € mMR, £ =a_ +aX+ s+ +a X" € QIX] e W > O.
v o 1 m

Ent3o v(aiXiD > O para todo 1. Assim, para mostrar que

b n-1
X i
mvhR = [ P> {?—_T}i:l ] basta mostrar que se aix € QIX) e

i i S

vCaix 3 > O entio aix € [p. {—;T:T}i—1 ] . Trocando "2" por
*>", na prova do exemplo acima, vamos considerar dois casos:
Caso 1=0: vCaOD > O. neste caso a, € pz(p) » logo

xi n—-1
aoe[P’{'—T'-T} ]

P i=1

n q r

LA i _ r—i1-s X X

Caso i>0: ai)( = bip [ -—!\—-T ] —;?_T onde
n-1

O=<s < r

i xi n-1
< r<ne bi € sz) logo, aiX € [p'{—;l_-'f}1=1]'
xi n-1
Assim, mvﬁR = [ P> { } ] e portanto o©o naGmero
i=1

i-1
P

minimo de geradores de mvnR é menor ou igual a n.a

Nos exemplos anteriores apresentamos dominios de Krull
da forma R = DnV com CCRD = Zn e podemos observar que o©
numero minimo de geradores de mvnR é menor ou igual a n e
também, sem grandes dificuldades, poderemos verificar que o
nimero minimo de geradores de qualquer ideal primo minimal de
R é menor ou igual a n. A partir destes exemplos poderiamos
perguntar se num dominio de Krull com grupo de classes

finito, © nUmero minimo de geradores de um ideal primo
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minimal & sempre finito. Veremos a seguir que isto nem sempre
€& verdade, construindo um dominio de Krull R = DnV onde D é
um dominio de fatoragdo Unica, C(R) = 22 e tal que mvnP. ndo ¢
finitamente gerado. Assim, o grupo de classes, excluindo o
caso onde ele é trivial, n3o carrega informa¢gBes sobre os

primos minimais.

. _ 1
Exemplo: Seja D := K[{xi}iéN] [—Y:] onde K é um corpo e

{xi}iefN é um conjunto de indeterminadas. Seja w a valorizagiio
de K({xi}iem—{:t}) onde w(f> & o menor grau dos monémios de f,
para f‘eK[{Xi}idN_(i}] .
Seja v a extensfo de w a K({Xi}iem) definida por por
i
v(zaix‘) : = min{w(ai) - 21}
i

onde zaix1 € K({xi}iem—<1})[x1] Cveja [B]l] pag.435) e seja V o
anel de valorizag3o associado a v.

Definimos R := DnV.
N _ o 1
AfirmagBo 1: R = R := K[} » XXX }H 5 ‘R:‘] .

1
mR = p, o= Xk, ‘x:‘) '

2>
v

{x€R / V(30 2 2} = (_,1?—) )
1
Prova: Seja f € R (resp. € p, » resp. € p\‘,m). isto é,

v(fD> 2 O (resp. 2 1, resp. 2 2) e f € D, digamos,

n
_ i
f .—izgmai)(1 onde para cada i, a, € K[{xi}122]'
-1 n -1 -1
Temos £ = Fa X + Faxiow raxt)y=vax™ garxt*™
17 s 17 174 1 174
i=-m i=0 i=-m i=-m

2m - min{wCai) - 2¢i+m} 2 2m - 2C-1 + md> = 2, logo,

n ,
v( © aixi > 2 O (resp. 2 1, resp. Z 2).
1 =0
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n .
Mas v( Eaixi ) = min{w(ai) - 2i}, logo, para cada i temos
1=0

que wCai) 2 2i (resp. 2 2i + 1, resp. 21 + 2) e assim, o grau

do menor mondmio de a, & 2 2i (resp. 2 2i+l,resp. = 2i+2). Em

i
vista disso, cada monomio de ai é da forma
m, = aXi Xi LR Xi Y (resp. axi Xi e )(i Xi Y
4 T2 21 1 2 21 T2+
rasp. aX, X, ¢+« X X X Y)
i: iz i21 iziﬂ izi+z

onde a € K e Y é um produto de variaveis de {xi}izz .

i = L]
mi)(1 = a()(i)(i X:L D ()(’.Xi Xi DY
1 "2 2i-1 21
(resp. = a(X X, X, De+(X X X X Y
: 11 iz : i2.’1—1 21 21 +4
— e & & 1
resp. = ax()(‘)(:L Xi ) (X‘Xi )(‘t )(X‘X:L Xi )TY )
1 2 2i-4 T2 2i+¢ “21+2 1

i 1 i
entXo, mi)(1 € 121 (resp. € ({Xi}izz , —51_;)’ resp. & (—R:) b
logo, a )(i € R (resp. € (4X,} 1 ), resp. € ( L )] )ﬁ
R Pt 1 ’ ifiz2 ° R‘ * : Y‘

e assim, f € 121 (resp. € ({Xi}i>z ' —-;—-). resp. € (—12—) ).
Z . .

1
<
Provamos entZo que R < R‘ » P, € ({xi}iZz , _Y:) e

p:,z> = (—g‘z—) . Como a outra inclusZo no outro sentido é
1

imediata, temos ent3oc igualdades.

Afirmagdo 2: P, n3Io é finitamente gerado.

Prova: Se P, é finitamente gerado, como P, = ({Xi}iza .—’1{—‘-)

entZo podemos considerar P, = ({Xi}?___a ,—;—;—) para algum neN.

Seja melN, m>n. Como Xm € P, » entZo Xm=f‘—§-‘-+fzxz+°“+fnxn
1

onde f1,... 'fn € Re Vi, f'i = fiCX‘.Xz.... ,Xn.... '—R_;)' Ent3o
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X_ = ficx‘.o.....o.xn;i....._x-‘o_x-‘- +£0+ set 40
= ficxi.o,....o.xnﬂ.....-%(-:3_51!.: .
Como f & R ent¥o f (X ,0,... .o.xnﬂ.....—,lz? e R, logo,
1= X ) =
- v(ricxi.o.....o.xnﬂ....,_ﬁ.‘-)) + v(-%r‘-) >0+2 =20 que &

um absurdo. Logo, P, n3o é finitamente gerado.

Afirmacio 31 &CRY” = ocDd*u{v}.

Prova: Por (1.3, cCR)' < .cCDD‘u{V} @ como R # D, entSo por
€1.2>, V € &CR”. Se W € &«D", como D é um dominio de
fatorag¢3o tUnica, W = Dch para algum f irredutivel em D e
w Cfd) = O Vw'z#w valorizag®o essencial para D. Se v(f) = n,
entZo v(fzx’:> = 0. Assim, (fzx’:‘)" e V., (f’x':)" e W
VW' e eCRDT - (W} e (f’x':)“ @ W. Logo, por €1.2, W e &«RO"
e portanto (D" € eCRO*. Assim, £CRD = £CDIU{V}.

Afirmag3o 4: C(RD> = 22

Prova: Pela Afirmag3o 3, aCR)“ = cCDD*u{V}. logo, por (3.2)

~ CCRD
CChd = m onde cva) é a classe do divisor primo

correspondente a P, - Como D é um dominio de fatorag3o Unica,

ent3o CCDD = COD, logo, CCRD ¢é gerado por c(pv). Como P, n¥o

(2

¢ finitamente gerado e P,

- 1
= (°Y:> entdo clp > = CO> e

acvaD = 0. Assim, CC(RD> = 22 ..
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4. CONDIGOES DE APROXIMAGAO
E

INTERSEGAO DE DOMINIOS DE KRULL

Em [H) e [H-O] Heinzer e Ohm estudam condig¢Bes para que
a interseg8oc de dois dominios noetherianos seja ainda um
dominio noetheriano. Neste Paré&grafo vamos estudar intersegHio
de dominios de Dedekind, que s&o um caso particular de
dominiocs noetheriancos. As técnicas utilizadas por Hei nzer e
Ohm n3o se aplicam aqui, pois teriamos interseg¢fio de dominio
de ideais principais semilocal que seria novamente um dominio
de ideais principais semilocal, loge, um caso trivial. Aqui,
vamos trabalhar com condigBes de aproximag8o nas familias de
anéis de valorizag8o essenciais para obter condig8es para que
a intersegdo de dois dominicos de Dedekind seja ainda um
dominio de Dedekind. O mesmo problema ser& abordado para o
caso dominios de fatorag83o dnica.

As técnicas utilizadas aqui permite-nos caracterizar
também dominios de Prifer wunidimensional, dominios de
Dedekind @ dominios de Krull com grupo de classes de torg8o.

Finalizando, apresentamos uma condig3c para que a
intersec¢Zo de um dominio de Dedekind com um "anel de

valorizag&®o principal seja ainda um dominio noetherianoc.

Vamos inicialmente definir condig3o de aproximag8o . por
fibrado e apresentar algumas propriedades para em seguida
caracterizar dominios de Priifer unidimensicnal e também

domi nios de Dedekind.
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(4.1> Proposigdo: Seja R um dominio contido em um anel de
valorizagéo V e seja m, 2 o ideal maximal de V. S8o
equi valentes: |
1> Para cada xeV existe yeR tal que y-x € m_
2> A restrigdo do homomorfismo natural 6:V——-—>V/mv a R &
sobre jegao.
3DV =R+ m_ .

Prova: (1> e (21 claro.
2> 3 (12 claro.
€12 % (3> E claro que R + m S V. Seja x&V. Entdo existe yeR
tal que =z := y-x € m, loge, x = z-y € R + m, . Assim,

VER+mMm .n
v

Definigdo: Se R e V satisfazem as condigBes equivalentes
acima, dizemos que (R,V) satisfaz a condig3o de aproximag3o

por fibrado,

(4.2> Lema: Se (R,VD satisfaz a condig3o de aproximag@c por
fibrado, ent3ao mvr‘nR é um ideal maximal de R. Assim, se
mvnR = (0>, ent3o R é um corpo.

Prova: Pela Proposi gao 4.1 - 2 temos que

R/Am MR> = V/m_ . Logo, m MR é um ideal maximal de R.m
v ‘ v v
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(4.3> Proposigao: Seja R um subanel de um corpo K tal que R

nac é um corpo. Se para cada VeX (Rd), (R,V) satisfaz a

K

condigdo de aproximagiio por fibrado, ent&o:

1> dim(RD 1.

I

2) QXRY = K.
3 Se D é& um sobreanel de R, D # K, ent3c dim(DD> = 1.

4> O fecho integral de R é um dominio de Priifer.

Prova: 12 Seja p um ideal primo n3c nulo de R. Por

[E-pag.B2] existe VeX (RY> tal que mvnR=p. Pelo lema anterior,

K

P 6 um ideal maximal de R. Assim, todo ideal primoc néoc nulc é

maximal, logo, dim(R> = 1.

2> Seja R o fecho integral de R em K e denctamos X := XKCR).

Entdo R = N V. Como, por hipétese, (R,VD satisfaz a condigdo
VeX

de aproximagic por fibrado, entdo, CR, V> também satisfaz
(4.1-3>. Como R n3oc é um corpo, entico, por (4.2) VVeX,
m MR # CO>. Lego, por (2.1, XR =K. Come R é integral
sobre R, entd@ic K ¢ = &XR> > é uma extensdoc algébrica de R,
logo, por (2.13, QCRd = K.

3D Seja W e XKCD) < XKCR). Por hipétese, (R,W2 satisfaz a

condi¢qo de aproximagdo por fibrado, isto 6,

W=R+mwSD+mw_<_3W 4
logo, por (€4.1-32, CD,W> também satisfaz. Assim, por (1D,
dimCDd = 1.

4) Por (12 e (3D dim(R) = di mvC RD = 1 onde
di mvC R := sup{dimC(V> / V é sobreanel de valorizag3c de R}.
Entac, por [G-pag.363]), di mvC R(X1> = 2 e por [G-pag.364) o

fecho integral de R é um dominioc de Priifer.s
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VVeXCCXjCCD, CC,V) satisfaz a condig8o de aproximagdo

por fibrade, justificando a hipétese de R ndo ser corpo para
o item 2 da proposigdc antericor. Para provar isso, seja

CCO, Se V = C[X]cx para algum aeC e se xeV, entdo

VeXeexo -ad
a +aCX-ad + ¢+ ¢+ « + a CX-ad"

x = =2 1 n . Como vCx020 entHo
b, + b (X-ad + « + « 4 meX—a)m

podemos considerar bo = 0,

a
v[x___z] -

b

(e}

o

ba +b a,(X-ad + « + + +b a CX-ad"-b a -+++-a b CX-ad™
= v o o o 1 on _ o o om
b * + b b (X-ad + « + + +b b (X-ad"
o o 1 om
’CX—a)Cboa + o e e D
= v ~ : = | 21
L b + b b, (X-a> + = ¢ « +b b (X-ad
o o1 o m
Se V = C[X—1]CX—1> e se xeV, x*#0 entado
n
a +a X + ¢ ¢+ ¢ + anX
x = — ! , a_#®0, b_®0. v(>x220 # m2n.
b +bX+ -+ +bx™ 7 m
o 1 m
Se vi(>x>0 entido x € m, . Se vix = O entdo m=n e
( a
vx-—-._rlz
b]
L n
r s e ° n— - e & O e n
y bnao +bn a1X + +bnanX anbo anbnx )
bbb +bb X+ -« +bd%"
n o n 1 n
M a -~ a b + ¢« « ¢« +(b a - a_ b )Xn_‘
n“o n o n n-1 n n-1
v - 1.
bbb +bb X + + ¢« « +Cb 27X
“n o n 1 . n

Assim, CC,V) satisfaz a condig¢3o de aproximag3o por fibrado.

C4.4> Proposigdo: Se R é um dominio de Priifer de dimensdoc 1 e

K: =XR), entdc para cada VeX, (R), (R,V) satisfaz a condig8o

K

de aproximagdoc por fibrado.
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Prova: Sejam VeX (R> e p: =mvr‘|R. Por [E-pag.72], V = R

K P
Vamos mostrar que V = R + m

E claro que R + m SV.Sejaer=R,x=aonde

v P b

aeR,beR-—p.Seaepent%‘oxemvSR+mv.Seaepenté’o
ab & p. Como dimCR> = 1 entdc p ¢ um ideal maximal de R,
logo, p + abR = R. Sejam d €e p er € R tais que d + abr = a.
a d

=ar+—eR+pRp=R+mv,provando

Entac, x = 5 5
.|

VER+m
v

Como consequéncia dos resultados anteriores, segue uma
caracterizagdc de dominios de Priifer de dimensé@oc 1 através da

condig3o de aproximagao por fibrado:

(4.85) Corolario: Seja R um dominic integralmente fechado com
corpo de fragBes K, R#K. Ent3o R é um dominio de Prifer de

dimens3c 1 se, e somente se, para cada VeX CR), V=K, (R,W

K
satisfaz a condig8o de aproximagdo por fibrado.

Prova: Segue de (4.3) e (4.40.m

Observe que um dominico de Dedekind & um ‘dominio de
Pft’.ifer de dimens3oc 1. A seguir vamos caracterizar um dominio
de Dedekind R como um dominio de Krull tal que para todo
V € &C R)*, CR,VD satisfaz a condi¢g83o de aproximagsio por
fibrado. Apresentaremos também outras caracteriza¢Bes, como
por exempl o a que aparece em (E-pag. 92] C"Strong

approximation condition'),
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(4.6> Proposicgdo: Seja {vi}ieI uma familia de carater finito,
de anéis de valorizag@c principais de um corpo K e seja

R: = n vi . Para cada i€l, sejam v, & valorizagao normalizada
iel

associada a Vi em o ideal maximal de Vi. S8c equivalentes:

12 R é um dominic de Dedekind o QCR> = K.

2) (Strong approximation conditiond Dados 11,. - .ireI,
nl,....nreZ, e xl,...,xrel(,_ existe yeK tal que viJ(y—xj)=nj
¥i=1,....,r e v, (y?20 para todo iel-{i,,... i h |

3> Dados i€l e eri 3yeK tal que O<viCy->O<oo -] vJCy)ZO

Vijel-{i}.
4> Dados iel o xeV, 3yeK, y#0 tal que v,(y-x>>0 o ch)})zo
Viel -{i}.
8 XR) = K e para cada iel, CR,ViD satisfaz a condig¢gSo de

aproximagdo por fibrado.
6> XR> = K e Viel, mir\R é um ideal maximal de R.

Prova: (1> & (22 [E-pag.@2l.
€22 = (3 claro.
(3> #» (4> Por (3, dados iel, eri » 3JyeK tais que
.O<viCy-x><oo e vJ.Cy)?.O Vijel-{i}. Se y#0, terminamos, Se y=0,
ent. 3o viCx)>O. Como Oc:-:Vi , entl3o, por (3, 3FzeK tal que
0 < viCz—O) < 0o e vJ.Cz) =z 0, Viel -{i}. Assim,  z=0,
viCz-—x) Z min{ viCz),viCx) }> O e VJCz) 2 0 Vjel-{i}.
(4> » (B) Para cada ie€l, OeVi, logo, 3yeK, y=0 tal que
viCy) >0 e vJ.Cy) z O Vjel-{i}. Assim, yeR e viCy) > 0, logo,
por C2.3>, &R = K.

Para cada iel, R + m, €V, . Seja eri . Por hipdtese,

i
dyeK tal que viCy—x) > O e vJ.Cy) 2 O VjeI-{i}. Comeo vi(x) z O
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entdo viCy) 2 0. Assim, yeR e tomando z:=y-xem temos que

i’
xX=y-Z&R + m, provando Vi = R + m,o. Ent8o, (R, ViD satisfaz a
condi¢3o de aproximagdo por fibrado.

(5D 3 (82 Por (4.2).

(8> # (12> Por definig3oc R é um dominio de Krull, por (€1.3) os
ideais primos minimais de R sdc da forma mir\R para algum iel.
Por (2.8) todo ideal maximal m de R contém um ideal primo

minimal, logo, m contem minR para algum i<l tal que

miﬂR € nCR>. Como por hipétese minR é maximal, ent8ic m = minR

¢ minimal. Assim, dim(R> =1 e portanto R é um dominio de
Dedekind. w
Dados D1 =) Dz dominios de Dedekind e R := D‘r‘lDz, ent&o

por (1.3 &C(RD * » & &€ D1> ¥Ue:C Dz) * . Veremos abaixco que para R
ser um dominio de Dedekind & suficiente verificar as
condig¢8es equivalentes da proposi¢iEo anterior somente para os

anéis de valorizagdo V & &CDID‘ C ocu sCDz)').
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(4.7> Proposigdo: Sejam D1 e Dz dominios de Dedekind,
R : = D‘nDz tais que R, D1 - ) Dz tém o mesmo corpo de frac;&osA
K. S3o equivalentes: ‘

12 R é& um dominio de Dedekind.

2> Dados V.,...,V_ @ D3, n,....n. @ 2 ® X,....%_ & K
1 r 1 1 r 1 r
existe y € K tal que viCy—xiD = ng Vi=1,...,r ¢ Wy> 20
WV e eCD O uecD " qv.....,V }.
2 1 r

3) Dados V < sCD‘)*, x € V eoxiste y @ K tal que
0 ¢ Wy—>0 < me wlyd 2 0 WW « scoia"w:cnz)'—{w.
4> Dado V e sCD‘D",x € V oxiste y € K, y # O tal que
VEy-x) > O @ wCyd 2 O WW < sCDP*UsCDZD‘—{V}.
5)WesCD1)‘, (R,V) satisfaz a condig8o de aproximag8o por
fibrado.
6D VpenCEuD, PNR é& um ideal maximal de R.

Prova: (1) = (2> Por (4.6).
(20 =mp (3D wmp (4D =mp (5D =mp (63 é anldlogo A prova destas
implicagB®es em (4.6),
(B) =mp (1D Como R & interseg3c de dois dominios de Krull,
entdc R é um dominico de Krull. Resta mostrar ent3o que
dimCR> =< 1, Seja M um ideal primo. de R. Por (1.4
sR " = (VeetR® / m AR S M} Se existe V e &CR,p necDp”,
ont3o mvnRM .= MRM , logo,mvﬁR s M, Mas por  hipétese,
mvnR = mvnD1nR é maximal pois mvr‘sD1 < nCD‘). logo, M = mvr‘iR é
minimal. Se &CR,D"MeCD>" = @ ont@io &(RP" < &p*, isto e,

R,, & uma subinterse¢zo de Dz .Logo, por [E-pag.781, R,, & um

M M
dominio de Priifer e como RM é um dominio de Krull, ent&c por
€1.8> R, ¢ um dominio de Dedekind, logo, dim(R,> =1 e
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portante, ht(M> =1, Assim, R é um dominico de Krull

unidimensional e portanto R é um dominioc de Dedekind.m

Dominios de Krull e dominios de fatorag8o udnica sHo
caracterizados  através de suas familia§ de valorizagBes
essenciais (veja [E-pag.92] e I[G-pag.834]). Enunciaremos
estes dois resultados e a seguir faremos uma caracterizaglo
de dominios de Krull com grupo de classes de torg8o também a
partir das valorizag@es essenciais destes dominios. Outras

caracterizag@es podem ser encontradas em [F-pag.33],

C(4.8> Proposig3o: Seja R =iQIVi onde {vi}ieI & uma familia de
caradter finito, de anéis de valorizag3o principais de um
corpo K. Para cada iel, seja m, © ideal maximal de Vi . S3o

equi valentes:

1> R & um dominio de Krull e &CRY" = {V

ithe
a3 CWoak approximation Conditiond Dados ia""’irEI'
n{..},nreZ, existe yeK tal que v, (yd = ny Cj=1,...,r> e
J
> C T g .
viCy)_O Viel {la""’lrk

3> Para cada par de elementos i, jel, 3yeR tais que v&Cy))O e
v .Cyd>=0.
j Y

Prova: [E-pag.911,

24
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(4.9> Proposigdo: Seja {Vi}ieI uma familia de carater finito,
de anéis de valcorizag8o principais de wum corpe K @ seja

R:= N Vi . Para cada ie€l, sejam v, a valorizagdc normalizada
iel

associada a Vi e m o ideal maximal de Vi' S3o equivalenteé:

10 R & um dominio de fatcragac Gnica e sCR)* = {vi}ieI'

2> Para cada iel, BaieR tal que viCaiD =1 e vJCai) = 0

Viel~-{i}.

3> Para cada i€l, minR é um ideal principal nac nulo de R.
Prova: [G-pag. 5341,

(4.10> Proposigdo: Seja uma familia de caréater

Vit
finito, de anéis de valorizagac principais de um corpo K e

seja R:=n\l‘.L . Para cada ie€l, sejam Vv
iel /

, @ valorizagao
normalizada associada a Vi ® m o ideal maximal de Vi.’ S8o
equi valentes:

12 R é um dominio de Krull com grupo de classes de torg8oc e
eCRY = v, fiel}.

2> Para cada iel, 3aieR tal que viCai) > O e vJ.Cai) = 0
Viel -{i}.

3> Para cada ie€l, (minR)cn) 1= {xeR / viCx) Z n} 6 um ideal
principal n&c nulo de R, para algum nelN.

Prova: (1> == (2) Se CC(R) é um grupco de torg8o, ent3o
para cada i€l existe um inteiro positivo n, e xieK—{O} tal
que niPi = dCxiD. Como dCxi) =,E v.CxiZ)PJ. ent3o viCxi) =n; e

jel
vJ.Cxi) = 0 Vjel—-{i}.

(2> = (1D Para cada i€l seja xieR tal que viCxiD > 0 ®
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v.(x.2 =0 Vjel-{i}. Ent¥o d(x,0 = v (x.OP, = v, (x, OP,

J Ui i . JiT g SR R 1
jel

onde para cada jel, PJ. é o divisor primo correspondente a

mJnR. Logo, Pi ¢ um elemento de torg8c de CC(R). Como

{Pi / i€l} gera C(RY, ent3c CGI(RD é um grupo de torgHo.

(1> e (33 [F-pag 33]l.m

Observag3o: Se R é um dominio de Krull e D é uma
subinterseg¥o de R, isto &, D = n V, onde {V.}. < sCR)‘ ’
. i i'iel
iel
ent3o se eCRY' satisfaz a condig3c (2> de (4.6> (resp.(4.8)
resp. C4.9) resp.C4.103), ent¥o «CD>" também satisfaz. Assim,
s R é um dominio de Dedekind (resp.Krull resp.fatoragfo
unica resp.CG(R> ¢é de ‘torg#od ent8c D também é e

L ]
(D" = (V. }

Para um dominioc de Krull qualquer, podemos caracterizar
os ideais primos principais através das valorizagles

essenciais:

C4.11D Proposigao: Sejam R um dominio de Krull,

eCRY™ = {vi}iel » i€l e aeR. Ent3o viCa)=n e v Cad=0 para

J
<n>

todo jel-{i} se e somente se (minR) = aR onde m, 6 o ideal

maximal de Vi.

Prova: (#> Como viCabD = viCa) + viCb) Z2n + 02 n VbeR,

<nd

entdaoc aR & (minR) Seja xe€R tal que viCx) 2 n. EntZ%o

.—)-c— ZOev.—x—- = v, (x - v,Cad = v {xD + 0 2 O pois
v, (5 N § § 5 P

xeR. Logo, %—- €« Re x e aR. Assim , (minR)cn) € aR, provandeo

a igualdade.
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(& Como (minR)cn) = aR, ent%o v.Cad = n. Seja jel-{i}.
Por (4.8) existe yaK tal que v.¢y> = n, vJ.Cy) = 0 @ kay)ZO'
para todo k&l-{i, j}. EntZo ye(minR)an = aR, digamos, y = ab,
beR. Temos O = vJ.Cab) = vJCa) + VJCb), logo, vJ.Ca) = 0,
Assim, viCa) = n e ija) = O para todo jel—-{i}. =

Dados D1 e Dz dominios de fatorag3io Unica e R := D‘ﬁDaz ’
ent@io por (1.2>, &CRY" s &DO"us(DO¥. A seguir veremos que
para R ser um dominic de fatorag8o dnica, é suficiente
verificar as condig¢g@es equivalentes da Proposigdo 4.9 somente
para as valorizag@es V e sCR)*nsCD‘). ¢ ou sCR)*nsCDzD‘),

observando (1.3D.

(4.12> Proposigao: Sejam D‘1 o Dz dominios de fatorag®o Unica,

R := D1nDz tais que R, D‘ e D2 tém © mesmo corpo de fragdes

K. S&oc equivalentes:

12 R & um dominic de fatorag8o dnica.

2> ¥V e sCR> nsCD3", m R é um ideal principal.

D Vpe nCDiD tal que prR € NCRD, prR & um ideal principal.
Prova: (1D ==p (2> Por (4,93.

(2> =4 (1D Seja S o sistema multiplicativo de R gerado pelos

elementos primos x de R tais que xR = m MR para algum

V e sCR)‘ﬁsCDi)*. Por [F-pag.38], para mostrar que R ¢ um

dominico de fatorag@ico dnica, basta mostrar que SR & um

dominio de fatorag¢do uUnica. Para fazer isto, vamos mostrar

que S™'R ¢ uma subinterse¢do de D2 .
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Por C1.4) &SR = {VesCRD" / m S = @}.
Como R = ELQDE » logo, por (1.33, R ¢ sCC&D*05CE2)*
Seja V e &CR". Se V e scnis“, ent8c por hipétese,
mvhR = xR para algum x e R, x*#0 pois R e D1 tém o mesmo corpo
de fra¢Bes. Logoe, X € S e portanto V a sCsTRY, Assim,
R)* < sCDz)', isto 6, S™'R ¢ uma subinterse¢3o de Dz que
por hipbétese, & um dominico de fatorag3c dnica. Logo, SR &

um dominioc de fatoragBo uUnica (veja observaglBo apdés C4.100 D,

(2> & (3 Por (1.30.m

O resultade a seguir seréd utilizado para determinar
quando a interse¢®o de um dominic de Dedekind com um anel de
valorizag¥o principal é um dominico noetheriano (em 4.14D,
para determinar ideais maximais minimais e elementos primos
em dominios do tipo @QUXINV e também para caracterizar
dominios de Krull gque sZo interse¢ic de um dominio de

Dedekind com um dominioc de ideais principais semilocal (B5.3D.



(4.13> Proposigado: Sejam D um dominio, V1,...,Vn anéis de

valorizag3o de posto 1 ® R := DﬁV‘h' . -nVn tais que
D’Vz" - ,Vn tém o© mesmo corpe de frag8es K. Para cada
ie{l,...,n}, sejam m. o ideal maximal de Vi © p; = mir‘R.
Ent3o:

1> R[—;——] = D[—%——] Yaenp , ax0.

) Se p é um ideal primo de R tal que npi Z p, ont¥Ho existe
um ideal primo @ de D tal que Dq = Rp .

3 Se d := dim(D> e p é& um ideal primo de R de altura maior
que d, ent3o npi < p.

4 Se D & um dominic de Prufer tal gque para cada ideal
maximal m de D que contem ﬂpi , Rm ¢ um anel de valoriza¢go,
ent3c R é um dominic de Prufer.

8 Se para cada i, P $ um ideal maximal de R, ent3o

dim(R) £ dim(D> + 1. Se além disso, o grupo de valores de

cada Vi é um subgrupo de @, e D # K, ent8o dim(R) =< dimdCD>.

, 1
Prova: 1> Para todo i, a e m, , logo V, [——a——-] K pois V.

é um anel de valorizagfc de poste 1. Assim, por [A-M-pag.39)
1 1 1 1 1

R[5 = oV, b5V 1 = o1

2> Seja a € Np, - p. Ent¥o pR[—%—] é um ideal primo de

R[—%—] = D[—}-] , logo, @ := pR[—%—]r\D $ um ideal primo de D

1 1 :

e gMR = pR[—a—-]r‘\DnR = pR[——a—-]nR = p. Logo, Rp < Dq . Seja
4 eD ondedeDes €D - q. Como D € D[——l—] = R[—l—]
s q - Tba a
ent3c d,s e R[—-—j;—-] . Sejan e N tal que a'd,a”s € R. EntSo
d a"d n

= € R pois a,s & q, logo, a s &€ q e portanto,
s a's L
n
a's & p.
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3) Seja p um ideal primo de altura maior que d e suponhamos
per absurdo que npi & . Por (20 existe um ideal primo g¢ de D

tal que R =D . Assim,
P q

d < htCpd = dimCRp) dimCDq) = htC(gd = d

o que é um absurdo. Leogo, npi < p.

4> Seja m um ideal maximal de R. Se NP, & m, ent&o, por
hipétese, Rm ¢ um anel de valorizag¢8o. Se npi 2 m, ento por
(22, existe um ideal primo ¢ de D tal que Rm = Dq que & um
anel de valorizag3o, pois D & um dominio de Prufer. Assim,
por [E~pag.73] R é& um dominio de Prufer.

8 Seja d := dim(D>. Para cada i, hthi) < d + 1 pois, caso
contrario, se ht(pi) > d + 1 para algum i, existe um ideal
primo p < P, com htCp> 2 4 + 1. Logo, .por (3> e por
[{A-M-pag. 73], existe j € {1,...,n} tal que pJ. S p c P, © que
& uma contradi¢®o, pois por hipdédtese, pJ. é maximal. Se m & um
ideal maximal de R, m = P Vi, ent3o npi  m. lLogo, por (3D,
ht(m> < d. Assim, dim(R> < dimCDd> + 1.

Se o grupo de valores de cada Vi é um subgrupo de @,
podemos supor gque cada Vi & irredundante na intersegdo
mvin---vn pois se, por exemplo, Vn nd8c ¢ irredundante, os
resultados de (12 a (4> valem para R = DnV‘n-“nVn_‘ . Como

p,N**-0p 2P, ent 3o por 3, ht(pn) < d.

n-1
Por [E-pag.B1], ht( piD = 1,
Se m ¢é um ideal maximal e m = Py Vi, entHo

p‘mﬂ'r‘npn < m. Logo, por (33, htdmd < dimCDD. Assim,

dimCR> < dimCDD>.m
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Como aplicag3o do resultado anterior, vamos determinar

ideais maximais minimais em um dominio de Krull da forma

QIXINV.
Seja p um ndmero primo e seja
x? x"
R =2 x, =. ..., ] = QIXINV onde V & o anel de
(pd p n-—1

valorizag8c associado & valorizag8o de @QIX)] definida por

v(}'_}aixl) = min{nv Ca;> + Cn-13i} onde v, & a valorizag¥o

p-ddica de 2 e zpixl € 2{X) (veja exemplo apés (3.33D, Como
p <« mvhR © p & unidade em ®@[X], ent8oc por (3.1,
eCR* = ec@rx1d> *uvy.

a + pXg se n=1

Seja f € 2[X]) irredutivel e da forma f = {a + Xg se n22

onde a €« 2 - p2 © g € 2[X]. Seja w a valorizag3o f-&dica de
QIX]., EntZo w(fd = 1, vwWfd> = 0 e w(fD> = O para as outras
valorizagdes essenciais para R pois como vimos acima,
sCRY = sC‘D[X]D*U{V}. Assim, por C4.11> mvnR = fR é um ideal
primo minimal de R.

Temos que fR é um ideal maximal pois caso contrario, se
fR ¢ m para algum ideal primo m, ent3oc por ((4,132-3) pe me
sen 22, X € me portanto, a € m o que é um absurdo,pois a ¢
unidade em R.

Assim, fR é um ideal maximal e minimal de R.

{X] gerado por px"‘ + 1 é& um ideal

Exemplo 1: O ideal de ZCpD

maximal @ minimal vV n € IN.
Exemplo 2: 3X? + 6X% + 12X + 2 & um pelindmio irredutivel de
Z[X)] (critério de Eisenstein). Assim, o ideal de Zc3)'()(]

gerado por este polindmio & maximal e minimal.

41



S D é& um dominio de Dedekind e V é& um anel de
valoriza¢g8o principal, nem sempre DV é um dominio
noetherianc C(veja [N-Example pag.28]1. Em [H-O-pag.2985] temos
que se mvnR & um ideal maximal, entZc R é noetheriano, mas
neste caso, por (4.7), R é um dominio de Dedekind, logo
precisamos verificar o caso onde mvnR ndo ¢ maximal. Em
[H-pag.8] temos que se o radical de jacobson de D for n3o
nulo, ent3o R &é noetheriano. Neste casoc, como estamos
considerando D dominio de Dedekind, ent8o D é uma interseg¢Ho
finita de anéis de valorizag3o principais, logo, R também é
e portanto R é um dominio de Dedekind.

A partir de técnicas utilizadas em [Eal) é possivel cbter
uma condi¢3o para que DNV seja ainda noetheriano, o que seréa
feito no préximo resultado. Em [Eal temos o© seguinte
resultade (Theorem 1.15:

“Suponhamos que R seja um dominio que n3o é anel de
valorizag®o e seja K seu corpo de fragBes. Entllo Rlal &
noetheriano para todoc a € K - R se e somente se R é

noetheriano.

(4.14> Proposigao: Sejam D um dominio de Dedekind, V um anel
de valoriza¢Zo principal e R := DNV tais que K é o corpo de
frag@es de D, R e de V. Se RIx] é noetheriano para todo
xe m - R, ent3o R é noetheriano.

Prova: Se dim(RD = 1, entio R é um dominio de Dedekind,
lego, noetheriaho. Vamos supor entZo que dimCRD > 1. Seja

a € m NR.
v
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AfirmagZo 1: Existe beR tal que x := __:;__ @R eseceR

tal que < R, ent¥o —— < R.

ac
b

b
. R . RIx]
Afirmagio 2: 5B = B

Vamos provar a proposigdo @ depois as afirma¢Ses.
Seja p um ideal primc de R de altura maior que 1. Por

P
(4.13), mvnR € p, logo, a € p. Ent3io P -2 ¢ um ideal primo de

ag = xglti ;3 que ¢ noetherianc pois Rix] é noetheriano. Logo,
;g-— é¢ finitamente gerado, digamos por ;1, SN ’gn onde
as...ra € R e portanto, p é gerado por asa,...ha. Assim,

todo ideal primec de R de altura maior que 1 é finitamente
gerado & entdo por [M-pag 2951, R é um dominioc noetheriano.
Prova da afirmagcZo 1: Como dim(RD = 2, ent3c R = D,
logo, por C1.2), V & eCRD". Como &CRD" & de carater finito
ent&o exi spe no maxi mo um numer o finito, digamos
v = w1,. . ,Wn e sCR>* onde a nXo & unidade. Como dimCRd > 1

ent3o por R & infinito pois,caso contréario, R seria um

dominio de Dedekind [E]l-pag. 78], logo existe
W < eCR) - {W,...,W}. Por (4.8 oexiste beK tal que
n+1 1 n

wiCb) = 0 para i=1,...,n; wnﬂCb) ? 0O e wlb). 2 O para as

outras valoriza¢@es essenciais para R e portanto beR.

a _ a

vC—-E-—) = vCad) - v(b> = vCad > O, logo, 5 €m, -

a _ _ - _ a
wn+1c—5—> = wn+1Ca) wn_qu) wnﬂCb) < O, logo, < € R.

ac .

Se ceR tal que <= € R. EntSo Vi=i,...,n wiCb) = 0,
logo, wiC—-g——) 2 0. Se w é uma valorizag3o essencial para R,
w#w Visi,...,n ent¥o wCad = 0, logo, wC—g-—) = wcig-o >0
pois a_l]c::_)__ € R. Assim, -g—- € R, provando a afirmagdo 1.

Prova da afirmag8c 2: Vamos proceder como na prova do
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Teorema 1.185 de [Eal, Inicialmente vamos mostrar a igualdade

aR

=xR[ x]NR. Como aR S aRix] = DbxRIx] & xRI(x], ent¥o
aR € xRIxINR. INR,

Seja y € xR[XINR, y := x(a°+a‘x+--~+anxn3 onde aieR Vi e
n minimal. Se n > O, multiplicande a igualdade por Can)n,
temos:
n+4

- -— n n-—1 ® e
o = y(an) + aoCan) CanxJ + + CanxD que é uma

equagdc de dependéncia integral de a x sobre R. Comc R é

integralmente fechado, entdo a X 5] R e portanto
y = x£a°+ooo+Can_1+anxDxn_1) contradizende a minimalidade de
a_a a

R

o _ _ o
n. Logo, n deve ser O e —E— T 38X T Y € R, logo 5 €
pois b foi tomado de forma que valha esta propriedade. Assim,

a
= o _ . R RI x]
Yy = a—4—— € aR e portanto, xRI[xIJNR = aR. Assim, ) < vi-18%3]

b
Mas cada elementc de RIx] é congruente a algum elementoc de R

médule =xRIx%x], ent8c a inclusSoc wvem a ser uma igualdade:

R _ RIx]
ak xRIx] °

provando a afirmag3o 2.8
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5. APLICAGOES DOS RESULTADOS DO PARAGRAFO 4

Neste par&grafo vamos apresentar algumas aplicagBes dos
resul tados do paragrafo anterior. Vamos enunciar condigles
para que toda subinterse¢®c de um dominio de Krull seja um
dominio de Dedekind , verificar quando um dominic de Krull é
intersegio de um dominic de Dedekind com um dominioc de ideais
principais semilocal, apresentar uma nova prova que © anel de
fungBes de Kronecker é um dominio de ideais principais e
finalmente, apresentar um exemplo de um dominio de Dedekind a
partir da interse¢8io de uma extens3o finita de um anel de

peolinémios com uma extensdoc da valcorizagdo x *- &dica.

D. D. Anderson =] D. F. Anderson, eom [ A-A-pag. 2701
apresentam condig@es para que todo sobreanel de um dominio
seja um dominio de Krull. A partir da caracterizag3o de
dominios de Krull com grupo de classes de tor¢goc (4.103,
vamos  apresentar a seguir, condigBes para que toda

subintersegic prépria de um dominio de Krull seja um dominio

de Dedekind.

Cé.l) Proposigdo: Ssja R um dominio de Krull com grupo de
classes de torg8o. Ent8o toda subinterseg@o prépria de R é um
dominio de Dedekind se o somente se R é quase local de
dimens3o 2 ou R é um dominio de Dedekind.

Prova: (==> Suponhamos que toda subintersegdco de R ¢ um

dominio de Dedekind. Se dim(Rd> > 2, seja (0 ¢ P, <P, ©P
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uma cadeia de primos em R e seja aep,, aep, . Ent3o, por
C1.4>, R[—:—-] ¢ uma subinterse¢Sc de R e por [A-M-pag.41],
dimCR[-=—]> 2 2, logo, R[] n¥o é um dominioc de Dedekind,
contradizendo a hipétese. Se dim(R) = 2 mas R n%o é quase
local, sejam m o m, ideais maximais distintos de R com
ht(mi) = 2 o seja a € m, a & m . Da mosma'forma como foi
verificado acima, R[-—:-—] é uma subinterse¢®o de R @ nZo ¢ um

dominio de Dedekind, também contradizendo a hipétese. Assim,

R & quase local de dimens3oc 2 ou R é um dominico de Dedekind.

(&= Sejam sCR)‘ = {Vi>ieI » D uma subinterse¢3o de R, e
J o= {iex/viescraa‘-scm'}. Por C4.103, para cada j&J eoxiste
xjeR tal que vJ.CxJ.) > 0 e viCxJ.) = O Viel-{j}. Seja S o

sistema multiplicative gerado por {xJ./JeJ}. Por C1.4>
ecsTRY = v, fiel-J} = &”, logo, D = ST'R. Como R 6 local
de dimens3o 2‘ @ para cada jeJ, xJ,eR e x‘j n3o é unidade, ent3o
per [(A-M-pag.41], dimC(D> = 1, 1logo, D é um dominio de

Dedekind. s

(5.2> Corolario: Seja R um dominio de fatoragdc unica quase
local de dimens8oc 2. Ent8o toda subintersegéo prépria de R é
um dominio dé ideais principais.

Prova: Se S é uma subintersegdo de R, ent3o S é um
dominic de fatoragdo unica (veja observag8Bo apds 4.103. Por
(5.13, S é& um dominic de Dedekind. Assim, S é um dominio de

ideais principais.®
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Em [A-A-pag.6), D.D Anderson e D.F.Anderson verificam
que © grupo de classes de um dominio de Krull R & finitamente
gorado se e somente se R = RJW% com R‘ e Rz subinterseqaes‘
de R, R1 dominic de fatoragfo Unica e Rz dominico de ideais
principais semilocal. A seguir, vamos caracterizar dominios
de Krull do tipo R = Rtr\Rz para R1 dominic de Dedekind e Rz
dominio de ideais principais semilccal, utilizando a

topologia de Zariski.

Seja R um dominio com corpo de fragdes K. Como em [S-2Z],
a superficie de Riemann de R & um espago topolégico XIRD
formade pelos andis de valorizag3o de K que contém R. Uma

base de abertos em XCRD> é dada pelos conjuntos

E:Cx1,...,xn) = {VeX(R> / xieV Vi=1i,...,n}
= {VeX(Rd / R[x‘,. . ,xn] < Vi
= XCRIx ,...,%X 1D
1 n
onde {x!,. .. ,xn} percorre os subconjuntos finitos de K.

(5.3 Proposigdo: Seja R um dominio de Krull com corpe de
fragdes K, R # K. S3o equivalentes:
12 R = D’Winu-n\in onde D é um dominic de Dedekind, cada V., &

um anel de valorizag3o principal e D, V‘....,Vn e R tém o

mesmo corpo de fragdes.
23 nOCRD := RCRIWVW{COD} contém um aberto n3o vazio de Spec(RD.
3D £(R> contém um aberto nd3o vazio de XCRD.
42 A interseg@ic dos ideais primos de R, de altura maior que 1
é nZo nula.

Prova: (12 = (2> Para cada i,.seja m, o ideal maximal

de V.
i
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Seja a € Rmiﬁ---r\mn, a # 0. Por (4.13-3),

Xa = {p € SpecCR> / a & p} & nOCR). Como COD € Xa » ent&o Xa
é um aberto n¥o vazio de Spec(R) contido em nOCR).

(2> = (3 Seja a € R, a # O tal que Xa < nOCR). Seja
VeEC—-;—-). Como a‘eRSEVe-—:-la-‘—eV, ontgoaemvr\R ’
portanto mvnReXaSnOCR). Logo, por (€1.3), V e sCRD. Assim,
EC-——i——-) S eC(R) e como K € EC-—-;—-) entTo &C(R> contem um aberto
n3do vazio de X(RD.

(3> = (1D Seja ECx1,...,xr) <€ &(R> onde Xpee 2 X € K. Como

eC(R) ¢é de carater finito, entdco existe no madximo um conjunto

finito de elementos de (R, digamos, Vi" . ’Vn tais que
{xl,. . .xr} 4 Vi Vie{i,...,n}. Assim,

XCRIx ,...,% 10 = ECx ,...,%x 0 = (R - {V,,...,V_}

1 r 4 r 1 n

Seja D o fecho integral de Rtxi,. . .xr]. Entdc D é a
interse¢io dos elementos de eCRd - {V1 »e s .Vn}. Se
e(R> - {Vi,... ,Vn} 2 {K} ent3o D ¢ uma subinterse¢3oc de R,
logo, D é um dominio de Krull e &(D> = &(R> - {Vi....,Vn} =
XCR[x‘,. . ,xr]) = XCD)> (veja observa¢3o apés 4.10). Logo, por

definigdoc, D & um dominio de Prufer e por (1.5, D é um

dominio de Dedekind. Como &C(D) = (R - -[V‘,...,Vn}. ent8o
R = Dr‘Nl,...,Vn. Se &C(R> - {Vl,...,Vn} = {K}, ent8Bo D = K e
também, R = DNV, ,...,V_.

1 n

(2> wp (4> Seja aeR, a=0 tal que )(a p= nOCR). Assim, a
pertence a todo ideal primo de R, de altura maior que 1.

(4> = (1D Se dimC(R> = 1 entZToc R é um dominio de Dedekind e
n¥oc h4 nada a provar. Se dim(CR) > 1, seja aeR, a=0 tal que a

pertence a todo ideal primo de R, de altura maior que 1. Seja
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D := R[] Entfo dim(D> = 1, isto é, D é um dominic de

Dedokind © por (1.43, &(D> = {Ves(R> / admv}. Como R & um

dominio de Krull, entZo existe somente um numero finito,

digamos, V1,...,Vn € &(R> tal que aem_ , i=1,...,n. Assim
i

sCR” = scm‘u{vi,. ..,V } e portanto, R = DWW N +rV_ .®

Na condigio (12 da propesi¢8o anterior temes que R &
interse¢®c de um dominioc de Dedekind com um dominic de ideais

principais semilocal, como consequécia do lema abaixo:

(5.4> Lema: Seja {Vi}?=1 uma familia de anéis de valorizagado

principais de um corpo K e seja R:=

Vi . Entfo R ¢é um
i

ek

dominio de ideais principais semilocal.

Prova: Por definig¢&c, R & um dominio de Krull e por
[E-pag.78) R ¢é um dominio de Prifer semilocal, logo, por
(1.82, R é um dominio de Dedekind semilocal.

Por (4.8), para cada i€{l,...,n} existe aieK tal que
viCai) =1 e vJ.Cai) = Q0 para todo jefi,...,n}-{i}. Logo, aieR
o por (4.9, R é um dominio de fatora¢g&®oc Unica. Assim, R é um

dominio de ideais principais semilocal.m

Exemplo: Se R é um dominio de Krull de dimens3o 2, quase semi

local, ent8c R é intersegfc de um dominio de Dedekind com um
dominio de ideais principais semi local pois a interse¢®o dos
ideais primos de altura 2 é uma interseg8o finita, logo, n3o

nul a.
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Em [G-pag.552] temos que

de um dominio de Krull com

dominio de
x-operation mostrande que tal

logo, um dominio de Priifer. Na

nova prova deste resultado

aproximag8o que aparecem em (4

ideais principais.

o anel de fun¢gBes de Kronecker
respeito & v-operago é um
Isto & obtido a partir de

anel & um dominio de Bezout,

préxima proposig¢8o faremos uma
a partir das condigBes de
.60 e (4,9,

(5.8 Proposigao: Sejam R um dominio de Krull, K := XR) e

seja sCR” = {Vi} Para cada i€l seja Wi a extensdo de Vi

iel

a KCXD (dresp.KC((XD)D asscciada a valorizag8o definida por

wi(}: aJ.XJ] = min{viCaJ.)}, para Y aixl & RIX] Cresp.RI[X11D.
J
Seja T = n Wi Ent3c T 6 um dominioc de ideais principais.
iel

Prova: Vamos mostrar que T é um dominico de fatoragao
Unica e um dominio de Dedekind e concluir que T é um dominio
de ideais principais.

Para provar que T é um dominio de fatorag@o Unica, vamos
provar o item (20 de (4.9D:

1

Seja ie€l. Por (4.8)-(2), 3FaeXR> tal que viCa) = e

vJ.Ca)ZO Viel-{i}. Como {vi}iel é de carater finito, existem

i,...,i el tais que v.Cad = O VjeI-{i,i ,...»i_}. Novamente,
1 r J 1 r

por 2.3 -Ca>, existe b e QXRD tal que viCb) = 1,
v, (B) = = v, Cb> = O e v.(b> 2 O Vjel-{i,i ,....4i }.
i i J 1 r
Assim, wiCa + bXd> = min{viCa),viCb)} = 1.

wJ.Ca + bX> = min{vJ.Ca),vJ.Cb)} = O Vjel-{i} pois se
Je{li,...,lr} entao vJ.Cb) = 0 e se Je{l,J.‘,....zr} entao
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vj(a) = 0. Logo, por (4.9, T é um dominic de fatpragﬁo
unica.

Para provar que T é um dominico de Dedekind, wvamos provar
o item (4D de (4.8D:

Sejam il e x := —;—— -] Wi » »*0, onde f,geRl[X]
Cresp. RIIXJ1D. Se wiCxJ > 0O, basta tomar yeR tal que

viCyD > O, pois neste caso, wiCx—y) z ndrﬂwiCxD,wiCyD} > O e

'ijyD = ijy) 2 0. Vamos supor entSo que w, (x> = 0, isto ¢,
win) = wng). Tomando
f := Y%, fixi € RIX] Cresp.RI[X11D o
g := % gixi e RI{X] resp.RI[X11),
seja J = {j /vC(fD = w D} e seja h :=J£bfjxj. Entdo

wi(f—hD > winD. Seja relN, r > win). Tomando os elementos a

© b definidos no paragrafo anterior, isto é, tal que

viCa>=viCb)=1 e min{ija).vJCb)}=O Viel-{i}, seja
_ x%h

Yy ==

a” + b’ X + X3g
Se jel-{i} entdo chxth > 0 pois X?h e RIXJ.

2

wJCa + b X + X"gd =
- r r 2 3 L m+z
= ija + b X + gox + g1X + + gmx + p]
r r
= mi Ca J,v(bJ,vCgd,...,v.Cg D,...
m.xn{vJ a vJ J = 5 I }
= O pois min{ija),vJCb)} = 0.
Assim, wJCyD Zz O Vjel—-{i}.
2
w. Cy=x) = wi( th > - £ ]
. a” +b'Xx + X g g

. [ x%gch - £ - ca’ + b XOF

> O pois:
* ca” +b'X + ng)g ]
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wiCngCh—f)—Car+brX)f3 >

v

min{wiCX2)+wng)+wiCh—f).wiCar+brX)+win‘D}

= min{wng) +wiCh—f)’,min{rviCa) 2TV (b)}+win‘)}

1
= min{w, (fO+w . Ch-f3,r+w C(fD}
1 1 1
= min{w;Ch=fd,r} + winj
> w,Cfd + w.CfD = 2w, CfD.
h 1 b 8

w CCal + b'X + X3gdgd r

w,ca® + bTX + XP@> + w (gD

z = =
wiCX gy + wngD = awi(g) awin)

Il ==—=ep

wiCar + BTXD min{viCar).wiCbr)}

min{rviCa) .rviCb)}

= min{r,r} =r >

> wCf) = wlgd = wCXZgd

Assim verificamos o item (42 de (4.68) e portanto, T é um

dominio de Dedekind. m

Finalizando este paragrafo, vamos apresentar uma

aplicag¢g8o das Proposig¢gles (4.7) e (4.12),

Exemplo : Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2,

X uma indeterminada e yz = x* + 1 onde n é um inteiro
positivo. Seja D o fecho integral de KIx)l em K(x,y). Sejam

Vi= KIx 1. -1

Cx Yy W uma extens8c de V a Klx,y> e R := Drw.

Vamos mostrar que R é um dominico de Dedekind e que R é um

dominic de ideais principais se e somente se n=i1,.

Afirmacdo 1: Klx,y] = D.

Fis}

Prova: Como y & raiz de Y? - ox + 1> € DIY] e D é o
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fecho integral de Kix], ent3o Klx,y) &€ D. Por outro lado,
Kix,y]l] &é integralmente fechado [F-pag.49), logo, temos a

igualdade. s

Afirmagdo 2: Existem duas extensBes de V a ki(x,y> e cada
oxteons3do é um anel de valorizag8o principal. Além disso, se w
¢ a valorizagdo normalizada associada a uma extensZo de V,
ent3o wlyd = -n e podemos considerar wCy—xn) = n.

Prova: O polinémio Y2 —x®™ o+ 10 e KOGOLY) 6
irredutivel, pois caso contréario, se

Y2 - ¢x®™ + 1> = CY - £2¢Y - @

onde f,geK(x), entZo Y2 - ¢x® + 1> = Y% - ¢f + @Y + fg,
logo, £ = —-g e portanto £2 = ™ + 1 o que é um absurdo pois
x*7 + 1 n¥o tem raizes maltiplas.

Assim, [K(x,y2:K(x>] = 2 e ent3c por [E-pag.98] existe
no maximo duas extensBes de V a Kix,yd. Seja W uma extensidoc e

seja w uma valorizag3o asscociada tal que w = v. Temos

|KC0
2n

+1>=§v€x + 1> = -n.

que wlyd = i%wCyz) = i—w(xzn

Temos tambem que O = w(ClD = wCyz—xzn) = wCy—xn) + wCy+xn). Se
considerarmos wCy—xn) > 0, como Ww(x'D = W(x'D = -n, ent&o
min{w(y—xnb,wcaxnb} = -n, logeo, wCy+xn) = w(y—xn+2xn) = -n.
Como wCy-xn) + wCy+xn) = 0 entdo wCy—xn) = n.

Seja T o automorfismo de Kix,y>) sobre k(x> dado por
TCf+ygd = f-yg onde f.g € KCXD. Definindo
w’Cy+xn) : = w(r(y+xn)> = wC—y+xn) =n#®-n Logo, w#Zw e
temos ent8oc duas e*tensses de V a Kix,yd.

Anal cgamente teremos duas extensdes se considerarmos
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w(y—xn)so e por [G-pag.260)] cada valorizag®o ¢é discreta de

poste 1. @

Afirmag3o 3: Se W' e sCK[x,yJD* ent3o W’ & extens3o de algum
anel de valorizacg¥o de &CkIx1>™.

Prova: {B-Cap. VII,1.8,Proposi¢ic 12]l.m

Afirmagso 4: Se W ¢ uma extens3o de V a Kix,y) ent3o
R C:= KIx,yInWD ¢ um dominico de Dedekind.

Prova: Em vista da prova da Afirmagdo 2 podemos
considerar wCy—xn) = n. Seja p = mwnR. Como y—xn & p entlo
por (2.42 R e Kix,y)l tém o mesmo corpoc de fraglBes. Assim,
para provar que R é um dominio de Dedekind basta provar que p
é maximal e aplicar (4.7) pois por [G- pag.495], Kix,y)l é um
dominic de Dedekind.

Suponhamos por absurdo que p n3doc & maximal. Como
wCy+xn) = -n ent8oc R # Klx,yl], leogo, por (1.20 W e GCR)* ©
por C1.3) p € "(R)., Seja m um ideal primec de R de altura 2
Cpor €4.13) pSmd e seja g @« "C(R>, q¢q # p e tal que ¢ € m. Por
(1.3 R < sCRY S eCKIx,y1>™. Pela Afirmac%o 3, temos que R

q

»*
¢ oxtensio de algum anel de valorizag3c de &(KIx13 , digamos,

de K[x]cg) >

g = xM+a_ xT '+ .+a e Kixl}, logo, g €« gR_ . Temos:
m-1 o q

ngnCy—xn)mD = ngnD + wCCy—xn)m) = -nm + mn = 0, logo,

gnCy—xn)m € KIx,ylnW = R. Como gnCy—xn)m € qRq ent3do
gnCy—anm e qRqﬁR = gq. 1o

Temos ainda que Cy—xn)z + axnCy—xn) = yz_xzn =1, logo,
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[Cy-x"D%+2x Cy-x"21" = 1, assim, h+2"x"MCy->x™™ = 1 =)

m . .
onde h := T CTDCy—xn>2l[2xnCy-xn)Jm_l < Kix,yl o
i=a
wCh) 2 min{2iwCy-xD+(m-idwx Cy-x">} = min{2in} = 2n > O,
121 izt
logo, h € p 3
. _ _n__nm
Seja g, = g ~x . d, tem grau menor que nm, logo,

ng1)>-nm e assim w(g1Cy—xn)m)>—nm+nm=O e portanto
g Cy-xD" e p C4>

h+2"g " Cy-x"> "‘—a’“gic y-x" ™M=

h+2ngn—g1)Cy—xn)m

h+2"x"M¢ y-xn) m

C

= 1 8D

?

2 D

Por (33, h € p

Por 1>, 2"g"cy-xH™ ¢ ¢

PorC4>, amgiCy—xn)m e p

EntZo por (8 1 = h + 2mgnCy—xn3m - ag‘CY'anm € g+ pSsSm

Absurdo pois m é um ideal primo. Assim, p é& um ideal maximal

e entio por (4.7), R é um dominio de Dedekind.m®s

Afirmagdo 5: Sejam f‘,g,fi,gieK[xJ. Ent%o:
i> Se f+yg = f1+yg‘ ent3oc £ = f1 ©g =4g,.
iid> f+yg é uma unidade em Kix,yl] se e somente se
Cf+ygoCf—-yg> € K-{O}.

Prova: Segue do fato que Klx,y> é& uma extensio de grau 2

de K(xO.m

Afirmagd8o 6: R é um dominio de ideais principais se ¢ somente

se n=1.
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Prova: Como na Afirmag3o 4, vames considerar
n
wCy—x 2 = n.

Se n =1, ent8o wWly-x) = 1. Se W’1 = SCRD*. W‘ = W , como

sCR)* < sCK[x,yJD* ent 3o W1 € sCK[x,y])*, logo, pela
Afirmag8o 3, W1 6 umaextensdo de algum anel de valorizaglo de
eCKI x])*, digamos, de Klx] CEd para algum ff & Kix]

irredutivel. Seja wooa valorizag®o normalizada associada a

Wi. Ent3o w1(f) > O,

Se f = x entZ¥o wlyd = 2wdy®» = iwcx®+1> = 0, logo,
1 2 1 e 1

w Cy=30=0.

Se f = x ent@o w1Cx) = O, Se w‘C Y= > O ent3oc

w1C y+x)‘=w1C y—-X+2x2 =0 pois wtc y=-x3 > 0O = w‘C 2x0, logo,

w C1d=w C yZ-x*d =w Cy=30+w Cy+x3>0. Absurdo. Logo,

w1Cy—x) = O.. Assim, por C4.113 p = Cy-xOR e ent&o por (4.12>
R ¢ um dominio de fatora¢8co unica. Como pela Afirmag3o, 3 R &
um dominic de Dedekind, entZioco R é um dominio de ideais
principais.

Se n > 1 vamos mostrar que n3oc existe g‘e R tal que
wlgd) =1 e w1Cg) = 0 Vv W1 e‘sCR)* - {V}. Suponhamos por
absurdo que existe tal g. Comc R = Klx,ylnW, entd@oc por (1.3
eCRY™ € eCKIx,y)d™U{W} © como R & um dominio de Dedekind,
entX¥o  por (1.8  eCRYT = &CKIx,yld U{W}. Assim, se

Wi e sCK[x,y])*, ent3o w‘Cg)

O, 1logo, g é wunidade em

Klx,yl, digamos, g9=9g,*yg, onde g‘,gzeK[x]. Pela Afirmag@o

85-ii, Cgi+ygz)Cg1—ygz) c € K-{0}, logo,

wlg +yg,2 + wlg -¥gd wCc) = 0 e portanto

ngi—ygz) = -w(g‘+yg_z) -wCgd = -1,
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9, # O pois caso contrario
-1 = wCygzb = wCyd> + ngZD = -n + ngz) £ -n < ~-1. Absurdo

g, # O pois caso contrario, 1 = w(gd) = ngR <0 o que é& um

absurdo. Assim, 9, %2 0O e 9, = 0, -1 = WC91"Y92) =

ngl+ygz-8ygz) = ng—aygz) = min{i.—n+w(gzb} £ -n < -1,
Absurdo. Assim, n8o existe g € R tal que wlgd =1 e vigd) = O
para todas as outras valoriza¢®es essenciais de R. Logo, por
C4.00 R nBoc & um dominic de fatorag®o dUnica e portanto n8o é

um dominioc de ideais principais.
AfirmagSo 7: R = K[ {xt'Cy—axn)}:___l 1 -

Antes de provar a afirma¢3o 7 vamos fazer um lema:

Lema : Seja T := K[ {xt'Cy—an}:=1 T+yKE x] 4K+« + 4" 7K.

Entao Kix,y} = T.
Prova: E claro que T £ Kix,y). A outra inclus3oc vamos

fazer por passos:

Passo 1: Para O<Su«n: xn+u = xuxn = quxn—yD + yxu < T.

Passo 2: Para OSua: x>0 = xM™MY D " xC xn—y) +yxu3
= xHoM-yd ™Yy 5, b x T x-yd +yx U1Ky ey =

XU -yd z+yqu X =y> +y><h+“I = x"Cx"-yd z+y><nﬂl-yzxu+xr"uy =
u

+U 2n+u
x —-—

= xn-—y) z+2yxn+u ~OHEM 1Y = x ¢ xn—y) z+2yxn - X »

2n+u

2x% = quxn—yDZ-i-ayxn*u—xu »

zn+u 1

2

Passo 3: Para OSu«n: xn*qun—y) =

[xTexT-yd Zrayx""Yx") e T.

zn+u n+u
x -yx

Passo 4: erxn—yDS €« T se r=ns.
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Se s = Oent3or = 0. Seja entio s > O,
Se r=ns entao

xCxM-yd® = 1xx-y01% e K[ {x“Cy-x™} < T.

ostsn ]

Se ri<ns sejam q,u inteiros positivos tais que r=gn+u e Osuin.

Ent&%o qgnfgn+u=r<ns, logo, g<s, digamos, s=q+t, taZ,

erxn—y)S = xr(xn—y)qun—y)t = xuanan—quCx—y)t =

n._n_ q.u. n_ n__.t-1 L.
[x Cx =y217% (x -yd(x -yd e K[ {x Cy=x ko<t <n ] <T

Passo B: xxnsan—y)s <« T. Por indugso sobre s:

Para s = O temos que xe&T.

Hipotese de indug3o:s 2 0 e xanCy—x)S e T.

ns+1» n S+1
XX

Cx -yd =xxann—nynSan—y)s

=xn*1an—y)anan—y)S

2n+14 n+14
—yx

=Cx x5y ®

(1)
={ixan—y)z+yxn‘1—§x—yxn*‘}anan—y)s

1 NS+14 n S+2

2

e hipbtese de indugHo.

Passo B: V¥x20, x" e T. Por indug&o sobre m:

Sem=0 ent3o x" =1 e T.

Hipétese de indun8o: m 2 O e x"eT.

xmt = ™ = x{soma de termos da
alx" Cx"-y31%, yr(x, bx’) onde O<r<ns, OSj<n-1, s20,
fxdeKlx].

x™* = soma de termos da forma yxfCx2, bxj*‘ o

ns. n s
axx  (x -yd se r=ns
I +4 n S
ax (x -yd)~ = r+1. n s
ax Cx -yd se r+ls<ns

Por (12 e (4> e (B xmu = soma de termos de T.

58

= {i[x(xn—y32+2yxn+1—x]—yxn+‘}xnsan—y)s

o<t.

==X Cx -yd —ixanan—y)s € T por (43

forma

a, bek,



. m+1
Assim, X <T.

Passo 7: Kix,yl & T.

Por (53, x™eT ¥m20 ® como T 6 um K-médulo, ento KIxXIST.
Kix,y) = KIx)+yKIx] pois y° = »x*"+1. Como KIx) e yKIx)] s&o
K-submédulos de T, ent8c KIxl+yKIix] < T.

Assim, KIlx,y]l] = T.m

Prova da afirmagso 7:

E claro que K[ {xt'Cy—xn)}2=1 ] € Kix,yInw.

Seja heKix,yl. Pelo lema anterior, h h‘ + yhz + h

?
-1

t n,,n 2 n
onde  h ek [1x"Cy~x D}t=1]' h,eKx] ®© h exK+x'K+eeedx K.
Assim, wCh‘DZO; se ha#O ent3o -1 2 w(ha) > -n e se h2=¢0 ent3o
< -
wCyhz) < -n.

Se heW, ent3o wl(hd>=20,

n
°

Se hzxo entdo wlhl = wCthD < -n. Absurdo. Logo, hz

"
o

Se haxo, ent3doc wChd = wChaD £ -1. Absurdo. Logo, h8
. t n.,n
Assim, h @ K[ {xCy-x ) A ] @ peortante

_ t n,.,n
Kix,y) = K[ {x"Cy-x b} N ] =
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6. INTERSEGAO DAS POTECIAS DE UM IDEAL PRIMO

EM UM DOMINIO DE KRULL

Para um dominio noetheriano, é conhecida a propriedade
npn=COD ‘para qualquer ideal p = (1) [A-M-pag.110]. Uma
pergunta natural que surge é se esta propriedade vale para
outras familias de dominios satisfazendo algum tipo de
condi¢do de finitude, como por exemplo, para a familia de
dominios de Krull.

Em [H-L-V] foi contruido um dominic de Krull de dimens3o
infinita contendo um ideal primo m tal que rm” # CO>, mas
continua aberta a quest8o de saber existe um dominic de Krull
de dimens@c finita contende um ideal prime p tal que
np" 2 CO> e a fortiori, continua aberta a quest@io com a
exigénecia suplementar rdo ideal primo p ser finitamente
gerado.

Uma classe importante de dominios de Krull consiste dos
fechos integrais de dominios noetheriancos [(Na pag.118). Neste
paréagrafo, verificamos que para um dominic R desta classe
temos npn = (0D para todo ideal primo p.

Assim, estamos obrigados a olhar para os (bem mais
dificeis de encontrar) dominios de Krull de dimens%o finita
que n¥oc s3c fecho integrais de dominios necetherianocs. Nés
verificamos neste caso que se p 6 um ideal primo de altura 1
Cresp. finitamente gerade de altura 2>, temos também que

n

Np = COD. Assim, estamos obrigados a olhar para os dominio

de Krull de dimensdo maior ou igual a 3.
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Neste paragrafo vamos responder a4 quest3o aberta
construindo um dominioc de fatorag®o uUnica (e n¥c somente
dominio de Krull) quase local de dimens&o menor ou igual ‘\a 4
com um ideal primo finitamente gerado m tal que m" = COD.
Nossa construg®o combina técnicas de Fujita (Ful e

Anderson-Mulay [(An-Mul.

(6.12 Teorema (de Chevalleyd: Seja R um dominio noetherianc e
seja m um ideal primo de R. Ent3o existe um anel de
valoriza¢®o principal V 2 R tal que mvhR = m.

Prova: Podemos supor que R é local com ideal maximal m
pois mRmﬂR = m.

Se m tem altura 1, seja R o fecho integral de R. Pelo
Toeorema de Mori e Nagata [Na-pag.118), R é um dominio de
Krull e existe um ideal n de R tal que nNR = m e n tem altura
1. Por <C1.3D ﬁn é um anel de valorizag¢g®o principal e
nﬁnnk’ = nﬁnﬁﬁr\R = nAR = m, provando o tecrema para altura 1.

Se ht(md = n > 1, por [Na-pag.37) existem as...ha € R
tais que m é um primo minimal do ideal. Ca‘,. .o ,an)R. Como R &
local com ideal maximal m ent8c m é o uUnico ideal primo que
contem Cai,. . ,an)R. Por [Na—pag.3’7) existe um anel de
valorizagdo W=2R tal que m = mwr\R. Podemos supor

a
n

a
1

a

2
= mi ;= e ey <
wCa1D mln{wCai),...,wCan)}. Ent3oc B : R[a1 , ] v

1

aiB # B. Seja n um ideal primo minimal de alB. Como B é

¢ um dominioco noetherianc e Ca,,... ,an)B = a‘B = mwnB, logo,

noetheriano entdo n tem altura 1, logo, existe um anel de

valorizag®o principal V 2 B tal que mvr\B = n, Como n contem
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a,...,a_ entdo m MR contem a ,...a_ , logo, m MR = m pois m
1 n v 1 n v
¢ © Unico ideal primo que contem 8508 O R é local com

ideal maximal m.ws

(6.2> Proposi¢Zo: Seja R um dominic noetherianc e seja m um
ideal primo de R onde R 6 o fecho integral de R. EntZo
(ycmd™ = cod.

Prova: Seja m = mNR. Por [Na-pag.118], existe somente um
nimerc finito de ideais primos de R acima de m, digamos,

mem_,...,m_ . Seja x € m - r;:zu“'u;v-tn. Seja B := RIx] e seja
n := mAB. Assim, B é noetherianc e m é o Unico ideal primo de
R acima de n pois x € n e nR = mrR = m. Por €6.1) existe um

anel de valorizag3o principal V 2 B tal que mvnR = n. Como

R €V, por [E-pag.68] R € V. Assim, mvnﬁ é um ideal primo de

R acima de n, logo, mvn'R- = m peis, comoe vimos acima, mé o

Unico ideal primo de R acima de n. Assim,
~ . N n

)cm>" < ()<m > = CO>.»

nz20 n20

Se p é& um ideal primo de altura 1 de um dominic de
Krull. ent&e np" € n(pRp)" = (0> pois Rp é um anel de
valorizag3o principal. Se p tem altura 2 e é finitamente

gerado ent3o veremos a seguir que também npn = €0,

(6.3 Proposigdo: Seja R um dominio de Krull e seja m um

ideal primoc de R finitamente gerado e de altura menor ou
igual a 2. Ent¥o (M)m"” = COD.
n20
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Prova: Se ht{md = i, como foi observado acima,

()m” = CO>. Se htmd = 2 ont¥o R_ 6 um dominio quase local
nzoO

de dimens8o 2 com ideal maximal finitamente gerado. Logo, por

[M-pag. 298] Rm é um dominio noetheriano, e portanto

n n _
()m < (()(mR D" = CO> .m
n20 n20

Os resultados a seguir ser83o Gteis para verificar que o
exemplo a ser construido posteriormente é um dominic de

fatoragso dnica.

(6.4 Lema: Seja R um dominic e seja ae€R um elemento primo de
altura 1, isto é, aR é um ideal primo de altura 1. Ent8o Ral?
é um anel de valoriza¢3c principal. Além disso, se v & a

valoriza¢®o normallizada associada a Ra e se X € R tal que

R
vixd 2 n ent8o x = any para algum y € R.

Prova: Seja J : = na"R. Por [K-pag.7 ex.5-(cd] temos que
J & um ideal primo. Como aR 6 um ideal primec de altura 1,
ent8c (0O £ J £ aR, logo, J = (0> pois a € J. Assim, por

[G-pag. 28] Ra ¢ anel de valorizag¢3o principal associado a

R
valorizag83o Cad-&dica.

Se x€R e vI(xO2Zn, por indugdo, x = a"y para algum yeR
pels:
Se n=1 entdo % € mvnR = aR, logo, X = ay para algum yeR.
Se n>1 entZo v(x> = n-1, logo, x = a" 'y, yeR e v(yd> = 1.

o . n
Ent3o y = az, zeR & assim, x = a z, zeR.®
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(5.8) Proposigio: Sejam R um dominio TR elementos
primos de altura 1 de R. Seja M o sistema multiplicativo
gerado por EREERRL Ent3o:

1> R = M”‘RnRa NoeorR, 6 intersec¥o de M 'R com uma

R R
1 n

familia finita de anéis de valorizag¢3io principais.
2> Se M 'R ¢ um dominio de Krull, ent% R é um dominioc de
Krull.
3 Se M 'R & um dominio de fatorag8oc unica, ent3c R & um
dominic de fatorag3®o Gnica.

Prova: 12> Para cada i, seja v, @& valorizag3o associada

ac anel de valorizagHo Ra R Vamos supor também que se i#®j

1

ent3o aiR S aJ.R, pois em caso de igualdade podemos retirar

Ra R da interseg¢io. Assim, se i=j, temos viCaJ.) = O. Cad
-J

Seja x e M 'RAR Moo oMR . Como x € M_‘R, temos
a R a_R

1 n

x &= 2 para algum aeR e Frs...»r € IN. Para cada i,

r r
a 1°***a n
1 n

x € R , logo, v.Cx)20, isto &, v.Cad2v.Ca's+++a'nmd = r,
aiR i i i 1 n i

. ' r r
por (%, Pelo lema anterior, temos que a = ba‘v-'ann para

r
ba t1eeesa n
n

algum beR. Assim, X = beR, Logo,

e

r
a 1***a n
n

1)

M_’Rr_\Ra mooonRa € R. Como a outra inclus3io ¢ imediata,

R

R
1 n

ent3o, R = M—"RﬁR
aiR

hoooﬁRa o por (B.4), para cada i, R

R a.R
n i
& um anel de valorizag¢8e principal.
2> Se M 'R & um dominio de Krull » oent8o por (1.123, R é um
dominic de Krull pois R é uma interse¢do finita de dominios

de Krull.
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3 Se M 'R & um dominio de fatorag3o uUnica ent3o M 'R é um
dominioc de Krull, logo, por (23, R é um dominic de Krull.
Por hipétese, para cada i€{l,....,n} aiR € nCRD.

Definindo D := R_ _NMNesoMR » ont&%o por (5.4), D é um
1 atR anR 1

doeminico de ideais principais e por (1.3 e (1.6,

* n
sCD‘) = {RaiR }i=1
Para todo P‘-—'-“OCD‘)» por C€1.3>, p = aiRa RnD‘ para algum
i
ie{fl,...,n}, logo, PpMNR = aiRaiRmenR = aiRaiRﬁR = aiR € (R
& um ideal principal. Tomando Dz := M 'R em C4.12), temos

que R é& um dominio de fatora¢3o Unica pois R = D‘ﬁDz .|

Exemplo:
Sejam K um corpo e Xi, Xz, Y1' Yz ® Z indeterminadas

sobre K. Definimos:

£f:=2 + Y
1 1
9. = Z + )(1
f
n_Cn+1d! n
fnﬂ = CYZD 2 + i: para n 2 1
- X DnzCnM)! . In > 1
Irae' = 2 Y—z para n 2

Afirmagdo 13 Para n 2 1 temos

f TR s g - : 1
cx >R Y+Scxyal‘zl'e cYy 2P R = x + Yex y ot
2 Xz 1i=1zz 2 4 . 2 2

Y
2 iz
Prova: Vamos mostrar por indug®@c sobre n, a primeira edquaglio:

Vale para n=1.

Suponhamos que vale para n. Temos:
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cx >7¢
2 n

T
2 X +3

1
sz)n[CYz)ann+1>'

e P

i
b}

2

- £
cx "¢y >Nzt ex )“[ ]
2 2 2

cx y oRZtnrdt Ly Scx y >i-tz!
2 2 b 2 2

i='g
ngt i-s 4
= Y1 + CXZYZD zt » provando a afirmagHo.
i=1

Definimos para cada n 2 1,

b g.
= i i o
An-— K[ X1,X2,Y1,Y2,Z,{ Y-z- Py Y— / 1—1,. « e s N } ]
, fn gn
Afirmagdo 2t Para cada n 2 1 , An = K [)(Z.YZ.Z,—T2 » Yz ]

Prova: Temos que

f. . , f. g.

i-a _ _ i-1,i! i i

Xz = fi CYa) z e K[ Xt'xz'yt’yz’z'_xg'—?: ] »
g. fi

n

i-1 i-1it 93
—-Y——— gi - CXBD zl < K[ xiﬁxz’Y’.’szz.—x;'.—Y: ] 1]

. g, d
< i < i i n n
loge, se 1 £ i S n, ———~— € K[ XX Y LY o2 —— ] -
2 2 2 2
Pela Afirmagio 1 temos:
n’fn7 i-1_ it
Y = CX.2 ———SCXY) 2 e
1 2 X , 2 2
L 2] iFa
-
d {—4 i1
X =cyoH" --‘rl1 —SCXYD‘ iz
1 2 Yz 16,22
: L fn 9
assim, X e Y est¥o em K[ Xz’Yz’z’—x_;’_T: ] » provando a
afirmagio,
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f g
xn, Yn sXo algebricamente independentes
2 2

Afirmagso 3: Xz’Yz z,

sobre K.

£ .
Prova: Pela AfirmagZo 1, x: L [Y‘+ Scxzyzai"z”] e
i

X
2 2
g = |
) QLI [x + Scxyf ‘zi']
z Y 1 2 2
2 i%s
Como Xi, Xz, Yx’ Yz, e 2 s3To indeterminadas sobre K entZo
n f‘n n In
X, Y, 2, X © Y —— sHo algebricamente independentes
2 2 2 Xz 2 Yz
£ g

n n .
sobre K, logo, Xz, Yz’ Z,—x: @ —Y: s8o algebricamente

i ndependentes sobre K.

Afirmagao 4: X A , Y A , (X ,YO2A e (X ,Y ,2A s3o ideais
2 n 2n 2 "2 'n 2 2 n

primos de An'

Prova: Segue da afirmag¢les 2 e 3.

o
Definimos: A:= U A . Observe que
n=0 °
1 _ 1
A[X Y ] - K[xa’xz’yz’yz’z] [X Y ] ’
2 2 2 2

logo XA = K(Xi,Xz,Y‘,Yz,Z).

Afirmagao 5: X A, Y A, X ,YJA e (X_,Y ,2A s3o ideais
2 2 2 2 2z T2

primos de A.

Prova: Vamos provar que sz é um ideal primoc de A. Os outros

casos s3ao andlogos. Sejam a,b € A tais que ab € XzA, digamos,

ab = ch para algun ¢ € A, Seja n € N tal que a,b,c e An

Ent3e ab < szn' Pela afirma¢i3oc anterior, szn é um ideal

primo. Ent3oc a ou b esta em szn » logo a ou b esta em XzA ©
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portanto sz & um ideal primo de A. XzA # A pois se anzA.
digamos, a = Xzb, beA, ent3oc beAn para algum n, logo, anzAn
que é um ideal primo Cafirmag3o anterior), logo, a=l. Assim,

1 & X A,
2

Afirmag3o 6: YzA e XzA tém altura 1.
Prova: Seja €:K[X.X .Y .Y,.Z] — K[[X .Y .Y .Z]] dada por

eCX D:=X_, Y d:=Y , €Y D:=Y_, 6D:=2 @
2 2 1 1 2 2

3 - 1 !
8CX D = —Ecxzyzf *Z**. Por [B-CapVI-3-Ex:11,

1=1

{ — y |
icxzyz# 'Z** & transcendente sobre chz’Yz’Z)’ loge, 8 é

1=1

injetiva e portanto & pode ser estendida a um homomorfismo
injetivo entre os corpos de fragBes. Agora,

= e[[x‘»,‘ Scxzyzf"z“]cyz)'“}

1=1

O
—
w50
I

L L _
[—fcx y yiTizt icx Yy >t ‘z"]cy >y
. 2 2 . 2 2 2

1=1 1=1
= [ -Yex ¥ > Tzt ey >

i = +12 2 2

R, .i-t i-Cn+ad_i!
= -)X 2" TTCY D Z' e k[[x,.Y,.Y .2Z]]
im +12 2 2 1 2

@
>xl ™

N | D
| R

1}

n
i-1_ilt -n
6 {[Y‘+iZix2Y2) ZH Jex ]

]

< i —1 i ! - 1
[Yt+iZix2Y=>l 2 jexp ™ @ K[[X,. Y0¥, 2]] |3

Assim, 6 pode ser estendida a um homomorfismo injetivo de A

(e o, ™
ol n 1 -
a K[[x,.Y.Y .2]] [x—z-] : Comongé‘!z) K[[x,,Y,.Y .2]] x| - cod,
«©

ent 3o nCYz)nA = (0> e por [K-ex.B pag.7], YzA tem altura 1.
n=0
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De maneira anidloga pode-se provér que sz tem altura 1.

Afirmagdo 7: A 6 um dominio de fatoragfo Gnica.

Prova: Seja S o sistema multiplicativo gerado por Xz e Yz

- 1 1
Ent8c S 'A = A[X—Y—] = K[Xx ,x_,Y ,Y ,2Z] [X"Y‘] é um dominio de
2'2 1 2 1 2 2%2

fatoragdo dnica. Logo, por (6.8, A é um dominico de fatoragio

unica.
® n
Afirmagdo 8: NICX ,Y DA = COD.
nmo 3@
nffn | n|n
Prova: Pela afirmag3c 1, VneN, CXa) )T: - CYa) Y-z— =
-— u" —
Y + icxyal At [x +Scxy>i ‘z“] =Y - X , logo,
1 22 1 22 1 1
i=1 i=1
» n
Y - X € niCX_,Y DAl .
1 1 r
n=0

Afirmagao 9t DimCAd = B,

1 _ 1

Prova: Como A[')TY_'] = K[X1,X2,Y1,Yz,2] [X 7 ] ent3o
22 2z 2

dimCA> 2 8. Mas K[X ,X ,Y,Y ,Z] € A <€ KX,.X,Y,.Y.D e
17727717 T2 17727 "4 T2

como K[X‘,XZ,Y‘,Yz,Z] ¢ noetheriano de dimens3c 8, ent83oc por

[G-pag.360 e 361] dimCAd < B, Assim, dimCA> = B.

Afirmagao 10t 3 < ht(Xz.Yz)A < 4.

Prova:; Como 2 & ()(Z,YZDAn Ynzl, ent3o 2 & sz,Yz)A, logo,

(X ,2YOA c CX_,Y ,20A, portanto htCX ,Y DA < dimCAd = 5. Comec
2" "2 2" "2 2' "2

n[cxz,yzzo-m“ % CO>, ent¥o por (6.3 ht((X_,Y A 2 3.
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Conclusios ACX Y JA é um dominio de fatoragdoc udnica gquase
2’ "2

local, 3 < dim(A ) £ 4 e a interseglo das poténcias de

(X ,Y DA
2’ "2
seu ideal maximal é n3o nula.

Observagao: A

CXZ,YZDA fornece também um exemplo de um dominio

de Mori de dimens8o finita que contem um ideal divisorial que

n3c tem decomposi¢®o priméria (veja [H-L-V1-Prop.B.6D.
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[ A-A]

[A-A-2)

[ A-M]

{ An—Mul

[B]

(Gl

(E]

, TEa)

LE-H)

[{E-H-21]

[E-H-3]
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