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Resumo

Nessa dissertacfio estudamos a teoria de Bass-Serre que liga grupos que agem sobre drvores ent grupos
fundamentais de grafos de grupos. Para desenvolver essa teoria primeiramente estudamos conceitos
basicos como: grupos livres, produto livre amalgamado, extensdo HNN. Na parte final a teria de

Bass-Serre € aplicada para endomorfismos injetivos de grupos de Baumslag-Solitar.

Abstract

In this master thesis we study Bass-Serre theory that links groups acting on trees and fundamental
groups of graph of groups. To develop the theory we study first basic concepts as: free groups,
free product with amalgamation, HNN extension. At the end Bass-Serre theory is used to study the

injective endemorphisms of Baumslag-Solitar groups.
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Introducao

Nessa dissertagio estudamos a teoria de Bass-Serre sobre grupos fundamentais de grafos de grupos.
Em 1968-1969 Serre, em um curso de leitura na Universidade da Francga, introduziu uma nova técnica
para teoria combinatorial de grupos. Um dos resultados mais gerais da teoria foi devido a Bass, esse

resultado é conhecido como teoria de Bass-Serre.

Discutimos nos trés primeiros capitulos os conceitos basicos como grupos livres, produtos livres
amalgamados, extensdes HNN. Em 1949, G. Higman, B. Neumann ¢ H. Neumann estudaram uma
construcdo relacionada com produtos livres amalgamados. Essa construcio é chamada de extensao
HNN. Mais tarde, em 1963, Britton usa essa constru¢éo na demonstracio da insolubilidade do prob-
lema da palavra para grupos finitamente gerados. Em anos recentes tornou-se claro que extensdes
HNN (originalmente obtidas como subgrupos de certos produtos livres amalgamados) devem ser

tratadas separadamente como uma das construgdes bédsicas de teoria combinatorial de grupos.

Os resultados principais da teoria de Bass-Serre s@o discutidos no capitulo 4. Nosso estudo foi
baseado no livro [2]. A teoria de Bass-Serre liga agdes de grupos sobre arvores com grafos de grupos

¢ os grupos fundamentais desses garfos.

Como aplicaciio da teoria de Bass-Serre estudamos os homomorfismos injetivos do grupo de
Baumslag-Solitar G(n,m) = {(a,t[t 'a"t = a™) paran,m € Z\ {-1,0,1}. Observamos que
G(m, n) € uma extensdo HNN com base {a) =~ Z, grupos associados {a™) ~ Z ~ {a™) e letra estdvel
t. Esse estudo foi baseado no artigo [3]. Resultados sobre automorfismos de quocientes metabelianos
do grupo G(n, m) podem ser encontrados em [4]. A classificagdo do grupo de automorfismos do

grupo G(n, m) pode ser encontrada em [4] € [6].

O resultado principal € o seguinte: Sejam n # X1, m # +1 e ¢ um endomorfismo injetor de
G = G{n,m). Entdo, ¢(a) € UiEZ\{O},gEQ(g"laig)-



Capitulo 1

Grupos Livres

1.1 Grupos Livres

Definicdo 1.1.1. Sejam X um conjunto, & um grupo e ¢ : X — G uma aplicagdo. O par (G, 1) €
chamado um grupo livre sobre X se para qualquer grupo e qualquer aplicagdio f : X — H existe
um dnico homomorfismo ¢ : G — H tal que f = @i, Normalmente chamaremos G de grupo livre,

omitindo a aplicagdo 2.

Em particular, 0 grupo triviat € livre sobre 0 conjunto vazio e o grupo ciclico infinito Z, é livre em

qualquer conjunto {x} tal que :{z) é gerador de Z.

Certamente se (G, ) élivieem X e ¢ : G — H € um isomorfismo entdo (H, ¢z) € também livre

em X. A préxima proposi¢io € a reciproca disso.

Proposi¢do 1.1.2. Sejam (G1,1)) e (G2, 1) grupos livres sobre X. Entdo existe isomorfismo ¢ :

G]_ — Gg tal que (,031 = fo.

Demonstracdo: Como (G,,4;} € livre sobre X, o homomorfismo ¢ existe. Analogamente existe
um homomorfismo ¢ : Go — G tal que Yi, = ¢;. Entdo, ¥yi = 4, = Idg,?,. Entdo pela
propriedade de grupo livre temos que ¢ = [dg,. Do mesmo modo temos que @1 = Idg, € entéo,
@ € isomorfismo. O

Faremos agora a construgdo do grupo livre F'( X'} sobre o conjunto X. Seja M (X) o conjunto das
seqiiéncias finitas {2, Zs,, ..., 2;, } de elementos de X. Definimos uma multiplicacdo do seguinte

modo:



(milaxizs . "lxi'n)(‘rjli‘rjz: v '5xjm) = (:E?:],!"‘E?;2’ .- ':xinnxjuszz s ::Ejm)

A multiplicacdo assim definida € associativa e com unidade 1, que € a sequéncia vazia. Também,
z — () é injetiva, e se identificamos z com (z), todo elemento de M (X) pode ser unicamente
escrito como produto ;, . . . Z;,, para algum n. Observamos que A (X ) ndo € grupo pois os elementos
diferentes da unidade ndo possuem inversos.

Seja — : X — X uma aplicacfio biunivoca tal que X N X = . Entdo, denotamos Z € X por

z7 !

Definicfio 1.1.3. Dizemos que os elementos de M (X U X} sdo palavras sobre X.

Se w 6 uma palavra z;’ ... 2", onde z;; € X e¢; = %1, entdo n é chamado o comprimento de
w e é denotado por jw| ou l{w) e {z;,,...,%;,} € 0 conjunto de letras de w. Dizemos que w é uma

palavra reduzida quando i, = ¢,,; implicaque s, # —¢, 1, paral <r <n-—1.

Suponhamos que w € uma palavra nfo reduzida, entdo existe r tal que &, = —~&,41 € & = 4.
: r £] Er—1,.Er42 En : [ . :
Agora seja w' a palavra z; ...z, " [x;7" ... 2;". Dizemos que w' € obtida a partir de w por uma

redug#o elementar. Se w” € obtida de w por uma sequéncia de redugbes elementares dizemos que w”

é reducéo de w.

Exemplo 1.1.4. Seja w a palavra zzz~'2y~'y. Entdo, cada uma das palavras zzyy ! e zzz 'z pode
ser obtida de w por reducdo elementar, e zz pode ser obtida de w por uma sequéncia de reducdes

elementares.

Definamos agora a seguinte relagdo de equivaléncia =:

w = w' se, e somente se, w € idéntico a w' ou, se existe uma sequéncia de palavras w;, wa, - . ., Wi
tal que w1 = w e wp = w’ e paratodo 7 < k uma das palavras w; e w;4, vem da outra por uma redugéo

elementar.

Definicdo 1.1.5. O conjunto de classes de equivaléncia é denotado por F/(X). A classe de equivaléncia

de w é denotado por {w].

E facil verificar que se u, u',w, w’ € v sZ0 palavras entdo:
w=w = wwv = uw'v

r=t,w=w = uw = v



Entdo, com a lei de composigdio [u][w] = [uw] temos que F{X) é um grupo. O elemento inverso

] élx ...z, x5

£] 52 &n
de [zl e .. af i P

T1 T2 in

]. Definimos uma aplicagio ¢ : X — F(X) pori(z) = [z]e
claramente F{X) ¢ gerado por i(X).

Teorema 1.1.6. O grupo (F(X),1) & grupo livre sobre X.

Demonstracio: Sejam G um grupo e f : X —— ( uma aplicagdo. Definimos uma aplicacio
i M(XUX) - Gral que

Plaegiag - 2f) = flaa)™ flas)™ . flw)™,

Se w' é obtido de w por uma redugdo elementar entfio, w e w' tem a mesma imagem. Entfo, a aplicago
¥ define uma aplicagdo v @ F(X) —— G dada por ¢([w]) = ¢(w) € € homomorfismo e f = @i. O
homomorfismo @ com esta propriedade € finico pois F(X) & gerado por i(X). 0]

Teorema 1.1.7. (Forma Normal de Grupos Livres) Existe somente uma palavra reduzida para cada

classe de equivaléncia.

Demonstracio: Sejam S o conjunto das palavras reduzidas em M (X UX ) e G o grupo de permutacGes
de S gue age sobre S 4 esquerda. Definimos um homomorfismo ¢ : F(X) — G tal que p{jw]) €
uma permutacio que envia a sequéneia vazia { ) em w quando w é uma palavra reduzida. Isso implica
que quando w e w’ sdo0 ambas palavras reduzidas e [w] = [w'], a permutagio ([w]) envia ( ) emw e

w', portanto w ¢ w' sdo iguais.

No teorema anterior demonstramos que F(X) é grupo livre € por isso, basta definirmos uma
aplicacio f : X — G. Definimos f(z) como a permutacfo gue envia w a zw se w nio comega

com z ! eenvia w a u se w é ' u como palavra. Facilmente se verifica que f(z) € uma permutago

Y se w ndo comega com x e envia w a v se w & rv como palavra.

1

de S cuja inversa envia w a x~

Lembremos que uma palavra reduzida n&o pode iniciar com zz~" nem z~'z.
Se w € uma palavra reduzida zf! 272 ... 2" entdo, p([w]) € definido como o produto f(z; )
flz,)%2 - flzs, ) € por indugio sobre n teraos que ¢([w]) envia ( ) aw. O

Corolario 1.1.8. A aplicagéo i : X — F(X) € injetiva.

Demonstracido: Se z e y s@o elementos distintos de X, eles sdo palavras reduzidas. Entéo, eles

pertencem a classes de equivaléncias distintas. O
Teorema 1.1.9. F(X) é isomorfo a F(Y) se e somente se | X| = |Y|.

7



Demonstragdo: Seja f uma aplicagfio biunivoca de X sobre Y. Entdo, f estende-se a um homo-
morfismo ¢ : F(X) — F(Y). A aplicagdo f~! de ¥ sobre X € estendida ao homomorfismo
¥ F(Y} — F(X). A composi¢do ¢ ¢ a identidade de F(X) estendem a identidade de X, entio
pela unicidade na defini¢dio de produto livre temos que ¥ € a identidade de F'(X). Analogamente
w1 € a identidade de F(Y') e entfo, ¢ é isomorfismo.

Agora suponhamos que F'{X) é isomorfo a F(Y). O nimero de isomorfismo de F{X) aZs é 0
mesmo que o nimero de homomorfismo de X a Z, e é ignal a 21, Entéio 2%1 = 2I¥1, Se um dos

conjuntos X e Y € finito, isso implica que | X | = Y.

Suponhamos que X e Y sdo infinitos. Neste caso, usando o axioma da escolha temos que [M (X U
X)| = |XUX]|=|X]ecomo F(X) é o conjunto das classes de equivaléncia de M{X U X) temos
[F(X)| <|X|. Comoi: X — F(X) €injetora, |X| < |F(X)|. Entdo, | X| = |F(X)| = |F(Y)| =
Y. O

Dizemos que um grupo G € grupo livre se € isomorfo a F(X) para algum X.

Definicio 1.1.190. Seja G um grupo livre e ¢ : F(X) — G um isomorfismo. A imagem de X em &
¢ chamada uma base de (+, e G € chamado de livre sobre a imagem de X . O nimero cardinal de uma
base de (7 é chamado posto de G e pelo teorema 1.1.9 nfo depende da escolha da base.

Proposicio 1.1.11. Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. As seguintes condicdes sdo equiv-

alentes:

1. G é um grupo livre com base X.

2. Todo elemento g de G pode ser escrito como um produto ;' x;} ... 2" para algum n > 0
(n = 0 corresponde a g = 1¢), onde z;, € X, e, € {—1,1} € s %, = i,41 entdo, &, # —€r41,

e este produto é iinico, isto é, para g fixo, n, T, ..., T , €1, - . ., En SA0 HRICOS.

3. Gégeradopor X el # x'x3? ... .x7" paratodon > lialque z; € X,e, € {-1,1} ese

L3 N

iy = ipy1 €RLAO, £, F —Er4.

Demonstracéio: Por defini¢do (2) implica (3). (1) implica (2) pois G € isomorfo a F'(X) e toda classe
[w] € F{X} tem um dnico representante w que € a palavra reduzida.
Suponha agora que a condi¢do (3) € assegurada. Consideremos 0 homomorfismo ¢ : F(X)} — G

que € a identidade sobre X . Como G € gerado por X, o homomorfismo ¢ € sobrejetor. Pela condicgo

(3), Ker{yp) é trivial. Entdo, ¢ € isomorfismo e G € livre com base p(X) = X. O



Corolario 1.1.12. Sejam G um grupo gerado por um subconjunto X e ¢ : G —> H um homomor-
fismo tal que  é biunivoca sobre X e p(G) é um grupo livre com base o{X). Entdo G ¢ livre com
base X.

Corolario 1.1.13. Sejam G um grupo livre com base X e Y um subconjunto de X. Entdo o subgrupo

de GG gerado por'Y ¢ um grupo livre com base Y.

Coroldrio 1.1.14, Seja F' livre com base {z,y}. Seja ¢ : F — Z tal que ¢(z) = 1 e ¢(y) = 0.
Entdo, ker(¢) é livre com base {z~yz*,Vi € Z}.

Demonstracio: Claramente {z'yz!,Vi € Z} C ker(¢). Também ndo é dificil ver que qual-
quer elemento de F' pode ser escrito como uz™ para algum n e algum u no subgrupo gerado por
{z™%yz?, Vi € Z}. Como temos para n = 0 um elemento de ker{¢), vimos que ker{¢) é o subgrupo
gerado por {z7'yz*, Vi € Z}.

Agora seja z; = z‘yz’, e consideremos qualquer palavra reduzida zj!...z¢

tn

ndo trivial sobre
o alfabeto {z;};cz. Esta palavra é igual a z'yigi2yf2  y2gint1 onde 5, = €,_1i,_, — € iy, COM
io = 0 = in41. Tal produto ndo € 1, pois F' € livre em {z, y}. O

Definicao 1.1.15. Se g4, ...., g s80 palavras reduzidas e a palavra g,...g; € reduzida, dizemos que o
produto é uma palavra reduzida como escrita.

Defini¢fio 1.1.16. Seja g = zi!...z;" uma palavra reduzida. Entdo g € ciclicamente reduzida se, ou

i, 7 41 OU 4, = 4; Mas €, 7 —¢;. A palavra trivial 1 também ¢ ciclicamente reduzida.
Defini¢éo 1.1.17. Uma permutagfo ciclica de z;]...z;" € qualquer palavra

£r [T Cr=1
t‘l" ---min :ri]_ ---:.Ei"_1 .

x

Proposicao 1.1.18. (i) Qualguer elemento de F(X) € conjugado de uma palavra ciclicamente re-
duzida.

(it) Qualquer permutacdo ciclica de uma palavra ciclicamente reduzida € ciclicamente reduzida.

(iti) Duas palavras ciclicamente reduzidas sdo conjugadas se, e somente se, elas sdo permutacées
ciclicas uma da outra.

Demonstracio: (i) Seja g = zj}...x;” uma palavra reduzida mas ndo ciclicamente reduzida. Ento,

g = zf g1z, %, onde gy € a palavra z{2...2;""} . E assim, o resultado segue por indugdo.

-1 & ciclicamente reduzida.

(i)A palavra z{" 27} .27



(iif)Qualquer permutagio ciclica da palavra ciclicamente reduzida, ¢, é um conjugado de g.

Reciprocamente, tomemos qualquer conjugado « 'gu de g. Se u~'gu € palavra reduzida como
escrita, com u # 1, entdo esta ndo € ciclicamente reduzida, assim com a tiltima letra de % ¢ a primeira
letra de 1. Se uw~!gu ndo é reduzida como escreve entdo a primeira letra de u € ou zfll ou x; .
Entao v~ lgu = v~1hv onde |v] < |u| e A é uma permutagdo ciclica de g. O resultado segue por

indug&o sobre o comprimento de w. O

Proposicao 1.1.19. Grupos livres sdo livres de torgdo, isto €, ndo existe elemento ndo-trivial de

ordem finita.

Demonstracio: Seja g € F, onde F' € livie e ¢ # 1. Tomande conjugados, se necessdrio, podemos
assumir g ciclicamente reduzida. Como |g"| = nlg| # 0, paratodon € Z\ {O},entdog" £ 1. O

Proposicdo 1.1.20. Sejam F livre, g e h em F. Se ¢* = h* para algum k # 0 entdo, g = h.

Demonstracio: Podemos assumir que £ > 0. Tomando conjugados se necessario, podemos assumir
que g € ciclicamente reduzida . Entdo g* ¢ ciclicamente reduzida como escrita. Se % ndo € ciclica-
mente reduzida entfio A* também ndo &, ¢ entdio A* #£ ¢F. Se h € ciclicamente reduzida entiio A* é
ciclicamente reduzida como escrita. Assim, g* consiste de g repetido k& vezes, e similarmente para
¥, entdo g* = h* requer g = h. 0

1.2 Geradores e Relacoes de Grupos

Proposicio 1.2.1, Todo grupo € quociente de um grupo livre.

Demonstracgio: Seja f : ¢ — G a identidade de G; f estende-se a um dnico homomorfismo
F{G) — G que € sobrejetivo. ]

Definicao 1.2.2. Sejam GG um grupo, X um conjunto e ¢ : F{X} — G um homomorfismo sobre-
jetor. Entdo os elementos de ¢{X) so chamados de geradores de G e os elementos de Ker(y) sdo
chamados relacoes de G (sobre ). (X |R) é chamado apresentagio de ( se existe um homomorfismo
sobrejetor ¢ : F{X) — ( tal que R € um subconjunto do nicleo de ¢ e esse nicleo é o menor
subgrupo normal de F(X) que contém R. O nicleo é chamado fecho normal de B em F(X) € de-
notado por Ker(p) = (RFY = ({r/ |r € R, f € F(X)}) € F(X); onde r/ = f~'rf. Se ambos
X e R s#o conjuntos finitos dizemos que a apresentacio € finita. Também escrevemos (R)F(X) para
(RF(X)>_

10



Observamos que G é finitamente apresentivel se G 22 ——~(—l~ onde X é um subconjunto finito

(REC0)
de G e R € um subconjunto finito de F(X).

Exemplo 1.2.3. O grupo livre F(X) tem apresentagio (X|@).

F(X)
(RFO0)

1%

Exemplo 1.2.4. X = {z}, R = {. Aqui F(X) é ciclico, infinitoe (X, R} = G = Z.
Exemplo 1.2.5. X = {z,y}, R = {z%,¢°, zyz 'y}, (X/R)® é uma apresentagio do grupo S; onde
¢(z) = (12) e ¢(y) = (123).

Teorema 1.2.6. (Teorema de von Dyck) Sejam G ¢ H grupos, ¢ : F(X) — G um homomorfismo
sobrejetor que dd apresentagdo (X|\R)de G e f : X — H uma fungdo e 0 : F(X) — H
o homomorfismo que estende f. Se 0(r) = 1 para todo r € R entdo existe um homomorfismo
w: G — H tal que f(z) = vo(z) paratodo z € X.

Demonstracio: Temos que B C Ker(8) e, como Ker(y) €, por definigfo, o subgrupo normal gerado
por R, temos que Ker(yp) C Ker(f). Disso segue que 0 homomorfismo que queremos, %, pode ser
definido fazendo v¥(g) = 6(y) para qualquer y € F(X) tal que p{y) = g¢. O

Definico 1.2.7. Sejam (X | R)* uma apresentacio de um grapo G, ¢ : F(X) — G um epimorfismo.
Entdio, (X |R U S)° é uma apresentagio de G, onde S C (R)" . Dizemos que (X|R U $)? é obtida
a partir da apresentacdo (X |R)"’5 por uma transformagfio geral de Tietze de tipo 7 e que (X|R)® ¢
obtido da apresentacdo (X|R U S)? por uma transformacio geral de Tietze do tipo I'. Se S tem um

tinico elemento dizemos que estas transformagdes sfo simples.

Definigfio 1.2.8. Sejam (X | R)® uma apresentagdo do grupo G, Y um conjunto tal que XNY = Pew,
um elemento de F(X') paratodo y € Y. Entfio temos uma apresentagio (X UY |R U {yus!|y € Yy
de G, F(X UY) — G um epimorfismo, onde ¢(z) = ¢(zx) e ©(y) = ¢(uy). Seja N o subgrupo
normal de F{X UY") gerado por RU{yu;,"}. Entdo 1 induz um epimorfismo 7 : F(XUY)/N — &
assim (R U {yu,'}) = 1. Mas pelo teorema de von Dyck’s, existe um epimorfismo ¢ : G —
F(XUY)/N,comd(r{x)) = zN. Certamente, fx é a identidade de F{(X UY}/N e nf a identidade
de G.

Dizemos que (X UY|{RU {yu !y € Y'}) é obtida a partir de {X | R) por uma transformago geral
de Tietze do tipo I e que (X |R) € obtida de (X UY|RU{yu, ' |y € Y'}) por uma transformagdo geral
de Tietze do tipo /I'. Se Y contém um s6 elemento dizemos que estas transformagdes sfo simples.
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Teorema 1.2.9. Duas apresenta¢des de um grupo G podem ser obtidas uma de outra por uma
sequéncia de transformacédes gerais de Tietze. No caso onde ambas as apresentacées serem finitas,

as transformagdes podem ser escolhidas simples.

Demonstracio: Sejam (X |R)? ¢ (Y'|S)” apresentagdes de G. Primeiro vamos assumir que X NY =
(. Para cada y € Y escolhemos u, € F(X) com ¥(y) = ¢(uy), e para cada z € X escolhemos
vy, € F(Y) com ¢(z) = ¥(v,).

Definindo 8 por 8(z) = ¢(x) e 8(y) = ¢(u,), obtemos uma apresentacdo de G
(X UY|RU {yugl,Vy € Y})g,

obtida da apresentagio {X | R)® por uma transformacfio geral de Tietze do tipo II. Agora 8(y) = é(u,),
e este, por definicdo, € igual ¥(y). Disto segue que f{w) = ¥{w) para qualquer w € F(Y). Em
particular, 8(s) = ¥(s) = 1 e 8(v;) = ¥(v.), 0 qual, por definicio, é igual a ¢{x) = 8(z).

Encontramos entdo a apresentacao (X UY'|R, S, {yu, '}, {zv; 113Y & obtida a apresentagio ante-
rior por meio de uma transformaco geral de Tietze do tipo L. Por simetria, esta apresentag@o é obtida
de (Y'|S)¥ por uma transformagdo geral de Tietze do tipo II seguida de uma transformagéo geral do
tipo 1. Assim, (Y|S)¥ & obtida de uma transformaciio geral de Tietze do tipo I’ seguida de uma do
tipo IT".

Agora vamos supor que X N'Y # §. Encontremos um conjunto X* bijetivo com X e néo in-
terceptando nem X e nem Y. Certamente &G € apresentado por (X *|R*)¢*, onde R* € obtida de R
substituindo cada z pelo seu correspondente z*, ¢ similarmente para ¢*. A discussdo anterior prova
que esta apresentagdo € obtida de cada umas das outras duas apresentagdes por uma sequéncia de

transformactes gerais de Tietze, como queriamos.

Finalmente, se X, Y, R e S séo todos finitos, cada transformacgao geral de Tietze pode ser sub-

stituida por uma sequéncia finita de transformag¢des de Tietze simples. [

Teorema 1.2.10. Seja G um grupo com duas apresentagcoes (X |R)? e (Y|S)? com homomorfismos
associados o . F(X) — Gey : F(Y} — G. Se X, Y e R sdo todos finitos, existe um subconjunto

finito S1 de S tal que {Y'|S1) é uma apresemtagdo de G com homomorfismo associado .

Demonstracao: Usaremos a notagdo do teorema 1.2.9. Entdo G tem a apresentacio
(X UYIT, {av; ],

onde T = RU {yu; 11, Seja t* obtido de ¢ substituindo cada elemento z pelo seu correspon-
dente vy, e seja 7™ = {t*;Vt € T}. Seja N = (:z:v;l)F{XUY}, esejan : F(XUY) - F(XuU
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Y}/N a projecio candnica. Como n(v,) = 7(z), vimos que w(t*) = =(¢). Entdo t* é uma

consequéncia de t e as relagSes zv;!.

Isto segue que a transformagfio de Tietze do tipo I’ nos
da uma apresentagfio (X U Y |T,T* {zv; 1})9, e entfio a apresentagdo de Tietze do tipo I'nos dé a
apresentacdo (X U Y|T*, {zv, 1})9. Agora v, estd em F(Y) e, entdo T* C F(Y). Assim podemos

aplicar uma transformagfo de Tietze do tipo II’ para chegarmos 2 apresentagio (Y |7)Y.

Como X, Y e R sio todos finitos, 7™ € finite. Como T~ C (S)F (Y), cada elemento de 7™ € o
produto de um nimere finito de conjugados de elementos de S e seus inversos, e escolhemos uma
express@o para cada ¢*. Consideremos S) consistindo de todos os elementos de S que ocorrem em

alguma dessas expressoes. Entdo 5, € finito, e como kery € igual a (S)Fm e igual a (T*)" ) ¢

também igual a {5;)7, como querfamos. ]

Proposicio 1.2.11. Sejam G finitamente gerado e (Y |S)? uma apresentagdo de G. Entdo existe um

subconjunto finito de Y que gera .

Demonstracido: Seja X um subconjunto finito de G com (X)) = G, ie, X geraG. Cadaz € X é o
produto de um niimero finito de elementos de ¥(Y) e seus inversos. Assim, existe um subconjunto
finito Y] de ¥ tal que X C (2(Y1)}. Segue que Y7 gera G. O

Corolario 1.2.12. Ser finitamente apresentdvel para um grupo ndo depende da escolha do conjunto

finiro de geradores.

Demonstracio: Seja G, um grupo finitamente apresentdvel, G2 = (X | R}, onde X é finitc. Sejam X
um subconjunto finito de G tal que Gy = {X;) e G; = F(X;) onde F(X;) € o grupo livre com base
X:. Entdo, pela propriedade universal de grupo livre, existe um tinico homomorfismo p : G1 — G5
cuja restri¢do sobre X, é a identidade. Agora, pelo teorema anterior temos que existe um subconjunto
finito Ry de Ker(u) tal que Ker(u) = (RS"). E temos que {X;|R;) é uma apresentagéio finita de G.
O
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Capitulo 2

Produto Livre Amalgamado

2.1 Produto Livre

Defini¢fio 2.1.1. Sejam {G,} uma familia de grupos, G um grupo ¢ i, : Go — G homomorfismos.
Entéo, (G, {iy}) é chamado de produto livre dos grupos G, se para todo grupo H ¢ homomorfismos
fa : Ga — H existe um tnico homomorfismo f : G — H tal que f, = fi, paratodo a.

Proposicio 2.1.2. Se (G, {i.}) e (H, {ja}) sdo produtos livres do grupo G entdo, existe um iinico
isomorfismo f . G — H tal que fi, = ja para todo c.

Demonstragio: Pela definicdo de produto livre existe um homomorfismo f : G — H tal que
fie = jo para todo «, € também um homomorfismo f' : H — G tal que f'j, = i, para todo
a. Como f'fi, = i, para todo o, a unicidade do homomorfismo na definicéo, garante que f'f é a

identidade de G, ¢ analogamente temos que f f’ € a identidade em H. O

Proposicio 2.1.3. Seja (G, i4) produto livre do grupo G,. Entdo:

1. i, € um monomorfismo se, ¢ somenie se, existe um grupo H e homomorfismos fg : Gg — H

para todo f3 tal que f, é um monomorfismo.

2. iq € um monomorfismo para todo c.

Demonstracao: (2) segue de (1) tomando H = G, e f, sendo a identidade e todos os fz sendo
trivial. (1) € assegurado porque existe um homomorfismo f com f, = fi,. ]

Teorema 2.1.4. Qualqguer familia de grupos G, tem produto livre.
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F(X, e
Demonstracfio: Seja G, grupo com apresentacdo {X,|R.)¥*. Entio G, = (Xe) e identifi-

= —'-—( R )F(Xa)
camos ¢, com a projecio candnica. Podemos supor que X, N Xz = @ para o # 5. Seja G o grupo
F(UXq)

(U R,)FUTD
ado, isto €, com a projecéo candnica. Pelo Teorema de von Dyck, a inclusfo de X, em | | X, induz

, entdo G tem apresentacdo {|J X,|lJ Ry)¥ com o homomorfismo natural ¢ associ-

um homomorfismo 3, de G, em G. Mostraremos que (G, {7, }) é 0 produto livre.

Sejam f, : G, — H homomorfismos. f, induz um homomorfismo 1, de F(X,) em H tal que
YalRe) = 1,18t0 &, ¥ (2) = falwa(z)}, V2 € X,. Entdo existe um homomorfismo 3 de F{| } X,)
em H tal que 9 restrito a X, é ¥,. Desde que ¢(J R) = 1, ¢ induz um homomorfismo f : G — H
com fi¢ = 1. Também, para todo z, € X, fia(0a(Z)) = fo(za) = ¥(zq) por definicio de f e
Tar € V(Ta) = Ya(Ta) = faa(zs) por definigdo de o e 1f,. Desde que ¢, (X, ) gera Gy, vemos que
fo = fia. Temos ainda que f € dnico pois G € gerado por | o (pa(X2)). 0O

O produto livre da familia de grupos G, € denotada por *G,. O produto de n grupos {G;}2, é
denotado por Gy % ... * G,,.

Teorema 2.1.5. (Forma Normal) Seja (G, {i.}) 0 produto livre dos grupos G,. Entdo:

1. cada, é um monomorfismo.

2. pensando i, como a inclusdo, qualquer elemento g de G pode ser escrito de modo inico como
G192...gn, onde n 2> 0, g; € Gy, paraalgum oy, ¢ # 1l e, # ey parar < n(n = 0

corresponde a g = 1).

Demonstragio: Denotemos ¢, (g,) por §o para go € G,.

(1) ja foi provado em 2.1.3, e provaremos (2) mostrando que qualquer © € G pode ser escrito de
modo dnico como g1 gz ... Gn,comn > 0, g; € Go,, : # 1 € # ary1.

Como a demonstracao do teorema 2.1.4 mostra que | i.{G.) gera G, qualquer u pode ser escrito

como 10z ... Gn.comn > 0, g; € G, 6: # 1 € &, = ry € permitido. Se & = 21 € gr # g;}l
entdo podemos escrever ¥ como §1gs . - - Jr-1Gri2---Gno ONde 1 # kb = grgrp € (o, €NQUanto
que se ¢ = Q) € gr = g;rll podemos escrever u como G182 - . - §r—1Gr+2 - - - Gn- Por indugfo em n,

existe pelo menos uma forma de escrever v da forma desejada.

Para provar a unicidade, seguiremos o métode uttlizado na demonstragdo do Teorema 1.1.7. Seja
S o conjunto de todas as sequéncias (g1, g2,-.-,gn) comn > 0, ¢ € Go,, o # 1 € 0 £ Qrpq, €M
particular, a sequéncia vazia { ) estd em S. Tomemos g, € G4 \ {1}. Uma aplicacio de S em S é
definida enviando:
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(gla"':gn) a(ga:glz--'?gn) SeOé?,éOfl
(91,3 9n) @ (Gag1, 92, s Gn) SE @ =01 € gogr # 1
(911---:9n)a(92;---;gn) Sea:alegagl___'l

Isto define uma fungdo @, de G, para o conjunto das aplicacbes de S nele mesmo (definindo
(1) como sendo a identidade), onde a operagéo do conjunto de aplicacdes de S em S & composigio.
(o preserva a multiplicacdo. Isto implica que ¢, aplica em Sym({S), o grupo das permutacdes de S,
desde que ©,{g,) tem inverso @, (g ') € valad) = ala),{b) para a,b € G, observamos que agui
Sym(S} age 4 esquerda sobre S.

Seja ¢ : G — Sym{S) o homomorfismo tal que w, = @i, paratodo o. Sejau € Geo
escrevemos como Aihs ... Ay, com k; # 1, by € Gy, € o # a4y). Pela definiciio de ¢ temos que
w(u) aplicado na sequéncia vazia nos dd a sequéncia (A1, ho,. .., Ay), € entdo hy, by, ..., Ay sfo

unicamente determinados por u. O

Teorema 2.1.6. Sejam G, subgrupos de um grupo . Entdo as seguintes afirmacdes sdo equiva-

lentes:
(i) G é produto livre dos subgrupos Gy;

(ii) Qualquer elemento de G pode ser escrito unicamente como g1...g, comn > 0, gi € G,,,
g F L ey # oy
(iii) G é gerado pelos subgrupos G, e 1 néo pode ser escrito como produto ¢...g, comn > Q,

g # 1, e # aiqa.

Demonstracdo: (ii) e (iii) sdo equivalentes, como na proposi¢do 1.1.11. Se (i) vale entdo vale (ii)
pelo teorema da forma normal. Suponhamos que (iii) vale. Sabemos que existe um homomorfismo
de G, em G que € a inclusdo em cada G, ¢ (ii1) nos dé que este homomorfismo € sobrejetor € tem

nucleo trivial, entdo € um isomorfismo. O

2.2 ‘Push-out’ e Produto Livre Amalgamado

Definicdo 2.2.1. Sejam G, Gy e G grupos, 4 : Gog — Gy e iz : Gy ~—— G2 homomorfismos.
Suponha que exista um grupo G munido com homomorfismos ji : Gy — G 1ais que j1i1 = joio
e para todo grupo A munido com homomorfismos ¢y, @ G — H tais que 11, = oty eXiste um
inico homomorfismo ¢ : G — H tal que g, = @, & = 1,2. Dizemos que G é ‘push-out’ de
Go, G1,Ga, 11 € 1o,

16



Teorema 2.2.2. Para quaisquer Gy, Gy, Ga, %1 ¢ 1y, existe 0 ‘push-out’.

Demonstracio: Para r = 1, 2, seja G, grupo com apresentacgéo (XT|RT}B', e X; N Xy = (. Identi-
F Xr . - . .
(Xr) e ¢, com a proje¢do candnica. Seja ¥ um conjunto de geradores de Gy,

(R

e para todo y € Y, existe w,, € F(X,) tal que ¢, (y) = 6,(w,, ). Seja G o grupo com apresentagiio

ficamos G, com

(X1 U Xo|Ry, Rg, {wywy2}yey) com homomorfismo associado 7. Entéio, temos a aplicagéo natural
7r de G em G, induzida pela inclusdo de X, em X; U X5, e G € gerado por j1 (G1) Uja(Gs). Portanto,
existe no maximo um homomorfismo de ¢ : G — H que satisfaz a definicdo 2.2.1.

Suponha que tenhamos os homomorfismos @, de G, ao grupo H tais que (1, = iz, Entdo
¢, definem homomorfismos ¢, de F(X,) a H que € trivialem R,.. Sejapu : F{(X; UXs) — Ho
homomorfismo definido por u|x, = t.|x,. Pelo Teorema 1.2.6 existe um homomorfismo ¢ : G —

H tal que ¢x = u, que por construcdo satisfaz @3, = ¢;. [

Defini¢cdo 2.2.3, Quando % ¢ 43 sdo injetivas, o ‘push-out’ G € chamado de produto livre amalgamado

de 7y ¢ G com amélgama (.

Neste caso, geralmente pensamos (3 como um subgrupo de ) € G, € 41 € 72 como as inclusdes.

Denotamos o produto livre amalgamado G por Gy *¢g, Gs.

Definic¢éo 2.2.4. Dizemos que um conjunto S € transversal a esquerda doe um subgrupo C' em A se S
contém exatamente um membro de cada classe lateral aC, isto €, A = U aC.

eeS
Teorema 2.2.5. (Forma Normal) Sejam G o produto livre amalgamado de A, B com amdlgama C,
14 1 C — Aeig : C — B sdo inclusées, ¢ 5 e T transversais a esquerda de C em A ¢ B
respectivamente, com 1 € SN T. Considerando j4 : A — G e jp : B — G homomorfismos da

definicdo do ‘push-out’ (Gh = A,Gy = B,j1 = ja,j2 = jB,%1 = 14 € iy = iB), temos:
1. j4 e jp s@o monomorfismos.

2. jalA)N 7p(B) = ja(C) = jB(C).

3. Considerando 74 e jp inclusdes, qualguer elemento de G pode ser unicamente escrito como

U1y ... UnC onden > 0,c € C e ug, Uz, ..., un vem alternadamente de S\ {1} e T\ {1}.

Demonstracio: Pela defini¢dio 2.2.1, sabemos que a restri¢&o de j4 sobre C € igual A restri¢do de jp
sobre C'. Também pensando 74 € 75 como inclusdes, uma vez que a parte (1) € demonstrada, {2) pode
ser escrito como A N B = €. Entio (2) € coroldrio da unicidade em (3).
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Denotemos j(a) por @ e jg{b) por b. Como no Teorema 2.1.5, para provar (1) e (3) & suficiente
mostrar que para qualquer g € A x¢ B existem Unicos uy, Us,...,un € ccomn 2> 0,¢c € Ce
Uy, Usg,. . ., Uy vindos alternadamente de S\ {1} e T\ {1} tal que g = %1%y ... 8,2 Qualguer g
pode ser escrito como g1 9> . - . Gz, onde g; € A U B para algum k. Se g; € g,y pertencem ambos a
A ou ambos a B, podemos escrever g como gigs - - - §i_1Agit2 - - - Gx» onde b = g;g;+1. Continuando
assim por diante,vem que g pode ser escrita ou como € ou como §1gs . . . Gn, ONAE 91, go, . - - , Gy, $A0
alternadamente de A \ C e B\ C.

Usando indugio por n, escrevamos gigs . . . n—1 €OMO U1ls . .. 8,18, onde u; € (SUT)\ {1},
u € ¢1C e u; € Cg;C para cada i > 1, e que u; vem alternadamente de S \ {1} e T\ {1}. Entdo,
G =1y .. Up-1C0p = Ty ...Un_1h, Onde h = cgp. € ainda g = Uy ... Un_18,d, onde A = u,d com
u, € SUT, d € . Desde que u,d = ¢gn, temos que u, € Cg,C, que € o desgjado. Também temos
que u, # 1 pois g, ¢ C. Logo temos provado que cada elemento de G pode ser escrito na forma

desejada.

Agora provemos a unicidade pelo método utilizado no Teorema da Forma Normal para grupos
livres. Seja X o conjunto de todas as sequéncias (uz, U2, . .., U, ¢)comn > 0,c € Ceuy, ug, ..., Uy
alternadamente em S \ {1} e T\ {1}. Definimos um homomorfismo ¢ de G em Sym(X) tal que,
quando g € escrito como i, @s . . . &, € da forma desejada, a agéo de ¢(g) na seguéncia (1) € a sequéncia
(1, ug, ..., un,¢). Isto mostrard a unicidade da representacdo de g. Observamos que o grupo de
permutagdes Sym(X ) atua sobre X 2 direita ( isso € necessdrio pois as a¢bes no livro de Cohen sio

todas & direita, até homomorfismos agem a direita).

Pela defini¢do de produto livre amalgamado, para construir ¢ é suficiente definir ¢(a) e ¢(b) para

todos @ € A e b € B com as propriedades que
plaraz) = p(ar)plas), Vay,a2 € A
p(brby) = w(b1)p(ba), Vb1,b2 € B

e que as defini¢cBes de ¢ em A e em B concordam-se em C (entdo € automaticamente aplicacao
de A em Sym(X), desde que ¢(a™?)} é o inverso de ©(a)). Definimos ¢ em A, onde ¢(a) envia

(u1, g, .. ., Up, ¢) para:
(U1, Uy oo Un, U, d) SC U, € A,ca=vdcomv € S\ {1}ed e C,
(U1, U, .., Uy, d)seu, € Aeca=dcomd € C (isto é,se a € (),
(U1, U2y -y U1, 0, d) S€E Uy € Aeupca =vdcomuv € S\ {1} ed € C,

(11, U2y - s Up_1,d) SE U, € A uca =dcomd € C.
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Nio € dificil provar que ©(a’a) = p(a’)¢(a). Definimos ¢ em B de forma semelhante, trocando
A por B. E facil verificar que as defini¢ces de ¢ em A e em B concordam-se em C. ol

Teorema 2.2.6. (Forma Reduzida) Seja G o produto livre amalgamado de A e B com amdlgama C,
iga:C — Aeip: C ~—— B. Considerando j4 : A — G e jp : B — G inclusdes, temos:

1. qualquer w € G\ C pode ser escrita como gi1ga . . . g, onde 1 2> 1 e g; vem alternadamente de
A\CeB\C.

2. se também podemos escrever w como hih, ... hy, com h; alternadamente de A\ C e B\ C

entdo,m=mnehy € qC e h; € Cg;C para todos os outros t.
3. sen > 1entdo,w & AU B.

4. qualquer produto g1g - . - gn, onde n > 1 e g; vem alternadamente de A\ C e B\ C ndo pode

estarem C.

Demonstracao: O item (1) ja foi provado no Teorema da Forma Normal de produto livre amalga-
mado. Mostramos que se w € escrito como em (1) ent3o, sua forma normal € uus ... u,c onde
u; € g1C e u; € Cg;C para todos os outros i. Entdo (2) segue da unicidade da forma normal para
produto livre amalgamado. O Teorema da Forma Normal ainda nos diz que tal produto ndo pode estar
em C ¢ pode pertencer somentea A U Bsen = 1. 0

Proposicio 2.2.7. Sejam A e B subgrupos de um grupo G e C = AN B. Entao, G = A+ B
se, e somenie se, todo elemento de G \ C pode ser escrito como um produto §1ga...Gn com g;

alternadamente de A\ C e B\ C e nenhum deste produto € igual a 1.

Demonstracio: =) € coroldrio da forma normal de produto livre amalgamado.

<) Agora seja G com esta propriedade. As inclusdes de A ¢ B em & nos dd um homoemorfismo

de A *¢ B em G que é injetora e sobrejetora pelas condi¢Bes dadas. Logo G = A = B. O
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Capitulo 3

Extensoes HNN

Em 1949, G. Higman, B. Neumann e H. Neumann estudaram uma construgfo ligada a produtos livres

amalgamados. Esta construc¢fo € agora chamada uma extensao HNN.

3.1 Extensoes HNN com uma letra estavel

Definicao 3.1.1. Sejam G e A grupos e sejam % e ¢; monomorfismos de A em G. Seja P um grupo
ciclico infinito com gerador p. Seja NV o fecho normal de {p ' (a)p(i1(a))™'}, 0 € A, em G * P.
Seja H = (G = P)/N. Entdo H ¢ chamada extensio HNIN do grupo base G com letra estdvel p ¢
subgrupos associados 7g(A4) e 2;(A4). Usualmente tomamos A como subgrupo de G com i, sendo a

incluszo e escrevemos H = {G, plp~ ' Ap = B), onde B = Imf(i;).

Seja G com a apresentacio (X |R)? e p ndio estd em X, e sejam Y um subconjunto de F(X) e
6 uma aplicacdo injetora de Y em F(X). Sejam ¢(Y') que gera um subgrupo A e ¢6(Y) que gera
um subgrupo B de . Se & induz um isomorfismo de A em B entdo existe extensdo HNN com
apresentagdio H = (X, p|R,p™'yp = #(y), y € Y'). Reciprocamente, uma apresenta¢do desta forma é
uma extensdo HNN sob a condiciio que # induz um isomorfismo, 4, de (¢(Y)) = Aem ($8(Y)) = B,
ie, #(s(y)) = #(8(y))-

Sejam go e g; em G e definamos homomorfismos j; € j; de 4 em G por j.(a) = (i.(a})? =
g ti,.{(a)gr, parar = 0, 1. Entfo, as extensbes HNN (G, plp~ Yo (a)p = i1(a}, 0 € A) e (G, glg™ jo(a)g =

ji{e), a € A) séo isomorfas com isomorfismo levando g € G em g € p em gogg; -

Exemplo 3.1.2. O grupo com a apresentac@o {a, bla~'ha = &%) é uma extensdo HNN do grupo ciclico

infinito {b) com letra estdvel a e grupos associados (b) e (b?).
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A incluséo de G em G * P induz um homomorfismo j : G — H. A propriedade universal de
extensGes HNN € dada na proposi¢éo seguinte.

Proposicdo 3.1.3. Seja ¢ : G —— K um homomorfismo. Seja k € K tal que k™ 1¢(ig(a))k =
#(i1(a)), para a € A. Seja H a extensdo HNN de G com letra estdvel p e subgrupos associados
io{A) e 11 (A). Entdo, existe um unico homomorfismo i : H — K tal que j = ¢ e ¥(p) = k.

Demonstracao: Como H é gerado por j{G) ¢ {p} existe no maximo um homomorfismo em questio.
Existe, certamente, um homomorfismo de & * P em K cuja restrigio sobre G € ¢ ¢ que aplica p em
k, e este aplicard o elemento p~*(i5{a))p(i1(e)}) ' em 1.

Como o subgrupo normal de G * P gerado por p~*(4p{a))p(i1(a))}~* € o niicleo da projegdo de

G x P em H, esse homomorfismo ird induzir o homomorfismo, 7, 0 qual desejamos. O

Seja H a extensdo HNN (G, p|p~1Ap = B) com um isomorfismo 4; de A em B. Sejam S e 5_;
transversais a esquerda de A ¢ B em (4, todos contende 1. Temos os seguintes tecremas da Forma
Nomal e Forma Normal Reduzida.

Teorema 3.1.4. (Teorema da Forma Normal) (i) O homomorfismo j é um monomorfismo.

(if) Considerando (G como um subgrupo de H, qualquer h € H pode ser escrito de forma tinica

como

h = gop®g1--Gn-10"" gn,
onden > 0,¢; = 1 (paran = 0 a expressdo é justamente gy ) e
1} gn € G,
2}g;€Ssee;=leg; €5 15¢e; =1, paral<i<n-1,
3)see¢iy = —¢, entdog; 1, paral <1 <n—-1.
Defini¢do 3.1.5. Dizemos que um elemento gop®g1...gn 10" 'gnde G x P,onden > 0, ¢ = %1,

¢; € G tem um ‘pinch’ se existe algum r tal que on, ¢, = —¢,_; = leg, € Aoue = —¢,_1 = —1e
g € B.

Teorema 3.1.6. (Teorema da Forma Reduzida) (i) Considerando G como um subgrupo de H, qual-

quer h € H pode ser escrite como

h = gop®gi---Ga-1D""" gn,
onden > 0, ¢; = £1, g; € G ¢ 0 elemento correspondente de G * P ndo tem pinch.
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(ii) Se h também pode ser escrito como
VP ™ V1 V1P Uy,

com condicoes similares ao item anierior, entdo m = n, para todo i temos €; = ;.
(1ii) Se h tem uma expressdo como acima e sem “pinch”e n > 0, entdo h ¢ G.

(iv) Se o produto gyp®g:...9n 10" gn, com g; € G, ¢, = +1, n > 0, € igual a 1, entdo elemento

correspondente em G x P tem um "pinch”.

(v) Se um produto gop*°g1...Gn-10""10n , com g; € G, ¢, = £1, n > 0, estd em G entdo o

elemento correspondente de G x P tem um “pinch”.

Observemos que em ambos teoremas, 0 caso 1z = 8 nos da o elemento gy; 0 produto gep® corre-

spondean = 1com g, = 1.

Demonstracdes: As partes (iii) e (iv) do teorema da forma reduzida sdo imediatas de (ii). A parte
(v) segue da parte (iv) pois go...g» = ¢ pode ser escrito como gg...(gog~!) = 1. Consideremos o
conjunto W de todas as sequencias (g, €9, g1, .- gn—1, €n—1, gn) Satisfazendo as condi¢Bes da parte
(i1) do teorema da forma normal.

Seja Sym (W) =todas a permutacdes de W. Nesse caso especifico Sym(W) age sobre W

direita. Definimos um homomorfismo ¢ : G — Sym(W) por:

(gUr ~e €n—1, g‘n.) * d’(g) = (gUJ ~eey €n—1» gng)

Agora vamos definir um elemento 7 € Sym(W)
1)se e, = —1, entdo

{90y s €nm1, Gn) * 7 = (g0, ., €p1,8,1,0),onde g, = sa, 1 #s€ S,plap=be Beg,e¢;
satisfazem as condi¢des do teorema.

2)se¢,1 =—1les=1,entdo

(901 -+ €n1s Gn) * T = (G0, ---€n—2, (gn-1b)}-

3)yse e, = 1, entdo

(0, 0y €n—1,Gn) * T = (Gos .-, 1 = €41, 8, 1, b), onde * denota a acdo de Sym{W) em W.

Temos que ¢ : G — Sym(W) é um homomorfismo de grupos e 7 € Sym(W), entdo pela
proposi¢do 3.1.3 existe um homomorfismo ¢ : H — Sym(W) tal que ¥l = ¢ e ¢(p) = =, ie,
plap = b <= 77 ¢(a)r = ¢(b).



O homomorfismo ¢ € injetivo pois se g € Ker(¢) entdo {go, ..., en—1, gn}(9) = (g0, -, €n—1, gn) =>
{90y -1 €n—1, Gn9) = (90s --» €n~1,Gn) = gng = gn => g = 1. Logo, ¢j = ¢ € injetivo o que im-
plica que 7 também € injetivo.

Unicidade da forma normal.

Sejah € H, h = gop®gy...9,_10° " g» na forma normal, entdo por inducéo sobre n temos:

(L{h) = (90, €05 G1---Gn-1, €n—1, On)-

Disso segue que a expressdo é Unica para h e é determinada pela agdo de v em (1).
Existéncia da forma normal.
Seja h = GopG1...0n—10""""gn, Onde €, = £1, g; € G, se €; = —¢;4,, entio g; # 1.

Usamos indugfo sobre n para mostrarmos que £ pode ser escrito na forma normal. Assim,

GoP° G- PG 1 = GoP G102 G,

o lado direito j4 estd na forma normal. Entdo, se b = gpp®g1...p%~2g,_ 101 g, for forma normal a
demonstracfio da existéncia da forma normal acaba aqui, mas se A nio for forma normal temos duas
possibilidades:

]) Cn-1 = 19 gnu-l ¢ S,

2) €n—-1 — _11 Qn—l ﬁé S—l‘

Dgn-1=5a,5€ S5,a€A,a#l,

9n-1PGn = sapgn = sp(p~'ap)gn = sp(bgn), onde b = p~ap € B\ {1}.

Assim, h = gop®0...gn—2p"25p(bgy ).

2Ygn1=8b,s€ S 1,6€ B,b#1.

Gn1D *Gn = sbp7Lg, = spipbpTig, = sp (agn), onde a = php !t € 4 \ {1}. Logo, h =
Gop*°.--gn—2D"*~25p " (agn).

0

Proposi¢io 3.1.7. Seja H = (G, plp~*Ap = ¢{A)) uma extensdo HNN, onde ¢ é um monomorfismo
de A em G. Seja B um subgrupo de G tal que (B N A) = BN ¢(A). Entdo o subgrupo {B,p) ¢é
uma extensdo HNN de B com letra estdvel p e os subgrupos associados BN A e B N ¢(A). Também,
(B,pyNG =8,
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Demonstracao: Seja K a extensdo HNN de B com letra estdvel g e subgrupos associados B N A
e BN ¢(A). Entio a inclusdo de B em G ¢ a fungdo que leva ¢ em p induzem um homomorfismo
¢ de K em H. Este homomorfismo ¢ tem imagem (B, p). Essa condi¢fio garante que, na fungéo
correspondente de B x Q em G * P, onde @ € livre em {¢}, um elemento que ndo tem “pinch”vai
para um elemento que ndo tem “pinch”. Pelo teorema da forma reduzida,temos que 0 homomorfismo
¢ tem nicleo trivial e portanto ¢ induz isomorfismo entre K e (B, p} ¢ elemento de K que ndo estd
em B € levado para um elemento de H que ndo estd em G. [

3.2 Extensoes HNN com mais de uma letra estavel

Até agora vimos resultados de extensdes HNN com apenas uma letra estdvel. Colocaremos a seguir
resultados andlogos ao da segdo anterior mas para extensOes HNN com mais de uma letra estavel.

Nio colocaremos demonstragSes pois essas sdo andlogas ao caso com uma letra estdvel.

Defini¢do 3.2.1. Tomemos uma familia de grupos A, € monomorfismos g, € %1, de A, em G. Seja

P o grupo livre com base {p, }, e seja IV o subgrupo normal de G * P gerado por

{p;-li{)a (aa)pa(ila(aa))_l;va’: O € Aa}‘

Entdo H = (G = P)/N & chamada a extensdo HNN do grupo base G, letras estiveis p, e pares de
subgrupos associados iga(Ay) € 11a{A4).

As notagdes e observagdes da segfio anterior podem ser estendidas para esse caso mais geral. E
atil considerar a mesma construgio quando as funcdes iy, € 71, DG sd0 monomorfismos; neste caso

nos referimos a uma extensio pseudo-HNN.

Exemplo 3.2.2. O grupo livre com base {p.} € a extensdo HNN do grupo trivial com letras estaveis

{Pa}

A inclusdo de G em G * P induz um homomorfismo j : G — H, A propriedade universal de
extensdes HNN é dada na proposigio seguinte,

Proposicao 3.2.3. Seja ¢ : G — K um homomorfismo de grupos. Suponhamos que k, € K tais
que k' ¢(i0a(00)) ke = $(i1a(as)), para todo a e ay, € A,. Seja H a extensdo HNN de G com
letras estdvels p, e subgrupos associados iy, (AQ) €1y (Aa). Entdo, existe um dnico homomorfismo

v H — K tal que b7 = ¢ e Y(p,) = ks, para todo .
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Em particular, existe um homomorfismo de H em P levando cada p, nele mesmo e aplicando G
trivialmente. Disso segue que o subgrupo de H gerado pela imagens de {p, } € livre com base todos

seus elementos. Por isso, consideramos P como um subgrupo de H.

Seja H = {G,pa|p;  Aaba = A_g), cOm um isomorfimo iy, de A, em A_, onde A, e A_, sdo
pares de subgrupos isomorfos de G. Sejam S, € S_,, as transversais & esquerda de A, e A_, em G,
todas contendo 1.

Teorema 3.2.4. (Teorema da Forma Normal) (i} O homomorfismo j é um monomorfismo.

(it) Considerando G como um subgrupo de H, qualquer h € H pode ser escrito de forma vinica

como
h = 9oPoy91---Gn-1Pgn s Ins
onden > 0,¢; = 1 (paran = 0 a expressdo é j'usramente gole
1) gn € G,
2)g; € Sp, 526, =1leg; € S_,, 5, =1,

3)seq;_ 1 =q; e€_1 = —¢;, entdo g; F 1.

Definicfio 3.2.5. Dizemos que um elemento gops g1.--gn—1P27% gn de G * P, onde n > 0, ¢; = L1,

Oy

g; € G tem um “pinch’ se existe algum 7 tal que ¢ = ;1 e0u¢€ = —6-; = 1leg. € A, ou

€& = —€1=—1eg. €A ;.

Teorema 3.2.6. (Teorema da Forma Reduzida) (i} Considerando G como um subgrupo de H, qual-

guer h € H pode ser escrito como

h = GoP gy 91---Gn—1Par, Gns
onden > 0, ¢; = £1, ¢; € G e 0 elemento correspondente de G = P ndo tem pinch.

(ii) Se h também pode ser escrito como

0, T —1
UoPgu‘bI---’b’qugo Vm,

com condigdes similares ao item anterior, entdo m = n, para todo i, o; = [J; e € = 1.
(iit) Se h tem uma expressdo como acima e sem "pinch”en > 0, entdo h ¢ G.

(iv) Se o produto gop2 g1.--9n— 1P L Gn, COM g5 € G, e, =+1,n> 0, éiguala 1, entdo elemento

correspondente em G x P tem um “pinch’.
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{v) Se um produto Gopil g1---Gn- 1P 9n , com g; € G, ¢ = £1, n > 0, estd em G entdo o

elemento correspondente de (z x P tem um "pinch”.

Observemos que em ambos teoremas, o caso n = 0 nos dd o elemento gg; © produto gep®® corre-

spondean = 1comg, = 1.

Proposiciio 3.2.7. Seja H = (G, pi|p; ' Axps = ¢1(A))) wma extensdo HNN, onde ¢, é um monomor-
fismo de Ay em G, A estd em num conjunto de indices A. Seja M um subconjunto de A e seja B
um subgrupo de G tal que ¢,(B NA,) = BN (¢u(A,)), para todo p € M. Entdo o subgrupo
(B,p.), p € M, é uma extensdo HNN de B com letras estdveis p,, e subgrupos associados BN A, e
Bno,(A,). Também, (B,p,) NG =B, p€ M.
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Capitulo 4

Grafos de Grupos

4.1 Grafos

Definicao 4.1.1. Um grafo X' € um conjunto de pontos que so chamados de vértices, conectados por
linhas, chamadas de arestas. Um grafo X € dado por: um conjunto V(X)) de vértices, um conjunto
E{X) de arestas, fun¢des o, 7 : E{X) — V(X), onde o(e) € o comeco e 7(e) é o fim da aresta com
dire¢do € e uma fungdo — : E(X) — E(X), onde e —— €, o{€) = 7(e), 7(€) = ole), e £ € e

c=ce.

Defini¢do 4.1.2. Um caminho em um grafo X € e)...€i€;¢1...€x, onde ¢; € F(X) e Vi, 7(e;) =

o(ei11). O comego de ey...ex € o(ey) e o fim é 7(e).

Definiciio 4.1.3. Dizemos que um grafo X € conexo se cada dois vértices podem ser ligados por um
caminho.
Definicao 4.1.4. Um grafo de grupos A € uma colegdo de:

a) um grafo conexo X,

b) para todo e € E(X), existe um grupo G, tal que &, = Ge. Paratodo v € V(X)) existe um
grupo Gy;
¢) para todo e € E(X), existe um monomorfismo de . em G, denotado por 7. Definimos

o:Ge — Gue) €71 Gg — Grz) = Go(e). Se temos a) e b) e substituirmos ¢) por

¢’) para cada aresta e existe um homomorfismo de G em G (¢y n0s referimos a um grafo de grupos
generalizado. Os grupos {G, Jeevix) € {Getecr(x) s&0 chamados de grupos de vértices e grupos de

arestas de A, respectivamente.
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Definicio 4.1.5. Seja A um grafo de grupos generalizado. Seja £ o grupo livre com base E(X), o
conjunto de arestas de X.

Seja
F(A) = (B * (xoevi0)Gy))/N,

onde N é o fecho normal do subconjunto

{eHo(a)e(r(a)) e € B(X),a € G} J{erre € E(X)}.

Definicfio 4.1.6. Uma orientagio de um grafo X € um subconjunto A C E{X) tal que AUA = E(X),

AN A=1{,isto é A contém exatamente um elemento de cada par {e,€}.

Lema 4.1.7. Se A é um grafo de grupos, F(A) é uma extensdo HNN de G, com uma letra estdvel
para cada par de arestas {e, €} e pares de subgrupos associados (0(G.), 7(G.)) para cada e corre-

spondente a uma letra estdvel.

Demonstraciio: Em F(A), g = e™?.

F(A) = (grupo livre com base A) * (G,) '

fecho normal de{e~lo{a)er(a)"1;e € E(A),a € G.}
Em F(A), temos: e”'o(a)e = 7(a). Seja G = *,ey(x)G,. Vamos associar a cada aresta ¢ uma letra
estavel p,. Assim, p;lo{a)p. = 7(a). Logo, F(A) é extensiio HNN com letras estdveis p., para todo
e € A, com base G ¢ pares de grupos associados (o(G.), 7(G.)). i

Observemos que cada caminho em X pode ser escrito como elemento de E, o grupo livre com

base E{X}.

Defini¢do 4.1.8. Seja X um grafo. Dizemos que V' € um subgrafo de X se: V(Y} C V(X), E(Y) C

FE(X) e as fungdes o, 7, - de ¥ sdo induzidas pelas fungdes correspondentes de X .
Defini¢do 4.1.9. Um caminho e;...e;, é reduzido se ndo existe subcaminho do tipo ee.

Defini¢éo 4.1.10. Dizemos que um grafo conexo € uma drvore se ndo existe um caminho reduzido

e1...e; fechado (ie, comego igual ao fim).

Lema 4.1.11. /) Se X é drvore e vy e v estdo em V(X )} entdo existe um dnico caminho reduzido
€1...€x COM COMELO V1 & fim vy. A inversa do caminho e ...ey é €;...21.
2) A reciproca também vale. Seja X um grafo. Se para cada dois vértices vy e vy de V(X)) existe

um dnico caminho reduzido e;...e; e o(e1) = v1 e T{ex) = vy, entd@o X é uma drvore.
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A demonstracdo do lema 4.1.11 pode ser encontrada em [2, lema 4, p.115]

Definicao 4.1.12. Um subgrafo ¥ de um grafo X é dito uma subdrvore maximal se:
1) Y é uma arvore;

2) nd0 existe Y7 subgrafo de X que € arvoretal que ¥ & 1.

Lema 4.1.13. Sempre existe uma drvore maximal Y de X.

Observemos que se X ndo for arvore, uma &rvore maximal ¥ de X nfo precisa ser tinica.

Demonstracao: Se X é finito, 0 nimero de subgrafos de X € finito ¢ sempre tem umn subgrafo que é
rvore (por exemplo, um ponto). Entdo, ¥ € o elemento maximal de conjunto de subgrafos que sdo

arvores, esse conjunto € finito.

Em geral, seja £ o conjunto de todos subgrafos de X que sfo drvores. Sejam ¥) e Y5 em L.

Consideremos a seguinte relagio:

i<Y+<=YCYe

Y é subdrvore maximal em X se Y for elemento maximal de 2 com respeito a "<,

Pelo lema de Zorn € suficiente mostrarmos que para cada conjunto {Y; }ie; € X tal que para todos
1,7 € LY, <Y;ouY; <Y, sempre existe Z € Ytalque Z > Y, paratodo i € I.

Consideremos Z = U;¢;Y;. Temos que Z 2 Y}, paratodo ¢ € I, o que implica que Z > Y, para

todo 7 € 1. Mostremos que Z € arvore.

Suponhamos gque exista um caminho e;...e; fechado reduzido em Z. Temos que ¢; € E(Y},).
Entdo, existe jo € {j1,.-»Jx} tal que ¥j, 2 Y, ¢ = 1,...,k. Assim, e;...ex € caminho fechado
reduzido em Y, o que € uma contradigdo, pois, Y, € 3. Logo, Z € drvore. E pelo lema de Zom

tem elemento maximatl. O

Definicao 4.1.14. Sejam A um grafo de grupos com grafo X e T uma subdrvore maximal de X. Seja

F(A)

(A X, T) = NG
&%) ({ele € E(MHT

Recordamos que para um subconjunto 7' de G denotamos o fecho normal de T em G por (T)°.

Chamamos 7(A, X, T') o grupo fundamental de grafo de grupos A com respeito a subdrvore 7.
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Definicfo 4.1.15. Seja v, € V(X).

T(A, X, v0) = {go€101€2...€n0n|gi € Grey, 9o € Gup} © F(A),

onden > 0, €, ...,e, € E(X), e,...e, € um caminho fechado (podendo ser ndo reduzido) que comeca

com tg.

Nio € dificil mostrar que (A, X, vg) é subgrupo de F(A).

Proposicio 4.1.16. Sejam A grafo de grupos, vg € V(X ) e T subdrvore maximal de X. Entdo, a
proje¢do candnica de F(AY em n(A, X, T) induz um isomorfismo de m(A, X, v) em w(A, X, T).

Demonstragio: Para cada v € V(X)) seja p, o caminho irredutivel em T de vy em v. Em particular,
Py, € © caminho trivial , e assim, quando este € considerado como um elemento do grupo livre £
com base F(X), ¢ a identidade. Podemos definir um homomorfismoe de £ * (*G,) em si mesmo
que leva g € G, em pvgp,;-l e que leva e em po(e}ep;(iy Pelo teorema de von Dyck’s, isso induz
um homomorfismo de F(A) em si mesmo, que, de fato, vai em 7(A, X, v). See € T, entho ou
Pr(e) = Pate)€ OU Po(e) = Pr(e)€ ( como caminhos ou como elementos de E). Disso segue que nosso
homomorfismo leva qualquer ¢ € T em 1, e entdo esse induz um homomorfismo 8 de 7(A, X, T)
em 7(A, X, vy). Nao é dificil mostrar que ¢ € a inversa da restricdo de projecéio candnica F/(A) —
7{A, X, T) sobre m(A, X, vp). O

Corolario 4.1.17. 7n(A, X, T} a menos de isomorfismo ndo depende de T e m(A, X, vg) a menos de

isomorfismo ndo depende de .

Se estamos apenas interessados nos grupos a menos de isomorfismo denotamos w(A, X, T) por
(A}

Exemplo 4.1.18. Consideremos A um grafo de grupos com apenas dois vértices v e w. Sejae a
aresta que tem vértices v ¢ w. Entéio 7(A) é o produto livre amalgamado de G, e G, com subgrupos

amalgamados o (G.) ~ 7(Ge).

Se a aresta e tem os dois vértices iguais, ambos v, entdo w(A) é a extensio HNN de G, com

subgrupos associados (G, ) e 7(G.).

Exemplo 4.1.19. Se todos G, = 1, entdo m(A) =~ m1(X), onde 7, (X) € o grupo fundamental de X
como espago topolégico.

Definicfio 4.1.20. Sejam ¥ um subgrafo conexo de X e A um grafo de grupos com grafo X. Ay é

o grafo de grupos com grafo ¥ € os mesmo grupos de A.
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Sejam A grafo de grupos com grafo X e ¥ um subgrafo conexo de X. Sejam vg € V{(Y'), S uma
drvore maximal em ¥ e 7" uma drvore maximal de X que contém 5. Nio ¢ dificil ver que existem
homomorfismos candnicos de 7(Aly, Y, vp) em 7{A, Y, vp) e de 7{Aly, Y, S)em (A, X, T).

Teorema 4.1.21. Sejam A um grafo de grupos sobre o grafo X e Y um subgrafo conexo de X. Com
as notagdes anterior, 0 homomorfismo de m(Aly) em w(A) é um monomorfismo. Em particular, para

qualquer vértice v € X, o homomorfismo natural de G, em 7{A) é um monomorfismo.

Demonstracido: Suponha que temos mostrado que o teorema vale para quaisquer grafo de grupos
A sobre uma drvore T e qualquer subdrvore S de T a funcio de 7(Als, S, S) em (A, T, T) é um
monomorfismo. Em particular, isso seguird que a aplicagdo de G, em #(A, 7, T) é um monomor-

fismo.

Agora w(A, X, T) é definida sendo uma pseuda-extensdo HNN de n(Alp, T, T'), € serd uma ex-
tensio HNN se cada GG, mergutha em n{Al|r,T,T). Pela mesma razdo, w{Aly,Y,S) serd uma
pseudo-extensdo HNN de 7(Alg,S,S5). Se tivermos que #(Alg, S, S) mergulha em «(A|r,7,T)
seguird da proposicéo 3.2.7 que m(Aly, Y, S) mergulhaem 7(A, X, T), como desejamos.

Vamos comegar com um grafo de grupos A sobre uma 4rvore 7' € uma subarvore S de T e
denotamos os grupos de grafos com H, ¢ H,. Primeiro consideraremos o caso quande 7" € finito e

usamos indug¢#o sobre o ndmero de vértices de 7.

Se S = T ndo temos nada a provar. Entfo vamos assumir que S # T. Existe pelo menos uma
arestaccomao(e) € Ser{e) ¢ S. Temos que T\ {e, 2} é aunido disjunta de duas drvores S, e Sy onde
uma delas, digamos S}, contém 5. A definigio de grupo fundamental de grafos de grupos nos diz que
7(A, T, T) é o ‘push-out’ de H, — Hyy — w(Als,, S1, 81) e Ho — Hyoy — 7(Alsy, S2, S2).
Indutivamente, Hy(.y ¢ H; ) mergulham em 7(Alg,,S1,5:) e 7(Als,, Sy, S2), respectivamente, e
também 7(A[g, S, S) mergulha em 7#(Als,, S, 51). Assim o ‘push-out’ € o produto livre amalga-
mado , ¢ entdo os fatores 7(Als,, S1,.5;) e 7(Als,, Sz, Sp) mergulham em z(A, T, T) e 7(Als, S, S)

também mergulha em ﬁ(z, T, T, como queremos.

O caso geral usa limites diretos de grafos e grupos que ndo abordamos nesse estudo. O

BIBLIOT - PE
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4.2 Teoremas Estruturais

4.2.1 Primeira construcio da Teoria de Bass-Serre

Definigéio 4.2.1. Sejam C', B grafos e ¢ : €' — B uma aplicagfo. Dizemos que ¢ é wma homomor-
fismo de grafos se $(V(C)) C V(B), $(E(C)) € E(B), od(e) = d(0(e)) e Té(e) = ¢((e))-

Seja G um grupo que age & esquerda sobre um grafo conexo X, ie, (g1g2) = ¢1(gox), para todo
g1.92 € G,z € X, lgz = x. Vamos supor que para cada g € G, e € E(X), g(z) # 7, ie, nenhum
elemento de G inverte aresta de X. Estaremos interessado no caso em que X é uma drvore, mas a

construgfo se aplica geralmente.

Sejam Y o espaco quociente G \ X, p a projegio X — Y, T uma drvore maximal de Y e 4
uma orienta¢éio de Y. Seja j : T — X um homomorfismo de grafos tal que pj € a identidade em 7,
chamamos T uma drvore representativa para a acao.

Estendemos j para uma aplica¢do de ¥ em X, essa aplica¢@o a qual denotaremos por 7, em geral
nio serd um homomorfismo de grafos, € j{Y") ndo serd um subgrafo de X. Observemos que se ¥ ¢
conexo, entdo V(Y) = V(T). Sejae € A\ T. Como p € localmente sobrejetiva existe pelo menos
uma aresta z € X tal que p(z) = ee o{z) = j(o(e)). Definimos j{e) = z, e j(€) = j(e).

Observacoes: 1) 7 : ¥ — X € injetiva. De fato, pj = idy, entdo se j(e;) = j{ey), e, =
p(iler)) = p(jle2)) = ez.

2) p é homomorfismo de grafos.

Sejae € A C E(Y). Temos que p(r(i(e))) = 7(p(j(e))) = (e} = p(j(r(e))), a primeira
igualdade segue do fato que p é homomorfismo de grafos. Disso segue que existe algum . € G tal
que 7(j(€)) = 7e(F(r(e)))-

Recordemos que j|r € homomorfismo de grafos e assim se e € ANT, 7(j(e)) = j(r(e)), e, nesse

caso, escolhemos v, = 1. Também definimos vz = ;L.

Definiciio 4.2.2. O estabilizador, stab{x), de um vértice ou aresta z € X, é o subgrupo {g € G|gz =
z} de G.

A construcao de um grafo de grupos A com grafo Y.

Para qualquer vértice ou arestay € Y, definimos G, = stab(j{y)). Precisamos definir monomofis-

mos de G, em Go(e) € de G, em G, para cada aresta e € A.
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Para qualquer e € A temos o(j(e}) = j(o(e)). assim, stab(j{e)) C stab(j(o(e)), isto €, G. C
G o(e)» € 0 monomorfismo desejado € a inclusdo.

Lema 4.2.3. stab(j(e)) C stab(r(j{e))) = ve(stab(j{r{e))))v, "

Demonstracdo: stab(j(e)) = stab(c(j(e)) N stab(r(j(e))}. Portanto,
stab(j(e)) C stab(r(j(e))).

Agora mostraremos que:

stab(7ev) = ve(stab(v))y, !

Temos que VgV, (7ev) = (Veg¥s 1ve)¥ = Ye(gv) = vev, para g € stab(v). Logo, stab(yev) D
ve(stab(v))y;1. Entfo, stab{y (7)) 2 v ' (stab(v.v))v.. Mas, stab(v;1(v.v)) = stab(v).
Logo, 7, ' (stab{vev))ve C stab(v). Assim, stab{v.v) = 7estab(v)y, . Portanto, stab(r(j(e)))
Ye(stab(j(r(e)))e™, pols stab{r(j(e))) = stab(r(G(r(e))))-

Definimos o monomorfismo de G, em G da seguinte forma: g — v, gve.

I

0

4.2.2 Segunda construcio da Teoria de Bass-Serre

Comegamos com um grafo de grupos A com grafo Y. Escolhemos uma subdrvore maximal 7" de Y,
A uma orientagdo de Y. Seja G = n(A, Y, T) o grupo fundamental de A. Vamos definir um grafo ¥

junto com a ag#o & esquerda de G sobre Y.
Consideremos G x V(Y') e definamos a seguinte relagdo de equivaléncia: (h,w) ~ (g,v) <=

w=v,h € gGyv,w e V({Y).

Lema 4.2.4. ’'~’ é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstrago: 1) é claro que (h, w) ~ (h, w);

2) Se (h,w) ~ (g,v), entdo w = v. Logo, v = w. E, h € 9G, < ¢G, = hG, <= g € hG,.
Portanto, (g,v) ~ (h, w).

3) Se (h,w} ~ (g,v) ~ (I,m}, entdo, w = v, v = m, hG, = ¢G, = IG,, 0 que implica que
hG, = IG, e w = m. Logo, (h,w) ~ (I,m). |

Seja V(V) = (G x V(Y))/ ~, escrevemos {g, v] para a classe de equivaléncia de (g, v) com

respeito a ~,
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Definimos, agora, a seguinte relagdo de equivalénciaem & x E{Y):
(h. 2) = (g,y) <= 2 =y, ho(Gy) = go(Gy),
onde z,y € ANE(Y),onde A é aorientacio de V. E, (h,Z) = (9,7) <> (h,2) = {g,¥).

Escrevemos [g, y| para a classe de equivaléncia de (g, y) com respeito a’ &/, y € F(Y).

Seja E(Y) = {[g,yllg € Giy € E(Y)}. Sey € A, entdo [g,y] = [g,7].
Sejamp:Y — Yej: Y — ¥V tais que: p([g,y]) = v e j(y) = [1,y] paray € V(YYU E(Y).

Vamos definir uma agfo de G em Y da seguinte forma:

hlg, yl = [hg, 9,
para qualguer vértice ou arestade y € Y. U
Defini¢iio 4.2.5. Definimos inversa *-*" em E(Y) via [¢, ] = [¢,7]. Paray € A C E(Y), seja
o(lg,y]) = lg, a(W)] e 7{lg, v]) = lgy, 7()}.

Lema 4.2.6. As definicdes acima dependem apenas de [g,y] e ndo da escolha particular de g, ou
seja, comeco e fim estdo bem definidos.

Demonstragio: 1) [g,y] = [g1, 1] <= ¥ = 11, 9(0(Gy)) = ;10(G,) <= g7 'q1 € 0(G,).

Precisamos mostrar que: [g, o{y)] = [g1, (%))

Como y = ¥, entdo o(y) = o(yy). A fungdo ¢ : Gy — Gy € monomorfismo, entdo,

g7 g1 € 0(Gy) € Goy)» 0 que implica que g1 g; € Gyy). Logo, 0 comego estd bem definido.

9,9 = o] = v = 1, ¢g7'n € o(Gy). Assim, 7(y) = 7{(11), e da defini¢do de
grupo fundamental de grafo de grupos temos G,y = y~'o{G,)y 3 vy~ 1™ qry. Mas, y g7 g1y =

{gy) " g1y1- Logo, (9y)~'g111 € Gryy. O que nos da que:

gyGT(y) =t Gr[y) .

Portante, ¢ fim estd bem definido. 1

Observemos que fim e comeco de [g, y] foram definidos apenas para y € A. Agora vamos definir
paray € E(Y):
9.7 =gy} v € AT €A

o(lg. 7)) = allg. v} = 7([g. v});
m([9,9) = a(lg, ¥]).
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Lema 4.2.7. o([g,y]} = h[1,0(¥)], 7([g,¥]) = hy[l,7(y)) onde h = gsey € A; h = gy ' sey & A.

Demonstragio: 1) y € A . Temos, por defini¢do que:

a(lg,4]) = g, o (¥)]) = g1, 0(¥)]
(9, %)) = lgv, 7(¥)] = gy[1,7(»)]-

2)Sey ¢ A entdo y € A, o que implica que § € A. Assim, o{[g,¥]} = 7([9,7]) = [g7. 7(7)] =
gyll,o(y)l.

Temos que Ty € uma relagio em G, entdo y~! = 7. Logo, 7([g,¥]) = ¢([g,7]) = [g,0(T)] =
. 7(y)] = g[1,7(¥)] = hy[1, 7(y)], para h = gy~". O

Na segunda construgdo da teoria de Bass-Serre comegamos com um grafo de grupos A e termi-

namos com um grafo ¥ onde G = (A, Y, T)) age & esquerda sobre Y.

4.3 Propriedades Basicas

As demonstragGes dos seguintes resultados podem ser encontrados em [2, cap.8,secéo 8.4].

Teorema 4.3.1. (Primeiro teorema estrutural da teoria de Bass-Serre) Sejam A um grafo de gru-
pos com grafo Y e G = w(A) o grupo fundamental de A. Entao, o grafo Y construido na secdo 4.2.2

é uma drvore,

Teorema 4.3.2. (Segundo teorema estrutural da teoria de Bass-Serre) Sejam G um grupo que age
sobre uma drvore X e Y o grafo quociente G\ X. Entdo o grafo de grupos, A, construido na segdo
4.2.1 tem a propriedade que G = w({A) e Y dada pelo teorema 4.3.1 é a drvore isomorfa a drvore
X com isomorfismo que comuta com agdo de G, ie, no caso em que X é uma drvore a primeira e a

segunda constru¢bes sd@o inversas.

4.4 Aplicacoes dos Teoremas Estruturais

Se um grupo age em uma drvore entdo qualquer subgrupo também age em uma drvore. Entéo pelos
teoremas estruturais qualquer subgrupo do grupo fundamental de um grafo de grupos é também o
grupo fundamental de algum grafo de grupos. Entretanto, nesta generalidade o resultado € vazio,
pois cada grupo € o grupo fundamental de um grafo de grupos : precisamos apenas tomarmos o grafo

que consiste de um vértice € nenshuma aresta, com o grupo de vértice sendo o grupo dado.
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Teorema 4.4.1. Sejam (A, X) um grafo de grupos e H um subgrupo de n{A) = G. Entdo, H =
7(A\), onde os grupos de vértices de A sdo H N gG g~ para todos os vértices v de X, e g estd em
um conjunto S de representantes das classes H\ G /G, e os grupos de arestas sdio H N ¢G.g~! para

todas as arestas e € X, onde g estd em um conjunto T de representantes das classes H\ G/G..

Observemos que as classes de H \ G/G, séo do tipo H gG,,.

Demonstragio: Pelo primeiro teorema estrutural sabemos que w(A) age sobre a drvore X, e que
V(X) = {[g,9]lg € G,v € V(X);[g,9] = [h,w] <> v = w,9G, = hG,}. O H-estabilizador
de [g,v] € H N gGyg~L, e [g,v] e [g1,v] estdo na mesma H-6rbita se, e somente se, g € g1 estdo na
mesma classe de H \ G/G,, ie, HgG, = Hg:G,. Sabemos que H = 7(A), onde o grafo base de A
é o grafo quociente H \ X, e que o grupo de vértices de um vértice de A \ X é o estabilizador de um

vértice correspondente de X. Um resultado similar vale para as arestas. O

Corolario 4.4.2. Seja H um subgrupo do grupo fundamental de um grafo de grupos tal que H

intercepta qualquer conjugado de um grupo de vértices no grupo trivial. Entdo, H € livre.

Corolério 4.4.3. Seja A um grafo de grupos. Suporhamos que existam um grupo H e um homomor-
fismo ¢ : w(A)Y — H tais que ¢ € injetiva em cada grupo de vértices. Entdo, ker(¢) € livre.

36



Capitulo 5

Homomorfismos Injetivos do Grupo de
Baumslag-Solitar

Nesse capitulo estudamos homomorfismos injetores ¢ do grupo Baumslag-Solitar
G(n,m) = {a,tjt" et = a™),

paran,m € Z \ {0} tais que n # &1, m # %1 e provamos que ¢(a) € Uiez (0}0ec(9-"a"g). As
demonstracfes séo baseadas na teoria de Bass-Serre de grafos de grupos.

Teorema Principal: Sejam n # +£1, m # £l e ¢ um homomorfismo injetor de G = G(n,m).
Entdo, ¢(a) € Ufez\{ghgec(g_laig).

5.1 Algumas Propriedades de Produtos Livres Amalgamados e
Extensoes HNN

Defini¢io 5.1.1. Seja G = G(n,m) = (a,t|t *a™ = a™) a extensdo HNN com subgrupos associ-
ados {a™) e (a™) € a base {(a). Defina as transversais S; = {1 = %, a',..,a" 1} e S, = {1 =
a’,al,...,al™"1} de (a™) em (@} e de {a™) em {a). Quando nos referimos a forma normal (reduzida)
com respeito a a, ¢ queremos dizer a forma normal (reduzida) com respeito as transversais (com

respeito aos subgrupos (a™) e (¢™)) definidas acima.

Lema 5.1.2. Sejam G = AxB e h um elemento de G tal que para algum inteiro z temos h* € A\{1}.
Entdo h € A.

Demonstracdo: Seja A = uj...u; a forma normal, ie, uy, ..., ux vem alternadamente de A \ {1}

e B\ {l}. Sem perda de generalidade podemos assumir que z > 1 e %k # 1. Entdo, h* =
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(uy..ug)...{u1...ug). Se ug € u; ndo estdo ambos em A ou em B esta é a forma normal, entdo hZ
ndo pode representar um elemento de B ou A. Se uy, u; ambos estdo em A ou ambos em B mas
uruy; # 1 entdo A* tem uma forma normal ;.01 (Ugtes Juo... U1 (U1 JUg... 2y de comprimento
kz—k+1>k(z—1)> k> 1, assim A nfio pode representar um elemento de A ou B.

= _ . Y | — -1 a1
Entdo, h = u...ux € para algum j < n/2 temos que Uy = Uy ", Up = Up_jye, Uj = Uppi_j €

se k # 25+ 1, ujp # u;lj. Consideremos dois casos. Primeirose 7+ 1 = &k — 7 temos h =

. -1 —1 : z farZ -1 -1
Uy Uity Uy, assim L # b = upug(udy e

2541 2 3 > 1, uma contradigdo. Vamos assumir agora que j + 1 < & — 7. Entfo, 1 # A% =
1

¢ uma forma normal de comprimento
Ure (Ut gy 0y oyt Como uy = upl, ) estdo ambos em A ou ambos em B, w1, Uk—;
estdo ambos em A ou ambos em B e ujq1ug.; 7 1, assim (j41...u4-;)° tem uma forma normal
w = ’I.Lj+1...'U,k_.j_l(uk_jﬂj+1)uj+g...uk__j_1(Uk_jUj+1)uj+2... de compl‘imento Z(k‘ - 2‘?) — (Z - 1) =
2(k—2j—1)+1 > z+4+1 > 3. Substituindo w em h* obtemos que a forma normal de A* tem

comprimento maior ou igual a 27 + 3 > 1, assim A% nfo pode representar um ¢lemento de A ou B.0J

Lema 5.1.3. a) Seja G um grupo com geradores a, b e uma relagéio a™ = b™ onde n # £1, m # £1.

Entao o centro de G ¢ o subgrupo ciclico gerado por a™.

b)Seja G ~ A x¢ B, onde A, B sdo grupos ciclicos finitos e [A . C] > 1, [B - C] > 1. Emtdo
Z{G)=C.

Demonstragio: a) E ébvio que a® = 5™ é um elemento do centro de G. Consideremos o quociente
G de G através do subgrupo gerado por a® = ™. Entic G = Ax B, onde A = @) =~ Z, ¢
B = (T)) ~ Z,. Provemos que G tem centro vazio. Suponhamos que exista um elemento central
g € Z(G)\ {1}, ¢ = u1...us, esté na forma normal, ie, w1, ..., 4 vem alternadamente de A \ {1} e
B\ {1}. Sem perda de generalidade u; € A\ {1}. Entflo, g = @g@ ' = Tuq...ux% ' tem uma froma
normal u;...uz. Se k > 2, Gga~' tem forma normal (@u: )us...ug_1ux@ ", entdo Tu; = 11, @ = 1,
uma contradigiio, assim k = 1. Entdo, u, = bu,b . tem duas diferentes formas normais: u, e bub
uma coniradigéo, Ll

Lema 5.1.4. Seja G um grupo com apresentagdo finita
(hla h’2) h’3 | h’?l = hgzi hga = hg‘%

onde todo ¢; € Z\ {0}, a1 # £1 oy # 1. Entdo G tem centro ndo trivial que é grupo ciclico
infinito gerado por h$, onde « é 0 minimo miiltiplo comum de o e a3, Em particular, G ndo é um
grupo livre pois possui centro Z(G) ndo trivial. Se as imagens de hy e ko em G/Z(G) comutam,

entdo g = +1.
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Demonstra¢io: Primeiro observemos que o elemento h$ estd no centro de G. Sejam A, Be C
subgrupos de G gerados por {Ai1, hy}, {ho, hs} e hy, respectivamente. Entdo G é o produto livre
amalgamado A ¢ B. Sejam ¢ um elemento central de ¢, T" e § transversais 4 esquerda de C'em A
e de C em B, respectivamente, ambas contendo 1. Escrevamos ¢ na sua forma normal «,...uxc ou ¢,
onde u1, ...u;, vem alternadamente de S\ {1} e T\ {1}, ¢ € C. Observemos que como &; # *1 # a4
temos que S # {1} e T # {1}.

Assumamos primeiro que k£ > 1. Sem perda de generalidade u; € T\ {1}. Seja 1y um elemento
de S\{1}. Ent@o upg = ugu;...uxc é forma normal. Por outro lado, gug = u;...uxcug. Seu, € T\ {1}
temos que guy = U1...UgUoC, onde cup = UC, € € C, Uy € S e a forma normal de gug € u1...uxUC
se g # 1 ou uy...uxC se up = 1. Isso prova que gug # wpg pois as formas normais de gup € upg
comega com elementos de transversais distintas. Se ux € S\ {1} entdo gup = wq...ug_1%eC, onde
upCly = Upc, ¢ € C, 1y € S ¢ a forma normal de guy € ;... uk_1UpC S€ Uy F 1 OU u;...%4_1C SE
1p = 1. Entfo se & > 2 a forma normal de gu, comega com w; € a forma normal de upg comega com

g, uma contradi¢do. Se £ = 1 temos u; = u; € T\ {1}, uma contradi¢ao com u; € S\ {1}.

Entdo k = 0, ¢ € C. Em particular, Z(G) = Z(A) N Z(B)NC. Pelolema 5.1.3se ap # 10
centro Z(A) de A é (hy?) ese a3 # L1 ocentro Z(B)de B é (h3®). Seay = £1, Z{A) = Aese
az = £1, Z(B) = B. Assim Z(G) = (hg), como queremos.

hy® =

Finalmente notemos que G = G/Z{G) tem uma apresentacio (Ay, ha, hslhy = Ry, hy =

s’ hy). Entio pelo lema 4.1.21 o subgrupo H de G gerado por Ay & Ry tem uma apresentacio
(hi, halRy " = R Ry = 1). Se ap # =1 pelo lema 5.1.3 b) o centro de H é o grupo ciclico gerado
por By = Ry, assim H ndo € abeliano e k; e , ndo comutam em H. a
Lema 5.1.5. Sejam G uma extensdo HNN com geradores s,t e uma relacdo t~'s*t = s7. Entdo:

1) se k < v, G tem centro trivial;

2)sek =1 # £1, o centro de G é o grupo ciclico gerado por s&;

3}ser =k = %1, G € abeliano.

Demonstracio: Seja g um elemento do centro de G \ {1} (notemos que se & # r temos g ¢
{t) ). Assumamos que g ¢ (¢). Escrevemos ¢ na sua forma normal com respeito a s,t, ie, ¢ =
Mt g7 sF-1tS-ts%, ondem € Z, 21 # 0, ¢, = £1,se ¢, = L entdo 2, € {0,1,...[k] — 1}, se

e; = —1,entdo z; € {0,1,..., |7 — 1}, se ¢, = —¢;_, entdo z; # 0.

Primeiro vamos assumir que § > 2. Entlo tg = t™+lsnig@s%2¢e2  g%-1¢%-15% ¢ yma forma

normal. Por outro lado gt = {™s* ¢ g%2¢4%2.  g%-1{%-1g% ¢,
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Sejaz; = a(modk),a € {0,1,....[k| -1} e f = r(z;—a)/k. Entdo gt = tMs™ {0 s22¢¢2  g%i-1¢6-1 50458,
Sea #0oua = 0eeg_; # —1, essa é a forma normal. Assim gt tem duas formas normais
comegando com t™s™ e t™+1s%  uma contradi¢do. Entdo o = 0, €i-1=—legt= pmgr e giager | gZi—1+0

é uma forma normal comecando com £™s% ou #™s%-17# se § = 2, uma contradigéio.

Entdo, j = 1, ie, g = t™s™ ¢ t™H1s% = fg = gt = t™s%t = t75%%s, onde 2; = o (mod
k), @ € {0,1,..]k| — 1} e 8 = r(z — &)/k. Como t™+ls? = $™s%s% ndo pode ter as duas
formas normais com respeito a s, ¢, temos que @ = 0, z; = § = rz1/k, assim r = k. Desde que
z1 = o = 0 (mod k), g = t™s¢ para algum inteiro 2. Usemos o fato que g comuta com s, ie,
st™s™ = sg = gs = t™s"* M assim st™ = t™s. Se m # 0 isso € possivel apenas se r = k = £1,
neste caso G é abeliano. Se r = k # =1, entiio m = 0, assim o centro de G € o grupo ciclico gerado

por 57, ]

Lema 5.1.6. Sejam G, uma extensdo HNN com geradores s,t e uma relagdo t™'s*t = 5" ¢ G 0
produto livre amalgamado com geradores a,b e uma relacdo o = 0™, onde n # +1 e m # %1

Entéo, G e Gy ndo sao isomorfos.

Demonstracdo: Vamos assumir que G; ¢ G sdo isomorfos, Pelo lema 5.1.3 a), (G5 tem centro néo
trivial Z(Gs), um grupo ciclico infinito gerado por a®, com Gy = G2/Z(Gs) ~ Z, * Z,,. Pelo lema
5.1.5 para G, ter centro ndo trivial Z{G1), um grupe ciclico infinito, precisamos » = &k 5 £1 ¢
neste caso Z(G1) = (s¥) e G, = G/ Z(G)) = Zy + Z. Assim, G| =~ G, implica G| ~ G, mas
G1/[G1, G, é infinito e G, /[G, G»] € finito, uma contradi¢io. 0

5.2 Prova do Teorema Principal

Seja G o grupo com geradores ¢ e a e uma relagio t~1a™t == o™. Entdo G ¢ uma extensdo HNN com
letra estdvel ¢, grupo de base o grupo ciclico infinito gerado por a € subgrupos associados 0s grupos
ciclicos gerados por o™ e a™. Entdo (G é o grupo fundamental do grafo de grupos A, com grafo X com
um grupo de vértices {(a) € um grupo de arestas {¢*). Vamos assumir que n # =1, m # *1, entéo
ambos monomorfismos do grupo de arestas {a®) no grupo de vértices {a) ndo sdo epimorfismos (o
primeiro monomorfisme € a inclusfo e o segundo {a™) — {(¢™), envia a” em ™). Sejaw : G — Z

0 homomorfismo de grupos que levat em 1 e a em 0 e seja N o ntcleo de 7.

Lema 5.2.1. O grupo N, definido acima, € gerado por {g; }icz e definido pelas relages {97 (g}, 1}en

onde ¢; = t~at’.
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Demonstracao: Sejam F o grupo livre com dois geradores z,y ¢ ¢ : F —> Z o homomorfismo
de grupos que leva 2z em 0 € y em 1. Entdo o nicleo H de ¢ € o fecho normal de z em F e
pelo coroldrio 1.1.14 H ¢ um grupo livre com base {y 72y’ };ez. Seja pp : FF — G o homo-
morfismo de grupos que leva z em ¢ e ¥ em t. Entdo, u € sobrejetiva, (N} = H e o nicleo P
de p € o fecho normal de y 'z"yx™™ em F'. Notemos que P C H e P ¢é o fecho normal em H
de um conjunto {g~*(y~tz"yz ™)g} onde ¢ estd numa transversal & esquerda de H em F. Uma
transversal € {4} ¢z, entdo P ¢ o fecho normal em H do conjunto {y~7(y~'2™yz ™)y} cz. Entdo,

p:(y_j (y‘lx”y:r_m)yj) — t—j—lanta—mtj — t'j_la"tj+1t"ja“mtj = g?+19;m- J
Lema 5.2.2, O subgrupo L de N gerado por gy e g1 tem uma apresentagdo finita {gq, 119" = g7).

Demonstracdo: A descri¢do acima de /N mostra que podemos ver N como grupo fundamental de
grafos de grupos, onde o grafo é a reta real com vértices {v; };ez, 0 grupo associado ao grupo de
vértices v; é o grupo ciclico infinito com gerador g; e o grupo de arestas comecando em ¢ e fim ¢ + 1
é o grupo ciclico infinito com gerador g, com monomorfismo {(g.} — {g;+1) que leva g, em g7,
e outro monomorfismo (g.) — {g;) que leva g, em g/* . Pelo lema 5.2.1 ¢ teorema 4.1.21, L ¢
o produto livre amalgamado de dois grupos ciclicos infinitos gerados por gg € g1, respectivamente,

amalgamado sobre o subgrupo gerado por gg* = ¢7. 0

Definiciio 5.2.3. Seja ¢ um homomorfismo injetor de G = G(n, m). Definamos L; = ¢(L). Pelo
teorema 4.4.1, como L; é um subgrupo do grupo fundamental G do grafo de grupos A, 11 também
€ um grupo fundamental de um grafo de grupos A; com grupos de vértices Gy (e grupos de arestas
Ge) que sdo intersecgdes de Ly com alguns conjugados em G do grupo de vértices original (a} ~ Z
(e com alguns conjugados do grupo de arestas (") =~ Z). Escrevemos X para o grafo de A,.

Lema 5.2.4. a) O grafo X, € conexo.

b) O grupo fundamental do grafo de grupo X, como um espaco topoldgico € ou trivial (ie, X, é

uma drvore) ou € isomorfo a .
¢) Uma das seguintes afirmagées vale:

¢’) Todos os grupos de arestas e vértices em A\ sdo grupos ciclicos infinitos. Assim os monomor-

fismos o, : ée — éﬂ eTe: ée — éw do grafo de grupo A, tem coniicleos finitos.

¢”) X, é uma drvore e tem subdrvore X, que tem todos os vértices de X, com grupos de vértices

ndo triviais tal que o grafo de grupos Ay = Ay

x, todas as propriedades de ¢’) valem, ie, os grupos

de vértices e de arestas sdo ciclicos infinitos.
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Demonstracao: Seja Xo grafo universal do grafo de grupos A construido na segéio 4.2. Pelo teorema

4.3.1 X € arvore, X; € o quociente X /L, do espago conexo X, assim € conexo também.

b) Consideremos o homomorfismo de grupos L; = n(A;) — F,onde F é 0 grupo livre com
base os pares de arestas de X fora de uma subdrvore maximal fixa 77 em X, que leva os grupos de
vértices e de arestas de A; para 1 e € a identidade nos pares de arestas de X fora de T;. Entdo o posto
de abelianizagiio de L; € ac menos o posto de F=o posto do grupo fundamental #({X;) como um
grupo livre (a Gltima igualdade usa o exemplo 4.1.19). Em outras palavras L;/[L,, L] ~ L/[L, L]

term uma apresentacio {(go, 91|9091 = 190, g5° = g7 ), assim tem posto livre abeliano 1.

¢) Pelo teorema 4.4.1 um grupo de arestas G, de A, é do tipo Ly N g~ Ha™g C g~ Ha")g ~

(g™} ~ Z para algum g € (. Assim, qualquer grupo de arestas € ou trivial ou ciclico infinito.

Suponhamos que ¢’) ndo vale. Entdo existe um grupo de arestas ée que é trivial. Se 1} =
X1\ {e,€} é conexo, entdo X; ndo é uma drvore e pela parte b) T} € uma subdrvore maximal de
X;. Entdo, L ~ 7(4A;) é uma extensao HNN com base 7 (A |, ) e grupos associados triviais,entdo
é produto livre de w(A;|r,) com grupo ciclico infinito. Contando outra vez o nimero minimo de
geradores de Ly por [1, cap. 8.2, Lema 7], 0 nimero minimo de geradores num produto livre A x B €
a soma do niimero minimo de geradores de A e o niimero minimo de geradores de B. Como L tem
o nimero minimo de geradores 2 e L; ~ w(A|7,) * Z, temos que w(A;|x,) tem niimero minimo de
geradores 1, ie, é ciclico. Como L € livre de tor¢o , (A1 |1y ) € ciclico infinito e L; é um grupo livre

ou posto 2, uma contradigéo.

Se X \ {e, €} nido é conexo, entdo X; € uma arvore e Ly ~ w(A;) é o produto livre de 7({A)
e m(A®), onde AN e A® 530 subgrafos de grupos de A; com grafos as duas componentes conexas
de X, \ {e,€}. Como o nimero minimo de geradores de L, é 2, por [1, cap. 8.5, Cor. 2] ou ambos
7(AMD) e 7{A®}) 5o ciclicos ou um deles ¢ trivial. Se ambos, m(A®M) e 7(AP), sdo ciclicos, como
L, élivre de tor¢&o ambos sdo ciclicos infinitos, assim seu produto livre € grupo livre de posto 2, uma
contradicio pois L, ndo é livre. Entdo podemos supor que 7{A?) = 1, assim todos os grupos de
vértices e arestas w(_/_\.@)) sdo triviais. O mesmo argumento prova que se dois grupos de vértices em
A ndo sdo triviais entfo para qualquer aresta que estd na geodésica ligando os dois vértices em X; o

grupo de arestas correspondente € nfo trivial. Entdo ¢”) vale. 0

Lema 5.2.5. Suponhamos que Ly tem um subgrupo M com uma apreseniagdo finita
(h’lz h?: ‘}-“’3|h’(ik1 = h’gzi hg3 = h’?4>?

onde todo o € Z \ {0}. Entdo ou ap = %oz ou um dos o, 0, 0z, iy € £1.
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Demonstracdo: Vamos assumir que a; # £1 € ayq # +1. Pelo lema 5.1.4 M tem centro néo trivial,
um grupo ciclico gerado por A onde a € minimo miiltiplo comum de a3 e az. Seja Z{I;) o centro
de Ll.

Se M N Z(L,) = 1, entdo M mergulha em L,/Z(Ly) ~ L/Z(L} e pelolema5.13 L/Z(L) ~
Z,, % Zpy,. Notemos que M ¢ livre de torcao, assim M intercepta trivialmente qualquer subgrupo finito
de Zp, * Z,, em particular qualquer conjugado de Z, e de Z,,, em Zy, * Z,, . Pelo corolério 4.4.2 M é

grupo livre, uma contradi¢do com lema 5.1.4.

Se My = M N Z(L,) # 1, entdo M/My mergulha em L,/Z(Ly) ~ Z, x Z,,. Notemos M, C
Z{(M) = {hg), assim M /M, tem apresentac@o finita

(s, ha, holh® = B52, S = e, gk = 1),

onde k € algum inteiro positivo, ie, k¥ é o indice de Hy em Z(M) . Observemos que pelo corolério
4.4.2 qualguer elemento de ordem finita em Z, * Z,, € conjugado de um elemento de Z,, ou de Z,,.
Entéio conjugando se necessdrio podemos assumir para a imagem hs de hy em M/M, que 2y € Z,,
ou hy € Z,,. Vamos assumir que he € 7., no outro caso é similar. Se E:Z = E?l & Z, nao & trivial e
assimo lema5.1.2, by € Z,, onde h; éa imagem de h; em M /M,. Em particular, h; e hy comutam
epelolema5.1.4 € 1. Se E;’z = 1, entdo ak divide a. Como o € um divisor de «, obtemos que
o = =ty entio ag divide .

. TR -y — P . 5
Consideremos agora k. Se f, for ndo trivial 0 mesmo argumento dado acima mostra que 75 ¢

- . ~ . P - .
hs comutam, em particular pela versfo simétrica do lema 5.1.4, az = £1. Se h;’ = 1 como acima

deduzimos que oy divide ¢, assim as = o3, como queriamos. O

Observacio: Se no lema 5.2.4 a condig@o ¢’) ndo vale substitufmos A; com A;|x, e X; com X,.

E abusando da nota¢io podemos assumir que ¢’} vale.

Proposiciio 5.2.6. O grupo L, é produto livre amalgamado de dois grupos My = (hi'{a)h1) 0 L,
e My = (h7'{a)hz) N L, para alguns elementos hy e hy em G. A amalgamagao ¢ sobre um grupo
Ms = (hy'{a™)hs) N L1 para algum hs € G. Todos os grupos My, M> e M séo ciclicos infinitos.

Demonstragfo: Seja T uma drvore maximal em X;. Suponhamos que para uma aresta e € T uma das
aplicacdes o, : ég — @'a(e}, Te ! ée — @T(e) ¢ sobrejetiva. Consideremos exatamente uma aresta
do par {e,€}. Entdo facamos a seguinte operacdo: deletamos a aresta e do garfo X, e colocamos 0s
vértices de e para obtermos um novo vértice, entdo obtemos um nove grafo com uma drvore maximal
obtida de 7" encolhendo a aresta e para um ponto. Os grupos de vértices que nfio séo pontos finais de

¢ séo preservados, o grupo de vértice do novo vértice que substituiu a aresta e € ou Gy(e) 0u G (o). Se
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g € sobrejetiva, entdo definimos o novo grupo de vértices sendo é.,(e] € os monomorfismos de dos
grupos de arestas e vértices do novo grafo de grupos sdc ou os velhos se os grupos de vértices nio
s&o mudados ou a composi¢do dos velhos com 7, o ot Se o, ndo € sobrejetiva o grupo de vértice
correspondente ao novo vértice € ég(e] e os monomorfismos dos grupos de arestas e vértices do novo
grupo de grafos sdo ou os velhos, se os grupos de vértices ndo sdo mudados ou a composigdo dos

velhos com o, o 7,71,

E importante observarmos que o procedimento que definimos ndo muda (a
menos de isomorfismos) o grupo fundamental do grafo de grupos A;. Se X é uma arvore, aplicando
o procedimento acima (infinitas vezes se necessdrio) terminamos com um grafo de grupos A, com
grafo uma drvore X», onde todos os homomorfismos dos grupos de arestas para os grupos de vértices
ndo sfo sobrejetivos. Entdo pelo lema 5.2.5 para qualquer grupo de vértices Geem G, de A, a
imagem de um grupo de arestas’,, tem sempre o mesmo indice. Seja n(v) esse indice (que depende
apenas do vértice v). Se ndo existe nenhuma aresta que termina em v como o grafo € conexo implica
que o grafo € um ponto e m(A3) é isomorfo ao dnico grupo de vértice Z, uma contradicdo pos L1 nédo €
isomorfa a Z. Entfio L, tem uma apresentacio por esta nova decomposi¢io como grupo fundamental

() . nlw)

7{Ay) com geradores {c, }oev(x,) € relagdes o se v e w sdo vértices ligados diretamente

por uma aresta em Xy. Como no caso quando X, € uma drvore podemos sempre escother um gerador
de um grupo de vértices de A, ou seu INverso se Necessario € assumir que ) = ) Entdo por
uma generaliza¢io ¢bvia do lema 5.1.4, L, tem centro ndo trivial Z(Z1), um grupo ciclico infinito
gerado por &%, Entdo L, /Z(L,) ¢ produto livre do grupos ciclicos néo triviais Zin(y SObIE todos 0s
vértices v do grafo X,. Por [1, cap. 8.5, Cor. 1] o ndmero minimo de geradores de L, /Z(L,) é o
niimero de vértices em X5. Por outro lado a decomposicio de L, /Z (L) ~ L/Z(L) ~ Z,, * Z,, prova
que o nidmero minimo de geradores de Ly/Z{L,) é exatamente 2. Entdo o grafo X, tem exatamente
dois vértices e um par de arestas orientadas. A vantagem dessa nova decomposicdo de L; como 7(4As)
€ que os grupos de vértices em A, sdo alguns G,, do tipo hi{a)h; ' O L, para algum h; € G ¢ os
grupos de arestas em Ay sd0 alguns G., do tipo h; (a”"')hj‘l M L; para algum h; € G, exatamente com

queriamos.

O resto da demonstragio € voltado para o fato quando Xy nfdo € uma drvore. Vamos assumir
que X ndo é uma arvore. Entdo pelo lema 5.2.4b) o grupo fundamental do grafo X; como espago
topolégico € Z. Seja Az o grafo de grupos obtido de A, tirando o unico par de arestas fora da
subdrvore maximal T de X;. Entfo L, € uma extensdo HNN com letra estdvel ¢, grupo base 5 =
7 (A3}, subgrupos ciclicos infinitos associados gerados pelos elementos by, &, em S, ie, L, € o quo-

ciente de S * (t) pelo subgrupo normal gerado por ¢ ~1b; b5 L.

Se SN Z(Ly) = 1entdo S mergulhaem L, /Z{1} ~ Z, x Z,. Observe que podemos aplicar
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para o grafo de grupos Az o procedimento do ditimo pardgrafo, assim S tem uma apresentacio com
geradores {s,}, e relaces sp”) = si™, quando v e w sdo vértices conectados diretamente por uma
aresta do grafo 7™ obtido de 7" depois aplicando (possivelmente infinitas vezes) o procedimento que
encolhe uma aresta para um ponto . Se 7™ tem mais que um vértice S tem centro nfo trivial, mas nio
¢ abeliano, é livre de tor¢do mas ndo € livre. Como S ¢é livre de tor¢do, S € um subgrupo de Z,, * Zy,
que intercepta trivialmente qualquer conjugado de Z,, ou Z, em Z,, * Z,,. Pelo corolario 4.4.2, 5 é
livre, uma contradi¢fo. Entfio a unica possibilidade € que 7 tem exatamente um vértice e S € ciclico
infinito. Entdo L, € uma extensdo HNN com grupo base S ~ Z e letra estavel £. Por outro lado,
Ly ~ L nao é abeliano, o produto Iivre amalgamado de grupos ciclicos infinitos. Pelo lema 5.1.6 isso

é impossivel.

Se Sy = SN Z(Ly) # 1 entdo trabalhamos no grupo quociente L; = L,/S,. Notemos que Sy C
Z(S) e como acima o centro Z(S) de S & grupo ciclico infinito. Observemos que L, é o quociente do
produto livre da imagem S de S em L; e o grupo ciclico infinito com gerador f pelo subgrupo normal
gerado por apenas uma relacéo 5_151352_ ' Assim L, tem como quociente o grupo ciclico infinito ()
com niicleo o subgrupo normal gerado por S. Por outro lado usando a decomposigdo de L; como
produto livre amalgamado temos outra apresentacio de L, como Zinj *z; Limg, Onde j € 0 indice de
S no centro Z(Ly) ~ Z de L,. A abelianizagfo de Zy; *g,; Lmj € grupo abeliano finito, assim néo
temos Z como imagem, uma contradicdo. C

Agora provaremos o teorema principal.

Teorema 5.2.7. Sejam n # =£1, m # +1 e ¢ um endomorfismo injetor de G = G(n,m). Entéo,
¢(a) € Uiea\{0} ye (97 a'9)-

Demonstracdio: Pelo lema 5.2.2, L tem uma apresentacfo finita {go, ¢:1[95* = ¢}). Entdo pelo lema
513,a = gg € L\ Z(L) e a™ € Z(L). Por definigio ¢(L} = Lq, entdo ¢(a)™ € Z(L1) ¢
@#{a) € Ly \ Z(L,). Usando a descri¢do de L, da proposi¢io 5.2.6 como produto livre amalgamado
de grupos ciclicos infinitos M, e M, com amélgama o grupo ciclico infinito M; que € de fato o centro
de L, deduzimos que em L, /M3 =~ (M1 /M3) * {My/M;) a imagem de ¢(a) tem ordem finita, assim
pelo coroldrio 4.4.2 é conjugado de um elemento de M, /M; ou My /M;. Como M; € subgrupo central
de M, e de M,, ¢(a) € conjugado em L, de um elemento de M, ou de um elemento de M. Pelas

definicdes de M, e de M, na proposicao 5.2.6, ¢{a) € g~ {a)g para algum g € G. O
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