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Abstract

In this thesis we consider a split extension G of an abelian group A by a nilpotent
group (class 2) Q and prove two results. First, if Q acts nilpotently on A and G has type
FP,, compute the sigma invariant of G in dimension 2. Second, if G has type FP,, we

show that every quotient G has type FP;.

Keywords: Modules and groups of type FP,,, Bieri-Strebel geometric invariant Z,
abelian-by-(nilpotent of class 2) groups.

Resumo

Nesta tese consideramos uma extensdo cindida G de um grupo abeliano A por
um grupo nilpotente (de classe 2) Q e provamos dois resultados. Primeiro, se Q age
nilpotentemente sobre A e G tem tipo FP,, calculamos o sigma invariante de G em
dimensdo 2. Segundo, se G tem tipo FP4, mostramos que cada quociente de G tem tipo
FP,.

Palavras-chave:Moédulos e grupos de tipo FP,,, invariante geométrico . de Bieri-

Strebel, grupos abelianos-por-(nilpotente de classe 2).
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a propriedade homolégica FP,, de grupos e
modulos. Um R-médulo M é dito de tipo FP,,, m € Z. U {0}, se existe uma resolucao
projetiva de R-médulos

P,—..oPyp—>M-—>0

finitamente gerados em dimensdes < m. E um grupo G tem tipo FP,, sobre um anel
R se 0 RG-médulo trivial R tem tipo FP,, e diremos que G tem tipo FP,, se tem tipo
homolégico FP,, sobre Z. Assim um moédulo é de tipo FP, se, e somente se, é finitamente
gerado e a propriedade FP; é equivalente a ser finitamente apresentdvel. No caso de
grupos temos que cada grupo é de tipo FP, e sera de tipo FP; se, e somente se, é

finitamente gerado como grupo.

Existe uma conjectura homolégica, chamada Conjectura-FP,,, que sugere uma re-
lagdo entre a propriedade FP,, para grupos metabelianos finitamente gerados com um
invariante homolégico Z4(Q) (a ser definido na secdo 1.6) o qual foi introduzido por
Bieri-Strebel [11] na década de 70, onde A é um ZQ-modulo finitamente gerado e Q é
um grupo abeliano finitamente gerado. Posteriormente, o Z-invariante de Bieri-Strebel
foi generalizado por Bieri-Renz [10] onde eles definiram invariantes homolégicos para
dimensdes maiores, o X"(G;A), onde G é um grupo finitamente gerado e A é um
Z.G-mdédulo qualquer. O invariante homolégico X4(Q) é um subconjunto da esfera de
caracteres S(Q), que é definida como o conjunto das classes de equivaléncia dos homo-
morfismos ndo nulos de Q em R, onde x; ~ x; se existe um ntimero real r > 0 tal que
X1 = rXx2, com X1, X2 € Hom(Q,R), que por sua vez pode ser identificada com a esfera
S™1, onde n é o posto livre de G/G’. A conjectura FP,, usa a no¢do de ZQ-modulo

manso, que pode ser encontrada na segao 1.6. A conjectura-FP,, afirma o seguinte:

Conjectura FP,,. [7] Seja G um grupo metabeliano finitamente geradoe 0 - A — G —

Q — 0 uma sequencia exata curta de grupos, tal que A e Q sdo abelianos. Entido G tem tipo
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FP,, se, e somente se, A é um Z.Q-modulo m-manso.

Alguns casos da conjectura j& foram demonstrados, o caso m = 2 feito por Bieri-
Strebel, o caso em que m = 3 e G é uma extensdo cindida de grupos abelianos, feito
por Bieri-Harlander [8] e o caso para m qualquer e G tem posto de Priifer finito, isto €,
existe um d € N tal que cada subgrupo finitamente gerado de G pode ser gerado por d
elementos [2].

A seguinte conjectura sugere a descri¢do dos X-invariantes de grupos metabelianos.

Conjectura X", Se G é um grupo metabeliano de tipo FP,, entdo

0 ¢ conv<,,(R.oZ(G))

Z(G) = Z"(G; Z) = (conveu(R-0Z'(G)))/ ~
onde o expoente c acima denota o complementar em S(G).

Os casos m = 2 e m = 3 com extensdo cindida foram demonstrados em [21], [16] e

[17]. Em geral as duas conjecturas estdo ainda em aberto.

Nesta tese vamos considerar grupos abelianos-por-nilpotente de classe 2 de tipo
FP,. Na tese de doutorado [25] foi demonstrado que um grupo G que é um extensao
cindida de um grupo abeliano por um grupo nilpotente de classe 2 e se G tem tipo
homolégico FP; entdo cada quociente de G tem tipo FP;. Em geral ndo é verdade que a
propriedade FP,, para m > 2 passa para quocientes, embora isto é obviamente verdade
para FP; pois a propriedade FP; é equivalente com a propriedade ser finitamente
gerado. Existem exemplos de grupos (nilpotentes de classe 3)-por-abelianos de tipo FP,
que tem quociente que ndo tém tipo FP, [1]. Os resultados de [25] foram generalizados
em [15] onde foi demonstrado que se G é uma extensdo cindida de um grupo abeliano
por um grupo policiclico e se G tem tipo homolégico FP; entdo cada quociente de G
tem tipo FPs.

A generalizacdo em [15] foi possivel pois para a classe de grupos considerados acima
existe um forte resultado, também demonstrado em [15], que afirma que estes grupos
sdo nilpotentes-por-abelianos-por-finito. Um grupo que é abeliano-por-policiclico ou
nilpotente-por-abeliano ndo precisa ser metabeliano mas nés mostramos que as pro-

priedades homolégicas sdo semelhantes com as dos grupos metabelianos.



Introdugao

Resultados novos obtidos nesta tese:

Nesta tese foram demonstrados dois resultados principais. O primeiro foi usado
na demonstragdo do segundo e afirma que a versdo da X>-Conjectura vale para uma
classe de grupos maior do que a dos grupos metabelianos. A demonstracdo é bastante
técnica e generaliza os métodos e as ideias do artigo [21]. Porem foi necessério fazer
mais cdlculos com comutadores do que em [21]. A demonstragdo do seguinte resultado
pode ser encontrado no capitulo 3.

Teorema A: ( Teorema 3.38) Seja G = A < Q finitamente gerado, com A abeliano e Q

nilpotente de classe 2. Temos que, se G é de tipo FP5 e Q" age nilpotentemente sobre A, entiio

Y2(G,Z) = conv,X NG, Z).

No comeco nosso objetivo principal era considerar quocientes de grupos de tipo
FP,. Mas usando os métodos desenvolvidos em [15] reduzimos o problema ao teorema

citado acima. Assim obtemos o seguinte resultado:

Teorema B: (Teorema 4.15) Seja G = A < Q um grupo de tipo FP4 com A abeliano e Q
finitamente gerado nilpotente de classe 2. Entio cada quociente de G também tem tipo FP,.

Finalmente, observamos que nds acreditamos que o segundo teorema vale no caso
de grupos de tipo FP,, para m arbitrdrio, isto é, se G é uma extensdo cindida de um
grupo abeliano por um grupo nilpotente de classe 2 e tem tipo FP,, entdo cada quociente
de G tem tipo FP,,. No caso metabeliano isto ainda esta em aberto para m > 5. Vale
a pena observar que isto ficaria provado para grupos metabelianos, como coroldrio
da Conjectura FP,, sem necessariamente que G seja uma extensdo cindida, mas esta

conjectura ainda néo foi provada para m > 4.
A seguir faremos um resumo dos capitulos que compdem esta tese.

No Capitulo 1, introduzimos conceitos e resultados que fazem parte da literatura

usual da area e que foram necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2, vamos desenvolver a teoria de £4(Q) onde Q é um grupo finitamente
gerado nilpotente de classe 2 e A é um ZQ-moédulo finitamente gerado tal que o ideal

augmentado de Z(Q’ age nilpotentemente sobre A (aqui Q" é o comutador de Q). Isto
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generaliza os resultados de Bieri-Strebel no caso Q abeliano [11].

No Capitulo 3, vamos demonstrar o primeiro teorema principal Teorema A. As
demostrac¢oes seguem as ideias de Kochloukova [21]. A demonstragdo é muito técnica e
envolve muitos célculos com comutadores. O Teorema A segue facilmente do Teorema

3.36 e a demonstragdo pode ser encontrada na segdo 3.9.

Finalmente no Capitulo 4, provamos o segundo teorema principal, Teorema B,
usando o Teorema A. Primeiramente observamos que a estratégia serd verificar que
Hi(Ay, Z) tem tipo FP;_; como Z(G/A;)-moédulo, com 1 <i < 3, o que é feito nas se¢des
43,44 e 45. Na secdo 4.2 o Teorema B é reduzido ao caso de A < Q, Q" agindo
nilpotentemente sobre A. Por fim a demonstracdo do Teorema B pode ser encontrado

na secao 4.6.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupos livres e grupos finitamente apresentaveis

Nesta secdo apresentamos algumas defini¢oes e resultados de teoria combinatorial
de grupos. Com tais definicdes poderemos entender um grupo por meio de seus

geradores e relagdes.

Defini¢ao 1.1. Sejam X um conjunto, F um grupo e i : X — F uma fungdo. O par (F, i)
é dito livre sobre X se para todo grupo G e toda fungdo f : X — G existe um tnico
homomorfismo ¢ : F — G tal que f = ¢i.

Proposicao 1.2. Seja (F, i) livre sobre X:

(i) Se existe um grupo G com uma fungio injetiva f : X — G entdo i é injetiva.

(ii) Existe um grupo ao qual X é levado injetivamente; a saber, o conjunto ZX de todas as
funcoes de X em Z.

(iii) A fungdo i é injetiva.
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Demonstragido. Por definicdo existe ¢ : F — G tal que @i = f o que implica que i é

injetora e assim provamos (i). Agora, tome o grupo Z* e defina para cada x € X a

funcao
1, sey=x
a(y) = ,para todo y € X com a, € Z".
) 0, sey#x P Y
A funcgdo que leva x € X em «a, é claramente injetora. Isto prova (ii) e (iii). ]

Teorema 1.3. Seja X um conjunto ndo vazio. Entdo existe um grupo F(X) e uma fungio
i: X — F(X), tal que (F(X), 1) é livre sobre X e F(X) = (Im(i))

Demonstragdo. ~ Dado X um conjunto qualquer, seja M(X) o conjunto de todas as
sequéncias finitas (x;, X, ..., X;,) de elementos de X, com n > 0. Agora escolha um
conjunto X! em bije¢do com X, x — x7!, e XN X! = (. Tomemos agora o conjunto das
sequéncias finitas M(XUX™), os elementos desse conjunto sdo chamados palavras. Se w
¢ uma palavra do tipo xfll x;..x;" onde€; = +1, dizemos que € 0 comprimento de . No
casoem que n = (), asequéncia é vazia e w é uma palavra vazia, a denotamos por 1. Duas

palavras sdo iguais quando tem os mesmos elementos em posigdes correspondentes.
T 2 . .~
O produto de duas palavras w = x{'..x;" e v = y'..x]" é formada pela justaposi¢éo

— €1 €r,, M un
wv = xl X yl ...xt

—€ —€
1:xrr 1

com a convengdo de que wl = lw = w. A inversa de w é a palavra w™~ 1

1t =1.

X e

Definimos no conjunto M(X U X'), das palavras em X, a seguinte relagdo de equi-
valéncia: duas palavras w e v sdo equivalentes, w ~ v, se é possivel passar de uma para
a outra por uma sequéncia finita de operagdes dos seguintes tipos:

cerit yy-l -1 X lavra:

a) inserir xx™ ou x"'x, x € X, em uma palavra;
b) excluir xx! ou x~x.
Temos também que uma palavra é dita reduzida, se é vazia ou se ndo contém

simbolos da forma xx~! ou x 'x, x € X.

Seja F(X) = {[v] | v € M(X U X™1)} 0 conjunto das classes de equivaléncia relativos a
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~.Sew ~ w' ev ~ v éimediato verificar que wv ~ w’'v’, isto define bem o produto

[w][v] = [wv],

temos ainda [w][1] = [w] = [1][w] € [®][@™] = [ww™] = [1]. Como (wv)u = w(vy), este

produto é associativo. Segue-se que F é um grupo em relagdo a esta operagao bindria.

Agora considere i : X — F(X) definida por i(x) = [x]. Veremos que (F(X), i) é livre
em X. Seja @ : X — G uma funcao de X a um grupo G. Defina  : M(X U X!) — G,
E(xil...xf’) = g{'..8, onde g; = a(x;). Temos que @ ~ v implica que E(cu) = E(v) pois em
G produtos como ¢g¢~! ou ¢! ¢ sdo iguais a 1¢. Podemos portanto definir

B : F(X) — G por B([w]) = p(w).

Logo, flwllv]) = Blwv]) = Blwv) = B@)B(w) = AwDB(v]), pela definicio de
B. Assim f é um homomorfismo. Além disso, fi(x) = B([x]) = E(x) = a(x), x € X.
Finalmente, se y : F(X) — G é um homomorfismo com yi = a, entdo yi = fiey e p

coincidem em Im(i), mas claramente F(X) = (Im(i)), assim y = f3. ]

Teorema 1.4. [13, Cap. 1, Teo. 4] Cada classe de equivaléncia contém uma iinica palavra
reduzida.

Proposicao 1.5. [13, Cap. 1, Prop. 6] F(X) é isomorfo a F(Y) se, e somente se, | X| = |Y].

Assim, podemos definir grupo livre como:

Definic¢ao 1.6. Um grupo G é livre se é isomorfo a F(X) para algum X. Esei: F(X) —» G
é um isomorfismo entdo i(X) é chamada base de G. A cardinalidade de uma base é
chamada de posto de G.

Teorema 1.7. (Caracterizagio de Grupos Livres)[13, Cap. 1, Prop. 8] Seja X um subconjunto
de um grupo G. Entdo, as afirmagdes sequintes sdo equivalentes:

(i) G é livre com base X;

(ii) todo elemento de G pode ser escrito de maneira vinica como xfll...xf” para algum n > 0,
n

X, € X, € = %1, onde €,41 # —€,5€ ir41 =1y,

(iii) G é gerado por X e se w = 1 em G entdo w contém um par inverso, isto €, se w = xfll...xe”

In

com n > 0, entdo, para algum r > 0 temos i, = i, COM €; = —€j41.

7
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Discutiremos agora alguns resultados com rela¢do a descri¢do de um grupo como a

imagem de uma grupo livre. Comecamos com o seguinte resultado:

Proposicdo 1.8. Qualquer grupo G é quociente de um grupo livre.

Demonstragido. Tome X o conjunto dos elementos de G. Seja F(X¢) o grupo livre com
base X¢. Defina f : X¢ — G por ¢ = g. Segue, pela definicdo de F(X;), que existe
um homomorfismo ¢ : F(Xg) — G que estende f e é sobrejetora. Logo, por um dos
teoremas de homomorfismo G = F(X;)/Kerg. ]

Assim, todo grupo G pode ser descrito como o quociente de um grupo livre G =
F/ker(m). Se X é uma base de F, entdo os elementos de X sdo chamados de geradores
de G e R = ker(n) é o subgrupo normal de relagdes. Logo (X | R) descreve G pelo
isomorfismo. Observemos que podemos refinar essa descri¢do; seja Y uma base de
ker(m), entdo G pode ser descrito por (X |Y). Observando que ker(m) < F, podemos
descrever ker(m) por um conjunto de cardinalidade menor que Y, a saber o conjunto
W que gera ker(rt) como subgrupo normal. Logo, ker(m) é o subgrupo de F gerado por
todos conjugados fwf~! de elementos w € W por elementos f € F. Diremos entdo que
o par (X | W) é uma apresentacdo de G, onde F é o grupo livre com base X e ker(m) é
o subgrupo normal de F gerado como subgrupo normal por W. Usaremos a notacao

G = (X | W) para denotar a apresentacdo de G.

E mais conveniente listar os geradores de G e as relagdes definidas em termos destes
geradores X, por exemplo a apresentagdo do grupo abeliano livre com base X:

G = <X | xyx "ty Vx,y € X>

Reciprocamente, podemos construir um grupo a partir de um conjunto de geradores
e relagdes. Seja X qualquer conjunto ndo vazio e seja W um subconjunto de F = F(X).
Defina R como o fecho normal de W em F denotado por (WF) e ponha G = F/R.
Portanto a proje¢do canodnica 7 : F — G é uma apresentagdo de G o qual tem o conjunto

de geradores e relagdes definidas por (X | W).

Defini¢ao 1.9. Um grupo é dito finitamente apresentavel se existe uma apresentacdo
G = (X | W), onde X e W sdo conjuntos finitos, ou seja, se os conjuntos de geradores e
de relagoes sdo finitos.

Proposicao 1.10. [13, Cap. 1, Prop. 17] Sejam G um grupo e (X | W) uma apresentagio de G

8
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tal que X é um conjunto finito. Se G é finitamente apresentdvel, entdo existe um subconjunto
finito Wy € W tal que G = (X | Wh).

Teorema 1.11. [?, Cap. 2, 2.2.4] Seja N < G e suponha que N e G/N sdo finitamente apresen-
tdveis. Entdo G é um grupo finitamente apresentdvel.

Proposicao 1.12. Todo grupo Q abeliano finitamente gerado é um grupo finitamente apresen-
tdvel.

Demonstragdo. Como Q é um grupo abeliano finitamente gerado, temos que Q = F®K,
onde F é um grupo abeliano livree K = {g € Q : |g| < oo} é um grupo finito. Sendo assim,
segue que F = Q/K, logo Q/K é grupo abeliano livre e também finitamente gerado e,
portanto, finitamente apresentdvel, pois Q/K = Z", que é finitamente apresentavel. Por
outro lado, K é finitamente apresentavel, pois é grupo finito. Assim concluimos, pelo

Teorema 1.11, que Q é grupo finitamente apresentavel. [

Proposic¢ao 1.13. Sejam Hy um grupo finitamente gerado, H, um grupo finitamente apresen-
tdvel e p : Hy = Hy um epimorfismo de grupos. Entdo, existe um subconjunto finito Y de H,
tal que Ker(p) é o fecho normal de Y em H, isto é, Ker(p) = (Y1),

Demonstragio. Como H; é finitamente gerado, temos que existe uma apresentacao
(X|R) de H; tal que X é finito, isto é, H; = F(X)/ (RYF®_ Temos, entdo, os seguintes
homomorfismos de grupos, onde ¢ é isomorfismo:

FX) o
ﬁ—)Hlf»H}

X <5 F(X) 5
Definamos 7 : F(X) — H, por 7 := p¢. Segue que 1 é epimorfismo de grupos, pois p,
¢ e 1 0 sdo. Assim H, = F(X)/Ker(t), logo Hy = F(X)/ (Ker(1))™®, portanto (X|Ker(t))
é uma apresentacdo de H,, onde X é finito. Como H, é finitamente apresentdvel,
pela Proposicdo 1.10, existe um subconjunto finito S € Ker(t) tal que H, = (X|S) com
Ker(t) = (SYX,

Observe agora que Ker(p) = ¢pri(Ker(t)). De fato, se h € Ker(p), como ¢ : F(X) - Hy
é epimorfismo de grupos, existe w € F(X) tal que h = ¢pm(w). Agora, T(w) = ppr(w) =
p(h) = 1. Dai que w € Ker(t) e, portanto, h € ¢mn(Ker(r)). Por outro lado, dado
h € ¢m(Ker(t)) € Hy, temos que h = ¢n(w) tal que w € Ker(t), logo p(h) = ppn(w) =
T(w) =1, isto é, h € Ker(p).
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Desta forma, Ker(p) = ¢n(Ker(t)) = ¢n((S)'™) = ¢n (<SF(X)>> = <¢m(SF(X))> =
<¢R(S)¢”(F(X”> = <¢n(S)H1> = <¢R(S)>Hl. Como S C Ker(t), entdo 7(S) = 1, o que implica
que popm(S) = 1, isto é, pm(S) C Ker(p). E como S é um subconjunto finito de Ker(7),
segue que ¢7(S) é conjunto finito de Ker(p). Digamos que ¢n(S) = {h, ..., hs}, onde
s € Z,eh;€ Ker(p), com 1 < j <s. Entdo, Ker(p) = <(]571(S)>H1 = (hy, ..., kDM =
({h, .., h}ry = (", .., b)), onde Iy, ..., hs € Ker(p). n
Corolario 1.14. Seja A — G = Q uma sequéncia exata de grupos com Q finitamente apre-
sentdvel, G finitamente gerado e A grupo abeliano. Consideramos A como ZQ-médulo (a

esquerda) onde a agio de Q é induzida pela agdo de G, dada por conjugacdo (a esquerda). Entio
A é finitamente gerado como ZQ-mddulo.

1.2 Grupos Nilpotentes e Policiclicos

No Capitulo 2 vamos trabalhar com o invariante de Bieri-Strebel para grupos nilpo-
tentes, assim vamos definir e dar algumas propriedades de tais grupos que usaremos

nos capitulos a seguir.
Defini¢ao 1.15. Uma série subnormal de um grupo G é uma cole¢ao finita de subgrupos
{Gi}<i<n de G tais que:

G=Gi>Gyp>-->G,>G,y = 1. (1.1)

Se Gi<Gparatodoi =2, ..., nasérie (1.1) é chamada série normal de G. O comprimento
da menor série central de um grupo nilpotente G é chamado de classe de nilpoténcia
de G.

Defini¢do 1.16. Um grupo é soltvel se ele tem uma série subnormal cujos fatores G;/Gi1
sdo abelianos.

Defini¢do 1.17. Um grupo é dito nilpotente se ele possui uma série normal onde
Gi/Giz1 £ Z(G/Gis1) e neste caso dizemos que (1.1) é uma série central.

Proposicao 1.18. [24, 5.1.4] A classe dos grupos nilpotentes é fechada a subgrupos, imagens e

o produto direto de um niimero finito de grupos.

Definic¢ao 1.19. Um grupo é dito policiclico se ele possui uma série subnormal tal que
Gi/Gis € ciclico paratodo 1 <i < n.

10
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Os resultados da proposic¢do a seguir sobre grupos policiclicos podem ser encontra-
dos em [29] e [30].

Proposicao 1.20. (i) Subgrupos e grupos quocientes de grupos policiclicos sdo policiclicos.
(ii) Grupos policiclicos sdo finitamente gerados.

(iii) Sejam G um grupo e N subgrupo normal de G. Se N e G/Nsio policiclicos entido G é
policiclico.

(iv) Todo grupo abeliano finitamente gerado e policiclico.
(v) Todo grupo nilpotente finitamente gerado é policiclico.

(vi) Grupos policiclicos sdo solifveis.

Teorema 1.21. [23, Theorem 2.7, Cap. 10] Sejam S um anel com 1g, R um subanel Noetheriano
a esquerda com 1g = 15 e G o0 grupo de unidades de S sendo policiclico. Se R = R®, R® =

{grg7 ' € G, re R} eS =(R,G) entdo S é um anel Noetheriano a esquerda.

Exemplo 1.22. Seja G um grupo policiclico. Os aneis S = ZG e R = Z satisfazem as
condi¢des do Teorema 1.21, logo ZG é um anel Noetheriano (a esquerda). Portanto
cada ZG-médulo finitamente gerado é de tipo FP.,. Em particular o ZG-médulo Z é
de tipo FP..

1.3 Modbdulos, Complexos, Resolucdes e Funtores Deriva-

dos

Definicao 1.23. Uma categoria € consiste de uma classe de objetos, obj¢, e um con-
junto de morfismos, Homg(A, B), para todo par ordenado de objetos, e composi¢des
Homg(A, B) X Homg (B, C), denotado por (f, ) — gf, satistazendo:

(i) paracada objeto A, existe um morfismo identidade 14 € Homg(A, A), tal que f14 = f
para todo f € Homg(A, B) e 14 = g para todo g € Homg(C, A);

(ii) vale a associatividade da composicdo sempre que possivel: se f € Homg(A, B),
g € Homg(B, C) e h € Homg(C, D), entdo

h(gf) = (hg)f

11
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Definic¢ao 1.24. Se R é um anel associativo com unidade entdo um R-médulo a esquerda
M é um grupo abeliano aditivo para o qual existe uma fungdo R x M — M, denotada
por (r,m) = rm, que satisfaz:

1. r(im+m') =rm+rm’;

2. (r+rym=rm+r'm;

3. (rr")ym = r(r'm);

4. 1m = m;
onde m,m’ € Mer,r € R. Uma fungdo f : M — N entre R-médulos a esquerda é um

homomorfismo de R-moédulos se f(m +m’) = f(m) + f(m') e f(rm) =rf(m),Vm,m € M
er €R.

Temos que € = i, onde R é um anel associativo com 1, os objetos sdo R-mdédulos a
esquerda, os morfismos sdo R-homomorfismos, e a composi¢do a usual é um exemplo

de categoria.

Definic¢ao 1.25. Sejam € e D categorias. Um funtor F : € — D é uma fungdo satisfa-
zendo:

(i) Se A € objC, entdo FA € D;

(ii) Se f : A = B é um morfismo in ¢, entdo Ff : FA — FB é um morfismo em D;

(iii) Se f : A — Be g: B — Csdo morfismos in €, entdo F(gf) = FgFf;

(iv) Para todo A € objC, temos F(14) = 1pa.

Definic¢ao 1.26. Sejam M’, M, M R-mé6dulos a esquerda e
M LM M

homomorfismos entre R-médulos. Dizemos que o par de homomorfismos f, g é exato
seIm f = Ker g. A sequéncia de homomorfismos

fn+1 fn
"'_)Mn+l _)Mn_)Mn—l_>"'

12
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é exata em dimensdo n se o par f,, f,+1 € exato. Dizemos que a sequencia é exata se for

exata em qualquer dimensao.

Definic¢ao 1.27. Um funtor F é exato a esquerda se, dada a sequéncia exata
0-A5BhC
temos a exatiddao da sequéncia abaixo
0-FAS B FC
um funtor F é exato a direita se dada a sequéncia exata abaixo,
ASBLCco0
temos a exatiddo da sequéncia
FASFBL FC—0

Diremos que F é um funtor exato se for exato a direita e a esquerda.

Defini¢ao 1.28. Seja {M;|j € J} uma familia de R-médulos a esquerda. Definimos
o produto direto [ M; como sendo o R-médulo a esquerda formado pelo produto

cartesiano dos M;, com as operagdes

(Ll]) + (b]) = (ﬂ] + b])
r(a;) = (ra;)

Definic¢ao 1.29. Dizemos que a soma EB].M]- ¢ o submédulo de [[ M; que consiste de

todos os (a;) que possuem um niimero finito de coordenadas nao nulas.

Defini¢ao 1.30. Dizemos que um R-médulo M a esquerda é livre se for soma direta de
copias de R. Se M = EB Ra; tal que Ra; ~ R entdo chamamos o conjunto {a;|j € J} de
base de M.

Defini¢ao 1.31. Um R-moédulo M é dito finitamente gerado se existe n > 0 e um
homomorfismo sobrejetor R" — M.

Teorema 1.32. [27, Cap.2, Teo. 2.35] Todo R-médulo a esquerda M é o quociente de um
R-médulo a esquerda F livre. Além disso, M é finitamente gerado se, e somente se, F pode ser

escolhido como sendo um mddulo finitamente gerado.

13
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Teorema 1.33. Sejam B e C R-médulos e F um R-médulo livre. Sejama : F — C,: B — C
homomorfismos entre R-mdédulos. Entdo se 3 é sobrejetor existe um homomotrfismoy : F — B

tal que By = a.
Demonstracio.
F
v /
B -C—0
p

Seja X = {x;|j € ]} uma base de F. Como f3 é sobrejetor, para cada a(x;) existe b; tal que
a(x;) = B(b)). Seja ¢ : X — B tal que ¢(x;) = b;, para todo j € ]. Como F é livre podemos
estender ¢ para um homomorfismo y : F — B com y(x;) = ¢(x;), para todo j € |. Para
perceber que a = Sy, é suficiente notar isso na base X, mas fy(x;) = po(x;) = p(b;) = a(x;).
m

Definic¢ao 1.34. Sejam P, E, B e C R-médulos a esquerda.

1. Considere o diagrama com f epimorfismo

onde y é um homomorfismo qualquer. Se para cada f§ existe um homomorfismo
a com y = fa, diz-se que P é um R-médulo projetivo.

2. Um R-moédulo E € injetivo se para cada R-médulo C e cada R-submédulo B de
C, cada homomorfismo f : B — E pode ser estendido a um homomorfismo

g:C—E.

Exemplo: Todo médulo livre é projetivo, pelo Teorema 1.33.

Teorema 1.35. Se P é projetivo e p : B — P é um epimorfismo, entdo B = Ker(f) ® P’, com
pr =P

14
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Demonstragido. Considere idp : P — P. Como P é projetivo existe y : P — B tal que
By = idp. Entdo y é injetor e portanto P’ = Im(y) = P. Agora para b € B,

b=b-yp(b)+ ypD).

Mas b — yp(b) € Ker(p) e yp(b) € Im(y).

Para provar que B = Ker(f) @ P’ é suficiente provar que P’ N Ker(f) = 0. Se w €
P’ N Ker(p) entdo w = y(w’), mas 0 = p(w) = fy(w’) = w’. Portanto w = 0. ]

Coroldrio 1.36. Seja 0 — K’ — Q — P — 0 uma sequéncia exata com P projetivo, entio
Q=PoK.
As demonstrag¢oes dos resultados do lema a seguir podem ser encontradas em [27]

Lema 1.37. Seja P um R-mddulo. Temos:

1. P é quociente de um modulo projetivo.

2. P é projetivo se, e somente se, o funtor Hom(P, ) é exato.

3. P é projetivo se, e somente se, P é somando de um mddulo livre.

4. P é projetivo se, e somente se, toda sequencia 0 — M’ — M"” — P — 0 cinde.

Definic¢ao 1.38. Seja A um R-médulo.

1. Uma resolugdo livre (resp. projetiva) de A é uma sequéncia exata de R-médulos
---—>Fnﬁ>Fn_1 — .- > F E>Foeid>°A—>O
onde cada F,, ¢ um R-médulo livre (resp. R-médulo projetivo).
2. Uma resolucdo injetiva de A é uma sequéncia exata de R-médulos
0A—-E SE' ... 5 'S E"* > ...

z

onde cada E" é um R-médulo injetivo.

15
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Defini¢ao 1.39. Um complexo A ou (A, d) é uma sequéncia de R-médulos e aplicagdes
dnﬂ dn
A=->Ap > Ay > Ay >, ne”,
com d,d,1 = 0 para todo n. As aplica¢des d,, sdo chamadas derivacdes.

Se (A, d) é um complexo, seu n-ésimo médulo de homologia é dado por

H,(A) = ker(dy)/im(dy.1)-

Seja X um complexo da forma
X=>X->Xo—>M-0.

O complexo obtido suprimindo M é

XM:"'—>X1—>X0—>O.
e é chamado de complexo apagado.

Analogamente definimos o complexo Yy do complexo
Y=0->N->Y' 5y 5...

suprimindo N.

Definicao 1.40. (i) Uma categoria € é pré-aditiva quando para cada par de objetos A e
Bem €, Homg(A, B) tem estrutura de grupo abeliano (aditivo) e vale a distribui¢do em
relacdo a composicado de €.

(if) Um funtor (covariante) F da categoria € para a categoria D associa para cada
objeto X em € um objeto F(X) em D e associa para cada morfismo f : X — Y, com
X,Y € €, um morfismo F(f) : F(X) — F(Y), com F(X), F(Y) € D, que satisfaz as
seguintes propriedades:

1- F(ldx) = idp(x), VX e 0:;

2— F(gof) = F(g)oF(f) para todos morfismos f : X - Yeg:Y — Z.

16
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(iif) Um funtor é dito contravariante quando inverte os morfismos, ou seja, associa
para cada morfismo f : X — Y, com X, Y € €, um morfismo F(f) : F(Y) — F(X), com
F(X),F(Y) € D, que satisfaz as seguintes propriedades:

1- F(ldx) = idp(x), VX e G,'

2— F(gof) = F(f)oF(g) para todos morfismos f : X - Yeg:Y — Z.

(iv) Um funtor entre categorias pré-aditivas F : € — D (contravariante ou covariante)
é aditivo se F(f + §) = Ff + Fg para cada par de morfismos f e ¢ em um mesmo grupo
aditivo Homg(A, B).

Definic¢ao 1.41.
(i) Um funtor covariante (resp. contravariante) entre categorias de modulos é exato
a esquerda quando preserva monomorfismos (resp. transforma epimorfismos

em monomorfismos) e é exato a direita quando preserva epimorfismos (resp.

transforma monomorfismos em epimorfismos).

(ii) Um funtor covariante ou contravariante entre categorias de médulos é exato se tal

funtor é simultaneamente exato a direita e a esquerda.

Definicao 1.42. Dado um funtor aditivo T e um R-moédulo a direita A, escolha uma
resolucdo projetiva de A e seja P4 o correspondente complexo apagado. Para cada n

definimos o n-ésimo funtor derivado a esquerda de T por

(LyT)A = Hy(TPy) = ker(Td,,)/im(Td,+1).

Se T = _ ®g B, onde B é um R-médulo a esquerda, definimos L,T = TorR( ,B).
Podemos também definir Tor fixando a primeira componente, nesse caso temos T =
AQ®r __edefinimos L, T = Tork(A, ). Em particular

Tor®( ,B) = ker(d, ® idy) /im(d,.: ® idy).

Teorema 1.43. [26, Cap. 8, Coro. 8.8] As definicdes de TorR(A, B) independem das escolhas
das resolugdes projetivas de A ou B.

17
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Teorema 1.44. [26, Cap. 7, Teo. 7.9]Se --- —- P - Py —-A —0e--- > Q1 > Qy— B —
0 sdo resolugoes projetivas de R-mddulos, onde A é um R-médulo a direita e B é um R-médulo

a esquerda, entdo para todon > 0,
H, (P4 ® B) = Hy(A ® Qp).

E portanto as definicdes de TorR coincidem em (A, B).
Teorema 1.45. [26, Cap. 8, Teo. 8.3] Se 0 — B’ — B — B” — 0 é uma sequéncia exata de

R-médulos a esquerda, entio existe uma sequéncia exata

’ 17 I, ’
.-« — Tork (A,B) - Tork (A, B) - Tork (A, B") = Tork(A,B") — -
— Tor{(A,B”") > A®B - A®B > A®B" - 0

com homomorfismo conector 9,41 natural.

Podemos também definir o funtor derivado a direita da seguinte maneira.

Definicdo 1.46. Sejam T um funtor aditivo, Y um resolugdo injetiva de um R-médulo a
esquerda A e Y4 o correspondente complexo apagado de A. O n-ésimo funtor derivado
a direita de T é dado por

(R'T)A = H_,(TE) = ker(Td_,)/im(Td_.1).

Em particular se T = Homg(C, )para um R-moédulo a esquerda C, definimos
Exti(C, )=R"T.

Teorema 1.47. [[26], Cap. 6, Coro. 6.15] A defini¢io de Ext}(C, A) é independente da escolha
da resolugdo injetiva de A.

Defini¢ao 1.48. Sejam G um grupo, A um ZG-médulo a esquerda e Z os inteiros

considerados como um ZG-modulo trivial. Definimos
H"(G,A) = Ext”ZG(Z,A),
H,(G,A) = TornZG(Z,A).

Os grupos H" e H,, sdo chamados grupos de cohomologia (com coeficientes em A)
e homologia de G respectivamente.
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1.4 Sequéncia Espectral

Defini¢ao 1.49. (i) Um moédulo graduado é uma sequéncia de médulos M = {M,, : p €
Z}. Se M e N sao moédulos graduados e a é um inteiro fixo, entdo uma sequéncia de

homomorfismos f = {f, : M, = N,,} ¢ uma aplicacdo de graua, denotamos f : M — N.

(ii) Um modulo bigraduado é uma familia de médulos duplamente indexados
{M,.;(p,q) € ZxZ}. Se M e N sdo médulos bigraduados e (a,b) € Z X Z, entdo a familia
de homomorfismos f = {f, ; : M, = Np1,44p} € um homomorfismo de bigrau (a, b).

Um complexoC =--- — C, ﬁ) Cp-1 — +-+, ignorando-se as diferenciais, determina
um moédulo graduado {C, : p € Z}. O homomorfismo d = {d,;p € Z},d : C — C, tem
grau —1. Dado um outro complexo C’, um homomorfismo de cadeia f : C — C’ é uma
aplicacdo de grau 0.

Defini¢ao 1.50. Um par exato é um par de médulos bigraduados D e E e homomor-
fismos a, e y, cada um com seus bigraus, tal que existe exatiddo em cada vértice do
tridangulo

D z D

N

Definic¢do 1.51. Sejam Ul uma categoria e A um objeto em . Uma filtracdo de A é uma
familia de sub-objetos de A, {FFA : p € Z}, tal que

o CPPTACPPACPF'AC---

Basicamente nosso interesse estd no estudo de dois tipos de objetos, que sdo os
complexos e os médulos graduados. No caso de um complexo C, sua filtragdo é uma
familia de subcomplexos {F’C : p € Z} com F\"!C c FPC para todo p e no caso de
um moédulo graduado H = {H, : n € Z} sua filtracdo é uma familia de submddulos
graduados {FPH : p € Z} com F'"'H c FH para todo p.

Considere o par exato abaixo:
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D = D

N A

E

onde a : D — D tem bigrau (1,-1), f : D — E tem bigrau (0,0) e y : E = D tem bigrau
(-1,0).

Defina d' : E — E por d' = By. Como yB = 0 temos que d'd' = 0 e E tem grupos
de homologia H(E,d") = ker d'/im d'. Denotemos H(E,d") = E? e o consideremos como
modulo bigraduado. Mais detalhadamente, temos o seguinte:

1 . 4 B
dm :Eyg = Dy — Epiay,

de modo que o bigrau de d' é (-1,0). Agora defina um segundo médulo bigraduado

por D? = im a. Uma vez que a tem bigrau (1, —1) temos que

2 _ _ s
Dp,q - ap—l,q+1(Dp—l,q+1) =1m ap—l,q+1 C Dp,q-

Assim, definimos
DZ

[XZ DZ
N
E

onde & é a restri¢do de wa D* = im « C D, e uma vez que a inclusdo i : D> = im a < D
tem bigrau (0, 0), a aplicacdo a’? = qoitem 0 mesmo bigrau de a, ou seja, (1, —1). Temos
que 2 : D* — E? é dada por
By =[pa"yl,
onde os colchetes denotam classes de homologia e por ultimo y? : E> — D? definida
por
V*[2p4] = Vpa2pq € Dp-1,

2

97 definimos

tem bigrau (-1, 0). Voltando a 8 e tomando y = Ap_1,g+1(Xp-1441) € D

2 _ -1 . 2
'BFW - pr_lr’7+1ap—1,q+1 Cy = [Bporgr(Xp-1,941)] € Ep_l,q+1

e portanto, 2 tem bigrau (-1, 1) e é bem definida.
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Teorema 1.52. [26, Cap. 11, Teo. 11.9] Com as definigoes acima,

[Xz D2
N
E

é um par exato onde o® tem bigrau (1, —1), B> tem bigrau (-1, 1) e y? tem bigrau (-1, 0).

DZ

Prosseguindo indutivamente, obtemos uma sequéncia de pares exatos
(Dr, Er, ar’ ﬁr/ 7/r)

onde, por defini¢do, o (r + 1)-ésimo par exato é o par derivado do r-ésimo par exato
com E' = Ee D' = D. O proximo resultado nos dé uma descri¢do mais detalhada desta

sequéncia.

Teorema 1.53. [26, Cap. 11, Teo. 11.10] Sejam (D, E, a, B, ) um par exato com o, 5 e y tendo
bigraus (1,-1), (0,0) e (=1, 1) respectivamente. Se (D', E",a’, ', y") é o r-ésimo par derivado
entdio

(i) a tem bigrau (1,-1), p" tem bigrau (1 —r,r — 1) e y" tem bigrau (-1,0);
(ii) " = B'y" tem bigrau (—r,r — 1) e é induzida por Ba’'y;
(iii) Ey' = ker d, . /im d;ﬂq_m.

Definicao 1.54. Uma sequéncia espectral é uma sequéncia {E’,d" : r > 1} de médulos
bigraduados e aplicagdes com d'd" = 0 tal que

Er+1 — H(Er, dr)

como modulos bigraduados.
Definic¢ao 1.55. Um subquociente de um médulo M é um médulo da forma M’'/M”,

onde M” ¢ M’ sdo submodulos de M.

Em uma sequéncia espectral {E’,d" : r > 1}, cada E" é um subquociente de E! = E, na
verdade de qualquer termo anterior. Escreva E? = Z?/B?, isto €, Efm = Zﬁ,q / B;rq. Uma

vez que E* = Z3/B* é um subquociente de E?, pelo terceiro teorema do isomorfismo,
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podemos assumir que
0cB*cB*cZzcZ?>cE.
Iterando

OcB’c.--cB cB*'c...czZ*'czZ c---cZ*cE.

Definicdo 1.56. Z, = N,Z),, B, = U,B,_ e EX, = 7%, /B,

Definic¢ao 1.57. Uma filtracdo {F’H} de um modulo bigraduado H é limitada se para

cada n, existem inteiros s = s(n) e t = t(n) tais que
FFH,=0 e F'H, = H,.

Definic¢ao 1.58. Seja H um mdédulo graduado. Uma sequéncia espectral {E"} converge
para H, denotamos por E;, 7 H,, se existe alguma filtragdo limitada {®’H} de H tal
que

Ey = ®'H,/®"'H,

para todos p,qg comn =p +q.

Definicao 1.59. Seja F : B — € um funtor aditivo entre duas categorias B e €. Um
modulo B € B é F-aciclico a direita se (R’F)B = 0 parap > 1 onde RPF é o p-ésimo funtor
derivado a direita de F. Um médulo B € B é F-aciclico a esquerda se (L,F)B=0,p > 1,

onde L,F é o p-ésimo funtor derivado a esquerda de F.

Teorema 1.60. (Grothendieck)[26, Cap. 11, Tep. 11.39] Sejam S : Wl — BeF : B — €
funtores com F exato a direita e sempre que E é projetivo em U, entdo SE é F-aciclico a esquerda.
Para cada médulo A € U, existe uma sequéncia espectral no primeiro quadrante

E2, = L,F(L,;S(A)) 5 L(FS)(A).

Teorema 1.61. (Lyndon-Hochshild-Serre(LHS))[26, Teo. 11.46], Cap. 11, Teor. 11.46] Seja
G um grupo com subgrupo normal N. Para cada Z.G-médulo A, existe uma sequéncia espectral
no primeiro quadrante com

Ez%,q = H,(G/N,Hy(N, A)) 3" Hu(G, A),

onden =p +q.
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1.5 Modulos e Grupos do Tipo FP,,

Consideremos R um anel com unidade e A um R-moédulo.

Sabemos que todo médulo A possui resolugdes projetivas, mas estas ndo sdo ne-
cessariamente finitamente geradas. Veremos a seguir condi¢cdes homolédgicas sobre o
R-médulo A que sdo equivalentes com a existéncia de resolugdes livres finitamente

geradas.
Lema 1.62. (Lema de Schanuel) Sejam 0 — K - P 5> M — 0e0 — K — P’ LM -0

sequéncias exatas de R-médulos com P e P’ projetivos. Entido P ® K’ = P’ @ K.

Demonstragido.  Seja Q o submoédulo de P @ P’ que consiste dos pares (x,x’) tais que
ni(x) = m’(x"). Agora considere as sequéncias exatas

0-K50L P50

O—)K'LQ&P—)O

onde i(k) = (k,0), (k") = (0,k), p(x,x") = x e p’(x, x") = x’. Pelo corolario 1.36 temos que
PeoK=Q=PaoK. ]

Teorema 1.63. As seguintes condigdes sobre um R-mdédulo M sdo equivalentes:

(i) Existe uma sequéncia exata R" — R" - M — 0comm,n € Z,.

(ii) Existe uma sequéncia exata Py —> P, 5EM-o0 para alguns R-médulos projetivos
finitamente gerados Py e P;.

(iii) M é finitamente gerado e, para cada R-mddulo projetivo finitamente gerado P e epimorfismo
€ : P — M, temos que Ker(€) ¢ finitamente gerado.

Demonstracdo. E claro que 3 = 1 = 2. Para provar 2 = 3, note que M é finitamente
gerado pois Py é finitamente gerado. Aplique o lema de Schanuel nas sequéncias 0 —
Ker(e) » P —- M — 0e 0 — Ker(f) = Py — M — 0 e portanto P & Ker(f) = Py ® Ker(e).
O lado esquerdo é finitamente gerado por hipé6tese, isso mostra que Py ® Ker(e) é
finitamente gerado, entdo Ker(e) também é finitamente gerado. n
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Defini¢ao 1.64. Dizemos que um moédulo M é finitamente apresentavel se ele satisfaz

a condigédo (i) do teorema acima.

Uma generaliza¢do do conceito de ser finitamente apresentdvel é a seguinte:

Definic¢do 1.65. Dizemos que um R-médulo M é do tipo FP,, se existe uma resolugdo
projetiva de comprimento m de R-médulos

P,—..->P—>P —->Ph—>M-—>0

tal que P; é finitamente gerado parai < m.

Proposic¢do 1.66. Seja M um R-mddulo.

(i) M é finitamente gerado se, e somente se, M é de tipo FP,.

(ii) M é finitamente apresentdvel se, e somente se, M é de tipo FP.

Demonstragdo.

(i) Como M é finitamente gerado, M é quociente de um moédulo livre finitamente

gerado, logo existe sequéncia exata
Fhb->M—->0

onde F é livre e finitamente gerado. Como todo médulo livre é projetivo temos que M
tem tipo FP.

Se M tem tipo FPy, existe a seguinte resolugdo parcial projetiva de tipo finito
do
P 0o— M — 0.

Logo, M = Py/Ker(dy) e como P, é finitamente gerado temos que M finitamente gerado.

(if) Segue do teorema 1.63, por definicao. [
Teorema 1.67. [12, Cap. 8, Prop. 4.3] Seja M um R-médulo e n > 0. As sequintes afirmagdes

sdo equivalentes:

(i) Existe uma resolugdo parcial F, — ... = Fy — M — 0 onde cada F; é livre e finitamente

gerado.
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(ii) M tem tipo FP,,.

(iii) M é finitamente gerado e, para cada resolugdo projetiva de comprimento finito P, — ... —
Py — M — 0 com k < n, o niicleo de P, — Py_; é finitamente gerado.

Existem moédulos que sdo FP,, para todo n > 0. O préximo teorema fala sobre

condig¢des equivalentes a essa. Ele é analogo aos teoremas anteriores.

Teorema 1.68. [12, Cap. 8, Prop. 4.5] Seja M um R-médulo e n > 0. As sequintes afirmagcoes
sdo equivalentes:

(i) Existe uma resolugdo infinita ... - F, — ... = Fy = M — 0 onde cada F; é livre e

finitamente gerado.

(ii) Existe uma resolugdo projetiva infinita ... - P, — ... = Py — M — 0 onde cada P; é

finitamente gerado.
(iii) M é do tipo FP,, para todo n > 0.

Proposicdo 1.69. [4, Prop. 1.4] Seja A’ > A - A” um sequéncia exata curta de R-mdodulos.
Entdo temos:

(a) Se A’ é do tipo FP,,_1 e A é do tipo FP,,, entdo A" tem tipo FP,,.

(b) Se A é do tipo FP,,_1 e A” é do tipo FP,,, entdo A’ tem tipo FP,,_;.

(c) Se A’ e A” sio do tipo FP,,, entdo A tem tipo FP,,.

Definiremos anel de grupo e mostraremos algumas propriedades, mais detalhes

podem ser encontrados em [23].

Defini¢ao 1.70. Sejam G um grupo e R um anel comutativo. O anel de grupo com
coeficientes em R, denotado por RG, é o R-mddulo livre com base G. Assim

RG = @ = {ngg:xg ER},
g€G g€G

onde x, = 0 exceto para um numero finito de x, € R, com as operacdes soma e

multiplicacdo dadas a seguir, para todos ) eec X5, X geG Ys8r Lunec Xnh € RG:

[Z xgg] * [Z ygg] =Y (s + v,

g€G geG geG
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[Z xgg] (L)~ £z

8eG heG 8€G heG

Com as operagdes definidas acima, segue que RG é de fato um anel.

Lema 1.71. Sejam G um grupo e H subgrupo de G. Entdo, temos a sequinte igualdade de

ZH-mdédulos:
7G = @ ZHt,

onde T é uma transversal a direita de H em G, isto é, G = UHt eT € G. Ouseja, ZG é

teT

Z.H-mdédulo livre.

Demonstragdo. ~ Para todo t € T, temos que ZHt C ZG, logo ZZHt C ZG. Para

teT
mostrarmos a outra inclusdo, dado A = ngg € ZG, existe n € Z, tal que A =
g€G
n n n
ngigi = ngi(hiti) = Z(xgihi)ti, onde ; € Het; € T. Temos que (xgh)t; € ZHt;
i=1 i=1 i=1

S
paral <i < n, logo A € ZZHfz‘,-, onde ti; € {ti,...tn} paral < j <5, onde s < n.
=1

Se mostrarmos que ZHt, = ZHt; , teremos que A € ° ZHt; C ZHt.
q j j q ]—1 j teT

j=1 j=1

S
Assim, basta mostrarmos que, para todo k € {1, ...,s}, ZHt; N ( Z ZHti]J = 0. Dado
j=1,j#k

S
k € {1,..,s}, seja @ € ZHt; N ( Z ZHt;). Entdo, a = foth t, = Zxﬁ(htik) e
j=1,j#k heH heH

¢= Z {Z x,ﬁh] by = Z in(htij)- Segue que
j=1,j#k \heH j=1,j#k heH

S

Y Y xty) + ) (—xh)ty) = Oz (12)

j=1,j#k heH heH

Como G é unido disjunta das classes Ht, concluimos que hi‘ij1 + h’tijz, para todos
j1,J2 € 11, ..., s} tais que j; # j, e para todo h,h’ € H, assim por (1.2) xf1 = 0, para todo
l€fl,..,s} eparatodoh € H e, portanto, a = 0 [
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Defini¢ao 1.72. Seja G um grupo. Denominamos a fun¢do de aumento € : ZG — Z

T~ T

geG 8€G

dada por

€

onde x, € Z e denotamos Ker(¢) por Aug(ZG), denominamo-lo de ideal aumento.

Defini¢ao 1.73. Seja G um grupo. Um ZG-médulo A é dito trivial se G age trivialmente
sobre A.

Defini¢ao 1.74. Seja G um grupo. Dado n > 0, dizemos que G é um grupo de tipo FP,
se 0 ZG-moédulo trivial Z é de tipo FP,. E dizemos que G é um grupo de tipo FP,, se o
Z.G-modulo trivial Z é de tipo FP..

Observagoes. (i) Todo grupo G é um grupo de tipo FPy.

(ii) Todo grupo abeliano finitamente gerado Q é de tipo FP...
Lema 1.75. Seja G um grupo. Entdo Aug(ZG) é Z-médulo livre com base

B=lg-1€ZCG:ge€Geg+1g}

Demonstragdo. Temos que B € Z-linearmente independente, pois dado ). .cc 1 *5(g —

1) = 0, entdo Yeeq\1) %58 = Lgec\iy Xg € Lgecry Xg = (Lgecy) Xg)-1 € como ZG ¢é Z-
modulo livre com base G, ). o<\ (1) X5 tem uma tnica expressao e portanto x, = 0Yg € G.

Edado A =} ecq\pn) X5§ € Aug(ZG) temos que ). oei\1) X5 = 0, logo

A= Z Xo8 — Z Xg = Z Xe(g—1).
}

geG\(1) geG\1 geG\(1)
Portanto, B gera Aug(Z.G). Assim, Aug(ZG) = @ Z(g—-1). ]
gEG,gilG

7z

Lema 1.76. Seja G um grupo. Entdo G é finitamente gerado se, e somente se, Aug(ZG) é
finitamente gerado como ZG-mddulo a esquerda.

Demonstragio. Seja G = (X), vamos mostrar que o conjunto X = {x -1 € ZG : x € X}
gera Aug(ZG) como ZG-médulo a esquerda. E facil ver que o ZG-médulo a esquerda
gerado por X estd contido em Aug(ZG), ou seja,

Z ZG(x - 1) C Aug(ZG),

xeX
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uma vez que x — 1 € Aug(ZG), Vx € X e Aug(ZG) é ideal de ZG. Agora dado g € G,
temos que g = x?...xi”, ne”z, x;€Xee; € {-1,1}. Vamos mostrar por indugao sobre
nqueg—1¢€) . xZG(kx-1).

Paran =1,temos quex; —1 € ZG(x;1 —1) € Y, .x ZG(x 1) ex]' =1 = (=x]")(x1 - 1) €
ZG(x - 1) C ¥y ZG(x — 1).

Para n > 1, segue, por indugéo, que

g—1= (] —DxPad..x) +(x7xS.x) = 1) € ZG(x; — 1) + Z ZG(x-1) C Z ZG(x-1).

xeX xeX

Concluimos assim que Aug(ZG) C Y ex ZG(x —1).

Assim, Aug(ZG) = }...x ZG(x — 1). Se o grupo G é finitamente gerado, temos que
existe um subconjunto finito X de G tal que G = (X), logo X = {x — 1|x € X} também ¢é
finito e, portanto, Aug(ZG) é finitamente gerado como ZG-moédulo a esquerda.

Reciprocamente, se S C G é tal que Aug(ZG) = Y. ZG(s — 1), seja (S) = H € G
e considere Z(G/H). Assim, dado x € Z(G/H), temos que x = ) z{(g;H), seja xo = H.
Temos que (s—1)H =sH-H =H—-H =0, Vs € S, e portanto Aug(ZG)x, = 0. Temos
também que (¢ — 1) € ZG, Vg € G, assim (g — 1)xp = 0 o que implica que gxy = xo,
Vg € G e portanto Gxy = xg9. Assim, GH = H = G C H e portanto G = H = (S5).

Assim, se Aug(ZG) = (ay, ..., a,) como ZG-modulo a esquerda, sabemos que Aug(ZG) =
(g—1: g€ G)como Z-mébdulo e portanto cada a; pode ser escrito como uma soma fi-
nita a; = };xj(gj — 1). Uma vez que cada 4; é gerado por uma quantidade finita de
elementos (¢ — 1) e existe uma quantidade finita de a;, Aug(ZG) é finitamente gerado
como ZG-moédulo a esquerda por elementos (s — 1) onde s € G. Pelo pardgrafo acima
G =(S1,...., S). ]

Proposicao 1.77. Seja G um grupo. Entdo G é um grupo de tipo FP; se, e somente se, G é um
grupo finitamente gerado.

Demonstragio. Se G é um grupo finitamente gerado, entdo Aug(ZG) é finitamente
gerado como ZG-moédulo. Como a aplicagdo de aumento € : ZG — Z é epimorfismo
de ZG-moédulos, temos que ZG/Aug(ZG) = Z. Como ZG é ZG-mddulo livre finita-
mente gerado, e como Aug(ZG) é ZG-moédulo finitamente gerado, concluimos que Z é

tinitamente apresentdvel como ZG-moédulo. E portanto de tipo FP;.
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Suponha que Z seja finitamente apresentdvel como ZG-médulo trivial. Entdo existe
uma sequencia exata de ZG-moédulos ZG" — ZG" — Z — O paraalgunsm,n € Z, e
como € : ZG —» Z é epimorfismo de ZG-moédulos e ZG é ZG-moédulo livre finitamente
gerado, portanto projetivo finitamente gerado temos, por 1.63, que Ker(e) = Aug(ZG)

é ZG-moédulo finitamente gerado, e portanto, G é um grupo finitamente gerado. [

Lema 1.78. Seja M um Z.G-médulo de tipo FP, e C < G, tal que C age trivialmente sobre M.
Entdo M é do tipo FP; sobre Z(G/C).

Demonstragio.  Sendo M um modulo de tipo FP;, podemos considerar a seguinte

sequéncia
727G — ZG" » M, a; € N.

Como Z ®zc __ é um funtor exato a direita, temos e seguinte sequéncia
Z(G/C)*? - Z(G/C)" » M

de Z(G/C)-médulos. Logo M é do tipo FP; sobre Z(G/C).

Proposicao 1.79. [4, Prop. 2.7] Seja N »=» G = Q uma sequéncia exata de grupos e suponha
que N é do tipo FP,. Entio G é do tipo FP,, se, e somente se, Q é do tipo FP,,.

1.6 O invariante de Bieri-Strebel e X-Teoria

Nesta se¢do vamos introduzir conceitos basicos de X-teoria, definida originalmente
por Bieri e Strebel. Ainda nesta se¢do vamos sempre considerar Q como um grupo

abeliano finitamente gerado e R como grupo abeliano aditivo.

Definic¢ao 1.80. Por um caracter entendemos um homomorfismo ¢ : Q — R. A cada

caracter podemos associar o mondide
Qp =1{g€ Q1) =0}
Definicao 1.81. Seja A um ZQ-moédulo a esquerda. O centralizador de A é o conjunto
CA)={AeZQ|Aa=a, Va € A}.
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Defini¢ao 1.82. Seja A um anel comutativo, associativo com 1. Uma valorizagdo v :

A — R, é uma aplicagdo que satisfaz as seguintes condigoes:

1) vixy) =v(x) +v(y), Vx,y € A,
(i) v(x+y) > inf(v(x),v(y)), Vx,y € A,
(iii) v(1) = 0 e v(0) = +oo,
onde R, é o grupo aditivo R junto com o elemento {+c0}, tal que 7 < +00,¥r € RR,
(+00) + (+00) = +c0 e 7 + (+00) = 400

Defini¢do 1.83. Podemos estender o caracter ¢ : Q — IR para uma aplicacdo ¢ :
ZQ\ {0} — Rvia ¢} A,q) = ming(q), A, # 0, que é uma valorizacdo no sentido da

definicao acima.

Se A é finitamente gerado como ZQ-moddulo, A pode ou néo ser finitamente gerado

como ZQ,-moédulo. O préximo resultado estabelece um critério sobre essa questao:

Proposicdo 1.84. [11, Prop. 2.1] Seja A # 0 um ZQ-mdédulo finitamente geradoe ¢ : Q — R
um caracter ndo trivial. Entdo A é finitamente gerado como Z.Q,-médulo se, e somente se, existe
A € C(A) com @(A) > 0, onde @ foi definido em 1.83. Além disso, se A é finitamente gerado como
Z.Q,-médulo, qualquer conjunto gerando A como ZQ-médulo gera A como Z.Q,-médulo.

Proposicao 1.85. Seja Q um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo
Hom(Q, R) = R"

como grupos abelianos, onde n € Z., U {0} é o posto de Q.

Demonstragdo. Como Q é abeliano finitamente gerado, Q = Z" @K, onde K = {g € Q :
lg] < oo}. Assim, Hom(Q, R) = Hom(Z" & K, R).

Agora, dado ¢ € Hom(Z" @ K, R), temos que ¢(K) = 0, pois dado g € K, existe n € IN
tal que 4" = 1. Dai que 0 = ¢(1) = ¢(9") = ne(g). Como R nao possui divisores de zero,
segue que ¢(g) = 0.

Definamos V¥ : Hom(Z" ® K,R) — Hom(Z",R) por V(@) = ¢|z.. Observe que ¥

esta bem definida, pelo pardgrafo anterior é injetora e claramente é sobrejetora. Assim,
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Hom(Q,R) = Hom(Z", R). Temos também que R" = Hom(Z",R), onde o isomorfismo é
dado por ¢(x) = ¢, onde ¢, : Z" — R é dado por ¢p,(z) =< z,x >e < .,. > éo produto
interno usual. Assim Hom(Q, R) = R". ]

Definicao 1.86. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e v1,v, € Hom(Q, R).
Diremos que v; é equivalente a v,, e denotamos por v; ~ v, se existir r € mathbbR, tal
que vy = 10;.

Observe que caracteres equivalentes definem o mesmo mondide, isto é, Q, = Q.

Escrevemos [¢] para a classe de equivaléncia do caracter ¢.

Hom(Q, R)\{0}

Definimos assim S(Q) = (esfera de caracteres) como sendo o conjunto

das classes de equivaléncia dos caracteres ndo-nulos de Q como respeito a relagdo de
equivaléncia ~ da defini¢do acima. Uma vez que cada homomorfismo de grupos de Q
em IR é visto como um ponto em R" e cada classe de equivaléncia é vista como um raio
partindo de 0 em IR", mas néo o incluindo. Tomamos, entdo, para representante de tal

classe a intersecdo de tal raio com a esfera (n — 1)-dimensional.
Definicao 1.87. Seja A um ZQ-moédulo finitamente gerado. O invariante de Bieri-
Strebel (associado ao médulo A) é o subconjunto X4 (Q) da esfera de caracteres S(Q),

YA (Q)={[¢] € S(Q) | A é finitamente gerado como ZQ,,-moédulo}.

Pela descricdo dada na Proposicdo 1.84, é possivel descrever L 4(Q) em termos do
centralizador C(A) de A, ou seja,

24 (Q) = Unecw) {[9] € S(Q) [9(A) > 0} (1.3)

donde seguem as seguintes propriedades:

Proposicdo 1.88. [11, Prop. 2.2] Seja A um Z.Q-mddulo finitamente gerado. Entdo

(1) L4 (Q) é aberto em S(Q),

(ii) 4 (Q) = Lz01 (Q), onde I é 0 ideal anulador de A em Z.Q, i.é.,
I =ann(A) = {1 € ZQIAA =0},

(iii) Se A’ »> A - A" é uma sequéncia exata curta de ZQ-mddulos entdo,
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Y4 (Q) = XZa (Q) NZa (Q).

Definicao 1.89. Suponha que Q é um grupo abeliano finitamente gerado e que M é um
ZQ-modulo finitamente gerado. Seja A = ZQ/Annzo(M) a dlgebra dos endomorfismos
de M induzidos por ZQ. Seja k : ZQ — A a projecdo natural e seja v : Z — R, uma
valorizagao real de Z. Definimos A},(Q) como o subconjunto de Hom(Q, R) consistindo
de todos x para os quais existe uma valorizagdo w : A — R, satisfazendo

(woklz=v; (Wok)g=x.

Em outras palavras, w o k restritoa Z é v e w o k restritoa Q é .

Defini¢do 1.90. Um ZQ-mo6dulo A é dito manso se S(Q) = L4 (Q)U—-24(Q), onde —X4(Q)
sdo os pontos antipodais de X4(Q), isto é, —X4(Q) = {[-x] = =[x] | [x] € Za(Q)}.

Defini¢dao 1.91. Um ZQ-mddulo A é dito m-manso se dados quaisquer [x1], [x2], --., [xm] €
X5 (Q) temos que
X1+ X2+ ..+ xm#0.

Ou seja, quaisquer m elementos de X4(Q) (ndo necessariamente diferentes) estdo em
um mesmo hemisfério aberto de S(Q).

Lema 1.92. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado, My e M, Z.Q-mddulos finitamente
gerados tais que X, QN1 (Q) = 0. Entdo M;®M, é finitamente gerado como ZQ-mddulo,
via agdo diagonal, e Xy o, (Q) € X, (Q) + Xf, (Q)

Demonstragido. Sejam 6 : Q — Q X Q a aplicacdo diagonal e 6" : Hom(Q X Q,R) —
Hom(Q, R) a aplicacdo dual de 6. Entdo pelo 3° pardgrafo da demostracdo de [14, Lema

10] temos que
0" (Appem, (Q X Q) = Ay en, (Q) (1.4)

Sejam 111 : Q X Q — Q, com 1(g1,42) = 41, T2 : QX Q — Q, com 2(q1,G2) = G,
7} : Hom(Q, R) — Hom(Q X Q, R), temos por [6, Teorema 4.2]

O (Agyem, (Q X Q) = 07(m3 (A, (Q)) + 12(Ay, (Q))) = 0°(77 (A, (Q))) + 07 (115(Ay,(Q))) =

Ay, (Q) + Ay, (Q). (1.5)
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Assim de (1.4) e (1.5), temos que

Avrens, (Q) = Ay, (Q) + Ay, (Q)

e por [5, Teorema 8.1]

20 (Q) = 1A% a0, (Q1 = (1A}, (Q) + A, (Q)] € 5, (Q) + 5,,(Q).

v
onde a unido acima esta sobre todas possiveis valorizagdes v de Z. n

Teorema 1.93. [11, Theo. 2.4] Seja A um ZQ-mddulo finitamente gerado. Entdo La(Q) =
S(Q) se, e somente se, A é um grupo abeliano finitamente gerado, isto é, A é finitamente gerado
como Z-médulo.

1.7 O invariante homolégico X"(G, Z)

Nesta seccdo vamos apresentar uma defini¢do de um invariante geométrico in-
troduzido por Bieri e Renz no artigo [10]. A defini¢do desse invariante é para um
ZG-médulo a esquerda A qualquer, mas consideraremos o caso mais simples onde

tomaremos apenas o ZG-moédulo a esquerda Z.

Definic¢ao 1.94. Dado G um grupo finitamente gerado, existe uma série de invariantes
homolégicos 2"(G; Z), m € IN U {0}, associada a todo ZG-mddulo a esquerda Z. Esses
invariantes sdo subconjuntos de S(G), onde S(G) é definida de maneira andloga a S(Q)
da secdo anterior. Definimos X"(G; Z) como:

Y"G;Z) = {[x] € S(G)| 0 ZG,-mbdulo trivial Z tem tipo FP,,}
onde G, = {g €G |)((g) > O} é um submonodide de G e assim ZG,, é um subanel de ZG.

Observamos que S(G) = S(G/G’) = R", onde n é o posto de G/G".

Os proximos dois teoremas sdo os principais resultados de [10].
Teorema 1.95. [10, Theo. A] Para todo m > 1 X"(G; Z) é um subconjunto aberto de S(G).
Teorema 1.96. [10, Theo. B] Sejam G' < N < G, onde G é um grupo do tipo FP,,. Entdo N
tem tipo FP,, se, e somente se S(G,N) € L"(G; Z) onde S(G,N) = {[x] € S(G) | x(N) = 0}.
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Considere G = G; X G, o produto direto de dois grupos e seja ; : G1 X G, — G; a

projecao candnica. O homomorfismo n; induz
7 : S(Gi) = S(G1 X Gy),
isto é, i ([x]) = [p], onde u |, = x e u |, = 0 para i # j. Definimos

1 (S(G))+15(S(G2)) = {[@] € S(G1XG2) | @ = (@1, 92), [¢1] € T1(S(G1)), [@2] € T (5(G2)))

Nestas condicdes, existia uma conjectura que afirmava o seguinte:

Conjectura 1.97. Sejam G, e G, grupos de tipo FP,,. Entdo

EMGix G 2) = | (m(Z(Gi; Z)) + 1 (E(Gx 2))),

p+g=m

onde X"(G; Z)° denota o complementar de X"(G; Z) em S(G).

O préximo resultado, devido a Schiitz, mostra que a conjectura do produto direto é

verdadeira para m = 3.

Teorema 1.98. [28, Theo. 1.1] Sejam Gy, G, grupos do tipo FP5. Entdo

LG x Gy Z) = | ) (X (Gr 2)) + (T (G 2)))
i+j=3

Além de ter mostrado que o resultado é verdadeiro para m = 3, Schiitz em seu artigo

[28], deu contra-exemplos para m > 4.
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Capitulo 2

Y 4(Q) para Q finitamente gerado

nilpotente de classe 2.

2.1 Propriedades basicas

Todos os médulos daqui para frente sdao médulos a esquerda se o contrario ndo for

mencionado.

Definicao 2.1. Seja Q um grupo finitamente gerado nilpotente de classe 2 e A um

Z.Q-médulo finitamente gerado. Considere a esfera de caracteres

5(Q) = (Hom(Q,R)\ {0})/ ~

onde ~ éarelagdo de equivaléncia dada pela multiplicacdo por um nimero real positivo,
isto é, x1 ~ x» se existe um nimero real r > 0 tal que x1 = rx2. Seja x € Hom(Q, R) \ {0}

um caracter. Entdo [x] é a classe de y em S(Q).

A defini¢do seguinte de X-invariante, considerada em [18], é uma variacdo da

defini¢cdo do X-invariante dada primeiramente por Bieri-Strebel em [11].

Definigao 2.2. Seja Q um grupo finitamente gerado nilpotente de classe 2 e A um

ZQ-moédulo finitamente gerado. Definimos o X-invariante como

Z4(Q) = {[x] € S(Q) | A é finitamente gerado sobre ZQ,}
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Z5(Q) = S(Q) \ £a(Q),
onde Q, é o monoide {g € Q| x(g) > 0}.

Denotamos ®z com ® por simplicidade de notacao.

Lema 2.3. Seja A um ZQ-médulo finitamente gerado, Q finitamente gerado nilpotente de

classe 2 e Q' agindo nilpotentemente sobre A. Assim, temos para cada i tal que Q'A # Q'1A,

2A(Q) = Za/04(Q) € Zaiajana(Q),

onde Q) = AugZ.Q'.

Demonstragio. Como Q" age nilpotentemente sobre A, A tem uma filtracdo de ZQ-
modulos a esquerda dada por

ADQADOQ?AD...DQ"A=0.

De fato, observe que ZQ.Q)' = ()'.ZQ, pois dados g € Q e (w — 1) € Q, temos
glw—1) = (fw—1)q
assim, dados g € Q e (w; — 1)...(w; — 1) € ()Y, temos
glwr = 1)..(wi = 1) = (Twq = 1)...(0w; — 1)

e portanto ZQ.Q' = Q.ZQ. Logo ZQ.Q¥'A = Q'ZQA = Q'A, e portanto Q'A é ZQ-

submoédulo a esquerda de A.

Como ZQ é um anel Noetheriano temos que QQ'Z(Q ¢é finitamente gerado como ZQ-
modulo. Assim seja {1, ..., Bs) € Q' um conjunto finito de geradores de ZQQ)' como

ZQ-modulo. Temos que
7Q.Q = Q' 7ZQ = B1ZQ + ... + B ZQ

assim,
QA =QZQA = (B1ZQ + ... + BZQ)A = B1A + ... + BA
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Entdo podemos definir um homomorfismo de ZQ-mdédulos a esquerda
p:A°— QA

dado por p(as,...a5) = p1ai + ... + Bsas. De fato temos um homomorfismo, pois dado
A€ ZQ, p(May, ..., a5)) = p(Aay, ..., Aas) = PiAay + ... + BsAas = Apiag + ... + APsas =
A(Brar + ... + Psas) = Ap(ay, ...as), onde usamos o fato de Q" € Z(Q), pois Q ¢é nilpotente
de classe 2, e portanto 5; € Z(ZQ) o que implica que ;A = AB;.

Observemos que a agdo de Q sobre A induz uma a¢do de Q/Q’ sobre A/QA.

Entado temos um epimorfismo de ZQ-médulos a esquerda

A ( A )5 QA @.1)

“0a~\aa) 7 oA
que envia (ay, ..., a;) para () <, fidi) + QA onde ay,...,a; € A, a; = a; + QA. Logo

pela definicdo do X-invariante temos

o Q) C X 4 (Q) =204 (Q).

QH—lA

Observe também que

ZA(Q) € Vosism1 2y, (Q) € 24 (Q) € ZH(Q) = 24(Q) =27, (A 2 X, (Q)

Ql+1A QH—lA

o que conclui a demonstracao. |

Definigao 2.4. Seja Q um grupoe A € ZQ \ {0}. Entdo A =} z.gcomge€ Q,z, € Zeo
suporte de A é supp(A) = {g € Q |z, # 0}.

Lema 2.5. Seja A um ZQ-médulo finitamente gerado onde Q é finitamente gerado nilpotente
de classe 2 e Q' age nilpotentemente sobre A. Entdo [x] € La(Q) se, e somente se, existe
AeC(A)={A e ZQ |a= Aa,¥ a € A} tal que min, c qypp1)x(q) > 0.

Demonstragido. Suponha que exista A € C(A) onde VY g € supp(A), x(q) > 0. Dado o
homomorfismo candnico ZQ — Z(Q/Q’), se'aXa imagem de A. Como A € C(A), temos
que(1-A)a=0,Yae A, logo(1-A)a=0,YVace A/QAeportanto (1- )\)a =0,YVaeA/QA.
Assim, temos que A€ Czon(A/QA), tal que ¥ g € supp(/\ ), x(@) > 0, o que implica,
pela Proposicdo 1.84 e pelo Lema 2.3, que [x] € Z4,04(Q/Q’) = Z4/04(Q) = Za(Q).
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Por outro lado, tome [x] € XA(Q) = X4/04(Q) = La,04(Q/Q’), logo, pelo caso
abeliano ou ieja Proposicao 1.84, existe A € Czg/0)(A/QA), com min,_ .5 x(q) > 0.
Assim, (1 - A)a = 0,¥Y a € A/QA e por (2.1) temos que (1 — 1)(Q'A/Q*A) = 0 onde
A € ZQ é escolhido tal que a imagem de A em Z(Q/Q’) é igual a A. Isto implica que

(1- MQ'A C Q*A.

Como QO"A = 0, temos (1 — A)"A = 0 o que implica que (1 — A;)A = 0, onde
1- Ay =1 - A)". Portanto ¥ g € supp(A;) temos que x(q) > 0e A; € C(A). ]

Lema 2.6. Sejam Q um grupo finitamente gerado nilpotente de classe 2, A um Z.Q-médulo
finitamente gerado tal que Q' age nilpotentemente sobre A e Ay um Z.Q-submddulo de A. Entio,

25(Q) = X5 (Q U X5 4,(Q)
Isto é equivalente a X4(Q) = X4,(Q) N Xaya,(Q).

Demonstragio. Seja [x] € L4,(Q) N Xa/4,(Q). Pelo Lema 2.5 temos que existe A1 € C(A1)
tal que Yq; € supp(A1) temos x(q1) > 0, da mesma forma existe A, € C(A/A;) tal que
Vg, € supp(A,) temos x(g2) > 0. Logo,

(1-A)A1=0
(1 - /\2)A/A1 =0 = (1 - /\z)A C A

e portanto (1 — A1)(1 = A)A € (1 — A1)A; = 0. Assim, fazendo A = A1 + A, — A1 A, temos
quel—A = (1-A)(1 - Ay) e Vg € supp(A), x(q) > 0, o que implica que (1 -A)A =0e
novamente pelo Lema 2.5 temos que [x] € Z4(Q). Logo X4,(Q) N Z4;4,(Q) € Za(Q).

Por outro lado, tome [x] € £4(Q), como A é um ZQ,-moédulo finitamente gerado,
A/A; também é finitamente gerado como ZQ,-médulo. Logo [x] € La/4,(Q). Para
tinalizar a demonstragdo, basta observar que pelo Lema 2.5, existe A € C(A) tal que
Vg € supp(A), x(q) > 0, e como C(A) € C(A1), temos que A € C(A;) tal que Vq € supp(A),
X(q) > 0 e novamente pelo Lema 2.5 [x] € £,(Q). Portanto X4(Q) € X4,(Q) N Xa/4,(Q).

Defini¢do 2.7. Sejam V7, V; subconjuntos de S(Q). Definimos

Vi+ Vo ={[xi+xalllxil € Vi, xa + x2 # 0}.
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Observagdo. Por defini¢do 0 ¢ V1 +V, sendoexistem [x;] € V;,i =1,2taisque x1+x2 = 0.

Lema 2.8. Sejam Q um grupo finitamente gerado nilpotente de classe 2, B e C ZQ-mddulos
finitamente gerados tais que Q" age nilpotentemente sobre B e C. Suponha que 0 ¢ L5(Q) +
Y(Q). Entdo, B® C ¢é finitamente gerado como ZQ-mddulo e

Yhec(Q) € Zp(Q) + Ze(Q).
Demonstragio. Seja QQ = AugZQ’. Assim, existem s, k € Z minimais tais que (B =0e
QfC = 0.

Vamos usar indugdo sobre s + k. Ses = 1 = k, temos que Q age como Q/Q’, e o caso
abeliano se aplica, Lema 1.92. Logo, suponhas # 1 e seja Q!B = By # 0. Consideremos

a sequéncia exata a direita

Pelo Lema 2.6
5 (Q) U Xy 5 (Q) = ER(Q),

logo, como 0 ¢ X5(Q) + £L(Q) temos que

0 ¢ X5 (Q) + Ze(Q)

0¢ 25,(Q) + ZH(Q)

Por indugdo, B; ® C e (B/B;) ® C sdo finitamente gerados como ZQ-mdédulos logo,
pela Proposicdo 1.69 temos que B ® C é finitamente gerado como ZQ-médulo.

Agora temos pela defini¢do do Z-invariante que Xg,ec(Q) N Zs/8)ec(Q) € Xpec(Q) 0

que implica que Xj_(Q) € & ®C(Q) U Z(B /B,) ®C(Q). Novamente por indugdo, temos

X5 ec(Q) € I3 (Q) + ZH(Q)
L8 ec(Q) € Lp 5 (Q) + ZL(Q)

e portanto

Zhec(Q) € (Z5,(Q) U T 5 (Q) + Z(Q)- (2.2)
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Pelo Lema 2.6 temos que Xj (Q) U I ; (Q) = Z3(Q) e portanto por (2.2)

Zhec(Q) € Lp(Q) + Xc(Q)

Proposicdo 2.9. Suponha que Q é um grupo finitamente gerado nilpotente de classe 2, que
M, B e C sdo ZQ-méddulos a esquerda finitamente gerados e que M, B e C tém filtracoes de
Z.Q-submoédulos

M=My2M; 2---2M;=0,

B=By2B12--2B,=0

C=C2C2--2C=0

tal que a acdo do comutador Q' sobre cada quociente M;/M;,1, B;j/Bj.1 e Ci/Cyyq € trivial para
i<s—1,j<z—-1lek<t-1. Alémdissosuponhaqueparatodoi <s—1,j<z-lek<t-1

0¢ Z'IC\/L'/IVL'+1(Q) + Z%j/BjH(Q) + Z‘Ek/ckﬂ Q)

O ¢ Z‘CB]'/B]'+1 (Q) + chk/ck-H (Q)

Entdo Aug(ZM) ® B® C é um Z(M = Q)-médulo finitamente gerado. Aqui Aug(ZM) denota
o0 ideal aumento de ZM, M age sobre Aug(ZM) via multiplicagio no anel ZM e Q age

diagonalmente.

Demonstragido. Faremos a demonstracao usando inducéo sobres +z +t > 3.
Suponhas =z =t =1. Entdo

B
Mo, ,_Bo

Mo _ G
M’ B

M= e C—Cl.

Assim, Q" age trivialmente sobre M, B e C, o que implica que Q’ age trivialmente sobre
Aug(ZM) ® B® C. Logo, Aug(ZM) ® B® C é um Z(M > (Q/Q’))-médulo. Podemos

supor que Q é abeliano, pois Q/Q’ é abeliano. Por hipédtese
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0¢ X5, m, (Q) + XI5 5, (Q) + I (Q) = I,(Q) + ER(Q) + Z(Q),

e pelo Lema 2.8,
Yec(Q) € Xp(Q) + ZH(Q)
0 que implica que
Z(Q) + e (Q) € E,(Q) + X3(Q) + E(Q) 2 0.

Portanto
0 ¢ X)(Q) + Epec(Q)

Entédo por [15, Corolario 8], temos que Aug(ZM) ® B ® C é finitamente gerado como
Z(M = Q)-modulo.

Suponhamos agora que s > 1ouz > 1out > 1 (observe que aqui z e f tém o mesmo

papel, assim podemos considerar apenas o caso t > 1 no lugar de z > 1).
Casot > 1:

Considere a filtragao de C:
C=CyoCioCo..o(C =0.

Recordamos que ® denota ®. Assim temos a sequéncia exata0 — C; - C — C/C; —
0, e como Aug(ZM) ® B® __ é um funtor exato a direita temos a sequéncia exata

Aug(ZM)®B® C; — Aug(ZM)®B® C — Aug(ZM)® B® (C/C;) — 0

e por inducgdo Aug(ZM)®B® C; e Aug(ZM)® B ® (C/C;) sdo finitamente gerados como
Z(M > Q)-moédulos, o que implica que Aug(ZM) ® B ® C é finitamente gerado como
Z(M = Q)-modulo.

Casos > 1:
Considere a sequéncia exata curta de Z(M > Q)-moédulos
ZM ®zum, (Aug(ZM,;)) — Aug(ZM) 5 Aug(Z(M/M,)), (2.3)
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onde a é a projecdo candnica. Obtemos esta sequéncia aplicando a sequéncia exata
curta de ZM;-médulos 0 — Aug(ZM,) — ZM; — Z — 0 o funtor exato ZM®zy, e

entdo restringindo aos ideais de aumento nos dois tiltimos termos.

A sequéncia exata longa em Tor aplicada para (2.3) nos da

— Torlz(AugZ(M/Ml),B ® C) = (ZM ®zm, AugZM;) @ B® C — AugZM®B®C —
AugZ(M/M;)® B C — 0

onde Tor”(AugZ(M/M;), B® C) = 0, pois Aug(Z(M/M,)) é Z-modulo livre.

Por indugdo, temos que Aug(Z(M/M,)) ® B ® C é finitamente gerado como z\% = Q-
moédulo, logo também é finitamente gerado como M =~ Q-mdédulo. Temos também
por inducdo que Aug(ZM;) ® B® C é finitamente gerado como M; = Q-médulo, logo
ZM @z, (Aug(ZM;) ® B® C) é finitamente gerado como M = Q-moédulo pois ZM @z,
Z(M; = Q) =~ Z(M >~ Q). Assim concluimos que Aug(ZM) ® B® C é finitamente gerado
como M > Q-mddulo. ]

Coroldrio 2.10. Com as mesmas hipoteses da Proposicio 2.9 temos que M®B® C é finitamente
gerado como ZQ-mdédulo onde Q age diagonalmente.

Demonstragdo.

Seja QO = Aug(ZM), assim temos que existe a sequencia exata curta de ZM-mddulos

OHQL%QHE%%O

Q
como ror ~ M, por [26, Lema 9.51 e Teorema 9.52], e tensorizando por B ® C temos

P®BRC) - Q®BRC)>MBXC)—0

Q®BRC
Im(Q>?® B® C)

como Z(M = Q)-médulo, logo

logo, ~ M®B®C. Pela proposigao anterior Q®B®C é finitamente gerado

Q®B®C

Im(Q?>?® B®C)
modulo. ]

é finitamente gerado como Z(M > Q)-

Lema 2.11. Seja G = A = Q um grupo do tipo FP5 com A um grupo abeliano e Q um grupo
finitamente gerado nilpotente de classe 2. Suponha ainda que Q" age nilpotentemente sobre A.
Entdo:
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0¢ X5(Q) + L, (Q) + Z,(Q)

Demonstracio.

Como G = A = Q tem tipo homolégico FP3, pelo Teorema B de [15], cada quociente

de G tem tipo FP;. Assim £ > QQ - _Qixq% :

se M < H tem tipo FP,,, onde M e H sdo abelianos, entdo M é m-tame como ZH-médulo,
isto &, 0 ¢ conv,,X.5,(H). Tomando m = 3 e considerando M = A/QA e H = Q/Q’ temos

que

tem tipo FP;. Temos por [19], Teorema B, que

0¢X%, (Q/Q)+X5, (Q/Q) + X, (Q/Q)

e observando que Z;‘/QA(Q) = ZQ/QA(Q/Q’) e pelo Lema 2.3 ZQ/QA(Q) = X5(Q) segue o
resultado. m

2.2 Y-invariantes

Lema 2.12. Seja G = A = Q um grupo finitamente gerado, onde A é abeliano, Q um grupo
finitamente gerado nilpotente de classe 2 e Q" age nilpotentamente sobre A. Sejam x : Q — R
um homomorfismo, isto é, caracter nido nulo e x : G — R a extensdo de x a um homomorfismo
tal que x(A) = 0.

Entdo [x] € ZX(G; Z) se, e somente se, [x] € Za(Q).

Demonstragdo. Suponha primeiramente que [x] € X4(Q). Assim, queremos mostrar
que [x] € £1(G; Z). Por defini¢do, temos que [x] € L}(G; Z) se, e somente se, Z é de
tipo FP; sobre ZG,. Considere a seguinte sequéncia exata curta

Aug?Gy, > 272Gy » Z

e observe que ZG, tem tipo FP, sobre ZG,. Assim, pelo argumento de diminuigdo
de dimensdo, ou seja, Proposi¢do 1.69, temos que Z é de tipo FP; se, e somente se,
Aug(ZG,) é de tipo FP, (finitamente gerado) sobre ZG,.
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Tomando a sequéncia exata curta de ZQy-mddulos seguinte

e observando que ZQy tem tipo FP., sobre ZQy, temos, novamente pelo argumento
de diminui¢do de dimensdo que Aug(ZQy) tem tipo FP,, se, e somente se, Z tem tipo
FP,, sobre ZQy. Mas Z tem tipo FP. sobre Z(Q; se, e somente se, [x] € X*(Q, Z).
Observamos que um coroldrio imediato do Teorema 4.1 de Bieri-Renz [10] é que se H
for um grupo de tipo FP,, e h € Z(H) \ 1 tal que x(h) # 0 (portanto podemos supor
x(h) > 0) entdo [x] € Z"(H; Z). Aplicando isto para H = Q temos que

¥ Z) = S(Q)-

Portanto Aug(ZQy) tem tipo FPs, como ZQz-moédulo. Como ZG,®zq. € funtor exato
temos que ZG, ®zq. AugZ Qs tem tipo FP, como ZG,-médulo. Em particular tem tipo
FPy como ZG,-médulo (i.e., é finitamente gerado).

Tomemos agora a sequéncia exata curta de ZG,-moédulos
ZGy ®z0_Aug(ZQx) = ZG,.Aug(ZQy) — Aug(ZG,) - Aug(ZA), (2.5)

onde «a é a restri¢do da projegdo candnica ZG - ZA. Observamos que (2.5) é obtida de
(2.4) aplicando o funtor ZG, ®zo. __. Entdo pela Proposicao 1.69 temos que Aug(ZGy)
tem tipo FP se, e somente se, Aug(ZA) tem tipo FP, sobre ZG,.

Observamos que pelo lema 1.76, se X é um conjunto de geradores de A como grupo,
entdo Aug(ZA) é gerado como ZA-médulo pelo conjunto X = X -1 ={x-1€ ZG:
x € X}. Por hipoétese, [x] € Za(Q), ou seja, A é finitamente gerado como ZQz-mdbdulo,
portanto existe um conjunto X de geradores de A tal que X é a unido finita de Qy-orbitas.
Entdo AugZA é gerado como ZA-moédulo por X — 1. Se aj,...,a, sdo geradores das
Qy-orbitas em X entdo {a; — 1, ...,a, — 1} é um conjunto de geradores de Aug(ZA) como
ZG,-modulo. Entdo Aug(ZA) é finitamente gerado como ZG,-mdédulo, isto é, tem tipo
Fp,.

Reciprocamente suponha [x] € £1(G; Z), portanto o ZG,-médulo trivial Z tem tipo
FP;. Consideraremos dois casos, o caso em que x é discreto e o caso em que y ndo é

discreto. Logo, supondo x discreto (i. e. Im(x) =~ Z) temos por hipbtese que existe uma
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resolugdo livre de ZG,-mé6dulos
F=- o262 87260 5760 B 7 -0
com g, 1 < 00. Considere agora
R=Z@z§=—2Q2 5 2Q" 5 7Q" 5 7 -0,

logo
kerp,/Imp, = H1(R) = H1(A; Z) = A% = A,

Como ZQy é anel Noetheriano, qualquer médulo finitamente gerado sobre ZQy é
um moédulo Noetheriano, o que implica que kerp; é finitamente gerado sobre ZQy e
portanto H;(R) = A é finitamente gerado sobre ZQy.

Agora considere [x] € £}(G; Z) ndo discreto. Como X'(G; Z) é subconjunto aberto
da esfera de caracteres S(G), pelo Teo. 1.95, existe uma vizinhanga U C £}(G; Z) C S(G)
de [x], isto é, U contem todos [u] tais que o dngulo entre xy e y é menor do que
um nuamero suficiente pequeno positivo €. Suponha por absurdo que [x] ¢ Z4(Q) =
Y/0a(Q/Q’). Por [5, Teorema E] X /QA(Q/ Q’) é um poliedro esférico racionalmente
definido. Assim o conjunto dos pontos racionais, denotado por X Q A(Q/Qdise, que
consiste de todos [v] € Y, ,(Q/Q’) tal que pv € Z" para algum ntimero real p > 0, é

denso em X ,(Q/Q’). Logo para qualquer vizinhanga V' C 5(Q) contendo [x], existe

AJQ
[x,]eVn Z;jm(Q /Q’) tal que [x,] pode ser escolhido de tal forma que ¥, seja discreto.
Assim escolhemos uma sequencia {[x, ]}, com limite [x] e definimos x, : G — R
com x,(A) = 0e x,l, = x,. Portanto a sequéncia {[x,]}, em S(G) tem limite [x], logo
quase todos {[x,]}, estdo em U. Assim [x,] € £}(G;Z). Pela escolha de [x,] como
ponto discreto, [x,] é ponto discreto. Assim [x,] € ZX(G; Z)4isc € pelo caso discreto

[X,] € Z4/04(Q/Q’), 0 que € uma contradi¢do. Logo [x] € Za(Q) = Za/04(Q/Q"). [ ]
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Capitulo 3

Y2-Invariante para Grupos
Abelianos-por-nilpotente de classe 2 de
Tipo FP,

O objetivo deste capitulo é demonstrar o primeiro teorema principal desta tese,
Teorema 3.38. A demonstragdo é bastante longa e técnica, portanto serd dividida em

varias secoes.

3.1 Uma filtracao de A

Seja G = A = Q finitamente gerado onde A é abeliano, Q nilpotente de classe 2.
Aqui vemos A como um ZQ-médulo a esquerda via conjugacdo. Como G é finitamente
gerado e Q = G/A é finitamente apresentavel como grupo, A é finitamente gerado como
Z.Q-mobdulo.

Vamos assumir que A é 2-tame como um ZQ-moédulo, isto €,
LH(Q)N-L3(Q) =0 = 0¢ X4(Q) + L} (Q)
e fixamos um carater
¢ € Homz(Q, R) \ {0} tal que [¢] ¢ X3(Q) + Z5(Q).
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Como [p] ¢ Z(Q) temos que [¢p] € Z4(Q), portanto existe um subconjunto finito
{ai,...,a,) de Atal que A = ZQpa1 + ... + ZQ 4.

Vamos denotar Q) = Aug(ZQ’) e ainda mais vamos supor que Q' age nilpotente-
mente sobre A, o que induz uma filtracdo de ZQ-moédulos de A dada por

0=Q"ACQ"IAC..CQPACQACA, (3.1)

Recordamos que pelo Lema 2.3 [¢p] ¢ X (Q) = ZC (Q) DX,

Qitlg

[pl € L4 (Q) S L gu (Q) =X oy (Q/Q) (3.2)

Qitla Qitla

(Q). Portanto

Na ultima igualdade nos usamos os fatos que S(Q) = S(Q/Q’) e que Q’ age trivialmente
sobre QQ'A/Q1A,

Agora, considere
L QA
l 0 Qi+1A

que por (3.2) é um ZQ,-mdédulo finitamente gerado. Observe que Q' age trivialmente

V_

sobre V. Entdo temos que
[pl € 24,(Q) S UL g4 (Q) = Zv(Q) = Zv(Q/Q).

Logo, pelo Lema 2.5 existe Ay € Czg/0n(V) tal que ¥ 7 € supp(Ao), (@) > 0, onde
aqui identificamos ¢ com o caracter Q/Q" — R induzido por ¢. Agora tome Ay € ZQ
tal que a projegdo candnica

7Q — Z(Q/Q)
envia Ag a Ay, assim Vg € supp(Ao), ¢(q) > 0. Entdo, (1 — o) (QA/Q*1A) =0, i.e.

(1-Ag)Q'A C QM A, (3.3)

Lema 3.1. Existe um subconjunto ﬁnito B C A, B = Up<i<m-1B;, onde B; € QA tal que:
1) a imagem de B; em QH] ~ gera Qm = como Z.Q,~-médulo.
2) (1= Ap)b € Bix1 U {0} paracadab € B;, 0 <i<m—1.

Demonstragdo. Por (3.2) 534 é finitamente gerado como ZQ,-médulo, logo podemos
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tomar X;, um subconjunto finito de ()’A, tal que sua imagem em Qg,)ﬂ ~ gera Q(,)fA como

ZQ,-mobdulo.

Tome agora

B = Up<igm-1(Xi U {(1 - AO)in}jzl

),

e recordamos que X; C Q'A. Segue facilmente usando indugdo por j e (3.3) que
(1-240)/X; € QI*A. Observando que Q'*'A = 0 para j+i > m deduzimos que B ¢ finito.

Finalmente definimos
Bi = Uzs020,24k=i(1 — A0)* X

(]
Pela defini¢do de B, Bi.1,.. no lema anterior temos que:
ZQ,B; + Q1A = QA

ZQ,Bi1 + Q*2A = OH1A,

ZQyBis> + QA = )F2A,

ZQuByu-1+ Q"A = Qr-14,

——
0
e portanto

ZQyBis1 + ZQyBiss + -+ + ZQyB,1 = QA (3.4)

Agora, como Q ¢ finitamente gerado nilpotente de classe 2, Q é policiclico, assim
cada subgrupo de Q é policiclico, em particular o comutador Q’ é policiclico, e portanto,

finitamente gerado. Assim
Q= ("), (3.5)

Como Q' age trivialmente sobre o quociente 224, aumentando B se necessério (mas

Q”lA’
deixando B finito ainda), podemos supor que para cada b € B; e g/ gerador de Q’, existe
by € Biy1 U {0} (dependendo de j e b) tal que:

@ - 1)b = by. (3.6)

Observagiio 3.2. Por razdes técnicas, mais adiante vamos precisar que o conjunto {gY, ..., 4"}

seja fechado por inversos, isto é, (¢7)! € {gY, ..., gV}, V1 <i<r
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Coroldrio 3.3. Existe um subconjunto finito B de A que satisfaz o Lema 3.1 e a relagio (3.6).

3.2 Um grupo livre com Q -ac¢do e enunciado do Teorema
3.5

Fixamos um conjunto finito B que satisfaz Corolario 3.3.

Defini¢ao 3.4. Seja F = F(Y) um grupo livre com base Y = {'b|b € B,q € Q,}. Vemos
Y com uma Q,-agdo a esquerda definida por 7 (72b) =0%) p, onde a acdo de Q, é livre
(i..,7b = b paraum g € Q, implica g = 1) e defina também

n:F— A

homomorfismo tal que nt(7h) = b = gbg™!, onde b € B = U Bi, g € Q.

0<i<m-1

Um dos resultados principais do Capitulo 3 serd o seguinte resultado:

Teorema 3.5. Suponha que [¢] ¢ conv,X(Q). Entdo existe um subconjunto finito Xap de
F(Y
F(Y) tal que X5 p C ker(m) e <Q¢’XA,B> M _ ker().

A demonstracdo do Teorema 3.5 serd feita por indugdo sobre o comprimento da
cadeia (3.1) e vai depender dos resultados das proximas se¢des. A demonstracdo vai
ser feita na secdo 3.8.

3.3 Uma Q-acao sobre um quociente F/N de F

Recordamos que (1 — Ap)"A = 0, onde A, foi definido em (3.3). Entdo

(1-2Ap)"=1-Y!_,zq;, onde z € Ze Vi, p(g;) > 0.

Defini¢do 3.6. Seja o um elemento de Q, \ ker(p) tal que g,'q € Q, para todo q €
U; supp(Ay) e observe que Q = ..o 95Q,-
Definic¢ao 3.7. Seja N o subgrupo normal de F gerado como subgrupo normal pelo

conjunto
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{QBIETB) D). CTh) )

beB

Definicao 3.8. Seja
p:F— F/N

o homomorfismo de grupos dado por

ub) = | [#0'%c, u@p) =0"1 u(b)

t
i=1
ondecéaimagemdebem F/N parab € Beg € Q,. Observemos que tal homomorfismo

u existe e é tinico pois F é um grupo livre com base Y. Definimos C como a imagem de
B em F/N.

Lema 3.9. Temos que N C ker(u) e portanto u induz um homomorfismo

:F/N — F/N
t
o (3.7)
cr— | [ #0'%¢
Il

tal que para q € Q,, temos
a(ic) = (219 91 0) (2% T ... (30 9 ),
Demonstragio. Para mostrar que N C ker(u), basta mostrar que para g € Q,,, temos
p(@IETD)(ERD)...( b)) = 1,
que é equivalente a
(D) = pEBb)U(ED)... (D).
Mas, por definigao,

1(7b) = (31 971 0) (290 T2 ) .. (490 99 )
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e assim, basta verificar que
y(‘ﬁib) —0' 90 . (3.8)

Observamos que
(") = (210 @V g (240 @T2 ) (20" @A ),

Ainda mais, q5'q; € Q, pois g € Q, € 459 € Qp e ¢ = ((*1c)(2%c)...(*7c)) em F/N
implicam

%'l =00 (AT ) (=), . (3 c)).
Isto prova (3.8) e portanto N C ker (). [
Lema 3.10. Existe uma iinica acio de Q sobre F/N que estende a agio de Q, e
0o = w(c) para cada c € C,

portanto ' c = T*(c).

Demonstracdo. Como Q = U, q;Q,, precisamos mostrar que u € um automorfismo de
F/N com inversa dada pela acdo a esquerda de gy, isto &,

(@) = 1; J(c) =%, Vg€ QpceC.

Como y é induzido por u, temos que i é homomorfismo. Sejam c € F/N, com g € Q,
ec € C. Entéo
B((Tc)) = [(10 )2 Tc). . (T Tie)] =

(1) (¥Re)... (17 c) = T[(*Tie)(*Po)...(T )] = e,
pois ¢ = (27¢)(2%c)...(*%c) em F/N. Por outro lado, como goq € Q,, temos

(e = (zlqal(qoq)ﬁlC)(qual(qoq)q’zc)m(thal(qoq)ﬁrc) —

(1) ()., (M) = N[ (1Te)(Pc)...(MTe)] = e
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3.4 Contas em F/N

Nesta secdo vamos fazer bastante contas no grupo F/N. Vamos usar muitas vezes
sem citar as seguintes propriedades bésicas de comutadores em qualquer grupo, onde

g/ 1] =: &7 "h™"gh, $h = ghg™", h¥ = g"hg :
L [g, o] = [g, hal([g, ]™) = [8, hollg, Iullg, I, hal
2. [$182,h] = ([g1, h1#2)[&2, h] = [g1, hl[g1, 1, §21[82, 1]
3. "[g1, 81 =["g1," gl.
4. gh = hglg, h].
Antes de fazer as contas prometidas precisamos de algumas definic¢des.

Definigdo 3.11. Seja a # 1 um elemento de F/N. Fixando uma decomposicdo de & como
produto de ¢, z,. € Z\ 0,9 € Q,, e c € C. Dizemos que supp(a) contém todos os q's e
¢’s do produto [] *<7c, onde *<ic = (Tc)?=, z,. # 0.

Definigdo 3.12. Diremos que ¢ < ¢ quando ¢ € C; \ Cis1, c € Cj\ Cjy1 i > j, onde C; é
a imagem de B; em F/N. Dizemos que ¢ < c quando ¢ € C;\ Gy, c € C;\ Cjyp ei > .
Observamos que ¢ < ¢ ndo significa ¢ < ¢ ou ¢ = ¢. Definimos do mesmo jeito b < b

para elementos b, b de B.
Definic¢ao 3.13. Defina M como sendo o subgrupo normal de F/N gerado como sub-
grupo normal pelas Q,-6rbitas de

8ep = (") cer) € ker(n), (3.9)

onde ¢, c sdo as imagens de b; e b da equacao (3.6) em C e b percorre todos os elementos
de B. Recordamos que C é a imagem de B em F/N e observamos que na equagdo acima

1 <C.

Definicao 3.14. Seja d € C fixo, defina M, como sendo o subgrupo normal de F/N
gerado como subgrupo normal pelas Q’-6rbitas de

(") Yeer) C ker(m), (3.10)

onde ¢ percorre todos os elementos de C tais que ¢ < d e ¢y, ¢ sdo as imagens de b; e b

de (3.6) em C. Observamos que na equacdo acima ¢; < c.
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Lema 3.15. Sejam w € Q' e c € C;. Entdo em F/N temos

Yc=¢ H = mod M,,
{GeC<cufe=1)

onde no produto pode ter repetigio de ¢ e ndo precisa aparecer cada ¢ tal que ¢ < ¢, isto é, c™(“c)
pertence ao subgrupo de F/N gerado por {C}z<. € M.

Demonstragdo. Faremos a demonstracdo por inducdo sobre o comprimento, {(w)
ou simplesmente ¢, de @ como palavra, ou seja, @ = g/V"..q09%, onde ¢; = +1 e
g e {q(l), . q(s)}. Assim, para £ = 1 tome w € {q(l), ...,q(s),q(l)_l, . q(s)_l}, pela definigdo
3.14 e observacdo 3.2 pagina 47 temos em F/N

“c=cct'  mod M..

Para ¢ > 1 temos que
i1)€1 i )€r-1 i\€r
W = q(h) ) q(]z 1) q(]f) )

— e - —
m 2

Logo, usando que 1y, 12 € Q" € Q,, e pela indugédo temos

wp =Mmm ¢ =M (T¢) =M |¢ H ==

{ceCe<cufc=1}

= (ne)|m H ==, H ot ﬁﬁ _

fceCec<cu{c=1} [aeCa<cUfa=1) BeCp<cauip=1}
=c H v mod M..
yeCy<culy=1

[
Lema 3.16. Seja H; o subgrupo de F/N gerado por {S¢c}, onde c € C, ¢ < d, para d € C fixado.
Entdo % H; C Hy.
Demonstragdo. Segue da defini¢do da agdo de g;' sobre F/N dada pelo Lema 3.10. =

Corolario 3.17. O subgrupo de F/N gerado pelos Hy-conjugados de {Qq’c}, onde ¢ € C com
¢ < d, d fixo, é g, -invariante.
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Lema 3.18. Sejam
rq//ch =
quq,,rq/jeZ,cjeC

um elemento de F/N e d € supp(a) N C tal que para cada ¢ € supp(a) N C temos c < d. Entdo

%'y = (H zﬂolﬁfa] Sifo-fa, (3.11)

i=1
onde

2 . -1 -17.
1. fi éumproduto de Hy-conjugados de elementos [0 11c; 1o 92 ¢, |, com q1, g2 € supp(a)N
Q, ¢j,, ¢j, percorrem os elementos de C tais que c;,, ¢j, < d;

2. f» é um produto de elementos de {‘75%“7@, onde ¢ percorre os elementos de C tais que ¢ < d
ouc=1eq €supp(@) NQ;

3. f3€ <U ”’EI%Z\A/L}> onde q € supp(a) NQ,1<i <t
i
Observamos que em geral o elemento d ndo precisa ser 1inico, mas Hy nio depende da escolha

de d, chamamos d um elemento maximal de supp(a) N C. Recordamos que os elementos {q;}1<i<;
foram definidos no paragrafo antes da Definigio 3.6.

Demonstragdo. Usando a defini¢do de agéo de g, sobre F/N, dada por 1, e o fato que
q5"9i € Qp, q € Qq, portanto 4;,'q:q € Q, temos:

%' g =" H e, | = H iy g, | =

q€Qqp,14j€Z,ci€C q€Qqp,14j€Z,ci€C (312)
— | | | | zirq,jqaquoqalﬁicj — H H Zi"q,f'%lfﬁicj.
quq,,rq,]'eZ,chC 1 quq),rq,jEZ,cjeC i
Observamos que
Zilly Ty = Zite Ty lliich

g€ Qqp,1qj€Z,ci€C

t t
| | =17 | | | | v a-17,
Ziqg %a = ZiTq,jdo q’qc]-. (3.13)

i=1 i=1 quq),rq,jEZ,c]‘eC

e assim
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Definimos w;, € Q" por
99; = qiq@ig- (3.14)
Entdo pelo Lema 3.15, temos em F/N
Viac; = ¢ H ! mod 1\716].
[eCe<cilufe=1)
com ]\7[6]. - 1\7[d pois ¢; < d, portanto
Viac; = ¢ H = mod My (3.15)

{ceCe<djufc=1}

Observamos que g € Q,, 4,'qi € Q,, logo q;'7:q € Q,. Usando a definigao de M, e
(3.15) obtemos
%%qwi,ch E%lﬁiﬂl C]' H qalﬂqviqaiil mod q61%QMd_
{ceCe<d)ufc=1}

Mas pela equacao (3.14),
qalqlficj — ' 7i90iq ¢,
assim
%', =0T H BT 0d %' TN, (3.16)

{ceCe<diufc=1}
Portanto, por (3.12), (3.13) e (3.16), temos em F/N
1 t 17 g —
Ta = [H iy qia] fi-fa mod (UL MTM,),
i=1

onde f; é um produto de H;-conjugados de elementos [% %% Cj, o2 ¢j,], com qy,4q, €
supp(a) N Q, ¢;,, ¢j, percorrem os elementos de C tais que ¢, ¢;, < d e f, € um produto
de elementos de {% #¢}, onde g, € supp(a) N Q,ce Ccomc <douc = 1. n

O seguinte coroldrio serd usado na demonstra¢ao do Teorema 3.36.

Corolario 3.19. Seja f € F/N uma relagiio de A. Temos que © f = Ci(f)Ca(f), onde Ci(f)
pertence ao subgrupo normal de F/N gerado por:

1) {9 f};
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2){[Tc, 7]}, ondec,c’ €C,q',q" € Q;

3) elementos de M.

Ainda mais Cy(f) é uma relagdo de A que é produto de elementos de {¢c} para'c < um elemento
maximal de C N supp(f); isto implica que Cy(f) é uma relagio em QA.

Lema 3.20. Seja
r'i//ch =

g€Qy,1q€Z,cieC

um elemento de F/N, my um inteiro positivo e d um elemento maximal de supp(«) N C. Entdo

0
% "o pertence ao subgrupo de F/N gerado por:
—1z -1z —1=
o~ i1 90 9ip 0" Tim R .
1. { P Oa} onde 1 <iy,ip, . iy < L

-1 17 ... . . . — —~
2. {(‘70 9iy )~y Timg )‘1"1'"‘7'"0*12} onde 1 < iy, iy, ...,imy < t, q €supp(a) N Q, q; € Q" ec € C tal
quec < d;

3. Hy-conjugados de {[‘hcl,”/2 cz]} para todos elementos c¢1,c, € C tais que ci,c2 < d,
i = (5" 90)--(95 9, V991 -+ Gg—1, Onde 1 < iy, iy, .., By < t, 9 € supp(@) N Qeqi € Q';

-1z 17 goy.0, i . . —
4. To T+ img T1--Imo I My onde 1 < 4,1, .y iy < g € supp(@) N Qeq; € Q.
Observe que como Q' é subgrupo, o produto q...qu,-1 pode ser trocado com um elemento de
Q/
Demonstragio. Faremos a demonstracdo por indugao sobre 1.

O primeiro passo da inducdo é o Lema 3.18, onde m = 1. Suponha que o resultado

é verdadeiro para m, e vamos mostrar que também é verdade o caso my + 1. Assim

—mo—l —nmy 1 —my 1=
W a=" (T a) =" szqo Ta|fifofs| =

i

= (q (H Zf%%)) (0 f).(0 f).(0 f3)

1

temos que

onde fi, f» e f3 sdo como no Lema 3.18.

Logo, temos 4 casos:
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1) Por inducéo, % [H Zf%l%] é o produto de elementos do tipo 1,2,3 e 4 do Lema
;,_/

P
3.20 com f no lugar de . Vamos mostrar que esses elementos sdo do tipo 1,2,3 e 4 para

aemy+ 1.

. 1w 1 .. 17
1.1) Consideremos % %1% %im B Substituindo B por [T, %% %« temos

‘15171‘1 .~~q51%,10 (H Zi%lﬁi a) — H 21’151% '“qalﬁimo ‘76% o

i i

que é um produto de elementos do tipo 1 do enunciado do Lema para o e m + 1.

1.2) Consideremos elementos de tipo {(q(;l%l)"'(q(?l%”’o )’7"7\1"'5”’0‘1@ para 1l < iy, iy, . iy <t
g € supp(B) N Q,q; € Q' ec € C tal que ¢ < um elemento maximal de C N supp(B). Como
C Nnsupp(B) = C Nsupp(a) temos ¢ < d. Como g € supp(f) N Q temos que g = 4;'7:q
onde g € supp(a) N Q. Assim temos elementos de tipo 2 do enunciado do Lema para a
empy+ 1.

1.3) Consideremos Hy-conjugados de elementos [7¢y, 2] com g = (95", ) (45 iy J7T1-+-Gmo-1,
q € supp() N Q eq € Q. Mas como q € supp() N Q, temos que g = g,'q;§ com
q € supp(a) N Q. Portanto temos elementos do tipo 3 do enunciado do Lema para o e
mo + 1.

1.4) Consideremos elementos de % %% Ty M-T-1 M com g € supp(f) N Q e ¢ um
elemento maximal de C N supp(f) = C N supp(a), portanto podemos supor que ¢ = d.
Mas como g € supp(f) N Q temos que g = q;'q;q com 7 € supp(a) N Q. Logo esses
elementos sdo do tipo 4 do enunciado do Lema para a e m, + 1.

2) Consideremos o elemento % f1.

Podemos supor que f; = h[%%“ cl,%%’qzcz] com g1, gz € supp(a) N Q e h € Hy. Assim
(;Wl

0
q(;mo fl _ q h(q(;mg [qal}iql L qal’é'lqz CZ])_

Observando que pelo Lema 3.16 %0 1 € H,.

Seja B = [T Tic;, % TP c,], por inducdo %" B é o produto de elementos do tipo 1,2,3 e

4 com «a substituido por f. Novamente queremos mostrar que esses elementos sdo do
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tipo 3 e 4 para a e my + 1. Aqui ndo queremos elementos de tipo 1 ou 2 pois no tipo 1
ou 2 ndo permitimos conjugacdo com elemento de H,; e na conta acima %'h € Hy. Isto
implicaria que o elemento 0" f1 € um produto de elementos do tipo 3 ou 4 para a e
my+1. Infelizmente aplicando direto a indugao para o elemento  daria problemas pois

apareceriam elementos de tipo 2. Assim vamos aplicar indugao para outros elementos.

Seja

-1
Bij = %0 Ty,
~ . ~ ~Tmo , . .
Entdo por indugdo % f;x é produto de elementos dos seguintes tipos :
1= 1= 1= 1= 1= 1= 1=
9o~ iy 99 " Tin 0~ Tim, o iy 99 Tin 99" Timn 99~ ik . .. . .
2.1. { e Oﬁi,k} = { 1o 0 ck} para todos possiveis iy, iy, ..., iy,;
-1~ -1\ L. .. . 1~ .
2.2. {(‘70 i) ”""lo)qql"'q"’O‘lE} para todos possiveis iy, i, ..., im,, § = q5 " Jiqk POis supp(Bix)N
Q= {qalqiqk}, gi € Q" ec € Ctal que c < ¢ pois supp(Bix) N C = {ci}.

2.3. Hy-conjugados de { [7e,, 72 Ez]} para todos elementos ¢y, ¢; € C tais que ¢1,0, < ¢,
7 = (4"94)--45" Gy )391---Gmy—1 para todos possiveis i, iz, ..., imy, 4 € supp(Bix) N Q =
{95 qi9¢} e q: € Q'

2.4, 0 Ty g -0t N para todos possiveis iy, i, ..., iy q € supp(Bix) NQ = {957 qiqx)
eqeq.

Observamos que como ¢ € supp(a) N C temos que ¢, < d, assim M: C M;. Recorda-
mos que por construcdo g € supp(a) N Q. Assim

*Wlo *WIO 7’”0

o p=1[0 Bi1, 0 Bl

com % Bi1 e %" Bj2 como produto de elementos descritos em 2.1-2.4, logo temos que

—m,

% B é produto de elementos dos seguintes tipos :

a) Hj-conjugados de {[3151,«?2 62]} para todos elementos ¢;,¢, € C tais que ¢1,6, < d,

gi = (qal?ﬁl),,.(qarqvimoﬂ)gfﬁ...ﬁmo_l para todos possiveis i1, 1, ..., img+1, § € supp(a) N Q e
q; € Q. Estes sdo elementos de tipo 3 para « e mg + 1 pois podemos colocar g, = 1.

-17 =17 a1 0. — 3 . . —
b) o T o Tng1 111G~ Af - para todos possiveis iy, i, .., imgs1,9 € supp(@) N Qe qi € Q.
Estes sdo elementos de tipo 4 para a e mg + 1 pois podemos colocar g, = 1.

3) Vamos agora analisar O f2. Recordamos que f, é um produto de elementos de
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{%'997¢]}, onde g, € supp(a)NQ, € C,¢ < douc = 1. Entdo é suficiente considerar o caso

f —T'5m 7

Por indugao %" f» é produto de elementos dos seguintes tipos :

1= 1= 1= 1= 1= 1= 1=
90 qil 99 qiz Ao Tipy 90 qil 90 qiz o Tig 0~ 7i91 . .. . . -
3.1. { ‘fo = 0 c¢ para todos possiveis iy, i, ..., iy,. Esses sdo

elementos de tipo 2 para a e my + 1 pois podemos colocar q; = ... =y, = 1.

3.2. {(‘751%1)"'(”’5%"'0)”’77\1“@"0‘1?} para todos possiveis i1, iy, ..., imy, § € supp(f2) N Q, q: € Q'
ec € C tal quec < um elemento maximal de supp(f,) N C. Como supp(f,) NC=cec<d
temos ¢ < d. Como g € supp(f>) N Q temos 7 = q;'qiq1 onde g1 € supp(a) N Q. Esses sdo
elementos de tipo 2 para a e my + 1 pois podemos colocar g, = 1.

3.3. Hy-conjugados de {[‘71 ¢, 52]} para todos elementos ¢;, ¢, € C tais que ¢, <um
elemento maximal de supp(f2) N C, §; = (95 q4,)---(45 " 9i,, )391-+-Gme—1 Para todos possiveis
i1, 12, ooy iy, 4 € supp(f2) N Q = {g5"qi1} € q: € Q'. Observamos que {c} = supp(f>) N C,
¢ < d,portanto ¢;, ¢, < d. Assim temos elementos de tipo 3 para a e 11 + 1 pois podemos
colocar g, = 1.

3.4, 0 Ty~ Ting T A para todos possiveis iy, iy, ..., im,,q € supp(f2) N Q = {q5'qiq1},
¢ um elemento maximal de supp(f,) NCeq; € Q. Como ¢ = ¢ < d temos M. C M.

Assim temos elementos de tipo 4 para a e mg + 1 pois podemos colocar g,,, = 1.

L. . —m
4) Por dltimo consideremos % f5. Observemos que

f5 €05 My, onde g € supp(a) N Q. (3.17)

Novamente por hipétese, 7" f3 é o produto de elementos do tipo 1,2,3 e 4 com «

substituido com f;. Consideremos abaixo estes elementos.

B A L b A A AP Lo by
41) Por (317) o 199 Tip -4y qlmo f3 I o iy -4 qlmoq(] qlqu. Portanto o qi199 iy qlmo f3 é um

elemento do tipo 4 para a e mp + 1.

4.2) Consideremos os elementos de {% i )-8y g )ﬁ“‘%’O‘ﬂ paratodos possiveisiy, iy, ..., i,
q € supp(fs) N Q, q: € Q ec € C tal que ¢ < um elemento maximal de supp(f3) N C.
Pela definicao de M,, veja Defini¢do 3.14, e por (3.17) qualquer elemento maximal de
supp(fs) N C é < d, assim ¢ < d. Como g € supp(fs) N Q e por (3.17) temos § = 4, 7i4q
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com g € Uj(supp(g,;)) N Q)Q’ € Q’, q € supp(e) N Q. Portanto temos elementos do tipo
2 paraaemy+ 1.

4.3) Consideremos H,-conjugados de elementos [7:c1, 2ca], 4i = 4, Gy -Gy Giv, 991+ Gmig-15
g € supp(fz) N Q, q: € Q, c1, 2 < um elemento maximal dy de supp(f;) N C, portanto
dy < d, c1,c2 < de Hy < Hy Logo, como g € supp(fz) N Q temos 7 = q;':q9 com
q € Ujc(supp(g.,;) N QQ € Q', q € supp(a) N Q . Portanto temos elementos do tipo 3
paraaemg+ 1.

4.4) Consideremos elementos de % % T M-I N com g € supp(fs) N Q, dy um
elemento maximal de supp(f3) N Q. Mas como ¢ € supp(fs) N Q temos que § = 4, 7:4q
onde g € U;(supp(g./)Q N Q) € Q' e q € supp(e) N Q. Logo esses elementos sdo do tipo
4 para a e my + 1.

Isto completa a demonstracdo do Lema. n

3.5 Alguns Lemas Geométricos

Nesta secdo vamos citar alguns lemas do artigo [21] que tratam propriedades geo-
métricas do invariante X para médulos sobre anéis comutativos. Estes resultados vao

ser importantes para completar a demonstracdo do Teorema 3.5 deste capitulo.

Seja T o subgrupo de tor¢do do grupo abeliano Q/Q’, entdo, pelo teorema de classi-
ficacdo de grupos abelianos finitamente gerados, T ®@ Z" = Q/Q’ onde n é a dimensao
de (Q/Q’) ®z Q sobre Q. Assim T é grupo abeliano finito. Seja

7:Q—>Q=(Q/Q)/T=~2Z"

a composicdo das projecdes candnicas Q — Q/Q" e Q/Q" — (Q/Q")/T.

Vamos considerar Q como um subgrupo de indice finito em Q/Q’. Assim A/QA é
um Z(Q/Q’)-médulo finitamente gerado, portanto A/QA é um ZQ-médulo finitamente
gerado.

Proposicao 3.21. [21, Prop. 1.5] Existe um subconjunto finito A = {L,XZ,... A } do
centralizador CZQ(A/QA) de A/QA em ZQ e um niimero real positivo vy tal que para todo
[X] € Za/0a(Q) existe A; € A com a propriedade que x(q) > vy para todo q € supp(/\ ).
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Proposicao 3.22. [21, Prop. 1.6] Existe um niimero real positivo py tal que se x € R" com
||l > po, ﬁ € —Xa/04(Q) entdo existe um elemento A € A tal que para todo q € supp(A),

|| + q|| < Il

Recordamos que ¢ : Q — R é um homomorfismo ndo trivial. Assim Q" C Ker(¢).
Como T é finito a pré-imagem de T em Q também estd em ker(p). Assim ¢ induz ho-
momorfismo ndo trivial (Q/Q’)/T = Z" — R que vai ser denotado por ¢. Observamos
que

Q5 = Qg /ker(y).
Agora consideremos ¢ como um caracter sobre R" dado pelas extensdes R-lineares do

caracter original ¢ de Z".

Definigao 3.23. Denotemos por O,(y) a bola fechada com centro y eraiorem R" e ry, 1,
numeros reais positivos tal que 2r; < r,. Entdo definimos D,, ,, como a unido de todas
bolas O;,(y), onde y € O,,-,,(0) e p(y) > 0. Fixamos X(m) = D 4, param > 5, m € IN.
Portanto X(m) C R" =~ Z" @z R.

Definicdo 3.24. Se {v;}1<i<s s@o elementos de IR", escrevemos {v1,v,} < {v3,v4} se, €
somente se max{||v1||, [[02|l} < max{||vs|l, ||vall} e, caso ocorra aigualdade, min{||v1]|, 02|} <

min{|[vs||, [[oll}.

Lema 3.25. [21, Lema 3.1] Suponha 6 um niimero real positivo. Entdo existe um niimero
real positivo uy(0), dependendo de o, tal que se m > u1(0), 9,9 € Q, v,y € R", (') €
O (') © X(m), (") € Omly”) < X(m) e |[y(@) - y'|| < 6, (g") ¢ X(m = 1), (/") -
v’/ ||y(q”) - y”I € —ZQ/QA(E) entio existe v € —@5 ={gq € @ | p(q) < 0} tal que {v +
@)=y v+y@) -y < @) -y, @) -yl

Lema 3.26. [21, Lemma 3.2] Existe um inteiro positivo v suﬁciente’mentel gmndel,’ tal que se
7.4’ €Q v,y R, V@) =y) 0@ -y
@) =yl e -y
—Z;/QA(Q) entdo existe v € —§¢ ={g € Q| @(q) < 0} com Hy(q’) -y + v” < ||y(q’) -y
@)=y +ol| <[y -v||

7/(q//) _ y//H >vye

=,

Yy -y

7

3.6 Contas com relacdes de A no grupo F/N

Definicdo 3.27. Seja A = {1, Ay, ..., Ay, } um subconjunto finito de ZQ \ {0} tal que para
cadaitemos y(A;) = A; € A, onde A foi definido na Proposicdo 3.21. Seja {q]-,l, Gi2s s q]-,t].}
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o suporte de A;, logo A; = Y., z;xq;x para alguns z;; € Z \ {0}. Aumentando B se for ne-
cessdrio (mas ainda deixando B finito), vamos ter em A (usando notagdo multiplicativa)
para cada b; € B

1= byb7 (G191by)... (117 by)

com b;; € BU {1} e b;; < b;. Definimos alguns elementos especias c;; € F/N dados por
Cij = Cpjc; (i) (M)

com E,j aimagem de b;; em F/N, c¢; aimagem de b; em F/N e portanto a,j < ¢;. Observa-
mos que ¢; é o tnico elemento maximal do supp(c; ;) N C, onde C é a imagem de B em
F/N, e que ¢;; ndo precisa ser elemento de C.

Lema 3.28. Existe um inteiro positivo p tal que para todo m > p, g € Q e y(q) € X(m) os
elementos c; ; pertencem ao subgrupo de F/N gerado por

) {Q‘f’ Ci,j};
ii) H,.-conjugados de {Qfﬂ [7¢c, ‘7"0’]}, come,c’ €C,q,q" € Q,y(q),y{@") € X(m-1)N 6@'
i11) elementos de M;

iv) {%c} comc < c;.

Recordamos que M foi definido em Defini¢do 3.13.

Demonstragio. Observe que existe um nimero inteiro 6 tal que para todo m suficiente-
mente grande temos (X(m) N Q) \ Q, € Qyq, MW], onde [ V/m] é a parte inteira de +/m.
Logo g = ﬁqaé[‘/’a, 7 € Q. Assim, aplicando o Lema 3.20 a % c;;, onde 71 = 5[ /],
temos que

qaﬁci,].
¢ um produto de elementos dos seguintes 4 tipos:
1) {qal'ﬂﬁ,r-ﬁlalifiﬁcilj} C {Qc; i}, pois 57, € Qp. Assim temos elementos do tipo (i).

2) {(%l%)"'(‘7517%)”’77\1“%-12} para todos possiveis i1, iy, ..., iz, § € supp(ci )N Q C Qyp, i € Q'
e ¢ € C tal que ¢ < um elemento maximal de supp(c; ;) N C. Observamos que q;'q; € Q,,
7 € Qqp, qi € Qyp, portanto (4;'7:,).--(495"9:,)71--Gim-1 € Qp.Observamos que c; é o tnico
elemento maximal de supp(c; ;) N C, portanto € < ¢j. Assim temos elementos de {QWE'},
€ < ¢;. Assim temos elementos do tipo (iv).
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3) Hy-conjugados de [7¢1, 2c,], onde q; = (45':,)--(95"9i.)7(q1--Gi-1), i € Q' ¢1, €2 €
C,onded = elemento maximal de supp(c; ;)NC. Portanto ||y(qi)“ < mmaxj-y,. m ||y(qa 1'(ﬁ]-)||+

0 < m.constante+ constante = 5[ \/m].constante+ constante < m—1 para m suficientemente
grande, onde ||y@)“ = (0. Assim temos elementos do tipo (ii).

4) T T T-Ti M C @M, € M, onde §; € Q' e § € supp(ci;) N Q € Q,. Assim
temos elementos do tipo (iii). [ ]

Corolario 3.29. Existe um inteiro positivo p tal que paratodom > p, q € Q tal que y(q) € X(m)
temos que 9c;; = C1.Cy, onde Gy pertence ao subgrupo de F/N gerado por:

i) H,-conjugados de {chi,j}

1<j<my”

ii) H,-conjugados de {Qw[‘i'c, ”’"c’]}, onde ¢, € C, q',9" € Q tais que v(q'),y(q") €
X(m 1)) N Qg

i11) Elementos de M;

Além disso Cy é uma relagdo de A (i. é. aimagem de Cy em A via projegdo candnica FIN — A
é trivial) tal que C, pertence ao subgrupo de F/N gerado por {Qwﬁ_}_

c<c;,ceC

Demonstragio. Segue do Lema 3.28 e do fato de que os elementos de tipo i), ii) e iii) do
Corolério 3.29 sdo invariantes via conjuga¢do com elementos de {Q«’E'};qi;ec. Como c¢;
¢ uma relacdo em A e todos elementos do tipo i), ii), iii) do Corolario 3.29 sdo relagdes
em A temos que (; = (CIl)q (cij) € uma relagao de A. []

Corolario 3.30. Nas condigoes do Coroldrio 3.29, c;; = (.G, com Gy como no Coroldrio 3.29
e Cy pertence ao subgrupo gerado por H-conjugados de {%X;}, onde X;; é um subconjunto
finito de F/N que contém somente relagdes de A e X ; depende somente de i, j mas ndo da escolha
do elemento q.

Demonstragio. ~ Lembremos que na Defini¢do 3.4, definimos o homomorfismo 7 :
F — A, e vimos que N, o subgrupo normal de F gerado como subgrupo normal pelo

conjunto

{QIETB)ERD)..CTh) )

Vb € B, estd contido no nucleo de . Assim temos um homomorfismo 7@ : F/N —

A (induzido por 7). Primeiramente definimos o conjunto X;; C ker(m) da seguinte
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maneira: se ndo existe ¢ € C tal que ¢ < ¢; tome X;; = {1}. Se existe ¢ < ¢; 0 comprimento
da cadeia (3.1) da segdo 3.1. é maior que 1 e por indugdo definimos a aplicagdo
mo : Fy = F(UZ" By) » QA
como restrigdo do homomorfismo 7t onde jj é definido pela propriedade b; € Bj, \ Bj,_1.
Usando indugado sobre comprimento da cadeia (3.1) de A, podemos supor que o Teorema
3.5 da segdo 3.2 vale para A no lugar de A e B substituido por U;z, B;. Portanto existe
— ~\F —
um subconjunto finito X de F tal que ker(my) = <Q<PX> ". Recordemos que ¢ é aimagem
deb € Bem P/N,FI; < b; (onde 7t(b;) = ¢;). Assim (, definido no enunciado do Corolario

3.30 é um elemento de F/N tal que (, € ker(m). Portanto C, pertence a imagem de ker()

em F/N. Defina X; ; como a imagem de X em F/N. ]

Fixemos p e pg inteiros positivos satisfazendo as conclusdes do Lema 3.28 e Propo-

sicdo 3.22, respectivamente.

>

Lema 3.31. Suponham > p,q" € Q tal que y(q') € O 7 (y') € X(m), y’ € R"e ||y(q’) -y
@) -vy)
v@) -v|
1) {icilg € Q,

0o, € —Za,04(Q). Entdo 7c; pertence ao subgrupo de F/N gerado por:

@ -yl < @) - vy
2) (i) H,,-conjugados de {%oc; j}, onde 1 < j < my;

(ii) H,-conjugados de %[7¢c,7'c’], onde c,c’ € C, q',q"” € Q,y(q), y(q"”) € X(m — 1);
(iii) elementos de M;

(iv) H,-conjugados de <UQ¢ Xi,j>;

1§j§m1

3) {q/aF<C,‘,F€C .

Demonstracdo.  Pela Proposigdo 3.22 existe um elemento A; € A tal que para todo

g;x € supp(A;) temos

v@a) -v| =@ -v +yawl < @) -v

Agora consideremos o elemento c; ;
— =~ lezig; Zjti it
Cij = €ijc; (1) (1),
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temos

Ty = (G HET ). (4 i),

Logo

7o = I:(Z,',lﬁlCi)."(zl?fjﬁjci)] ) '(,)

v(q,) — y’|| < ||)/(q’) - y’||. Entao [(mehci)...(zf'ff’fci)]
é produto de elementos de tipo 1 e 7¢; ; é elemento de tipo 3 do enunciado deste lema.

ondeq, = q'q;s,paras =1,...,j,¢;; <c,

Agora para finalizarmos a demonstragdo basta aplicarmos o Corolario 3.30 ao ele-
mento 7c; ;. ]

3.7 Contas com comutadores em F/N

Recordamos que p é um nimero positivo fixo dado pelo Lema 3.28.

Teorema 3.32. Existe um niimero real positivo p* > p tal que se m > p*, q',q" € Q,
v, y" € R" tais que y(q') € O 5(y') € X(m), y(q") € O ym(y") C X(m) entdo o comutador
[7¢c;, 7 ¢;] pertence ao subgrupo normal de F/N gerado por:

DA® e, eilll', b € Q ty(W) =y, y(W") =y} < (@) = v, v(@") =y}

2){cupll <a<s, 1<B<m}, ondeC=lcy,...cs;

3L e, eIl < a,B<s; 1,0 € Q, (W), y(h') € X(m —1)};

4) elementos de M;

5) <Q<PX>, onde X é o conjunto finito dado por X = Uj<a<s1<pem Xap;

6)[7¢;, 7 ¢j]l ondec; < ¢;, ¢; € C;

7)[7¢;,7cjl onde'c; < ¢;, ¢j € C.

Dizemos que os comutadores do tipo 1), 6) e 7) da lista acima sdo descendentes do
comutador [7¢;, 7' ¢j].

Demonstragio. Tomando m > p, temos os seguintes casos a considerar.
@) -y)

Se
@) -y

€ _ZA/QA(E) e ||y(q’) - y’” > po deduzimos do Lema 3.31 que 7¢;
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pertence ao subgrupo de F/N gerado por:

-cilg € Q @) - || < @) v
- H.-conjugados de {%c; }, onde 1 < j < my;

- H.,-conjugados de %[7c,7¢’], onde c,c’ € C,q',9” € Q,y(q), y(q") € X(m — 1));
- elementos de M;

- H,,-conjugados de <U?‘”Xi,]'>;

{7l <e ec

Portanto, [ ¢;, 7" ¢j] pertence ao subgrupo normal de F/N gerado por:

~{[7c;,"¢jllg € Q, I

v@) -y <[y -y
- {Q(pci,ﬁ}’ Onde 1 S ﬁ S m]_;
-U[7c,7¢'],ondec,c € C,q,9" € Q,v(q),y(q") € X(m —1);

- elementos de M;

(U7X, )

-[7¢;, 7 ¢l onde¢; < ¢;, ¢; € C.
O qual é um subgrupo de F/N descrito no enunciado do nosso teorema.

(y(q//) _ y//)
||-y(q//) _ y//

O caso onde > po é andlogo ao descrito

€ —Za04(Q) e |yg") - v

acima.

Restam assim quatro possibilidades a considerar:

1-|ly@) = v|| < po @) - v7|| < po;
N @) -y . =
2- ||)/(q ) -y | < Po, TN € _Z‘A/QA(Q);
v(@q’) -y
17 17 ( ( ,) — I) a)
3- ”V(q ) =Y"|| < po, M € —X%0a(Q);
(@) -y

67



Capitulo 3. X2-Invariante para Grupos Abelianos-por-nilpotente de classe 2 de Tipo
Fp,

@) -y) @) -y
@) -v|" ey -y

Se o primeiro caso for verdade provaremos que y(q’),7(q”) € X(m — 1) para m

4

€ -2 04(Q).

suficientemente grande. De fato neste caso temos

N m=1—vVm-1 , , , m—1-+vVm-1,
(@) - V| < @) -v|+|y - y
m— \m m— \m
(1—\/%+x/m—1] ,
< Po +
m— \m

< p0+1—\/m+\/m—1§ Vm -1
para m suficientemente grande. Observe que acima nos usamos

Hm—l— Vm—ly,

<m-1-Vm-1,

m— \m

y|| <m— vm.

Se a segunda possibilidade é verdadeira e m é suficientemente grande temos que

que vale pois O (') € X(m) implica que |

v(q') € X(m - 1). Se y(¢”) € X(m — 1) ndo ha nada a fazer pois [7¢;7" ¢;] seria elemento
do tipo 3. Logo assumimos y(q”) ¢ X(m —1). Seja v € —@5 dado pelo Lema 3.25 para
O0=poem>u(d);isto é, {v+y(@q) -y, v+y@") -y} <{v(q)-v,vq") —y”}. Entao
para um elemento w™' € Q,, tal que y(w) = v temos que

’ 7 —1 ’ 7’
[Tei, el =% "¢, ™ ¢j]

pertence ao subgrupo normal de F/N gerado por {%["¢;, " ¢;1I", b € Q, {y(W)-y/, y(h")-
vy <{y@)-v,y@q") - y’}}. O que prova o segundo caso. O terceiro caso é andlogo

ao segundo.

Por dltimo consideremos a quarta possibilidade. Assumimos que ”y(q’) -y

@) -y
elemento dado também pelo Lema 3.26. Entdo para um elemento w™' € Q, tal que

ZV/

24

> v, onde v € o inteiro positivo dado pelo Lema 3.26, e seja v € —Q5 0

y(w) = v temos que

[Te, el =" [“Te;, ™ cj]
pertence ao subgrupo normal de F/N gerado por {%["¢c;, " c;[I", h" € Q, {y(W)-y’, y(h")-
O@)-y)

v’y <{y@)-v,v@q") —y”}}. Para finalizar, consideremos o caso onde ” @) |,
rYq) -y
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0@ -y") )
€ TaQell@) -y <voulyan -
g -y
o argumento do segundo e terceiro casos com v no lugar de py. n

Coroldrio 3.33. Seja p* o niimero dado pelo Teorema 3.32. Param > p*, q',q" € Q tais que
v(7),(q") € X(m) o comutador [7c;, 7" ¢;] pertence ao subgrupo normal de F/N gerado por:

1) {capll <a<s, 1<B<m);
)", cglll < a, B <s; 1,0 € Q, (W), y(h') € X(m - 1)};
3) elementos de M;

4) <Q<f’X> onde X é um conjunto finito dado por X = U, gX1<a<s 1<p<m; -

Demonstragio. Notemos que cada um dos comutadores em 1), 6) e 7) do Teorema
3.32 é descendente de [T¢;, 7 c]] e observemos que ndo existe um con]unto infinito de
comutadores {[7 dl,q d; illi=1, 9,97 € Q, dl,d € C, tais que [Ti1dyq, :+1d1+1] é descendente
do anterior [%d,, d; i Portanto aphcando o Teorema 3.32 um namero finito de vezes
podemos descrever o comutador [T¢;, 7 c]-] como o produto de elementos como no
Teorema 3.32 sem os elementos de tipo 1), 6) e 7). ]

Definicao 3.34. Seja Y,,-1 C Q um conjunto finito tal que para todos g € Q tais que
y(q) € X(m — 1) existe um tnico y € Y,,—; com a propriedade que g € yQ’. Tal conjunto
existe pois X(m —1) N Qé conjunto finito e Q tem indice finito em Q/Q’.

Coroldrio 3.35. Param > p*, q',q" € Q tais que y(q'), y(q") € X(m) o comutador [V c;, 7 c;]
pertence ao subgrupo normal de F/N gerado por:

D{%cupll <a<s, 1<B<m);
)@Y,V gl <, <Y,y € Yyon Sy (X(m = 1))},
3) elementos de M;

4) <Q<f’X>, onde X é um conjunto finito de relacoes em A dado por X = U, X, g.

Demonstragido. Basta observar que no Corolario 3.33, tomando os elementos do tipo
2) desse Coroldrio, ou seja, {%["c,, "' cslll < a, B < s; 0, 1" € Q,y(W'), y(”’) € X(m — 1)}
existem tnicos y', ¥’ € Y1, 4,9 € Q’ tais que

h/ — y/ﬁ’ hl —_ yllﬁ
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Assim, pelo Lema 3.15 temos:

Wey=Yic, =Y (cq H =Y, H Ve*l mod M,;
T<cy c<
Tecuy Tecuy

huC‘B _ yuqcﬁ = y// Cﬁ H 'é"il — y’/C‘B H y/”c‘-‘il mod Mc;
c< cp c< ]
ceCuf{l) ceCu(l}
Observamos que M, C M, logo ["'c,,""¢s] é produto de conjugados de tipo [4,b] onde
a €V c, Ve parac<c,, ce€ CU{l}ebe {V ¢z ¥ c*!) parac<cz ce CU{LL n

3.8 Demonstracao do Teorema 3.5

Nesta secao vamos demonstrar o Teorema 3.5.

Teorema 3.36. Suponha que [@] & conv XS (Q). Entdo existe um subconjunto finito X de
F(Y
F(Y) tal que X5 p C ker(m) e <QWXA,B> M _ ker(m).

Demonstragido. Por indugdo e pelo fato que o Teorema 3.36 vale para grupos abelianos
Q o Teorema 3.36 vale para grupos abelianos A com cadeias de comprimento menor do
que em (3.1), isto ¢,

7 F1 = F(Us1 %B)) —» QA

F
tem nucleo ker(m;) = <Q‘PX> y para um subconjunto finito X de F;. Recordamos que
F(Ui1%B;) denota o grupo livre com base U;»;% B; e que F = F(U;»y% B;) é o grupo livre
com base Uj»% B;.

Seja T o subgrupo normal de F gerado por N, Ker(m;) e os elementos 1), 2), 3) e 4) do
Corolério 3.35 para m = p* (aqui pegamos uma pré-imagem em F para cada elemento
de F/N dos tipos 1), 2), 3) e 4)), recordemos que o subgrupo normal N de F foi definido
na segdo 3.3. Como N é o fecho normal de um ntmero finito de Q,-6rbitas e 1), 2), 3)
e 4) contém numero finito de Q,-6rbitas, temos que T é o fecho normal de um ntmero
finito de Q,-6rbitas. Assim, quocientando F por T, teremos pelo Corolario 3.35 um
grupo abeliano D = F/T o qual tem uma Q,-acao.
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Observamos que por construgdo T contém somente relacdes de A. Logo, temos que

a projecdo candnica 7 : F - A induz um epimorfismo de grupos
0:D=F|T - A,

onde o nticleo da aplicagdo F — D esta contida no ker(m). Precisamos mostrar que ker(0)
é finitamente gerado como ZQ,-médulo. Observamos que se ¢ for caracter discreto
ZQ, seria anel Noetheriano e como D é um ZQ,-moédulo finitamente gerado segue
direto que Ker(0) é ZQ,-mdédulo finitamente gerado. Mas este argumento funciona

somente no caso ¢ discreto.

Em geral vamos mostrar que T/N é invariante via acdo de Q, portanto D é um Q-
médulo. Pela defini¢do da agdo de Q sobre F/N deduzimos que ;' age sobre D como o
elemento Xi<;zq, 1g; de ZQ,, veja (3.7). O mesmo vale para A, isto &, g, L age sobre A
como o elemento Xi<;«zq, 14;. Portanto 6 ¢ homomorfismo de Q-mo6dulos e para cada
d € D temos

7Qd = 7Q,4d. (3.18)

Usando que ZQ é um anel Noetheriano vamos ter que Ker(0) é finitamente gerado como

Z.Q-moédulo e pelo (3.18) temos que Ker(0) € finitamente gerado como ZQ,,-médulo.

Finalmente, vamos mostrar que T é invariante via agdo de Q. Observamos que na
segdo 3.3 ja munimos F/N com Q-acdo. Seja f € T/N, entdo pelo Corolario 3.19 %' f é
produto de F/N-conjugados de quatro tipos de elementos. Como T/N é invariante sobre
Qy-agdo o elemento do primeiro tipo pertence a T/N, o elemento de tipo 3 pertence a M
portanto pertence a T/N; o elemento do segundo tipo é um comutador e pelo Corolério
3.35ele pertencea T/N e finalmente o elemento de tipo 4 pertence a ker(r1;)N/N, portanto
pertence a T/N. Portanto o' f pertence a T/N e assim T/N é Q-invariante. |

Coroldrio 3.37. Seja G = A = Q um grupo de tipo FP,, tais que A é abeliano, Q nilpotente
de classe 2 e Q' age nilpotentemente sobre A. Seja x : G — IR um caracter ndo trivial tal que
X(A) = 0 e para a restricdo ¢ de x a Q temos que [¢] ¢ conv,X5(Q). Entdo, 0 ZG,-médulo
trivial Z. tem tipo FP,, isto é, [x] € Z*(G, Z).

Demonstragio. Considere a seguinte sequéncia exata curta de ZG,-mdédulos
AugZGy = ZGy, > Z

pelo argumento de diminui¢do da dimensao, Proposi¢do 1.46, temos que Z tem tipo
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FP, sobre ZG,, se e somente se, AugZG, tem tipo FP; sobre ZG,,.
Tomando agora a sequencia de ZQ,,-m6dulos
AugZQ, = ZQ, » Z (3.19)

aplicamos o funtor ZG, ®zq, __ € nos restringindo aos ideais de aumento nos dois

ultimos termos, obtendo assim a sequencia exata de ZG,-md6dulos a esquerda

272G, ®zq, AugZQ, = AugZG, » AugZA

Como Q é nilpotente de classe 2, temos que S(Q) = X*(Q,Z), assim usando o
argumento de diminui¢do de dimenséao para (3.19) AugZQ, tem tipo FP,, sobre ZQ,,
logo ZG,, ®zq, AugZQ, tem tipo FP, sobre ZG,

Novamente pelo argumento de diminui¢do de dimensao, AugZG, tem tipo FP;
sobre ZG, se, e somente se, AugZ.A tem tipo FP; sobre ZG,,.

Definimos na secdo 3.2  : F(Y) - A, onde Y = %B. Assim, A ~ F(Y)/R, onde
R = ker (1t). Denotamos R;, = R/[R, R] a abelianizacdo de R.

Por [12, Proposigdo 5.4] existe a sequencia exata de ZA-mddulos abaixo

0 — Ry > @,y ZAy 5 ZA S 7 — 0

onde 0 é descrito em [12, Teorema 5.3], p(y) = n(y) — 1 e € é a aplicagdo de aumento.
Obtemos assim a sequencia exata

0 — Ry = &yeyZAy — AugZA — 0,

dado y € Y temos que y = b, b € Be q € Q, assim b < (q,b) e (aq)b = a(q,b) e
aq € A= Q, = G,, logo temos

0 — Rap = @pepZ(A = Q)b — AugZA — 0

observe que @,cpZ(A > Q,)b é livre e finitamente gerado sobre ZG,, logo tem tipo FP.,

sobre ZG,. Assim precisamos mostrar que R,, tem tipo FP, sobre ZG, e usamos o
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argumento de diminui¢do da dimensdo para termos que AugZA tem tipo FP; sobre
ZG,.

F(Y
[ RRR] é % = A-moédulo gerado pela

imagem de %X, entdo é A < Q, = G,-médulo gerado pela imagem de X4 5 que é

. 0 E(Y)
Pelo Teorema acima R = < WXA,B> e Ry =

finito. ]

3.9 A demonstracdo do primeiro Teorema principal

Teorema 3.38. Seja G = A = Q finitamente gerado, com A abeliano e Q nilpotente de classe 2.

Temos que, se G é de tipo FP, e Q" age nilpotentemente sobre A, entio

Y2(G,Z) = conv,X (G, Z) .

Demonstragio. Seja x : G — R um caracter ndo trivial de G. Se x(A) # 0 entdo pelo [22,
Theo. C] temos que [x] € X*(G, Z). Portanto vamos considerar somente caracteres y
tais que x(A) = 0.

1) Suponha primeiramente que [x] ¢ conv,X!(G, Z)". Logo pelo Lema 2.12 temos
que [p] ¢ conv,X4(Q) onde ¢ € a restricdo de x sobre Q. Logo, pelo Corolério 3.37
temos que 0 ZG,-médulo trivial Z tem tipo FP,, portanto [x] € £*(G, Z), o que implica
que [x] ¢ Z*(G, Z)°. Portanto temos a inclusdo

YA(G, Z)° C conv, TG, Z)".

2) Temos que Q" age nilpotentemente sobre A, o que implica que o grupo A =< Q' é
nilpotente. E portanto G = A > Q é nilpotente-por-abeliano. E em [20] foi mostrado
que a inclusdo reciproca

convn (G, Z) € TG, Z)Y

é verdadeira para classe geral de grupos nilpotentes-por-abelianos.
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Capitulo 4

Quocientes de Grupos Abelianos por
Nilpotente de classe 2 de Tipo
Homologico FPy

4.1 Quocientes de grupos de tipo FP,

O nosso objetivo nesse capitulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja G = A < Q um grupo do tipo FP, onde A é abeliano e Q nilpotente de classe
2. Entdo todo quociente de G tem tipo FP,.

Seja G = A = Q um grupo do tipo FP4 com A abeliano e Q nilpotente de classe 2,
N um subgrupo normal de G e Ag = NN A. O grupo abeliano A pode ser visto como
um ZQ-moédulo a esquerda via conjugagdo. Por [15, Teo. A], G = A= Q é virtualmente
nilpotente-por-abeliano. Assim, podemos assumir que A>Q é nilpotente-por-abeliano.

Lema 4.2. O grupo G/N tem tipo FP,, se, e somente se o grupo G/Ay tem tipo FP,,.

Demonstragio. Sejam 5 : G/Ay — G/N ey : G/Ay — G/A as proje¢des canOnicas. Assim
ker(B) N ker(y) é trivial e ker(B) = y(ker(B)) < G/A = Q. Em particular ker(B) tem tipo
homolégico FP. Assim, pelo argumento de diminui¢do de dimensao para grupos, isto
é, Proposicdo 1.79, aplicado para a sequéncia exata de grupos ker(f) — G/Ay — G/N
induzido por , G/N tem tipo FP,, se, e somente se, G/Aj tem tipo FP,,. n
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Assim, para provarmos que G/A, tem tipo FP;, é suficiente existir um subgrupo nao-
trivial A; de Ay com A; < G tal que G/A; tem tipo FPy4. De fato, como G = A < Q, onde
A é abeliano e Q é nilpotente de classe 2, temos que A é um ZQ-moédulo finitamente
gerado, onde a acdo de Q sobre A e dada por conjugacdo e como Z(Q é anel Noetheriano
temos que cada ZQ-submoédulo de A é finitamente gerado, e portanto ZG-médulos
finitamente gerados, o que implica que A tem max —n e como G/A ~ Q é nilpotente de
classe 2, portanto policiclico, tem max o que implica que G tem max — n.

Suponha que G/Ay ndo tem tipo FP,. Uma vez que G tem max — n, podemos
encontrar um subgrupo A, de Ay que é normal em G tal que G/A; tem tipo FP, mas
para todo Az subgrupo normal de G, com A, < A3 < Ay 0 quociente G/A; ndo tem tipo
FP,. Para evitar complicacdo de notagdo quando tratarmos de G/A;, assumiremos que
A, é trivial. Para encontrar a contradi¢do desejada, precisamos mostrar que existe um

subgrupo A; de Ap normal em G tal que G/A; tem tipo FP;.

Nossa estratégia serd a de mostrar que Hi(A;, Z) tem tipo FP;_; como Z(G/A;)-
modulo, com 1 <i < 3 e disto mostrar que G/A; tem tipo FP,.

Logo o primeiro passo serd mostrar que se conseguirmos que H;(A;, Z) seja de tipo
FP;3_; como Z(G/A1)-médulo para cada 1 < i < 3 entdo teremos resolvido o problema.

Seja A; um ZQ-submoédulo de A. Recordamos que G tem tipo FP,, assim seja
F:..--.>F,>F—>F,—>F —>F—>27Z-0 4.1)

uma ZG-resolucdo livre do ZG-médulo trivial Z com Fy, Fy, F,,F3 e F; finitamente
gerados.

Considere o complexo de Z (G/A;)-médulos livres
Z&yn F : — Z&za, F1 25 Z&zs Fs S Z&pa Fr B Z&7a, F1 2> Z&ps Fo S Z — 0

edefinaL; = Z®zx, F;. Por [[12], Capitulo 5, Teorema 6.4] e [[7], Proposicao 5.1] existem
isomorfismos naturais de Z(G/A;)-médulos a esquerda

Ay NAL = Hy(A; Z) = Hy(Z ®z4, F) e A1 = Hi(A;, Z) = Hi(Z ®z4, T),
onde a agdo de G/A; sobre A; é dada por conjugagdo e sobre A; A A; é a agdo diagonal.
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Lema 4.3. Suponha que G tem tipo FPy e ¥ definida em (4.1). Seja Z o Z(G/A;)-mddulo
trivial e todos os médulos considerados sio Z(G/A1)-moédulos. Entio temos:

1. Z tem tipo FP, se, e somente se ker(6y) tem tipo FPs;

2. ker(do) = im(61) tem tipo FP5 se, e somente se ker(01) tem tipo FP»;

3. Se im(6,) tem tipo FP, e H1(A1, Z) tem tipo FP, entio ker(51) tem tipo FP,;

4. im(6,) tem tipo FP, se, e somente se ker(6,) tem tipo FPy;

5. Se im(63) tem tipo FPy e Hy(A1, Z) tem tipo FP; entdo ker(6,) tem tipo FPy;

6. im(03) tem tipo FP; se, e somente se ker(0s) tem tipo FPy;

7. ker(63) tem tipo FPy se, e somente se H3(A1, Z) tem tipo FP,.
Demonstragido. ~ Aplicamos o argumento de diminui¢do de dimensdo para Z(G/A:)-
modulos, isto é Proposi¢do 1.69, para as seguintes sequéncias exatas (uma para cada
item): ker(6g) — Lo — Z, ker(61) — L1 — im(61), im(62) — ker(61) — Ay =~ Hi(Aq,Z),
ker(6,) — L, — im(5,), im(53) — ker(5;) — Hay(A1,Z) =~ AN2A4, ker(63) — Lz — im(53) e

im(04) — ker(63) — Hz(A1,Z). Observe que os L; sdo Z(G/A1) livres e portanto tém tipo
FP, parai < 4 e im(03) é finitamente gerado i.e. tem tipo FP. n

O Lema acima junto com o Lema 4.2 implicam o seguinte corolario.
Coroldrio 4.4. Suponha que G tem tipo FP, e Hi(A1, Z) tem tipo FP3_; como Z(G/A;)-mddulo

com1 <1< 3. Entdo G/A; tem tipo FP4 e consequentemente G/N tem tipo FP,.

Nas proximas se¢des vamos mostrar que H;(A;, Z) tem tipo FP3;_; paral <i < 3.
Cada secdo vai tratar um caso particular de i.

4.2 Uma reducao

Seja G = A < Q, A é abeliano e Q nilpotente de classe 2. Vimos no inicio desta se¢ao
que podemos considerar G = A > Q nilpotente-por-abeliano e seja A = A.AugZQ =
[A, Q]. Assim temos que Q' age nilpotentemente sobre G' N A 2 A.
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Suponha que o teorema vale para Gy = A Q, ou seja, se Gy tem tipo FP, todo

quociente de Gy tem tipo FP4. Como visto na se¢do 4.1 precisamos mostrar que para

algum 0 # N C Ay € G com N < G entdo G/N tem tipo FP,.
SejaNo = GypNN = (gx Q)ﬂAﬂN=ZﬁN,dadaaincluséo

Go G
_H_
Ny N
temos que
A AxQ Gy G A
P be = = = — —:—><1Q
ANN AnN No N N
A
Sejam M; = —eM, = = , logo
ANN

Hy=M;>Q = M; ~Q=H,

e como = é finitamente gerado como grupo abeliano temos que

. 1
assim temos — » —
A Mz A

é grupo abeliano finitamente gerado.
Seja p : G — G/N projecao canodnica, observe que p(Gy) = H, e p(G) = H;. Verifi-

il

M,

quemos que Gy < G o que implica que p(Gy) < p(G).
Temos que A® = A C Gy e que Q9 = Q C Gy, resta apenas ver que Q* C G, mas

temos que Q" = {a'ga|g € Q,a € A}, assima'qa = a'qag'q e comoalgag € [A, Q] =

Ao temos que a~'qag™'q € A= Q = Gy 0 que implica que Gy < G.

Como o teorema vale para Gy = A > Q, temos que H, tem tipo FP;.

Tomando a sequéncia exata, pois H, < H;
H, — Hy » H,/H,

e como H,/H; é abeliano finitamente gerado e portanto de tipo FP., temos, pela Propo-

sicao 1.79, que H; tem tipo FP,.
Assim, daqui para frente podemos considerar o caso em que G = A > Q, onde A é
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abeliano, Q nilpotente de classe 2 e Q" age nilpotentemente sobre A.

43 QOcasoi=2

Proposicao 4.5. Seja G = A = Q de tipo FP4 e Q' agindo nilpotentemente sobre A. Entdo
Hy(A1,7Z) ~ A1 A Ay tem tipo FPy como Z(G/A,)-médulo.

Demonstragido. Vamos agora mostrar que podemos aplicar a Proposi¢do 2.9 conside-
rando M = Ail, B = C = A;. Temos que para o ideal de aumento () de ZQ’ existe m € Z
tal que O"A = 0. Assim A tem uma filtragdo de ZQ-submédulos dada por

ADQADOQ?AD...DQ"A =0

a qual induz filtra¢des de ZQ-modulos no ZQ-quociente Ail de A e no ZQ-submodulo
Ay de A dadas respectivamente por:

A QA+ A Q?A+ A Q"A+ A
My=“->M = LoM, = L5, oM, =1

A TAT T Al

By=Cy=A1D0B1=Ci=QANA, DB, =C, = Q2AﬂA1 >..0B,=C, =Q"ANnA; =0.

Agora, temos que
M, a4 QA+A
M QHA+A, Q1A + Aq
A

1

e podemos observar também que temos o diagrama comutativo de ZQ-mdédulos:

i QA+A; _ _QiA
Q A Aq - A]ﬂQiA
\(P\ i
QIA+A;
QFLA+A;

Logo, Q™A C kerg o que implica que
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QA N QA+A M
QA ~ QHA+ A My
assim
Z‘Cﬂ (Q) g Z“CQiA (Q) QIA(Q)
Miiq Qitla
Observemos também que pelo lema 2.3
w (Q X, (Q=X,(Q < ZU(Q).
M1+1 Qtla
Temos também que
Bi  QANnA c QA
B, QFANA; — QFA
A Mj A

Como — é um Z.(Q-submodulo de

— e
Bjx QA © M, j+1 QHA
sobre esses modulos Q" age trivialmente, temos pela aditividade de X para modulos

é um ZQ-quociente de

sobre anéis de grupos abelianos [11, Prop. 2.2] que

G, QUIS (Q e (Q=1X,Q) cXiQ).

]+l B]+1 oitla

Logo, pelo Lema 2.11 temos que

0¢ X5(Q) + L, (Q) + Z,(Q),

portanto para quaisquer i, j, &

0¢ 1, (Q+X, Q+, Q.

Mt Bin Ca+1

Portanto pela Proposicdo 2.9 Aug(Z(A/A1)) ® A1 ® A; é finitamente gerado como
Z(G/A1)-médulo, onde A/A; age sobre Aug(Z(A/A;)) via multiplicagdo no anel e Q
age diagonalmente. Observamos que (Aug(Z(A/A1))) ® (A1 A A;) é um quociente de
(Aug(Z(A/A1)))®A1®A;1, pois A1 AA; é um quociente de A1 ®A;. Entdo, Aug(Z(A/A,))®
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(A1 A Ap) é finitamente gerado como Z(G/A;)-mddulo. Portanto, por [15, Corolério 9]
A1 AN A; tem tipo FP; como Z(G/A;)-médulo se, e somente se, Aug(Z(A/A1)) ® (A1 A Aq)
tem tipo FPy como Z(G/A1)-moédulo. De fato, vamos generalizar [15, Cor. 9] na Prop.
4.6 na secao seguinte. u

44 QOcasoi=1

Proposicao 4.6. Sejam H um grupo finitamente gerado com ZH anel Noetheriano i esquerda,
M, e M, ZH-médulos ﬁnztamente gerados. Consideramos M, como um G = M, = H-moédulo
via proje¢do canodnica G — H. Entdo M, é do tipo FP; como ZG-médulo esquerda se, e
somente se (AugZM;) ®z M, é do tipo FPs_q como ZG-médulo a esquerda, onde M; age via
multiplicacdo sobre Aug(Z.M,) e H age diagonalmente.

Demonstragdo. Seja

K> F —» M,
a sequéncia exata curta de ZH-mo6dulos com F livre e finitamente gerado. Uma vez
que ZH é Noetheriano, K também serd finitamente gerado e portanto tem tipo FP..
Consideremos também a sequéncia exata curta natural

Q> ZM; » Z

com Q o ideal de aumento AugZM,; de ZM,;.

Fazendo o produto tensorial sobre Z dessas duas sequéncias, obtemos o seguinte
diagrama comutativo:

M,

| =

M, @y K—— ZM| @7 F — ZM; @7 M,

|

Q®z M,

QIJZIG—>QQLZF
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No diagrama, todas as linhas e colunas sdo exatas, pois ZM; e () sdo Z-mddulos

livres e portanto planos. Observe também que o isomorfismo
ZM, ®2 ZH = ZG

implica que as duas tltimas linhas no diagrama sdo sequéncias de ZG-médulos. A
aplicacdo u, obtida como a composigdo dos dois lados do quadrado supenor a direta, é
também um ZG-homomorfismo e seu dominio ZM, ®z F é claramente um ZG-médulo

livre finitamente gerado.

Uma caga-ao-diagrama nos mostra que a sequéncia de ZG-médulos
ZM; @z K — ker(u) —» Q ®z M,

é exata e, de fato, uma sequéncia de ZG-médulos. Como K tem tipo FP,, como ZH-
modulo ZM; ®z K tem tipo FP,, como ZG-médulo. Portanto, ker(u) é do tipo FP,, se,
e somente se (Q ®z M, é do tipo FP,,. Uma vez que u tem dominio um Za-médulo do
tipo FP., seu ntcleo é do tipo FP;_; se, e somente se, sua imagem M, é do tipo FP;. =

Coroldrio 4.7. Temos que Ay tem tipo FP, como Z(G/A1)-médulo se, e somente se, (AugZ(A/A1))®z
A tem tipo FPy como G/A,-médulo.

Lema 4.8. Se G = N > H ¢é finitamente gerado e H tem tipo FP,. Entdo temos que G tem tipo
FPD; se, e somente se AugZ.N é do tipo FP,_y como ZG-mddulo, onde ZN age via multiplicagio
e H age via conjugacio sobre AugZN.

Demonstragio. Considere a sequéncia exata curta de ZG-moédulos
AugZG »— ZG ~» Z.

Assim pela Proposicdo 1.69 G é do tipo FP, isto é, Z é do tipo FP; como ZG-médulo
se, e somente se AugZG é do tipo FP;_; como ZG-médulo.

Analogamente H é do tipo FP;s se, e somente se Aug(ZH) é do tipo FPs_; como
ZH-mo6dulo. Por hipétese H tem tipo FP; portanto Aug(ZH) é do tipo FP,_; como
ZH-moédulo.

Agora, como ZG®zy é funtor exato temos que ZG®zy Aug(ZH) é do tipo FPs_ como
Z.G-médulo. Assim, pelo argumento de diminuigdo de dimensao, isto é, Proposi¢dao
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1.69 aplicado para a sequéncia exata curta de ZG-mddulos
7G ®zy Aug(ZH) — Aug(ZG) — Aug(ZN),

temos que Aug(ZG) é do tipo FP,_; como ZG-mddulo se, e somente se AugZN é do
tipo FP,_; como ZG-moédulo. n

Proposicao 4.9. Sejam A e B Z.Q-mddulos finitamente gerados onde Q ¢é finitamente gerado
nilpotente de classe 2, Q" age trivialmente sobre B e Q" age nilpotentemente sobre A, A = Q é
do tipo FP3 e X3(Q) € X5 (Q). Entdo B = Q tem tipo FP3.

Demonstragido. Temos que Q" age trivialmente sobre B. Portanto Q' < (B =< Q) e como
Q' é finitamente gerado nilpotente de classe 2, portanto policiclico, temos que Q’ é do
tipo FP.. Considere a sequéncia exata de grupos

Q/)—>B><1Q—»B><lg,

Q/

Assim pela Proposicao 1.79 temos que B> Q € do tipo FP; se, e somente se B> 5 Q 6 FP;.
Pelo Lema 2.11 temos que

0¢ X5 (Q) + 5 (Q) + Z5,(Q)

e como

25(Q) + Z5(Q) + Z5(Q) € X5 (Q) + Z5(Q) + Z5(Q)

obtemos que

0 ¢ L3(Q) + L3(Q) + X5(Q).

Finalmente como Q’ age trivialmente sobre B e cada caracter de Q contém Q' no seu

nucleo temos que X (Q,) = 25(Q). Logo

0¢ Xp(Q/Q") + Lp(Q/Q) + Ep(Q/Q).

Observe que B < (Q/Q’) é um grupo metabeliano e pelo resultado principal de
[9] para grupos metabelianos que sdo extensdes cindidas de grupos abelianos vale a
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Conjectura FP;. Portanto como B é 3-tame como Z(Q/Q’)-médulo temos que B><(Q/Q’)
tem tipo FP5;. Entdo B =< Q é do tipo FPs. [

Teorema 4.10. Sejam A e B ZQ-mddulos finitamente gerados onde Q é finitamente gerado
nilpotente de classe 2, Q" age trivialmente sobre B e Q" age nilpotentemente sobre A, A = Q do
tipo FP3 e L.5(Q) € X(Q). Entdo (A ® B) = Q tem tipo FPs.

Demonstragido. Para provar o teorema, vamos primeiramente mostrar que N = (A &

B) % (Q' x Q")diag(Q) é do tipo FP5; onde diag(Q) = {(7,9) | g € Q} € Q X Q. Temos que
G1 =A=xQeG, = BxQsdodotipo FP3,logo G = G; X G, é do tipo FP; e temos também
que G C N C G.

Suponhamos que N ndo é do tipo FP;. Pelo Teorema 1.96 temos que S(G;N) &
Y3(G;Z). Assim, existe x : G = R, x(N) = 0 tal que [x] € Z3(G; Z)". Seja x; = x|, assim
temos um diagrama comutativo

onde as aplica¢des horizontais sdo os homomorfismos canonicos. Assim, dado § =

gQ" € Q/Q’, temos u1(q) + u2(q) = x((q,9)) = 0 (pois diag(Q) € N), onde y; = xilo.

Pelo Teorema 1.98 temos duas situagdes possiveis:

;] lal € 2 Gy 2y ou  qpd ale€ Gy 2y
[x2] € Z%(Ga; Z)° [x2] € ZY(Ga; 2
Consideremos primeiro o caso I. Pelo Teorema 3.38 temos que

YA(Gj; 2) = conva XN (Gy; Z) parai=1,2.

Assim, temos que [x2] € Z2(Gy; Z)° = conv, XN (Gy; Z)°.

Recordamos que pelo Lema 2.12 temos que se u : G; — R com u(A) = 0 entdo
[1] € £(Gy; Z)° se, e somente se [u|o] € 25(Q). Nocasol
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[x1] € Z}(Gy; Z) portanto [u1] € Z5(Q),
[x2] € Z2(Gyp; Z)° = conv,X%(Gy; Z)° portanto [z] € convX5(Q).

Entao

0=+ € Z3(Q) + Li(Q) + E(Q) < convs Xy (Q).

O que € uma contradigdo, pois pelo Lema 2.11 0 ¢ conv3X5(Q). O caso II € analogo.

Assim, temos que N = (A @ B) = (Q" X Q")diag(Q) é do tipo FP3;. Observemos agora
que 1 X Q' <Q x Q, como Q’ age trivialmente sobre B temos que 1 X Q" < N. Portanto

temos uma sequéncia exata curta de grupos

, N
1xQ » N —» Q"
Como 1x Q" =~ Q" é um grupo policiclico, 1 X Q' tem tipo FP, e recordemos que N tem
tipo FP3. Logo, pela Proposicdo 1.79, temos que T i\] o] tem tipo FPs.
o - N

Para finalizarmos a demonstracdo, vamos mostrar que %0 ~ (A® B) Q. Ob-

"' %X Q')di
serve que (A ® B) x Q = (A ® B)diag(Q) e também temos que © 1Q><)Ql,ag(Q) =

(1 x Q)diag(Q) . N (Q' x Q)diag(Q) .
IO ~ diag(Q). Mas =<0 - (A® B) = IxQ , assim como
(A @ B)diag(Q) =~ , temos o resultado. []

1xQ
Lema 4.11. Nas condicdes do Teorema 4.10 temos que AugZ(A @® B) é do tipo FP, como
Z((A @ B) = Q)-mddulo.

Demonstragio. Pelo Teorema 4.10 (A @ B) = Q tem tipo FP;. Entdo podemos aplicar o
Lema 4.8 paraN=(A®B)eH =Q. [ ]

Lembrando que, pelo Coroldario 4.7, queremos mostrar que (AugZ(A/A1))®zA; édo
tipo FP; como Z(G/A;)-médulo. Observamos também que A; podia ser escolhido como
qualquer ZQ-submoédulo néo trivial do ZQ-médulo Ay. Como Q” age nilpotentemente
sobre A o0 mesmo vale para A, portanto podemos escolher A; de tal maneira que Q’

age trivialmente sobre A; (isto é, existe cadeia de ZQ-submoddulos de A tal que Q’ age
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nilpotentemente sobre cada quociente
AO D QAO D QZAO D..D Qm_le D QmAO =0,

onde definimos A; = QQ"'A; como o menor médulo (via inclusdo) ndo trivial esta

cadeia).

Proposicdo 4.12. Se Q' age trivialmente sobre A, temos que (AugZ(A/A1)) ®z A, é do tipo
FP; como Z(G/A1)-mddulo.

Demonstragido. Como (2 age nilpotentemente sobre A, temos que A tem uma filtracdo
de ZQ-submoédulos dada por

A=MyDQA=M; DQ?PA=M,;>..DQ"A =0,

i

onde Q' age trivialmente sobre os quocientes
de A; dada por

. Essa filtra¢do induz uma filtragao
i+1

A1:N():)AlﬁMl:N1:)...DAlﬂMj:N]‘D...:)NS:O,

N
onde Q' age trivialmente sobre os quocientes L
j+1
Sabemos pelo Lema 4.11 que Aug(Z(A & A;)) tem tipo FP, como Z((A & A1) = Q)-
modulo. Considere a sequéncia exata curta de Z((A & A;) = Q)-mddulos

Aug(ZA) @ Aug(ZA,) — (Aug(ZA) @ ZA,) ® (ZA ® Aug(ZA1)) — Aug(Z(A @ Ay)).

Como A = Q tem tipo FP;, pelo Lema 4.8 temos que Aug(ZA) tem tipo FP, como
Z(A = Q)-moédulo, o que implica que ZA; ®z (Aug(ZA)) ~ (Aug(ZA)) ® ZA; tem tipo
FP; como Z((A®A1)>Q)-mddulo. Analogamente temos que ZA®(AugZA) é FP, como
Z((A® A1) < Q)-moédulo. Entao pela Proposicao 1.69 temos que (AugZA) ®z (AugZ.A1)
tem tipo FP; como Z((A @ A1) < Q)-mddulo. Agora, matando a agdo de A; e usando o

fato que o produto tensorial é functor exato a direita, temos que Z ®z4, (Aug(ZA)) ®z

AugZA
(Aug(ZAy)) = (AugZA) ® (14:5711)2 tem tipo FP; como Z(A = Q)-médulo. Mas
AUSZA 4 fi 00— 1+ (AugZA, > deacA. L
— =~ rfism nvia a — u araa, onde a . Logo
(AugZA,) 1 via o morfismo que envi SZA1)* p 1. Log

(AugZ.A) ® A tem tipo FP; como Z(A = Q)-mébdulo.
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Agora, considere a sequéncia exata curta de Z(A = Q)-mé6dulos
(ZA(Aug(ZA,))) ® A1 = (AugZA) ® Ay - (AugZ(A]A;)) ® A;.

Sabemos que (AugZA) ® A, é do tipo FP; como Z(A = Q)-médulo, assim para mostrar
que (Au gZ(A%)) ® A; é do tipo FP; como Z(A = Q)-moédulo, precisamos mostrar que
(ZA(Aug(ZA,))) ® Ay é do tipo FPy como Z(A = Q)-moédulo. Mas temos que

(ZA(Aug(ZA1))) ® Ay = ZA ®za, (Aug(ZA1)) ® Ay = Z(A = Q) @z(a,q) (Aug(ZA1) ® A1)

o qual é FPy, como Z(A = Q)-moédulo pois, usando a filtracdo de A; dada anteriormente
Ni  ANQA c QA
N ATNQMA — Q1A w
ZE)].A(Q) = X9(Q) e por [15, Teo. 1] temos que X (Q) N =X (Q) = @ temos por [15, Prop.
10] temos que (Aug(ZA,)) ®z Ay é FPy como Z(A; =< Q)-mddulo. Assim, concluimos
que (Aug(Z(A/A1))) ® A; é do tipo FP; sobre Z(A < Q), onde A; age trivialmente. Logo,
pelo Lema 1.78, (Aug(Z(A/A1))) ® A; é do tipo FP; sobre Z((A/A1) = Q). []

temos que Q' age trivialmente sobre e como X, (Q) =

Coroldrio 4.13. Se Q' age trivialmente sobre A entdo Ay tem tipo FP, como Z(G/A1)-médulo.

Demonstragio. Segue da tltima proposicdo e Coroldrio 4.7. n

45 QOcasoi=3

Temos que mostrar que H3(A; Z) é do tipo FPy como Z(G/A;)-moédulo. Observamos
que G/A; = (A/A1)=Qeaacgdo de G/A; sobre H3(A;; Z) é induzida pela agdo de G sobre
A via conjugagdo. Como A é um grupo abeliano isto implica que A/A; age trivialmente
sobre H3(A1; Z) e acdo de G/A; induz uma acao de Q = (G/A1)/(A/A,) sobre H3(A1; Z) .

Proposicao 4.14. H3(A1; Z) tem tipo FPy como ZQ-mdédulo. Portanto H3(A1; Z) tem tipo
FPy como Z(G/A,)-modulo.

Demonstragido. Primeiramente, observemos que A; possui uma filtracdo dada por

0=ByCB CB,C---C By CBr=A4A,
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onde By_1 = Tor(By) é o subgrupo de By = A; gerado pelos elementos de ordem finita.
Portanto By/Bi-; € livre de tor¢do e os outros termos da filtracdo sdo dados da seguinte

maneira:

Paracadab € By, existe m(b) € Z\ {0} tal que m(b)b = 0. Como By, é finitamente ge-
rado como ZQ-médulo, pois By é um ZQ-submoédulo de By, onde ZQ é Noetheriano,
temos que

By.1 = ZQby + ZQby + - - - + ZQbs.

Assim para cada b;, i € {1,2,..,s} existe m; € Z \ {0} tal que m;b; = 0 e portanto
tomando m = MMC(my, my, ...,ms) > 0 temos que mBx_; = 0. Decompondo m como
m = p;'.p;..p;, onde os p;’s sdo primos e z; € Z com z; > 1 temos que B;_; tem uma

tiltracdo dada por

—1 —
0 =mBy_1 C Pil pzzpi By C...C Pil -P§2-~~pi_1lBk—1
Z1 .22 Zr—1 -1 Z1 Z]—l
c Py Py P, B C...C 2 Br_1 C P, Br1C...C PlBk—l C By

e portanto temos a filtragcdo de A; dada anteriormente onde By, = p1Bi_1,Bi—3 =
p%Bk_l, v, Bl = pil .péz...p‘f’_lBk_l e By = mB = 0 e Bj/B;_; tem expoente um ntimero primo
ou B;/Bj_; = 0. Descartando quocientes que sdo triviais e reenumerando os indices

podemos supor que B;/B;_; tem expoente primo.

Agora, seja B < G, onde B C A, isto é, B é um ZQ-submoédulo de A;. Logo, existe

uma sequéncia espectral, veja Teorema 1.61, tal que
El%]- = Hi(A1/B,H/(B, Z)) 7 His (A1, Z),

onde A;/B age sobre B via conjugacdo (a a¢do é trivial pois A; é um grupo abeliano) e
portanto A;/B age trivialmente sobre H;(B, Z) o que implica que temos isomorfismo de
Z.Q-mobdulos

Hi(A1/B, H/(B, 2)) = H(A:/B, Z) ® Hy(B, Z),

com Q agindo sobre A; e A;/B via conjugagdo e a agdo de Q sobre o lado direito do
isomorfismo em cima é diagonal.

Pela convergéncia da sequéncia espectral existe uma filtracdo de H3(A1, Z) com quo-
cientes £ onde i+ = 3. Temos que E € um subquociente de Ef]. (de ZQ-submoédulos),
isto é, existe Rgzj) C Rglj) C Efj., com Rglj) / Rgzj) = E;°. Como ZQ ¢ Noetheriano, se Ef]. é fi-

nitamente gerado como ZQ-modulo, teremos que Ef também serd finitamente gerado
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como ZQ-mébdulo, o que implica que H3(A;, Z) é finitamente gerado como ZQ-mdédulo.
Portanto é suficiente mostrar que Ef]. é finitamente gerado como ZQ-mdédulo via acdao

diagonal.

Observamos que mostramos o seguinte : se H;(A;/B, Z) ®2 H;(B, Z) é finitamente
gerado como ZQ-moédulo via acdo diagonal para cada i + j = 3 entdo H3(Aq,Z)
é finitamente gerado como ZQ-médulo. Repetindo este argumento temos que se
H; (B1/By,Z) ® H;,(By/B1,7Z) ® --- ® H; (Bx/Bi-1,7Z) é finitamente gerado como ZQ-
moédulo para quaisquer iy + ip + - - - + iy = 3 entdo H3(A;, Z) é finitamente gerado como
Z.(Q-mobdulo.

Assim, podemos considerar vérios casos dependendo de max{iy, i, ..., ix} :
Caso 1. maxl{iy, iz, ..., i} = 1

Supomos, sem perda de generalidade, que i, = ig =i, =1, a < <y, eoresto é0.
Assim,
H;,(Ba/Ba-1,2Z) ® Hi(Bg/Bg-1,Z) ® H; (B, /By-1,Z) =
H1(Ba/Ba-1,2) ® Hi(Bg/Bg-1,Z) ® H(B, /B, -1, Z) =
(Ba/Ba-1) ® (Bg/Bp-1) ® (B, /B, _1).

Para simplificar a notagdo, vamos escrever B,/B,_; = V1, Bg/Bg_1 = Ve B, /B,_1 = V3.

Pelo Lema 2.6 temos que Zﬁ,j(Q) C X9(Q) e pelo Lema 2.11 temos que 0 ¢ X (Q) +
25(Q) + £5(Q), o que implica que

0¢ X5, (Q) + I, (Q) + I, (Q).

Agora aplicando o Corolério 2.10 temos que V; ® V, ® V3 é finitamente gerado como
ZQ-modulo. E assim terminamos o primeiro caso.

Caso 2. Suponha max{iy, i, ..., ix} = 2. Portanto, i, = 1 e ig = 2 e 0s outros séo 0.

Assim, temos
Hi(B;,/Bi,-1,Z) ® H2(Bj;/Bi;-1, Z),

e denotando B; /B; -1 =V e Biﬁ/Bl-ﬁ_l =V, temos Hy(V,,Z) =V, AV,
H1(Bi,/Bi,~1,Z) ® Hy(Bi;/Bis-1,Z) = V1 ® (V2 A V).
Como V,®V, » Vo AV temos Vi®@ V@V, - Vi ®(Vy AV,). Assim, basta aplicarmos
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o caso 1 para V, = V3, isto é, V1 ® V, ® V; é finitamente gerado como ZQ-mdédulo e
portanto V; ® (V, A V3) é finitamente gerado como ZQ-mddulo.

Caso 3. Suponha max{iy, i, ..., ix} = 3. Portanto, i, = 3 e o resto iguais a 0.
Vamos dividir esse caso em outros dois casos, que sdo os seguintes:
La=k

Nesse caso, temos que B,/B,-1 = Bi/Bi-1, que é livre de tor¢do. Chamando By /By =
V, temos que existe um isomorfismo natural H3(V,Z) ~ V A V A V [[12], Capitulo 5,
Teorema 6.4]. Ecomo VV®V -» VAV AV, temoscomonocasol que VeV eV
é finitamente gerado, portanto V A V A V é finitamente gerado como ZQ-médulo. E,

portanto, H3(B,/B,-1, Z) é finitamente gerado como ZQ-mddulo.
II. @ < k.

Sabemos que B,/B,-1 = V tem expoente p um primo p. Tomando a sequéncia exata
curta de Z-moédulos dada por

pZ — Z —» Z[pZ =T,
temos uma sequéncia exata de homologia
Hy(V,pZ) 5 H(V, Z) 5 Hy(V, Z/pZ) = Hy(V,pZ) = -

Por outro lado, como pV = 0, temos que Im(0) = pH;(V,Z) = 0, o que implica que d é
injetivo. Logo
Hs(V,Z) — Hs(V, ).

Assim, se H3(V,IF,) é finitamente gerado como ZQ-médulo teremos que H3(V, Z) é
finitamente gerado como ZQ-mdédulo.

Portanto, o préximo passo serd estudar H3(V,IF,). Por [12, Teorema 6.6], para
qualquer grupo abeliano D, H3(D, IF,) existe uma filtracdo natural

A’D, — Hy(D,TF,) = (D,) ® (,D)

onde D, = D/pD e ,D = {d € D | pd = 0}. Portanto, para D = V temos V, =V =,V,
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logo temos uma sequéncia exata curta de ZQ-moédulos
ANV = Hy(V,F,) > V®V.

Como A’V e V ® V sdo finitamente gerados como ZQ-médulos temos que H(V,TF,)

também é finitamente gerado como ZQ-mdédulo. n

4.6 Segundo resultado principal

Teorema 4.15. Seja G = A < Q um grupo de tipo FP, com A abeliano e Q nilpotente de classe
2. Entdo cada quociente de G tem tipo FP, também.

Demonstragio. Por [15] G é nilpotente-por-abeliano-por-finito, assim podemos supor
que é nilpotente-por-abeliano. Usando a redugdo da segdo 4.2 podemos supor que Q’
age nilpotentemente sobre A.

Dado N<G, pelo Lema 4.2, vimos que para mostrar que G/N tem tipo FP, é suficiente
mostrar que G/A tem tipo FP,. Pela discussdo seguinte ao Lema 4.2 é suficiente mostrar
que existe ZQ-submoédulo ndo trivial A; de Ap tal que G/A; tem tipo FP;. Mostramos nas
secdes 4.3, 4.4 e 4.5 que H;(A;, Z) tem tipo FP3_; como Z(G/A;)-médulo, com 1 <7 < 3.

Finalmente pelo Corolario 4.4 cada quociente de G tem tipo FP, também. n
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