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Resumo

Nesta tese, estudamos actes de subsemigrupos de grupos de Lie em seus
espagos homogéneos. Consideramos principalmente subsemigrupos de gru-
pos de Lie semi-simples. Introduzimos o conceito de reversibilidade mddulo
um subgrupo de um grupo. Mostramos diversos resultados envolvendo este
conceito, por exemplo, que a reversibilidade pode ser estudada em termos dos
conjuntos controldveis invariantes em certos espacos homogéneos compactos
de um grupo de Lie semi-simples. Introduzimos também o conceito de mid-
reversibilidade modulo wm subgrupo de um grupo e apresentamos alguns
resultados relacionados com a mid-reversibilidade. Apresentamos também
o conceito tanto de reversibilidade quanto de mid-reversibilidade para um
semigrupo agindo em um espago topoldgico, bem como alguns resultados
envolvendo estes conceitos. Um outro problema considerado foi o de calen-
lar o ndmero de conjuntos controldveis. Em nosso trabalho, apresentamos
condigbes para determinar o ndmero de conjuntos controldveis em espacos
homogéneos compactos de grupos de Lie. Consideramos também o proble-
ma de decidir quals representacdes de dimensao finita de um grupo de Lie
semi-simples real sao representadas dentro de algum subsemigrupo préprio
do grupoe de Lie das matrizes reais com determinante 1. Nesta direcio, apre-
sentamos aqui alguns resultados parciais. Apresentamos também uma clas-
sificacdo completa para certas representacdes da algebra de Lie das matrizes
reais 2 X 2 com trago zero, que deixam cones invariantes em produtos exte-
riores do espaco da representacio.



Abstract

In this work, we study actions of subsemigroups of Lie groups in their
homogeneous spaces. We consider mainly actions of subsemigroups of semi-
simple Lie groups in their homogeneous spaces.

We introduce the concept of reversibility modulo a subgroup of a group.
We show several results involving this concept, for instance, that the re-
versibility can be studied in terms of the invariant control sets in a compact
homogeneous space of a semi-simple Lie group.

We also introduce the concept of mid-reversibility modulo a subgroup of
a group, and we present some results about this subject. We also present as
the reversibility concept as the one mid-reversibility for a semigroup acting
on a topological space, as well as some results involving this concepts.

Another considered problem was about calculating the number of control
sets. In our work, we present conditions to determine the number of control
sets on compact homogeneous space of a Lie group.

We still consider the problem on deciding which representations of finite
dimension of a semi-simple Lie group can be represented in of some proper
subsemigroup of the Lie group of the real matrices with the determinant one.
In this direction, we present some partial results.

We also present a complete classification for certain representations of the
Lie algebra of the real matrices 2 x 2 with trace zero, that leave invariant
cones in a exterior product.



0.1 Introducao

Um dos principais conceitos no estudo dos sistemas de controle é a contro-
labilidade do sistema. Muitas questdes relacionadas com a controlabilidade
dependem do semigrupo de transformactes definidas pelo fluxo do sistema de
controle. Assim, vdrias questdes da teoria de controlabilidade dos sistemas
de controle podem ser abstraidas para acOes de semigrupos arbitrarios e re-
solvidas num contexto mais geral. As regices do espaco de fase do sistema
de controle, onde ocorre a controlabilidade, sao chamadas de conjuntos con-
trolaveis. Os conjuntos controldveis para sistemas de controle foram estuda-
dos principalmente por Colonius e Kliemann em [6], [7] e [8]. Estes conjuntos
desempenham um papel central no estudo das propriedades dindmicas dos
sistemas de controle (Veja [7]). A generalizagao do conceito de conjunto con-
troldavel para a¢oes de semigrupos foi introduzida por San Martin e Tonelli
(Veja [33] e [34]).

Nesta tese, estudamos a¢bes de subsemigrupos de grupos de Lie. Con-
sideraremos principalmente subsemigrupos de grupos de Lie semi-simples.
Particularmente, estaremos interessados nos conjuntos controldveis para es-
tas agoes.

Os conjuntos controldveis para acoes de subsemigrupos de grupos de Lie
serni-simples foram estudados em [31], [33] e [34]. Nesta tese, seguiremos a
linha de pesquisa destes trabalhos.

Apresentamos aqui alguns resultados sobre reversibilidade de semigrupos.
Este estudo teve motivaciio nos trabalhos [29] e [36]. Mostramos que a re-
versibilidade pode ser estudada em termos dos conjuntos controldveis invari-
antes num espaco homogéneo compacto de um grupo de Lie semi-simples.
Aqui o conceito de tipo parabdlico de um semigrupo desempenha um pa-
pel central. Para os semigrupos com tipo parabdlico 8, apresentamos uma
caracterizag8o da reversibilidade (mddulo um subgrupo) em termos de uma
6rbita de um subgrupo do grupo que intercepta quaisquer dois abertos num
determinado espago homogéneo.

Apresentamos também alguns resultados sobre mid-reversibilidade de semi-
grupos. Analisamos a mid-reversibilidade de modo andlogo a reversibilidade.
Mostramos que a mid-reversibilidade também pode ser estudada em termos
dos conjuntos controldveis invariantes num espago homogéneo compacto de
um grupo de Lie semi-simples. Relacionamos a mid-reversibilidade de um
semigrupo com a sua reversibilidade.

Um outro problema considerado foi o de calcular o ntmero de conjun-



tos controléveis. O estudo do ndmero dos conjuntos controldveis em uma
variedade flag generalizada (i.e., um espaco homogéneo compacto, o qual &
quociente de um grupo de Lie semi-simples por um subgrupo parabélico)
foi explorado por Braga Barros e San Martin em [3], [4], [33] e [34]. Em
particular, San Martin em [33] mostrou que existe um tinico conjunto con-
troldvel invariante numa variedade “flag”. Em nosso trabalho, apresentamos
condigoes para determinar o nimero de conjuntos controldveis em espagos
homogéneos compactos de um grupo de Lie.

Consideramos também o problema de decidir quais representacoes de di-
mensao finita de um grupo de Lie semi-simples real G podem ser represen-
tadas dentro de algurn subsemigrupo préprio do grupo de Lie das matrizes
reais com determinante 1, isto &, estudaremos as representactes de dimensao
finita

p: G — Sl(n,R)

tais que p{G) C S para algum subsemigrupo S com interior ndo vazio em
Si(n, R). Este foi um problema (Problema 4.12) proposto por San Martin em
[31]. Nesta diregfo, apresentamos alguns resultados parciais. Este problema
estd relacionado com a andlise da existéncia de cones num produto exterior
que sao invariantes por alguma representacio de G, e este, por sua vez, com
o problema de controlabilidade em espagos homogéneos de G (Veja em [31]).
Dessa forma, a idéia foi procurar cones num produto exterior invariantes por
alguma representacao de G.

Apresentamos também uma classificacdo completa para certas represen-
tagOes da dlgebra de Lie das matrizes reais 2 x 2 com trago zero, que deixam
cones invariantes num produto exterior.

A seguir, descreveremos detalhadamente o contetido de cada capftulo.

No capftulo 1, introduzimos as definicdes e resultados bésicos para o de-
senvolvimento deste trabalho.

No capitulo 2, definimos subsemigrupos reversiveis de umn grupo. Defin-
imos o conjunto reversor de um subsemigrupo de um grupo. Fixemos de
agora em diante G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo e com cen-
tro finito, S um subsemigrupo de G que possui interior ndo vazio em G.
Neste caso, o conceito de conjunto reversor de S surge naturalmente a partir
do fato de que em G nio existe subsemigrupo préprio e com interior nio
vazio que seja reversivel. Neste capitulo, descreveremos este conjunto em
termos dos conjuntos controlaveis invariantes para S agindo em um espago
homogéneo compacto da forma G/F,, onde Fy denota a componente conexa



da identidade do subgrupo parabdlico minimal P, Mostramos também que
este conjunto é um aberto em G. Isto segue do fato de que o conjunto de
transitividade € um conjunto aberto. Exibimos alguns exemplos que ilustram
a reversibilidade do semigrupo.

No capftulo 3, introduzimos o conceito de semigrupos reversiveis médulo
L, onde L é um subgrupo de um grupo. Analisaremos a reversibilidade de
S no espago homogéneo G/ F,. Isso serd feito com o awdlio da descricao do
conjunto reversor em termos dos conjuntos controldveis invariantes para S
agindo em G/ Fp. Assim, apresentamos uma caracterizacio da reversibilidade
modulo L em termos dos conjuntos controldveis minimais para acio de S em
G/F,. Além disso, como consequéncia desse resultado, mostramos que, se
existe urna Orbita de L densa em G/ F;, entdo S é reversivel médulo L.

Em seguida, mostramos também que § é reversivel médulo L, se o sub-
grupo L for parabdlico ou um compacto maximal de G. Para o caso em que
o subgrupo é um compacto maximal de G, apresentamos uma demonstracio
alternativa, pois este é um resultado que foi demonstrado por Furstenberg
em [11] (Veja Proposicio 23).

Para os subsemigrupos S com tipo parabdlico © caracterizamos a re-
versibilidade médulo L em termos dos conjuntos controldveis minimais para
Sem G/Fyeem G/PS., onde P3. denota a componente conexa da identidade
do subgrupo parabélico Fg«. Mostramos também que S é reversivel médulo
L, se L tem uma 6rbita densa em G/FP3.. Apresentamos uma caracterizagio
da reversibilidade médulo L em termos de uma drbita de L que intercepta
quaisquer dois abertos em G/ FP3..

Mostramos que, se S & reversivel médulo L, entdo L nao estd contido
em S. Apresentamos um resultado sobre a reversibilidade médulo L para
subsemigrupos contendo L.

Generalizamos alguns resultados sobre a reversibilidade de semigrupos.
Por exemplo, descrevemos o conjunto reversor em termos dos conjuntos con-
troldveis invariantes para .S em um espago homogéneo compacto de um grupo
topoldgico. Em seguida, apresentamos algumas consequéncias desse resulta-
do.

Apresentamos também o conceito de reversibilidade para um semigrupo
agindo em um espago topoldgico. Esta nogdo estende o conceito de reversibil-
idade mdédulo L. Mostramos que a reversibilidade em um espago topolégico
compacto X é equivalente i existéncia de um dnico conjunto controldvel
invariante em X.

No capitulo 4, fizermos umn estudo andlogo ao do capitulo anterior. Defin-
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imos subsemigrupos mid-reversiveis de um grupo. Infroduzimos o conjunto
mid-reversor de um subsemigrupo de um grupo de Lie semi-simples. De-
screvemos este conjunto em termos dos conjuntos controldveis invariantes
para S em G/ F;. Determinamos também esse conjunto em termos dos con-
juntos controléveis invariantes para § em um espago homogéneo compacto
de urn grupo topoldgico.

Introduzimos o conceito de semigrupos mid-reversiveis modulo L, onde
L é um subgrupo de um grupo. Em seguida, apresentamos algumas pro-
priedades gerais envolvendo este conceito, ¢ consequéncias do fato de que
reversibilidade médulo L implica em mid-reversibilidade médulo L. Apre-
sentamos também uma caracterizacdo da mid-reversibilidade médulo L em
termos dos conjuntos controldveis minimais para S em G/F,.

Sob certas condicBes, mostramos que, se um subsemigrupo $ de um grupo
topoldgico G tem um dnico conjunto controldvel invariante num espaco ho-
mogéneo compacto de G, entdo S é mid-reversivel em G. Consequentemente,
mostramos que a reversibilidade médulo Fy implica na mid-reversibilidade
do semigrupo em G.

Estenderemos a definicio de mid-reversibilidade médulo um subgrupo
para um semigrupo agindo num espago topoldgico X. Mostramos que, se
S é um semigrupo reversivel em X, entdo S é mid-reversivel em X. Desse
resultado foram obtidas algumas consequéncias.

No capitulo 5, apresentamos alguns resultados sobre o mimerc de con-
juntos controldvels para um semigrupo utilizando uma versio mais forte de
acessibilidade. Sob algumas hipéteses, mostramos que o niimero de conjuntos
controldveis efetivos (ou conjuntos controldveis invariantes) no espaco total
e na base de um fibrado é 0 mesmo.

Consideramos o caso em que G é um grupo de Lie conexo e simplesmente
conexo. Uma decomposi¢ao de Levi de G é dada por G = RH, onde R é
o radical de G e H ¢é semi-simples. O principal resultado desse capitulo diz
que sob certas condigGes, o nimero de conjuntos controldveis nos espagos
homogéneos G/L ¢ H/H N RL é o mesmo. Em particular, quando H N
RL & um subgrupo parabdlico do grupo de Lie semi-simples H, temos que
H/HMRL é uma variedade “flag”, e o mimero de conjuntos controldveis nas
variedades flags é finito, que foram determinados em [34].

No Capitulo 6, recordamos alguns resultados sobre representactes de di-
mensdo finita de dlgebras de Lie semi-simples reais euclidianas {ou “split”),
bem como a caracterizacio dessas representacdes em termos dos seus pesos
maximos. Uma tal caracterizacio nos permite analisar as representaces ir-
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redutiveis dessas dlgebras que deixam cones invariantes. Apresentamos uma
condigao necessdria e suficiente para a existéncia de cones invariantes pela
representacao de (7 em um espaco vetorial real em termos do seu peso max-
imo.

Em seguida, estudamos as representagdes de dimensao finita

p: G — Sln,R)

tais que p(G) C S para algum subsemigrupo S com interior ndo vazio em
Sl(n,R), que é um problema (Problema 4.12) proposto por San Martin em
[31]. Nesta dire¢do, apresentamos alguns resultados parciais.

Apresentamos também condigdes sobre a nfo existéncia de um subsemi-
grupo S em SL{n,R) com interior néo vazic contendo p{G). Por exemplo,
seja

p: G — Si{n,R)

uma representacao irredutivel. Consideremos a representacao fundamental
o de sl(n,R) no produto exterior A*R™ para k € {1,...,n— 1}. Entdo,
podemos compor p, com p. Usando o Teorema de decomposicao de Weyl,
podemos decompor A*R™ em subespacos V; irredutiveis por p.p, de modo
que a restricao de p,p(G) a cada subespaco dessa decomposicdo é irredutivel.
Além disso, podemos decompor cada V; como soma direta de subespacos de
pesos. Seja Vi o subespaco irredutivel, cujo peso maximo da representacio
irredutivel associada a V; corresponde ao maior autovalor da representacao
o, quando ele é avaliado num elemento da cidmara de Weyl positiva de uma
dada subdlgebra de Cartan de g (Ver Secio 6.3), onde g denota a dlgebra
de Lie de G. Com isto, mostraremos que, se para todo &, ndo existe cone
pontual e gerador em V), entdo ndo existe semigrupo conexo S ¢ Sl(n,R)
com interior ndo vazio contendo p(G).

Apresentamos ainda uma classificagio completa para certas represen-
tacOes de sl(2,R) tais que p,p(sl(2,R)) deixam cones invariantes em um
produto exterior. Este resultado generaliza um resultado de Vinberg (Veja
secio 6.4) para as representagoes do tipo p.p. A importancia deste resultado,
bem como os que foram ditos anteriormente, est4d relacionada com a andlise
da existéncia de cones num produto exterior invariantes por p,p(G) para al-
gum £k, e estes, por sua vez, com o problema de controlabilidade em espagos
homogéneos de G. (Veja [31}]).



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo & o de introduzir as definicoes e resultados basicos
para o desenvolvimento de nosso trabalho.

Inicialmente, introduziremos alguns conceitos bésicos sobre slgebras de
Lie. Ressaltaremos a conhecida decomposicio de Levi para uma slgebra de
Lie de dimensao finita. Ela é uma ferramenta que usaremos para apresentar
condigoes sobre a determinagio do mimero de conjuntos controldveis num
espago homogéneo compacto de um grupo de Lie semi-simples, que é o resul-
tado principal do Capitulo 5. Recordaremos também o conhecido Teorema
de decomposicéo de Weyl para uma dlgebra de Lie semi-simples de dimens3o
finita.

Apresentaremos ainda alguns resultados sobre dlgebras de Lie semi-simples
e suas representacoes.

Em seguida, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre sub-
sernigrupos de grupos topoldgicos. Recordaremos os conceitos de conjuntos
controldveis para acdes de subsemigrupos de grupos topolégicos em espacos
topoldgicos, bem como algumas de suas propriedades. Em particular, con-
sideraremos os conjuntos controldveis em espagos homogéneos de um grupo
de Lie.

Posteriormente, definiremos o conceito de cone num espago vetorial re-
al. Uma propriedade importante é a de que todo cone préprio ndo nulo e
invariante por uma representacio irredutivel de um grupo de Lie, é também
pontual e gerador.

No Capitulo 6, estaremos interessados nas representacdes que deixam
cones invariantes num produto exterior. Usaremos um resultado sobre a
existéncia de um cone pontual num produto exterior que é invariante por



umn subsemigrupo §. Tal cone € obtido a partir de um conjunto controlavel
invariante para S em uma grassmanniana. Dessa forma, apresentaremos aqui
algumas preliminares sobre grassmannianas.

A seguir, consideraremos também os conjuntos controléveis nas variedades
“fag”, i.e., nos espacos homogéneos que sdo quocientes de um grupo de Lie
semi-simples por um subgrupo parabdlico do grupo. Lembraremos também
como 0s conjuntos controidveis sao descritos e contados nas variedades “flag”.

Recordaremos a defini¢ao de semigrupos de tipo parabdlico © introduzida
por San Martin e Tonelli em [34], (Veja também [35] e {37]).

Para finalizar, revisaremos os conceitos de fibrados principais e seus fi-
brados associados. Apresentaremos os principais resultados sobre o compor-
tamento dos conjuntos contreldveis nesses fibrados .

1.1 Algebras de Lie.

Inicialmente, recordaremos alguns conceitos bdsicos de dlgebra de Lie. Como
referéncia bésica, utilizamos [13], [19], [40} e [42].

Comecamos lembrando que uma dlgebra de Lie g € um espago vetorial
sobre um corpo K, com um produto, denotado pelo colchete [+, -], que € bilin-
ear, anti-simétrico e satisfaz a identidade de Jacobi, i.e., para todo X,Y, Z €
8. (X, Y, Z]| + [, X, Y] + [V [Z, X]] = 0.

Um subespago vetorial § de g, que ¢ fechado pelo colchete, é chamado de
subdlgebra de g. Dada uma dlgebra de Lie g, consideremos a série deriva-
da definida por g® = [g,g],g® = [g®,g®],---,g® = [gh-D g¢-D] e g
série central descendente de g definida por g! = [g.g],9° = [g,8%],- -, 0" =
g, 8"71]. Um ideal de g é um subespaco [ de g que absorve todo elemento de
g, ou seja, [[,g] C I. As subslgebras g'®), g* das sequéncias acima sdo ideais
de g.

Uma glgebra de Lie g é solivel se existe um inteiro ky > 1 tal que g} =
{0}, e g & nilpotente se existe um inteiro k; > 1 tal que g* = {0} . Observe
que g® C g*. Portanto, toda slgebra de Lie nilpotente é soliivel.

Pela Proposicdio 1.28 em [40], existe um tnico ideal solivel maximal de
g, chamado de radical soldvel, ou simplesmente, radical de g que é denotado
por t(g). Dizemos que g é semi-simples, se t(g) = {0}, i.e., g ndo tem ideais
préprios além do ideal nulo. Quando dim g # 1 e os tnicos ideais de g 530 0s
triviais, dizemos que g é simples. Observe que toda slgebra de Lie simples é
semi-simples.



A forma de Cartan-Killing de g é uma forma bilinear simétrica (-, :
g x g —K definida por (X,Y) = tr{(adX)(adY)), onde tr denota o traco, e

ad: g — gl (g)

denota a transformacao linear definida por ad(X)Y = [X,Y], com X,Y € g.
Pelo Teorema 3.9 em [40], temos que g é semi-simples se, e somente se, sua
forma de Cartan-Killing é nio degenerada.

Agora, definiremos o que é uma subdlgebra de Cartan de g.

Definicao 1 Uma subdlgebra y de g ¢ dita uma subdlgebra de Cartan de g,
se b € uma subdlgebra nilpotente, e o conjunto Ngh ={X € g:ad(X)h C §}
€ o préprio b.

Toda dlgebra de Lie de dimensfio finita pode ser decomposta como soma
direta do seu radical com uma subdlgebra semi-simples. De fato, temos:

Proposicao 1 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. Entdo, existe
uma subdlgebra (tdnica a menos de isomorfismo) s de g tal que g é dada pela
soma direta g = t & 5, que € chamada uma decomposicio de Levi de g. Além
disso, s = g/t é semi-simples.

Demonstragao: Veja o Teorema 5.8 em [40)]. m

Definicho 2 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e seja t o radical
de g. O radical de G, denotado por R = R(Q), é o subgrupo de Lie conezo
de G cuja dlgebra de Lie é v = (g).

O radical R = R(G) satisfaz algumas propriedades, como vemos na
seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2 Seja G um grupo de Lie conexo com radical R. Entdo, R é
um subgrupo de Lie normal, solivel, fechado de G e, além disso, é mazimal
com estas propriedades.

Demonstragao: Veja a Proposicio 10.12 em [27]. O

Para um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo, temos uma decom-
posicac dada no seguinte teorema:



Teorema 1 Seja G um grupe de Lie conexc com dlgebra de Lie g de dimen-
sdo finita, e R o radical de G. Suponha que g = v & s é uma decomposicdo de
Levi de g e seja H o subgrupo de Lie de G gerado pela exp{ad(s)). Tem-se:

1. G = R-H e H éum subgrupo de Lie semi-simples de G {chamado
subgrupo de Levi).

2. Em particular, se G é simplesmente conexo, entdo H é fechado em G e
simplesmente conexo. Além disso, G é difeomorfo ao produto cartesiano
de R por H via aplicaciio (r, h) — rh e pode ser decomposto como o
produto direto

G=RH, com RNH = {1}

Esta decomposicdo é dita uma decomposicdo de Levi de G.
Demonstragao: Veja o Teorema 3.18.13 em [42]. ]

A seguir, sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e gl (V) a &lgebra
de Lie das transformagdes lineares de V. Seja g uma élgebra de Lie sobre o
mesmo corpo de escalares de V. Urma representacao de g num espaco vetorial
V & um homomorfismo

pg—gl(V)
i.e., p uma aplicacao linear que preserva o colchete.
Recordemos que duas representagoes

pr:g - gl(Vi) e py: g — gi(Va)

de uma dlgebra de Lie g sfo ditas eguivalentes se existe um isomorfismo de
espacos vetoriais P : V) — V; tal que po(X) = Pp,(X)P~* para todo X € g.

Seja agora h uma subdlgebra de Cartan de g, cuja existéncia é garantida
pelo Coroldrio 4.4 de [40]. Consideremos a representacio adjunta

ad : b — gl (g)

de b em g.
Um peso da representacio adjunta é um funcional linear o : h — K tal
que 0 subespaco generalizado

go ={X €g:VH €, Jinteirom > 1, (ad{H) — a(H))"X = 0}



¢ nac nulo. Note que o funcional nulo é sempre um peso da representacio
adjunta. Além disso, da definicdo de subdlgebra de Cartan, temos que = g,.
Os pesos n@o nulos da representagdo adjunta s3o chamados de ruizes de g
em relacao a b (ou do par (g, h)) e o subespago generalizado correspondente,
de espaco de raiz.

Como b & nilpotente, pelo Teorema 2.9 de [40], podemos decompor g em
soma direta

g:hegal @"'@gan

de subespacos de pesos.
A seguir, assumiremos que g é uma dlgebra de Lie semi-simples complexa
de dimensao finita. Neste caso, pela Proposicio 6.5 de [40], segue que

fo; =1 X €g:VH € b, ad(H)X = a(H)X}

e, pelo Lema 6.8 de [40], temos que dim g, = 1.

Denotemos por A o conjunto das raizes a;, ou ainda, o conjunto das raizes
do par (g, h). Pela Proposigao 6.7 de [40], A gera o dual b* de b. A seguir,
notemos que § e h* sfo isomorfos. De fato, consideremos a forma de Cartan-
Killing {-, -} de g. Como ela é bilinear, entdo est4 bem definida uma aplicacio
§: b — b" dada por {(H) = ag(-) = (-, H). Além disso, £ é um isomorfismo,
pois o fato de g ser semi-simples implica que (-,-) & nfo degenerada em
g X g e, portanto, em b x h. Logo, por meio deste isomorfismo, podemos
passar da forma de Cartan-Killing de § para o seu dual b* denotada também
por (-,-) e definida da seguinte forma: Dados o, 3 € h* correspondem a
tinicos Ha, Hs € b tais que a(-) = (-, Hy) e 8(-) = (-, Hz). Podemos definir
{a, B) = (Ha, Hg).

Temos também que através do isomorfismo £, a cada raiz o € b*, corre-
sponde um tnico H, € b tal que o H) = (H,, H) para todo H € h. Portanto,
as raizes @ € A definem um mimero finito de elementos H, tal que o conjunto
{Ha}ocn gera by, ja que as raizes o geram h*.

A seguir, consideremos o subespaco vetorial real

br = {01 Ha, +- - +apH, ta; € Reaq; €A}
bemn como o seu dual
b]’i:{alal—f----—f-akak ra; €ER e o GA}

Segue da Proposicao 6.13 de [40] que dim hg = dim b.
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Tomemos uma base ordenada {vy,..., v} de hg. Sejam v, w € hg com
v=aty + - ay e w = b + .-+ by, Em b, fixemos uma ordem
< definida por: v < w se, e somente se, v = w ou g;, < by, onde iy é 0
primeiro indice tal que a;, # b;,. Essa ordem é dita lexicogrifica. Em relacio
a essa ordem fixada, seja A" o conjunto das raizes positivas. Temos que A =
AT UA™ ,onde A™ = —A™ & o conjunto das raizes negativas. Seja ¥ C A
o conjunto das raizes simples do par (g, h), i.e., £ & wmna base de h3 formada
pelo conjunto de raizes a > 0 que nao se decompdem como soma de duas
raizes positivas e, além disso, toda raiz de A é escrita como uma combinacio
linear de ¥ com coeficientes inteiros de mesmo sinal.

A seguir, recordaremos o teorema de decomposico de Weyl. Para isto,
definiremos 0 que é uma. representacdo irredutivel de g em V.

Definicao 3 Dizemos que uma representacio p de g em V' é irredutivel se
0s inicos subespacos invariantes por p(g) sido {0} e V.

Assim, temos o seguinte:

Teorema 2 (Decomposicido de Weyl) Seja g uma dlgebra de Lie semi-
simples de dimensdo finita e p uma representacdo de g em V. Entédo, p é
uma representacdo completamente redutivel, i.e., V' se decompde como soma
direta

V=V&..8V
de subespacos irredutiveis, i.e., 0s subespagos V; sdo invariantes por p(g) e
a restricdo

plviig— gi(Vi)

é trredutivel parai=1,...,s.

Demonstragao: Veja o Teorema 5.6 em {40]. O

Seja agora G um grupo de Lie real, conexo e com dlgebra de Lie g.
Suponha que V' é um espaco vetorial real de dimensao finita. Consideremos
p: G — GL(V) uma representacio (diferencidvel) de G em V, e a represen-
tacdo correspondente ao nivel de dlgebras de Lie, dada pela representacio
(derivada)

(dp)r - g — gl(V)
A seguir, recordaremos que as representacoes de grupos de Lie sdo irredutiveis
se, e sornente se, as representacdes {derivadas) correspondentes de dlgebras de
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Lie sdo irredutiveis. E conhecido que estas representagdes estdo relacionadas
através do diagrama comutativo

E gy
exp | lexp
G & cLw

ou seja,
exp((dp)1(X)) = p(exp X) para todo X € g

Com isto, mostra-se a seguinte proposicao:

Proposicao 3 Seja G um grupo de Lie real, conezxo e com dlgebra de Lie
g. Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita. Seja p: G — GL(V)
uma representacdo (diferencidvel) de G em V e (dp)y : g — gi(V) a repre-
sentagdo (derivada) de g em V. Entdo, p € irredutivel se, e somente se, (dp).
€ irredutivel.

Demonstragao: Veja o Capitulo 4 em [23]. x

Para finalizar esta secfo, recordaremos algumas decomposicdes canonicas
de uma dlgebra de Lie semi-simples real. Nos referimos a [13], [19], [40] para
outros detalhes. Seja G um grupo de Lie semi-simples, real com dlgebra de
Lie g. Seja

g =t ©s

uma decomposicdo de Cartan dada pela soma direta de £ e 5, onde £ é uma
subdlgebra compacta imersa de g e s é o seu complemento ortogonal em
relacao a forma de Cartan-Killing.

Seja a uma subdlgebra abeliana, maximal contida em s. Para cada a no
espago vetorial dual a* de a, consideremos o espaco vetorial

g ={X g rad(H)X = a(H)X, paratodo H € a }

O funcional a # 0 é chamado de raiz do par (g, a) se g, # {0} e, nesse caso,
¢o @ chamado de espaco de raiz.

Notemos que os auto-valores para as aplicagdes adjuntas ad(H), com H €
a, a0 todos reais. Isso se deve ao fato de que as aplicagbes ad(H ) determinam
uma familia de operadores lineares simultaneamente diagonalizdveis, uma vez
que sao operadores auto-adjuntos que cormutam dois a dois. Entéo, g é uma
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soma direta ortogonal dos subespacos g, . Agora, seja II o conjunto das
rafzes do par (g, a). Escolhendo uma ordem lexicégrafica em a*, seja IIT o
conjunto das rafzes positivas nessa ordem. Portanto, II = I[IT U II™, onde
II™ = —II" & o conjunto das rafzes negativas. Seja & C II o conjunto das
raizes simples do par (g, 6}, ¢ qual é uma base de a* e gera II com coeficientes
inteiros de mesmo sinal.

A subélgebra dada pela soma direta

=Y g

ac IIT

& uma subaélgebra nilpotente. Ela fornece uma decomposicac de Iwasawa de
g dada pela soma direta
g=tSadn”

e no nivel de grupos de Lie, temos a decomposigao global de Iwasawa de G
dada pelo produto
G = KAN™*

onde K =expt, A =expae Nt =expn™. Se G é conexo e tem centro finito
entao temos que K é um subgrupo compacto maximal de G.

A seguir, daremos um exemplo, no qual ilustramos os elementos intro-
duzidos acima.

Exemplo 1 Consideremos G = Sl{n,R) o grupo de Lie das matrizes reais
n X n de determinante 1, e com dlgebra de Lie g = sl (n,R) que é a dlgebra
de Lie das matrizes regis n X n de trace zero. Uma decomposicio de Cartan
de sl{n,R) ¢é dada pela soma direta

sl(n,R) = so(n,R) & s{n, R)

onde s0(n,R) € a subdlgebra das matrizes anti-simétricas em sl(n,R) e,
s(n,R) € o subespaco das matrizes simétricas em sl(n,R). As subdlgebras
abelianas mazimais de sl{n,R) sdo as subdlgebras de Cartan, uma vez que
sl{n,R) ¢ a forma real normal da élgebra de Lie semi-simples sl(n,C). Uma
subdlgebra de Cartan b de sl(n,R) é a dlgebra de Lie das matrizes reais di-
agonais de trago zero. As raizes sio dadas por o;; = A — A; , © # 7,
onde 0s X; sdo funcionais lineares em §* definidos por \; (H) = a;, com
H = diag {a1,...,a.}, ou seja, Il = {a,; :1+ j}. Um sistema simples de
raizes é dado por
3= {ai,i+;:i=1,.-.n—l}
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Bscreveremos o = Qui1. Logo, toda raiz o, € escrita como combinacdes
lincares inteiras de mesmo sinal de elementos o; de ©. Os subespacos de
raizes sGo unidimensionais e gerados pelas matrizes E; ; cuja entrada 1,7 é
igual a 1, e as outras sGo zeros. Em relacdo a esse sistema simples de raizes,
um sisterne de Taizes positivas é dado por 11T = {ay; 1 ¢ < §}. Logo, a dlgebra
de Lie nilpotente 0 é a subdlgebra das matrizes triangulares superiores com
zeros na diagonal. A decomposicdo de Iwasawa é dada por

sl (n,R) =s0(n,R) ©a &n"

onde a = §) e a decomposicio global de Twasawe ao nivel de grupo de Lie é
dada por
Sln,R) =S0(n,R) @ A NT

onde SO(n,R) é o subgrupo compacto das matrizes ortogonais n x n com
determinate 1, A é o subgrupo de Lie das matrizes diagonais, cujo produto
dos elementos das diagonais é igual a 1, e N¥ € o grupo de Lie nilpotente
dado pelas matrizes triangulares superiores, cujo produto dos elementos das
diagonais € igual a 1.

1.2 Acoes de semigrupos

Nesta se¢io, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre subsemigru-
pos de grupos topoldgicos. Apresentaremos também os conceitos de con-
Jjuntos controldveis e conjuntos controldveis invariantes para agdes de semi-
grupos, bem como alguns resultados, que serdo usados, posteriormente, nos
capitulos 2, 3, 4 e 5. Para outros detalhes nos referimos a [2], [33] e [34].

1.2.1 Subsemigrupos de grupos topolégicos

Comecemos com a seguinte definicao:

Definigdo 4 Um conjunto ndo-vazio S com uma operacdo - que é associati-
va, é chamado de semigrupo.

Estaremos interessados no caso em que o semigrupo S estd contido em
um grupo G. Neste caso, dizemos que S é um subsemigrupo de G ou, mais
precisamente, temos a seguinte:
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Definigdo 5 Seja (G,-) wm grupo. Um subconjunio S C G € um subsemi-
grupo de G s¢ SS C S,

Recordemos também o conceito de ideal de um subsemigrupo.

Definicao 6 Seja (G, ) wm grupo e S um subsemigrupo de G. Um ideal de
S € um subconjunto ndo-vazio I de S que satizfar SIC I eISC I

Denotaremos por intS o conjunto dos pontos interiores de S em G. Da
Proposi¢ao V.0.15. em [15] e do fato de que todo grupo topolégico conexo &
gerado por uma vizinhanca da identidade (Veja a Proposigdo 5.1.12 em [9]),
temos a seguinte:

Proposigao 4 Sejam G wm grupo topoldgico e S C G um subsemigrupo com
intS # . Tem-se:

1. (intS)S U S(intS) C intS, i.e., intS é um ideal de S.
2. Se G é conexo e a identidade 1 € intS, entaoc S = G.

Como consequéncia desta proposicdo, segue que nao existem subsemi-
grupos préprios de interior nao vazio em um grupo topoldgico compacto e
CONEXO.

Proposicao 5 Seja G um grupo topoldgico compacto e S C G um subsemi-
grupo com intS # @. Entdo, 1 € intS e § é um subgrupo aberto e compacto
de G. Além disso, se G for conexo, entdo S = G.

Demonstracao: Veja a Proposi¢do V.0.18 em [15]. ad

Recordemos o conceito de subsemigrupo maximal.

-

Definicao 7 Seja G um grupo. Dizemos que um subsemigrupo S C G é
maximal se satisfaz:

1. Os tnicos subsemigrupos contendo S sdo S e G,
2. S ndo é um grupo
Consideremos a seguinte:

Proposicao 6 Sejam G uwm grupo topoldgico conexo e S um subsernigrupo
proprio de G com intS # 0. Entdo, S estd contido em um subsemigrupo
mazximal.

Demonstracao: Veja a Proposi¢do V.5.14 em [15]. O
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1.2.2 Conjuntos controldveis

Seja G um grupo topolédgico agindo num espage topoldgico X. Suponha que
S é um subsemigrupo de . Dade z € X, usaremos a seguinte notacio
Sz = {gr: g & S} para a drbita de 5 através de z.

Definicao 8 Um conjunto controldvel para S em X é um subconjunto D ¢
X gue satisfaz

1. intD # 0.
2. paratodo z € D, D C fe(Sz).

3. D & maximal satisfazendo 1 e 2.

Dizemos que S é acesstvel se int(Sz) $# § para todo z € X. A seguir,
assumiremos que S e S 530 acessfveis.

Observemos que a condicao 2 da definicio acima, nos diz que os conjuntos
controldveis sdo subconjuntos de X onde o semigrupo é aproximadamente
transitivo. No entanto, se existe um subconjunto Dy (ou Dg(S)) de D, onde
o semigrupo ¢ transitivo, i.e., para todo z,y € Dy, existe ¢ € S tal que
gz =y, demonstra-se que este conjunto & da forma

Dy={z € D:z<€int(Sz)N int(S7'z)} .

Como o semigrupo S é transitivo neste conjunto, dizemos que Dq é o conjunto
de transitividade de D. Em geral, Dy pode ser vazio. Quando Dy # @, dizemos
que D & um conjunto controldvel efetivo para S. Em nosso trabalho, estaremos
somente interessados em conjuntos controldveis efetivos.

A seguir, recordaremos algumas propriedades importantes do conjunto de
transitividade.

Proposigao 7 Suponha que D é um conjunto controlével efetive para S, i.e.,
Dy # 0. Entéo,

1. D ¢ int(S~'z) para todo z € Dy
2. Dy = int(Sz) Nint(S~z) para todo z € Dy

3. Paratodo z,y € Dy, existe g€ Stal quegz =y
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4, Dgy é denso em D, ie., feDy = D

far]

. Dy é S-invariante em D, e, gr € Dysege S,z € Dyegr € D.

6. Se SD C D ou 871D C D, entdo Dy # B. Além disso, D = [, se
S7'D c D.

Demonstragao: Veja a Proposigao 2.2 em [21. O

No caso em que X é uma variedade homogénea de um grupo topoldgico G,
e se intS # @, entdo segue da Proposicao 2.2 em [34] que Dy = (intS)D N D.

A seguir, recordaremos a definico de conjunto controldvel invariante para
5. Para outras informagdes sobre estes conjuntos nos referimos a [33].

Definicao 9 Um conjunto controldvel invariante para S em X (ou um S-
c.cd.) é um congunto controldvel C para S em X tal que para todo x € C,

fe(Sz) = fe(C).
Consideremos a seguinte

Proposicao 8 Suponha gue S é um subsemigrupo de wm grupo topoldgico G
agindo em um espaco topoldgico X com intS # 9. Tem-se:

1. Se D é um conjunto controldvel invariante para S em X, entdo D ¢
fechado.

2. Assuma que X € um espaco compacto. Entdo, o nidmero de conjuntos
controldveis invariantes para S € finito em X.

Demonstragao: Veja [1] e a Proposicao 3.3.8 em [7]. 0
Sobre a existéncia dos conjuntos controldveis invariantes, temos a seguinte
proposicao:

Proposicao 9 Sejam G um grupo topoldgico e S C G um subsemigrupo com
intS # 0. Suponha que X é um espaco topoldgico. Se

= M fi
C n e(Sz) # 0
entdo C' € o dnico conjunto controldvel invariante para S em X.
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Demonstracao: Veja o Lema 3.1 em [1]. o

Observemos que a reciproca da proposicio anterior vale quando X for um
espago compacto. De fato, suponha que X & um espaco compacto e ¢ é o
Unico conjunto controldvel invariante para § em X. Entdo, pelo Lema 3.1 em
[1], temos que para cada z € X existe um conjunto controldvel invariante,
digamos C; para S de modo que fe(Sz) D C.. Mas, por hipétese, temos que
Cy = C. Logo, z?x fe(Sz) O C. Agora, como C é um conjunto controlédvel

invariante para S, segue que C = fe(Sz) O QX fe{Sz). Portanto, C' ==
N fe(Sz).
z&X

Existe uma ordem natural entre os conjuntos controldveis para S, a qual
é definida da seguinte maneira: Dados Dy, Dy C X conjuntos controldveis
para S, dizemos que [ é menor do gue Dy e escrevemos Dy < s se, e
somente se, existe x € [y tal que fe(Sz) N Dy # 8. A relacao de ordem nos
conjuntos controldveis é wma ordem parcial. De fato, claramente esta relacio
é reflexiva e transitiva, e a propriedade anti-simétrica segue da propriedade
de maximalidade dos conjuntos controldveis.

Assim, se D é um conjunto controldvel para S que é invariante por S,
entao [ é maximal em relaciio a ordem definida por S. Neste caso, dizemos
que D & um conjunto controldvel mazimal de S. Analogamente, se [* =
D*(S) & um conjunto controldvel para S que é invariante por S, entdo
D & minimal em relacdio & ordem definida por S. Neste caso, dizemos que
D~ & um conjunto controldvel minimal de S. Observamos que o fato de que
SD ¢ D (S7'D* C D*), segue que estes conjuntos sao controldveis efetivos.
(Veja o item {6) da Proposi¢io 7). Para outros detalhes sobre esta ordem nos
referimos a [34]. Além disso, temos que todo conjunto controldvel minimal
de S em X é um conjunto aberto, que é o conjunto de transitividade de um
conjunto controldvel invariante para S~1, digamos D(S™%), ou seja, D*(S) =
Do(S571) (Veja [37)).

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 2 Sejam G = Sl(n,R) e § = SIT(n,R) C G o subsemigrupo
das matrizes Teais de entradas ndo negativas, i.e., das matrizes A = (a;;),
a;i; 2z 0 ecomdetA = 1. Temos que § é um subsemigrupo de interior
ngo vazio em S(n,R). Consideremos a acao de Sl(n,R) no espago projetivo
RP" dada por g [v] = [gv] comv € R*\{0}, onde [v] denota a reta passando
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pela origem e por v. Entdo, o conjunto

correspondente ao primeiro octante do espaco euclidiano n-dimensional R™
€ um conjunto controldvel invariante para S. Para isto, veja o Exemplo 2.3
em [83]. Por outro lado, o complementar de C em RP™! dado por

C™=RP*" —C = {[(z1,T2,---,2,)] € RP" | 2; < 0}

¢ o congunto controldvel minimal de S. Consideremos agora o semigrupo in-
verso S™1. Entdo, o conjunto

C =RP"™ —intC = {[(z1, 22, ..., 2,)] € RP* | 2, < 0}

€ o conjunto controldvel invariante para S~ em RP™ . Agora, o comple-
mentar de C dado por

(C)" =RP" - C = {{(z1, 22, ..,7,)] € RP* | z; > 0} = intC

é um conjunto controldvel para S™* e invariante por § = S17(n,R), ou seja,
(C)~ € o conjunto controldvel minimal de S—1.

A seguir, recordaremos algumas propriedades sobre o comportamento dos
conjuntos controldveis através de fibragoes equivariantes.

Para isto, sejam [; C L, subgrupos fechados de um grupo de Lie G.
Consideremos os espagos homogéneos G/L; e G/Ly de G. Consideremos a
acao natural 4 esquerda de G em G/Ly, G/ L, respectivamente. Além disso,
como Ly C Ls temos que existe uma fibracio canénica

o G/Ll — G/Lg
gLy — gls

Dizemos que a fibragio m é eguivariante se w(gz) = gn(z) para todo z €

G/L; GQEG.

Proposicao 10 Sejam Ly C Ly subgrupos fechados de um grupo de Lie G e
S C G um semigrupo com intS # 0. Consideremos a fibragdo candénica

T G/Ll - G/Lg

como acima. Entdo,

19



1. Se D C G/L; é um conjunto controldvel invariante para S, entéo existe
urmn dnico conjunto controldvel invariante B ¢ G/L, para S tal que
#{D) C B. Além disso, se D & efetivo, entdo B é efetivo e 75{ D) C By,

2. Suponha que G/L; é compacto e seja C; um conjunto controldvel in-
variante para S em G/ L. Entdo, w(C1) = Cy & um conjunto controldvel
invariante para S em G/ Ls.

3. Assuma que G/L; compacto. Se B C G/Ly & um conjunto controldvel
efetivo para S em G/Ls, entdo existe D C /L, conjunto controldvel
para S tal que 7(D) C B.

4. Suponha que G é compacto e conexo. Seja Oy um conjunto controldv-
el invariante para S em G/Ls. Entho, 771y} = C; & um conjunto
controldvel invariante para S.

5. Suponha que G é compacto. Seja Cy um conjunte controldvel invari-
ante para S em G/L,. Entdo, 77(Cs) contém ao menos um conjunto
controldvel invariante para S.

Demonstragao: Veja as Proposigbes 2.6 ¢ 2.7 em [34]. Veja também a
Proposicao 2.2 em [33]. ]

1.3 Cones

Nesta segéo, apresentaremos o conceito de cone pontual e gerador num espaco
vetorial real. Para referéncia sobre este assunto, indicaremos [15].
Seja V um espago vetorial real.

Definicao 10 Um subconjunto W de V' é chamado um cone convexo ou
simplesmente um cone, se ele satisfaz:

1. W+W oW
2. RtW oW
3. W éfechadoem V
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Estaremos interessados em cones pontuais, geradores que 830 invariantes
por representacoes. Assim, recordemos tais conceitos:

Definicao 11 Seja W C V um cone .

1. Dizemos que o cone W é pontual se W N (W} = {0} .

2. Se W+ (—W) =V, dizemos que W é um cone gerador de V.

Observemos que, se a dimensdo de V for finita, entdo W é gerador se, e
s6 se, imtW # 0. Temos também que W + (—W) = {0} se, e somente se,
W = {0}.

Deefinicao 12 Sejam G um grupo de Lie real e § ¢ G um subsemigrupo.
Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Consideremos

p: G — GL(V)

uma representacdo de G no espaco vetorial V. Seja W C V' um cone. Dizemos
que W € invariante por p(G) se p(G)W C W. Quando p(SYW C W, dizemos
que W ¢ invariante por p(S).

Na presenca da irredutibilidade da representacao, todo cone préprio néo
nulo e invariante por p(G) é pontual e gerador, ou seja, temos:

Proposicao 11 Seja G um grupo de Lie. Seja
p: G — GL(V)

uma representacdo irredutivel de G num espaco vetorial real V de dimensdo
finita. Seja W C V' um cone prdprio ndo nulo e inveriante por p(G). Entao,
W é pontual e gerador.

Demonstracao: Para mostrarmos que W é pontual, observemos que p(G)(WnN
W) C (WN-W)e (WN—W) é um subespaco de V. Além disso, (WN—W)
é préprio, uma vez que W & préprio. Logo, segue que W N —W = {0} ja
que p € uma representacao irredutivel. Temos também que W é gerador,
pois p(G)(W + (—W)) C W + (—W) e W + (—W) & um subespaco nao nu-
lo de V. Portanto, W {—W) = V, pois p é uma representacao irredutivel. O
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1.4 Subsemigrupos e grassmannianas.

Seja S ¢ Sl{n, R) um subsemigrupo préprio com intgy, S # 0. Nesta segao,
estaremos interessados na existéncia de cones pontuais W ¢ AFR™ que sdo
invariantes pelc semigrupo 5. Mais especificamente, num resultado demon-
strado por San Martin em [31], que garante a existéncia de um cone préprio
pontual num produto exterior A*R™ que é invariante por §. Um tal cone
é gerado por um subconjunto das grassmannianas de subespacos de R™ de
dimensédo k, com &£ € {1,...,n ~ 1} que serd denotada por Gri{(n).

Inicialmente, apresentaremos alguns resultados sobre grassmannianas. Para
estes resultados, damos como referéncia [32]. Um modo de representar alge-
bricamente um subespago k-dimensional € através de uma de suas bases. Em
relacdo a uma base 5 de R", um conjunto de k vetores linearmente indepen-
dente é dado por uma matriz n x k. Deste modo, um subespago de dimensao
k & descrito por uma matriz n x k£ de posto &£. Denotaremos por B(n, k) o
conjunto das matrizes n % k de posto k.

Temos que dois elementos p, g € B(n, k) definem o mesmo subespaco k-
dimensional se, e somente se, as colunas de p sdo combinagbes lineares das
colunas de ¢, ou de modo equivalente, se existe uma matriz inversivel a de
ordem k& x k tal que p = ga. Isto define uma relagéo de equivaléncia em B(n, k)
denotada por ~ . O conjunto das classes de equivaléncia B(n, k)/ ~ estd em
correspondéncia bijetora com Gry(n). Uma tal correspondéncia nos fornece
uma descri¢ao algébrica das grassmannianas dos subespacos k-dimensionais
de R™.

Comeo uma transformagao linear inversivel leva um subespaco de dimensao
k num subespaco de mesma dimensdo, existe uma a¢io natural de Sl(n, R)
em Gry(n} que é dada em termos das classes de equivaléncia dos subespacos
k-dimensionais. A saber, ela é dada através da multiplicacido de uma matriz
n x n em Sl{n, R} por uma matriz n x k.

Temos que esta agio é transitiva em Gri{n), i.e., dados U, V subespagos
k-dimensionais de R”, existe g € Si{n, R) tal que g/ = V. Isto segue do fato
de que qualquer matriz n x k de posto k, pode ser complementada a uma
matriz n X n com determinante 1. Logo, com esta agio, Gri(n) é um espaco
homogéneo.

Restringindo a acdo de Sl(n,R) ao grupo de Lie SO(n,R) das matrizes
ortogonais de determinante 1, temos também uma agio transitiva em Gry(n).
Seja agora by o subespaco k-dimensional de R™ gerado pelos k primeiros
vetores da base cantnica e, ..., e, de R™. O subgrupo de isotropia H de by
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determinado por esta acho € o subgrupoe das matrizes da forma

H:{(? g):AeO(k‘)eBEO(ﬂwk}\}

que & isomorfo a O(k) x O(n — k). Logo, Gri(n) é uma variedade compacta
de dimensdo k{n — k).

A seguir, consideremos a a¢do do semigrupo S nas grassmannianas Gry(n) C
A*R™ como um semigrupo de difeomorfismos. Pela compacidade de Gry, (n)
sabemos da Proposicéo 3.1 em {33] que existe um tunico conjunto controlavel
invariante para S, digamos C*. Além disso, temos que este conjunto é fecha-
do e tem interior ndo vazio. {Veja a Proposicdo 8). Temos também pela
Proposicéo 8 que

C*= n  fe(Su
wEGre{n)
A proposicdo a seguir nos mostra uma relagao entre os conjuntos controléveis
invariantes C* e os elementos euclidianos regulares # € intS. Na secdo 1.5,
definimos elemento regular. Um elemento i € Sl(n,R) é regular se existe
a € Sl{n, R) tal que h = adiag {A1,---, A} a™!, com Ap > --- > A,..
Temos a seguinte proposicio:

Proposicao 12 Seje S C Si{n, R) um subsemigrupe proprio com infgn ) S #
Q. Entdo, existe h regular, h € intS ek € {1,...,n— 1} tal que C* estd con-
tido na variedade estdvel de h, que € a orbita aberta e densa da decomposicdo
de Bruhat de Gri(n).

Demonstracao: Veja o Teorema 2.2 em [31]. 0

A partir deste resultado, foi definido em {31} um semigrupo S do tipo k.
Temos que S é do tipo k se S e k s3o como na Proposicio 12.

Agora, consideremos a grassmanniana orientada Gry (n), ou seja, o con-
junto dos subespacos k-dimensionais em R™ que sdo orientados. Dados
g € Si(n,R) e ¢ € Gr{(n), obtemos um subespaco orientado g{ € Gr} (n),
definindo uma base positivamente orientade de g( como sendo a imagem
através de g de uma base positivamente orientada de (. Desta maneira, temos
que Sl(n,R) age transitivamente em Gr; (n), e isto o torna um espago ho-
mogéneo. Como para os subespacos, os subespacos orientados k-dimensionais
sdo também representados por uma matriz n < k de posto k. Em termos destas
representagles matriciais, temos que duas matrizes p, ¢ € B(n, k), definem o
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mesmo subespaco orientado se, e somente se, p = ga para alguma matriz ¢ de
ordem k x k com deta > 0. Através desta representaciio, a acio de Sl(n,R)
em Gr; (n) também ¢ dada pela multiplicacio de matrizes. Como variedade,
Gr7 (n) é umn recobrimento duplo de Gry,(n) com aplicagao de recobrimento

71 Gry (n) — Grg(n)

dada pela eliminacao da orientaciio nos subespacos. Além disso, 7 é equivari-
ante em relacao &s acoes de Sl{n, R).

Por outro lado, no produto exterior A*R™ temos um produto interno
definido por

(us A oA g, o AL Aoy = des{{ug, v;) )i

que é induzido por um produto interno {-,-} em R™.
Um elemento { € A*R™ que pode ser escrito como ¢ = us A ... Auy é

dito um elemento decomponivel. Seja m = ( Z ) - 1. O mergulho natural

de Grj(n) na esfera unitdria S™ de A*R™ é dada pela bijecio que associa
a cada base ortonormal positivamente orientada p = {u,...,u;} de cada
subespaco k-dimensional Vi, C A*R" o elemento decomponivel u; A ... A ug.
Observe que |juy A ... Au,l| = 1 segue da ortonormalidade de p.

Do mesmo modo, a grassmanniana Grg(n) é vista como um subconjunto
de um espaco projetivo de A*R™ . Neste caso, o mergulho natural de Grf (n)
no espago projetivo RP™ de A*R™ & dada pela bijecio que associa a cada base
p = {us,...,us} de um k-subespaco dimensional de A*R" o elemento decom-
ponfvel u; A ... Aug. Através destas realizacOes, a aplicacio de recobrimento
7 torna-se a identificac8o usual de antipodas na esfera S5™.

Seja p;, a representacio fundamental de Sl{n, R) em A*R™ dada por

prlg)(ua A - Aug) = gug A<+ A gug,

Esta a¢io em Gr} (n) induzida por p, coincide com a acio Sl(n, R) sobre os
raios definidos por elementos decomponiveis.

Em termos da representa¢do de Gri (n) em A*R™ temos a seguinte inter-
pretagdo da Orbita aberta N, onde N~ = (N*)" denota o grupo nilpotente
das matrizes triangulares superiores de ordem n x n com uns na diagonal.
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Proposicac 13 Consideremos o grupo nilpotente N~ = (N Entdo, ez-
iste n € Gr(n) tal gue a drbita aberta de N~ em Grp(n) é dada por

{Ce R : (n,Q) > 0)
Em Grif (n) ezistern duas drbitas abertas de N~ dadas pelos semi-espacos
{Ce A'R™: (,¢) >0} e { € A'R™: (n,() < 0}
Demonstragao: Veja a Proposigao 2.4 em {32]. =

Observemos que, se S < SL(n, R) & um semigrupo de interior néo vazio,
entdo pela Proposicao 12 existe & € {1,...,n— 1} tal que S ¢ do tipo
k. Temos que em Gr} (n) existem conjuntos controldveis invariantes para S, j4
que esta variedade é compacta. Pela Proposigao 20, temos que 7~ 1(C*) con-
tém estes conjuntos controldveis invariantes que se projetam em C*. Como
7 € uma, aplicacdo de recobrimento duplo, existern um ou dois conjuntos con-
troldveis invariantes em Gry (n). Mas, pela Proposicio 12, temos que C* estd
contido em alguma variedade estével aberta de Grz{n). Assumiremos que os
conjuntos controldveis invariantes para S sfo conexos. Entdo, C* é conexo.
Definamos C' = n~*(C*). Ent&o, pela Proposicio 13, existe 7 € Grj (n) tal
que (7,¢) # 0 para todo ¢ € C. Como C é compacto, ele se parte em duas
componentes conexas, digamos C7 e C~ = —C7 e, além disso, C é dado
por C=CtUC™, onde

C* ={¢eC: (1,0 >0}

C” ={CeC:{n{<0}

Temos duas possibilidades: ou C* é um conjunto controldvel invariante para
S, o mesmo valendo para C~, ou C é um conjunto controldvel invariante.
Como estamos supondo que os conjuntos controldveis invariantes para S em
Grj (n) sdo conexos, entdo a segunda possibilidade ndo ocorre e, portanto,
segue que C* & um conjunto controldvel invariante, o mesmo valendo para
C.

Notemos ainda que ¢ nao pode estar simultanearnente no mesmo conjunto
controlével para S em Gr{ (n), pois os conjuntos C* e C~ sio disjuntos.
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1.5 Variedades “flag”, conjuntos controldveis
e tipo parabdlico.

Nesta se¢io, estaremos interessados em agoes de semigrupos em variedades
flag (também chamadas de fronteiras de G), i.e., em espacos homogéneos
G/H, onde G & um grupo de Lie semi-simples, real e nfo compacto, e H
& um subgrupo parabdlico de . Damos como referéncia [43] e [46] para a
teoria detalhada de subgrupos parabélicos e variedades flag. Como referéncia
para outros detalhes sobre este assunto, indicamos [46].

Depois, consideraremos os conjuntos controldveis para acdes de semigru-
pos em variedades flag. Isto serd feito em termos do grupo de Weyl. Para
outros detalhes, nos referimos a [34].

Seja G um grupo de Lie semi-simples, real e comn dlgebra de Lie g. Tomem-
os uma decomposicao de Cartan de g dada pela soma direta

g=EF3Ps

onde £ € uma subélgebra compacta imersa de g e 5 & 0 seu complemento ortog-
onal em relagao & forma de Cartan-Killing. Seja a uma subslgebra abeliana
maximal contida em 5 e denote por I o conjunto de rafzes do par (g.a).
Fixemos um sistema simples de rajzes £ C II. Denote por II* o conjunto das
rafzes positivas e por a” camara de Weyl dada por

a” ={H € a: a(H) > 0 para todo « € I1}

Consideremos a decomposicio de Iwasawa

g=tcasn’
onde
D PN
o IO+

é uma subélgebra nilpotente de g, com os g, definidos como anteriormente.
A subdlgebra parabdlica minimal canénica de g é definida por

p=mdasn’
onde m & o centralizador de a em , i.e.,

m=j5a={X €t:[X, H] =0 para todo H € a}
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Dado um subconjunto © C I, denotemos por {8)" o subconjunto das raizes
em II™ gerado por €. Seja

(@)= Y g.

ac {(8)*

& subdlgebra de n™ gerada pelos espagos de rafzes g, com a € {©)*.
A subdlgebra parabdlica pe ¢ definida por

pe=n"(0)@p
O subgrupo parabdlico P de G € o normalizador de pe em G, i.e.,

Pg = 1{g € G : Ad{g)pe = pe}

Denotemos por Fg = G/ Py a variedade flag correspondente. Em particular,
Fy=Fely=F = G/P é chamada variedade flag mazimal de G. Obser-
vamos que esta variedade é maximal no sentido que ela fibra sobre qualquer
variedade flag. De fato, temos que P ¢ Py, e

g F — Fg

¢ uma fibra¢do equivariante cuja fibra & Pg/P.

A seguir, estaremos interessados nos conjuntos controldveis para acoes de
semigrupos em variedades flag. Isto serd feito em termos do grupo de Weyl.
Para outros detalhes, damos como referéncia [34].

Consideremos a decomposicio global de Iwasawa de & dada pelo produto

G = KAN™*

onde K =expb, A =expae NT =expn™. Coloquemos A* =expa™.

Seja W o grupo de Weyl de G que é o grupo gerado pelas reflexdes em
relacdo as rafzes Il do par (g, a). Em [45] foi demonstrado que a menos de
isomorfismo

W= M"/M

onde M* = Nga é o normalizador de a em K, ie.,

M* = {ueK:uHu'=H paratodo H € a} =
{u € K : Ad(u)H = H para todo H € a}
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e M = Zx A é o centralizador de 4 em K, ie.,

M = {u@K:uhumlmhpamtodohEA}:
{v € K : Ad{u)h = h para todo h € A}

Consideraremos a seguir, a a¢io dos elementos regulares em F. No caso
das outras variedades flag Fg o procedimento é analogo. Recordemos que
um elemento X € g é regular em g se ele é da forma X = Ad(g)(H), para
algum g € G, H € a*. Analogamente, um elemento b € G é regular em G
se ele € um exponencial # = exp H, onde H é regular em g. Um elemento
regular H em g pertence a ums tinica cimara de Weyl em g a menos de uma
conjugada de at.

Denotemos por by = F a origem em F. Entéo, a 6rbita N by =Ad(N )by
é aberta e densa em F. Esta ¢rbita é chamada de componente aberta de
Bruhat. Temos também que by € o dnico atrator para b € A7 com variedade
estdvel dada por N™by no seguinte sentido: se x € N™by, hiz — by para
todo b € A*. No caso de uma variedade flag qualquer Fg, usando notacdes
andlogas, temos que a drbita N~bg =Ad(Ng)be € aberta e densa em Fg,
onde bg denota a origem em Fg e bg € 0 tnico atrator para b € AT com
variedade estdvel N bg.

Agora, sobre os pontos fixos de um elemento regular hy € A7, temos
que eles sdo dados por why com w € W. Estes sao um mimero finito, pois
W & um grupo finito. Aqui wby € um elemento da érbita Why de by que é
dada pela acdo natural & esquerda de W em F. Esta itltima acio é induzida
pela agdo & esquerda M* em F. Da mesma forma, os pontos fixos em F de
um elemento regular b = ghog™* com g € G, hg € AT sdo finitos e dados
pelos pontos gwP. Dizemos que gwP é o ponto firo do tipo w para hem F e
iremos denotd-lo por fix(k,w). Estes pontos sdo importantes para descrever
os conjuntos controldveis para agoes de semigrupo em F. (Veja a Proposigao
14).

A seguir, seja S C G um subsemigrupo com intS # (. Denotaremos por
Re(S) o conjunto dos elementos regulares em intS, ou seja,

Re(8)={h e G:he At NintS}

Temos que S age numa variedade flag de G. Em [34], os conjuntos controldveis
efetivos para acfo de S sobre as variedade flag foram descritos através do
grupo de Weyl W. Aqui, consideramos somente os conjuntos controldveis
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efetivos sobre o flag maximal, uma vez que sobre as outras variedades flag eles
podem ser estudados mediante fibragoes. Consideremos a invohicio principal
wy em relagdo ao sisterna simples de rafzes, isto €, wy € o finico elemento em
W tal que wo(X) = —X, onde T é o sistema simples de raizes associado a
AT

Assim, sobre I, recordamos uma tal descrigao dada na seguinte proposicao:

Proposicao 14 Com as notacdes acima. Tem-se:

1. Para todo w € W, existe um conjunto controldvel efetivo D,, = D,(5)
em F tal que o seu conjunto de transitividade € dado por

(Dy)o = {fix(h,w) €F : h e R(S)}

2. Temos que fix(h, 1) é o atrator para os elementos h € R(S), e D, é o
unico conjunto controldvel invariante para S em F.

3. Seja wp a involugo de Cartan. Entdo, fix(h, wy) é o repulsor para os
elementos h € R(S), e D, é o tnico conjunto controldvel minimal em
F onde wy denota a involugdo de Cartan. Além disso, temos que Dy, é
o conjunto de transitividade do conjunto controldvel invariante D(S)
para S7%, Le., Dy, = Do(S7).

4. Reciprocamente, se D é um conjunto controldvel efetivo para S em F,
entao D = D, para algum w € W.

Demonstracao: Veja os Teoremas 3.2 e 3.5 em [34]. O

Com esta descrigao dos conjuntos controldveis efetivos, temos uma apli-
cacao
w — D,
gue assocla, a cada w € W, um conjunto controlével efetivo I, na variedade
flag maximal F.

Esta aplicagao é sobrejetora, e em geral nfo é injetora. Consideremos o
subconjunto de W definido por

W(S) = {w e W: D, = D;}
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Observe que W{(5) é o subconjunto de elementos w tal que D, é um conjunto
controldvel invariante para S. Em [34], foi demonstrado que W(S) é um
subgrupo de W.

Uma outra descricao dos conjuntos controldveis em termos do grupo de
Weyl é dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 15 Com as notagdes acima, temos:
1. Para wy,wy € W, Dy, = D,,, em F se, e somente, se wiwy € W(5)
Demonstracao: Veja a Proposicdo 4.2 em [34]. o

A proposicao anterior nos diz que para contar o ndmero de conjuntos
controldveis efetivos sobre F, basta contar o nimero de classes laterais de
W(S) em W.

Sabemos também a partir de [34] que o subgrupc W(S) de W é gerado
pelo subgrupo W das reflexdes em relagao as rafzes num subconjunto © C &,
onde 2 é o sistema simples de raizes associado 4 camara de weyl a™. Mais
precisamente temos:

Proposicao 16 Escolhamos uma cémare de Weyl At de modo que
AT NintS £ 0

Entao, eriste um subconjunto @ C T tal que W(S) = We. Além disso,
o conjunto controldvel invariante para S em F é D; = 7=HCg), onde 7 :
F s Fg € a fibragao candnica e Cg € 0 tnico conjunto controldvel invariante
para S em Fg. Neste caso, Co = w(Dy). Além disso, Cg estd contido na
componente aberta de Bruhat N~ bg.

Demonstragao: Veja o Teorema 4.3 e a Proposigio 4.8 em [34]. -

Como uma consequéncia da Proposicio 15, podemos também contar o
ndmero de conjuntos controldveis efetivos nas outras variedades flag Fe.

Proposicao 17 O nimero de conjuntos controldveis efetivos no flag Fe é
tgual a ordem W(8)\W/Wa| do conjunto das classes duplas

W(SI\W/We
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onde We € o subgrupo de W gerade pelas reflexdes com respeito as raizes
simples em ©. Conseguentemente, os conjuntos controidveis efetivos sobre o
flag mazimal F estdo em correspondéncia 1-1 com as classes em W{SI\W e
existe wm numero finito de conjuntos controldveis efetivos F.

Demonstragao: Veja o Corolério 5.2 em [34]. O

Observe que da Proposicao 17 segue que o nimero de conjuntos con-
troldveis efetivos em qualquer variedade flag Fg € finito. De fato, temos que
a ordem |W(S)\W/We| < IW/Ws|, e que |W/Wg| ¢ finito, uma vez que
W é um grupo finito. Agora, vejamos um exemplo.

Exemplo 3 Como no Ezemplo 1, consideremos G = Sl{n, R) com a élgebra
de Lie g = sl (n,R). Uma subdlgebra abeliana mazimal a C 5(n,R) é a dlgebra
das matrizes diagonais com traco zero. Um sisterna sirnples de raizes é

EZ{Qi,iﬂé,l:Z.—_-»l,...n"l}

e um sistema de raizes positivas é II" = {a;; 11 < j}. Aquios; =N — N

i 3, onde A; (H) = a; com H = diag{a1,...,a,}. O subgrupo parabolico
minimal € dado por P = MAN™, onde A é componente regular, (i.e., qual-
quer h € A, € regular) e NT é a componente nilpotente da decornposicio de
lwasawa de G. Explicitamente, A é uma matriz diagonal n X n cujo produto
dos elementos diagonais sdo todos igquais a 1, NT & uma matriz triangular
superior n. X 1. cujo produto dos elementos diagonais é igual a 1. Agora,
temos que o centralizador de a em € é zero, pois a é uma subdlgebra de Car-
tan. Isto implica que o subgrupo M é um grupo discreto. FExplicitamente,
M € o grupo de matrizes diagonais em Sl(n,R) cujos elementos nas diag-
onais sao 1. O grupo de Weyl age em a como o grupo de permutacdes
diag {as,...,a,} — diag{a;, ...,a:,}, ou seja, ele age permutando as en-
tradas dos elementos diagonais das matrizes em a. Um intervalo em Y. é um
subconjunto do tipo

(i, 7)) = {opra s i S 7 < 5}
Qualguer subconjunio © C £ pode ser escrito com a unido disjunta

O = (i, 1) U... US(ik, ji)
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com Ji+ 1<y paral=1,...,k—1. Dado © desta forma, entGo Wg serd
o produto direto dos grupos de permutacées dos subconguntos {i, ..., 5 + 1}
para i =1,... k. Temos também que Fg ¢ ¢ variedade dos flags

b= (Vi Q" CViyoy C Vit Coov C Vigos € Vjus Cooe C V)

onde V., C R"™ é um subespago de dimensdo r. Sabemos que a ordem de We
€1 We |= (1 — 41+ 2)!- - (i — ix + 2)!. Pela Proposi¢do 17, temos que o
numero de conjuntos controliveis efetivos em Fg é no mdzimo

l W/ We (= ?’L’/(jl — 4+ 2)--- (jk — iz + 2)!
Para © = Il(2,n — 1), temos que ng ¢ a dlgebra das matrizes da forma

0 T
ordem . — 1 tal que v+ trT = 0. Assim a subdlgebra parabdlica pe = ng Ep

r 0 y . . . .
com v um ndmero real e T wma matriz triangular inferior de

¢ dada pela dlgebra das matrizes da forma com a reel ¢ B uma

ok
0 B
matriz de ordem n — 1 tal que a + trB = 0. Temos que o subgrupo parbolico

Fo ¢ dado pelas matrizes da forma com « real e I' uma matriz

(8"
6T
de ordem n — 1 tal que adetl’ = 1. Assim, a variedade flag correspondente
¢ Fg = RP™ ¢, portanto, ezistem no mdrimo n = nl /(n — 1)! eonjuntos
controldveis e RP* ™! para a acio de qualgquer semigrupo S de Sl(n,R) com
intertor ndo vazio. Agora, no case em que

O =(L,k— 1) UTI(k+ 1,n—1)

é mazimal, temos que ng, € dada pela dlgebra das matrizes da forma

R 0 ¢
0 7%+1 O
0 o0 T

com 41 = 0, R uma matriz triangular inferior de ordem k e T wna matriz
triangular inferior de ordem n — (k + 1) tal que #rR + trT = 0. Assim, @
subdlgebra parabslica pg, = ng, D € dada pela dlgebra das matrizes da forma
A = x
0 ™ x| comr*! real, A uma matriz de ordem k e B uma matriz
0 0 B
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de ordem n — (k + 1) tal que trA + r**1 + 1B = 0. Temos que o subgrupo

X = =%
parbdlico Pg ¢ dado pelas matrizes da forma | 0 51 % 1 com pF*+?
0 60 Y

real, X uma matriz de ordem k e Y wma matriz de ordem n — (k + 1) tal
que tal que r* 1 det X detY = 1. Assim, o variedade flug correspondente é
Fg = Gri(n) a grassmanniana dos subespacos de dimensdo k em R* que sdo
os flag minimais de Sl(n, R). Logo, existem no mdzimo nl/k!(n—k)! = ( Z )
conguntos controlduveis nos flags minimais Gry{n) pare a agdo de qualguer
sernigrupo S C Sl(n, R} com interior ndo vazio.

A seguir, definiremos o tipo parabdlico de um semigrupo. Para isto,
consideremos a seguinte proposicao:

Proposicao 18 Existe um tnico © C T mazimal (em relagdo & inclusio)
tal que 75" (Ca(S)) € o conjunto controlavel invariante para S na variedade
flag mazimal F, onde 7o : F — Fo.

Demonstracao: Veja [34]. (Veja também [35] e [37]). g

Definicao 13 Em vista da proposicdo anterior, entre os subconjuntos © C
¥ satisfazendo a propriedade de que 75 (Ce(S)) é o conjunto controldvel
invariante em F, denotaremos por ©(S) o subconjunto mazimal com esta
propriedade e dizernos que ©(S) & o tipo parabdlico de S.

A seguir, coloquemos Fgsy = G/Pgs) para a variedade flag cuja ex-
isténcia e unicidade sado assseguradas pela proposicio anterior. Para outras
discussGes sobre o tipo parabélico de um semigrupo veja também [30], [34]
[37]. Assim, temos que todo semigrupo S de interior ndo vazio é do tipo
e(s).

Agora, seja @ um subconjunto qualquer do sistema simples de raizes ¥.
Apresentaremos a seguir o conceito de dual da variedade Fe. Esta nocio foi
introduzida em [37].

Para isto, consideremos a involuco principal wy em relacio ao sistema
simples de raizes T, i.e., wy & o 1inico elemento em W tal que wo(Z) = —X.
Denotaremos por ¢ = —wjy que é um automorfismo interno do diagrama de
Dynkin. Outros detalhes podem ser encontrados em [40].
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Por simplicidade, escreveremos ©* = +(@). A variedade flag Fo+ é chama-
da de variedade flag dual de Fg.

Seja agora S um semigrupo com tipo parabdlico ©(5). Entio, para esse
semigrupo San Martin mostrou em [37] que a variedade flag dual Fe-(s) pode
ser determinada explicitamente a partir de Fgg).

Mais precisamente, temos a seguinte:

Proposicac 19 Fe-(5) = Fg(g-1)

Demonstragao: Veja a Proposicio 6.2 em [37]. 1

1.6 Fibrados principais e seus fibrados asso-
ciados.

Inicialmente, recordaremos os conceitos de fibrado principal e fibrado asso-
ciado. Para mais detalhes nos referimos a [17] e [20] para esta teoria. Em
seguida, consideraremos agoes de semigrupo em fibrados.

Seja G um grupo de Lie agindo a direita e livremente em uma variedade
diferencidvel ¢J. Denote por

QxG — @
(.9) = qg

a acao livre e 3 direita de G em Q).
Consideremos a seguinte:

Definicao 14 Um fibrado principal sobre uma variedade M é uma quéddru-
pla (Q,7mq, M, G) satisfazendo:

1. M & o espago quociente de () pela relacdo de equivaléncia induzida pela
acao de G, isto &, M = /G, e a projegho canénica 7o : Q@ — M é
diferencigvel.

2. @) & localmente trivial, i.e., todo ponto de M tem uma vizinhanca U
tal que 7' (U) é isomorfo a U x G no seguinte sentido: existe um
difeomorfismo 4 : 75" (U) — U x G tal que ¥(q) = (mo(q), (q)). Aqui
@ € uma aplicacio de 'ﬁ"él(U ) em G satisfazendo ¢(g.9) = v(g).g.
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O espaco M é chamado espaco base, o espago ¢ & dito espaco total ¢ G
& chamado grupo estrutural.

Seja (@, 7o, M, G) um fibrado principal e tome z € M. Como ( &
localmente trivial, segue que a fibra 7‘3“51 (z) & difeomorfa ao grupo estrutural
G, através do difeomorfismo definido pela bijecio u : G 7?51(1?) dada por
u(g) = gg. Portanto, 7{51(:1:) =gG@ ={gg:9€ G}comge ﬂél(EL e o
grupo (7 age transitivamente na fibra.

A seguir, considerarermos alguns semigrupos de difeomorfismos que agem
nos espagos () e M. Seja Sp um semigrupo de difeomorfismos de @ que
comutam com a agao 4 direita, i.e., Qd € Sg se, e 86 se, @d(g.a) = Q¢(g).a
para todo a € GG. Entdo, Sp induz um semigrupo Sy de difeomorfismos de M
definido através da relacdio Moly) = M¢(ng(g)) = mo(Q¢{g)) se g € ﬁél (y)
e Qo € SQ.

Introduziremos o conceito de fibrado associado ao fibrado principal. Seja
(Q, 7o, M,G) um fibrado principal e suponha que o grupo de Lie G age &
esquerda e transitivamente emn uma variedade F. Entio, G age a direita sobre
() x F do seguinte modo: para (g,v) € Q X F e g € G, definimos a agio dada
por {g,v)g = (gg,g*v). Consideremos uma relacio de equivaléncia sobre a
variedade produto () x F definida por

(g1,v1) ~ (ga,v2) se, e somente se, existe g € G tal que o = q1g e va = ¢ 10

Seja E o espago quociente de @) x F pela relacao ~. Assim os elementos de
E sao classes de equivaléncia segundo a relagio ~, as quais serdo denotadas
por g.v.

Definimos também a projecio de F sobre a base M, 7z : E — M dada
por Te(g.v) = mo(q), onde 7p : @ — M & a projegio no fibrado principal.

Definicao 15 O fibrado com espago total E, espaco base M e projecdo
g E—M

€ denotado por (E,7g, M, F,G) e é chamado de fibrado associado ao fibra-
do principal (Q,7g, M,G). Dizemos também que G é o grupo estrutural
do fibrado associado. A wvariedade F é chamada de fibra tipica do fibrado
assoctado.

Tome gy € Q tal que mp(g0) = z e seja f : F — 75 (x) a bijecio definida
por f{v) = gov. Esta bijecfo é um difeomorfismo. Portanto, a fibra do fibrado
associado é difeomorfa a F.
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Seja Sp o semigrupo de difeomorfismos de @ como acima. Entao, So
induz um semigrupo Sy de difeomorfismos de E definido por Eolqu) =

Qolg)v se Qb € Sp.
Dado g € @, definimos ¢ subconjunto

Se = Solg) Ny (z), @ =rplg)
Através da identificacio da fibra sobre z com G pela aplicacio
a€G—qacny(z)
S, pode ser visto como um subconjunto de G :
Sy ={a € G edste Q¢ € Sy, Uég) =q.a}

Se 5, # 0, entdo S, & um subsemigrupo de G que age 2 direita sobre a fibra
tipica da seguinte maneira: guv.a = v.qa, se a € 5.

A seguir, veremos exemplos dos conceitos introduzidos acima, onde o
espago base e total dos fibrados sdo espagos homogéneos de um grupo de Lie
G. Antes disso, sejam G/L; e G/L, espagos homogéneos de (. Note que, se
Ly C L, entédo existe uma fibracio candnica

Y G/Ll —* G/Lg
ng — gL2

Recordemos que a fibragdo = ¢ equivariante se w(zg) = w(z)g para todo z
eG/LiegedG.
Consideremos os exemplos abaixo:

Exemplo 4 Sejam G um grupo de Lie e L; C Ly subgrupos fechados com
Ly normal em La. Entdo, a aplicacéo

7: G/Ly — G/L
gl = gL

define um fibrado principal (G /L1, w,G/Lq, Ly/L1) com grupo estrutural Ly/ L.
A acdo & direita de Lo/Ly em G/Ly € definida por

(gL)(hLy) = ghLy, comg € G, h < L
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e comula com a acho & direita de G em G/Ly, ie., (gl {(hL,) = (ghL:).
Notemos que
wlhlig) = m(hLi)g

€, portanto, a projecto w € equivariante. Se S é wm subsemigrupo de G com
intS # B, entdo S induz um semigrupo Sg de difeomorfismos de G/L, dado
por

So =1{Q¢,:s€ 5} onde Qd,(gl,) = gsL;

Neste caso, o semigrupo Sy € o semigrupo de difeomaofismos de G/Ly in-
duzido por S através da ag¢do de G em G/Ly. Temos também que S, =
(9S50 Lo)/ L, se q = gLy € G/Li. Bm particular, S, = (SN Ls)/L,, se q é
a closse L.

Exemplo 5 Sejam G um grupo de Lie e Ly C Ly subgrupos fechados. Defina
a aplicacdo
T:G— G/Lsy

g~ gLs
Entdo, (G,m,G/Ly, Lo) define um fibrado principal com grupo estrutural L,
. A agdo a direita de Ly em G € definida por
gh, comg e G, h e Ly
Definimos também
g G/L1 —_ G/Lg
gLy — gL

Temos que (G/Ly,7g,G/Ly, Lo/ Ly, Ly) é um fibrado associado ao fibrado
principal (G,m,G/Ls, Ls). Se S é um subsemigrupo de G com intS # 0,
entdo S induz um semigrupo S de difeomorfismos de G dado por

Sq=1{Q¢,: s € S} onde Qg,(g) = gs

Neste caso, o semigrupo Sy é o semigrupo de difeornorfismos de G/ L, in-
duzido por S através da acdo de G em G/L,y. Temos também que S induz
um semigrupo de difeomorfismos Sg de G /L, definido por

Sg={Ed¢,:s€ S} onde E¢,(gL;) = gslq

Temos também que Sg = gS N Ly se =g € G. Em particular, S, = SN Ly
seg=1¢G.
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A seguir, apresentamos um resultado sobre o comportamento dos conjun-
tos controldveis invariantes em fibrados.

Proposigao 20 Sejam (E, 7, M, F,G) um fibrado associado ao fibrado prin-
cipal (Q,7q, M, G) com projecio wg : E — M, e Sz, Sg € Sm, como antes.
Se D C E ¢é um congunto conlrolével invariante para Sgp, entio eriste um
tnico conjunto controldvel invariante B C M para Sy tal que 75(D) C B
e, além disso, se D ¢ efetivo, entio B é efetivo e ny(Dy) C By

Demonstragao: Veja a Proposigio 3.3 em [2]. -
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Capitulo 2

Reversibilidade de Semigrupos

Sejam G um grupo e § C G um subsemigrupo. Neste capitulo, para o estudo
de reversibilidade do semigrupo, introduziremos o conjunto reversor de S em
G, que serd o conjunto

R(S)={gecG:gSN S #0}

No caso em que GG € um grupo de Lie semi-simples, real, ndo compacto, com
centro finito, e S possul interior ndo vazio, descreveremos R(S) em termos
dos conjuntos controldveis invariantes para S em G/F,, onde F, denota a
componente conexa da identidade do subgrupo parabélico minimal P. Esta
descrigio de SR(S) nos diz que a informacao sobre a reversibilidade de S em
G € obtida a partir dos conjuntos controldveis invariantes em G/ F;. Algumas
conseguéncias dessa descricdo foram obtidas.

Apresentaremos alguns exemplos para R(S). Um desses exemplos nos
mostra a importancia de considerarmos o espago homogéneo G/ Fy.

2.1 Reversibilidade

Comecemos recordando o conceito de reversibilidade para um subsemigrupo
de um grupo {Veja [26]).

Definigao 16 Seja G um grupo e S wm subsemigrupo de G. Dizemos que
S € reversivel 4 esquerda (respectivarnente, & direita) se, e somente se, para
todo g,h € G, gS N hS # 0 (respectivamente, Sg N Sh # §). Dizemos que S
€ reversivel, se S ¢ reversivel & esquerda e ¢ direita.
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Note que 5 & reversivel & esquerda (3 direita) se, e somente se, para
tode g € G,g5 N8 # § (respectivamente Sg N .S # @). Temos ainda que
S & reversivel & esquerda (& direita) se, e 56 se, S™% & reversivel & direita
(& esquerda). Logo, S & reversivel A esquerda (4 direita) se, e somente se,
G = S5 (respectivamente G = S 9).

A seguir, definimos

R(G,S5) ={geG:gSNS#0}

o qual chamaremos de reversor (4 esquerda) de S em G. Este conjunto
também serd denotado simplesmente por R(S). B claro que, neste caso,
S CR(S) =851

Consideremos também o seguinte subconjunto

RUS)={g€G:5¢nS 0}

que € chamado de reversor a direita de S em G. Observemos que R (S) =
R(S7*). De fato, temos que g € R(S) se, e somente se, Sg N $ # 0. Isto
equivale a g7'S™' N 5! # 0, ou seja, ST N gS™! # 0. Logo, para estudar
R4(S™1), basta estudar R(S).

Observacao: O conceito de conjunto reversor surge naturalmente no caso
em que (G é um grupo de Lie semi-simples, real, conexo, nfio compacto com
centro finito e S é um subsemigrupo préprio de G com intS # 0. De fato,
pelo Teorema 6.7 em [34] segue que S nAo & reversivel & esquerda e nem a
direita, ou seja, existe ¢ € G tal que ¢S NS = @ e existe h € G tal que
Shn S = . Logo, podemos considerar o subconjunto préprio de G dado por
R(5).

Introduziremos agora uma definicio mais geral para R({S). Seja G um
grupo topoldgico. Suponha que G age num espago topoldgico X com acgio
dada por

w:GXxX —X

onde gz = p(g,z), parag € Gexr € X.
Para qualquer subconjunto ndo vazio A de X, definimos

R(A)={geCG:gANA#0}

Notemnos que SR(A) # 0, pois 14 N A # (. Em particular, quando 4 = S e
X = G, re-obtemos a definicio anterior.
‘Temnos a seguinte propriedade:
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Proposigao 21 Sejam G um grupo topoldgico, X um espaco topoldgico e A
um subconjunto ndo vazio de X. Tem-se:

1. R(A) é aberto em G, se A é aberto em X.

2. Suponha que X é compacto. Entdo, R({A) ¢é fechado em G, se A4 &
fechado em X.

Demonstracio: Suponha que A é aberto em X e tomemos g € R(A).
Entéo, gA M A # 0, e isto implica que existe 7 € A tal que gz € A. Agora,
como A é aberto em X e contém gz, pela continuidade da agio o temos que
existe V; C G aberto contendo g tal que gz € Vyz = (V) C A. Logo,
para todo h € V,, Az N A # {. Entéo, para todo h € V,, hAN A # §, pois
z € A. Dai, segue que existe V, C G aberto contendo g tal que V, ¢ R(A).
Portanto, :R(A) é aberto em G.

Para o item (2}, suponha que A é fechado em X. Mostremos gue o com-
plementar R(A)° é aberto. Seja g € R(A)°, isto é, gAN A = @. Como gA é
fechado, tome U C gA um aberto tal que UNA = §. Mostremos que existe urm
aberto W, contendo g tal que W, A C U. De fato: Pela continuidade da acio,
para cada z € A, existe aberto V., C G contendo g tal que gz € Voo C U.
Agora, note que g~'V, é um aberto em G que contém a identidade. Entdo,
existe um aberto V, da identidade tal que V.V, C g~'V,. Coloquemos Vi=
gV.. Entdo, V* = gV = g1V, C gV.V,. Logo, para cada z € A, existe um
aberto V} em G, V} C g(g7*V;) = V; tal que Vg7V C V,. Observe que
{V;x},. 4 € uma cobertura aberta para gA. Como X é compacto e A é fecha-
do, temos que A é compacto e, portanto, podemos extrair uma subcobertura

finita {Vza:},_,  deabertos para gA. Entéo, segue que {g~ 'V z;}_. &

i==g,...,7
uma cobertura aberta para A. Assim, tomemos W, mﬁl V.- Entao, W, C G
€ um aberto contendo g. Agora, basta mostrarmos que W, C R(A)°. De fato:
Sejam h € W, e z € A. Como {g IV*a:z} ., cobre A, existe z; tal que
z € g~V z;. Entdo, segue que hz € hg~ EV"‘ T \/Ias em particular h € V}
pois h € W Isto implica que hx € Vg “IV* x; C Vpx; C U. Logo, para todo
he W, herCgA ou seja, WngA DalseguequeWACgA pois
é um elemento qualquer de A. Mas temos que gA N A = §. Logo, segue que
W,AN A= 0. Portanto, W, C R(A)° e R(A)° é aberto em G. |

Como consequéncia deste resultado temos:
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Coroldrio 1 Sejam G um grupo topoldgico e S C G wm subsemigrupo com
intS # 0. Suponha que X é um espaco compacto. Seja D um conjunto
controldvel tnvariante para S em X. Entdo,

1. R(Dg) é aberto em G.
2. R(D) é fechado em G.

Demonstragao: Segue da Proposi¢ao 21, uma vez que Dy € aberto (respec-
tivamente, D é fechado) em X. e

Consideremos agora o seguinte resultado:

Lema 1 Suponha que G é um grupo topoldgico. Assuma que S C G é um
subsemigrupo agindo em X, onde X é um espaco topoldgico. Seja A € X
qualquer conjunto invariante para S. Entdo, R{S) C R({A).

Demonstragao: Suponha que g ¢ R(A). Entao, gA N A = . Tomemos
z € A. Entédo, pela invaridncia de A por S, temos que Sz C A. Daf segue
que g (Sz) C gA. Logo, temos que g(Sz) N Sz C gAN A e, portanto,
g (8z) N Sz = {. Isto implica que gS N S = 0, ou seja, g & R(S). O

A reciproca do fato de que R(S) < R(A) pode (em principio) nio
valer para qualquer conjunto invariante A para S (Veja o exemplo 7). Mas,
mostramos em G/Fy que sob certas condigdes sobre G e S, temos R(S) =
R(Dp). (Veja o Teorema 3).

2.2 O conjunto reversor e o conjunto con-
troldvel invariante em G/ P,

Seja G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo, nao compacto e com
centro finito. Suponha que § C G é um subsemigrupo com interior nio
vazio. Seja Fy a componente conexa da identidade do subgrupo parabélico
minimal P.

Nesta se¢do, descreveremos o conjunto R(S) em termos dos conjuntos
controldveis invariantes para S em G/P,. Inicialmente, consideremos a f-
bragdo m : G/Fy — G/P entre os espagos homogéneos G/Py e G/P que é
equivariante em relacio as agbes de G em G/F, e em G/P. Temos que a
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projecao w € simultaneamente uma aplicacio de recobrimento e um fbrado
principal com fibra tipica P/Py = M /M, (Veja [25]).

Seja agora D um conjuntoe invariante para S em G/ Py, € Dy o seu conjunto
de transitividade. Jd vimos que R(S) < R(Dy). A seguir, mostraremos a
inclusdio R(Dy) C R(S), que é o principal resultado deste capftulo.

Para isto, necessitaremos da seguinte propriedade de reversibilidade den-
tro da componente conexa da identidade de subgrupos parabélicos minimais,
ou mais precisamente:

Lema 2 SNFy ¢ reversivel & esquerda em Py, i.e., 2(SNP; YN (SNF ) £ 0
pare todo z € F.

Demonstragao: Seja D C G/ F, um conjunto controldvel invariante para S.
Tome z € Dy e seja y = n(z). Entdo, temos que y € Cp, onde C é o conjunto
controldvel invariante para § em G/ P. Sem perda de generalidade, podemos
supor que P € o grupo de isotropia em y. Pelo Lema 3.4 de [25], segue que
SNF, éreversivel 4 esquerda em F. O

Descreveremos agora o conjunto %(S) em termos dos conjuntos con-
troldveis invariantes para S em G/ F,.

Teorema 3 Seja D um conjunto controldvel invariante para S em G/F.
Entio, R(S) = R(Dy). Consequentemente, R(S) € um conjunto aberto de
G.

Demonstragao: Segue do Lema 1 que R(S) C R(Dy). Para a outra in-
clusdo, tomemos g € R(Dy). Entéo, gDg N Dy # §. Logo, existern z,y € Dy
com z = gy. Agora, existe k € intS tal que y = hz, i.e., z = ghz. Portanto,
gh estd no subgrupo de isotropia em z. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que 5 é o grupo de isotropia em z. Portanto, temos que gh € F.
Como h € S, para mostrar que ¢S M S # 0, basta mostrar que ghS N S # 0,
uma vez que ghS NS C gSN S . Para isto, mostramos que

gh(SﬂPU)ﬂ(SﬂPo)%@

Uma aplicagio imediata do Lema 2 mostra que esta interseccéo ¢ nio vazia.
Logo, R(Dg) C MR(S). Agora, do Coroldrio 1, é imeditato que $R(S) é um
conjunto aberto. O

Assim, temos os seguintes:
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Corolério 2 Sejo D(S™) wm conjunto controlavel invariante pare S~ em
G/Fy. Entdo, R(S™') = R(D"), onde D* = Dy(85™7) é um conjunto con-
troldvel minimal de S.

Demonstragéo: De fato, pelo Teorema 3, temos que R(S™1) = R®({D,(S71)),
ou seja, R(S) = R(D"), onde D* = Dp(S1) & o conjunto de transitividade
do conjunto controldvel invariante D(S™*) para S~1. o

Coroldrio 3 Sejo D um conjunto controldvel invariante para S em G / Py.
Dados g, h € G, temos que gS N hS # 0 se. e somente se, gDy 1 hDy # 0.

Demonstracdo: Observemos que dados g,k € G, gSNAS +# § se, € somente
se, h™lg € M(S). Mas isto equivale a h™'g Dy N Dy # 0, pois pelo Teorema,
3, temos que M(F) = M(Dy)). Assim, concluimos nossa demonstracio. O

Corolédrio 4 Seja D(S™) um conjunto controldvel invariante para S em
G/Py. Dados g,h € G, temos que Sg N Sh = { se, e somente se, g~ D* N
h™'D* =0, onde D* = Dy{S™1).

Demonstragao: De fato, temos que Sg M Sh # 0 se, e s6 se, g7 t87in
h1S74 # B, ou seja, hg™1S™* N S~ # 0. Mas, pelo Coroldrio 2 temos que
R(571) = R{D"). Logo, segue o nosso resultado. o

2.3 Exemplos

Sejam G, § como na se¢do anterior. Considere D um conjunto controldvel
invariante para S no espago homogéneo da forma G/F, e Dy o seu conjun-
to de transitividade. Nesta secdo, apresentaremos alguns exemplos, onde
relacionamos os conjuntos R(S),R(Dy) e R(D).

Como jé vimos, R(S) C R(Dg) C R(D). No exemplo 6, temos R(S) =
R(Dp) & R(D). O exemplo 7 nos mostra a importancia de considerarmos o
espaco homogéneo G/ F,, pois nesse exemplo, mostramos que ern geral pode
ocorrer & inclusfo prépria R(S) & R(Dy) num espago homogéneo qualquer.

Vejamos agora os seguintes exemplos:
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Exemplo 6 Sejo G = SI(2,R) e tome S = SI7(2,R) C G o subsemigrupo
dos malrizes reais de entradas ndo-negativas. Entdo, S é um subsemigrupo
com wnterior nao vazio em SI2,R) {Veja [33]). Tomemos P = SO(2, RJAN*
o subgrupo parabdlico minimal de G e Py = idy ANT. Consideremos a acéo
de SI(2,R) sobre o espaco homogéneo G/Py = SO(2,R) (que é difeomorfo a
S*), dada pelo produto usual gz, com z € S*. Consideremos os conjuntos

Dy = S'nEY, ondeR% = {(z,y) € R*:2 >0,y >0} ¢
Dy, = S'NR? . ondeR: = —R?

0s quais correspondem ao primeiro € terceiro quadrantes em G/Fy = S°
Consideremos também os conjuntos

(DiJo = S'NRI,, ondeRY, ={(z.9) € R?:2> 0,y >0} ¢
(Dy)y = Sini "«32 onde R? | = -—Ri*

R

Entao, Dy e Dy sdo conjuntos controldveis invariantes para S em G/Fy, e

(D1)o; (Da)o 05 seus respectivos conjuntos de transitividade. Agora, observe-
b

d
para todo ( Z ) {(D1)o, g ( ‘ ) = ( a;c—f—gz ) ¢ (D1)o, 0 que € equiva-

. (a,b),(z,y)) :
lente ( {le.d). (z.9)) ) ¢ (D1)o (1), onde (-,-) denota o produto interno

usual de R?. Logo, para todo ( . temos que (1) € equivalente ds

mos que g = ) € G ¢ tal que g(D1)o N (D)o = O se, e somente se,

seguinies inequacoes

I {le,b),(2,9)) 2 0 e {(c.d), (z,9)) <0, ou
IT : ((a,b),{z.9) <0e{(cd),(z,y) =0, ou
I {{a,b),(z,9) <0 e{(cd),(z,9)) <0

comz > 0,y>0

Agora, analisaremos os dngulos determinados entre (a,b) e todos (x,y) €
(Dh)o satisfazendo cade uma destas inequacdes. Observemos que ndo pode
ocorrera = b =0, c=d=0,a=c=0ed=>5b =0, pois ad — bc =
1. Comegamos com a inequagdo I. Assim, temos que ndo pode ocorrer
((a,b),(z,y)) = 0, pois isto equivale a que @ = b = 0. Da mesma forma,
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se verifica que ndo pode ocorrerb =0 ou ¢ = 0. Daf seque que I é equivalente
as sequintes condicoes

7

I az0b>0c<0,d<0
De modo andlogo, temos que 11 é equivalente o

II': a<0,b<0,e>0d>0
e tenos também que 111 é equivalente a

IIT :a<0,b<0,¢<0,d<0

Logoe, temos as inequacbes I ou IT ouIl] se, e somente se, temos as sequinies
. 4 7 F . . -
condigoes I oull oulll ou, ainda, podem ser re-escritas como no sequinte

quadro
a b ¢ d

=20 >0 <0 €0

<0 <0 >0 >0

<0 €0 €0 <0
De modo equivalente, temos que ¢S NS = 0. Logo, R((D1)s) = R(S).
0 x

-1
10 )EG’talqueh(D)—

Além disso, observemos que existe h = (
e, portanto, h(D;) N (Dy) # 8. No entanto, para todo ; ) € (Dy)o,
temos que h ( ; ) = ;y . Isto implica que h(Dy)o N (Dy)g = 0. Logo,

h & R((D1)o) e h € R(Dy), e portanto, R((D1)e) C R(D1). Logo, concluimos
que R(S) = R((D1)o) & R(D1).

O préximo exemplo nos mostra a importéncia de considerarmos o espaco
homogéneo G/Fy. Veremos que no flag maximal G/P, temos as inclustes

préprias R{S) ¢ R’(Cy) & R(C).

Exemplo 7 Seja G = SI(2,R). O subgrupo parabslico minimal de G é dado

SEHES
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Ele é o subgrupo de isotropia de um flag
bp= (Vi CR*: dimV, =1)

no flag mazimal G/ P. Tome o subsemigrupo S = SI7(2,R) de G. Observemos
que exnste

g = ( '{')1 _?1 ) € SI(2,R)

satisfazendo gS NS = (. Por outro lado, sabemos que P ndo é conexo e pode
ser decomposto como
P= P() U (—1)P0

onde Fy denota a componente coneza de P que contém a identidade e, neste

€aso,
Pgm{(a b):at:mlcoma,c>8}
0 ¢

Consideremos os conjuntos
D; = S'NR: onde R = {(z,y) e R* 12> 0,y >0}
Dy = S'NE? onde R? = -R2

que correspondem aos primeiro e terceiro quadrantes em G/ Py = S*. Entdo,
D, e Dy sdo conjuntos controldueis invariantes para S em G/F, e satisfazem
gDy = Dy e, além disso, g(D1)o = (Dy )o . Temos também que G/P = RP!,
Consideremos a fibragdo

71:G/Fy~+ G/P

Seja C C G/P = RP* o conjunto controldvel invariante para S em G/P.
Pela equivaridncia de w1, temos que g ((D1)o) = m1({(D3 )o). Entdo, gCy N
Cy # 0, pois gr1((D1)o) T gCo, m1((Dy )g) C Cy. Daid seque que gCyCy # B.
Com isto, concluimos que existe g € SH2,R) tal que gSNS = P e gCoNCy # O
no flag mazimal G/P. Ou seja, existe g € SI(2,R) tal que g € R(Cy) e
g & R(S). Portanto, pelo Coroldrio 1, temos que R(S) G R(Cy). Além disso,

termos também que R(Cy) & R(C), pois existe h = €1) ;}—1 ) € C. tal que
h [( :(; )] = l( g )} Entdo, temos que hCNC # 0, ou seja, h € R(C). No

entanto, para todo ( Z € Cy, temos que h ( ; ) = ( ;My ) ¢ Cy. Logo,
hCo N Cy =0, ou seja, b & R(Cy).
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Capitulo 3

Reversibilidade Mddulo um
Subgrupo

Neste capitulo, introduziremos o conceito de semigrupos reversfveis médulo
um subgrupo de um grupo. Aqui, analisaremos a reversibilidade médulo um
subgrupo L de G para S, onde G ¢ um grupo de Lie semi-simples, real, conexo,
néo compacto, com centro finito, e S é um subsemigrupo de G com interior
néc vazio. Essa andlise serd feita com o auxdlio da descricdo do conjunto
reversor em termos dos conjuntos controldveis invariantes para S em G/ P,
onde Fy denota a componente conexa da identidade do subgrupo parabdlico
minimal F.

Apresentaremos uma caracterizagio da reversibilidade médulo I em ter-
mos dos conjuntos controldveis minimais para acgdo de S em G/F,. Além
disso, como consequéncia desta caracterizacio, mostraremos que, se existe
uma Orbita densa de L em G/ 5, entdo S é reversivel médulo L.

Como uma aplicagio deste dltimo resultado, mostraremos também que
se I, = K é um subgrupo compacto maximal de G ou L = Py é um sub-
grupo parabdlico de G, entdo S é reversivel médulo L. Para o caso em que 0
subgrupo é um compacto maximal de G, apresentaremos uma demonstracio
alternativa, pois este & um resultado que foi demonstrado por Furstenberg
em {11} (Veja Proposicao 23).

Para um subsemigrupo S com tipo parabélico ©, relacionaremos os con-
Jjuntos controldveis invariantes para S em G/Fy e em G/P§, onde P§ denota
a componente conexa da identidade do subgrupo parabélico Pg. Veremos que
uma tal relacdo nos permite caracterizar a reversibilidade médulo L em ter-
mos dos conjuntos controldveis minimais para S em G/P e em G/FP3.. Isto
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serd feito em termos de uma 6rbita de I que tem a propriedade de intercep-
tar translagoes de um mesmo conjunto controldvel invariante tanto em G /P,
quanto em G/F§.. Mostraremos também que S é reversivel médulo L, se I
tem uma 6rbita densa em G/FS.. Apresentaremos ainda uma caracterizagio
da reversibilidade médulo L em termos de uma érbita de L que intercepta
quaisquer dois abertos em G/Pj..

Para um subsemigrupo S de G, mostraremos que, se S é reversivel mé-
dulo L, entdo L nao estd contido em S. No caso em que S contém L, sob
certas condigOes, mostraremos que a reversibilidade médulo L é equivalente
ao subsemigrupo S/ L ser reversivel em um grupo de Lie. Esse resultado nos
permitird exibir um exemplo em que temos reversibilidade médulo L e com
S contendo L.

Mais geralmente, descrevemos o conjunto reversor em termos dos conjun-
tos controléveis invariantes para § em um espago homogéneo compacto de
um grupo topolégico. Apresentamos algumas consequéncias desse resultado.

Introduzimos o conceito de reversibilidade para um subsemigrupo S de
um grupo agindo em um espaco topolégico X. Esta nocio estende o conceito
de reversibilidade médulo um subgrupo. Mostraremos que a reversibilidade
em um espaco topolégico compacto X é equivalente 4 existéncia de um tnico
conjunto controldvel invariante para S em X. Para um subsemigrupo S de
um grupo de Lie conexo, mostraremos também que, se S é reversivel médulo
L, entdo L nio estd contido em S.

3.1 Reversibilidade em G/L

Nesta se¢ao, introduziremos o conceito de semigrupos reversiveis médulo L,
onde L € um subgrupo de um grupo. Seja G um grupo de Lie semi-simples,
real, ndo compacto e com centro finito. Mostraremos que qualquer subsemi-
grupo S de G que possui interior ndo vazio é reversivel médulo um subgrupo
parabdlico de G.

Apresentaremos uma caracterizacio da reversibilidade médulo L em ter-
mos dos conjuntos controldveis minimais para acéo de S em G/F,. Com isto,
mostraremos que qualquer subsemigrupo de G que possui interior ndo vazio,
e reversivel médulo L, se L possui uma 6rbita densa em G/ F,. Apresentare-
mos um exemplo que ilustra o fato de que L ter uma érbita densa em G/P
nao implica que L tem uma d6rbita densa em G/ F,.

Generalizaremos um resultado que foi demonstrado por Furstenberg em
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[11] (Veja a Proposi¢cgo 23). Em particular, obtemos uma demonstraco
alternativa para o seu resultado, ou seja, do fato de que qualquer subsemi-
grupo S de G que possui interjor ndo vazio, é reversivel médulo um subgrupo
compacto maximal de G.

Para isto, sejam G um grupo, S um subsemigrupo de G e L um subgrupo
de G. Suponha que G age em G/L com acio

GxG/L — G/L
(g.hL} +— g(hL) = (gh)L

E de facil verificagdo que esta aplica¢o estd bem definida, ou seja, independe
do representante da classe que tomamos, isto &, se iy L = hyL, entdo g(h, L) =
g(hoL}, com g € G.

Definigao 17 Dizemos que S ¢ reversivel em G/L ou reversivel médulo L
se paro todo z,y € G/L, Sz N Sy # 0.

Consideremos a seguinte:
Proposicao 22 Sejam G um grupo e S um subsemigrupo de G. Tem-se:

1. § & reversfvel médulo L se, e somente se, S™'Sz = G/L para todo
z € G/L.

2. Além disso, S71Szq = G/L se, e somente se, G = §~!SL. onde z¢ = L.

Demonstragao: De fato, S é reversivel médulo L se, e s6 se, para todo
z,y € G/L, Sz N Sy # @. Ou seja, para todo g,k € G, existem s;,8, € S
tais que s1(gL) = s2(hL), ou ainda, pela definicio da agio de S em G/L,
temos que (s1g9)L = {s2h) L. O que equivale, pela definicio de classes laterais
em G/L a (s3h)7 (s19) € L, ou seja, h™ (s51s19) € L. De modo equivalente,
temos que (s;'s19)L = hL. Usando a acio de G em G/L, isto equivale a
(s3's1)(gL) = hL. Ou seja, existem s;, 85 € S tais que (57%81)x =y, isto &,
para todo ¢ € G/L, S~'Sz = G/L.

Para o item (2), suponha que (S2S)zy = G/L, onde z5 = L. De modo
equivalente, para todo g € G, existem s;,s2 € S tais que (s]°s3)L = gL, ou
seja, s3's1g € L. O que equivale a g € S~1SL. O

Observe que tomando L = {1}, temos que os conceitos de reversibilidade
médulo L e reversibilidade coincidem.
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Recordemos agora que um subsemigrupo S C G é transitivo em G/ L, se
para todo © € G/L, Sz = G/L. E claro que, se § é transitivo em G/L,
entao S é reversivel médulo L. De fato, para todo par z,y € G/ L, temos que
SznSy=G/L.

As proposigbes seguintes nos fornecem exemplos de subsemigrupos rever-
siveis em espagos homogéneos de grupos de Lie semi-simples. A primeira
delas & um resultado demonstrado por Furstenberg.

Proposicao 23 Sejam G um grupo de Lie semi-simples, real, nio compacto
e com centro finito. Entdo, para qualquer subsemigrupo S C G com intS + §,
temos que S € reverstvel médulo K, onde K é um subgrupo compacto mazimal

de (.

Demonstragao: Veja o Corolario 1 do Lema 3.2 em [11]. =

A seguir, mostraremos que qualquer subsemigrupo S C ¢ com intS # §
é reversivel numa variedade flag qualquer, ou seja, temos a seguinte

Proposicao 24 Sejam G wm grupo de Lie semi-simples, real, ndo compacto
e com centro finito. Entao, para qualgquer subsemigrupo S C G com intS # 0,
temos que S € reversivel médulo Po, onde FPo ¢ um subgrupo parabslico de

G.

Demonstracao: Como § C G € um subsemigrupo com intS = §, segue do
Teorema 3.1 de [33], que S tem um tinico conjunto controldvel invariante C
em G/ Pg. Além disso, pela Proposicao 9, temos que

Ca= 0N fe(S:c)

z&(:/FPg
Sejam z,y € G/ Po. Segue que Cg C fe(Sz) e Co C fe(Sy). Como (Cg)g
Ce, temos que (Co)o N Sz # B e (Co)o N Sy # 0. Isto implica que existem
s1, 82 € 5 tais que 8317, 53y € (Co)o. Logo, existe h € intS tal que hsyz = s9y.

Portanto, 5z N Sy # 0. Logo, qualquer subsemigrupo S com intS # () é re-
versivel médulo Pg. !

Posteriormente, nesta se¢do, apresentaremos uma demonstracio alterna-
tiva para a Proposicao 24.
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Observagao: A propriedade de reversibilidade médulo L é mais fraca que
a de transitividade. E claro que, se § & transitivo em & /L, entdao S é rever-
sivel médulo L. Por outro lado, existemn vérios exemnplos de subsemigrupos
reversiveis médulo L que nao sdo transitivos em G/L. Para verificarmos isto,
tomemos um flag G/Fs. Seja § C G um subsemigrupo préprio de interior
ndo vazio em G. Entéo, pela Proposicao 24, temos que S é reversivel médulo
Pg. Suponha agora que G € um grupo de Lie simples e conexo. Entdo, § nio
€ transitivo em (/ Pg. Caso contrério, pelo Teorema 6.2 em [34], temos que
S = G, o que é uma contradi¢ao, jé que por hipétese S ¢ um subsemigrupo
préprio de G.

Em seguida, apresentamos uma propriedade geral de reversibilidade mo-
dulo L.

Proposicao 25 Sejam G um grupe, S um subsemigrupo de G e L um sub-
grupo de G. Entdo, as seguintes condigdes sGo equivalentes:

1. § é reversivel médulo L.

2. Para todo g, h € G, S(gL) N S(hL) # 0.

3. Para todo g,h € G, existem {1,y € L tal que Sgly N Shiy # 0.
4. Para todo g, h € G, existe | € L tal que Sgl N Sh # (.

Demonstragao: Segue da definicio de reversibilidade médulo L. De fato,
S & reversivel médulo L se, e s6 se, para todo g,k € G, S(gL) = S(hL).
Portanto, (1) equivale a (2). Claramente, (2) e (3) sfo equivalentes. Ago-
ra, para a ultima equivaléncia, observemos que para todo g, h € G, existem
li,1o € L tais que Sgly N Shly # () se, e s6 se, existem 51,50 € S tais que
s1901151 = ssh. Logo, isto equivale a que para todo g, h € G, existe [ € L tal
que Sgl N Sh # 0. Portanto, (3} e (4) sdo equivalentes. O

A seguir, consideraremos G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo,
nao compacto, com centro finito, e S um subsemigrupo de G com intS # §.
Assim, da Proposicdo 25 e do Coroldrio 4, obtemos uma caracterizacio de
reversibilidade médulo L em termos dos conjuntos controldveis minimais para
S em G/ P,. Mais precisamente, temos:

Proposigao 26 Sejo D(S™') um conjunto controldvel invariante para S1
em G/ Fy. Dado um subgrupo L de G, sdo equivalentes:
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1. 5 é reversivel médulo L.

2. Para todo g,k € G, existe | € L tal que lg7'D* M A~1D" £ §, onde
D* = Dy(S71).

Demonstracao: De fato, pela Proposicho 25, temos que S & reversivel mé-
dulo L se, e somente se, para todo g, h € G, existe [y € L, Sgl;NSh £ §. Pelo
Coroldrio 4, isto € equivalente a [['g™1D*N A~ D* # @, onde D* = Dy(S~1).
Daf, o resultado segue se tomamos [ = % n;

Observemos que, se S é reversivel médulo L, entdo pela condigio (2) da
Proposicao 26 segue que existe uma 6rbita de L em G/F, que intercepta
tanto g~1D* quanto A™*D” para todo g, h € G. Logo, 2 Proposicio 26 pode
ser re-escrita na seguinte forma:

Proposicao 27 Seja D(S™) um conjunto controldvel invariante para S~*
em G/ Py. Dado um subgrupo L de G, as sequintes condicdes sdo equivalentes:

1. S é reversfvel médulo L.

2. Para todo g, h € G, existe uma L-érbita em G/ P, que intercepta tanto

g~ 1D* quanto A D*, onde D* & um conjunto controlgvel minimal para
S em G/ B.

Demonstracao: Segue imediatamente da proposicio anterior. O

Consequentemente, temos:

Coroldrio 5 Seja D(S™1) um conjunto controldvel invariante para S~ em
G/ P,. Suponha que L temn uma 6rbita densa em G/Fy. Entdo, S é reversivel
mddulo L.

Demonstracao: Por hipdtese, L tem uma 6rbita deusa em G/ Py, ou seja,
Lz & denso em G/ F, para algum z € G/F,. Como D* = Dy{(S™') & um con-
junto aberto em G/F,, temos que as interseccoes Lz Ng~'D* e Lz N A1 D"
nao sao vazias para todo g, h € G. Entio, pela Proposi¢do 27, segue que S é
reversivel médulo L. O

E claro que, se I tem uma 6rbita densa em G /Py, entdo L tem uma 6rbita
densa em G/P. Mas a reciproca desse fato nio é verdadeira, ou seja, se L
tem wma Orbita densa em /P n#o implica que L tem uma 6rbita densa em
G/ Py, como nos mostra o seguinte exemplo:
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Exemplo 8 Sejom G = Sl{n,R) o grupo de Lie das matrizes reais n X n
de determinante 1, e S o subsemigrupo das mairizes reais positivas, i.c.,
S =8I"(n,R). Tome L como o subgrupo (nilpotente) de G das matrizes do

forma
LZAF+ :{< é 1:11 >}

onde 1,1 denota a matriz identidade de n ~ 1 x n — 1. Temos que Py =
id, ANT, ou seja,

ay ok E S
0 «a

Pg"”——” 2 I{Eng...an:}.,ai>G
0 3 a,

Entdo, seque que G/ Py = 8™ = Gr{ (n). Temos que L tem uma drbita densa
no flag mazimal G/ P dada por Lby, onde by = P. (Veja [33]). Agora, L niio
tem drbita densa em G/Fy. De fato, pela Proposicdo 13, seque que L tem
duas drbitas em Gri(n), ou seja, eviste wnm n € Gri(n) tal que as orbitas de
L em Gr{(n) sio dadas pelos semi-espacos (n,{) > 0 e (n,() < 0. Entdo,
para todo ¢ € S™ existe um aberto U que é um destes semi-espacos que nao
contém (. Entdo, ternos que L{ NU = @, pois as drbitas de L sdo disjuntas.
Isto implica que L ndo tem drdita densa em G/ Fp.

A seguir, mostraremos que o Coroldrio 5 nos fornece uma generalizacao
do resultado de Furstenberg (Veja a Proposi¢ao 23).
Como na Sec¢do 2.2, consideremos o fibrado principal

7:G/Fy — G/P

entre espagos homogéneos com fibra P/ Py = M /M,.

Temos que o grupo estrutural M/M; age & direita sobre G/F, com a¢io
dada por (gFy)mMy = (gm)F,. Temos também que G age em G/ P, com a
agao natural 4 esquerda dada por g{g1F) = (gg:)Fp. Além disso, temos que
7 & equivariante em relacdo a estas agdes.

Com isto, podemos generalizar o resultado de Furstenberg através da
seguinte:

Proposicao 28 Suponha que L € um subgrupo de G que age transitivarnente
em G/P. Assuma que M C L. Entdo, S ¢é reversivel mddulo L.

o4



Demonstragao: Consideremos o fibrado principal 7 : G/Py — G/P com fi-
bra P/Fy = M /M. Tomemos t° = Py ez € G/P,. Entdo, n(%), 7(z) € G/P.
Pela transitividade de L no flag maximal G/P, temos que existe | € [ tal
que [7(8°) = 7(z). Pela equivariancia de 7, segue que n{[t°) = 7(z). Ento,
° € n~'n(z). Como o grupo estrutural M /M, age transitivamente nas fi-
bras, entdo existe mMy € M /M, tal que B°(mM,) = z, ou seja, (Im)p® =z
com {m € L, uma vez que m € M = ZxA C L. Logo, segue que Lb° = G/P,
e, portanto, L tem uma 6rbita densa em G/ F,. Pelo Coroldrio 5 segue que S
é reversivel maddulo L. O

Como consequéncia, temos uma demonstracio alternativa para o resulta-
do de Furstenberg dado pelo seguinte.

Coroldrio 6 S ¢ reversivel modulo K, onde K ¢é ¢ subgrupo compacto maz-
mmal de G.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.4 de [11] temos que K & transitivo no flag
maximal G//P. Temos também que M = Zx A C K. Entdo, pela Proposicio
28 segue que S é reversivel modulo K. O

A seguir, mostraremos também que o Coroldrio 5 nos fornece uma demon-
stragdo alternativa para a Proposicdo 24, ou seja, de que qualquer subsemi-
grupo S de um grupo de Lie semi-simples com intS £ § é reversivel numa
variedade flag. Faremos isso com ajuda do Corolério 5 e do seguinte:

Lema 3 Sejam G, S como anteriormente. Entio,

1. Para qualquer aberto U em G/F,, temos que Phy N U # 0, ou seja, P
tem uma drbita densa em G/ F,

2. Pp tem uma 6rbita densa em G/ P;.

Demonstracao: Seja U aberto em G/F,. Consideremos o fibrado princi-
pal 7 : G/Fy — G/P com fibra P/By ~ M/M;. Observemos que o sub-
grupo parabdlico minimal P tem uma 6rbita densa em G/P, ji que uma
de suas ¢rbitas contém a componente de Bruhat, aberta e densa, N*bg, ou
seja, NTby C Pbg, onde by = Fp denota a origem de G /P. Logo, temos
que existe by = P € G/P tal que fe(Phy) = G/P e n(b®) = by. Temos
também que w(I/) é um aberto em G/P, pois 7 é uma aplicacio aberta.
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Entdo, segue que Pn(d") N #(U) # 0. Logo, existemn a € P,u € U tal que
am(t®) = w(u), ou ainda, pela equivariancia de 7, temos que 7(ab®) = m(u).
Entéo, ab® € 77 (r(u)). Como M/M; age transitivamente nas fibras de =,
temos que existe mMy € M/M; tal que ab’(mbdly) = u. Entdo, (am)i® = u
com am € PM C PP C P. Logo, segue que P N U # § para qualquer
aberto U em G/F;. Portanto, P tem uma ¢rbita densa em G/F,. Para o
item 2, observemos que P C Fp implica que Pt? C Peb® C G/Fy. Logo, Pe
tem uma Orbita densa em G/ Fy, pois fe( Pb®) = G/P,. O

Assim, obtemos a seguinte:

Proposicao 29 S ¢ reverstvel médule Ps, onde Py é um subgrupo parabslico
de G

Demonstragao: Consideremos o fibrado principal = : G/Py — G/P com
fibra P/ Py &= M/M;. Pelo Lema 3, temos que Py tem uma 6rbita densa em
G/ F,. Entéo, pelo Coroldrio 5 segue que S é reversivel médulo Po. O

3.2 Reversibilidade médulo um subgrupo e
tipo parabdlico

Seja G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo, no compacto e com
centro finito. Suponha que § C G & um subsemigrupo que possui interior
nao vazio, e com tipo parabélico ©(S). Dado um subgrupo L C G, o objetivo
desta secéo € o de caracterizar a reversibilidade em G/L em termos de uma
orbita de L que intercepta quaisquer dois abertos em G/F§., onde P8, denota
a componente conexa da identidade de Pg» e ©* = ©(571) o tipo parabdlico
do subsernigrupo S

Inicialmente, relacionaremos os conjuntos controldveis invariantes para
S em G/F, com os conjuntos controldveis invariantes em G/ Pg{ s Isto nos
permite caracterizar a reversibilidade em G/L em termos dos conjuntos con-
troldveis minimais de S em G/P§..

Mostraremos também que, se L tem uma érbita densa em G/ Pg., entdo
S é reversivel médulo L.

Recordaremos agora algumas fibragdes de espagos homogéneos que foram
estudadas em [25]. Para isto, fixemos uma decomposicio de Iwasawa G =
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KAN™ e uma decomposi¢io de Langlands P = MANT. Consideremos P e
PJ as componentes conexas da identidade de P ¢ Py respectivamente. Temos
entdo que F; C P§ sdo subgrupos fechados de G.

Podemos considerar a fibragio de espacos homogéneos

Pt G/Pg o G/Pg
9P — gP§

que é um fibrado associado ao fibrado principal

G — G/PS
g =~ gPS

com fibra tipica dada por P§/F.

Para relacionar a reversibilidade médulo um subgrupo com a topologia de
G/ Pg, relacionaremos os conjuntos controldveis invariantes para S em G/ P,
e G/P3 através da fibragio

pe: G/Ry — G/P§
gF  — gP§

Consideremos também a fibragéo

T G/Pg — G/P@
gk~ gPs

que é dada pela composta das fibragdes
G/Py = G/P S G/Ps

onde
m: G/Fy — G/FP 7e: G/P — G/Ps
gF - gP € gP  — gFs
Além disso, temos que 7 pode ser vista também como a composta das fi-
bracdes
G/B2 G/PSE G/Ps

onde
D1 G/P8 - G/P@
gF§  +— gPe

Ou seja, de modo que o diagrama abaixo
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G/P = G/F§
71l Lo
G/P 8 @/Fs

seja comutativo, i.e., mwem = pipeg. De fato, temos que temi{gh) =
7e(gF) = gPe. Por outro lado, temos que pipe(9Fy) = p1(gP3) = gPe.
Um resultado preliminar é o seguinte:

Lema 4 Consideremos a fibragdo pe : G/Fy — G /P8 definida acima.
Temos que D C G/Fy é um conjunto controldvel invariante para S se, e
somente se, D = pg' (D®), onde D® < G/PY ¢ um conjunto controlével
invariante para S. Além disso, tem-se que Dy = pg*(Dg).

Demonstragao: Suponha que D C G/F, é um conjunto controlével in-
variante para S, e mostremos que D = pg' (D®), onde D® C G/P§ é um
conjunto controldvel invariante para S. De fato, pela Proposicio 10, temos
que pe (D) € um conjunto controldvel invariante para § em G/PS. Como S
¢ do tipo parabélico ©, segue da Proposicéo 4.3 de [25] que D = 7~ }{Cosy),
onde 7 = wgm;. Como T = pype, temos que D = 771 (Cg) = papiHCe).
Usando a sobrejetividade de pe, temos que pe (D) = p71(Ce) é um conjunto
controldvel invariante para S em G/P§. Logo, podemos escrever

D = pg'{(p7H{Co)) = p5*(pe (D))

Entdo, D® = pg (D) satisfaz o que querfamos. Para a reciproca, observemos
que G/Fy é compacto. Pela Proposigio 10, segue que pg’ (D®) contém
algum conjunto controldvel invariante, digamos D em G / Py. Dal segue que
D® D pe (D). Isto implica que D® = pg (D), uma vez que D® e pg (D) sdo
conjuntos controldveis invariantes para S em G/FP§. Por outro lado, usando
novamente a Proposicdo 4.3 de [25], temos que D = #~}(Cs). Entdo, D =
Pa'p1 (Ca), pois 7 = pype. Isto implica que D® = pg (D) = p7H(Co), jé que
DPe € sobrejetora. Logo,

26" (D°) = pg'pi (Ce) =77 HCo) = D

que é um conjunto controldvel invariante para S. Agora, para mostrarmos
que Dy = pg'(DF), seja y € pg' (DF). Entdo, pe(y) € DE. Pela Proposicao
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7 segue que existe h € intS tal que hpe(y) = pely). Entdo, temos que
ps’ {pe(y)} = hpg' {pe(y)}, com pg' {pe(¥)} C pa"(DF) C ps*(D®) = D.
Logo, segue que ¥ € pg' {pe(y)} C intSD N D. Mas, pela Proposicio 2.2 de
[34], temos que intSD N D = Dy Entdo, y € Dy. Portanto, pg*(DF) C Ds.
Para a outra inclusdo, seja y € Dy. Ent3o existe h € intS tal que hy = y.
Isto implica que Ape(y) = pe(y) com pe(y) € pe(Dy) C DP. Daf segue que
pe(y) € DF. Portanto, y € pg(D$). O

Observagao: Seja ©* = ©(S™!) o tipo parabdlico de S~1. Seja D(S™1)
um conjunto controldvel invariante para S™! em G/Py e D*(S) = Dy(S1).
Pelo lema anterior, temos que D(S7!) = pgl(D®(S71)), onde D®(§71)
C G/P8. é um conjunto controldvel invariante para S~!. Além disso, temos
também que D*(S) = pgi({D®")*), onde (D7) = D§"(51).

Para os subsemigrupos comn tipo parabélico ©{5), temos ainda a seguinte
propriedade: a translagao de um conjunto controldvel invariante D em G/F,
interceptar I} é equivalente 4 translagdo do conjunto controldvel invariante
correspondente D® em G/ PJ interceptar D® ou, mais precisamente, temos
a seguinte:

Proposicao 30 Seja D C G/Fy um conjunto controldvel invariante para
S em G/F. Entao, R(D) = R(D®), onde D® C G/PS ¢ um conjunto
controldvel invariante para S com D = pg' (D®). Além disso, temos que
R(Do) = R(DF).

Demonstracio: Pelo Lema 4, temos que D = pg' (D®), onde D® C
G/P§ & um conjunto controldvel invariante para S. Primeiro, mostremos
que R(D®) C R(D). Para isto, seja g € R(D®), ou seja, gD® N D® # 0.
Logo, existem z,y € D® tal que gz = y. Dai, p5' {y} = gpg' {z}, com
e {y}.pa’ {z} C pgt (D@) = D. Portanto, gD N D # @, isto é, g € R(D).
Para a outra inclusao, seja g € R(DP®). Entdo, gD N D # B, ou seja, existem
z,y € D tal que gz = y. Pela equivariincia de pg, segue que

gre(z) = pe(gx) = pe(y)

com pe(z), pe(y) € pe(D) = D®. Logo, gD® N D® #£ B, ou seja, g € R(DT).
Agora, mostremos que R(Dp) = R(D§). De fato, observemos que pelo Lema
4, temos que Dy = pg' (D). Seja g € R(DE). Entdo, gD N DY +# 0, ou
seja, existem x,y € D§ tal que gz = y. Daf segue que pg' {y} = g5’ {z},
com pg* {y}, 05" {z} C ps" (D) = Do . Logo, segue que gDy N Dy # 0,
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ou seja, g € R(Dy). Portanto, R(DF) C M{Dy). Para a outra inclusio, seja
9 € R(Dy). Entdo, gDy N Dy # 0. Disto segue que gDF N DY # §, pois
Dy = pg'(D§) e pe & sobrejetora. Portanto, g € (D). O

A seguir, assumiremos que S~ & um subsemigrupo com tipo parabélico
©(51). Escreveremos 9* = 6*(S) = ©(5~1) ¢ consideremos a fibracio

pe-: G/Py — G/PL

de espagos homogéneos, definida como anteriormente. Dado um subgrupo
L de G, estaremos interessados em caracterizar a reversibilidade médulo L
em termos de uma L-6rbita com a propriedade de interceptar quaisquer dois
abertos tanto em G/F, quanto em G/FJ..

Inicialmente, com o auxilio das Proposicdes 27 e 30, apresentaremos wma
caracterizacdo da reversibilidade em G/L em termos de uma L-érbita com
a propriedade de interceptar translacdes de um mesmo conjunto controldvel
invariante tanto em G/Fp quanto em G/P§.. Mais precisamente, temos a
seguinte:

Proposigao 31 Sejam D (S™Y) um congunto controldvel invariante para
S~ em G/PS. ¢ (D) o seu conjunto de transitividade. Entéo, séo eguiv-
alentes:

1. § € reversivel modulo L.

2. Paratodo g, h € G, existe uma orbita de L no espago homogéneo G/ P3.
que intercepta tanto g~ *(D®)* quanto h~1(D®" ).

Demonstracao: Pela Proposicdo 27, temos que § é reversivel modulo L
se, e 86 se, para todo g,h € G, existe [ € L tal que lg7'D*N A~1D* # 0,
onde D* = Dp{S71). Ou seja, existe g; = hlg™ € G tal que g D* N D* = §,
onde D" & um conjunto controldvel minimal de S em G/F,. Agora, como
§~% & um subsemigrupo com tipo parabélico ©* = ©(S™1), temos que a dl-
tima intersec¢do € nédo-vazia se, e s6 se, para todo g, h € G, existe [ € L
tal que (Ig™*)(D® ) NA™H(D®")* # @, onde D* = pg! ((D®7)) e (D®')* =
(D®7)o(S71), pois pela Proposicio 30, temos que R(D*) = R((D®")*). O
que conclul a demonstragio. O

A seguir, suponha que L tenha uma 6rbita densa em G/PS., i.e., para
algum z € G/Fg., feg/ps_(Lz) = G/P§.. Como (D7)* = (D" )o(S™1) é um
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conjunto aberto ndo-vazio em G/PJ., temos que as translagdes g~ 1{D®")* e
h=(D®")* sdo conjuntos abertos nio-vazios em (/ PY.. Logo, as interseccdes
Lz g™ (D®)* e Lz N h~1{D®")* sao ndo-vazias.

A proposicao anterior, tem como consequéncia, o seguinte coroldrio:

Coroldrio 7 Suponha que L tem wma orbita densa em G/FS.. Entdo, S é
reversivel médulo L.

Demonstragao: Seja (D®)* = (D®")5{5~1). Como L tem uma 6rbita densa
em G/Pg., segue que para todo g, h € G, existe uma 6rbita de L em G/P2.
que intercepta tanto 7' (D®")* quanto A~*(D®")*. Entdo, pela Proposicio
31, segue que S & reversivel médulo L. G

A seguir, suponha que S™! é conexo. Assim, temos que os conjuntos
controldvels minimais (D®")* para S podem ser contraidos dentro de qualquer
aberto de G/P§., isto &, dado qualquer aberto I/ C G/PL. existe g € G tal
que g(D®")* C U, de modo que os conjuntos controlaveis minimais D* para
S formam uma base para a topologia de G/P§., onde (D®")* = (D®");(5-1)
(Veja a Proposicao 3.13 em [37]).

Assim, para a reversibilidade em G/L, temos o seguinte teorema:

Teorema 4 Sejam G, S, L como anteriormente. Suponha que S € conezo.
Seja D9 (S7Y) wm conjunto controldvel invariante para S~ em G/PS.. En-
tao, as seguintes condicbes sdo equivalentes:

1. § é reversivel médulo L.

2. Para quaisquer U, V' C G/ P§. abertos, temos LU NV = §.

Demonstragao: Sejam U,V abertos em G/FP3.. Como os conjuntos con-
troldveis minimais para S formam uma base para a topologia dos conjuntos
abertos do espago homogéneo G/P§., temos que existem g, h € G tal que
gH (D)) € U e AH{D®)*) C V, onde (D®')* = (D®)o(S~!) & um
conjunto controldvel minimal para S em G/FP3.. Como S é reversivel mé-
dulo L, pela Proposiciio 31, temos que existe uma &rbita de L no espaco
homogéneo G/PJ. que intercepta tanto g~'(D®")* quanto h~'(D®")*. Lo-
go, LU NV # (. Para a reciproca, observemos que para todo g,h € G,
tanto g~ (D®")* quanto h~1(D®")* sdo abertos, pois sdo translaces & es-
querda do aberto (D®)* em G/PJ.. Entfo, nossa hipétese implica que
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L{g7 YDy n h~H{D®")* £ B, para todo g, h € G. Logo, pela Proposicio
31, segue que S é reversivel mddulo L. -

Apresentaremos, a seguir, um exemplo de subsemigrupo que nio é rever-
sivel médulo um subgrupo L. Este mesmo exemplo nos mostra que o fato
de L ter érbita densa no espago base de um fibrado nac implica que L tem
drbita densa no espago total do fibrado, embora sabemos que a reciproca é
verdadeira.

Exemplo 9 Consideremos G = Si(n,R). Seja S = (81" (n,R))™1. Tomemos
L como o subgrupo (nilpotente) de G das matrizes da forma

(v 20 )

onde v é uma matriz (n — 1) x 1 e 1,1 denota a matriz identidade (n —
1) x (n—1). Seja P o subgrupo parabslico minimal de G. Ele é o subgrupo
de isotropia de um flag

bp=(ViC - CVaoy CR": dimV, =7)

em F = G/P. Consideremos Py = id, ANT = AN, ou seja,

ay  x ee- %
0 a .o

Py = . 2 ta1as...0, =1,0; > 0
0 -~ 0 a,

Temos que o tipo parabslico de S~ = SI* (n, R) ¢ o espaco projetivo G/ Pos-1y =
RP" que é um flag minimal de G (Veja em [30]). Seja ©°(S) = ©(5-1).
Consideremos a fibragdo natural = : G/Fy — RP™™ . Entdo, S néo é re-
verstvel modulo L, e consequentemente, L nédo tem drbita densa em G/PF,.
Temos também que L tem uma drbita densa no espaco projetivo RP™™. De
fato:

1. S nao é reversivel em G/L. De fato, pela Proposicdo 13 temos N~ tem

somente duas drbitas em Gri(n) = S™, ou seja, eziste um n € Gri(n)
tal que as orbitas de N~ em Gri(n) sdo dadas pelos semi-espacos
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(n.¢) > 0 e (n,{) <0 com({ € R* = AR"™. Denotemos estes semi-
espacos por U,V. Como L C N7, seque que LUNV C N~ UNV = §.
Logo, LUNV = {. Pntdo, pelo Teorema 4, temos que § ndo é reversivel
em G/L.

2. L ndo tem drbita densa em G/Fy = 8. De fato, seque imediatamente
do Coroldrio 5, uma vez que S ndo é reversivel em G/ L.

3. L tem uma orbita densa no espaco projetivo RP™™ . Para isto, tomemos
e; =(1,0,...,0) e R" ¢

1 0 0
ey 1 0 0
= 1t el
T ¢
Tn i 0-- 0 1
Entio,
1
x
Le, = ?’i D X9, ..., En1 TEALS
In,l

€ a menos de difeomnorfismo o espaco R™™1. Daf segue que Lle;] =
RP"™*. Portanto, Lle;] é uma drbita densa em RP™.

3.3 Propriedades de semigrupos reversiveis

Sejam G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo, nio compacto, com
centro finito, § C G um subsemigrupo com intS # §§ e L C G um subgrupo.
Nesta secdo, sob algumas hipGteses, mostraremos que, se S é reversivel mé-
dulo L, entdo L nao est4 contido em S. Logo, se L estd contido em algum
subsemigrupo S de G, segue que S nao é reversivel médulo L e, portanto,
S ndo é transitivo emn G/L, ou seja, ndo ocorre controlabilidade para S em
G/L (Veja em [31)).

Para um subsemigrupo S contendo L, sob algumas hipéteses, mostramos
que a reversibilidade médulo L é equivalente ao subsemigrupo S/L ser re-
versivel em um grupo de Lie. Com esse resultado temos um exemplo em que
ocorre reversibilidade médulo L com um semigrupo S contendo L.
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Comecemos mostrando que para um grupo G, a reversibilidade & direita
de um semigrupo em /L implica na reversibilidade & direita do subsemi-
grupo, ou seja:

Lema 5 Sejam G um grupo e S wm subsemigrupo de G. Seja L um subgrupo
de G. Suponha que S € reversivel modulo L e que L © S. Entdo, S reversivel
a direita.

Demonstragio: Pela Proposicio 22 segue que G = S5, pois S é rever-
sfvel mdédulo L. Como L C S, temos que G = S™'SL < 57185 ¢ §-1S.
Logo, G = §718, ou seja, S é reversivel i direita. 0

Observemos que num grupo topolégico, se S e §7% s3o reversivels médulo
Lel C 5, entdo, do Lema 3, segue que S é reversivel a direita e 4 esquerda,
ou seja, S é reversivel em G.

Como uma consequéncia do Lema. 5 e do Teorema 6.7 em [34], mostraremos
& seguir, que num grupo de Lie semi-simples, real, conexo, nio compacto e
com centro finito, ndo existe subsemigrupo reversivel médulo I contendo o
subgrupo L.

Proposicao 32 Seja G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo, nio
compacto € centro finito. Sejam S C G um subsemigrupo proprio com intS #
0 e L um subgrupo de G. Se S € reversivel modulo L, entdo L néo estd contido
em S.

Demonstragao: Suponha que L C S. Pelo Lema 5, temos que S é reversivel
a direita. Porém, como & é um grupo de Lie semi-simples, real, conexo e com
centro finito, pelo Teorema 6.7 em [34], segue que S = G, o que contradiz a
hipétese de S ser préprio. o

Temos as seguintes:
Observagao: Num grupo de Lie semi-simples, real, conexo, ndo compacto
e com centro finito G néo existe subsemigrupo préprio com interior nao
vazio em G que seja transitivo em G/L contendo L. De fato, é imediato
da Proposigao 32, pois basta observar que qualquer semigrupo transitivo em
G/ L é reversivel médulo L.

A seguir, estaremos interessados em mostrar que em geral nio vale a
Proposicao 32, ou seja, apresentaremos um resultado, o qual nos mostra que

64



podemos ter um subsermigrupo S reversivel médulo um subgrupo L com S
contendo L. Neste caso, G ndo é semi-simples e, portanto, existe S reversfvel
em G/Lecom L C 8.

Para isto, consideremos GG um grupo de Lie ¢ S subsemigrupo préprio de
G com intS # . Seja L um subgrupo normal de G. Suponha que L C S,
Consideremos a fibragio canénica

7:G—G/L

Tem-se que S/L = x(S) é um subsemigrupo do grupo de Lie G/L. Temos
também que intg, (S/L) # 0, pois intS # @ e = é uma aplicacio aberta.
Suponha que G /L é um grupo de Lie nilpotente. Entdo, segue que S/L é um
subsemigrupo reversivel no grupo G/L {Veja a Proposicao 34), e isto por sua
vez € equivalente a S ser reversivel médulo 7, ou mais precisamente, temos:

Proposicao 33 Sejam G um grupo de Lie e S subsemigrupo proprio de G.
Seja L um subgrupo normal de G tal que G/L € um grupo nilpotente. Suponha
que L C S. Entéo, S/L ¢é reversivel em G/L se, € 56 se, S ¢ reversivel mddulo

L.

Demonstracao: Suponha que o subsemigrupo S/L é reversivel no grupo
G/L. Entao, S/L é reversivel a direita em G/L, ou seja, para todo g, h € G,
S/L(gL) N S/L(RL) # 0. Isto equivale a existir 81,8 € S com (s;L){gL) =
{(saL}(hL), ou seja, (s19)”* (sah) =1 € L. Logo, para todo g, h € G, existe
[ € Ltal que SginSh # 0. Pela Proposicao 25, segue que S é reversivel mé-
dulo L. Para a reciproca, sejam g, h € G tais que S(¢gL}NS(hL) # @. Entio,
existemn s, sy € S tais que (s19)L = (sph) L. Agora, pela normalidade de L
em G, temos que L(s,g) = L{syh), para algum s;, s3 € S. Novamente, usando
que L é normal em G, segue que existem 34, s; € S tais que (s;L)g = (s2L)h.
Portanto, para todo g,h € G, S/L(gL) N S/L(hL) # B, ou seja, S/L & re-
versivel 4 direita em G/L. De modo andlogo, utilizando a normalidade de L,
segue que S/L é reversivel & esquerda em G/L. Portanto, S/L é reversivel
em G/ L. O

Como consequéncia deste resultado, temos:

Coroldrio 8 Sejam G um grupo de Lie e S subsemigrupo proprio de G. Seja
L um subgrupo normal de G tal que o grupo de Lie G/L ¢ abeliano. Suponha
que L C 5. Entdo, S/L € reversivel em G /L se, € 56 se, S é reversivel modulo
L.
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Demonstracio: E imediato da Proposicdo 33. De fato, temos que G/L é
nilpotente, pois ele € abeliano. Logo, pela Proposicio 33, segue o resultado.
|

A seguir, com a ajuda do coroldrio anterior, obtemos indmeros exemplos
de subsemigrupos préprios S de um grupo de Lie G (n&o semi-simples) com
intS == 0 tal que S o L e S & reversivel maédulo L.

Para isto, lembraremos o seguinte resultado demonstrado por Ruppert
ern. [26].

Proposicao 34 Sejam H um grupo de Lie nilpotente e S um subsemigrupo
de H. Entdo, S é reversivel.

Demonstracio: Demonstrado em [26], Proposicdo 1.5. o

Dito de outra forma, temos que existem inmimeros subsemigrupos, onde
em geral, nio vale a Proposigdo 32, como nos mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 10 Suponha G wum grupo de Lie solivel simplesmente conezo.
Tormemos L = [G,G] como o subgrupo dado pelo comutador de G. Pela
Proposicdo 3.18.12 de [42], pdgina 243, seque que L é fechado em G. Lego, o
grupo G/[G, G} tem uma estrutura de grupo de Lie (grupo quociente) o qual
€ abeliano e, portanto, também é nilpotente. Podemos considerar S como
um subsemigrupo magimal, uma vez que tode subsemigrupo de interior ndo
vazio estd contido num subsemigrupo mazimal com interior ndo vazio (Veja
a Proposicdo 6). Pelo Teorema 6.18 em [14], temos que L = [G,G] C S.
Agora, pela Proposicio 34, seque que S/[G, G| é um subsemigrupo reversivel
em G/L. Portanto, pelo Coroldrio 8, seque que S é reversivel médulo L, o
que conclui 0 nosso exemplo.

3.4 Generalizacoes

Nesta segao, assumiremos que G é um grupo topoldgico e S é um subserni-
grupo de G com intS # @. Determinaremos R (S5) em termos dos conjuntos
controldveis invariantes para S em um espaco homogéneo compacto da forma
G/H. Em seguida, apresentaremos algumas consequéncias desse resultado.

Para isto, seja H um subgrupo de G. Denotemos por Hy a componente
da identidade de H. Suponha que o espago homogéneo G/ H; seja compacto.
Assim, o Teorema 3 é generalizado através da seguinte proposicio:
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Teorema 5 Sejam D um conjunto controldvel invariante para § em G/ Hj.
Suponha que S N Hy é reversivel & esquerda em Hy. Entéo, R(S) = R(Dy).
Consequentemente, SR(S) é um conjunto aberto de G.

Demonstragao: Segue do Lema 1 que R(S) C R(D,). Para a outra in-
clusdo, a demonstragao ¢ andloga & do Teorema 3. De fato, seja g € R(Dy).
Entéo, gDy M Dy # B. Logo, existem z,y € Dy com z = gy. Temos que existe
h € intS tal que y = hz, ie., = ghz. Portanto, gh estd no subgrupo de
isotropia em z. Sem perda de generalidade, podemos assumir que Hy ¢ o
grupo de isotropia em z. Portanto, temos que gh € Hy. Mas, por hipétese,
temos que S N Hy é reversivel & esquerda em Hy. Isto implica que

gh(SNH)N (SN Hy) # 0

e dai, segue que ghS NS £ . Como h € S, segue que ghSNS C gSNS e,
portanto, gS NS # 0. 0

A partir do resultado anterior temos os seguintes corolérios:

Coroldrio 9 Sejam D(S!) um conjunto controlivel invariante para S~°
em G/Hy. Suponha que S™' N Hy é reverstvel & esquerda em Hy. Entdo,
R(S™) = R(D*), onde D* = Dy(S7H).

Demonstragao: Segue do Teorema 5. o

Coroldrio 10 Suponha que SN Hy é reversivel & esquerda em Hy. Seja D um
congunto controldvel invariante para S em G/Hy. Dados g, h € G, gSNAS #
@ se, e somente se, gDy N hDy # 0.

Demonstragao: Utilizando o Teorema 5, a demonstracio segue de modo
andloga & do Corolario 3. O

Corolédrio 11 Sejam D(S™') um conjunto controldvel invariante para S~1
em G/Hy. Suponha que S~ N Hy € reversivel o esquerda em Hy. Dados
g9.h € G, SgN Sh # O se, ¢ somente se, g7 D* N A7 D* # B, onde D* =
DD(S —3‘).
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Demonstragao: A demonstragéo é andloga 4 do Corolério 4. O

A seguir, seja L um subgrupo de G. Entdo, da Proposicio 25 e do
Corolério 11, obtemos uma caracterizacio de reversibilidade médulo L em
termos do conjuntos controldveis minimais para § em G/Hy ou, mais pre-
cisamente, temos:

Proposicao 35 Sejamn D(S™) um conjunto controldvel invariante para S~
ern G/ Hy. Suponha que S~ 1 Hy é reversivel o esquerda em Hy. Séo equiv-
alentes:

1. S é reversivel moédulo L.

2. Para todo g,h € G, existe ] € L tal que lg7'D* NA~1D* # §, onde
D* = Dg(S“‘"l).

Demonstragao: De fato, pela Proposigio 25, temos que S é reversivel mé-
dulo L se, e somente se, para todo g,k € G, existe I; € L, Sgly N Sh £ 0.
Pelo Coroldrio 11, isto é equivalente a I7 g7 *D* N A~1D* # @, onde D* =
Dp(S71). Dai, o resultado segue se tomamos [ = {1, 0

A Proposigaio 26 pode ser re-escrita na seguinte forma:

Proposicéo 36 Seja D(S™!) um conjunto controldvel invariante para S~*
em G/Hy. Suponha que S~ N H, é reversivel & esquerda em Hy. As sequintes
condigoes sio equivalentes:

1. S é reversfvel madulo L.

2. Para todo g, h € G, existe uma L-érbita em G/Hy que intercepta tanto

x

g~'D* quanto A= D*, onde D* é um conjunto controlsvel minimal para
S em G/H,.

Demonstracao: Segue imediatamente da proposicio anterior. O
Consequentemente, termos:
Coroldrio 12 Seja D(S™') um conjunto controldvel invariante para S em

G/ Hy. Suponha que S~ N Hy ¢ reversivel 4 esquerda em Hy. Suponha que L
tem uma Orbita densa em G/Hy. Entdo, S é reversivel médulo L.
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Demonstracao: Por hipétese, L tem uma drbita densa em G/ Hj, ou seja,
Lz ¢ denso em G/Hy para algum z € G/Hp. Como D* = Dp(S§71) é um
conjunto aberto em (/Hp, segue que para todo g,h € G, as interseccdes
Lz Mg™'D* e Lo 0 k™' D* ndo sdo vazias. Entdo, pela Proposicio 36, segue
que S é reversivel médulo L. 0

3.5 Reversibilidade em espacgos topolégicos

Nesta se¢ho, introduziremos o conceito de reversibilidade para um subsemi-
grupo S de um grupo agindo em espagos topolégicos, o qual estende o con-
ceito de reversibilidade médulo um subgrupo de um grupo.

Mostraremos que a reversibilidade de S em um espaco topolégico com-
pacto X é equivalente & existéncia de um tinico conjunto controldvel invari-
ante em X.

Para um subsemigrupo S de um grupo de Lie conexo, mostraremos tam-
bém que a reversibilidade médulo um subgrupo implica que o subgrupo néo
estd contido em S.

A seguir, sejam G um grupo, S um subsemigrupo de G e X um espaco
topoldgico. Suponha que G age em X com acio

GxrxX — X
(g:2) = gz

Comecemos introduzindo a seguinte

Definigao 18 Dizemos gque S é reversivel em X se parg todo z,y € X,
Sz Sy # 0.

Temos a seguinte

Proposicao 37 Sejo G um grupo e S um subsemigrupo de G. Entéo, S é
reversivel em X se, e somente se, ST Sz = X pare todo z € X.

Demonstragao: De fato, S é reversivel em X se, e 56 se, paratodoz,y € X,

Sz N Sy # 0. Ou seja, existem 5,8, € S tais que ;7 = syy, ou ainda, ex-
istem s1, 53 € S tais que (s3's;)z = y, isto &, paratodoz € X, $71Sz = X. O
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Recordemos que um subsemigrupo S C G ¢ transitive em um conjunto
X,separatodoz € X, Sz = X. E claro que, se S é transitivo em X, entdo S
é reversivel em X. De fato, para todo par z,y € X, temos que Sz NSy = X.

A seguir, a reversibilidade em um espago topolégico compacto X é equiv-
alente & existéncia de um tinico conjunto controlével invariante em X.

Teorema 6 Sejam G um grupo topoldgico, 5 um subsemigrupo de G com
intS # . Seja X um espaco topoldgico compacto. Sao eguivalentes:

1. S tem um tinico conjunto controldvel invariante em X.

2. 5 é reversivel em X.

Demonstragao: Suponha que S tem um tnico conjunto controldvel invari-
ante em X. Pela compacidade de X, segue da Proposicio 9, que

C = fe(Sz)
zeX

Agora, sejam x,y € X. Fntdo, segue que C C fe(Sz) e C C fe{Sy). Como
Co C C, temos que Cy N Sz # @ e Cy 1 Sy # 0. Isto implica que existemn
51,82 € 5 tais que 512, 59y € Cp. Logo, existe h € intS tal que hs;z = soy.
Portanto, Sz M Sy # 0. Logo, por definicio, segue que S é reversivel em X.
Para a reciproca, suponha que S é reversivel em X e que S tem mais de um
conjunto controldvel invariante em X. Sejam D; e D, conjuntos controldveis
invariantes para S em X. Tomemos z,y € X taisque z € Dy e y € Ds.
Entao, Sz C Dy e Sy C Ds. Portanto, Sz M Sy = 0, uma vez que os conjun-
tos controldveis tem intersec¢fo vazia. Mas isto é uma contradigdo, pois por
hipétese S é reversivel em X. Dai, segue o resultado. O

Em particular, do teorema anterior, segue que em um espaco homogéneo
compacto G/L de um grupo topolégico G, um subsemigrupo S de G de
interior ndo vazio & reversivel médulo L se, e somente se, S tem um Unico
conjunto controldvel invariante em G/L.

De modo andlogo ao teorema anterior, mais geralmente num espaco topoldgi-
co, temos que S tem no méximo um conjunto controldvel invariante em X
se, e somente se, S € reversivel em X.

Assim, utilizando o teorema anterior, temos o seguinte resultado:
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Proposicao 38 Sejam G um grupo de Lie conezo, S um subsemigrupe de
G comintS # 0 e L C G um subgrupo de G. Assuma que G/L é um espaco
homogéneo compacto de G. Suponha que S é reversivel médulo L. Enido, L
ndo estd contido em S

Demonstracao: Suponha que L C S. Como S é reversivel em G/ L, pelo
Teorema 6 segue que S termn um tnico conjunto controldvel invariante em
G/L . Seja C o tnico conjunto controldvel invariante para S em G/L e tome
z € Cy. Sem perda de generalidade, podemos supor que L = L é o subgrupo
de isotropia em z. Entdo, L NintS # @, pois existe h € intS tal que hz = z.
Logo, existe sp € intS tal que so € L. Agora, usando o fato de que s5*
€ L C 5 eint§ & um ideal de S (Veja a Proposigio 4), temos que

1= 808, € intSL C intSS C intS

Consequentemente, ainda pela Proposicao 4, segue que S = G, uma vez que
G & um grupo de Lie conexo e 1 € intS. Isto &, leva a uma contradicio.

Logo, da proposiciio anterior segue que, se L estd contido em um sub-

semigrupo S de um grupo de Lie conexo G, entdo S no é reversivel médulo
L.
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Capitulo 4

Mid-reversibilidade de
Semigrupos

Sejam G um grupo € § C G um subsemigrupo. Neste capftulo, para o
estudo de mid-reversibilidade de semigrupos, introduziremos o conjunto mid-
reversor de S em G, que serd dado pelo conjunto

M(S)={geG:595nS +# 0}

Analisaremos a mid-reversibilidade de semigrupos de modo anslogo & re-
versibilidade. No caso em que G & um grupo de Lie semi-simples, real, nio
compacto, com centro finito e § possui interior nao vazio, descreveremos
M(S) em termos dos conjuntos dos conjuntos controldveis invariantes em
G/P. Com esta descricdo para M(S), temos que a informacdo sobre a
mid-reversibilidade do subsemigrupo S em G é obtida a partir dos conjun-
tos controldveis invariantes em G/ Fy. Algumas consequéncias dessa descricao
foram obtidas.

Mais geralmente, apresentaremos uma descricio para M(S) em termos
dos conjuntos controldveis invariantes para S em um espago homogéneo com-
pacto de um grupo topoldgico.

Introduziremos também o conceito de mid-reversibilidade médulo L, onde
L é um subgrupo de um grupo. Em seguida, apresentaremos algumas pro-
priedades gerais para semigrupos mid-reversiveis médulo L. Apresentaremos
também uma caracterizagdo da mid-reversibilidade médulo L em termos dos
conjuntos controldveis minimais para S em G/ F,.

Mostraremos também, sob certas condicdes que, se S tem um unico con-
junto controldvel invariante em um espago homogéneo compacto de um grupo
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topoldgico, entdo § é mid-reversivel neste grupo. Em particular, a reversibil-
idade médulo Fy para um subsemigrupo de interior ndo vazio em G implica
na mid-reversibilidade do subsemigrupo.

Introduziremos ainda o conceito de mid-reversibilidade para um subsemi-
grupo S de um grupo agindo em um espaco topoldgico X. Esta nocao estende
o conceifo de mid-reversibilidade mdédule L. Mostraremos que, se S é rever-
sivel em X, entdo S é mid-reversivel em X.

4.1 O conjunto mid-reversor

Sejam G um grupo e § C G um subsemigrupo. Comecemos recordando a
seguinte definicio {Definicdo 1.7) introduzida em [26] :

Definicao 19 Dizemos que S é mid-reversivel se para todo g € G, SgSNS #
@ ou, equivalentemente, G = S5 ou G = §1851.

E claro que S & mid-reversivel se, e s6 se, S™! & mid-reversivel.
Considerar o seguinte subconjunto de G

M(G,S)={geG:5g5NS + B}

o qual chamaremos de mid-reversor de S em G. Este conjunto serd denotado
simplesmente por M(S).

Observe que M(S) contém R(S). E imediato também que S é mid-
reversivel se, e somente se, M(S) = G.

O objetivo desta segio é o de determinar M(S). Para isto, suponha que
G age num espago topoldgico X. Dado qualquer subconjunto nio vazio 4 de
X, definimos

MA)={geG:59AN A # 0}

Observe que R(S) ¢ M(S).

Temos o seguinte resultado:

Lema 6 Seja G um grupo topoldgico. Suponha que S C G é umn subserni-
grupo agindo em um espago homogéneo X de G. Seja A C X qualguer con-
junto invariante para S. Entdo, M(S) < M(A).
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Demonstracao: Suponha que ¢ ¢ M(A). Entdo, SgA N A = §. Tome
z € A Como A é um conjunto invariante para S, segue que Sz C A4 e,
portanto, SgSz C SgA. Logo, temos que SgSz N Sz C Sgd N A. Dai segue
que S¢Sz N Sz = 0. Isto implica que SgSN S =, ou seja, g ¢ M(S). O

A seguir, fixemos G um grupo de Lie semi-simples, § C & um subsemi-
grupo com intS # §. Seja Py a componente conexa da identidade do subgrupo
parabdlico minimal P.

Em termos dos conjuntos controldveis invariantes para S em G/F, temos

a seguinte caracterizagao para a mid-reversibilidade de subsemigrupos em
G/F,.

Teorema 7 Seja D um conjunto controlével invariante para S em G/F,.
Entdo, M(S) = M(Dy).

Demonstracao: A inclusdo M(S) C M(Dy) segue do Lema 6. Para a
outra inclusao, tomemos g € M(Dy). Entao, SgDg N Dy # . Isto implica
que existem z,y € Dy e s € S tal que z = sgy. Como z, y € Dy, temos
que existe h € intS tal que y = hx, l.e., z = sghz. Portanto, sgh esté no
subgrupo de isotropia em z. Sem perda de generalidade, podemos supor que
Fy € o grupo de isotropia em z. Por outro lado, como h € S, para mostrar
que Sg5 NS # B, basta mostrar que SghS N .S # @. O que por sua vez, é
consequéncia do fato de que

Sgh(SﬂPa)ﬂ(SﬂPﬁ)%@

O fato de que esta interseccio nao é vazia é consequéncia imediata do lema
2, uma vez que sgh € F,. 0

Temos o seguinte:

Coroldrio 13 Sejam D(S™') um conjunto controldvel invariante para S~ em
G/Fy e D* o seu conjunto de transitividade. Entdo, M{S™1) = M(D*).

Demonstracao: Pelo Teorema 7, segue que M(S™1) = M(D*). O

Temos também o seguinte:
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Corolério 14 Seju D um conjunto controldvel invariante para S em G / Ps.
Dados g, h € G, temos que

S71SgN 87 h # 0 se, e somente se, Sgh™ Dy 1 Dy # 0

Demonstracdo: Sejam g,h € G. Temos que S Sgn 57 h £ 0 se, e so-
mente se, Sgh™"5N .S # 0. Isto equivale a gh™! € M(S). Mas, pelo Teorema
7, temos que M(S) = M(Dy), e dai segue o resultado. O

Para uma aplicacio do Teorema 7, vejamos a seguir um exemplo de sub-
semigrupo que nao é mid-reversivel.

Exemplo 11 Sejo G = SH2,R). O subgrupo parabslico minimal de (@ ¢

dado por
a b
P_{(OC}.ac—l}

Tomemos o subsemigrupo S = SIT(2,R) C G. Observemos que eziste

g= ( “01 _?1 ) € SI(2, R)

satisfazende SgS NS = B e, portanto, S nde é mid-reversivel. De modo
alternativo, veremos isto aplicando o Teorema 7. Temos que P néo é conezo.
A componente coneza de P que contém a identidade é dada por

a b
Pg_{(o C).ac—l coma,c>0}

Como G = SO2,R)ANT ¢ By = AN™, seque que
G/Py = SO(2,R) = &’

que € compacto. Consideremos agora 0s conjuntos controldveis minimais de
S dados por

Dy = 8'nUeD} =8*nU_
onde U = {(mﬁy)eRgzm<0,y>0} elU_=-U

Temos que D} e D} correspondem aos segundo e quarto quedrantes abertos
respectivamente em G/Fy = S'. Estes conjuntos satisfazem gD} = D3 .
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Observemos que S™'DY N D = 0, pois S™*D* € Df e Di N D% = . Dai
seque que SD5 ND} = (. Entdo, temos que SgDiND: = SD3 ND} == . Logo,
g & M((D1)o{S1)), e portanto, pelo Coroldrio 13, seque que g & M{S™1).
Isto implica que S ndo é mid-reversivel em G.

A seguir, sejarn G um grupo topoldgice e § ¢ G um subsemigrupe de
interior nao vazio. Consideremos H um subgrupo topoldgico de G, e de-
notemos por Hy a sua componente da identidade. Suponha que G/Hy é um
espago homogéneo compacto de G. Descreveremos a seguir o conjunto M(S)
em termos dos conjuntos controldveis invariantes para S em G/ Hy, ou seja,
o Teorema 7 € generalizado através do seguinte teorema:

Teorema 8 Seja D wm conjunto controldvel invarionte para S em G/H,.
Suponhe que SN Hy € reversivel & esquerda em Hy. Entdo, M(5) = M(Dy).

Demonstracao: Como S N Hy é reversivel 4 esquerda em Hp, a demon-
stracao segue de modo andloga 4 do Teorema 7. O

Assim, temos o seguinte:
Coroldrio 15 Assuma que S~ N Hy é reversivel & esquerda em Hg. Se-
ja D(S™') wm conjunto controldvel invariante para S~' em G/Hy e D* =
Dy(S7) 0 seu conjunto de transitividade. Entdo, M(S™1} = M(D*).
Demonstragao: De fato, pelo Teorema 8, temos que M{S™) = M(D*),
onde D* = Dy(S71). O

Coroldrio 16 Seja D um conjunto controldvel invariante para S em G/ Hy.
Suponha que S N Hy é reversivel & esquerda em Hy. Dados g, h € G, temos
que ST1SgNSTh # 0 se, e somente se, Sgh™'Dq N Dy # 0.

Demonstragao: Utilizando o Teorema 8, a demonstracio segue de modo
andloga & do Coroldrio 14. -
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4.2 Mid-reversibilidade mdédulo L

Sejam G um grupo, S um subsemigrupo de G e L um subgrupo de G.
Analogamente ao estudo da reversibilidade médulo L, suponha que (7 age
em /L com agio dada por

GxG/L — G/L
(g,hL) v g(hL) = (gh)L

Comecemos introduzindo a seguinte definicio:

Definicao 20 Dizemos que S é mid-reversivel em G/L ou mid-reversivel
modulo L se, e 6 se, para todo z,y € G/L, S71Sz 51y # 0 ou, equiva-
lentemente, para todo z,y € G/L, 857z N Sy # 6.

E claro que S & mid-reversivel médulo L se, € 56 se, S~ & mid-reversivel
médulo L. Temos que o conceito de mid-reversibilidade médulo L general-
iza o conceito de mid-reversibilidade em G, pois estes conceitos coincidem
quando L = {1}.

Consideremos a seguinte

Proposicao 39 Sejam G, S e L como anteriormente. Sdo equivalentes:

1. § é mid-reversivel modulo L.
2. Paratodo z € G/L, SS™'Sz = G/L.
3. Para todox € G/L, §"185 'z = G/L.

Demonstracao: E imediata da definicio. De fato, observemos que S é mid-
reversivel médulo L se, e s6 se, para todo z,y € G/L, S 'Sz N S~y # 0,
ou seja, existem sy, 52,83 € S tais que s7'sez = s3'y. Isto equivale a que
S5871Sz = G/L, para todo = € G/L. A outra equivaléncia é de fécil verifi-
cacao. O

Consideremos a seguinte:
Observacao: Temos também que S™'5S57'zy = G/L se, e somente se,
G = §7'SS7'L, onde zy = L. De fato: S71S51xy = G/L se, e somente
se, para todo g € G, existem sy, 8,53 € S tais que (s7'sps5°}L = gL.
De modo equivalente, pela definigdo de classes laterais em G/ L, temos que
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s3s77819 € L, ou seje, g € S7'SS™!L. Anslogamente, se demonstra que
58718xq = G/L se, e somente se, G = §515L, onde 7y = L.

Nesta secdo, estaremos interessados em analisar a mid-reversibilidade
médulo L para subsemigrupos de um grupo. Apresentaremos algumas pro-
priedades gerais para a mid-reversibilidade médulo L. Apresentaremos tam-
bém uma caracterizagio da mid-reversibilidade médulo I em termos dos
conjuntos controldveis minimais para § em G/F,, onde G é um grupo de Lie
semi-simples, real, conexo, ndo compacto e com centro finito.

Inicialmente, consideremos a seguinte:

Proposigao 40 Sejam G um grupo, L wm subgrupo de G ¢ S C G um
subsemigrupo com LM S % §. Temos:

1. Se S & mid-reversivel em G, entdo S é mid-reversivel médulo L.
2. Se LN § é mid-reversivel em G, entfo S & mid-reversivel médulo L.
3. Se S é reversivel médulo L, entdo S é mid-reversivel médulo L.

4. Se §N L é reversivel médulo L, entdo S mid-reversivel médulo L.

Demonstracgao: Para o primeiro item, suponha que S é mid-reversivel em
G. Entdo, para todo g,h € G, temos que Sgh™1SNS # 0 se, e 56 se,
S™1SgNSh # . Logo, para todo g, h € G, segue que S™1S(gL)NS~H(RL) #
0, pois 1 € L. Entao, S é mid-reversivel médulo L. Para o item (2), basta ob-
servar que o fato de SN L ser mid-reversfvel implica em S ser mid-reversivel.
Para a demonstracdo do item (3), suponha que para todo gL,hL € G/L,
S(gL)n S{hL) # 0. Observemos que § C SS™1, pois dado s € S, podemos
escrever s = s7's? € S5, Logo, para todo g, h € G, ter-se que SS~(gL)N
S(hL) # 0, ou seja, S é mid-reversivel médulo L. Para o item (4), se SN L
é reversivel médulo L, entdo segue que S é reversivel médulo L. Logo, pelo
que acabamos de mostrar, S é mid-reversivel médulo L. O

Observagao: Da proposicio anterior, segue que todo subsemigrupo rever-
sivel médulo L é mid-reversivel médulo L. No entanto, a reciproca nao &
verdadeira, como segue a partir de [25], {26], quando L = {1}.

Como consequéncia da proposicio anterior, temos:
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Coroldrio 17 Sejam G um grupe de Lie semi-simples, real, conexzo com
centro finito e S C G wm subsemigrupo com intS # 0. Fntio, S é mid-
reversivel médulo L, onde L = K é wm subgrupo compacto mazimal de G ou
L = Fg é um subgrupo parabdlico de G.

Demonstragao: De fato, pelo Coroldrio 6, temos que qualquer subserni-
grupo S com interior ndo vazio em G é reversivel médulo K. Consequente-
mente, pela Proposicao 40, segue que S é mid-reversivel médulo K. Nova-
mente, utilizando a Proposicgo 40, segue que S & mid-reversivel médulo P,
pois pela Proposicao 29 temos que S é reversivel médulo P O

Comeo consequéncia do Coroldrio 12, temos a seguinte:

Proposicao 41 Sejam G um grupo topoldgico e S C G um subsemigrupo
com ntS # 0. Dado um subgrupo H de G, seja G/Hy um espaco homogéneo
compacto de G. Assuma que SN Hy é reversivel & esquerda em Hy. Suponha
que L tenha uma drbita densa em G/Hy. Entdo, S é mid-reversivel modulo
L.

Demonstragao: Pelo Corolario 12, segue que S é reversivel médulo L. En-
ta0, pela Proposicdo 40, temos que S é mid-reversivel médulo L. O

Uma outra propriedade geral para a mid-reversibilidade é dada pela seguinte

Proposicao 42 Sejam G um grupo e S um subsemigrupo de G. Dado um
subgrupo L, sdo equivalentes:

1. § & mid-reversivel médulo L.

2. Para todo g,h € G, S7'S(gL) N S} (AL) # 0.

3. Para todo g,h € G, existem 1,1y € L tal que S™'Sgl; N S~ hly # 0.
4. Para todo g, h € G, existe l € L tal que S71Sgl N S~1h # .

5. Para todo g, h € G, exziste | € L tal que SS~gl N Sh # 0.

Demonstraciao: E imediata da definicdo de mid-reversibilidade. De fa-

to, pela Proposi¢io 39, temos que .S é mid-reversivel médulo L se, e s6 se,
para todo z,y € G/L, S7'Sz N S~ 'y # 0 se, e s6 se, para todo g,h € G,
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S7S(gL) 1S~ (hL) # 0. Portanto, (1) equivale a (2). A equivaléncia de (2)
e (3) é de fécil verificagio. Observemnos agora que para todo g, h € G, existem
l1,1o € L tal que S718Sgl; N S~1hiy # ( se, e s6 se, existemn sy, 52,83 € S tais
que s7lspgl; = sglhlg, ou seja, existe [ = [;I5* € L tal que 87 s0gl = s3h.
De modo equivalente, temos que existe [ € L tal que SS9l N Sh # 0.
Portanto, (3} e (4) sBo equivalentes. Analogamente, se verifica a dltima
equivaléncia. 3

Consideraremos a seguir G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo,
nao compacto, com centro finito e S C G um subsemigrupo com intS # §.
Assim a proposi¢ao anterior, juntamente com o Teorema 7, nos permite dar
uma caracterizagao de mid-reversibildiade médulo L em termos dos conjuntos
controldveis minimais para S em G/ 5.

Proposigao 43 Sejam D(S™*) wm conjunto controldvel invariante para 51
em G/Fy e D* = Dy(S™1) 0 seu conjunto de transitividade. Dado um sub-
grupo L, sdo equivalentes:

1. S & mid-reversivel médulo L.
2. Para todo g,h € G, existe [ € L tal que S™H(hi™g™1)D* N D* £ §.
3. Para todo g™', k™! € G, existe | € L tal que S~ (h~1g)D* N D* £ 0.

Demonstracao: Observemos que pela Proposicio 42, S é mid-reversivel mé-
duio L se, e s6 se, para todo g, h € G, existe | € L tal que S™1SglNS~1h £ ()
ou seja, (I7'g7)S~15 NA™1S # 0. Mas, isto equivale a que para todo g,k €
G, existe ] € L tal que S(glh™1)SNS #£ 0, ouseja, S~ (l~1g~1)STNSL #
(. Entéo, pelo Teorema 7, isso é o mesmo que para todo g, h € G, existe [ € L
tal que S™H(RI71g™1) Do(S1) N Do(S1) # . Portanto, (1) e (2) sdo equiva-
lentes. A equivaléncia entre {2) e (3) é de facil verificacio. O

Observemos que da condi¢do (3) da Proposicio 43, segue que para todo
ghhTEG, existeml € L,s€ S,z € gD* yehsD tal quelz =y € Lz.
Logo, as duas dltimas condi¢des da Proposicio 43 significam que existe uma,
orbita de L em G/ Fy que passa, a0 mesmo tempo, pelos abertos gD* e hsD*.
Por isso, a Proposigio 43 pode ser re-escrita na seguinte forma:

Proposicao 44 Sejam D(S™1) um conjunto controldvel invariante para S—*
em G/Fy e D* = Dy(S™Y) o seu conjunto de transitividade. Dado um sub-
grupo L, sdo equivalentes:
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1. 5 & mid-reversfvel mddulo I.

2. Paratodo g™t k™! € G, existe uma drbita de L em G/ Py que intercepta
tante gD* quanto hSD*, ou seja, LgD* N hSD* #§ .

Demonstragao: Segue da Proposicio 43. o

4.3 Mid-reversibilidade e reversibilidade mé-
dulo L

Sejam G um grupo toplégico, S um subsemigrupo de G e L um subgrupo
de . Nesta segéo, sob certas condigdes, mostraremos que, se G/L tem um
tnico conjunto controldvel invariante para S, entdo S € mid-reversivel em G.
Consequentemente, se G & um grupo de Lie semi-simples, real, conexo, nio
compacto e com centro finito, mostraremos que, se S é reversivel médulo By,
entao S é mid-reversivel em G.

Inicialmente, consideremos o seguinte:

Lema 7 Sejam G um grupo e S um subsemigrupo de G. Seja L C G um
subgrupo tal que L C SS™i. Se § é reversivel mddulo L, entdo S é mid-
reversivel em G.

Demonstragao: Suponha que S é reversivel médulo L. Ent3o, pela Proposicao
22, temos que G = S™'SL. Mas, por hipétese, L C S5~ e § é um subsemi-
grupo de G. Daf segue que G = 578L < §71857 . Portanto, G = §~15571,
ou seja, S é mid-reversivel em G. 0

Assim, obternos a seguinte:

Proposigao 45 Sejam G um grupo topoldgico e S C G um subsemigrupo
com intS # §. Assuma que G/L é um espaco homogéneo compacto de G.
Suponha que S tem um tnico conjunto controldvel invariante em G/L. Seja
LNS um subsemigrupo reversivel o esquerda em L. Entdo, S é mid-reversivel
em G.

Demonstracao: Observe que L < SS™!, pois por hipétese, L N S é um
subsemigrupo reversivel 4 esquerda em L. Pelo Teorema 6 segue que S é
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reversivel médulo L, uma vez que S tem um tinico conjunto controldvel in-
variante em (/L. Logo, pelo Lema 7, segue que o resultado. 0O

Corolério 18 Sejam ¢ grupo de Lie semi-simples, real, conexo com centro
finito e § C G um subsemigrupo com intS # §. Se S tem um dnico conjunto
controldvel invariante em G/ Py, entdo S é mid-reversivel em G.

Demonstracio: E imediato da Proposicao 45. De fato, pelo Lema 2, temos
que 5 Fy & reversivel & esquerda em Fy. Logo, pela proposicio anterior,
segue o resultado. O

A seguir, sob certas condicdes, mostraremos que, se S tem um dnico
conjunto controlavel invariante em /L, entic S é mid-reversivel em G, ou
seja, temos a seguinte:

Proposigao 46 Sejom G um grupo topolégico € S © G um subsemigrupo
com intS # 0. Suponha que G/L é um espaco homogéneo compacto. Seja L
a componente coneza da identidade de L. Suponha que SN L intercepta toda
componente conexa de L, isto é,

(Snibin{ule:uec L} #0

Assuma que SN Ly é reversivel a esquerda em Lg, e além disso, que S tem
um dnico conjunto controldvel invariante em G /L. Entdo, S é mid-reversivel
em G.

Demonstragao: Primeiro, mostremos que L C S5~ Para isto, seja g € L.
Por hipdtese, (SN L) N gLy # 0. Entao, existe a € SN L tal que a € gLg, ou
seja, g7'a € Ly. Logo, (a™g)SNLyn SN Ly # D, pois SN Ly é reversivel &
esquerda em Lg. Portanto, a™1gSN.S # §. Isto implica que existem s, 8, € S
tal que a”'gs; = 55 € S, ou seja, g = asys;t € S5 Pelo Teorema 6 temos
que S é reversivel médulo L, pois S tem um tnico conjunto controlivel in-
variante em G/ L. Entéo, pelo Lema 7 segue que S é mid-reversivel em G. O
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4.4 Mid-reversibilidade em espacgos topolégi-
cos

Nesta secao, introduziremos o conceito de mid-reversibilidade para um sub-
sermigrupo S de um grupo agindo em espagos topoldgicos. Esta nociio estende
o conceito de mid-reversibilidade médulo um subgrupo que apresentamos na
Secdo 4.2. Mostramos que a reversibilidade médulo um subgrupo L implica
na mid-reversibilidade médulo L. Nesta segfo, estenderemos este resultado
para um espaco topoldgico X, isto &, se S é reversivel em X, entio S é mid-
reversivel em X. Consequentemente, se S tem um tinico conjunto controlgvel
invariante em um espago topoldgico compacto X, entdo S é mid-reversivel
em X.

A seguir, sejam G um grupo, & um subsemigrupo de G e X um espaco
topolégico. Suponha que G age em X com agéo

GxX — X
{(g,z) +— gz

Definigao 21 Dizemos que S ¢ mid-reversivel em X se, ¢ 86 se, para todo
z,y € X, 8718z N Sy # 0 ou equivalentemente, para todo z,y € X,
S5~z N Sy £ 0.

E claro que S é mid-reversivel em X se, e 56 se, S™! & mid-reversivel em
X.
Consideremos a seguinte

Proposicao 47 Sejam G um grupe e S um subsemigrupo de G. Seja X um
espago topoldgico. Sao equivalentes:

1. S & mid-reversivel em X.
2. Paratodoz € X, 58715z = X.
3. Paratodoz € X, §7'SS 1z = X.

Demonstragao: Segue da definicio. De fato, observemos que S & mid-

reversivel em X se, e s6 se, para todo z,y € X, §718z N Sy # @, ou
seja, existem s;,sg,s3 € S tais que s7'spr = s3ly. Isto equivale a que
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(S5718)z = X, para todo z € X. A ocutra equivaléncia é de fcil de verifi-
cacao. e

A seguir, generalizaremos a Proposicdo 40 através da seguinte

Proposicao 48 Sejamn G wm grupo, X um espaco topoldgico e S wm sub-
semigrupe de G. Se § é reversivel em X, entdo S é mid-reversivel em X.

Demonstracao: E imediato da definicio. De fato, suponha que para to-

do z,y € X, Szn Sy # 0. Logo, segue que S é mid-reversivel em X, pois
Sc 88 O

Corolario 19 Sejam G um grupo tepdlogico, X um espago topoldgico com-
pacto e S um subsemigrupo de G com intS # 0. Se S tem wm tnico conjunto
controlavel tnvariante em X, entdo S ¢ mid-reverstvel em X.

Demonstracao: Pelo Teorema 6, segue que S é reversivel em X. Logo, pela
proposi¢ac 48, segue o resultado. 4

Em particular, como consequéncia do Coroldrio 12 e da Proposicdo 48,
temos a seguinte:

Corolario 20 Sejam G um grupe topoldgico e S C G um subsemigrupo com
intS s+ 0. Seja H wm subgrupo fechado de G. Seja G/Hy um espago ho-
mogéneo compacto de G. Suponha que SN Hy € reverstvel & esquerda em Hy.
Suponha que L tenha uma drbite densa em G/ Hy. Entdo, S é mid-reversivel
mddulo L.

Demonstracao: Pelo Coroldrio 12, segue que S é reversivel em G/L. Pela
Proposicao 48, concluimos o resultado. g
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Capitulo 5

Sobre o Niimero de Conjuntos
Controlaveis

Sejam G um grupo de Lie, L um subgrupo fechado de G e S um subsemigrupo
de G com intS # §. Assuma que o espago homogéneo G/L seja compacto.
Suponha que S age em G/L como um semigrupo de difeomorfismos de G.
Neste capitulo, determinaremos o mimero de conjuntos controldveis para a
acio de S em G/L.

Inicialmente, apresentaremos resultados sobre o niimero de conjuntos con-
troldveis para S utilizando uma versdo mais forte de acessibilidade. Sob
algumas hipéteses, mostraremos que o nimero de conjuntos controldveis efe-
tivos (ou conjuntos controléveis invariantes) no espago total e na base de um
fibrado € o mesmo (Veja as Proposi¢oes 51 e 52).

Consideraremos o caso em que GG é conexo e simplesmente conexo. Uma
decomposicdo de Levi de G é dada por G = RH onde R é o radical de G
e H & semi-simples. O principal resultado deste capitulo diz que sob certas
condigdes, o nimero de conjuntos controldveis nos espagos homogéneos G/L
e H/HN RL é o mesmo. Em particular, quando H N RL é um subgrupo
parabdlico do grupo de Lie semi-simples H, temos que H/H N RL é uma
variedade flag e o nimero de conjuntos controldveis nas variedades flags é
finito, e foram determinados em [34]. A seguir, apresentamos a idéia da prova
desse resultado. Primeiro, construfmos um fibrado associado com projecio
G/L — H/H N RL e fibra tipica B/RN L. Como R é solivel, temos que
qualquer semigrupo S com interior ndo vazio e gerando G, e ainda com
intp(R N S) # B, age transitivamente sobre o espaco homogéneo R/R N L.
Para concluir a demonstracio, usamos um resultado de {2} o qual diz que a
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transitividade do semigrupo na fibra sobre um conjunto controldvel no espaco
base, implica que o numero de conjuntos controldveis no espaco base e no
espaco total é o mesmo.

5.1 Conjuntos controldveis em fibrados

Nesta secao, mostraremos que, sob certas condicdes, o mimero de conjuntos
controldveis efetivos (conjuntos controldveis invariantes) no espaco total e
base de um fibrado é o mesmo. Apresentaremos uma aplicacdo desse resul-
tado no caso em que o espago total e a base sfo espagos homogéneos.

Na discussao sobre o ntmero de conjuntos controldveis, necessitaremos
de uma versao mais forte de acessibilidade que é o conceito de acessibilidade
do semigrupo sobre um conjunto controldvel que foi introduzido em [2], na
Definico 3.1. A seguir, recordaremos este conceito.

Para isto, como na se¢io 1.6, seja (Q,mg, M, G) um fibrado principal
com espago total (), espaco base M e grupo estrutural G. Consideremos os
semigrupos Sg e Sy de difeomorfismos que agem em Q e M respectivamente
como anteriormente. Seja também (E, ng, M, F, G) um fibrado associado ao
fibrado principal (Q,7g, M, G) com projecio ng : E — M, e o semigrupo
Sg como na secao 1.6.

Definicao 22 Seja D um conjunto controldvel efetivo para Sy;. O semigrupo
Sq € dito acessivel sobre D se para algum e, consequentemente, para todo
g € mg Y(Dy), int(Spg) N WQI(DU) # 0. Analogamem‘e Sg € dito acessivel
sobre D se int(Spu) N5 (Do) # 0 para todo u € n5*(Dy).

Com relacio a definicido anterior, observemos que, se para algum g €
7o (Do), int(Sqg) N7y (D@) # 0, entdo o mesmo vale para todo ¢ € 75 (Dy).
De fato: Seja ¢; € n5' (Do) com ¢ # gi1. Entdo, mg(q) € Dy e portanto,
Dy = int(Sumol(a)) Nint(Siyf7ola)) = int(meSo(a)) N mt(?TQSQ {q1))-
Logo, Dy = mqint(Sg(q1) ) N mqint(S5'(q:) ) pois mo é uma aplicagio
aberta. Entao, existe Qo(q1) € mt(Spq) tal que moQd(q1) = molq) pois
7o(g) molq) € Do. LOgO Qé(q1) € 75 (Do) com Qo(qr) € int(Sqq)-
Portanto, int(Sgqi) N 7y (Dg) # 0. Analogamente, tem-se que int(Sgu) N
75 (Do) # 0 para todo u € 7 75 (Do)

A seguir, mostraremos que para fibragdes equivariantes, a propriedade
de acessibilidade definida anteriormente, vale sobre qualquer conjunto con-
trolével efetivo.
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Proposigao 49 Sejom G um grupe de Lie conexo e S um subsemigrupo de
G com interior ndo vazio. Assuna que G/L, e G /Ly sto espacos homogéneos
de G e sejarm: G/Ly — G/Ly uma fibracio equivariante. Considere Sy e
Sar 08 semigrupos como anteriormente. Entio, Sy é acesstvel sobre gualquer
conjunto controldvel efetivo para Syy.

Demonstragao: Seja D C G/Ls um conjunto controldvel efetivo para Sy
Tome gLy € Dy. Por definicio de Dy, temos que existe s € intS tal que
Mo, (gLa) = (gL3)s = gL,. Defina ¢(hL;) = hsL, com h € G. Entdo, temos
que ¢ € Sg. Como g & equivariante, segue que mg(¢(gl)) = 7(gsLy) =
gs7e(L1), ou seja, Tp(d(gL1)) = gsLo = (gL2)s = gL,. Portanto, ¢{gly) €
75" (Do). Logo, basta mostrarmos que ¢(gL;) € int(Sg(gLy)). Para este fato,
observemos que ¢{gl;) = gsl, = (gli)s € (gL1)intS C (gL,)S = Se{gly)
e (gL1)intS & aberto em G/L;. Portanto, ¢{gL;) € int{Sg(gL:)). O

A seguir, apresentaremos os resultados sobre o nimero de conjuntos
controldveis (conjuntos controldveis invariantes) que serdo usados posterior-
mente. Estes resultados foram mostrados em [2]. Comegamos com a seguinte
proposicao:

Proposicao 50 Sejo (E,mg, M, F,G) um fibrado associado ao fibrado prin-
cipal (Q, 7o, M, G). Suponhamos que Sg e Syr sGo como anteriormente. As-
suma que Sy € acesstvel, e sejo B C M um conjunto controldvel efetivo para
Sue. Suponha que ezistem x € By e q € w5’ (z) tal que S, age transitiva-
mente sobre F'. Entdo, Sg é acesstvel sobre B, e D = 15" (B) é um conjunto
controldvel efetivo para Sg em E.

Demonstracao: Veja a Proposicio 3.7 em [2] O

Como consequéncia desta proposicio, temos o seguinte:

Coroldrio 21 Seja (Q, 7, M,G) um fibrado principal com projegio =g :
@ — M, e suponha que o seu grupo estrutural G é compacto e conezo.
Considere Sy e Sy como anteriormente. Seja B um conjunto controldvel
efetivo para Sy em M e suponha que Sg é acesstvel sobre B em Q. Entdo,
71“51 (B) € um conjunto controldvel efetivo para Sg em Q.

Demonstragao: Veja o Corolario 3.8 em[2]. O



A seguir, apresentamos um resultado, o qual nos diz que o nimero de
conjuntos controldveis efetivos no espaco total é o mesmo que no espaco
base.

Proposicao 51 Sejam {E, 7z, M, F,G) um fibradoe associado ao fibrado prin-
cipal (Q,7g, M, G) com projecio g : E — M. Considere Sg,So € Sy os
semigrupos como anteriormente. Assuma gue Sy € acessivel. Suponha que
para todo conjunto controldvel efetivo B C M para Sy, existe x € By tal que
pare algum q € 7?51(;17), S, age transitivamente em F. Tem-se:

1. Se B C M é um conjunto controlivel efetivo para Sy, entdo =3 (B)
& um conjunto controldvel efetivo para Sy em E. Portanto, ¢ ndmero
de conjuntos controldveis efetivos para Sp em F ¢ para Sy em M é o
mesmo.

2. Se C'C M é um conjunto controldvel invariante para Sy, entdo w5 (C)
& umn conjunto controldvel invariante para Sg em E. Portanto, o ntimero
de conjuntos controldveis invariantes para Sg em E e para Sy em M
€ 0 mesmo.

Demonstragao: Seja B C M um conjunto controldvel efetivo para Sys.
Ent&o, pela Proposigao 50, segue que 73! (B) & um conjunto controldvel efe-
tivo para Sg em E. Pela Proposigio 20, temos que o nimero de conjuntos
controldveis efetivos em E é o mesmo que em M. Analogamente, se mostra
o outro item. O

Analogamente, para fibrados principais, temos:

Proposigao 52 Sejam (Q,7g, M, G) um fibrado principal com projecio g
¢ — M e com grupo estrutural G compacto e conezo. Considere Sg e Sy 0s
semigrupos como anteriormente. Suponha que Sg é acesstvel sobre qualquer
conjunto controldvel efetivo para Sy em M. Tem-se:

-

1. Se B C M & um conjunto controldvel efetivo para Sy, entdo 7?51(3 ) é
um conjunto controldvel efetivo para Sg em ). Portanto, o nimero de
conjuntos controldveis efetivos em @ e em M € o mesmo.

2. Se C C M é um conjunto controldvel invariante para Sy, entao 7(51(0)
é um conjunto controldvel invariante para S em Q. Portanto, o niimero
de conjuntos controldveis invariantes em @ e M é o mesmo.
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Demenstracao: Pelo Coroldric 21, temos que todo conjunto controlével
efetivo B C M do semigrupo Sy, ngl(B) é um conjunto controldvel efetivo
para Sg em (. Temos também que os conjuntos controléveis invariantes sao
projetados em conjuntos controldveis invariantes. Entdo, de modo analogo
ao que foi mostrado na Proposigio 51, segue que o miimero de conjuntos con-
troldveis efetivos em ¢J e em M € o mesmo. Analogamente, se mostra o outro
itemn. W

Na tltima proposicio, podemos assumir que WE,I (Bg) & conexo ao invés
de assumirmos que G & conexo.
Como aplicacio do tltimo resultado, temos:

Proposigao 53 Sejam Ly C Ly subgrupos fechados de um grupo de Lie
conexo G, com Ln normal em Ly. Suponha gue G/L; é compacto e Ly/L; é
conexo. Suponha que o nidmero de conjuntos controldveis efetivos em G /Ls
€ finito. Entdo, o nimero de conjuntos controldveis efetivos em G /Ly éo
mesmo que em G/Ly. Em particular, o niimero de conjuntos controldveis
invariantes em G/L, e em G /Ly é 0 mesmo.

Demonstragao: Como L; é normal em Ly, podemos considerar o fibrado
principal 7 : G/L, — G/L, com grupo estrutural L;/L,. O grupo estru-
tural Lp/L; € compacto, pois ¢ difeomorfo a fibra sobre um ponto de G/L,
que € compacta. Por cutro lado, pela Proposicao 49, Sg/r, € acessivel sobre
qualquer conjunto controldvel efetivo B ¢ G/L;. Mas Ly/L, é conexo, e
portanto, o resultado segue da Proposigao 52. g

Sobre o nimero de conjuntos controldveis invariantes, temos o seguinte
resultado:

Proposicao 54 Seja C C M um conjunto controldvel invariante para Sy
Suponha que Sg é acesstvel sobre C e que a fibra tipica F é compacta.
Entgo, o nidmero de conjuntos controldveis invariantes para Sq em F com
g € ﬂ'g,l (Co) é 0 mesmo que o nimero de conjuntos controldveis invariantes
para Sg sobre E.

Demonstracao: Veja o Teorema 4.4 em [2]. O
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5.2 O Niimero de conjuntos controldveis

Sejam G um grupo de Lie e L um subgrupo fechado de . Assuma que
0 espago homogéneo G/L seja compacto. Suponha também que S é um
subsemigrupo de & com intS # §. Suponha também que S age em G/L como
um semugrupo de difeomorfismos de G. Nesta secio, estaremos interessados
em determinar o nimero de conjuntos controléveis para a agio de S em G/ L.

Para isto recordemos que um subsemigrupo de G com intS # 0 gera G
no sentido que todo elemento de G € um produto de elementos do conjunto
51U S™!, e usaremos a notagio G =< SU S >.

Inicialmente, mostramos que um subsemigrupo de um grupo de Lie solgv-
el G com interior ndo vazio e gerando G é transitivo em um espago homogéneo
compacto de G.

Assim, temos a seguinte

Proposicao 55 Seja G um grupo de Lie solivel e G/L um espaco homogé-
neo compacto. Suponha que S é um subsemigrupo de G, e com intS # 0 tal
que gera G. Entdo, S é transitive em G/L.

Demonstragao: Sejam z, y € G/L. E conhecido a partir do teorema 1.2 de
[11] que existe uma medida de probabilidade sobre G/L a qual é invariante
pela agdo de . Temos que a agdo de G em G/L & transitiva, uma vez que
G/L & um espago homogéneo de G. Entéo, pela Proposicio 6.3 de [29], temos
que S é transitivo sobre G/ L. d

A seguir, assumiremos que G é um grupo de Lie conexo. Vamos supor
também que G € simplesmente conexo. Apresentaremos condicdes para de-
terminar o ndmero de conjuntos controldveis efetivos no espaco homogéneo
G/L.

Consideremos uma decomposi¢io de Levi de G dada pelo produto semi-
direto G = R %, H, onde R ¢ o radical de G e H é serni-simples. Observemos
que sendo R normal em G, entdo RL é um subgrupo de G. Suponha que RL
& um subgrupo fechado de G. Temos que H N RL & um subgrupo fechado de
H, ja que RL é um subgrupo fechado de G.

O principal resultado deste capftulo diz que, sob certas condicdes, o
nimero de conjuntos controldveis nos espagos homogéneos G/L e H/(HNRL)
€ o mesmo. Em particular, quando H N RL é um subgrupo parabélico do
grupo de Lie semi-simples H, temos que H/{HNRL) é uma variedade flag e 0
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niimero de conjuntos controldveis em variedades flag foram determinados em
[34]. Em particular, temos que numa variedade flag existe um nico conjunto
controlavel invariante.

Agora, pelo teorema de Cartan, temos que RL & subgrupo de Lie fechado
que contém L. Dessa forma, podemos considerar o fibrado associado

7w:G/L -+ G/RL

com fibra tipica RL/L. Como G/L é compacto, temos que G /RL é compacto,
pois T € uma sobrejecéo continua e G/ L é compacto. Além disso, a fibra tipica
RL/L & compacta, pois é um fechado no compacto G /L. Temos também que
L & um fechado de RL, pois L = RLN L, e L é um fechado em G. Portanto,
G/RL e RL/L sa0 espagos homogéneos compactos.

A seguir, mostraremos que o espago homogéneo G/RL é a menos de
difeomorfismo, um espago homogéneo de um grupo de Lie semi-simples.

Lema 8 Sejam G um grupo de Lie conezo e simplesmente conexo e L C G
um subgrupo fechado. Tem-se:

1. Suponha que RL é um subgrupo fechado de (. Entdo, o espago homogé-
neo G/RL é difeomorfo ao espago homogéneo H/H N RL do grupo de
Lie semi-simples H.

2. Além disso, RL/L é difeomorfo a R/RN L.

Demonstragao: Como G é um grupo de Lie simplesmente conexo, segue
do item (2) do Teorema 1, que podemos decompor G como o produto direto
G = RH com RN H = {1} . Observemos que pela normalidade de R em G,
um elemento de RH/RL é escrito como rhRL = hRL,comr € Re h € H.
Logo, podemos considerar a aplicacio ¥ entre G/RL e H/H N RL definida
por

¥(rhRL) = h(HNRL)

que & um difeomnorfismo com inversa dada por Y™(h(H N RL) = hRL.
Analogamente, para o item (2), observemos que RL/L = {rL/r ¢ R}. En-
tao, o difeomorfismo entre RL/L e R/RM L é dado pela bijecio diferencidvel
® com ®(rL) = r(RN L}, e com inversa diferencidgvel ®'(r(RN L)) = rL.
O

Assim, temos o principal resultado deste capitulo:
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Teorema 9 Seja G um grupe de Lie conezo e simplesmente conexo. Supon-
ha que S € um subsemigrupo de G com intS # 0. Seja & = RH uma decom-
posigao de Levi de G, onde R ¢ o radical de G e H é um subgrupo de Lie
semi-simples. Assuma que intp(R M S} # @. Suponha que RL é fechado e
que H N RL € um subgrupo parabolico de H. Entdo, o nimero de conjuntos
controldveis efetivos para S em G/L é finito e 1gual ao nidmero de conjuntos
controldves efetivos para S no variedade flag H/ HNRL. Em particular, com
estas hipoteses, existe um inico conjunto controldvel invariante para S em

G/L.

Demonstragao: Temos que RL é um subgrupo de Lie fechado de G que
contém L, pois A é normal em . Consideremos o fibrado associado

7:G/L — G/ RL

ao fibrado principal G — G/RL com fibra tipica RL/L. Como G/L é com-
pacto, temos que G/RL e RL/L s@o espagos homogéneos compactos. Além
disso, a fibra tipica RL/L & um espago homogéneo do grupo sohivel R pois,
pelo Lema 8, RL/L é difeomorfa a R/R N L. Portanto, temos que B/RN L
€ um espa¢o homogéneo compacto. Por outro lado, temos por hipétese, que
B & um grupo sohivel. Como S gera G, temos que RN S é um subsemigrupo
de R que gera R, i.e., R = (RN SU(RNS)™T). Além disso, por hipdtese,
temos que intpk RN S ## . Entio, pelo Lema 55, temos que RN S é transitivo
sobre a fibra tipica R/RN L. Logo, S é transitivo em R/RN L. Portanto, pela
Proposicao 51, segue que o nimero do conjuntos controldveis efetivos em G /L
eem G/RL & o mesmo. Agora, observemos que o Lema 8 implica que G/RL
¢ difeomorfo a H/HNRL. Logo, o mimero do conjuntos controlaveis efetivos
para S em G/L eem H/H N RL é o mesmo. Temos também da Proposicio
51 que o nidmero dos conjuntos controldveis invariantes para S em G/ e em
H/H N RL é o mesmo, onde H/H N RL & uma variedade flag de H. Como
existe um dnico conjunto controldvel invariante sobre uma variedade flag de
um grupo de Lie semi-simples, ent@o existe um tnico conjunto controlgvel
invariante sobre G/ L. Dessa forma, conclufmos a demonstracio. 0
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Capitulo 6

Representacoes que deixam
Cones Invariantes

Seja G um grupo de Lie semi-simples real com dlgebra de Lie g. Inicialmente,
neste capitulo, estaremos interessados nas representacoes de dimensdo finita
de élgebras de Lie semi-simples reais euclidianas (ou split). Estas repre-
sentacoes podem ser caracterizadas em termos do seu peso maximo. Uma
tal caracterizacio nos permite analisar as representacoes irredutiveis dessas
dlgebras que deixam cones invariantes.

Apresentaremos uma condicfio necessédria e suficiente sobre a existéncia
de cones invariantes pela representacao de G em V em termos do seu peso
méximo (Ver Proposi¢do 62). Isto serd feito com o auxilio de dois resulta-
dos. O primeiro deles € o teorema de Vinberg que se encontra em [44] (Ver
Proposicao 60), e que relaciona a existéncia de cones invariantes em V com
as chamadas representacgdes de classe 1 (Ver definicao 24). O outro é o teo-
rema de Cartan-Helgason que se encontra em {46] {Ver Proposicao 61), que
relaciona as representacoes irredutiveis de classe 1 com o seu peso méximo.

A seguir, estaremos interessados em estudar as representacoes de dimen-
sao finita

p: G — Sl{n,R)}

tais que p(G) C S para algum subsemigrupo S de interior nio vazio em
Sl{n,R). Este & um problema (Problema 4.12) proposto por San Martin em
[31]. Nesta direcdio, obtivemos alguns resultados parciais. A idéia inicial
foi partir da existéncia de cones invariantes em R™ por uma representacio
irredutivel (cuja existéncia é garantida por Vinberg em [44]) e relacionar
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com um resultado demonstrade por San Martin em [31], o qual garante a
existéncia de cones invariantes por um semigrupo do tipo k em um produto
exterior AFR™.

Apresentaremos também condigbes sobre a ndo existéncia de um subsemi-
grupo § de SL{n, R) com interior ndo vazio contendo p(G). Por exemplo, seja

p: G~ SlnR)

uma representagao irredutivel. Consideremos a representacio fundamental
pr de si(n, R) no produto exterior A*R™ para k € {1,...,n — 1} (Veja 0 Ex-
emplo 12). Entdo, podemos compor p,, com p e considerar a composicio p,p.
Usando o Teorema 2 podemos decompor A*R™ em subespacos V; irredutiveis
por p,p, de modo a restricio de pp(g) & cada subespago dessa decomposicio
é irredutivel. Além disso, podemos decompor cada V; como soma direta de
subespacos de pesos. Seja V; o subespago irredutivel cujo peso méximo da
representacac irredutivel associada a V) corresponde ao maior autovalor da
representacao ppp quando avaliado num elemento da camara de Weyl pos-
itiva de uma dada subdlgebra de Cartan de g ( Ver segao 6.3). Com isto,
mostraremos que, se para todo k, ndo existe cone pontual e gerador em V1,
entdo ndo existe semigrupo conexo § & Sl(n,R) com interior ndo vazio tal
que p{G) C S

Apresentaremos também uma classificacdo completa para certas repre-
sentagdes do tipo pip de g = sl(2,R) tais que ppp(s1(2,R)) deixam cones
invariantes em um produto exterior. Este resultado generaliza um resultado
de Vinberg (Veja secio 6.4) para as representacdes de sl(2,R) do tipo p,p.
A importancia deste resultado, bem como os que foram ditos anteriormente,
estd relacionada com a andlise da existéncia de cones num produto exterior
invariantes por pp(G), para algum k, e estes, por sua vez com o problema
de controlabilidade em espagos homogéneos de G. (Veja secio 4 em [31]).

6.1 Representacoes de dlgebras de Lie semi-
simples

Nesta se¢lo, recordaremos algumas propriedades sobre as representacdes irre-
dutiveis de uma dlgebra de Lie semi-simples de dimenséo finita. £ conhecido
que estas representagoes sao caracterizadas em termos do seu peso maximo.

Consideraremos aqui as dlgebras de Lie g sobre um corpo K de carac-
teristica zero algebricamente fechado. Queremos ressaltar que a hipétese do

94



corpo ser algebricamente fechado € usada em geral na teoria de dlgebras de
Lie, somente para garantir a existéncia de uma decomposicio de g como so-
ma direta de seus espacos de raizes na formag=h $ 80, © - B g, Nocaso
geral, a hipétese do corpo ser algebricamente fechado, pode ser substituida
por um corpo de caracteristica zero, e considerar as dlgebras de Lie euclidi-
ana (ou split), ou seja, 4lgebras de Lie cujas raizes caracteristicas de ad({H)
com H € b estao todas em K. Para outros detalhes, nos referimos a [19], [40]
e [42].

Usando a caracterizagao das representagdes irredutiveis de uma algebra de
Lie real split em termos do seu peso mdximo, neste capitulo 6, analisaremos
as representacoes que deixam cones invariantes.

6.1.1 Representacoes irredutiveis e pesc maximo

Para fixar as notactes desta secéo, consideremos g uma dlgebra de Lie semi-
simples sobre C e E um espago vetorial complexo de dimenséo finita. Seja
b uma subdlgebra de Cartan de g. Fixemos uma ordem lexicografica no
dual b* de h. Denotemos por A o conjunto das raizes do par (g, h). Entdo
A = A" UA™ onde A% denota o conjunto das raizes positivas em relacio

4 ordem fixada, e A~ = —A* denota o conjunto das raizes negativas. Em
A escolha ¥ = {oy,...,} um sistema simples de rafzes. Para cada raiz
a € I, coloquemos H,, = m_za")'Hm onde H, é o dual de o em relacio a forma

de Cartan-Killing. Consideremos a subélgebra nilpotente
=) g
aé At
Seja agora
p:g— gl(E)
uma representacdo de g em E.
Definicao 23 Um peso de p é definido como um peso da representacio re-

stricdo de b em E, i.e., um funcional linear X € b* tal que o subespaco de
peso

Ey={v € E:p(H)v=AH)v para todo H € §} ¢é néo nulo

Um peso A € chamado um peso méximo de p se p(n™)E) = {0}. Um vetor
v € E), v # 0 associado ao peso mdzimo A, é chamado elemento primitivo
ou vetor de peso maximo .
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A seguir, citaremos algumas propriedades importantes sobre as represen-
tagoes irredutiveis de g e seus pesos méximos.

Proposigao 56 Sejo p uma representacdo irredutivel de g em E com peso
MATIMNC Apay. Entdo, as sequintes afirmacdes sao verdadeiras:

1. Apax étnicoe dim B, = 1.
2. Os pesos para a representacio p sao todos da forma
1
B Aax = Z M0y
i=1
com 7n; inteiros ndo-negativos e o; € 5.
3. E se decompde como soma direta de espacos de pesos,
E=E,®.. . 8FE,
onde y; € h*, i =1,... s

4. Duas representagoes p, : g — gl (Ei)e p, : g — g! (E;) com pesos
maximos A; e Ay, respectivamente, sio equivalentes se, e somente se,
Al == Ag

Demonstragao: Veja o Teorema 11.2 em [40]. O

Proposigao 57 Para qualguer A € h* existe uma representacdo irredutivel
Py de g cujo peso mdzrimo & \.

Demonstragao: Veja o Teorema 11.3. em [40]. O

Desta proposicao, e a partir do item (4) da Proposicio 56, podemos dizer
que as representagdes (de dimensdo finita ou néo) e que admitem peso méx-
imo s&o parametrizadas pelo dual §* de b, no seguinte sentido: dado A € bh*,
existe a menos de equivaléncia, uma tnica representacio irredutivel 2y cujo
peso maximo é A.

Para representages de dimensdo finita temos a seguinte proposicao:
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Proposigao 58 Sep é uma representaciio irredutivel de g em E de dimensio

finita, entdo p admite peso mdximo, digamos A. Além disso, MH') é um
tnteiro nao negativo para tode raiz simples o € T

Demonstragao: Veja os Teoremas 11.4 e 11.5 em [40]. -
A partir das proposicoes anteriores temos:
Proposicao 59 Com as notacdes acima, tem-se:

1. Um funcional A € §* é o peso médximo de alguma representacio irre-
dutivel de dimensdo finita de g se, e somente se, A(H, ) é um inteiro
naoc negativo para toda raiz simples o; € X.

2. A(H,) & um inteiro néo negativo para toda raiz positiva @ € A" se, e
somente se, A(H ) é um inteiro ndo negativo para toda raiz simples
o € 2.

3. Se A(H],) é um inteiro ndo negativo par, para toda raiz simples a; € ¥,
entdo A(H]) é um inteiro nfo negativo par, para toda raiz positiva

a € At
Demonstragao: Veja o Capitulo 11 em [40]. g
A seguir, seja @ = {¢;,..., ¢} um sistema fundamentol de pesos de g,
i.e.,, ® é uma base de h* que é a dual da base {H’ } ey de h. Agora,
J=1

observemos que dado ¢; € ®, através do isomorfismo entre b e h*, temos que
existe um tnico H,. € § tal que w,(H) = (H ,H,,). Logo, p;,(H, )= (H;j
JH, ) = (E%?}_Haj JHy) = T a,) (Hy, , H,, ). Pela definicgo da forma de
Cartan-Killing em b§* temos que (H,, , H,,) = { @;, ¢;), e daf segue que

: 2 2

pi(Hy,) = ——{a;, ;) = (P ;)

! ( j’aj>( ! (aj"?aj) ’
Por i ;sso com abuso de notagéo, também escreveremos o, (H, J=1{e H H, R
(o {Q] aj) uma vez que H _ & identificado com ey 2 o - Logo 0s elemen—

tos de @ sao os funcionais hneares em h* tais que @z(H ,) = {e; Haj} 8s,5,
onded;;=1sei=jed; =0sei#]

97



Seja agora A € b*. EntBo, A = nip; + -+ + myp, com escalares n; =
AH,) = (A H) = W()\ ;). Pela Proposigio 59, temos que X é o peso
méximo de alguma representacao irredutivel de dimensao finita de g se, e
somente se, n; = A(H ;3) € um inteiro nfo negativo, para toda raiz simples
a; € L ou, equivalentemente, A = njp, + --- + ny,, com n; inteiros nao
negativos. Esses sdo, portanto, os pesos maximos das representacdes irre-
dutiveis de dimensdo finita. Em particular, os elementos de & sdo elemen-
tos desse tipo e definem também representaces de dimensdo finita que sdo
chamadas de representacdes fundamentais. Os elementos de @ sdo chamados
de pesos fundamentais (ou bdsicos).

Para concluir esta secio, seja

p:g— gl(E)
uma representa¢io de g num espago vetorial complexo E com peso méximo
Amax- Escolhido o sistema simples de rafzes ¥ = {ay,...,m} C A, associado
a 2, temos que existe o sistema fundamental de pesos
¢ = {9017"'79‘9!}

de g. Coloquemos H; = H__ ' = Tara }HQJ Dito de outra forma, os elementos

de ® séo os funcionais linea.res em bR tais que {y;, H;) = 6;;. Além disso, o
peso maximo desta representacio Ama, pode ser escrito como combinagao lin-
ear dos pesos fundamentais ¢,, a menos de multiciplicidade, com coeficientes
inteiros ndo negativos, i.e.

Amax = Tup; +---+ ngp;, com n; inteiro ndo negativo

comj = 1,...,1, onde n; =%<Am:aj>
v Mg

Consideremos agora o seguinte

Exemplo 12 Seja g = sl (d,R) ou Ay. Tome b a subdlgebra de Cartan dada
pelas matrizes diagonais de trago zero. As raizes séo dadas por

A:{amm}\i —Aj Z#j}

onde A; € b* tal que \; (H) = a; com H = diag{a; ...,aq}. Um sistema
simples de rafzes é

Y= {az i+1 0t - 1}
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Escrevamos o; = 41, € denotamos por E; ; a matriz d x d cujo (i, 7)-ésima

entrada € igual a 1, e as outras entradas sdo iguais a zero. Como o dual

de cade raiz oy € dado por H,, , = &(Ey; — Ey;), entdo uma base de b &
ormada pelos duais normalizados H; = —2—H, das raizes simples o, 0s

AR, {ongyoeg) T ?
quais sao

Eyy -~ Eog,y o Egoy gy — Egg

O sistema fundamental de pesos é a base dual desta base que é dado por

onde g = Ay + -+ Ay . Além disso, associadas a estes pesos, temos as
representacoes fundamentais

e+ S1(d, R) — gl(AFRSY)
de sl{d,R) em A*RI definidas por
pe(X)ei ANesy Ao Ney ) = Xey Ney A Neg +- ey Ae A A Xeg,

Agqui X € g e os elementos da forma e; A e, N o Ney, coml < 7 <
ig < ---ip < (d— 1) formam uma base para o espaco vetorial AFR™ . onde
{e1,€2,...,€4-1} denota a base candnica de R¥!. Além disso, Wp = A1 +
o+ 4+ A € 0 peso mdzimo para o representacdo p, associada ao elemento
primitivo ey Neg A Aeg_y.(Veja [40], pdginas 300-301). (Veja [19] e [10]).

6.2 Cones invariantes e peso mdximo

Nesta secdo, estaremos interessados em relacionar a existéncia de cones num
espago vetorial real que sdo invariantes por uma representacio irredutivel
com o peso mdximo desta representaco. Para uma classe especial de repre-
sentagoes de dimensado finita, mais precisamente, as chamadas representacoes
de classe 1 que definiremos logo abaixo, apresentaremos um resultado sobre
a existéncia de cones invariantes em termos do seu peso méximo.

A seguir, consideraremos G um grupo de Lie semi-simples, real, conexo
com urna algebra g, e V um espago vetorial real de dimens&o finita. Fixemos
uma decomposi¢ao de Iwasawa de G dada por G = KAN™*. Recordaremos
um resultado devido a Vinberg, que nos diz quando existem cones invariantes
por uma representacio irredutivel de G.

Para, isto, consideremos a seguinte definicdo:
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Definigao 24 Dizemos que p: G — GL({V') ¢é de classe 1 para o par (G, K),
se existe um vetor nao nulo u € V tal que p(Q)u = u para todo { € K ou,
equivalentemente, se

VE ={ue E: p(Qu=u para todo ¢ € K} # {0}
Com isto, temos a seguinte:

Proposicao 60 (Vinberg) Suponha que p : G — GL(V) é uma represen-
tagdo real irredutivel de G em V. Entdo, as seguintes condicées sdo equiva-
lentes:

1. Existe um cone W C V invariante por p{G).

2. p € uma representacdo de classe 1 do par (G, K).

Demonstracao: Veja o Teorema 1 em [44]. O

A seguir, recordaremos um resultado, o qual diz que as representacdes
irredutiveis de classe 1 podem ser caracterizadas em termos de seu peso
maximo. Para isto, tomemos uma decomposicio de Cartan da glgebra de
Lie real g dada por g = £ @& s, onde £ é uma subalgebra compacta imersa de
g e s € o seu complemento ortogonal em relagio a forma de Cartan-Killing.
Seja @ C s uma subélgebra abeliana e maximal em s. Pela Proposicio 12.25
em [40], existe uma subdlgebra de Cartan h de g que contém a tal que

h=he@a ondehe =hNt ea=hNs=4,

Seja IT o conjunto das raizes do par (g, a). Escolhendo uma ordem lexico-
grafica em a*, seja II" o conjunto das raizes positivas nessa ordem.
Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 61 (Cartan-Helgason) Suponha que p : G — GL(V) é uma
representagdo irredutivel com o peso mdzimo Ap... Entéo, p é de classe 1 do
par (G, K} se, e somente se, as sequintes condicbes sio satisfeitas:

1. A restricio Amax |p, € identicamente nula.
)

2. O ndmero real %‘—’;ﬁz—y—— € um inteiro nao-negativo, para toda raiz positiva
« do par (g, a).
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Demonstragao: Veja o Teorema 3.3.1.1 em [46]. o

Em particular, o resultado anterior pode ser aplicado para representacies
irredutiveis de dlgebras de Lie semi-simples reais, uma vez que a irredutibil-
idade de uma representaciic ao nivel de grupos de Lie é equivalente 3 irre-
dutibilidade de uma representacéo de dlgebras de Lie. (Veja a Proposicic 3).
Além disso, essas representagdes tém o mesmo peso méximo. Como conse-
quéncia da Proposicao 60 (Vinberg) e da Proposicio 61 (Cartan-Helgason),
temos uma caracterizacao da existéncia de cones invariantes em termos do
peso maximo de uma representagdo irredutivel.

Proposigao 62 Suponha gue p: g — GL(V') & uma representacéo trredutiv-
el. Seja Amax 0 peso mdzimo de p. Entdo, existe um cone W em V invariante
por p{g} se, e somente se, as sequintes condigdes sio satisfeitas:

1. Amax |5, € identicamente nulo, e

. Ama,@) 2 o N . .
2. o numero real f2<—<»~~~v~"}~“~2 € umn Inteiro nao-negativo par para toda raiz

AX
o0
a e IIT.

Amax,&) 2

Demonstracio: Fixemos uma raiz o € II7. Observemos que 24 (o) € UM
{Amax o)

inteiro nao-negativo par se, e somente se, ) € um inteiro néo-negativo.
Logo, pela Proposicao 61, temos que as condigbes (1) e (2) sio equivalentes
a p ser uma representacao de classe 1 do par (G, K). Pela Proposicio 60,
esta dltima afirmacdo € equivalente a existir um cone W em V invariante
por p(G). Finalmente, usando o fato de que a invaridncia de cones por uma
representagao ao nivel de grupos de Lie equivale a mesma propriedade ao
nivel de dlgebras de Lie (Veja a Proposigio 3), concluimos o resultado. O

Suponha que
p:g— GL(V)

€ uma representacao real irredutivel com peso méximo A, Entéo, podemos
eSCrever Amax como combinac@o linear dos pesos fundamentais de ¢, de g,
onde ® = {¢; ,...,¢, 1} € o sistema fundamental de pesos de g. Ou seja,
Amax = M1y + - + Ng_1@,., com n; inteiros nio-negativos, onde n; =
(—&f@(Amax, ;) = Amax{H} ). (Para outros detalhes, veja secio 6.1.1 deste
Capitulo).

Com isto, temos o seguinte:
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Corolaric 22 Seje g uma dlgebra de Lie semi-simples real split. Suponha
gue p: g — gl(V) é uma representacdo real e irredutivel com peso mdzimo
Amnax- ASSUMG QUE Apay = Ny + -+ + Ng..10,_1, onde o0s nls sdo inteiros
ndo-negativos e ® = {¢, , ..., 0, 1} é o sistema fundamental de pesos de g.

Suponha que A, = 0. Entdo, sGo equivalentes:
1. n,; é par, para todo 1.

2. existe um cone W C V' que é invariante por p(g).

Demonstracao: Fixemos ¢ € {1,...,d —1}. Seja o; uma raiz simples
de g. Temos que os coeficientes 7,5 do peso fundamental sio dados por
= s (e, @) = Aax(HL,). Segue que n; é par se, e somente se,

B
{0y

Amexis, == 0. Pela Proposicio 62, segue que (1) e (2) sfo equivalentes. O

{Amax, %) € um inteiro par ndo negativo. Por hipétese, temos que

‘.

E claro que, se alguma das condigGes da proposicao anterior se cumpre, en-
t&o existe um cone W C V invariante por p(G), L.e., tal que p(G) C Sy para
algumn semigrupo Sy . A saber, tome o semigrupo Sy = {u € G : p(u)(W) C W}
que € o0 semigrupo de compressdo de W.

6.3 Existéncia de semigrupos
Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Consideremos
p:g— sl(R") = sl{n,R)

uma representacao de g em R™. Observe que uma tal representagéo sempre
é possivel pelo Coroldrio 3.13 de [40].

Denotaremos também por p a representacio correspondente do grupo de
Lie semi-simples, real G em R" tal que p(G) C SL{n, R).

Em particular, no caso em que p é uma representacio irredutivel, Vinberg
mostrou que existe um cone W C R™ que é invariante por p(G) (Veja a
Proposicao 60}, ou seja, p(G) C Sw para algum semigrupo de compressdo
Sw = {g € Sl(n,R}: gW C W}. E conhecido que Sy é um subsemigrupo
de Sl(n,R) com interior ndo vazio e conexo. (Veja [24], [31] e [36]).

A seguir, o objetivo desta se¢io é tentar generalizar este caso para wma
certa representagao de dimensdo finita de G. Nesse sentido, consideraremos

102



as representacoes de dimenso finita
p: G — Sl{n,R) c GL{R™)

tais que p{G) C S para algum subsemigrupo S com interior ndo vazio em
Si{n, R).
Observagio: O problema de decidir quais representacdes p com a pro-
priedade de representar G dentro de algum subsemigrupo S com interior
nao vazio em Sl{n, R) é um problema proposto por San Martin em [31] {Veja
o Problema 4.12 em [31]).

Usaremos o seguinte resultado, que mostra a existéncia de cones pontuais
em A*R” invariantes por sernigrupos conexos do tipo k, ou seja, invariantes
DOT semigrupos préprios, conexos e de interior ndo vazio.

Proposicao 63 Sejo S C Sl(n,R) um semigrupo proprio conexo com interi-
or ndo vazio. Entgo, para elgum k € {1,...,n 1}, eriste um cone pontual
W C A*R™ tal que S deiza W invariante.

Demonstragao: Veja a Proposicao 4.11 em [31]. O

Observagao: O cone W da proposicéo anterior é obtido tomando o conjunto
gerado pelo conjunto controldvel invariante C* para S em Gri(n), ou seja,
W =gerC* = {} a;v; : a; > 0,v; € C* }. Observemos que de modo anglogo
ao que foi feito na proposicio anterior, podemos encontrar um outro cone

pontual em A*R™ invariante por S que é dado por W~ = gerC~ = W, onde
C-=-Ct.
Consideremos agora o produto exterior AFR”, onde k € {1,...,n— 1}

e tomemos a representacdo fundamental p, de Sl(n,R) em A*R". Entdo,
compondo g, com p podemos considerar a representacio

pep: G 5 SH(n, R) &5 GL(A*R™)

Observemos que em particular, se p é uma representacio irredutivel e
k = 1, isto é, quando G é representado no espaco euclidiano R® = A! R™ por
uma representacdo irredutivel, entdo estamos nas condigdes da Proposicio
60, e portanto, existe um cone W C R” que é invariante por p,p(G) = p(G},
ou seja, p(G) C Sw para algum semigrupo de compressio Sy.

Assim, com base na Proposi¢io 63, o resultado a seguir nos mostra que
o estudo das representacoes de dimensao finita

p: G — Sl{n,R) C GL(R")
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tal que p(G) C S para algum subsemigrupo S com interior néo vazio em
Sl{n,R), esta relacionado com & anslise da existéncia de cones no produto
exterior A*R™ invariantes por p,p(G), para algum k.

Proposicao 64 Suponha que existe umn subsemigrupo conezo e proprio
5 C Sl{n,R)

com tnterior ndo vazio tal que p(G) C S. Entdo, para algumk =1,... n—1,
existe um cone pontual em AFR™ invariante por p p(G).

Demonstracao: Pela Proposicio 63, temos que para algum k=1, ...n~1,
existe um cone pontual W = gerC* C Gr(n) em AFR"™ que & invariante
por 5. Observernos que p,(S)W C W. De fato, tomemos s € Sew € W.
Ent3o, podemos escrever w =Z a;w; com a; = 0ew; =¢, A...Aeg, com
fm=l
14 €+ <4 <nonde {e,...,e,} éa base canénica de R*. Usando
a linearidade de p,(s), temos que py(s)w =3 asp,(s)w;. Dai, segue que
=1

.
pre(8)w =3 a,5w;, pois py(s)(w;) = se; A...Ase;, = s¥ey A.. . Ne;, = s*w;.
i=

Como s*w; € SW C W, segue que p,(S)W C W. Logo, temos que
pep(GYW C p(SYW C W

Portanto, existe um cone pontual W em A*R™ que é invariante por p,p(G),
para algum k. 0

De outra forma, a proposi¢do anterior nos diz que, se para todo &k =
1,...n — 1, ndo existe cone pontual em A*R™ invariante por p,p(G), entdo
nao existe subsemigrupo conexo S contido propriamente em Sl(n,R) que
possui interior ndo vazio e com p(G) C S.

Observemos agora que pelo Teorema 2, podemos decompor

AR =Vi@-- @V,

onde os subespacos V; sdo irredutiveis por p.p, i.e., os subespacos V; sdo
invariantes por p.p e a restrigao

prp lvii g — gl(Vi)
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de ppp a V; éirredutivel parai=1,.... 3.
Como toda representacio de dlmensao finita admite peso méximo, temos
que as representacOes irredutivels g, p |y, tém peso mdximo, digamos u,, para
.

i=1,...,s Além disso, para cada i, temos que V; = V.. ©U; onde U; = Z

F=1
Vj é a soma direta dos subespacos de pesos da representacio irredutivel
,ok;:z v, - Dal, segue que existe uma base B; de V; tal que fixado 4 em hT,
temos que V; = V,, 4y & Uy, onde V), (4,

Ui=> Vi
J=2

sao os auto-espagos da transformagcio lineares g, py, (A) associado aos auto-
valores y;(A), 1 (A), com j = 2,....rs Logo, em relacdo a base 3, de V,
podemos escrever p,py.(A) como uma matriz diagonal, cuja diagonal é dada
pelos auto-valores p;(A), 1/ (A). Logo, tomando a unifo dessas bases, temos
que ppp(A4) & dado por uma matriz diagonal, cujos elementos diagonais s&o
os auto-valores de p,py: (A).
Claramente pela ortogonalidade dos subespacos de pesos, temos que (A) >

1 (A) ou p,(A) < ul(A) para cada i = 1,. . 8,7 = 2,...,7;. Desta forma,
podemos ordenar estes auto-valores. Entfio, podemos supor que p.p |y; € a
representacao irredutivel cujo peso méximo y; é maior que todos os outros
pesos mdaximos, no seguinte sentido, fixado A € k', podemos reordenar se
necessério o conjunto dos autovalores {u;(A), 1 (A)} de pppy. (A) de modo
que temos

#1(A) > pg(A) > - > p (A)

Definicao 25 A representacio irredutivel pyp |v; cujo peso mdzimo Hy €
mator que todos 0s outros pesos méximos no sentido acima, € chamada de
representagao principal de g em Vi, que denotaremos por pup v,

A seguir, apresentaremos condicdes para a ndo existéncia de um sub-
semigrupo 5 em SL{n,R) com interior ndo vazio contendo p(G). Inicial-
mente, supondo que existe um cone pontual W em A*R” invariante por
P, mostraremos que V) intercepta W. Como na Proposicio 10, veremos que
uma tal intersecgio serd um cone invariante por p,p. Daremos agora a idéia
para esta demonstragio.



Para isto, utilizaremos dois lemas preliminares. Consideraremos a agéo
natural de GL{V') no espago projetivo (V') dada por Tz] = [Tz, onde [z]
denota a semi-reta gerada por z. O resultado a seguir, segue do Lema 5.3 de
133], que vale mais geralmente numa grassmanniana.

Lema 9 Seja T € gl(V) diagonalizdvel com auto-valores reais. Suponha
que by € 0 maior auto-valor de T. Entdo, para todo [x] € P(V),

Tzl — i, guando m — +oo,
para algum y € Vo (my, € y # 0.
Demonstragio: Veja o Lema 5.3 em [33] =
Temos também o
Lema 10 Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real euclidiana. Seja
p:g— g(RY)

uma representacdo irredutivel de dimensdo finita tal que p(g) C sl(n,R). Seja
Amax 0 peso mdzximo de p. Entdo, Apax(A) € 0 maior auto-valor de p(4) para
todo A € hT.

Demonstracao: Pela Proposicio 56, segue que os outros pesos de p sao
d-1

obtidos do peso maximo Agax da seguinte forma g = Apax— > My com
=3}

m; infeiro ndo-negativo e «; raiz simples de g. Como por definicdo o;{4) > 0
para todo A € h™, segue que Ana(4) > p(A) para todo A € T, Logo,
Amax{A) é o maior auto-valor para todo 4 € . O

Assim, temos:
Observacao: Se p.p |1, é a representagdo principal de Vi, entdo para cada
A €b™, uy(A) é o maior auto-valor da transformacao linear p,p(A). De fato,
temos que o peso maximo p, é maior que todos 0s outros pesos mdximos, isto
é, fixado A € b, podemos reordenar se necessério o conjunto {;(4), 4 (A)}
de autovalores de p,py. (4) de modo que temos

pa{A) > pp(4) > - > p(A4)
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Mas, pelo Lema 10 segue que u,{A) ¢ o maior auto-valor de orpy, (A). Logo,
#i1(A) é o maior auto-valor de pp(A).

A seguir, sob algumas hipGteses, mostraremos a existéncia de um cone
néo nulo préprio e invariante por p,p(G) em V3. Usando o fato de que a acdo
de G é irredutivel em Vj, temos também que este cone é pontual e gerador
de V3. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 10 Sejo G um grupo de Lie semi-simples real conexo com algebra
de Lie euclidiana g. Consideremos a representacio

pp i G — Sl(n, R} &5 GIAPR™)

Sejam § a subdlgebra de Cartan de g ¢ B  wma cémara de Weyl positiva
de Y. Considere a agdo de pp(G) no espaco projetivo P(A*R™). Seja in
0 peso maximo da representacdo principal PrPv,- Suponha que para algum
k=1,....,n~1, existe um cone ndo nulo pontual W C A*R" invariante

por ppp(G). Entdo, a intersecggo Vi N W é um cone néo nulo préprio e
invariante por ppp(G) em Vi e, portanto, pontual e gerador de V4.

Demonstragdo: Como anteriormente, pelo Teorema de decomposi¢do de
Weyl, podemos considerar a decomposicio de A*R™ em soma direta

AR =V,@---0V,

em subespagos irredutiveis V; por p,p(G). Seja 2 um elemento no cone W
A*R"e H € b*. Em particular, temos que p,p(e™ Jx € W para todo
¢ natural, pois W é invariante por p,p(G). Por hipétese, temos que Hy €
0 peso maximo da representacédo principal p, Py, - Pela observagéo anterior,
para H € b, temos que y;(H) é o maior auto-valor da transformacao linear
prp(H). Como pypy. (e) é uma matriz diagonal com auto-valores reais, segue
pelo Lema 9, que

(pxp(e™ ))™a] — [y], quando m — +oo, para algum y € V,, zp, e y # 0

uma vez que V}, (z) € 0 subespaco associado ao maior auto-valor de p, p(e).
Temos também que y € W, e portanto, V, iz NW # (0). De fato, temos que
existe uma sequéncia {poy; (e™)[z] } C W tal que pypy, (e™H)[z] — [y).
Dai segue que [y] € W, pois W & fechado em A*R”. Por definicio da classe
[y, isto implica que para todo ¢ real, ty € W. Donde segue que ¥ € W. Logo,
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Vi, MW £ (0). Como V, zy C Vi temos que Vi N W # (0). Logo, temos
que V1MW é um cone nao nulo em V. Mostremos agora que Vi MW é pontual
e gerador. Inicialmente, observemos que o cone ndo nulo Vi N W em V; &
invariante pela representacio irredutivel 2ipy, - De fato, temos que

prpv, (VI NW) = pep(G)(Vi N W) C ppp(GY(W) € W
pois W ¢ invariante por p,e(G) e temos também que
prpy, (G)(VINW) C Prpv, (G)(V1) C Vi pois Vi é invariante por prpv, (G)

Logo, segue que
oy, (GYVIiNW) cVinW

ou seja, V3 W & invariante por pppy. (G). Como a representacio principal
prpy, €irredutivel, da Proposigao 11, basta mostramos que Vi N & préprio
em V1. De fato, suponha que Vi N W néo é préprio. Entdo, Vi, = i, NW
e, portanto, V3 C W. Assim, para todo v € Vi, tem-se que v € W. Logo,
temos que v = 0, pois W é pontual. Portanto, V; = (0), o que é uma con-
tradi¢do. Entéo, conclufmos que V; N W & um cone em V; invariante por
PPy, tal que (0) & ViNW ¢ V4. Como p,py, é uma representacio irredutiv-
el, pela Proposi¢ao 11, segue que V; MW é um cone pontual e gerador de V; O

Coroldrio 23 Seja G wm grupo de Lie semi-simples, real, conexo e com
dlgebra de Lie g. Suponha que existe semigrupo conezo S G Sk(n,R) com
interior ndo vazio tal que p(G) C S. Entdo, para algum k = 1,...,n— 1,
existe um cone pontual W C AFR™ invariante por pep(G). Portanto, existe
um cone pontual e gerador ndo nulo Wi ¢V, invariante prov, (G), onde
PrPyv, € a representagdo principal de Vi. Além disso, p(G) C Sw, para algum
semigrupo Sy, .

Demonstragao: Pela Proposicio 64, segue que paraalgum k = 1,....n— 1,
existe um cone pontual W C A*R™ invariante por p,p(G). Entéo, pelo Teo-
rema 10, a interseccao Vi N'W é um cone pontual e gerador de V; invari-
ante por pppy, (G). Portanto, existe um cone pontual e gerador ndo nulo
Wi =VinW & V) invariante por ppy. (G), onde PrPv, € a representacdo
principal de Vi. Agora, para a outra afirmacéo, tomemos o semigrupo Sy,
onde Sy, = {u € Sl(n, R) : p, (u)(Wy) € W,}. Como Vi NW C V4, segue que
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pep(GYVA NW) = oo (G)(Vi N W) C Wy Entéo, p(G) C Swy. 0

Dito de outra forma, o coroldrio anterior nos diz que, se para todo k, ndo
existe cone pontual e gerador em V) invariante por p.py, (G), entdo, para
todo k, ndo existe cone pontual em A*R™ invariante por p,p(G). Portanto,
nao existe semigrupo conexe & & Sl(n,R} com interior ndo vazio tal que
p(G) C 8.

Com isto, sobre a existéncia de semigrupos contendo p(G), temos a seguinte

Proposicao 65 Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real euclidiana e
p:g— sl(n,R) uma representacio irredutivel com peso mdzimo X tal que
plg) C sl{n.R). Suponha que a representacdo principal oroyv; g~ gl(V1)
tenha pese mdzrimo

=15y, e ”é“nfd_lﬂod—z

onde = {cpl ey Qﬁd—-l} € o sistema fundamental de pesos de g . Suponha
que Ap, = 0. Tem-se:

1. Se existe S C Sl{n, R) semigrupo préprio conexo com intgpmr)S # 0
tal que p(G) C S, entdo nf, & par, para todo j e para algum k.

2. Se nfﬂ € par, para todo j e para algum k, entdo existe S C Sl{n,R)
semigrupo préprio tal que p(G) C S.

Demonstracao: Suponha que existe § C Sl(n ,R) semigrupo préprio tal
que p(G) C S. Por contradi¢do, assuma que para todo k, existe j tal que
nfj seja fmpar. Entdo, pelo Coroldrio 22, segue que para todo k, nio existe
cone em Wy C Vi que é invariante por p,py, (g). Entdo, pelo Coroldrio 23,
temos que para todo k ndo existe cone pontual e gerador em AFR™ invariante
por pp(G). Logo, pela Proposicio 64, nao existe semigrupo conexo S G
Sl(n, R) com interior néo vazio tal que p(G) C S, o que é um absurdo pela
nossa hipétese. Para o outro item, fixemos & € {1,...,n—1}. Suponha
que para algum % e para todo j, an é par. Assim, pelo Coroldrio 22, ex-
iste um cone W C A*R™ que ¢ invariante por p,p{g). Portanto, p(G) C Sy
para algum semigrupo de compressao Sw = {u € Sl(n, R) : g, (u)(W) Cc W}.
Notemos que Sy & um semigrupo préprio. De fato, se Sy ndo é préprio,
entao por defini¢iio, temos que p,(Sl{n,R))(W) C W. Como p, é uma rep-
resentagao irredutivel, isto implica que W é um cone trivial, o que é um
absurdo, pois W é pontual. Logo, basta tomar S como sendo o semigrupo
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1

de compressdo de W, ou seja, § = Sw.

6.4 Representacoes de sl(2,R) e cones invari-
antes

Nesta secdo, apresentaremos uma classificagdo para certas representacdes de
sl{2,R) que deixam cones invariantes em um produto exterior.

Inicialmente, lembramos um resultado que foi demosntrado por Vinberg
em [44] dado pelo seguinte:

Proposicao 66 Seja p : st(2,R) — gi{R™) uma representacio irredutivel
com peso mdwimo A, com n = 1. Entao, sdo equivalentes:

1. n é par.
2. Existe um cone W C R™™! que é invariante por p{s{(2, R)}.

Nesta se¢do, generalizaremos o teorema anterior, onde apresentaremos
uma classificacdo para as representacdes de si(2, R) do tipo p,p que deixam
cones invariantes em um produto exterior.

Comegcamos com o seguinte exemplo.

Exemplo 13 Consideremos a representacdo irredutivel
p:sl(2,R) - gi{R™) tal que p(si(2,R)) C sl(n+ 1,R)
Entdo, existe uma base de R™ em relacdo @ qual podemos escrever
p(H) : R gt
como a matriz

p(H) = diag(n,n —2,n —~4,---,2 — n,—n)

Tomemos a cimara de Weyl positiva bt = {diag(a, az) € b : a; > ag com a; > 0}

deby. Para A= a,H € b com a; > 0, usando a linearidade de p, temos que
p(A) = diag(nay, (n — 2)ay, (n — 4)ay, -+, (2 — n)a, (—n)a;)
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Podemos ainda escrever Anax = ng, em termos do peso fundamental | =
Ay de sl(2,R). Consideremos a representacio

pe P2 R) Ssln+ 1LR) Cglin+1,R) 2 gl(AFR™)

com p(sl(2,R)) C sl {(n + 1,R). Usando o Teorema 2, podemos decompor
AFRPM = Vi @ BV, em subespacos irredutiveis, e considerar as represen-
tagoes irredutiveis

oepy, - sH2,R)  — gl(V})

-

com peso mazrimo y;, de modo que pypy, € a representacdo principal com
peso mdzimo w,. (Veja o Definicdo 25). Entdo, fizado A € b, podemos
se necessdrio, reordenar o conjunto {u;(A)} de modo a obtermos p,(A) >
Mo A) > o > u(A). Umna base de AFR™ ¢ doda pelos vetores e, Aey, ... A
€y COM Ly <idp < -+ v < inyy. Entdo, no mesma ordem desta base, podemos
extrair bases ordenadas adegquadas para cada V; de modo que a matriz de

prp(A} seja

Pkﬁvl(A) 0 0 0
] .0 0

P p(A) = .
0 0 ., 0

0 0 0 p{chS(A)

onde
PrPv; (A) = diag( b1, b1ny)

e com o maior autovalor dado por
bii = prov (A)ernes .. . Aeg) = p(A)(e1)Ney .. Aex+- - +eiAey. . Ap(A)(ex)
Apds alguns cdlculos, em cada caso para n, k como na sequinte tabela:

n k

par 1$k$%+1
par  T+1l<k<n
impar 1<k <2
fmpar 2 <k n+l

se obtém a mesma expressdo para by, dada por

by=na+(n—2)a+---+n—-2(k—1))a=kn— (k- 1k =
(kn — (k — 1)k)p.(A), que é o maior auto-valor p,p(A)
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com A = aH € §*. Por outro lado, pelo Lema 10, temos que 1, (A) é o
mator auto-valor de pypy, (A). Além disso, por definicio u,(A) é o maior dos
auto-valores de p,p(A), pois estamos considerando p(A) > -+ > p (A) > 0
para A fito em b*. Logo, seque que p,(A) = byy = (kn — (k — Dk}, (4).

Assim, podemos verificar as hipéteses da Proposiciio 62 para a represen-
tagao pppy, que € irredutivel de peso maximo y,. Entao, obtemos o seguinte
resultado de classificagio das representagdes irredutiveis de sl(2,R) em R™!
que deixam cones invariantes:

Teorema 11 Como anteriormente, consideremos a representacio
si2,R) 5 sl(n+1,R) C gl(n+ 1, R) = gi(A"R™)
onde n € o maior autovalor de p(H). Temos que

1. Se n é par ou k é par, entdo existe um cone W C AR que é
invariante por p.p(sl(2, R)).

2. Se k e n sdo fmpares, entfo nao existe cone em A*R"™*linvariante por
Logo, para a representacio p.p a seguinte tabela mostra a existéncia

de cones invariantes no produto exterior A*R**! conforme os casos k e
Tie

\ n par  impar
k
par existe  existe
impar existe nao existe

Demonstragao: Como anteriormente, seja 1, o peso méximo da represen-
tagao principal pypy,. Como no exemplo anterior, temos que y; = (kn —
(k — 1)k)p,. Temos que a parte compacta by é a subdlgebra das matrizes
anti-simétricas em sl (2,R) e, portanto, b = 0. Entdo, py,, = 0. Um sis-
tema simples de raizes positivo de si(2,R) tem uma tinica raiz dada por
a; = A — Ag. Logo,

2(#1a041) — 2((]‘3"1 — (k= Dk)p, ,o1)
(o, 1) (o, o)
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= k= (- DR2SEL % k) = k1 —

= {kn—{k - 1)k)2 (oo {kn—(k—1k)=k(n+1-k)
Agora, observemos que, se 12 & par ou k é par, entdo k ou (n—k+ 1) s&o pares
e, portanto, k(n + 1 — k) é um inteiro par positivo. Logo, em qualquer um
desses casos, pela Proposi¢io 62 temos que existe cone W C V; que é invari-
ante por p,p(sl{2,R}) e, portanto, existe cone W C A*R™*! que é invariante
por p.p{s1(2,R}). Por outro lado, se k e n sdio fmpares, entdo k(n -+ 1 — k) é
impar. Portanto, nenhum cone W em AFR™! ¢ invariante por pep(s((2, R)).
i

Observemos que em particular, se p € uma representacio irredutivel e
k = 1, entdo temos que pyp = p. Como p & irredutivel, segue que vale o
resultado de Vinberg. Logo, o teorema anterior generaliza o resultado de
Vinberg para as representacdes do tipo pyp.
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