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Resumo

A presente tese estd dividida em duas partes.

Na primeira parte apresentamos as principais idéias e ferramentas da Teoria
Geométrica dos Invariantes, que tem como objetivo definir precisamente e re-
solver o seguinte problema: Em que circunstancias é possivel dar uma estrutura
de variedade algébrica ao quociente de uma variedade algébrica pela acao de
um grupo (também algébrico)?

Um dos resultados mais importantes diz que é possivel construir um quo-
ciente se nos restringirmos a um aberto denso (dos chamados pontos semi-
estdveis) da variedade original. E o principal motivo pelo qual esse é um bom
resultado é que hd um critério numérico (de Hilbert-Mumford) que nos permite
verificar se um dado ponto é ou nao (semi-)estavel.

A Teoria Geométrica dos Invariantes tem aplicagdes amplas em muitas dreas,
principalmente nos problemas de moduli. A segunda parte desta tese trata
justamente de uma tal aplicagao: a construcao e estudo dos espacgos de moduli
de representacoes de quivers.

Quivers sao nada mais que grafos orientados, e uma representagao consiste
em associar a cada vértice um espaco vetorial e a cada flecha um mapa linear.
Este assunto é interessante tanto por ser uma generalizacao direta de problemas
cldssicos de dlgebra linear quanto pela ligagao com a teoria de mdédulos sobre
algebras associativas de dimenséao finita sobre um corpo.

Abstract

This thesis is divided into two parts.

In the first part we present the main ideas and tools of Geometric Invariant
Theory, which is concerned with the following problem: Is it possible to give an
algebraic structure to the quotient of an algebraic variety by the action of an
algebraic group?

One of the most important results says that an algebraic quotient exists if
we restrict the space to a dense open subset of the original variety (the so-called
semi-stable points). The main reason why this is a good result is that there is
a numerical criterion (due to Hilbert and Mumford) to decide whether a given
point is (semi-)stable.

Geometric Invariant Theory has applications to many areas, especially to
moduli problems. The second part of this thesis shows one such application: we
construct the moduli space of representations of a quiver.

Quivers are just directed graphs, and a representation consists of associating
to each vertex a vector space and to each arrow a linear map between the spaces
associated to the initial and final vertices of that arrow. There are two reasons
why this is an interesting subject: it is a natural generalization of classical
linear algebra problems; and it is connected to the study of modules over a
finite dimensional algebra over a field.



Introducao

A Teoria Geométrica dos Invariantes trata do seguinte problema: Dados
uma variedade algébrica X, um grupo algébrico G e uma acao de G em X,
¢é possivel dar ao espago de érbitas uma estrutura de variedade algébrica?

Nas primeiras trés secoes do capitulo 1 nds definimos precisamente os
termos usados acima, estudamos suas propriedades basicas e vemos que, em
geral, a resposta é nao.

Uma hipotese fundamental para que a construcao de quocientes seja
possivel é a de que o grupo G seja geometricamente redutivo, conceito que
apresentamos na secao 4. Na secao 5 usamos essa hipotese na construgao do
quociente X /G quando X ¢ afim.

Para lidar com o caso em que X nao é afim, precisamos nos restringir a
um subconjunto aberto denso de X, dos chamados pontos semi-estaveis, o
que fazemos na segao 6. Ja na segao 7 apresentamos o critério numérico de
Hilbert-Mumford, que nos permite dizer se um dado ponto é ou nao semi-
estavel.

Depois disso aplicamos essas ferramentas ao estudo de um exemplo sim-
ples, o das Formas Binarias, e terminamos o capitulo explorando as mesmas
idéias num contexto um pouco mais geral e voltado a situacao tatada no
capitulo seguinte.

O material do primeiro capitulo foi quase totalmente retirado de [Newstead)].
Outras referéncias basicas em Teoria de Invariantes sdo [Dolgachev] e [Fogarty],
e uma 6tima referéncia em Geometria Algébrica é [Hartshorne].

A Teoria Geométrica dos Invariantes tem aplicagbes amplas em muitas
areas, principalmente nos problemas de moduli. O segundo capitulo trata
justamente de uma tal aplicacao: a construcao e estudo dos espagos de moduli
de representacgoes de quivers.

Quivers sao nada mais que grafos orientados, e uma representacao consiste
em associar a cada vértice um espaco vetorial e a cada flecha um mapa linear.

As duas primeiras secoes exploram os conceitos fundamentais, incluindo
como o estudo das categorias de mdédulos sobre uma algebra de dimensao
finita sobre um corpo pode ser reduzido ao estudo de representacoes de uma
quiver com “relagoes”.

Na secao 3 interpretamos o espago de moduli de representacoes de uma
quiver como um quociente algébrico e o construimos, e na se¢ao 4 indicamos
que modificagoes nesses argumentos sao necessarias para tratar de repre-
sentagoes de quivers com relagoes.



Na secao seguinte mostramos alguns resultados gerais sobre esse espaco
de moduli, e terminamos o capitulo com alguns exemplos.
A referéncia fundamental para o segundo capitulo é [King].
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Capitulo 1

Teoria Geométrica dos
Invariantes

1.1 Grupos Algébricos e Acoes

Definicao 1.1.1 Um grupo algébrico é uma variedade algébrica e um grupo
tal que os mapas

GxG — d G — G
(g.h) = g-h g — g

sao morfismos de variedades.

Proposigao 1.1.2 Seja G um grupo algébrico e Gy sua componente conexa
que contém a identidade. Entio Go € um subgrupo fechado, normal (como
subgrupo) e irredutivel. Em particular, G é conexo se e s se G ¢é irredutivel.

ProvA: Veja [Fogarty], proposi¢ao 2.2, pagina 44. m

Definicao 1.1.3 Um mapa ¢ : G — H entre grupos algébricos é um homo-
morfismo se é ao mesmo tempo um homomorfismo de grupos e um morfismo
de variedades algébricas.

Proposicao 1.1.4 Sep: G — H é um homomorfismo entre grupos algébricos,
entao ker ¢ € subgrupo fechado normal de G, e, se G for irredutivel, im ¢ é
subgrupo fechado de H.



PROVA: A primeira parte é clara.

Pelo teorema de Chevalley, im ¢ é um conjunto construtivel, e como
ele ¢ denso em im ¢, ele deve conter um aberto U desse grupo algébrico
(veja [Hartshorne], exercicios 3.19 e 3.18 do capitulo II, pagina 94). Como
estamos assumindo G irredutivel, im ¢ ¢ irredutivel, e assim U é denso. Desse
modo, para qualquer h € im ¢, os abertos U e h - U~! interceptam, ou seja,
h € U-U, o que mostra que U - U = im . Como U - U C im ¢, concluimos
que im ¢ = im ¢, como queriamos. m

Definigao 1.1.5 Uma agao (& esquerda) de um grupo algébrico G em uma
variedade X é um morfismo G x X — X, (g,z) — gz tal que:

g(hz) = (gh)x Vg,he G, x € X

ex=x VerelX

Nos temos entao as nocoes usuais relacionadas a acoes:

Definicao 1.1.6 Suponha dada um acao G x X — X.

e O estabilizador (ou grupo de isotropia) de x € X é o subgrupo fechado
Go={9€CG|gr=2}CG

o A orbitadexr e X é
O(z) ={gx | g € G} C X.

e Um subconjunto W C X ¢ invariante se
gW CW VgeQaG.

e Dizemos que um morfismo ¢ : X — Y ¢é invariante quando
plgr) = p(z) VgeG.reX

Proposicao 1.1.7 Suponha que o grupo algébrico irredutivel G age na va-
riedade X. Entdo, para qualquer ponto x € X, a orbita O(x) € aberta em
seu fecho.

Prova:  O(z) é a imagem do morfismo G — X dado por g — gz. Como
na prova da proposicao 1.1.4 acima, ela contém um aberto denso U de O(z).
Entao ela também contém os abertos g - U, para g em G, que claramente
cobrem toda O(z). Portanto a 6rbita é aberta em seu fecho. m




Definicao 1.1.8 Se G age em X e em Y, um morfismo ¢ : X — Y é um
G-morfismo se ele comuta com as agoes, isto €, se

©(gr) = gp(r) Vge G,z e X.

Exemplo 1.1.9 GL(n) = M(n)ge ¢ um grupo algébrico afim, e assim seus
subgrupos fechados também sao afins. Na verdade, todo grupo algébrico afim
é isomorfo a algum subgrupo fechado de GL(n) para algum n (veja [Fogarty],
coroldrio 2.22, pagina 63). Esses grupos sdo chamados grupos lineares.

1.2 Acoes Duais

Definicao 1.2.1 Suponha que G age numa variedade X.
Entao G age (a direita) na k-dlgebra A(X) das fungoes regulares sobre X:

AX)x G — A(X)
(f,9) — f*

onde f9 é dada por f9(z) = f(gz) Vo € X.
Essa é a acdo dual.

Lema 1.2.2 Seja W um subespago vetorial (sobre k) de A(X) de dimensao
finita. Entao:

o Se W ¢€invariante, G age linearmente em W, isto €, a agao fatora por
um homomorfismo G — GL(W).

e De qualquer modo, W estd contido num subespaco W', invariante e de
dimensao finita.

PRrROVA: Veja [Newstead], paginas 45-46. m
Entao as agoes sobre a k-algebra A(X) que vém de agdes sobre X tém
duas propriedades especiais. Vamos dar um nome especial a essas acoes:

Definicao 1.2.3 Sejam G um grupo algébrico e R uma k-algebra. Uma
acao racional de G sobre R é um mapa

RxG — R
(fig) — f7

que satisfaz as seguintes propriedades:
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o f— f9 ¢ um homomorfismo de k-algebras.

o fo=f, [ = (o)

e todo elemento de R esta contido num subespaco de dimensao finita que
¢ invariante por GG e no qual G age linearmente.

1.3 Quociente Categoérico e o 14° Problema
de Hilbert

Definicao 1.3.1 Suponha que temos uma agao de G em X. Um quociente
categdrico de X por G é um par (Y, ¢), onde Y é uma variedadee ¢ : X — Y
é um morfismo, tais que:

e ¢ ¢é constante nas orbitas da acao, isto é, ¢ é G-invariante;

e (propriedade universal) para cada variedade Z e morfismo ¢ : X — Z
que é constante em Orbitas, existe um tnico morfismo 6 : Y — Z tal

que o ¢ = 1.

X (]

A

4

Y

Definigao 1.3.2 Um espago de drbitas é um quociente categérico (Y, ¢) tal
que ¢~!(y) contém uma tinica drbita para todo y € Y.

A existéncia de um espaco de orbitas implica que a acao é fechada, isto
é, que todas as érbitas sao fechadas. (Realmente, todas elas sdo da forma
»~(y), e esses conjuntos sao fechados porque ¢ é morfismo.)

Considere agora a seguinte imagem informal: Se (Y, ¢) é um quociente
categorico, e tanto X quanto Y sao afins, pondo Z = k na definicao acima
concluimos que A(Y) ~ A(X)% (= subdlgebra dos elementos invariantes pela
acao de ). Portanto A(X)% ¢é finitamente gerado.

Portanto seria interessante saber se R é finitamente gerado sempre que
R for finitamente gerado e a agdo de G em R for racional. Este é o chamado
14° Problema de Hilbert.



Ele nao é verdade em geral (veja o contra-exemplo de Nagata em [Dolgachev],

secdo 4.3, pagina 52). Precisamos de uma hipdtese adicional sobre G: que
ele seja “geometricamente redutivo”.

1.4 Grupos Geometricamente Redutivos

Motivagao para a definicao

E razodvel pedir que se W e W5 sao dois fechados invariantes disjuntos de
X, entao eles sao mapeados para conjuntos fechados disjuntos de Y, e assim
(no caso em que Y é afim), que existe f € A(X)% com valores diferentes em
W1 (§ WQ.

Noés dizemos que um grupo é geometricamente redutivo quando isso acon-
tece no caso especifico em que X = k", Wy, = {0}, Wy = {v} e G age
linearmente em X. Mais precisamente, temos a:

Definicao 1.4.1 Um grupo algébrico linear G é geometricamente redutivo
se, para cada acao linear de G em k", e cada ponto invariante v € k™, com
v # 0, existe um polindbmio homogéneo invariante f de grau > 1 tal que
F(v) £0.

Se sempre podemos escolher f com grau = 1, G é chamado linearmente
redutivo.

Note que G ¢é linearmente redutivo se e s se, para cada acao linear de G
em k", e para cada subespago invariante W, existe subespago invariante W'
tal que W @ W' = k™.

Redutividade geométrica é suficiente para termos a caracteristica mais
geral citada na Motivacao acima.

Lema 1.4.2 Seja G um grupo geometricamente redutivo que age numa va-
riedade afim X e sejam Wi e Wy conjuntos fechados invariantes disjuntos

de X. Entdo existe um f € A(X)Y com f(W1) =0 e f(W,) = 1.

ProvA:  Sejam [y, Iy ideais de A(X) tais que Wy = Z(I1) e Wy = Z(1s).
Como WiNWy = ), temos I; + I, = A, e por isso é claro que existe h € A(X)
com h(W;) =0 e h(W) = 1.

Pelo lema 1.2.2, o subespaco gerado pelos h9, g € G tem dimensao finita,
e G age nele por transformagoes lineares. Numa base {hy,...,h,} a agdo (a



direita) de G pode ser escrita como

ai1(g) -+ anl(g)
()\1,..,7)\71)9:()\1"”’/\71)_ . . .

anl'(g) . ann.(g)

O homomorfismo G — GL(n) dado por

ain(g) -+ aw(g)
g~ Alg) = L :

0n(9) - aulg)

também define uma acao a esquerda de G em k™:

hl (ZE)

¢ um G-morfismo. (Para isso, use a férmula hf(z) =3 a;;(g)h;(z).)
Lembre-se que cada h; pertence ao espaco gerado pelas translagoes de h,
e assim existem g; € G e b;; € k tais que

hi — Z bijhgj
j=1
Isso implica que ¢ (W3) consiste de um tnico ponto

b11+...+b1m
v = : S
bp1 + oo 4 bam

Tal ponto é invariante pela acao de G (porque W5 é invariante) e nao é nulo
porque h(Ws) = 1.



Usando o fato que G é geometricamente redutivo, vemos que existe po-
linémio invariante, homogéneo e de grau positivo F' € k[ X7, ..., X,] tal que
F(v) #0.

Portanto f = ﬁF o1 € A(X) tem as propriedades desejadas: é inva-
riante, f(W1) =0e f(Wy) =1. m

Como dissemos na se¢ao 1.3, temos também:

Teorema 1.4.3 (Nagata) Seja G um grupo geometricamente redutivo agindo
racionalmente numa k-dlgebra finitamente gerada R. Entdo RY € finitamente
gerada.

Prova: Veja [Dolgachev], segao 3.4, pagina 41. m
Existe um resultado (Conjectura de Mumford, veja abaixo) que garante
redutividade geométrica quando o grupo é (algebricamente) redutivo:

Definicao 1.4.4 Se G é um grupo algébrico, definimos seu radical como
sendo o subgrupo maximal conexo, normal e solivel.

G é redutivo se seu radical é isomorfo ao produto de um niimero finito de
copias de k*. (k* = k — {0} é o grupo multiplicativo de k.)

Exemplo 1.4.5 GL(n), SL(n) e PGL(n) s@o todos redutivos.

E verdade que todo grupo geometricamente redutivo é redutivo. Em
caracteristica 0, todo grupo redutivo é linearmente redutivo, o que nao ¢é
verdade em qualquer caracteristica. Nesse caso, o que temos é:

Teorema 1.4.6 (Conjectura de Mumford) Todo grupo redutivo é geo-
metricamente redutivo.

ProvA: Veja [Haboush]. m

De agora em diante vamos usar os termos “redutivo” e “geometricamente
redutivo” livremente.

Como nao demonstraremos a conjectura de Mumford acima, vamos pelo
menos mostrar que GL(n,C), SL(n,C) e seus produtos sao linearmente re-
dutivos, utilizando o “truque unitario” de Weyl.

Comegamos com o caso G = SL(n,C). Suponha dada uma agao linear
de G em um espaco vetorial complexo F de dimensao finita. A idéia é que o
conjunto de polinomios G-invariantes definidos sobre E é igual ao conjunto
dos polindémios K-invariantes, onde K = SU(n) = {M € SL(n,C) | MM* =

10



I}. E f4cil entdo mostrar que SU(n) é linearmente redutivo, porque ele é um
grupo compacto.

Proposicao 1.4.7 Sejam sl(n,C) = {M € Mat,x, | tr(M) =0} e su(n) =
{M € Mat,y, | tr(M) =0 e M+ MT = 0} as dlgebras de Lie dos grupos
SL(n,C) e SU(n).
Os mapas
exp : sl(n,C) - G exp : su(n) — K

sao sobrejetores.

Prova: Se f € C[Xy,...X,], entdo C} = {p € C" | f(p) # 0} é conexo.
Realmente, dados p1,ps € C}, seja L = {p1+z(p2—p1) | 2 € C}. f|L é entao
um polindémio em z, e como z = 0 e z = 1 nao sao raizes, f|; tem um nimero
finito de raizes. Assim {p € L | f(p) # 0} é conexo, e existe um caminho em
L N C% entre p; e pa. Logo CY € conexo. Em particular GL(n,C) é conexo.
O mapa
GL(n,C) — SL(n,C)

1
M det M

é continuo e sobrejetor, e por isso SL(n,C) é conexo. Também temos um
mapa GL(n,C) — SU(n) continuo e sobrejetor, que consiste em aplicar o
processo de Gram-Schmidt a base dada pelas linhas de uma matriz M €
GL(n,C), seguido do mapa descrito acima. Portanto SL(n,C) e SU(n) sao
CONexos.

Como a imagem de exp contém uma vizinhanca aberta da identidade, e
qualquer tal vizinhanga gera o grupo de Lie se ele for conexo (veja [Armstrong],
secao 4.3, pagina 75), concluimos que

exp : 5l(n,C) - G exp : su(n) — K
sao sobrejetores. m

Proposicao 1.4.8 A dlgebra de Lie complexa sl(n,C) é a complexificagao
da dlgebra de Lie real su(n).

ProvA: E s6 notar que o conjunto
{Ei; — Ejy U{V—1(E;; + Eji)} U{V—-1(Eii — Ej;)}

é base (sobre C) de sl(n,C) e base (sobre R) de su(n). m

11



Lema 1.4.9 (Truque Unitario) Suponha dada uma a¢do linear de G =
SL(n,C) em um espago vetorial complexo E de dimensao finita. Seja K =
SU(n). Entao

Pol(E)¢ = Pol(E)*

ProOVA: Seja F' € Pol(F). Entao

FePol(E)Y <= F(g-v)=F(v) Vge Give E
— F(e™.v)=F(v) Vt e R, M € sl(n,C),v € E
— L(F(eM v))ee =0 VM €sl(n,C),v € E,aceR
— L(F(e™ v))izo=0 VM €sl(n,C),veE

(a tltima equivaléncia vale porque F(e®TOM . y) = F(etM . (e2M . q)))

Defina

(M, F)(o) =

SR )

t=0
de modo que temos

F € Pol(E)® <= (M,F)=0 VYM € sl(n,C)

Mas M +— (M, F) ¢é linear (para provar isso use a regra da cadeia e

lembre-se que %(etM)’tZO = M) e por isso basta verificar que (M, F) = 0

para M em uma base de sl(n,C). Podemos escolher uma base que também
seja uma base, sobre R, de su(n) (veja proposigao acima), ou seja,

(M,F)y=0 VM €sl(n,C) < (M,F)=0 VM € su(n)
Pelo mesmo argumento acima, vemos que
F € Pol(E)X < (M,F)=0 VYM € su(n)
Portanto Pol(E)Y = Pol(E)X. m

Teorema 1.4.10 G = SL(n,C) ¢ linearmente redutivo.

PROVA: Sejav € EY —{0}. Escolha qualquer funcio linear f : E — C com

F(v) 0.
Como K ¢é um grupo topolégico compacto, existe uma regra de integracao
invariante sobre K (medida de Haar, veja [Sternberg], secao 4.1, pagina 173).

Defina outra funcao linear f : E — C por:
flw) = [ fg o)ty vucE
K

12



Entao f(v) # 0, e f é K-invariante. Pelo truque unitério f é G-invariante,
completando a demonstragao de que G ¢ linearmente redutivo. m

Note que a mesma demonstracao pode ser usada sempre que tivermos
um grupo de Lie complexo conexo GG e um subgrupo de Lie real compacto
conexo K tais que a algebra de Lie de G é a complexificacao da algebra de
Lie de K. Em particular, para G = GL(n,C) podemos pér K = U(n), e, de
maneira um pouco mais geral, se

G = GL(ny,C) x - -+ x GL(ny, C) x SL(m4,C) x --- x SL(m,, C)
podemos por
K =U(ng) x -+ x U(ng) x SU(my) X -+ x SU(my)

Teorema 1.4.11 Os grupos SL(n,C), GL(n,C) e seus produtos sao linear-
mente redutivos.

1.5 Quocientes Afins

Teorema 1.5.1 Seja G um grupo redutivo agindo numa variedade afim X.
Se A(X) € o anel de coordenadas de X, seja’ Y a variedade afim corres-
pondendo a k-dgebra A(Y) = A(X)Y (ela é finitamente gerada pelo teorema
de Nagata 1.4.3, e nao tem nilpotentes porque é subdlgebra de A(X)), e seja
¢: X =Y o morfismo correspondente a inclusio A(Y) — A(X).
Entao:

(i) ¢ é G-invariante;
(i1) ¢ € sobrejetora;
(11i) Se U € aberto de'Y, entao
5 5 AU) — A ()
¢ isomorfismo de A(U) sobre A(¢p~1(U))%;
(iv) Se W é um fechado invariante de X, entao ¢(W) é fechado;
(v) Se Wy e Wy sdo fechados invariantes disjuntos de X, entdo

(W1) N (W) = 0.

13



PRrROVA: Veja [Newstead], paginas 62-63. m

Corolario 1.5.2 Se x1,25, € X, entdo

¢(x1) = d(x2) <= O(21) N O(x2) # 0

PRrROVA:
= : ponha W; = O(x;) em (v);
< : é 6bvio. m

Coroléario 1.5.3 Para cada aberto U de Y, (U, ¢) € um quociente categdrico

de =1 (U) por G. Em particular, (Y, ) é quociente categdrico de X por G.
ProvA: Veja [Newstead], paginas 63-65. m

Corolario 1.5.4 Seja U um aberto de Y tal que a a¢io de G em ¢~ (U) €
fechada. Entao U é espago de orbitas.

Aqui estao algumas propriedades adicionais:

Lema 1.5.5 Seja G um grupo algébrico agindo numa variedade X. Entao:

a) para cada x € X, O(z) € aberto em O(x), e portanto O(z) — O(z) € uma
uniao de orbitas de dimensao menor;
b) para cada x € X, dim O(z) = dim G — dim G,;
¢) para cada inteiro n, o conjunto {x € X | dim O(z) > n} € aberto.
ProvAa: Veja [Newstead] paginas 66-67. m
Proposicao 1.5.6 Seja
X' ={x € X | O(z) € fechado e dim O(z) atinge seu valor mdzimo}

Entdo existe um conjunto aberto Y' de Y tal que ¢~ (Y') = X', e (Y, ¢) é
um espaco de orbitas para a acdo de G em X'.

ProvA: Ponha
X" ={x € X | dim O(x) atinge seu valor méximo}
Y =Y — (X — Xm)
(Veja [Newstead], paginas 67—68.) m
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1.6 O Caso Nao-Afim

Definicao 1.6.1 Seja G um grupo algébrico agindo numa variedade X. Um
bom quociente de X por G é um par (Y,¢), onde Y é uma variedade e
¢ : X — Y um morfismo afim, satisfazendo as condigoes (i)—(v) do teorema
1.5.1.

Um quociente geométrico é um bom quociente que também é um espaco
de orbitas.

Proposicao 1.6.2 (Y, ¢) é bom quociente = (Y, ¢) € quociente categdrico.

Proposicao 1.6.3 Se (Y, ¢) é bom quociente, e x1,z5 € X entdo

¢(r1) = ¢(r2) <= O(x1) N O(x2) # 0

Proposicao 1.6.4 Se a acdo de G em X € fechada, entio (Y, ) é um quo-
ciente geométrico.

Definicao 1.6.5 Uma linearizacio de uma acao de um grupo algébrico GG
em uma variedade projetiva X C P" é uma acdo linear de G em A" que
induz a acao dada em X.

Ganhamos ent@o uma agdo de G em k[Xo, ... X,].

Definicao 1.6.6 Seja X uma variedade projetiva em P" e suponha dada
uma acao linear de um grupo redutivo G em X. Um ponto x € X é entao
chamado:

(i) semi-estavel se existe um polindmio homogéneo invariante f de grau > 1
tal que f(x) # 0.

(ii) estdvel se dim O(z) = dim G e existe um polinémio homogéneo inva-
riante f de grau > 1 tal que f(z) # 0 e a acdo de G no aberto afim
Xy={zr e X | f(x) # 0} é fechada.

Lema 1.6.7 Os sequintes conjuntos sao abertos:

X% ={x € X | z é semi-estdvel}

Xo={z € X | x € estavel}
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PROVA: Isso é 6bvio se usarmos o fato que {z € X | dim O(z) = dim G} é
aberto (ver lema 1.5.5). m

Teorema 1.6.8 Seja X uma variedade projetiva em P™. Entdo, para qual-
quer agao linear de um grupo redutivo G em X,

1) existe um bom quociente (Y, ¢) de X por G, eY ¢ projetivo;
)

(ii) existe um subconjunto aberto Y CY tal que ¢~ (V") = X§ e (Y*,¢) ¢é
um quociente geométrico de X;;

(11i) para x1,xe € X%,
¢(x1) = (2) <= O(x1) N O(x2) N X™ £ 0

(iv) para x € X*,

x € estqvel <= dim O(z) = dim G e O(z) € fechado em X*

PRrOVA: Veja [Newstead], paginas 75-77. m

1.7 Um Critério De Estabilidade

Comecamos com alguns resultados técnicos preliminares.

Lema 1.7.1 Um ponto x é estavel se e so se existe um polinomio homogéneo
invariante f de grau > 1 com f(x) # 0 satisfazendo qualquer uma das pro-
priedades abaizo:

a) dim O(z) = dim G e a ag¢ao de G em ¢ fechada (esta é a defini¢ao
(a) dim O(z) = dim G jo de G em X; € fechada (esta ¢ a definicd
original);

(b) dim O(z) =dim G e O(x) € fechada em Xy;
(¢) dim O(y) = dim G para todo y € Xy;
(d) G, € finito para todo y € X;;

(e) o morfismo

€ proprio.
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PROVA: Veja [Newstead], paginas 77-79. m

Proposicao 1.7.2 Sejam z € X e & € A" um ponto sobre x. Entdo:

(i) x € semi-estdvel se e sd se 0 ¢ O(z) ;
(i1) x € estdvel se e s6 se o morfismo

(02);: G — A™!
g — g

€ proprio.

PRrROVA: Veja [Newstead], pdginas 101-102. m

O fato importante, que vamos apresentar nesta secao, é que para deter-
minar se um ponto é (semi-)estavel, basta verificar se ele é (semi-)estavel
para a acao de cada subgrupo 1-dimensional de (G, cuja definicao precisa é a
seguinte:

Definigao 1.7.3 Um subgrupo a um parametro (1-PS) de G é um homomor-
fismo nao-trivial de grupos algébricos

Ak — G

Escreva P! = k* U {0} U {oo}. Para z € X, defina 7 : k* — X por
T(t) = A(t) - z.

Se X é uma variedade quase-projetiva em P", entao existe uma unica
extensdo 7 : P! — X. (veja [Hartshorne], capitulo 1, proposicao 6.8, pagina
43.)

Entao

(a) qualquer ponto de 7(k*)—7(k*) deve ser ou 7(0) = lim;_o 7(¢) ou 7(c0) =
lim; o 7(%), €

(b) 7 é préprio se e s6 se tanto lim; o 7(¢) quanto lim; .., 7(¢) ndo pertencem
a X.

Proposicao 1.7.4 Se A é um 1-PS de G, ele induz uma ac¢ao linear de k* em
A" e essa acao pode ser diagonalizada, isto €, existem uma base eq, . .. e,
de A" ey, ..., € Z tais que

)\(t)el = t”ei Vi € {O, c. 77,}
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PROVA: A agao linear se dd através de um homomorfismo k* — GL(n+1),

Como A(t1)A(ta) = A(tite) = A(ta)A(t1), podemos supor que as matrizes
A(t) estao postas simultaneamente em forma de Jordan. Desse modo vemos
que o mapa regular a;; : k* — k tem apenas um numero finito de valores
quando i # j, e portanto deve ser constante. Como A(1) = Id, eles sao nulos,
isto é, as matrizes A(t) sao diagonais.

Para cada i, a;; satisfaz a;;(tite) = ay(t1)a(t2), e por isso deve ser igual
a t" para algum r; € Z. =m

Definicao 1.7.5

p(x,N) = max{—r; | 2; # 0}
= nico inteiro p tal que lim;_ot*A(f)Z existe e ndo é nulo,

onde A(t)e; = t"ie; e & = > T;e;, e & é um ponto qualquer sobre z.
Proposicao 1.7.6 Se G = k*, e \{, Ay sdo os 1-PS dados por
ME) =t X(t)=t!
entao
o 1 ¢ semi-estdvel se e sd se pu(x,\1) >0 e u(x, A) > 0;
o 1 ¢ estdvel se e so se p(x, A1) >0 e p(z, Ag) > 0.

Como haviamos prometido, o resultado da proposicao acima vale para
todo grupo redutivo:

Teorema 1.7.7 Seja G um grupo redutivo agindo linearmente numa varie-
dade projetiva X C P™. Entao

o 1 € semi-estdvel se e sd se u(x,\) > 0 para todo grupo a um parametro

Ade G;

s,

x
G.

° estdvel se e s6 se p(x, ) > 0 para todo grupo a um parametro A de
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1.8 Um Exemplo: Formas Binarias

Nesta segao consideramos a agao de G = SL(2, k) no espago V' das formas
bindrias de grau n, isto é, das expressoes da forma

n
f(Xo, X)) =) aXp™'X]  aick
i=0

Como estamos supondo o corpo k algebricamente fechado, cada forma
bindria pode ser escrita como um produto de formas lineares (do tipo AX, +
BXj), e entdo podemos considerar a projetivizagao P(V') como sendo o espago
de conjuntos de n pontos de P!, contados com multiplicidades (através da
bijecao entre pontos de P! e formas lineares nao-nulas, dada por AX, +
BX; — reta que ela define).

Desse modo estamos na situacao das segoes anteriores: temos uma agao
de G em P(V') e uma linearizagao dela (a agdo de G em V'). Vamos descobrir
quais pontos sao estdveis / semi-estaveis.

Como

th(g~ At)g)t = g~ (" A(t)g2)
nos vemos que
plgz, A) = p(z, g~ Ag)

No nosso caso, com G = SL(2, k), o fato que todo 1-PS é diagonalizavel
significa que todo 1-PS A é conjugado a

t™ 0
vo=(" )
para algum r € {1,2,...}.

Em vista do teorema 1.7.7, temos:

Proposicao 1.8.1 Seja f uma forma bindria.

o [ ¢ semi-estdvel se e so se

w(gfyA) >0 Vg € SL(2), r € {1,2,...}

o f ¢ estdvel se e so se

w(gf,\) >0 Vg € SL(2), r € {1,2,...}
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Vamos calcular u(f, \.), onde f(Xo, X;) = > a; X§ " Xi.

Como
t_r O X —r r . r(2i—n n—i vt
=0

vemos que \,.(t) é diagonal com autovalores "7,
Assim p = r(n — 2iy), onde iy é o menor indice 7 tal que a; # 0.
Portanto
M <0<« a; = 0 Vi<

<<= a =0 Vi<

NS o] S

Em outras palavras

< 0<= (1,0) tem multiplicidade >

i< 0<= (1,0) tem multiplicidade >

NS o 3

Como ¢gf move apenas move as raizes, sem mudar suas multiplicidades,
e além disso pode levar qualquer raiz para qualquer ponto de P!, vemos que

Proposicao 1.8.2 Uma forma bindria f de grau n € estdvel (semi-estdvel)
se e sd se nenhum ponto de P' ocorre como raiz de multiplicidade > % (> 2 ).

1.9 Um outro ponto de vista

Seja X C P" uma variedade na qual o grupo redutivo G age. Lembre-se que,
de acordo com a definicao 1.6.5, uma agao linearizada de G em X é uma
acao linear de G em A" que induz a acdo dada em X.

Denotando por L a restri¢cao do fibrado de linha tautolégico de P* a X,
temos entao uma agao de G' no espaco total desse fibrado, tal que g-L, C Lg.,,
sendo esse mapa linear. Podemos entao generalizar a defini¢ao de linearizagao
de uma acao da seguinte forma:

Definicao 1.9.1 Sejam X uma variedade, G um grupo redutivo que age em
X, L um fibrado de linha sobre X e p: L — X a projecao. Uma lineariza¢ao
da agdo de G com respeito a L é uma acao de G no (espago total de) L tal
que:

20



eVycLgeG plg-y)=g-py)

e Vre X gelG o mapa L, — Ly, dado por y — g -y ¢ linear.

No restante desta secao vamos considerar o seguinte caso especifico, que
sera usado no préximo capitulo:

X =R, um espaco vetorial de dimensao finita sobre k. Entao o fibrado
L deve ser R x k, com a projecao p : R X k — R ébvia. Uma se¢ao é uma
fungdo s : R — R x k da forma s(x) = (z, f(z)), para algum [ € k[R].

Dado um carater (algébrico) x : G — k*, definimos agoes de G no espago
total e no espago das secoes através das seguintes formulas:

g-(z,2)=(g-2,x(9)2)  (g-s)(x)=g-s(g7"-x) = (2, x(9)f(¢g"" - x))

Entao o espaco das secoes invariantes pode ser identificado com o espaco das
funcgoes relativamente invariantes de peso Y, isto é, com

K[RI“X={f €k[R] | flg-z)=x(g9)f(z), VgeG}

Se Ly e Ly sao dois fibrados de linha (sobre X') com linearizagoes da acao
de G em X, podemos definir uma acao de G em L; ® L, de modo que o mapa

(Ll ® L2)x - (Ll & LQ)gx . yr— gy

seja simplesmente o produto tensorial dos mapas (para i = 1,2)

(Li):v - (Li)gm Y=gy

Usando essa construgao, vemos que, para n € Z, G age no espaco total
R x k de L™ e nas segoes através das seguintes formulas:

g-(z,2)=(g-2,x"(9)2)  (g-s)(x)=g-s(¢"-x)=(2,x"(9)f(g"" - x))

e o espaco das secgoes invariantes pode ser identificado com k[R]%X".

As definicoes de semi-estabilidade e estabilidade podem ser generalizadas
para o caso de uma acao linearizada com relagao a qualquer fibrado de linha.
No caso descrito acima, elas ficam assim: (exceto por uma pequena modi-
ficacao para permitir que a acao de G possua um nicleo A, que assumimos
ser um subgrupo fechado e conexo de G)

Definicao 1.9.2 e Um ponto x € R é dito y-semi-estdvel se existe f €
k[R]X", com n > 1 tal que f(x) # 0;

21



e Um ponto € R é y-estdvel se existe f € k[R|“X", com n > 1 tal
que f(x) # 0, e, além disso, dim G - = dim G/A e a agdo de G em
Ry={z e R | f(x) # 0} é fechada.

Chamamos os conjuntos dos pontos y-semi-estdveis e x-estaveis de R}’ e

R, respectivamente.

De maneira analoga ao teorema 1.6.8, temos:

Proposigao 1.9.3 R{* possui um bom quociente, que pode ser construido
como

R/ (G, x) = Proj <@ k[R]G,x”>

Tal quociente é projetivo sobre o quociente R/G = Spec(k[R]Y) (e entdo é
projetivo se k|R|% = k).
Além disso hd um quociente geométrico para o conjunto dos pontos estdveis.

Também temos neste caso resultados analogos aos da secao 1.7.

Lema 1.9.4 Sejam z € R e & = (x,2) € R X k um ponto sobre ele com
z # 0. Entao:

o = ¢ x-semi-estavel se e s¢ se O(2) NR x {0} = 0. Nesse caso temos
X(A) = {1}

o x ¢ y-estavel se e sd se O(z) € fechado e o grupo de isotropia de &
contém A com indice finito.

PROVA: Suponha que z é x-semi-estavel. Como existe f € k[R|“X", com

n > 1 tal que f(z) # 0, vemos que x"(A) = {1}. Se 1,&;,...,&,—1 sdo as
n-ésimas raizes da unidade de k, podemos escrever

A=Any ' M)U@ANY &) U...UANX (1))
Mas A ¢ conexo, e por isso devemos ter A = ANy ~1(1), isto é, x(A) = {1}. =

Lema 1.9.5 Sejam © € R e & = (x,2) € R X k um ponto sobre ele com
z # 0. Entao:

e x ¢ x-semi-estavel se e so se, para todo subgrupo a um parametro \,

lim A(t) - & ¢ R x {0}

22



e x ¢ y-estavel se e so se, para todo subgrupo a um parametro \,

%in% A(t) - & existe = imagem(\) C A

Definicao 1.9.6 Sejam A\ um subgrupo a um parametro e y um carater
(algébrico). A composi¢ao x o A é um morfimo de grupos algébricos k* — k*,
e portanto deve ser da forma ¢ +— t™ para algum m € Z. Defina (x, \) = m.

Entao o lema acima pode ser reescrito como:

Proposicao 1.9.7

e © € R € x-semi-estdvel se e sé se x(A) = {1} e, para todo subgrupo a
um parametro X\ tal que lim o \(t) - x existe, temos (x, A) > 0.

e x € R € estavel se e s6 se, para cada subgrupo a um parametro A,

PH(% A(t) - x existe e (x,\) =0 = imagem(\) C A

Proposicao 1.9.8

e Uma orbita O(z) € fechada em R se e s6 se, para cada subgrupo a
um parametro X com (x,\) =0,

PH& A(t) - x existe = PI% A(t) -z € O(x)

e Sejam x,y € Ry’ Entdo eles sio GIT-equivalentes (isto ¢, O(x) N
@ NRY # ) se e sd se existem subgrupos a um pardametro i, Ay
com (x,\1) = (X, A2) = 0 tais que limy oA (t) -z e limy_g A2(t) - @
pertencem a mesma orbita fechada.
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Capitulo 2

Aplicacao: Quivers e suas
Representacoes

2.1 Quivers e suas Representacoes

Definicao 2.1.1 Uma quiver (finita) ) consiste de dois conjuntos finitos @)
(dos vértices) e Q1 (das flechas) e dois mapas h,t : Q1 — Qo (head e tail).
Dizemos que a flecha a € Q1 comeca no vértice t(a) e termina no vértice
h(a).

Um caminho de comprimento n é simplesmente uma sequéncia de n fle-
chas a; ...a, tal que

h(an) = t(an_1), h(an_1) = tlan_2), ... hlas) =t(ay)
De agora em diante vamos fixar um corpo algebricamente fechado k.

Definicao 2.1.2 Uma representa¢ao de uma quiver () consiste de um con-
junto de espacos vetoriais (sobre k, de dimensao finita) {W, | v € Qp} e um
conjunto de mapas k-lineares {1, : Wiy = Wi | @ € @1}. O vetor a € Z.Q0
dado por «, = dim W, é chamado de vetor dimensao da representacao.

Definicao 2.1.3 Definimos a forma de FEuler, ou forma de Ringel de uma
quiver (finita) @) como sendo a seguinte forma bilinear sobre Z%:

<04a 6) = Z avﬁv - Z CVt(tz)ﬁh(a)

vEQo ac€Q1
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Definicao 2.1.4 Um morfismo f da representacao ({W,},{n.}) para a re-
presentacao ({U,},{1.}) consiste de mapas lineares f, : W, — U,, um para
cada vértice v, tais que, para cada flecha a, temos fi) © 17y = ¥4 © fr(a), isto
é, o diagrama abaixo comuta:

Wi T Wh(a)

fi(a) Th(a)

Ut(a)

Uh(a)

a

Definicao 2.1.5 Seja () uma quiver. Definimos a dlgebra de caminhos k@)
como sendo a algebra que tem como base o conjunto

{caminhos de Q com comprimento positivo} U {e, | v € Qo}

(podemos interpretar cada vértice como um “caminho de comprimento 0”),
e o produto definido através das férmulas abaixo:

. B ai...0p4m  S€ h(anqr) = t(ay)
(al . an) (an+1 cee an+m) - { 0 caso contrario.
. (a o) = ar...a, seh(ay) =e,
v %1 On 0 caso contrario.
(CL a)-e — ai...an Set(an>:ev
1---0n) " €Ey 0 caso contrario.
o e, sev =1
Co * Cur = 0 caso contrario.

k(@) é entao uma algebra associativa com identidade Zver e,. Ela é de
dimensao finita sobre k se e sé se () nao possui ciclos orientados, ou seja,
caminhos a; ...a, com h(a;) = t(a,). De agora em diante vamos sempre
supor () desse tipo.

A nocoes de representacao de uma quiver () e a de médulo de dimensao
finita sobre a algebra k() sao equivalentes. Mais precisamente, vamos definir
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um funtor aditivo covariante F' que vai da categoria Rep,, das representagoes
da quiver () para a categoria mod-k£(Q) dos k(Q)-moédulos que tém dimensao
finita sobre k.

Dada uma representagao ({W,},{n.}), defina M = F(({W,},{n.})) por

M=w,
veQo

Vamos agora definir a agao p : k@ — End(M) usando as férmulas abaixo
(onde a € Q1 e v,V € Qp):

(0w = { Na set(a)=v

0 caso contrario

Idy, sev =w
ple)lw, = "
0 caso contrario

Ou seja, na matriz de p(a), o bloco de coluna t(a) e linha h(a) é 1 : Wiy = Wia),
e todos os outros blocos sao nulos.
Para um caminho a; ... a, definimos

play...a,) =plar)o...op(a,)

e depois extendemos p para toda k() por linearidade.

Note que
p(l)=p (Z ev> = Idy

vEQo

Agora é facil ver que demos a M uma estrutura de k@Q-modulo.
Resta mostrar o que F' faz com morfismos. Dado um morfismo entre
representacoes

f=Af} (W} {na}) — (U}, {eha})
defina F'(f) por

F(fy: Ppw.— PUu. FH=P f

vEQo vEQo vEQo

A condicao sobre f dada na definicao de morfismo de representacoes vale se
e 86 se F(f) é um homomorfismo de kQ-mddulos.
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Proposicao 2.1.6 F' ¢ funtor covariante aditivo e induz equivaléncia de ca-
tegorias, ou seja,

W) F(I)=1d ¢ F(fog)=F(f)o Flg);
b) o mapa

Hom(({Wu},{na}), {Us}, {ta})) — Hom(F (M), F(N))
fo— F(f)

€ um isomorfismo de espacgos vetoriais sobre k;

c¢) todo kQ-mddulo M (de dimensao finita sobre k) é isomorfo a algum objeto
na imagem de F'.

PROVA:
a) Obvio.

b) Esse mapa é claramente linear e injetor. Vamos provar sobrejetividade.

Seja T : @W, — @U, um homomorfismo de kQ-mddulos. Como
pley,)oT =T op(e,), temos T|w,(W,) C U,, e portanto existem f, :
W, — U, tais que T' = @ f,. Agora a condi¢ao que 7" é homomorfismo
garante que f = {f,} é morfismo de representagoes.

¢) Seja M um kQ-médulo com dimensao finita sobre k.

Como p(e,)* = p(e?) = p(e,), p(e,) é uma projecao. Defina W, =

imagem(p(e,)) C M.

Como p(> e,) = Idys, vemos que > W, = M. A soma é na verdade
direta porque e,e, = 0y €.

Usando as formulas da definicao de algebra de caminhos é facil ver que,

para a € @, p(a)lw, tem imagem contida em W) e s6 nao é nulo
quando v = t(a). Definindo 1, = p(a)|Wy(), temos isomorfismo entre M

e F({Wo}, {na})). m
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2.2 Algebras de dimensao finita, Teorema de
Jordan-Holder e 0-estabilidade

Nesta secao vamos mostrar como o estudo de modulos sobre uma algebra
de dimensao finita se reduz ao estudo de representacoes de uma quiver (sem
ciclos orientados) com “relagbes”, e mostramos que em tal categoria vale o
teorema de Jordan-Holder.

Definicao 2.2.1 Seja A uma &algebra de dimensao finita sobre o corpo k
(associativa, com unidade, ndo necessariamente comutativa). Definimos o
radical (de Jacobson) como sendo o ideal a esquerda R igual a intersecao de
todos os ideais a esquerda maximais.

Proposicao 2.2.2 O radical R de uma dlgebra A é também um ideal a di-
reita.

Definicao 2.2.3 Dizemos que uma algebra A com radical R é bdsica quando
a algebra A/R é isomorfa a um produto de cépias de k.

Os proximos dois teoremas mostram como o estudo da categoria de médulos
de uma algebra de dimensao finita arbitraria é reduzido ao estudo da cate-
goria de representacoes de uma quiver com relacoes.

Teorema 2.2.4 Para cada dlgebra A de dimensao finita sobre k, existe uma
dlgebra bdsica A" (unicamente determinada) Morita-equivalente a A, isto €,
tal que as categorias de mddulos mod-A e mod-A' sejam equivalentes.

Observacao (sobre equivaléncia de Morita)

Dadas algebras A e B, e um (A, B)-bimdédulo X (isto é, X é espago
vetorial sobre k, médulo & esquerda sobre A e a direita sobre B) podemos
definir um funtor Fx : mod-B — mod-A, entre as categorias de modulos a
esquerda sobre B e A, da seguinte maneira:

Fx(M) = X®@pM para M € Obj(mod-B)
Fx(T)(x@pm) = xz®pT(m) paraT : M — M’
E verdade que, se F : mod-B — mod-A é um funtor que induz equi-

valéncia de categorias, entao F é naturalmente equivalente a um funtor do
tipo Fx, para algum (A, B)-bimédulo X.

28



Além disso, se Y é um (B, A)-bimédulo, Fx e Fy sdo inversos se e sé se

X®pY ~ A  como (A, A)-bimddulos.
Yoas X ~ B como (B, B)-bimddulos.

Desse modo concluimos que a definicao de equivaléncia de Morita usada
no enunciado do teorema acima é equivalente a existéncia de bimodulos X e Y
satisfazendo essas equagoes. Para mais detalhes, veja [Bursztyn and Weinstein].

Teorema 2.2.5 Seja A uma dlgebra bdsica (e de dimensao finita sobre k).
Entio existe uma quiver Q, e um ideal I satisfazendo I C (kAT)?%, tais que
kQ/I e A sao isomorfas. (Observagio: dada uma quiver Q, kAt € o ideal
gerado pelos caminhos de comprimento positivo.)

Fixe um conjunto S de geradores de I, e chame-os de relacoes. Juntado
os dois teoremas acima com a proposicao 2.1.6, vemos que a categoria dos
A-médulos é equivalente a categoria das representacoes de () que satisfazem
as relacoes, ou seja, das representacoes ({W,}, {n.}) que satisfazem

Z/\z (ail...ai”) ES:Z)\I (nail O"'Onawi> =0

(perdoem a notagao). No caso em que I = 0 dizemos que A é uma &lgebra
hereditaria.

Uma referéncia para o material apresentado até este ponto desta secao é
[Ringel].

Vamos agora apresentar o teorema de Jordan-Holder.

Definicao 2.2.6 Um objeto M de uma categoria abeliana é dito simples
quando seus tnicos subobjetos sao 0 e M, ou seja, quando todo monomor-
fismo nao nulo M’ — M é um isomorfismo.

Dizemos que M é semi-simples se ele é isomorfo a uma soma direta de
objetos simples.

Proposicao 2.2.7 Seja Q) uma quiver (sem ciclos orientados), e S C kQ um
congunto de relagoes que geram um ideal I que satisfaz I C (kA™)2. Entao
na categoria das representacoes de () que satisfazem as relagoes S hd um (a
menos de isomorfismo) objeto simples para cada vértice de Q). Mais preci-
samente, as representagoes simples sao as ({U,}, {ta}) com ¥, =0 Va, e
apenas um U, nao-nulo, que deve ter dimensao 1.
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PrROVA:  As representacoes descritas acima satisfazem as relagoes porque
todos os 1, sao nulos, e além disso elas sao claramente simples.

Seja ({U,}, {¥,}) uma representagdo simples nao-nula que satisfaz as
relagoes. Escolha um vértice vy € @y tal que U,, # 0 e ¢, = 0 para to-
das as flechas a que comegam em v, (tal vértice existe porque a quiver @ é
finita e ndo contém ciclos orientados).

Definindo
| Uy sev=u1y
We = { 0 sewv#uy

en, =0 Va € @, obtemos uma subrepresentagdo nao-nula ({W,},{n.})
de ({Uy,}, {a}), porque, para cada a € @1, ou a inclusao Wiy — Uy, ou
1, € nula, e assim o diagrama abaixo comuta

Wiy Ua)

-

Wh(a)— Uh(a)

Como ({U,}, {®a}) é simples, vemos que U, =0 Vv # vy. Agora é claro
que dim U,, deve ser um. m

Como estamos lidando com representacoes de dimensao finita (isto é,
os W, tém dimensao finita sobre k, e () tem apenas um numero finito de
vértices), a categoria das representagoes que satisfazem as relagdes S é arti-
niana e noetheriana, ou seja, para qualquer objeto M, todas as sequéncias
de subobjetos M; de M, tanto crescentes quanto decrescentes,

My 2D M2 --- ou M, CM,C---
sao estacionarias. Portanto vale o teorema de Jordan-Holder:
Teorema 2.2.8 (Jordan-Hoélder) Seja A uma categoria abeliana artiniana
e noetheriana. Entao todo objeto M de A possui uma série de Jordan-Hélder,

1sto €, uma série
MiCcMyC---CM,=M

tal que My, Ms/My, ... M, /M,y sdo todos simples.
Além disso, o ciclo de componentes simples de M, dado por

My & My/My & -+ & M, /M,

nao depende (a menos de isomorfismo, € claro) da série de Jordan-Hélder
escolhida.
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PROVA: Veja segao 2 de [Seshadri]. m
Agora definimos #-estabilidade, que sera usada adiante.

Definicao 2.2.9 Seja A uma categoria abeliana. Seu Grupo de Grothendieck
Ky(A) é definido como o quociente F//N, onde F' é o grupo abeliano livre
gerado por todos os objetos, e N é o subgrupo gerado por

{M — M' — M" | existe sequéncia exata 0 — M’ — M — M" — 0}

Exemplo 2.2.10 Na notacao da proposicao 2.2.7, Ko(mod-kQ/I) ~ Z%o.
Realmente, denotando por M, a representacgao simples “centrada” em v €
Q),, vemos que cada representacao satisfazendo as relagoes I é equivalente,
em Kj, a seu ciclo de componentes simples, que é do tipo @veQO(Mv)ﬁ(”),
para algum 3 € Z%.
Defina entao ® : K, — Z% por

® <€B<Mv>ﬁ<v>) = 3.

vEQo

® ¢é claramente sobrejetora e injetora.

Definicao 2.2.11 Seja 6 uma funcao aditiva sobre os objetos de A, ou seja,
um homomorfismo de grupos abelianos 6 : K(A) — R.

Dizemos que um objeto M é 6-semi-estdvel se (M) = 0, e, para todo
subobjeto M’ C M, §(M') > 0. Dizemos que M ¢ O-estdvel se ele é f-semi-
estével e, além disso, os unicos subobjetos M’ tais que 8(M’) = 0 sao M e

0.

Observacao:

Uma outra possivel defini¢ao de (semi)-estabilidade é a do tipo “slope”.
Fixamos duas fungoes aditivas ¢,r : Ky(A) — R, sendo que r satisfaz

r(M)=0= M=0

e definimos p(M) = % quando M # 0. Dizemos entao que M # 0 ¢é (¢ : 1)-
semi-estavel (respectivamente, estavel) quando, para todo subobjeto M’ com
M’ # M, 0, temos u(M') < u(M) (respectivamente, u(M') < u(M)).

No caso que vamos considerar adiante, onde A é a categoria das repre-
sentagoes de uma quiver, as duas definigoes sao equivalentes no seguinte
sentido:
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Dados ¢ e r como acima, e My € Obj(.A), defina
c(Mo)
r(Mo)

Entao 6(-semi)-estabilidade é equivalente a (c : r)(-semi)-estabilidade para
objetos em 71(0) = ' (u(My)). (A prova disso é um cdlculo simples.)

Além disso, dados 6 e My com §(My) = 0, e qualquer r que satisfaca
M # 0= r(M) # 0 (no caso que estamos considerando, uma escolha posivel
ér(M)=">", a,(M)), podemos definir

O(M) = —c(M) + r(M) VM € Obj(A)

e teremos novamente

c(Mo)

r(Mo)
Para uma definicao mais geral de estabilidade e discussoes como a acima,

veja [Rudakov].

(M) = —c(M) + r(M) VM € Obj(A)

2.3 GIT e Representacoes de Quivers sem Relacoes

Dados uma quiver (finita) ) e um vetor dimensao o € N%0 defina o espaco
vetorial
R(Q, o) = @ Hom (k@) ka(h(a)))
ac@n
Entao é claro que toda representacao de () com vetor dimensao « é iso-
morfa a uma representagao dada por um ponto 1 = (1,)ecq, de R(Q, a).
Defina uma acao de

GL(a) = ] GL(E"™)
vEQo
em R(Q, «) por
(9 M)a = Gn(a) © Ma © y(a)
Note que o subgrupo A = {(t - Ida())veq, | t € k} age trivialmente.
Dois pontos de R(Q), ) definem representagoes isomorfas se e sé se eles
pertencem a mesma oOrbita dessa acao.

Essa é a ligacao entre Representacoes de Quivers e GIT que vamos ex-
plorar no restante deste capitulo, adotando o ponto de vista da secao 1.9.
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Proposicao 2.3.1 Para qualquer ponto n = (1a)acq, € R(Q, @), 0 subgrupo
de isotropia GL(«v), € irredutivel.

Prova: Por definicao
GL()y = {(90)veq, € GL(a) | N0 = gn(a) © 10 © g;(;) Va € Q1}

Ou seja, GL(«), é definido pelas equacoes lineares (uma para cada flecha)

NaGt(a) = Gh(a)Tla

Entao o grupo de isotropia é igual a intersegao entre um subespago vetorial
de [T,co, End(k*®) e o aberto GL(a), e por isso ¢ irredutivel. m

Proposicao 2.3.2 Os caracteres (algébricos) x : GL(a) — k* de G sdo da
forma

Xo(gv) = H (det g,)"  para algum 6 € Z9°
vEQo

PROVA: Basta mostrar que os caracteres de GL(n) sao da forma det? para
algum 0 € Z. Dividimos a prova desse fato em duas partes:

e Todo homomorfismo de grupos algébricos k* — k* é da forma t — ¢’
para algum 6 € Z. Os morfismos de variedades algébricas k* — k* ja
devem ser dessa forma, e eles sao claramente homomorfismos de grupos.

e Todo homomorfismo de grupos GL(n) — k* fatora através do determi-
nante, ou seja, y(SL(n)) = {1}. Isso ocorre porque SL(n) é igual a seu
subgrupo de comutadores (veja [Lang], teoremas 8.3 e 9.2 do capitulo
XIIT). Assim, qualquer matriz de determinante 1 é igual a M N Mt N1
para matrizes M, N, e

X(MNMTNY) = x(M)x(N)x(M)"'x(N) ' =1m

Um vetor § € Z% induz uma funciao aditiva 6 : Ky(mod-kQ) — Z,
através da férmula

0 (({Wv}> {na})) = Z 0, dim W,

vEQoO
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(No caso em que @ nao tem ciclos orientados, Ky(mod-kQ) = Z%, e as-
sim 6 — Y da uma bijecao entre funcoes aditivas com valores inteiros e
caracteres.) Note que, para uma representagdo M com vetor dimensao a,

O(M) =0 > 0,a) =0 []det(t Idaw)” =1 & xo(A) = {1}

Na definicao 2.2.11 a funcao aditiva € tinha valores reais. O préximo
resultado mostra que, no caso que estamos considerando, exigir que ¢ tenha
valores inteiros nao é uma restrigao:

Proposicao 2.3.3 Sejam Q) uma quiver (finita) e o um vetor dimensdo.
Entao dada uma fungdo aditiva 0 : Ko(mod-kQ) — R existe uma 6 com
valores inteiros tal que 0-(semi-)estabilidade e 0-(semi-)estabilidade sejam
equivalentes para modulos com vetor dimensao «.

Prova: Claramente basta mostrar que existe uma funcao aditiva com va-
lores racionais com a propriedade desejada. Para facilitar a notagao, assuma

QO = {1,,77,}
Jé& sabemos (veja exemplo 2.2.10) que Ky(mod-kQ) ~ Z%. Assim, uma
fungao aditiva # nada mais é que um vetor (64,...,0,) € R e

O(M) = (64,....0,) - a(M)

onde o(M) denota o vetor dimensao de M e o produto é o produto interno
usual de R”.

Escolha um subconjunto {¢1,...,¥,} € {61,...,60,} que seja base do
espago vetorial (sobre Q) gerado por {6;,...,6,}. Entao existem r;; € Q

tais que, parat=1,...,n
m
0; = E T,
j=1

Para ({1, ..., 1) € Q™, defina
é(&la"wd}m) = (Zrljij ) et Zrnj'&j>
J=1 J=1

Como os ¢; sdo linearmente independentes, para qualquer 8 € Z", e
qualquer (¢1,...,1,,) € Q™ temos que

0-8=0 = 0(th,...,0%n) - 5=0
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Desse modo precisamos achar (121, e ,J}m) € Q™ tal que, para todo 3 €
N™ com entradas menores que as de o (podemos considerar s6 esses (s porque
as entradas de a(M") s@o menores que as de (M) quando M’ é submddulo
de M), tenhamos

0-4>0 =
0-0<0 =

A existéncia de tal (@51, e ,@Zm) € Q™ 6 garantida pelos fatos que 6 :
R™ — R™ é continua, que o nimero de s em questao é finito, e que Q™ é
denso em R™. Isso conclui a demonstracao. m

Agora lidamos com subgrupos a um parametro de G:

Proposicao 2.3.4 Sejam n = (n,) € R(Q,«), e M o kQ-mddulo corres-
pondente.

a) Cada subgrupo a um parametro A para o qual limy_ g A(t) - existe define
uma Z-filtracao
DMy DMy D

tal que M, = M paran < 0 e M, =0 para n > 0.

b) Para qualquer Z-filtragao do tipo acima existe um (ndo necessariamente
inico) subgrupo a um parametro que a define.

c) A representagao dada pelo ponto limy_o A(t) - € isomorfa a

@ Mn/Mn—l-l

nel

PRrROVA:

a) Seja A : k* — GL(«) um subgrupo a um parametro para o qual lim;_o A\(¢) - 1
existe.

Para cada v € Qq, A(t) : W, — W, é diagonalizavel com autovalores da
forma t", n € Z (veja a Proposigao 1.7.4). Escreva

W, = P wr
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onde Wén) é o autoespaco de t".

Denote por ném") a componente de 7, que leva Wt((z)) em W,g?;g Vemos

entao que a agao de A\(t) consiste em multiplicar némn) por t™~" e como
lim, o \(¢) - 7 existe, concluimos que n((zmn) = 0 sempre que m < n (na

verdade a implicagao contraria também vale). Em outras palavras, 7, da
>n >n
um mapa Wt(a) — Wh*(a), onde

Wy = wim
m>n

Isso significa que os subespagos WZ" definem subrepresentagoes M,, de
M, e conseguimos a filtracao

DMy DMy D

que queriamos.

Suponha dada uma filtracao do tipo descrito no enunciado
M = My D Mpyi1 2 -+ 2 Mygyr =0

Temos as decomposigoes usuais (veja constru¢ao na prova de 2.1.6)

M=BUu, M=UuM"

vEQQ vEQo

E claro que
U, = UéﬂO) D...D U5n0+7“) =0

Defina V™™ = 0 e, para cada i > 0, escolha V™™ C y{mot™=9 ta]
que

Ulgno—l—'r—i) _ Uéng—i—'r—i—i—l) ® V;)(ng—l—'r—i)
(A nao é unicamente determinado por causa dessa escolha). Entao

U, = Vv(no) D P V;(noJrT)

Defina A(¢) agindo em v, por multiplicacao por t". Assim, na notacao da
parte a) acima, U"™ = U™, e como os M, sdo submédulos, 7, (U t%)")) C

U ,Ei)l), ou seja, limy_,g A(t) - n existe. Pela construc¢ao A(t) induz a filtragao

dada.
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¢) Na notagao acima, escreva

a1 0 N 0
Na = .. N 0 onde a;; € Hom(Vtﬁ?_”j), Vh(&o)—uz‘))
Ary1,1 0 0 Qpylpr4l

Entao temos

a1 0 0
t- E
ORI -
0
- Qry11 0 t- Ary1r Qrglr4d
aiq 0

e lltir% NOEEES
0 Qr41,r4+1

Isso conclui a demonstragao. m
Proposicao 2.3.5 Sejan € R(Q, ), e M a representagao associada. Entao
n € xg-semi-estdvel (xg-estavel) <= M é 0-semi-estdvel (0-estdvel).
PROVA:

o —:
M ¢é f-semi-estavel. Entao 0(M) = 0 (e assim yp(A) = {1}, veja a
nota na péagina 34), e para cada submédulo M’ C M, O(M’) > 0.

Seja A um subgrupo a um parametro para o qual lim;_ A(t) - 7 existe.
Ele induz uma filtragao



E assim

(X0, A) = Zev (aniva(”)>

vEQRQ nez
nez
= Zn(H(Mn) —0(M,+1)) porque 6 é aditiva.
nez
= Y nb(M,) = (I—1)6(M)
nez leZ
= Z Q(Mn)
nez
> 0

Logo M é yy-semi-estavel pela proposicao 1.9.7.

Se M for f-estéavel, seja A um subgrupo a um parametro tal que lim; g A(t) - n
existe, e (xg,A) = 0. A induz uma filtragao (M, ),ez, €, pelo calculo
acima, 0(M,) = 0 Vn. Como M é f-estavel, isso implica que cada

M, é ou M ou 0. Portanto existe ny € Z tal que A(t) age por mul-
tiplicagao por t" em todos os espagos U,. Entao imagem(\) C A e,
pela proposigao 1.9.7, M é yg-estavel.

o —:
Assuma que M é yy-semi-estavel. Entao xo(A) = {1}, e (M) = 0.

Seja M' C M uma subrepresentacao, e A um subgrupo a um parametro
que induz a filtracio M O M’ O 0. Pela proposicao 1.9.7, (M') =
(xo,A) > 0. Logo M é O-semi-estavel.

Agora assuma que M é xg-estavel. Seja M’ C M com O(M’) = 0.
Escolha um subgrupo a um parametro A que a induz. Pelo calculo

acima,

(X0, A) = 0(M") =0

Pela proposicao 1.9.7, A tem imagem em A, e portanto M’ é ou M ou
0, o que conclui a demonstracao. m

Vamos agora relacionar a situacao atual com o teorema de Jordan-Holder
(teorema 2.2.8).
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Proposicao 2.3.6 As representacioes 0-semi-estdveis formam uma subcate-
goria abeliana de mod-kQ).

PrOVA: Seja f : M — N um morfismo entre representacoes #-semi-estaveis.
Nossa missao ¢ mostrar que ker f, cokerf e imf sao todos #-semi-estaveis.
Temos sequéncias exatas

0—kerf—- M —imf —0 0 —imf — N — cokerf — 0

Assim f(ker f)+60(imf) = 0. Mas kerf e imf sdo subobjetos de M e N, que
sao f-semi-estaveis, e por isso f(ker f) e O(imf) sao > 0. Logo eles devem ser
nulos. Da outra férmula 6(cokerf) 4+ 6(imf) = 0 vemos entao que @(coker f)
também ¢ nulo.

ker f é subobjeto de M, e assim

M Ckerf=MCM=606M)>0

Logo kerf é f-semi-estavel. De modo analogo imf é f-semi-estavel.
Para o caso de cokerf, seja N’ C cokerf = N/imf. Chamando de 7 a
projecao natural N — cokerf, temos a sequéncia exata

0—imf -7 Y(N)— N —0

Assim §(N') = (7~ *(N')), que é ndo-negativo porque N ¢é f-semi-estavel.
Portanto coker f também é #-semi-estéavel. m

Essa categoria também é noetheriana e artiniana, e por isso nela vale o
teorema de Jordan-Holder.

Definicao 2.3.7 Duas representacoes f-semi-estaveis M e N sao S-equivalentes
se elas tém o mesmo ciclo de componentes simples, na categoria das repre-
sentacoes f-semi-estaveis.

Também podemos descrever os objetos simples nessa categoria:

Proposicao 2.3.8 Seja M uma representacao 0-semi-estdavel. Entao M €
simples na categoria de todas as representagoes 0-semi-estdveis se e s6 se M
¢ f-estdvel.

ProvAa: Uma subrepresentacao M’ C M é f-semi-estavel se e s6 se §(M') =
0. O resultado segue imediatamente disso. m

Note também que, para um subgrupo a um parametro A, a condigao
(x,A) = 0 (que aparece tantas vezes neste texto) significa simplesmente que
todos os elementos da filtragao induzida sao f-semi-estaveis.

39



Proposicao 2.3.9

e Uma representagao -semi-estdvel M tem orbita fechada em R (Q, a)
se e so se M ¢ igual a uma soma direta de representacoes 0-estdveis
(ou seja, M ¢é semi-simples na categoria das representagoes 0-semi-
estdveis).

e Duas representacoes 0-semi-estdveis sao GIT-equivalentes se e so se
elas sao S-equivalentes.

Prova:

e Suponha que a érbita de M é fechada em R;S(Q, «). Seja A um sub-
grupo a um parametro que induz uma série de Jordan-Holder (na
categoria das representagoes @-semi-estaveis, é claro). Em particular
(x,A) =0, e entdo, pela proposigao 1.9.8, o limite lim;_g A(t) - M, que
¢é igual ao ciclo de componentes simples de M, pertence a érbita de M.
Em outras palavras, M é isomorfa a seu ciclo de componentes simples.

Agora suponha que M = @ N;, onde cada N; é G-estdvel. Seja A um
subgrupo a um parametro com (x,A) = 0 e tal que lim; g A\(¢) - M
existe. Tal A induz uma filtragao

DM, DMy D...

onde cada M, é semi-estavel. Entao, pela semi-simplicidade de M, os
M,, devem ser somas diretas de alguns dos /V;, e assim fica claro que
lim; o A(t) - M, que ¢ igual a @@ M, /M, 1, deve ser isomorfo a M.
Assim, pela proposicao 1.9.8, a érbita de M é fechada.

e [sso segue diretamente da segunda parte da proposicao 1.9.8. m

Proposigao 2.3.10 Seja QQ uma quiver finita e sem ciclos orientados. Entao
o quociente R(Q,a) ) (GL(), xg) € projetivo, ou seja, k[R(Q,a)]GL(O‘) =k.
(veja a Proposicao 1.9.3)

PROVA:  Seja 7 = (74)acq, um ponto de R(Q,a), e seja M o kQ-mbdulo
correspondente.

Como a categoria dos kQ)-mddulos é noetheriana e artiniana, existe uma
filtragao de Jordan-Holder

My CM,C---CM,=M
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Escolha um subgrupo a um parametro A que induz essa filtracao. Entao
lim;_o A(¢)n corresponde ao médulo semi-simples

M, & My/My & -+ & M, /M,,_4

Assim 7 e um ponto que corresponde a um modulo semi-simples sao
mandados para o mesmo ponto de

R(Q, a) /GL(a) = Spec(k[R(Q, a)) SL)

Mas nés sabemos exatamente quais sao os médulos simples (hd um para
cada vértice de @), porque ) é finita e nao tem ciclos orientados), e entao
concluimos que existe apenas um modulo semi-simples com vetor dimensao
.

Logo R(Q, ) /GL(«) é o espago de apenas um ponto, isto é,

FR(Q, )]G — &

como queriamos. |

2.4 GIT e Representacoes de Quivers com
Relacoes

Nesta secao vamos construir o espaco de moduli das representagoes de uma
quiver @ (finita e sem ciclos orientados) que satisfazem um conjunto de
relagoes S (que gera um ideal I C (kA™)?), e que tenham um vetor-dimensao
fixo .

Vamos precisar da hipétese que GL(«) é linearmente redutivo para garan-
tir a existéncia dos operadores de Reynolds (veja abaixo), e para isso vamos
supor nesta secao que char k = 0.

Definigao 2.4.1 Suponha dada uma representagao de um grupo G em um
espago vetorial V. Um operador de Reynolds ¢ um mapa linear R : V — V
tal que

i) R é G-invariante;

i) RoR =R;
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iii) R(V) = VY.

Note que existe bijecao entre operadores de Reynolds R de V' e comple-
mentos invariantes de V¢ em V, dada por R + ker R.

Lema 2.4.2 Suponha dada uma representacao de um grupo G em um espaco
vetorial V' de dimensao finita. Se W é complemento invariante de VE (e
Ry € o operador de Reynolds correspondente), e W' é qualquer subespago
invariante de V, entio W' = W' NnW) & (W' n VY. Em particular,
Ry(W" CW".

ProvA: W' N VY é subespaco invariante de W', e como G é linearmente
redutivo, existe subespaco invariante W’ C W’ que complementa W' N V¢
(veja nota apds a defini¢ao 1.4.1). Usando novamente o fato que G ¢é linear-
mente redutivo, escrevemos W = W/'@...@W/, onde cada W/ é irredutivel.
Assim, WNW/ deve ser igual a {0} ou W/. Se ele fosse igual a {0}, terfamos

VG N (W D VVZ(/) _ (W ® VVZ!/)G — WG D (Wz‘”)G =0

o que ¢ impossivel porque dim V¢ + dim(W @& W) > dim V. Logo devemos
ter WNW/ =W/ ouseja, W/ CW. Assim W"” C W, como querfamos. m

Proposicao 2.4.3 Suponha dada uma representacao de um grupo G em um
espaco vetorial V. Se G ¢é linearmente redutivo e V' ¢é tal que todo v € V
pertence a um subespaco invariante de dimensao finita, entao existe um unico
operador de Reynolds Ry :'V — V.

PRrROVA:

e Primeiro caso: V tem dimensao finita.

A existéncia de Ry segue diretamente do fato que G é linearmente
redutivo, e V¢ é invariante. A unicidade segue do lema acima: Se R ¢é
outro operador de Reynolds, ker Ry C ker R e ker R C ker Ry, isto é,
R == Rv.

e Caso Geral.

Para cada v € V, escolha um subespago invariante de dimensao finita
U contendo v e defina Ry (v) = Ry(v) € UY =UNVE. Ry estd bem-
definido, pela unicidade do operador de Reynolds mostrada acima: se
U’ é outro subespaco invariante de dimensao finita contendo v, tanto
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Rulunur quanto Ry |ynpr sdo operadores de Reynolds de UNU’ (o lema
acima garante que Ry (UNU’) e Ry (UNU’) estao contidos em UNU’),
e por isso devem ser iguais, o que implica que Ry (v) = Ry (v).

A unicidade é clara. =

Proposicao 2.4.4 Seja G um grupo algébrico linearmente redutivo.
Suponha que G age linearmente nos espacos vetoriais V-.e W de modo

que cada ponto estd contido num subespaco invariante de dimensado finita.
Se f:V — W € G-equivariante, entao o diagrama abaizo é comutativo:

v—tow

| | |

VG M) WG’
Prova: Podemos claramente supor que V e W tém dimensao finita.
Temos que mostrar a igualdade Ry o f = f|yc o Ry
Os subespacos im f e ker f sao invariantes. Como G é linearmente
redutivo, existe subespaco invariante V' tal que ker f @& V/ = V. Entao
flyr V' — im f é isomorfismo, e pela unicidade dos operadores de Reynolds,
vemos que a igualdade vale em V':

(Rw o f)lv: = (flve o Ry)|v

Agora s6 resta mostrar a igualdade em ker f. Pelo lema acima Ry (ker f) C
ker f e por isso os dois lados sao nulos. m

Teorema 2.4.5 Sejam X uma variedade afim na qual o grupo linearmente
redutivo G age, e Y um fechado invariante de X. Chame de 7 : X — X//G
a projecao sobre o quociente afim.

Entao w(Y') € fechado e wly : Y — w(Y) € o quociente afim de'Y por G.

Prova: Que 7(Y") é fechado ja foi visto no teorema 1.5.1. Seja J C A(X)
o ideal de Y. Como Y ¢ invariante, J ¢ invariante, e G age em A(X)/J. O
ideal de 7(Y) é JNA(X)Y C A(X)“, eomapa 7|y : Y — 7(Y) corresponde
a inclusao
AX)C CAX)
-
JNAX)E = J
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Tudo o que precisamos mostrar é que

Jﬁ(ﬁ);w - (Ag())c

Como J ¢ invariante, temos mapa bem-definido
AX)\°
p:AX)E — (—(J >>

O niicleo desse mapa é claramente J N A(X)%, e entdo basta mostrar que p
é sobrejetor. O diagrama abaixo comuta:

AGK) 20
Ra(x) J/RA(X)/J
A(X)E P (@)G

Como Ra(x)s é sobre e A(X) — A(X)/J também, a composigao é sobre, e
assim p deve ser sobrejetor. m

Corolario 2.4.6 Seja Vs(Q,a) C R(Q,«) o conjunto fechado e invariante
das representacoes que satisfazem as relagoes em S. Seja

m: R(Q, ) = R(Q, ) [ (GL(a), x0) =Y

a projecao no quociente.

Entao m (Vs(Q,a) N R(Q, a)**) € fechado em Y (e portanto é uma va-
riedade projetiva) e é bom quociente pela a¢io de GL(«) (a proje¢do sendo
dada pela restrigao de ).

ProvA:  J& vimos no capitulo 1 que 7(Vs(Q,a)) é fechado. Para cada

aberto afim U de Y, 771(U) é aberto afim de R*, e 7 restrita a esse aberto

¢ simplesmente o quociente afim. Pelo teorema acima 7 restrita a R* N

Vs é quociente afim dessa variedade pela agdo de GL(«). Isso conclui a

demonstracao (porque ser um bom quociente é uma propriedade local). =
Construimos o quociente desejado, e

e 0s pontos considerados foram as representagoes em mod-kQ) /I que eram
f-semi-estaveis em mod-kG;
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e dois pontos foram identificados quando as representagoes correspon-
dentes eram S-equivalentes em mod-kQ.

Vamos terminar esta secao traduzindo esses dois fatos na linguagem da ca-
tegoria mod-kQ) /1.

Proposicao 2.4.7 Como Ko(mod-kQ) = Ko(mod-kQ/I), 6 pode também
ser vista como uma fun¢ao aditiva em mod-kQ /1. Pensando dessa maneira,
um objeto M de mod-kQ/I € 6(-semi)-estdvel em mod-kQ/I se e sé se ele é
0 (-semi)-estavel em mod-kQ.

Prova: Se o morfismo na categoria mod-kQ@ ¢ : M — N é injetor e N €
Obj(mod-kQ/I), entao M também é objeto de mod-kQ/I. A demonstragao
segue imediatamente desse fato. m

Proposicao 2.4.8 Dois objetos de mod-kQ/I sio S-equivalentes como ob-
jetos de mod-kQ/1 se e so eles sao S-equivalentes como objetos de mod-kQ.

2.5 Alguns Resultados Gerais Sobre o Quo-
ciente

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados gerais sobre os quocientes
Y = R(Q,a)/(GL(a), xp), isto é, sobre o espago de moduli das repre-
sentagoes de @) (sem relagbes), uma quiver finita e sem ciclos orientados.

Proposicao 2.5.1 Y € irredutivel (se for nao-vazio).

Prova: Como R é um espaco vetorial (ou seja, um A™), ele é irredutivel,
o que implica que o aberto nao-vazio R*® também é, assim como Y, que ¢é a
imagem do morfismo 7 : R** - Y. m

Definicao 2.5.2 Um dominio A é integralmente fechado se ele é igual a seu
fecho integral no seu corpo de fragcoes K. Em outras palavras, todo elemento
1 € K que é integral sobre A, isto é, que satisfaz uma equacao

P " =0 ¢ € AVi

deve pertencer a A. (veja [Atiyah and MacDonald], capitulo 5)

Uma variedade Z é dita normal quando, para todo z € Z, o anel local
O, é um dominio integralmente fechado. (veja [Hartshorne], exercicio 3.17
do capitulo 1 para propriedades bésicas.)
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Proposicao 2.5.3 Y ¢ normal.

ProOvA: Y é quociente categérico de R*® por GG. Assim, para y € Y, e
vizinhanca aberta afim U de y, temos A(U) ~ A(x~1(U))¢.

Como 7~ 1(U) é aberto afim da variedade normal R(Q, «), a dlgebra R =
A(r~Y(U)) é integralmente fechada. Sejam K(R) e K(RY) os corpos de
fracoes de R e RY. E claro que K(R%) C K(R).

Seja p € K(RY) integral sobre RY. Entao ele também ¢ integral sobre R,
e assim pertence a R (porque R é integralmente fechado). Mas é claro que
RY = RN K(RY), de modo que u € RY.

Logo RY é integralmente fechado, e Y é normal. m

Proposicao 2.5.4 Y?® ¢ nao-singular, e, se for nao-vazio, tem dimensao
igual a 1 — (o, ).

Para a demonstracao, precisaremos do teorema abaixo e da suposicao que
o corpo base k seja igual a C. Veja as defini¢oes e propriedades béasicas de
conjunto saturado, morfismos étale e fortemente étale em [Drézet], e as do
espaco tangente de Zariski em [Hartshorne], capitulo I, exercicio 5.10.

Teorema 2.5.5 (Teorema do Slice Etale de Luna para pontos suaves)
Seja G um grupo redutivo agindo numa variedade afim X. Seja x € X tal que
X € suave em x e a drbita O(z) € fechada. Entdo existe uma subvariedade
localmente fechada e suave V de X e morfismo G,-equivariante ¢ : V — T,V
com ((x) =0, T,( =Id, tais que:

(i) V é afim e contém x;
(i1) V' é G -invariante;

(i1i) A imagem do morfismo G-equivariante ¥ : G Xg, V — X induzido
pela acdo de G em X é um aberto saturado U de X (aqui G xg, V =
(G X V)[]G);

(iv) A restricao 1) : G X,V — U € fortemente étale;
(v) T,X =T, (O(x)) & T,V;
(vi) A imagem de ¢ é um aberto saturado W de T,V ;

(vii) A restricio ¢ : V. — W é um morfismo Gy-equivariante e fortemente
étale.
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PROVA: Veja [Drézet], teorema 5.4 ou o artigo original [Luna]. m
PROVA DA PROPOSIGAO 2.5.4: Seja x € R® um ponto #-estdvel, 7 : R** —
Y a projegao no quociente, e y = w(x) € Y.

Assim existe f € k[R]9X6, com n > 1, tal que f(z) # 0 e a érbita de x é
fechada em Ry. Como Ry é afim, podemos aplicar o teorema de Luna acima,
e ganhamos uma subvariedade V' satisfazendo todas aquelas propriedades.

Como dim G, = 1 e G, é irredutivel (veja proposic¢ao 2.3.1), devemos ter

G, =A.
Pela definicao de fortemente étale, o morfismo

Ve (G xa, V)G —UJG
é étale.
Pela proposicao 4.9 de [Drézet], temos
(G xa,V))G=V)|G, =V
(porque G, = A age trivialmente em V). Como U é saturado, ele é da forma
7~ 1(U’) para algum aberto U’ de Y, e UG = U’. Desse modo o morfismo
étale v : V' — U’ é simplesmente a restricao de m a V.
Como V é suave em z, U’ é suave em y, e 0 mapa tangente T, : T,V —
T,Y é um isomorfismo. (Veja proposicao 4.3 de [Drézet].)
O item (v) do teorema de Luna nos permite calcular a dimensao de T,Y:
dim7,Y = dim7,(Rs)—dimT,(O(z))
= dim7,(Rs) —dim G + dim G,

= D @@ — Y oy +1

a€Q1 vEQo
= 1—{(,a) m

Corolério 2.5.6 Se Y #(), a dimensdo de Y é1— {(a,a).

Agora vamos estudar quando Y, a imagem dos pontos estaveis, é proje-
tiva, ou seja, quando estabilidade e semi-estabilidade sao equivalentes.

Proposigao 2.5.7 Para a € N9 indivisivel (ou seja, mdc(a,)veg, = 1), 0
conjunto

S = {0 € R | f-semi-estabilidade = 0-estabilidade}
¢ aberto, e SNT € denso em

T = {0 € RY | ewiste representacdo 0-estdvel M € R(Q, )}

47



PrOVA: Seja 6 € S. Se -« # 0, para # préoximo de 6, ainda temos
0" -« # 0, de modo que nao hé representagoes §-semi-estaveis, e trivialmente
0" € S. Vamos entao assumir que 6 - a = 0.

Sejam (31, ..., 3 os vetores dimensao das sub-representacoes proprias das
representacoes f-estaveis de dimensao «. Pela definicao de estabilidade, eles
satisfazem 6 - (3; > 0. Cada representacao nao f-semi-estavel com dimensao «
possui uma subrepresentagao propria de dimensao (3 tal que 8- 3 < 0. Sejam
Bl, e Bk todos os vetores dimensao que aparecem dessa maneira.

Entao, para ¢ num aberto suficientemente pequeno ao redor de 6, ainda
temos

0-6;>0%ie{l,....I} e 0 -<0Vje{l,. .. k}

Se & - a # 0, é claro que ¢ pertence a S. No caso em que 0" - a = 0, para
cada representacao M de dimensao «a, temos

M G-estiavel = M @-estavel

M nao 0-semi-estdvel = M nao §’'-semi-estdvel

(por causa das inequagoes acima), o que mostra que ' € S. Logo S é aberto.

Para provar que S NT é denso em T vamos precisar da hipdtese que « é
indivisivel, na seguinte forma: Se 3 € N? ¢ um subvetor préprio de a, ou
seja, se satisfaz 3 # 0, f # a e 0 < 3, < «a, Vv, entao # nao é multiplo de
a. (Se 8 = Aa, devemos ter A € Q. Escrevendo A = p/q com mdc(p, q) = 1,
vemos que ¢ é maior que um e divide «, o que é absurdo.)

Essa condicao implica que {§ € R | #-3=0 e 6-a =0} ésubespaco
vetorial préprio de at = {0 € R% | - a = 0}, e assim o conjunto

R={0cR?® |0.a=0 e 6 30 paratodos os 3 do tipo acima}

6 denso em ot E ficil ver que R C S. Além disso, T' é subconjunto aberto
de at, e concluimos que SNT é denso em 7. m

Agora vamos apresentar um critério para que o conjunto 7' da proposicao
acima seja nao vazio.

Definicao 2.5.8 M é uma representacio de Schur se Hom(M, M) = k.

a € N9 é chamado de raiz de Schur quando existe representacao de Schur
com vetor dimensao «. (Para uma explicagdo sobre a nomenclatura “raiz”,
veja a nota no final desta secao.)
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Proposicao 2.5.9 Seja z € R(Q,a) e M a representagao correspondente.
Entao
Gy =A <= Hom(M,M) =k

Prova: Note primeiramente que o conjunto dos elementos invertiveis de
R =Hom(M, M) é exatamente G,. Assim, se R = k, entao G, = A.

Para a outra implicagao, suponha que o conjunto de invertiveis da algebra
(de dimensao finita sobre k) R seja apenas k*. Devemos mostrar que R = k.

Seja r € R. Defina a aplica¢do k-linear T' : R — R por T(r') = r'r.
Escolha A € k£ que nao seja autovalor de 7. Entao A + T ¢é invertivel, e em
particular, existe 7’ € R com 7’/(\ + r) = 1. Pela nossa hipdtese, A +r € k,
o que implica que r € k. Logo R=F%. =

Proposicao 2.5.10 Se existe 6 tal que hd representagao 0-estavel M com
vetor dimensao o, entao End(M) =k, e assim « € raiz de Schur.

PROVA: Seja x um ponto correspondente a M em R(Q, «). Pela definigao
temos dim G, = 1. Como G, é irredutivel (veja 2.3.1), ele deve ser igual a
A. Pelo lema acima, End(M) = k. =

A reciproca também vale: Se End(M) = k, entdo existe 0 tal que M é
f-estavel.

Em [King], o autor usa o seguinte resultado de Van den Bergh (Pro-
posigao 6 em [Bessenrodt and Le Bruyn]): Se G, ¢ trivial, existe aberto afim
invariante U tal que O(z) é fechado em U.

O que precisamos é de um aberto principal invariante Ry com essa pro-
priedade, porque entdo (assumindo que (f) é ideal radical)

ff=x(g)f Vged

para algum carater y de GG, que deve ser da forma yy para algum 6, de modo
que M é f-estavel. Mas King nao deixa claro como passar do aberto afim U
para o principal Ry.

Uma prova alternativa da reciproca pode ser obtida do teorema 2.5.12
abaixo.

Observacgao:

Resultados muito interessantes sobre representacoes de quivers foram ob-
tidos através da ligacao com o estudo de um tipo de algebras de Lie de
dimensao infinita, as chamadas algebras de Kac-Moody. Terminamos esta
secao com alguns deles.
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Dada uma quiver @), esquecemos a direcao das flechas, obtendo simples-
mente um grafo, que é usado para definir uma matriz de Cartan n x n
A = (a;;) (onde n = |Qy|) da seguinte maneira:

) sei =7
Qs = ) L. L . )
E —(ntmero de arcos entre os vértices i e j) se i # j

A partir dessa matriz construimos uma &lgebra de Kac-Moody g(A), e
ganhamos alguns conceitos classicos no estudo de algebras de Lie, como um
conjunto A C Z% de “raizes”, um grupo de Weyl etc. Veja [Kacl], [Kac2] e
[Kac3] para mais detalhes.

Teorema 2.5.11 FEuziste representa¢do indecomponivel (isto €, que ndo pode
ser escrita como soma direta de duas subrepresentagoes prdprias) com vetor
dimensdao o se e s6 sea € Ay ={f € A| B, >0 e 5, >0 para algum v}.

Prova: Veja [Kac2|, Toerema B, se¢ao 1. m
E facil ver que End(M) = k = M ¢é indecomponivel, e isso explica a
nomenclatura “raiz de Schur” na definigao 2.5.8.

Teorema 2.5.12 Seja a um vetor dimensdao da quiver (). Defina

Oa(8) = (8, ) — (@, §)

Ezistem um conjunto de subvetores de ., 0s chamados subvetores genéricos,
e um aberto denso U C R(Q, «), tais que, para toda representagao M em U,
os vetores dimensao das subrepresentacoes de M sao exatamente os subveto-
res geneéericos.

Entao « é raiz de Schur se e s6 se ©,(3) > 0 para todo subvetor genérico.

PROVA: Veja [Schofieldl], Teorema 6.1. m

Corolario 2.5.13 Vale a reciproca da proposicao 2.5.10: Se « € raiz de
Schur, existe 0 tal que hd representagao 6-estdvel com vetor dimensao «.

Prova: Basta por§ =0,. =

Teorema 2.5.14 Seja o uma raiz de Schur e defina h e p pelas formulas:

a «

h = mdc (ow)veq, p=1-— <E’ %)
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Defina Z = (K"™MP, o espago de p-uplas de matrizes hx h, e faga o grupo
GL(h) agir em Z por conjuga¢io simultanea:

g+ (Bi,....,By) = (gBig™", ..., gByg™")

Entao, para qualquer 6 tal que o conjunto das representagoes 6-estaveis
em R(Q, ) ndo seja vazio, 0s espagos

R(Q,a)”[(GL(e),xe) e  ZJGL(h)

sao birracionais. (O sequndo é simplesmente o quociente afim.)

PROVA: Veja [Schofield2]. m

2.6 Alguns exemplos

2.6.1 Diagrama de Dynkyn A,
Seja @ a quiver definida por Qo = {1,...,n} e @1 = {a,...,a,_1}, com
t(a;) =1 e h(a;) =i+ 1:

1 2 3 n—1

n
[ [ ] [ ... [ o
al as an—1

Nés vamos mostrar que o espaco de moduli R(Q, «) /(GL(«v), xg) é vazio ou
tem apenas um ponto, para quaisquer « e §. Comecamos com uma defini¢ao:

Definicao 2.6.1 Uma representagao M ¢é indecomponivel se ela nao pode
ser escrita como M; @ Ms, com M, e My nao-nulas.

Proposicao 2.6.2 Para cada par j,1 com 0 < j < | < n, defina a repre-
sentacao M;j; de Q) por

Vi

k sej<i<l
0 caso contrdrio

1 sej<i<i—1
Mai =Y 0 caso contrdrio

Ela ¢ indecomponivel.
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ProvA:  Suponha que M;; = M; @ M,. Uma delas, que supomos ser
Miy=({W;|i=1,...,n},{¢s |i=1,...,n—1}) deve ser tal que W; = k.
Mas entao, como ela ¢ subrepresentagao de Mj;, a imagem de 7,, deve estar
contida em Wy, ou seja, W1 = k. Do mesmo modo, W o =k,... . W, =
k. Portanto M; = M, concluindo a demonstracao. m

Para mostrarmos que essas sao todas as representacoes indecomponiveis,
precisamos de dois lemas.

Lema 2.6.3 Suponha dada uma cadeia de espacgos vetoriais de dimensao
finita sobre k
VichCo...CV;CVy

Para qualquer subespaco W C Vi1, existem subespagos V| C V; com

Vic...cVi, e Vi=(VinW)aV] Vi
ProvAa:  Escolha qualquer subespago V/ C Vj que complementa Vi N W.
Claramente temos V/ N W = {0}, e isso nos permite escolher V; C V5 que
complementa Vo, N W e que contém V. Podemos continuar o processo, e no
final teremos V{ C ... C V| com a propriedade desejada. m

Lema 2.6.4 Suponha que a representacao M

Vi f1 ‘/2 fa VE’) e Vn—l Frt Vn
seja indecomponivel, e que f1,..., f;, para j < n — 2, sejam todas injetoras.
Entao ou fj41 também é injetora, ou Viio = ... =V, =0.

ProvAa: Aplicando o lema acima com W = ker f;1, vemos que M ¢ igual
a soma direta das duas representagoes abaixo:

/ /
1% (- Viga v,

%ﬂkerfi+14>---4>kerfi+l 0 0

Como M é indecomponivel, uma delas deve ser nula, o que implica que ou
fj+1 € injetora, ou Vjjo = ... =V, =0. =
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Teorema 2.6.5 Se a representacao M, dada por

Vs . Vi_1 o V.,

¢ indecomponivel, entao M € isomorfa a alguma das representacoes listadas
na proposi¢cao 2.6.2.

Prova: Por inducao em n.

Se n = 1, o resultado é ébvio. Suponha entao que n > 1.

Se nem todas as f; s@o injetoras, entdo V,, = 0 (ver lema acima), e por
isso a representacao

Vi ‘/3 e Vn—2 Vn—l

fn72

Vs

fi f2

¢é indecomponivel. Agora é s6 aplicar a hipotese indutiva.

Se, por outro lado, todas as f; sao injetoras, devemos ter dim V,, = 1
(exceto se M = 0). Realmente, se V,, tiver subespago préprio W, o lema 2.6.3
daria uma decomposigao de M como soma direta de duas representagoes nao-
nulas, o que é impossivel. Agora fica claro que M ¢ isomorfa a M, ,, para
algum j entre 0 e n. m

Coroldrio 2.6.6 Quaisquer que sejam « e 0, o quociente R(Q, «) J/(GL(«x), xo)
¢ vazio ou tem apenas um ponto.

PrOVA: E f4cil ver que qualquer representagao de () pode ser escrita como
soma direta de indecomponiveis. Como ha apenas um nimero finito dessas,
R(Q, @) tem um numero finito de érbitas, o que implica que o quociente tem
um numero finito de pontos. Agora é s6 lembrar que o quociente ¢ irredutivel
(se for ndo-vazio). m

2.6.2 A Quiver de Jordan

A quiver de Jordan tem apenas um vértice v e uma flecha a (que comega e
termina em v, ¢ claro).

.Q
« é apenas um numero natural. Se 6 for nao-nulo, nao ha pontos semi-
estaveis, e por isso vamos assumir § = 0, de modo que todas as repre-

sentagoes sao semi-estaveis. Entao o quociente é simplesmente o quociente
afim Spec(k[R(Q, a)]“®), e podemos dar uma descricdo explicita dele:
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Proposicao 2.6.7 Dada uma representacio M em R(Q,«), isto €, uma
matriz h x h, defina (M) = (a1, ...,an) € A", onde a; sio os coeficientes
do polinomio caracteristico de M :

det(X -Id — M) = X"+ a; (M) X" + ...+ ap(M)

Entdo A" ¢ o quociente de R(Q, ) por GL(h) e ¢ é a projecaio.

PrOvVA: Veja [Newstead], proposigao 2.11, pagina 39. m
Note que neste caso o quociente nao ¢ projetivo. Isso nao contradiz a
proposicao 2.3.10, porque a quiver de Jordan tem ciclo orientado.
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