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Introducao

A presente dissertacio destina-se a um estudo, de 4mbito genérico, sobre
uma linha da Teoria de Ladrilhamentos em algumas variedades riemannianas
homogéneas e seus subconjuntos. Restringimo-nos ace espagos euclidianos
de duas e de trés dimensdes e ao plano hiperbélico, mais precisamente os
modelos de Poincaré. Esse estudo descortina uma curiosidade nascida do
contato com o tema e questoes levantadas desde a graduacgio. Ademais, sdo
poucos os trabalhos publicados nesta 4rea de pesquisa no Brasil, o que fez
crer que, ao invés de abordar um ponto especifico, seria de maior valia uma
dissertacao que propiciasse ao leitor um panorama genérico do assunto.

A teoria se bifurca em duas grandes vertentes, a saber: a de ladrilhamen-
tos de toda a variedade e a de ladrilhamentos de seus subconjuntos préprios.
A maior parte da dissertacio refere-se ao estudo da primeira vertente, na
qual surgem naturalmente estruturas algébricas que podem ser associadas a
alguns tipos de ladrilhamentos. Essas estruturas sao os grupos discretos de
isometrias, e constituem o ponto nodal desta dissertacao.

A segunda vertente refere-se a um estudo promissor e repleto de pro-
blemas de fronteira devido ao seu cardter especifico. Nao é possivel associar
grupos discrefos aos ladrilhamentos de subconjuntos préprios, mas, sim, uma
outra estrutura denominada grupo de ladrilhamento. No capitulo cinco a~
presentamos um caso especial de tal vertente, que, inclusive, possul algumas
aplicagoes a Teoria dos Cédigos Corretores de Erros. Para tanto, organizamos
a pesquisa em torno de tépicos que compoem os capitulos da dissertacao, os
quais passamos a descrever: '

Capitulo 1: constitui uma breve introdugio 4 Teoria Combinatéria dos
Grupos. Este capitulo ¢ estritamente relevante ao desenvolvimento € & com-
preensao dos capitulos ulteriores, excetuando o de nmimero quatro.

Capitulo 2: abrange uma classificacio de isometrias e de grupos discretos
de isometrias no plano euclidiano ¢ um estudo dos grupos cristalogréficos
(ladrilhamentos por ladrilhos compactos), que constitui o cerne do capitulo,
¢ dos grupos de faixas e rosetas (ladrilbamentos por ladrilhos nao-compactos).

Capftulo 3: constitui uma abordagem de grupos discretos de isometrias
nos modelos de Poincaré do plano hiperbélico, particularmente, dos chama-
dos grupos tridngulos {que possuem os demais grupos discretos como subgru-
pos). Fazemos um estudo detalhado dos modelos hiperbélicos e das isome-
trias (incluindo transformagdes de Mébius) sob o ponto de vista riemanniano.



Capitulo 4: destina-se ao estudo e a classificagao dos poliedros de Voronoi.
Poliedros estes que possuem, como veremos, uma relacdo “métrica” especial
com um reticulado “gerado por trés translacées LI” e que estao associados a
grupos discretos de isometrias gerados por translagtes no espaco euclidiano.

Capitulo 5: abarca um estudo referente a segunda vertente, no qual se
aborda ladrilhamentos por poliamondes, poliominos e poliexos de regides
especiais do plano euclidiano.

O principal propésito do percurso estabelecide para esta dissertagdo res-
palda-se no desejo de colecionar e de tornar acessfveis diferentes aspectos que
nortelam o tema aqui abordado. Ressaltamos, ainda, a incluséo de demons-
tragoes e resultados que estao um tanto fragmentados na literatura interna-
cional, assim como resultados de artigos mais recentes ainda nao disponiveis
em livros-texto.
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Capitulo 1

Preliminares sobre Teoria
Combinatoéria dos Grupos

Este capftulo é dedicado a uma pequena introducio & teoria origindria de
apresentacoes de grupos em termos de geradores e relagdes definidoras. De-
vido & freqiliéncia com que métodos combinatérios surgem nesta faccao da
Teoria dos Grupos, esta ¢ muitas vezes chamada de Teoria Combinatéria dos
Grupos. A abordagem aqui feita é apenas a estritamente necessdria para o
desenvolvimento dos resultados referentes acs grupos discretos de isometrias
nos capitulos subseqiientes. Como veremos, estes grupos surgem de maneira
muito natural em problemas de ladrilhamentos e, de um modo mais geral,
em diversos problemas topoiégicos.

As referéncias mais ufilizadas neste capitulo sio [ROTMAN], [MAG-
NUS I}, [GROSSMAN] e [COXETER III]. As notagdes ¢ nomenclaturas tradi-
clonais em textos de Algebra sao utilizadas sem definigoes prévias.

1.1 Grupos

Definicao 1. Consideremos um grupo finitamente gerado G = (g1, ..., gm) -
Uma palavra P em G € uma seqiléncia finita {a;},_; . naqual a; = g; ou
a=g;,1<j<m

Por comodidade, indicamos P = ay...a,.

O comprimento de P é o mimero n e indicamas por ¢{P).

Convencionamos que a palavra de comprimento nulo ¢ o elemento neu-
tro em (G e indicamos por 1.

Definicao 2. Sejam (' grupo finitamente gerado e P = ay...an € G tal
que a1...0y, = 1. Dizemos que P = 1 é uma relagao em G e P é um relator
em .



Caso P possa ser reduzido a 1 cancelando apenas pares de elementos da
forma a;0;! em P, i = 1,...,n, diremos que P é um relator nulo.

Dado um relator ndo nulo P, podemos tomar um relator equivalente! P
que estd na forma mais reduzida possivel da seguinte maneira:

- Se W # 1 ¢ a palavra de maior comprimento tal que P = WVW~1,
entao, seja P = V, caso contrério, seja P = P;

- Se P, possui blocos que formam relatores nulos, entao, seja P, a palavra
resultante de P; com esses blocos cancelados, caso contrario, seja P = Py;

- Se P, possui blocos que formam relatores do tipo V¥, k € Z\ {1}, V
relator em (3, entao, seja P3 a palavra resultante de B com blocos do tipo
V* substituidos por V, caso contrério, seja P; = P;.

Definicao 3. Dizemos que P obtido acima é um relator reduzido
(associado a P) e Py = 1 uma relagao reduzida (associada a P).

Definicao 4. Sgja M um conjunto e L wn grupo contendo M. Dizemos
que L é grupo livre sobre M se, para qualquer grupo G, toda aplicagao
f: M — G tem uma tnica extenséo a um homomorfismo F': L — G.

TEOREMA 1. Se M & um conjunto, entdo existe um (iinico a menos
de isomorfismo) grupo L livre sobre M.

A demonstracio pode ser encontrada nas piaginas 237-239 da referéncia
[ROTMAN]. Um fato que é conveniente ressaltar nesta demonstracao é o
seguinte:

No caso em que M & finito, M = {gy, ..., gm}, © grupo L é o representado
por todas as palavras com letras g;, g7 ! e 1.

COROLARIO 1. Todo grupo G é quociente de um grupo livre.

Demonstragao.
Pelo Tearema anterior, existe um grupo livre L sobre . Tomemos Id :
G — Q. Logo, existe F' : L — G, homomorfismo e este & sobrejetor. Pelo

Primeiro Teorema do Isomorfismo: = Im F =G (2 isomorfo).l

Ker F

extensao F' : L — G (Definicao 4) devera ser um homomorfismo sobrejetor
(pois F (gf'g;") = F (4:)" F (9;)" = ¢i'g; onde & € {-1,0,1}; g = 1).
Sabendo-se que Ker F' <1 L, temos uma motivacio para a seguinte definicao:

1Equivaléncia baseada na operagao e axiomas de grupo.
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Deflnicao 5. Seja G um grupo finitamente gerado. Se M = {ge}iy
é um conjunto de geradores de G, L o grupo livre sobre M, D = {F, = 1} tm

conjunto de relagoes em G, H <1 L gerado por {F;} e L. 2= (G, entdo dizemos
que G é um grupo definido por geradores M e relagoes D. Dizemos,

também, que {M|D) é uma apresentacao de G e, ds vezes, referir-nos-emos
a D como conjunto de relagoes definidoras em G.

Notemos que se

- M é um conjunfo de geradores de um grupo G;

- Gy e (G, sio subgrupos de G definidos pelas relagbes Dy = {F. =1} e
D, = {Q; =1}, na qual sdo equivalentes {D; & D3) segundo a operacgio e
axiomas do grupo G;

- {M|Dn), (M|D,) representagbes de G; e G respectivamente.

Entdo G1 = G, pois, se Hy < L e Hy < L sfo gerados por {F;} ¢ {Q;}
respectivamente, temos que H, = H, e, portanto, —- T, ?

Observemos também que dado um conjunto D de relat;x)es temos como
conseqliéncia do Teorema 1 a existéncia de um iinico grupo G que possui D
como conjunto de relaces definidoras.

1.2 Grafos

Deflni¢ao 6. Seja I' # & um conjunto com dois tipos de elementos, que
denctaremos por vértices e arestas, satisfazendo:

a) A toda aresta E € T' estd associada um par ordenado de vértices
(VE,VL); Vi, V& € T onde Vi serd denotado vértice origem e V}, vértice
destino de E.

b) A toda aresta F € T estd associada uma aresta E=' € T', E # E™' que
serd denotada inversa de F tal que a aresta inversa de E™! é E, ou seja,
(E_l)_l = F.

c) Se (Vg, V), Ve,V € T estd associado a uma aresta £ € T', entao
(V, Vi) estd associado a E~! (Portanto, Vi, = Vg-1 e Vg = V_, ).

Nestas condiges, dizemos que I' é um grafo.



Numa representacao gréfica de I', os vértices sdo tomados como pontos de
um espaco conveniente e as arestas como curvas neste espago, cijos pontos
extremos sao vértices, ou seja, [' é representado por um complexo celular
unidimensional. Podemos orientar cada aresta com o sentido proposto pelos
seus vértices origem e destino.

Esta idéia pode ser formalizada da seguinte forma: Todo grafo pode ser
mergulhado (ou seja, é isomorfo no sentido da definicio a seguir) a um 1-
complexo celular contido numa superficie fechada bidimensional (capitulo
trés de [COXETER III)).

Grafos planares, isto é, que sio realizgveis no plano (realizdveis no seguinte
sentido: nao hd cruzamentos de arestas exceto nos vértices), sio os isomorfos
a l-complexos sobre a esfera.

Deflnicao 7. Dois grafos 'y e 'y sao ditas isomorfos, se existir uma
bijecdo f : 'y — T’z tal que:

a) V é vértice de I'y & f (V) é vértice de Ty

b} E é aresta de I'y & f (E) é aresta de I's.

¢) (Vi, V1) estd associado a E ( £ (Vi) iy (V) ;(E,) estd associado

af(F).
d) E~1 & inversa de E < f(E™1) & inversa de f (E).

Observagoes:

1) Um par (Vg, V}) de vértices associados & aresta £ num grafo I' pode
ser tal que Vg = VL (na representacao temos um lago ou curva fechada no
ponto Vg).

2) Um par (Vg, V%) de vértices pode estar associado a diversas arestas de
I

3) Um grafo I' pode ser constituido de um tnico pontoe (com vdrias
arestas). Neste caso, I' é chamado de grafo singular.

Definicao 8. Um caminho C em um grafo I' é uma seqiiéncia de arestas
E;el,j=1,.,ncomVg =Vg,,,i=1,...,n~1 onde (VE“V;;‘) estd
associado a F;. Escrevemos C = F\...E,.

Se C = E e (Vg,V}) é tal que Vg = Vi, C é chamado de caminho
trivial.

O nimero n é dito comprimento de C e é denotado ¢ (C).

Definicao 9. Sejam C; = Ey...E, e Cy = E,y1....E, caminhos em I tais
que V! = V1. O produto on justaposicao de C; e C, é um novo caminho
em T, indicado por CCy e definido por C,Cs = Fh... By,



Definicao 10. Um caminho C = E;...E, emT é fechado, se Ve, = Vg,
onde (Vg,,V.), i =1,...,n, sdo vértices associados a E;.

Caso C possa ser reduzido ao caminho trivial por meio de cancelamento
de pares de arestas da forma E;E7! em C, i = 1, ...,n, diremos que C é um
caminho nulo.

Dado um caminho fechado C n&o nulo, podemos tomar um caminho fecha-
do “equivalente” C3 que ests na forma mais “reduzida” possivel da seguinte
maneira:

- Se A é caminho de maior comprimento tal que C = ABA™!, entio, seja
C1 = B, caso contrério, seja C; =

- Se C, possui blocos de arestas que formam caminhos nulos, entio, seja
C o caminho resultante de C; com esses blocos cancelados, caso contrério,
seja Cy = Cf;

- Se Oy possui blocos que formam caminhos fechados do tipo B*, k €
Z\ {£1}, B caminho fechado em I', ent3o, seja C3 o caminho resultante de
C, com blocos do tipo B* substituidoe por B, caso contrério, seja C; = (.

Definicao 11. Nas condi¢tes acima dizemos que C3; é um caminho
fechado reduzido (associado a C).

1.3 Grupos e Grafos de Cayley

Nosso interesse estd em algum tipo de associacao entre caminhos de um grafo
e palavras de um grupo finitamente gerado.
Para tanto, seja G um grupo finitamente gerado: por g1, ..., gn.

1) Tomemos para cada elemento z €  um ponto numa superficie conve-
niente. Devemos entender por conveniente uma superficie fechada bidimen-
sional com o menor genus (género) possivel, no qual se pode realizar o grafo
que Vamos constIuir a seguir’.

Neste trabalho, este espaco serd quase sempre o plano euclidiano, ou
mais rigorosamente, a esfera, que airavés da projecao estereogrifica pode ser
“aberta” no plano euclidiano.

Os pontos & serdo vértices de um grafo I' que ora vamos construir.

Assim, tomemos a bijecao:

Elemento em G <= Vértice em I' {ponto da superficie)

2A definicdo de grafo se sustenta sem a necessidade de uma realizaciio geométrica,
porém, para nossos fins, é interessante considerd-los “mergulhados” numa superficie.



Chamemos um vértice de I associado a z € GG de V.

2) Fixado V; € T, (V,V}) estd associado a uma aresta £ € I (orientada
de x para ) se e 86 se 3g; € G gerador de G tal que g;x = y. Naturalmente,
(Vy, Vi) estd associado a E~* se e 86 se g; 'y = z. Chamemos a aresta E de
Ege B de By- (= E.1).

Portanto, associemos a cada aresta ¥ € I' uma operacgac envolvendo os
pontos extremos de F e um gerador ou seu inverso em G.

Notemos que cada ponto de ' pertence a 2n arestas de I' e, ainda, a
metade destas arestas sao do tipo E,,, 1 = 1,...,n e a outra metade sdo do
tipo Eg‘q.

Dada uma aresta E,, € I', temos (VEQ‘, ) ng) associado a E,,. Orientamos
Ej,, no sentido de Vg, para V; (Figura 1.1).

FigUuRrA 1.1

A aresta £ - estd implicitamente orientada de Vg = VEQ_—1 para Vg, =
Vj;g._l.
'Assim, temos as correspondéncias:
Operagado com gerador ¢; € G <=  Aresta orientada F,,
~ -1 -
Operagiocom g;" € G = Aresta E -1 = E;?
(implicitamente orientada)

3) Dada uma palavra P = q;...a, em G associemos o caminho C =
Ba,..E,, emT. '
E f4cil verificar que:

Pérelatorem ¢ <+ ( & caminho fechado em I'
P é relator reduzido em ¢ <<= ( é caminho fechado reduzido em I’
Péredatormiloem G <<= ( écaminhonuloem I

Portanto, temos a bijecao:

Palavra em G <= Caminhoem I'
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4) Se P, e P; s30 palavras em G associadas a caminhos Cy e C; em T,
temos que P, P estd associado a C1C5.
Assim, temos a correspondéncia

Produto de palavras em G <= Produto de caminhos em I

Da maneira como I' foi construido, I satisfaz os axiomas da definicao de
grafo.

Duas perguntas surgem naturalmente a esta altura:

1) Dado um grupo G finitamente gerado, o grafo [' associado como nos
passos de 1 a 4 é inico a menos de isomorfismos?

2) Dado um grafo I, existe um grupo finitamente gerado G tal que I’
estd associado a G7?

Estas questoes possuem respostas negativas e, antes de justifics-las, vamos
adotar a nomenclatura usual para grafos associados a grupos finitamente
gerados e, também, ilustrar o procedimento acima com um exemplo.

Deflni¢cao 12. Dado um grupo finitamente gerado G, um grafo ' asso-
ciado de acordo com os passas 1 a 4 acima é chamado de Grafo de Cayley
associado a (7 e indicado por T'g.

Definicao 13. Um grafo I' é dito conexo, se para quaisquer vértices V
e V¥ €T, 3C = E,...E, caminho em T tal que (V, V") est4 associado a E; e
(V*, V*¥) estd associado a E,,.

Deflnicao 14. Um grafo I' é dito n~regular, se para cada vértice V € T,
existem 2n arestas distintas tais que, destas, n arestas passuem P como ponto
de origem e n arestas possuem P como ponto destino.

Ficura 1.2



Exemplo. Seja G = D; (grupo diedral de ordem seis).

Temos que G = (a,b | a® = & = (ab)’ = 1). Os elementos de Dj sio: 1,
a, b, ba, b* e bla.

Os geradores sao a e b. Logo, os seis vértices de ' sio tais que de cada
um deles “saem” duas arestas que correspondem s operacoes com g e b e
“chegam” duas arestas que correspondem as operacgoes com a~ ' e b~* (Figura
1.2).

Como I'¢; é conexo e 2-regular, podemos tomar o ponto P; arbitrariamente
e construir o grafo a partir deste por operagbes com os geradores e seus
INversos.

A introducso do artigo [THURSTON)] traz alguns exemplos interessantes
de Grafos de Cayley de alguns grupos finitos importantes como S; e As.
I's, pode ser visualizado como arestas de um octaedro truncado e T' 4, como
arestas de um icosaedro truncado (bola de futebol).

Quanto as justificativas as respostas das questdes 1) e 2) acima formu-
ladas, temos: .

1) Sejam Gy = {a,b | ab="ba}e Gy = {a,b,c | c=ab"1 ¢ abc = cha = 1).

Temos que G1 = Gy, poisab=ba <> abc=cha =l ec=a b7,

Mas ', possui dois geradores e I'g, possui trés geradores. Se existisse
f :Tg, — T'q, isomorfismo, terfamos {Definicio 7) uma bijecdo entre duas e
trés arestas, o que nao é possfvel. Portanto, estes grafos nio sdo isomorfos
{embora haja bijecio entre os vértices).

A Pigura 1.3 lustra “pedagos” dos grafos I'g, e I'g,.

a b ol
/\E

) 3 Ey E¢

b 4 . b a’ Y \ a

Ej Ey E,; “Eq
TEa Ec Eb 4
1l c b
a

T, T,

Ficura 1.3

Entretanto, se exigirmos que G; e G2 (acima)} sejam expressos com “o
minimo possivel” de geradores, teremos obviamente que ['g, € ', sao iso-
morfos.
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2) Seja I’ o grafo ilustrado na Figura 1.4., temos que I’ ndo é conexo, logo,
nao pode estar associado a grupo nenhum, pois, se G é grupo e a,b € G, a
equacao ar = b possui solucao em (G, o que implica a existéncia de um
caminho E, € [ unindo V, e V;.

E se I' for conexo?

A resposta continua negativa. Tomemos I" como sendo o grafo da Figura
L.5., temos que cada aresta de I deve corresponder a uma operacio envol-
vendo um gerador (ndo nulo) ou seu inverso num grupo. Desta forma, a

aresta E deveria corresponder a um gerador (ndo nulo), portanto, I' néo ests
associado a nenhum grupo.

O
b
b c ~__ ¢

Ficura 1.4 Figura 1.5

Quira pergunta surge neste contexto: Quais grafos estio associados a
grupos? Para responder a esta questdo nos valemos do teorema abaixo.

TEOREMA 2. Se I' é um grafo conexo ¢ n-regular, entao existe um

grupo (G finitamente gerado com n geradores tal que T' é grafo associado a
G.

A demonstracao deste teorema é relativamente simples, porém um pouco
extensa. Como esta nao ¢é relevante para o desenvolvimento do presente tra-
balho, tomamos a liberdade de nao transcrevé-la aqui. Entretanto, a demons-
traciio pode ser encontrada nas pdginas 63 e 64 da referéncia [MAGNUS 1J.

O Grafo de Cayley de um grupo G finitamente gerado serd til para en-
contrarmos relacoes definidoras de G e estas permitem caracterizar € estudar
melhor os grupos que estamos abordando neste trabalho.

Uma propriedade importante de tais grafos refere-se ao mimero minimo
de geradores que o grupo associado possui: Quando um gerador g € obtido
de outros geradores do grupo, a eliminacio de todas as arestas £, e £,1 no
grafo nao o desconecta. Por outro lado, se a eliminacao de todas as arestas
associadas & um mesmo gerador desconectar o grafo, é sinal de que este
gerador nao ¢ obtido dos demais geradores do grupo. Esta propriedade pode
ser vista com mais detalhes no capftulo trés de [COXETER III].
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‘Terminamos este capitulo com um breve estudo sobre representagces de
grupos finitamente gerados.

Seja G um grupo fimtamente gerado e P = 1 uma relacao em G.
Notemos que P = 1 pode gerar infinitag outras relagoes em G, pois:
P=1WP'W-=1 vYW: palavtaem G e ¥n € Z.

Vemos que muitas relacdes em ¢ derivam de wma vnica relacio, o que
nos sugere trabalhar com um conjunto D que possui um nimero menor de
relagoes. O problema é como obter D sem “redundéncia”, ou seja, se P =1
é relacao em D, entdo P = 1 nao deriva das outras relagoes em D.

O que faremos a seguir é obter um procedimento satisfatério a esta
questao.

Seja ) um conjunto de relagdes definidoras de G.

1) Excluamos de D todas as relagbes nulas;
2) Substituamos toda relagao de D pela relagéio reduzida correspondente;
3) Excluamos de D todas as relagoes que possam ser deduzidas das de-

mals.

Definicao 15. Sgjam G um grupo finitamente gerado e ) um conjunto
de relacies definidoras em G. Um conjunto D* obtido pela aplicacao dos trés
ftens acima é de relagbes definidoras e chamamos de relagoes definidoras
reduzidas de G.

Observacao. D* pode ser vazio. Por exemplo, o grupo dos inteiros com
a operagao de soma usual: G = Z = (1), cujo grafo pode ser o representado
como na Figura 1.6.

FicuRa 1.6

Notemos que, se nio exigirmos que o conjunto de relagoes definidoras seja
reduzido, todo grupo finitamente gerado possui relacoes defimdoras mesmo
que estas sejam relagtes nulas.

Nustremos com um exemplo, como, a partir do Grafo de Cayley, podemos
descobrir relacoes definidoras reduzidas e mimero minimo de geradores.

f: R - R
T = f,‘(:z:

Exemplo. Seja G = { ) fi{z) ==, fa(z) = —=x,
fa(z) = é, fa(z) =— é} munido da operacio de composicao de aplicagoes.

12



Este grupo é chamado de Grupo de Klein e, por simplicidade, denotarmos

G={.’B, -z, l, —-1—}
z z

1
Temos que —z e - sao geradores de G. O grafo ' pode ser tomado

como na Figura 1.7, na qual devemos observar que E_. = B gy =E_e
E:i = E( 1)—1 B E_l.

=

Ficura 1.7

Os caminhos fechados com origem em z de menor comprimento {mimero
2 2
de passos) possivel sio C) = (E_s)?, Cp = (E_) , Oy = (E%E_z) . Se
chamarmoe—:n=aeé=b,temosR1=a.2=l,R2=bz=1,R3=
(ba)? = 1. A outra relacao que podemos ainda obter é derivada do caminho
2

Cy = (E:lEgl) que d4 origem A relacio R, = (ab)® = 1 que ¢ derivada de
Rz = 1 (inversa). E f4cil verificar que D* = {R; = Ry = R3 = 1} é conjunto
de relagées definidoras reduzido:

a) Seja L grupo livre sobre M = {a,b} e H < L gerado porLRl,Rg, Ra.
Tomando f : M — G inclusao (ver Definicao 4), ¢ facil ver qu -ﬁ-%

b) D* nao possui relactes nulas.

c) D* & composto por relagoes reduzidas.

d) Nenhuma relacdo em D* é conseqiléncia das demais.

Logo, G = {(a,b | a2 = b = (ba)’ = 1).

Mostremos agora que, a partir de D*, podemos “reconstitwir” G.

Se a®b%1...a% b = a*bh...a"b" onde d;, €, kj, j =l ou ;1 <i<r,
1 < § < s é uma relacéo algébrica satisfeita em G, temos:

ahibet gt b g R e TR = 1.
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Devido as relagbes o® = 1 e ¥ = 1, podemos tomar todos os expoentes
nao negativos nesta relacao, ou seja, todos os expoentes podem ser reduzidos
a0oulondea?=58"=1.

Mas de (ba)® = 1 temos ab = ba. Logo, a relacio acima pode ser reduzida
aa®t’ =1londea, 3=00ul.

1 1

Assim, os elementos possiveis para G sao a, b, ab e 1, ou seja, —x, —, ——,
Tz
z, que sao, de fato, todos os elementos do grupo de Klein.

O procedimento empregado no exemplo acima pode ser utilizado para
descobrir as relagces definidoras de qualquer grupo finitamente gerado, desde
que analisemos o seu Grafo de Cayley na superficie na qual est4 mergulhado.
Naturalmente, quando o grafo é planar, este procedimento é mais facil de ser
utilizado.

Quando nio é possivel trabalhar com o grafo na sua “respectiva superfi-
cie”, podemos planifici-lo (onde pode ocorrer que duas arestas se cruzem em
pontos que nao sao os vértices). Neste caso, embora seja mais complicado,
podemos proceder como no exemplo acima.

Ainda b4 uma outra maneira de encontrar as relacoes definidoras de um
grupo finitamente gerado cujo Grafo de Cayley nao é planar: Através de
um grafo localmente planar e do grupo fundamental da superficie na qual
o grafo estd mergulhado. Um exemplo para isto é o grupo dos quaternios
N =(X)Y | X7'YXY = XYXY ! =1) (pig 29 do capitulo trés de [CO-
XETER II)). T', est4 merguthado num toro.

Estas 1déias e métodos, no caso planar, tornar-se-ao mais claros no decor-
rer do trabalho.

Finalizemos o capitulo mencionando trés problemas na Teoria Combi-
natoéria dos Grupos, conhecidos como Problemas Fundamentais de Dehn, os
quais ilustram questoes relevantes sobre grupos ainda nao resclvidas comple-
tamente.

Vimoe que um conjunto I de relagoes sobre um conjunto de simbolos
origina um grupo (, do qual D é conjunto de relagbes definidoras.

Como D pode ser tomado das mais diversas formas, na maiona das vezes
torna-se dificil caracterizar GG. Perguntas como: G é finito? ou 7 € abeliano?
podem se tornar extremamente diffoeis.

Parte desta dificuldade poderia ser solucionada se tivéssemos um méto-
do “computacional” para saber quando duas palavras sio “equivalentes”.
Sabendo isto, ¢ possivel determinar, por exemplo, se G ¢ abeliano (quando
zyz~ly~t ~ 1, Vz,y € G).

3Palavras que originam o mesmo elemento quando manipuladas de acordo com os
axiomas da definicao de grupo.
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Isto nos leva a seguinte questao:

1) Quando uma palavra é equivalente ao elemento neutro em G?

Este problema é conhecido como Problema de Palavra.

QOutros problemas importantes para ajudar na caracterizacio de G sao:

2) Dadas duas palavras P, e P, em G, quando P, ¢ conjugada de P,? {ou
seja, quando P = aPa™!, para algum a € G?).

3) Seja G’ um outro grupo com outro conjunto I de relagoes definidoras
distinto de [). Como podemos determinar se (¢ e G' sd0 ou nao isomorfos
utilizando um processo “computacional” que envolva um mimero finito de
passos? .

Estes trés problemas foram propostos por Max Dehn em 1911. O segundo
problema é chamado de Problema da Conjugacdo e o terceiro de Proble-
ma do Isomorfismo. Existerm muitos avancos na tentativa de simplificacao
de algorftmos {que em geral sdo bastante complexos) que solucionem estes
problemas. Eles estao solucionados para uma grande quantidade de conjunto
de relacoes, mas, no geral, estes problemas ainda persistem.

Uma abordagem mais profunda pode ser encontrada na referéncia [MAG-
NUS 1. '
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Capitulo 2

Ladrilhamentos e Grupos
Discretos de Isometrias no
Plano Euclidiano

A esséncia deste capitulo estd no estudo dos “grupos discretos de isometrias”
no plano euclidiano. Na verdade, ele é uma base para o capftulo seguinte,
no qual estudaremos isometrias e grupos discretos nos modelos hiperbélicos.
A principal motivagio para abordarmos o “caso euclidiano” reside no fato
da existéncia de uma classificacao “finita” de todos os grupos discretos de
isometrias, fato que no “caso hiperbdlico” nao é veridico.

As referéncias mais utilizadas neste capitulo sio [TOTH]|, [BERGER] e
[COXETER II e III].

2.1 Isometrias no Plano Euclidiano

Consideremos o plano euclidiano £? (= R?) com a estrutura de espago veto-
rial e a distancia proveniente do produto interno usual.

A definicio que daremos de isometria nesta secao, é equivalente a uma de
cunho mais geral que serd dada no capitulo 3 envolvendo produto interno.

Definicio 1. Uma aplicagdo f : R? — R? 6 uma isometriase d (X,Y) =
d(f(X),f(Y)), para quaisquer X,Y € R?.

As proposigoes de 1 a 5 sdo caracterizagoes de isometrias. Elas sao de
facil demonstracao na seqiiéncia como sao apresentadas.

PROPOSIGAO 1. Toda isometria é injetora.
PROPOSICAQO 2. Toda isometria transforma reta em reta.
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PROPOSICAO 3. Toda isometria preserva medidas de angulos.
PROPOSICAO 4. Toda isometria é bijetora e a inversa também é uma

isometria. ~
PROPOSICAO 5. Composta de isometrias também é isometria.

O teorema abaixo é um dos principais resultados concernentes a isome-
trias no plano.

TEOREMA 1. Trés pontos néo colineares no plano determinam uma
dnica isometria, ou seja:

Se A, B,C € R? sao pontos nao-colineares em R? e f,g : R? — R? sao
isometrias tais que f(A) = g(A4), f(B) = g(B) e f(C) = g(C), entédo
f=g

Demonstragao.

Mostremos que se uma isometria A : R? — [R? deixa fixos trés pontos nao
colineares, entdo h = Id (Identidade).

Para tanto, sejam F, G, H € R? pontos distintos ndo colineares tais que
h(F)=F; h{(G) =G e h(H) = H. Sejam 7 a reta que contém F e G, s a
reta que contém F e H, h(r) =7 e h(s) =¢. Logo,r=1r" es=4.

Assim, h(X) = X, VX € r, pois se existisse X € r tal que X' =
h{X) # X, terfamos que d (F, X) = d (h (F) , h (X)) = d (F, X') e d(G, X) =
d(h(G),h (X)) =d(G,X’), donde concluimoe que F' = (G, pois ambos estao
gituados no ponto médio de X X', uma contradicaol

Com isto, temos que h|, = Id|,.

Analogamente h|, = Id|,.

Sejam Z € R2, f umaretatalque Z € t,tNr =X etNs =Y tais
que X # Y. Como h(X) = X ¢ h(Y) = Y temos pelo mesroo argumento
usado anteriormente que h|; = Id|,. Particularmente h(Z) = Z. Como Z ¢
arbitrdrio: h = Id.

Agora, sejam A,B,C € R? tais que f(A) = g(4), f(B) =g(B) e
f(C)=g(C). Assim: frog(A)=fTof(A)=A, fTog(B)=flo
F(B)=Beflog(C)=f"0f(C)=C.

Logo, A, B e C sdo pontos fixee da isometria f~! o g : R2 — R?, o que
acarreta flog=Id= f=g.M

Deflnicio 2. Seja @ vetor em R2. A aplicacdo Ty : R? — R? tal que
T:(X) = X + @, YX € R? denominamos translagao pelo vetor #. (No
espaco euclidiano de dimenséo n, a definigdo de translagdo se processa de
modo andlogo ao caso bidimensional).

Sejar uma reta em R2. A aplicacio R, : R? — R? tal que r é a mediatriz

de X R, (X), VX € R? denominamos reflexao por r.

18



Seja A € R? e o € R. A aplicagao p, , : R? — R? tal que Paql(X) =
Tsz0f0T 52(X), VX € R? na qual f : R? — R? é transformacao linear

dada pela matriz (mogoﬂaj) [ cosx —sing

sinae cosa
centro A e dngulo a.
Sejam @ vetor em R? e r reta em R? tal que a dire¢do de 1 é paralela a
r. A aplicagio GR,q : R? — R? tal que GR,4(X) = Tao R, (X), VX € R?
denominamos glisso-reflexao pela reta r e vetor 4.

J denominamos rotagao de

O Teorema 2 a seguir é uma caracterizacao das isometrias no espaco
euclidiano, resultado este também vdlido para isometrias em R® e cuja de-
monstracio se processa de maneira ansloga a feita no caso tridimensional.

TEOREMA 2. [ :R?® — R® é uma isometria se e s6 se f = ho Ty,
onde h : R® — R® é transformacao linear ortogonal e Tz : R® — R® é uma
translagdo pelo vetor 4.

Demonstragao.

A métrica euclidiana é dada por d (X,Y) = [X - Y}.

E imediato verificar que se f tem a forma acima, entfo f ¢ uma isometria.
Reciprocamente:

Seja A = f(O), O: origem do sistema de coordenadas cartesianas orto-
gonais em R*. Tomemos a translacio T_53 : R® — R® (que ¢ isometria).
Logo, T—B'Z o] f (O) = 0.

Chamemos T_zz30 f = g.

Mas R? é espago métrico e a fumcéo distancia em R? & ||.||. Logo, [|g (X) —
g(¥)|l = IX = Y[|, VX,Y € R®. Para ¥ = O, temos ||X|| = [|g (X) || =
X[ ={lg X)) |1 =

(X, X) ={g(X),g(X)), VX € R". (1)

Mas {lg (X) —g(Y) |’ = |IX = Y|* = (g(X) - g(¥),g(X) —g(¥)) =
(X-Y,X=Y)=(9(X),g(X)) -2{¢(X),9(¥)) +{g(Y),g(Y)) =
(X, X) —2(X,Y) + (¥, ).

Isto e (1) nos fornece

0(X),9(¥)) =(X.Y), VX,Y € R". 2
Mas
__XY) com 0 = « [OX,07 T
cosf = X # Q(OX,OY), g <. (3)

Por (2) e (3) temos que g preserva medida de &ngulos.
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Com isto, se § = {ej,e5,€;3} & base ortonormal de R3, entdo
a={g(e1),g(e2),g (es)} & base ortonormal de R3.

Se X e IRS, entao X = Tie1 + Tty + Tz€3.

Mas, quando A = av; + ... + @n¥s onde v = {vy,...,v,} ¢ ortonormal,
temos (A, v1) = (@101 + ... + a.0,) , 1) = ;.

Logo, A = (A, u1) vy + ... + (A, v,) v,.

Como a = {g(e1},g(e2), g (es)} & ortonormal:
9(X) =1{(g(X).,g(e1)) g(es) + (g(X),g(e2)) g (e2) + (g (X),g(ea)) g(es) .

Mas (g(X),g(e:)) = (X, &) = 2, i = 1,2,3. Logo, g(X) = z1g(e1) +
29 (€2) + T3g (€3) .

Se A e R, entao A X = (A.’Z:l, /\.’32, AIL‘;;) e, portanto,

3

g(AX) =D Amig(e) =AY mg(es) = Mg (X).
i=1 i=1
Se¥ € R entdog (X +Y) =Y (& +4:) 9 (e) = 3 meg ()4 _mg (&) =

=1 =1
g(X)+g(Y).

Conclusao: g é uma transformacao linear. Como ¢ transforma base orto-
normal em base ortonormal, temos que g é ortogonal.

Finalmente T sy o f=g= f=goT53.0

O teorema abaixo é uma classificacdo das isometrias no plano euclidiano.

TEOREMA 3. Existem somente quatro tipos de isometrias no plano:
translacao, rotacao, reflexdo e glisso-reflexao.

Demonstracao.

Seja f : B2 — R? uma isometria, f # Id. Logo, 3A € R? tal que
A" = f(A) # A. Consideremos A" = f (A').

Temos A" # A, pois d(A,A) = d(f(A4),f(A)) = d(A,A”). Como
d{AA)£0=>d (A A" £0=> A #£ A",

Observagao: A# A' e A' # A” ndo implica A # A",

i) Suponhamos que A, A’ e A" sdo nao colineares. Logo, temos um tridn-
gulo AA’ A”. Consideremos o tridngulo f (A) f (A4") f (A") que possui vértices
A e A comum com o AAA A". Logo, existem duas posigoes possfveis
para f (A") = B em relacio a reta r que contém A’ e A":

i)a) Suponhamos que B est4 no mesmo semi-plano (determinado por r)
que contém A (Figura 2.1).

Como AAA'A” = AAA"B, temos AAA" = ABA” (os pontos A e
B “enxergam” A'A” sob o mesmo angulo). Logo, AA' A” B pode ser inscrito
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numa circunferéncia com centro O e raio d {O, A), onde O ¢ ponto de encontro
das mediatrizes de A’'B e AA".

Consideremos O' = f (O). Logo, d (0, A) =d (f (0}, f(A)) =d (0, A),
d(0,4) = d(0,A") e d(0,4") = d (¢, B). Como d(0,A) = d(0,4) =
d{0,A"), temos d (O, A) = d (V, A") = d (¥, B). Logo O’ = O, portanto
f(O)=0.

Consideremos a rotagdo po _, de centro O e 4ngulo —«, onde « é a
medida (positiva) de 4”0 4. Logo, temos Po,—o (A) = A5 po _o (A) = A"
Po—o(A") = B. Mas f(4) = A, f(A) = A" e f(A") = B. Logo, pelo

Teorema. 1, temos que f = pp_,.

Ficura 2.1 Figura 2.2

i)b) Suponhamos que B est4 no semi-plano (determinado por r) oposto
ao que contém A (Figura 2.2).

Temos que AA’BA” é um paralelogramo pois AAA'A" = AA'A”B. Con-
siderando os pontos médios C de AA’, ¢’ de AA" e C" de A" B, temos que
estes sao colineares. Chamemos de s a reta a qual pertencem.

Consideremos a glisso-reflexdo GR, 5. Temos GR, 5z (4) =
GR 7z (A) = A" e GR 7 (A") = B Mas f(A) = A, f(A) = A e
f(A"') B. Logo, pelo Teorema 1, f = GRS‘@.

ii) Suponhamos que A, A’ ¢ A” sdo pontos distintos colineares.

Consideremos um ponto B tal que B ¢ r; r: reta que contém A, A’ e A"
e f(B) = B'. Tomemos o tridngulo AA'B e a imagem deste por f. Logo,
temos duas possibilidades para a imagem de B:

ii)a) No mesmo semi-plano (determinado por ) que contém B (Figura
2.3).

Consideremos a translacio T—; Temos que Top (A) = A Top (4') =
A" (pois d (A A’) =d(A,A") e T3 (B) = B (pos AAAB=AAA D).
Mas f (A} = A'; f(A') = A" e f(B) = B'. Logo, pelo Teorema 1, temos que
[ =T
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Ficura 2.3 Figura 2.4

ii}b) Suponhamos que B’ estd no semi-plane {determinado por ) oposto
ao que contém B (Figura 2.4).

Consideremos a glisso-reflexdo GR 2. Temos que GR =2 (A) = A,
GR_ —;(A’) A" (pois d (A, A') = d.(A" A")) e GR_—(B) = B’ (pois
AAXB = AAA"B'). Portanto, pelo Teorema 1, f = G’R,H.

iii) Suponhamos que A" = A.

Seja P o ponto médio de AA' = A" A e P = f (P), temos que d (P, A) =
d(P,A) = d(P,A) = d(P,A") = P ¢ ponto médio de A”A'. Logo,
P=P

Consideremos a mediatriz r do segmento AA’. Seja B um ponto de r tal
que B+ P e B = f(B). Assim,

d{(B,A)=d(B,A)=>d(B A)=d(B,A"Y=> B er.

Portanto, f {(r) C r. Como f (r) é uma reta (Proposicdo 2), temos que
fir)y=r.

Como d (B, P) =d(B',P) =d(B',P) (e B' € r), temos duas possibili-
dades:

ili)a) B’ = B.

Consideremos a reflexio R,. Desta forma, R, (A) = A4, R.(P) =

¢ R, (B) = B = B (Figura 2.5). Mas f (4) = A; f (P) = P' ¢  (B) = B
Logo, pelo Teorema 1, temos que f = R,.

F1GURA 2.5 F1GuraA 2.6

ili)b) Se B' # B (Figura 2.6).



Consideremos a rotagao ppg00- Temos que pp1gpe (A) = A, ppigee (P) =
P=Peppge (B)=DB. Mas f(A)=A; f(P)= P e f(B) = B Logo,

pelo Teorema 1, temos que f = ppjag0.
Nota. pp ;- € também chamada de reflexiio em torno do ponto LB

Definicao 3. Um movimento em R? é uma familia de isometrias H, :
R* — R? t € [0,1] tal que, para cada P € R?, H,(P) é continua para
0<t<l. :

Definicao 4. Uma isometria f : R? — R? preserva orientacao quando
existe um movimento H, tal que Hy = Id e Hy = f. Caso contrdrio, dizemos
que f ndo preserva orientacao.

PROPOSICAO 6. A identidade preserva orientagéo.

Demonstracao.
Basta tomar H;: R? — R? ,tef01].8
X = HB(X)=H(X)=X

PROPOSICAOQO 7. Translacées preservam orientacio.

Demonstracao.
Basta tomar H,: R?* — R? ,t € [0,1], onde ¥ é o
vetor translacao de Tj.

Fixado Xp € R, temos que H, (Xg), t € [0,1] varia continuamente em
XoTy (Xo). IR

Fieura 2.7

PROPOSICAO 8. Rotagoes preservam orientacao.

Demonstragao.
Sejam po, , Totaco de centro O e dngulo a e A, B € R? tais que o é medida
d(A,B)

d (4, B) =t

de AOB. Seja B;, t € [0,1] o ponto do segmento AB tal que
Seja o, medida de AOB,.
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Tomando H; = pp4,, t € [0,1], temos que Hy = pg o, = pop = 1d
e H = poo = Poo Fixado Xo € R? temos que H; (Xo), t € [0,1] varia

continuamente de Xg até p,, , (Xo) através do arco Xgpo; (Xo) de centro O,
raio d (O, Xp) e ngulo o (Figura 2.7).1M

PROPOSICAO 9. As reflexes nio preservam orientagao.

Demonstracao.

Seja R, uma reflexao em r C R%

Suponhamos que exista wm movimento H, : R?2 — R? tal que Hy = Id e
Hy =R,

Sem perda de generalidade, suponhamoe ainda que o eixo das ordenadas
seja a reta 7.

Tomando

v: RExR2xR? — R

(4.B,0) ' 7(AB,C) = det

iy bl 1
s b;_r 1
az b;; 1

onde A = (a1,b1), B = (as3,h), C = (as,bs3). Temos que <y é contfnua e
v{A, B,C) = Area AABC se oa vértices A, B e C estiverem “orientados no
sentido anti-horario”.

Tomemos o AAgByCo tal que Ay = (0,0), By = (1,0) e Cp = (0,1).

1
Logo, 7 (A0BoCo) = 3.
Definamos Hg (A.o) = A.o,, Hg (Bo) = Bg“ Hg (C(]) = Cm. Como Ht varia
continuamente em R?, temos a igualdade:

7 (A0, Bo,Co,) = Area A Ao, By, Co,, ¥t € [0,1]. (4)
Assim, Area A Ap, By, Co, = %, vt € [0,1] (H, éisometria) e como R, (Ag) =
Ao, R, (Bo) = (—1,0) = By e R, (Co) = Co, temos que v (Ao, By, Co) = —%,

Contradigao com (4).
Logo, H; : R? — R? nao pode existir ¢ R, nao preserva orientacao.ll
PROPOSICAO 10. Composta de isometrias que preservam orientacio
também preserva orientagao.

Demonstracao.
Sejam f, g : R2 — R2 isometrias que preservam orientagio. Logo, 3H;, Ly
R? — R2, ¢ € [0, 1] movimentos tais que Hy = Lo=Id, Hy =fe L =g.
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Assim, K, = Hyo L, : R* — R? ¢ uma familia de isometrias ¢ K, (X),
t € [0,1] é continua para cada X € [0,1]. Temos, portanto um movimento
emiR2talqueKg=HgoLg=Id0Id=IdeK1=H10L1=fog..

PROPOSICAO 11. Composta de isometria que nao preserva orientagao
com isometria que preserva orientagéo, ndo preserva orientagio.

Demonstragao.

Sejam f,g : R? — R? isometrias tais que f preserva orientagio € g ndo
preserva orientagio. Assim, temos que 3H, : R?2 — R?, ¢ € {0, 1] movimento
tal que Hy = Id e H; = f. Consequentemente, H;! : R? — R? ¢ um
movimento tal que Hy! = Id e H{' = f~*. Logo, f~! & uma isometria que
preserva orientacao.

Se f og preservasse orientacao, teriamos que f~!o(f o g) = g preservaria
orientacao. Uma contradicaollll

COROLARIO 1. Glisso-reflexdes nao preservam orientagso.

PROPOSICAQO 12. Composta de isometrias que nio preservam orien-
tacao, preserva orienta¢ao.

Demonstragao.

Sejam f,g : R? — R? isometrias que nao preservam orientacao e R, :
R? — R? uma reflexo em r C R%temos R, 0 B, = Id; logo, fog =
(foR)o(R o).

Mostremos que f o R, e R, o g sao 1sometrias que preservam orientacao.

Tomemos um AABC no qual, sem perda de generalidade, suporemos
B,C €r. Logo, R, (B) = B, R, (C) = C e R, (A) := A e definamos f (A4) =
A, f(ﬁ) = ‘Zl’; f(B) =B'e f(C) ="

Sejam Tz : R* — R? translaco pelo vetor BE, T55 (C)=C"epppo
rotacao onde & & o &4ngulo orientado formado pelos segmentos B/C' e B'C"
de modo que pp , (C") = C' (Figura 2.8).

;i!
Ficura 2.8
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Seja h = pp o 0T Temos que A e A s30 equidistantes de B e C; logo,
A e A sio equidistantes de B' e C'. Portanto, h (TA) — 42X, 0 que implica
que h(A) = A ouh(A) = A.

Se h(A) = A’ teremos que h € f coincidem nos pontos 4, B e C. Logo,
pelo Teorema 1, temos h = f, 0 que nio é possivel, pois h preserva orientacao
e f nao preserva orientacao.

Logo, h(A) = A’ e, assim, h e f o R, coincidem nos pontos 4, B e C.
Logo, pelo Teorema 1, temos que h = f o R, e consequentemente, f o R,
preserva orientacao.

Analogamente podemos provar que . og preserva orientaciio e portanto,
feg={(foR,)o(R, cg) preserva orientacao.l

Nao é muito dificil realizar um estudo sobre a composta de isometrias no
plano euclidiano, consequentemente nao o abordaremos, exceto a composicao
de rotagbes que julgamos ser mais pertinente ao nosso trabalho. Hecomen-
damos a referéncia [COXETER II] para os demais casos.

TEOREMA 4. (Teorema da Soma dos Angulos da Composta
de Rotagbes). Se pg, € po, s S840 rotagies em R?, entdo existe Oy tal que
POy,a @ POz = POg,ctp-

Demonstracgao.

Tomemos a reta r que contém O e O, a reta 38 que contém U; e forma
Angulo % (orientado de r para s) com 7 e, finalmente, a reta ¢ que contém

(4 e forma angulo g (orientado de ¢ para r) com 7.

E f4cil ver que Po,.a = Rs o Re (Rs o R, & isometria que preserva orien-
tacao e possul um ponto fixo: O; e dngulo « orientado de r para s. Aqui
a orientacdo ¢ imprescindivel) € py, 5 = R, 0 Ry, Assim, pg, , © po,8 =
Rs;oR.oR,oR;=R,0R,.

Dividiremos a demonstracio em duas partes:

a) a+ 08 #2km kel

Temos, portanto, um ponto O3 = g Nt (Figura 2.9).

8 t

/01 ,/02
Figura 2.9 Ficura 2.10
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Assim, pg, o © P05 = Bs © Re = po, a1 p:

b)a+8=2kmkecZ
Aqui s//t (Figura 2.10).
Assim, po, o © po, 5 = R, 0 By = Ty, onde ¥ pode ser tomado como sendo
1
AB com A € t,7lse -Q-HZEH = d: distancia entre s € t.

Pensando em T; como uma rotacao de 4ngulo 0° com centro no infinito,
podemos falar na “soma dos &ngulos das componentes da composta” sem
restrigoes.ll

Observagao. Baseado nos argumentos utilizados na demonstracao aci-
ma, temos um resultado importante sobre isometrias no plano euchdiano:

PROPOSICAO 13. Toda isometria no plano euclidiano pode ser toma-
da como composta de até trés reflexoes.

No caso da glisso-reflexao, basta lembrar que esta é composta por uma
reflexao e uma translagao.

2.2 Grupos Discretos de Isometrias e Ladrilha-
mentos.

2.2.1 Grupos.

Observemos inicialmente que o conjunto
ISO (R?) = {f:R® > R?| f &isometria}

munido da operacao de composigao de aplicagbes é um grupo.
Estabelecamos algumas defini¢oes de cardter geral.

Definicdo 5. Um grupo topoldgico G é um grupo e um espago topoldgi-
cotalque f: G — G e g: GxG — G séocontinuas (G x G
z +— z! (z,y) = =y
com a topologia produto).

Definicao 6. Dois grupos topoldgicos G ¢ H sao isomorfos quando
existe f : G — H tal que f é isomorfismo de grupos e homeomortismo de
espacos topoldgicos.

Definicio 7. Um grupo topolégico G é discreto se sua topologia for
discreta.
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Vimos que toda isometria no plano é composta de uma transformacao
ortogonal com uma translacio (Teorema 2).

Utilizando cooordenadas homogéneas, podemos representar uma isome-
tria f = g o T pela matriz

a b r
N=|c¢c d s (5)
0 01
a b
naqualM=[c d]étalque
M=[c?sa —sma] 0uM=[C?Sa sin o ]
sin cosa sina —cosa

e é a matriz da transformacao linear ortogonal g. A translacao Ty é tal que
(0,0) (r,8) = 4.

Se tomarmos G como sendo um subgrupo de /SO (R?) e pensarmos no
conjunto 2 das matrizes do tipo {5) associadas a cada isometria de G, tere-
mos que IR é um subgrupo de GL (R, 3) (matrizes inversiveis 3 x 3). Ainda
temos det M = det N = +1.

Utilizando a classificacio das isometrias (Teorema 3) e as Proposicoes de
6 a 12, podemos concluir que: uma isometria f preserva orientacao se e sé
se det[M] =1 (M da forma citada acima).

Notemos ainda que GL (R, 3} é um grupo topolégico, pois é grupo com a
operacao usual de multiplicacao entre matrizes e topolégico com a topologia
proveniente da métrica m : GL (R, 3} x GL(R,3) — R, onde

m ((2i)33 » (Bi)axs) = Z (a5 — bis)™;

topologia esta que torna as aplicactes (N, P) — NP e N — N1 continuas
(m & a restrigho da métrica euclidiana do R® a GL (R, 3) que pode ser visto
como um aberto deste, uma vez que: GL (R, 3) = det™! (R*) é um aberto em
M(R,3) =R

Finalmente, notemos que subgrupo de grupo discreto é também discreto.

Definicao 8. Sejam G subgrupo de ISO (R?) e A € R% Chamamos
érbita de A por G o conjunto G (A) = {g(A4) | g € G}.

LEMA 1. Sejam A, A’ € R? ¢ B bola fechada de centro A e raio ¢.
Entdo S4 = {g € ISO (R?) | g(A") € B} é compacto.
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Demonstracao.
Tomemos f: ISO(R?)) — RZ .
g = g(A)
Como f é continua temos que Sy = f~! (B) & fechado em 150 (R?).
A matriz de g € 150 (R?) é

lg] =

o0 8
o R, &
— o

onde a?+b?=1,c*+d?> =1 {eac+bd =0). Logo, a,b, ¢ e d sdo limitados.
Levando-se em conta que ¢ = h o Tz na qual g € uma rotacao na origem
ol uma reflexao através do eixo das ordenadas e ||| = /7% + 52, temos que
se g€ Sy
V2 4 2 <d(0,A)+d(0,4) +¢

ou seja, r e § sao limitados. A Figura 2.11 motiva a desigualdade acima.

Cazo 2. h é reflexdo

Ficura 2.11

Logo, Sa+ é fechado e limitado (em R?), ou seja, 54 ¢ compacto.ll
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PROPOSIGAO 14. Sejam G um subgrupo discreto de 150 (R*)eAc
R?. Entao

1) G (A) é um conjunto discreto com a topologia usual;

2) G é enumer4vel;

3} G (A) néo possui poutos de acumulagao.

Demonstracao.

Sejam G ¢ A como na hipétese.

1) Tomando A = A e B = B.(A), temos pelo Lema 1 que Sy =
{g € ISO (R?) | g (A) € B} é compacto e portanto S4sNG = {g € G | g(A) € B}
é finito, ou seja, G (A) é discreto.

2) Tomemos a seqiiéncia (B, (4)),.ne {9 € G | g(A) € B,{(A)} = {g1, -, 9x, }-
Quando n — o0 temos

G = {gla'":gh} C..C {glr“'zgkn} C ...

Logo, G é enumersvel (admitamos que um conjunto enumerével possa ser
finito).

3) Tomando A’ arbitrério, temos que {g € G | g(A’) € B} é finito e por-
tanto G (A’) nao se acumula AR

Nota. A proposi¢ao e o lema acima sao verdadeiros também para grupos
discretos de isometrias no plano hiperbélico (Capitulo 3) e as demonstragbes
se processam de modo andlogo.

PROPOSICAO 15. Seja G subgrupo discreto de IS0 (R?). Suponha-
mos que as isometrias de G que preservam orientacéo sejam fy, fa, ..., fr,... .
Suponhamos também que h é uma isometria de G que nao preserva orien-
tacao. Entao as isometrias de G que nao preservam orientagao sao fi o h,

faoh, . faoh, ...

Demonstracao.
Se g é uma isometria de G que nao preserva orientacio, temos que goh~l e
(7 preserva orientacao. Logo, goh™! = f; para algjumk € Neg= fi o h.W

Nas condigtes da proposicao acima G = {f1, f3,...,fioh, faoh,..}.

Nota. 150 (R?) é um exemplo de grupo de isometrias no-discreto e a
érbita de qualquer ponto de R? ¢ o plano todo, ou seja, a agao de IS0 (R?) x
R? — R? ¢ transitiva: dados A e B em R?, existe f em IS0 (R?) tal que
f(A)=B.



TEOREMA 5. (Teorema da Invaridncia (dos centros de rotagio)).

Sejam G subgrupo discreto de 150 (R?), A € R? e C o subconjunto dos
pontos de G (A) que sao centros de rotagdes de G.

Se f € G e P € C é centro de uma rotagao de dngulo «, entio f (P) € C
€ centro de uma rotagao {de G) de dngulo «.

Demonstracao.

SeC = {P e G(A) | Ipp, €G; a# 0} = @ nio hé nada a demonstrar.

Suponhamos C # O, e f e P como na hipétese. Logo, Jpp, € G.
Tomemos g = f 0 pp, 0 f~! € G; uma isometria que preserva orientacao em
G. Temos o0s seguintes casos a considerar:

a) Suponhamos que f = T;.

Logo, 9 = T30 pp, 0 Ty' = pr.(p) 5> POis Ty () & ponto fixo de g.

Mostremos 3 que @ = 5. . .

Tomemos AB, r, s C R? tal que AB = @, P ¢ ponto médio de AB, r é
reta perpendicular a AB em A e s é reta perpendicular a AB em B.

Sejae Py € r e P, € s tais que PIPy//AB e pp, (Py) = P, (Figwra 2.12).

Logo, 130 ppq = Ppya-

Demonstragio andloga indica que pp, , © T ! & rotagao de &ngulo .

Assim, g ¢ rotagao de 4ngulo o. Portanto, § = « e f (P) satisfaz a tese.

I

r R(pp (RY(P)) P, (RAEY
3 ot/
RA(P) P
PE=BC €
FiGUurA 2.12 F1GURA 2.13

b) Suponhamos que f = pg ..
Logo, § = poy © Ppa © PB,I,, = Ppo . (Phas pois po , (P) € ponto fixo de

g (g possui Angulo « pelo Teorema da Soma dos Angulos da Composta de
Logo, f (P) satisfaz a tese.

¢) Suponhamos que f = R,.
Logo, g = R, o ppy © R = Pr.(P),B> pois R, (P) é ponto fixo de g.
Mostremos que 3 = —a.
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Como o tribngulo de vértices P, R;! (P) e pp, (Ry! (P))  congruente ao
de vértices P, R;* (P) e R, (pp, (B! (P))) (Figura 2.13), temos pp py o (P) =
R.opp, o R (P), o que nos fornece 3 = —c.

Como 'OE:(P)'—G = Pr.(P),« € G, temos que f (F) satisfaz a tese.

d) Suponhamos que f = GR, ;.

. Logo, g = GRrg 0 pp, 0GR} = peg_,(p)> POIS GR.a(P) & ponto fixo
eg.

Mostremos que f§ = —a.

Identifiquemos R? = C tal que » = Im (C), P € Re {C) e & possui mesmo
sentido de es = (0,1).

Como & ,;} = (‘I},rOIi.’,.)_1 = R1 o’_'i",;1 = R, o T_g, temos:

GR,;(P) = R, oT_3(P) = R (P —it) = —(P—it) = —P ~ it, onde
t = [{al].

PP © GR:; (P)= (—?— it — P) e+ P.

g(P) = GR,gopp, 0GR ;(P) = ~((~P —it— P)el*+ P) +it =
(P—it+P)e™ - P+it.

Mas GR, 4 (P) = —P+it. Logo, PGR. 4(PY—a (F) = (P—(—P+it)}e ™+
(—P+it)= (P—it+P)e*™ - P+it.

Logo, o ngulo de g é —c, ou seja, 3 = —a (Figura 2.14).

Y
-(-(P-it)}-P)e'* +P)+ it .
] | (PP +P
-(-(P-it)-P)e'"+P)
a /P N
el
-(P-it) P-it
FiGURA 2.14

Como pa}h,.:(P).—a = PGR, 4(P)a € G, temos que f (P) satisfaz a tese.l

2.2.2 Ladrilhamentos

A todo grupo discreto de isometrias no plano, é possivel associar um “ladrilha-
mento” no plano, no sentido da definicio a seguir:

Definicio 9. Um ladrilhamento em R? é uma cobertura do plano por
regides poligonais congruentes de tal modo que todo ponto do plano é cober-
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to por pelo menos uma regido e duas regides quaisquer nao se interceptam
exceto, eventualmente, no bordo.

A regido poligonal serd chamado de Ladrilho e indicada por L.

O ladrilhamento serd indicado por £ (R?).

Caso a regiao poligonal seja compacta, o ladrilhamento pode ser chamado
de ladrilhamento compacto.

Seja G subgrupo discreto de 150 (R?).

Se QEJG g(L) = R? e g(L) = h(L) sempre que g(f,) N h(f,) #* &,

dizemos que G estd associado a £1 (R?) e serd indicado por (£ (R?),G).

Por exemplo, no ladrilhamento por quadrados L de lado 1 em R? (Figura
2.15) temos o subgrupo G = (T, T} de 150 (R?) associado a £ (R?).

Ressaltamos, que o ladrilhamento poderia ser definido englobando com-
pactos com interior nao vazio, 08 quais nao constituem necessariamente
regioes poligonais. Os exemplos mais conhecidos de tais ladrilhamentos sao
0s notdveis mosaicos criados por Maurits Escher.

Na literatura aparece a designacio tiling para ladrilbamento, sinénima
de tesselation, que corresponderia no Portugués a “tesselagem”, porém tal
palavra, além de ndo constar no dicionsrio da Lingua Portuguesa (cf. AU-
RELIO), poderia acarretar, por analogia com tecelagem, um sentido distinto
do adequado. H4 a palavra tessela, sinénimo de ladrilho, que nao faz parte
da hnguagem usual. Ladrilhamento, em termos matematicos, pode ter ainda
como sindénimos pavimentacao on mosaico.

Um £ (R?) pode “determinar” um snbgrupo discreto G de 1SO (R?),
mas sempre em nimero finito (de subgrupos). Porém, um subgrupo discre-
to G de ISO (R?) pode associar-se a infinitos £; (R?). O que pode variar
infinitamente é a forma do ladrilho.

Dado £; (R?) pode ocorrer que nao exdista um subgrupo discreto de I.SO (R?)
associado a este, como é o caso de ladrilhamentos “nao-periédicos”, como
o ilustrado na Figura 2.16' cujo ladrilho € um enedgono irregular. FEste
ladrithamento é conhecido desde 1936/37, ¢ devido a Voderberg (refer&ncm
[VODERBERG I e II]), possui forma espiralada com dois pélos e nao possui

grupo discreto de isometrias associado (a tentativa de associacio de um tal
grupo fatalmente origina sobreposicio de ladrilhos).

Ladrilhamentos “nao-periédicos” constituem um campo fértil de pesquisas
dentro da Teoria de Ladrilhamentos e ndo o abordaremos neste trabalho,

Ulustragao obtida na referéncia [TOTH]
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porém, podemos citar alguns textos como os das referéncias [ROBINSON 1,
II e IT1] e [GARDNER].

(0.1},

0.5y Lo

Ficura 2.15

Figura 2.16

Ainda nesta linha, existe um belo resultado conjecturado por Minkowsky
e provado por Hajés em 1941 na referéncia [HAJOS]:

TEOREMA 6. Seja C' um hipereubo definido por 0 < z, < 1, v =
l,..,n € N em R* Seja {u, |v=1,...,n} uma base para R*. Tomemos
G = (u, | v=1,...,n) subgrupo de I1SO (R"). Suponhamos que possamos
associar um ladrithamento £¢ (R™) por ladrilhos hipercubos C a G, ou seja,
suponhamos que exista (£¢0 (R"),G) .

Assim, a agéo de G sobre C & C — C + 1 onde t = Y my.u, para

v=]

My = 0,21, +2 ...

Nestas condigoes, temos que pelo menos um vetor { possui uma commpo-
nente ( e as outras componentes 1. Geometricamente, (£f (R™},G) possui
ume. “linha” ou “coluna” de hipercubos.

Na referéncia [STEIN] encontramos a demonstracéo.

Ilustragﬁ:oz No plano ¢ ficil ser convencido do teorema (mas ndo em
dimensées maiores). Veja Figura 2.17.

o

(0,0) (1,0)

RN

LU |

1

Ficura 2.17

34



Serd conveniente trabalharmos com um tipo especial de ladrilhamento o
qual denominaremos ladrilhamento canénico:

Definicao 10. Um ladrilhamento é dito canénico se satisfaz as seguintes
condigoes:

1) Os ladrilhos L sao compactos poligonais congruentes.

2) Dados dois ladrilhos ndo coincidentes: L, e Ly, ocorre um dos seguintes
itens:

- Ll N Lz = .@;

- Li N Ly = p, p: ponto-vértice de Ly e L.

-Llﬂngi, {: lado de Ll GLQ.

3) Seja a lado de um ladrilho Ly, Entdo, existem exatamente um lado o'
de Lo ¢ uma isometria f, € ISO(R?) tal que fo(a) =a' ¢ LoN fo (Lo) = d'.

(Como 3f;! € ISO (R?), temos que f7'(d) =ae LoN f71{Lo) =a)

Aqui, eventualmente, a e 4’ podem coincidir. Neste caso, f, é uma re-
flexao através de uma reta que contém a.

4) Sejam a,, p = 1,...,8 € N* os lados de um Ly. Entéo, as isometrias
fa, € ISO (R?) geram um subgrupo discreto G de 15O (R?)
(G={fa,|p=1,...,5)) tal que, VL € £ (R?) = 3f € G | L = f (Lo).

Definicao 11. O grupo G da definicdao acima é chamado de grupo de
ladrilhamento canénico.

Dado (£, (R?) ,G), G pode nao ser 1inico:

Exemplo: Se £; (R?) ¢ o ladrilhamento por quadrados de lado 1 (Figura
2.15), temos que G, = (T3, T) ou G, = (R, R, R, R}, onde 7, séo
retas que contém os lados de L, podem ser grupos associados a £, (R?).

O que faremos a seguir é a classificacio dos grupos discretos de isome-
trias no plano (subgrupos discretos de ISO (R?)). Esta classificacao serd
subdividida em trés partes:

1) Grupos discretos de isometrias que nao possuem translacoes;

2} Grupos discretos de isometrias que possuem todas as translacoes parale-
las (os vetores-translagdes sfio todos paralelos);
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3) Grupos discretos de isometrias que possuem possuem translagoes L
(vetores-translagdes linearmente independentes).

Nos casos 1) e 2) devemos ter ladrithamentos associados cujos ladrilhos
nao sao compactos.

2.2.3 Grupos Roseta.

Suponhamos que G é grupo discreto de 150 (R?) que nao possui translagoes.
H4 duas possibilidades:

A) G nao possui isometrias que nao preservan orientagao.

B) G possui isometrias que ndo preservam orientacéo.

A) G nao possui isometrias que néo preservam orientagio, cu seja, G s6
possui rotagées (eventualmente G = {Id}, Id = p, g0 ).

PROPOSICAO 16. Todas as rotacdes de G possuem mesmo centro.

Demonstragao.

Suponhamos que G possua duas rotages com centros distintos: pg, o, =
f1 € Poyay = f2- Logo, f10fr0 f o f;? & uma translacio (Teorema da Soma
dos Angulos de Composta de Rotagoes). |

Desta forma, fi0 f20 fi 0 f51(O2) = fro f20 f71 (O2) # Oa (fr0 fao fi!
é uma rotacio de centro f; (Op) # Oa). Logo, fio fao filo f72 # Id.

Mas G nao possui translagoes; logo, todas as rotagfes de G possuem
mesmo centro.ll

Seja O € R? o centro das rotagoes de G.

PROPOSICAO 17. G ¢ finito.

Demonstracao.

A cardinalidade de G ¢ a mesma de G (A) para qualquer A # O. Como
G (A) C Bya,0)(0), temos que G (A) & finito (conseqfiéncia do Teorema de
Bolzzano-Weierstrass). Logo, G ¢ finito.IR

PROPOSICAO 18. G ¢ ciclico (gerado por um tnico elemento).

Demonstracao.

Seja f # Id € G. Logo, f = pg, com § < a < 27.

Seja fi = poq, tal que a1 seja o minimo do conjunto das medidas de
todos os angulos o;’s das Totagdes fi; = pg,, € G.
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Suponhamos que [ # fF, Vk € Z. Entdo existem m € Z e 0 < r < ; tais
que @ = ma; +7. Logo, fi ™o f = py . contradizendo a minimalidade de ;.
LOgO': G = (fl) B

Observacgao.
w: G

—
fi =

Zn
7

¢ um isomorfismo de grupos. Logo, G & Z, e o elemento gerador € pg 3500 /,,
onde n ¢é a cardinalidade de G.

A Figura 2.18% mostra alguns ladrilhamentos associados a grupos do tipo

Z,,.
2 o F 9 0\%

Z

Za
G\’)_. N 6\7,9
G |\o G’ G/ C\S
FIGURA 2.18

O Grafo de Cayley de Z, é planar e pode ser tomado como sendo um
poligono regular (orientado) de n lados, donde tiramos as relagoes definidoras
reduzidas X® = 1, em que X é o gerador de G = Z,,.

Assim, G=(X | X" =1}.

B) G possul isometrias que néo preservam orientagao.

Seja i uma isometria que nao preserva orientagdo em G.

Logo, se fi, fa, ..., [ 880 as rotagbes concéntricas de G (f, = Id), temos
que f1oh, fooh, ..., froh sho todas as isometrias que nido preservam orientacao
em G. Assim, G = {f1, ., far f1 © By vy fa 0 h} (portanto, G é um grupo de

ordem 2n).

2Todas as ilustragbes de ladrilhamentos associados a grupos discretos de isometrias
nesta e nas duas préximas subsegdes séo adaptacoes de ilustragies da referéncia [TOTH].
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Notemos que Z,, é subgrupo de (G e que h é uma reflexao R,, pois, se h
fosse glisso-reflexao (com translagio nao nula), terfamos h? = Ty com & + §,

o que é impossivel.

Como conseqiliéncia do Teorema da Invarifncia (dos centros de rotacio),
temo que R, contém o centro das rotacoes de G.

Observemos que f; o R, (r) = f; (r) %l r.. Como fi © R, é uma reflexdo,
temos que sua reta de reflexio deve ser a bissetriz entre r e r;. Como i =
1, ...,n, conclufmos que existem n retas de reflexao no grupo (; estas por sua
vez dividem o plano em 2n setores angulares de mesmo angulo: 360°/2n =
180°/n (pois {f1,-., fa} = (fu))-

Conclusao: G = D,: grupo diedral de ordem 2n ou grupo das simetrias
de um poligono regular de n lados.

A Figura 2.19 ilustra alguns ladrilhamentos associados a grupos diedrais
Dy.

O Gralo de Cayley de D, para o caso n = 3 ja foi feito: Figura 1.2
do capitulo 1. Para n = 4 ilustramo-o na Figura 2.20 na qual as arestas
X e X! estao identificadas por uma tnica aresta nao-orientada (pois X =
X1} e a partir do qual extraimos as relagtes definidoras reduzidas X2 =
Y= (YX)? =1(X =R, eY = f)). De maneira geral: G = D, =
(XY | X2=Y"=(YX)?=1).

e_| o C\{P e_| 9 N
G | o R Y
5 Dy G
' D2 D, ¥
Y ¥ Y Y

¥ % ® =
o] 1 Y

D, D, D, Meunra 2.20

Ficura 2.19

Deflnicao 12. Um grupo discreto de isometrias que nao possui translagées
é chamado de grupo roseta (ou grupo de setores).
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Como vimos, grupos roseta sao 1, ou Z, conforme possuam ou nao
isometrias que nao preservam orientagao. Os grupos discretos de isometrias
que nao possuemn translagbes sao sempre finitos. Isto nao acontecerd com os
grupos discretos de isometrias que possuem translagoes.

2.2.4 Grupos de faixas.

Suponhamos que as translacoes do subgrupo discreto G de 150 (R?) sejam
todas paralelas. Consideremos os seguintes casos:

A) G possui somente isométrias que preservam orientagio:
1) G néo possui rotagoes.
2) G possui rotagoes.

B) G possui isometrias que nao preservam orientagao:
1) G néo possui rotagoes.
2) (G possui rotagoes.

Mostraremos que no caso A) existern duas possibilidades para o grupo G
e no caso B), cinco possibilidades.

A}1) G possui somente isometrias que preservam orientagio, porém nao
possui rotagoes.

PROPOSICAO 19. G ¢ finitamente gerado por uma Unica translacio.

Demonstracgao.

Sejam A € R? e G (A) a érbita de A. Temos portanto que G (A) C r:
uma reta de R2.

Tomemos um compacto conexo e convexo B suficientemente grande tal
que
# (BN G (A)) > 2. Temos que BNG (A) é finito: BNG (A) = {Ay, .., An}.

Sejam A;, A;¢1 pontos de B M G (A) cuja distincia entre si seja mi-
nimal em B N G(A). Tomemos ¥ = A;A;;;. Sejam A; = By e A =
B;. Assim, G(A) = {Tg (Bo) | j € Z}. De fato, se 34 € G (A) tal que
A ¢ {Tg (B()) |j c Z}, teremos A E]Bk,Bk.H[, By = T{’f (Bo) e Bryy =
T (By). ‘

Logo, T;* (A) €]Bp, B1{=]A:, Aiya| contrariando a escolha de #.

Desta forma, temos que G = (Ty) = {13 | j € Z} onde Ty é a translacio
“minimal” de G.A

Chamemos este grupo de Fj.
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A Figura 2.21 é um ladrilhamento associado ao grupo Fj e também parte
do seu grafo de Cayley, donde tiramos apenas a relacio definidora nula.
Porta.nto = 1= (X )

A

]
Figura 2.21

A)2) G possui somente isometrias que preservam orientagao, dentre as
quais rotagoes.

Observemos que I é subgrupo de G.

PROPOSICAQ 20. As rotagdes de G sio de 180°.

Demonstragao.
Sejam Id # f = pg, € G e Ty a translacao geradora de /1. Tomemos

7= 0A.

Afirmacao. f o Tyo f~! é uma translacio pelo vetor 10 = Of(Ai.

De fato, se @ = 180°, o resultado é evidente.

Se a # 180°, o quadrilitero de vértices O, f~t(A), Ty o }f"l (A) e A
& um losango. Como conseqtiéncia, o angulo f o Ty o f1 (A)OA = a/2 e
o Af o Tyo f~1(A) OA & isésceles, o que nos fornece Af o Tyo f~1(A4) =
_—
Of (A}, encerrando a demonstracao da afirmacio (Figura 2.22).

£(A) foTy0 ia

"._._

f"(A) T-‘?O f-](A)
FiGURA 2.22

Como ¥/ /15, temos que f & uma rotacio de 180°. 1



Usando o Teorema da Soma dos Angulos da Composta de Rotagdes, temos
que a composta de duas rotagoes quaisquer de (¢ com centros distintos é uma
translacao.

Seja f = pay1e00 €G-
PROPOSIGAO 21. Se Ty é a translagio geradora de Fy ¢ A € R?

é centro de alguma rotagiao de G, entao {Tg (A) | j €Z} é um conjunto
formado por centros de rotagao de G.

A proposicao acima é coroldrio do Teorema da Invaridncia dos centros de
rotagao.

Ty o f é uma rotagdo de 180° com centro no ponto médio do segmento
AgA; (A; = T3 (Ap)) . Chamemos este centro de By.

Pela Proposigio 21 temos que {T3 (Bo) | j € Z} é um conjunto formado
por centros de rotagoes de G.

PR(_)POSIQAO 22. ¢ = {..,B_3,A_y,B_y1, Ap, Bo, A1, By, ...} onde
B; = T2 (By) ¢ A; = T4 (Ag) contém todos os centros de rotagéo de G.

Demonstragao.

Observemos que os centros de C sao colineares e pertencem a uma reta
r C R? paralela a 7.

Se existisse uma rotagio ¢ = pp 1z com D ¢ C, terfamos necessaria-
mente D € 7, pois, caso contrério, go f (f = pAg,lSOO) seria uma translagao
por vetor nao paralelo a 7, o que nao é possivel.

Assim, 37 € Z tal que D E]Aj,Aj+1[ e D 74 Bj. Logo, g o PB;,180° é

—_— ——
uma translagio pelo vetor 25;D. Mas ||2B;D| < |171], (¥ = A;A;s1 Juma
contradicao pois Ty gera F.1B

Dos resultados acima, advém que G pode ser tomado como gerado por
Ty e a rotacao f = Pap,180°5 OO seja, G = (Tg,pAn,lwo) .

Chamemos este grupo de Fy.

A Figura 2.23 é um ladrilhamento associado ao grupo [, com parte de
seu Grafo de Cayley, donde tiramos as relagbes definidoras reduzidas Y = 1
e (XY)? = 1. Portanto, F; = {X,Y | Y2 = (XY)* = 1).

ek 77

FiGura 2.23

#
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B)1) G possui Isometrias que n&o preservamn orientagao, porém nao possui
rotacoes. '

Tomemos [} subgrupo maximal de G e consideremos os dois casos a
B)1)a) G possui uma reflexao R,.

Logo, podemos escrever G =Fi U{fo R, | f € Fi}.

Afirmacao. R, oTyo R, é uma transiagao pelo vetor R, (¥).

De fato. Se R, o Tyo R, = pg, para alguma p,, € G, temos que
T;0 R, = R, 0 py, € no ponto O temos T; (R, (O)) = R, (O), o que ndo é
possivel. .

Se = AB com A € r, ternos R, o Ty o B, (A) = R. (B), o que encerra a
afirmacao.

Logo, R, (¥) //¥ e, portanto, 1% ou r//v.

Chegamos, portanto, a dois subcasos:

B)1)a)i) r//5.

Temos, entao, que {T'o R, | T € F1} é um conjunto de glisso-reflexces
(reflexao no caso T = Id). Podemos escrever G = (T3, R,) .

Chamemos este grupo de F}.

A Figura 2.24 é um ladrilhamento associado ao grupo F} contendo tam-
bém parte de seu Grafo de Cayley, donde tiramos as relagées definidoras re-
duzidas Y2 = X~lY XY = 1. Portanto, F}! = (X, Y | Y2 = X"1Y XY =1).

W
+

o

o9l 9 ol T i
EEREE |

N\
Ld

W
Y

o

B
FIGURA 2.24
B)1)a)ii) r L7.
Temos que TS o R, (r) = T3 (r) = r;, (T¢ = Id). Logo, 3/ /7, Y5 € L.
Como T o R, é uma reflex3o, a reta de reflexio é a bissetriz da faixa

delimitada por r e r;.
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Com isto, concluimos que as reflexfes de G possuem retas de reflexao
todas paralelas ¢ equidistantes de 3.||7]|. Também podemos escrever G =
(T3, Rr) .

Chamemos este grupo de F7.

A Figura 2.25 é um ladrilhamento associado ao grupo F com parte de
seu Grafo de Cayley, donde tiramos as relacoes definidoras reduzidas Y? =
(YX)? = 1. Portanto, F? = (X,Y | Y2 = (XY)? =1).

X x
> > —
10X X

FicuraA 2.25

ot

[
L4

Fi

B)1)b) G possui uma glisso-reflexao GR, 5.

Temos que GRZ ; & uma translaciio. Logo, GRZ ; = Tha € Fi e, desta
forma, ou Tog = T2, ou Toy = Ty™"! para algum n € Z.
Com isto, chegamos a mais dois subcasos:

B)1)b)i) Tp = T2".

Temos que T;" 0 GR,w ¢ uma reflexfo em s//¢. Logo, G possui uma
reflexio por uma reta paralela a 7. E o caso B)1)a)i) e, portanto, G = Fi.

B)1)b)ii) Tpy = T2°.

Temos que T;™*! 0 GRyg & a glisso-reflexio GR, 1. Assim, G = F1 U
{FoGR; 1 1€ )= (T5,GR, 45

Chamemes este grupo de F}.

Notemos que F? nao possui reflexces. _
A Figura 2.26 ilustra um ladrilhamento associado a F;. Do Grafo de
Cayley de F? temos que F} = (XY | V2X~1 = X-lY-1XY =1).

¥ 1 X &L N
.1 1] NrY Y VY ¥ VY
3 > >— > >
F X X
Ficura 2.26
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B)2) G possui isometrias que nao preservam orientagao, dentre as quais
rotagoes.

Temos que F; é subgrupo de (7 e dois casos a considerar:
B)2)a) G possui uma reflexao R,.

Temos que G = KR U{fo R, | f € I}.
Como Fj é subgrupo de F; temos, pelo caso B)1)a), que ¥//r ou 4ir.
Portanto, dois subcasos a considerar:

B)2)a)i) R. é tal que //r.

Pelo Teorema da Invaridneia dos centros de rotagao, r coincide com a reta
¢ que contém os centros de rotaciao de Fo.

Deste modo, Tg o R, 7 € Z, é uma glisso-reflexao.

Sejam pg, , € F3 € 5 a reta perpendicular a r passando por (), temos que
Po,180° 0 Br (A) = A, VYA € 3; logo, pp 1590 © B & uma reflexiio por s. Portanto,
G também possui reflexdes B, tais que sl¥. Logo, F} e F} sao subgrupos
de G e podemos escrever G = (Ty, R, po 1800 ) -

Chamemos este grupo de F.

A Figura 2.27 ilustra um ladrilhamento associado a Fj. Do Grafo de Cay-
ley de Fj temos que F} = (X,Y, X | V2= 22 =(XY)? = (YZ)" = (XZ)* =1).
Notemos que o grafo de Fy} “converge para um ponto”.

Ficura 2.27

B)2)a)ii) R, é tal que F.lr.
Logo, F é subgrupo de G.

Se r contém qualquer centro de rotacio de Fy, cairemos no caso anterior.
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Se r nao contém centros de rotacio, temos, pelo Teorema da Invaridncia
dos centros de rotagao, que r deve ser mediatriz de um segmento unindo dois
centros de rotacao.

Sejam pp 150 € F3 € ¢ a reta que contém os centros de rotacio de Fy,
temos pg 1300 = R 0 H; onde s é a reta perpendicular a ¢ passando por O.
Logo, o, 1890 0 By = R, 0T 3 onde 1/ /c. Assim, R.0Ty = Tyo R, ¢ wmna glisso-
reflexdio. Logo, F & subgrupo de G e podemos escrever G = (T, Ry, po 1800 ) -

Chamemos este grupo de F2.

A Figura 2.28 ilustra um ladrilhamento associado a FZ. Do Grafo de Cay-
ley de F} temos que Ff = (X,Y,Z | Y2 =22 = (ZX)’ = (YX) = X" (Y2)’ = 1).
Aqui também podemos notar que o grafo de F? “converge para um pon-

Fieura 2.28

B)2)b) G possui uma glisso-reflexio.
Logo, nossa andlise recai nos casos B)2)a)i) ou B)2)a)ii), pois, em ambos

o0s casos, temos grupos discretos de isometrias que possuem rotagoes e glisso-
reflexoes. Vejamos isto com mais detalhes:

Se GR, 5 € G, entao GRZ ; =T ou GRZ; =T" ', ne Z.
B)2)b)i) GR?,; = T2".

Temos que T; " o GR, ; ¢ uma reflexdo R, com s//¥. Logo, estamos nas
condicoes de B)2)a)i). Portanto, G = F}}.

B)2)b)ii) GR? ;= T3,

Tomemos f = ppigp, A = O — ;¥ e t a reta perpendicular a ¢ (reta
dos centros de rotacao de F) passando por A. Temos, pelo Teorema da
Invariincia dos centros de rotagdes, que s = ¢. Assim, g = foT; " o
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GRsg(P) = P, VP € t, ou seja, g é uma reflexio por t. Logo, estamos nas
condigoes de B)2)a)ii). Portanto, G = FZ.

Definicao 13. Os grupos £y, Fl, F2 F2, Fy, F} e F? sio chamados de
grupos de faixas ou fitas.

2.2.5 Grupos Cristalogridficos

Consideraremos agora grupos discretos associados a ladrilhamentos com-
pactos do plano.

Suponbamos que o subgrupo discreto G de 150 (R?) possua duas translacoes
Li, ou seja, 3Tz, T5 € G tal que ¥ e ¥ sao L.

Consideremos os seguintes casos:

A) G possui somente isometrias que preservam orientacio:
1) G ndo possui rotagoes.
2) G possui rotagoes:
a) G possui somente rotagdes de 180°.
b) G possui rotagies de 360° /pcomp e N, p > 2.

Aqui cabe uma observagao:

G néo possui rotagdes que ndo sejam do tipo pf 4p.,, com n € N” e
k € Z, pois, se dpy , € G que nio seja deste tipo, entdo pp, 7 Id, Vi € Z
ou “o ladrilhamento associado a (G possui sobreposiciao de ladrilhos”. No
primeiro caso, C = {p§, (A) | A# O, i € Z} ¢ infinito e limitado. Logo,
pele Teorema de Bolzzano-Welerstrass, C possui um ponto de acumulacao,
0 que nao & possivel pois & & discreto.

B) G possui isometrias que nio preservam orientacio:
1) ( pdo possui rotagGes:
a) G possui uma refiexao.
b) G possui uma glisso-reflexio.
2) G possui sormente rotagtes de 180°:
a) G possui uma reflexao.
b) G possui uma glisso-reflexao.
3) G possui rotagdes de 360°/p, pc N, p > 2.

Como veremos, existem apenas dezessete grupos que podemn ser asso-
ciados a ladrilhamentos compactos do plano: cinco deles é composto por
isometrias que preservam orientacio e o8 demais possuem isometrias que nao
preservam orientacao.



A)1) G possui somente isometrias que preservam orlentagio, porém nao
pOSsSUl Totagoes:

Logo, G possui somente translacgoes.

Seja A € IR? e consideremos G (A). Tomemos uma bola compacta K com
centro em A de tal modo que G (A4) N K (que é finito) contenha no minimo
trés pontos. Tomemos uma figura triangular ABC (nao degenerada) de tal

=3

modoqueB,CEG(A)eA%ﬂG(A)-—*@.

Tomemos 4 = AB e v = AC.

PROPOSICAO 23. G(A) = {A+ai+ b7 | a,b€ L}.

Demonstracgao.

Chamemos {A + ai+ b | a,b € Z} de R.

Como Ty, Ty € G (G s6 possui translacdes), temos que T35 0Ty = Togior €
G. Logo, Taa+ow (A) G (A) e, portanto,

RC G(A). (6)

Tomemos D = B + .

Suponhamos que 3P € G (A) tal que P ¢ R e fixemos um sistema de
coordenados cartesianas (eventualmente nao ortogonais) com origem em A e
eixos coordenados contendo @ e 7.

Temos ¢que, P = ki + kU com ky €|d’,a +1{ e ky €Y, ¥ +1[; o/, ¥ € Z.
Logo, P’ = T_,q-py (P) pertence A figura triangular ABC\ {A, B,C}oua
figura triangular BCD\ {B, C, D} (Figura 2.29).

Ficura 2.29

Dai:

i) d(A,P) <d(A,B) ou

i) d (A, P') <d{A,C) ou

ii) d (P',D) < d(B,D) ou

iv) d(F,D) < d(C,D).

Nos casos i) e ii) temos que T; € G contradiz a escolba de 4 e 7.
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Nos casos 1) € iv) temos a existéncia de uma translacio T5 € G e
consecpiientemente, T ;- (A4) pertence ao interior da figura triangular ABC.
Novamente uma contradi¢io com a escolha de 4 ¢ ¢. Logo, P € G(A) e

P ¢ R nao pode ocorrer. Portanto,
G (A) CR. (7)
Por (6) e (7) temos que G (A) = R.
Temos com isto que T; e T; sao translagoes LI “minimais” de G.l

Como a andlise acima independe da escolha de A € R?, temos G =
(T0,To) = {T3 0T} |i,j € Z}.
Chamemos este grupo de C; e Ty, Ty geradores minimais de C;.

Nota. () ¢ (também) chamado de grupo reticulado do plane.

A Figura 2.30 ilustra um ladrilhamento (£, (R?), ), onde L é o ladrilho
{(compacto) hachurado e também parte do Grafo de Cayley de C). A partir
do grafo é ficil estabelecer a relagiio definidora reduzida XY X1y ! = 1,
logo, G = (XY | XYX~1Yy-1=1).

o/5/ 9/ o] I L 1

)/ 9/ 9/ 9/ p—x >
BYEEYE 1 .1
C

1
FIGURA 2.30
C, é subgrupo de G em qualquer dos casos citados no inicio desta secio.

A)2)a) G possui samente isometrias que preservam orientagao dentre as
quais rotagoes, porém todas com giro de 180°.

PROPOSICAO 24. Se f = poyap € G e R = (T,;,T;); Ta, Ty

geradores minimais de C, entdo R{0O) é o conjunto de centros de rotagao
de G.

Demonstragao.

Temos que ¢ = 1% o Tg o f; 4, j € Z & uma isometria que preserva
orientacdo com ponto fixo O = Ti o T2 (O) (lembremos que TF = kT;
Vk € Z). Portanto, g é uma rotaqéogde centro 0.

Com isto, temos que R (Q) é um reticulado de centros de rotagoes gerado
por T% e T% (Figura 2.31). E mais, como composta de duas rotagoes de 180°
é translacio, temos que R (O) é o conjunto dos centros de rotagao de G.1
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R(O)
Ficura 2.31

Como toda rotacido de GG pode ser gerada a partir de f e as translagoes
geradoras minimais, temos G = {pg a0, T2, T5) -

Chamemos este grupo de C,.

E ficil ver que C, também pode ser tomado como grupo gerado por Tz o

Poasoe Tyo Po,1800 € Pp 1age; OU seja, Co = (Po,mma Tzo Po,180e, Tyo 90,1300>-

A Figura 2.32 ilustra um ladrilbamento (£, (R?) , C) e parte do Grafo de
Cayley de (s, donde concluimos que O3 = (X,Y,Z | X2=VvY2=-722_- (XYZ)2 = 1) .

__9‘ X\;z ;

Ficura 2.32

O procedimento empregado acima sempre se repetird, ou seja, sempre que
tomarmos (G, teremos que determinar seus centros de rotacio.

A)2)b) G possui somente isometrias que preservam orientagao dentre as
quais, uma rotagao de 360°/p comp € N, p > 2.

Seja [ = pp aepsp €Sta rotacao. Tomemos g = pyapp/0) § € N, ¢ > 1
tal que d (0, A) > 0 seja o minimo possivel (isto & possfvel pois o grupo &
discreto). :

Observagao. g existe, pois T 0 p 4 3600/ € Totagao de 360°/p com centro
distinto de A.

Temosquefog=p3’_3ﬁmfr onde %+%+% =1,r €N, r > 1 (Teorema
da Soma dos Angulos da Composta de Rotagdes).
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Assim, chegamos a trés possibilidades a serem examinadas:
A)2)b)i) p = ¢ =r =3 (portanto, OAB é um tridngulo equildtero}.

PROPOSIGAO 25. Nas condigdes acima, C = { T 0 T3, (0) | i,j € Z}
é o conjunto dos centros de rotagdo de G. ‘

Demonstragao.

Usando seguidamente o Teorema da Soma dos Angulos da Composta de
Rotagoes a partir de f e g, temos que C est4 contido no conjunto dos centros
de rotacao de G.

O € centro de uma figura hexagonal regular H de vértices A, B, f{A),
f(B), f*(A), f*(B) que nao possui centros de rotacio, exceto os vértices
e o préprio O. Observando que qualquer um destes vértices é centro de uma
rotacao f/ de 360°/3, podemos tomar essas rotagoes, aplicar o rnesmo proce-
dimento dado a f e obter novas figuras hexagonais regulares com centros nos
vértices de H. Fssas novas figuras nao possuem centros de rotagao, exceto os
vértices de H e seus préprios vértices (Figura 2.33).

Ficura 2.33

Procedendo recursivamente sobre as novas figuras, concluimos que C é o
conjunto dos centros de rotacio de G.H

Uma outra observacao: todas as rotagbes de G séo da forma p‘;,‘m /3 Com
1€ZePeC.

Determinemos as translactes geradoras minimais de Cj.

A composta fog? = Tm é uma translacio de menor amplitude em G.

De fato, se 3T; € G de menor amplitude que Tm, entdo T 0 p4 360073 =
P4 3003 onde AA ATz (A) 6 tal que A = 360°/3. Logo, A’ ¢ C, uma con-
tradicao.

A outra translacdo pode ser go fog = Tm.

Chamemos este grupo de Cs. Logo, Cs = {90,360 /3: Pa 3600 /3) -
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A Figura 2.34 ilustra o ladrilhamento (£; (R?), Cs) e parte do Grafo de
Cayley de Cs. Concluimos que C3 = (X,Y | X3=Y3= (XY)3 = 1>_

Ficura 2.34

A)2)blii) p=r=4,¢=2 (p=q =4, r =2 contraria a escolha de A,
pois d (O, B) < d (0, A)).

Assim, OAB é um tridngulo isésceles retdngulo em A.

Usando o Teorema da Soma dos Angulos da Composta de Rotagtes (e o
mesmo raciocinio do item A)2)b)i), temos que C = {Té';{ 0TI, (0) |, j € z}
é o reticulado de centros de rotacio de G (Figura 2.35).

LA

Ficura 2.35

(Quanto as transiacoes: go f2 = Tmefogof = Tmsﬁoastrans]agﬁfs
geradoras de C) (sio de mesma amplitude).

De fato, se 3T; € G de amplitude menor que Tm, basta tomar Tz 0 ¢
que é uma rotacao com centro nao pertencente a C, para chegarmos a uma

contradicio.
oty <>

Cy

Figuna 2.36
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Chamemos este grupo de Cy. Assim, Cy = (po 3600 /4, PA,aeoa,f:z)—

A Figura 2.36? ilustra o ladrilhamento {£; (R?), Cy) e parte do grafo de
C}, donde concluimos que Cy = (X,Y | Xt =Y2%= (XY)‘1 = 1).

A)2)b)iii) p=3,¢=2,7=6 (oup=6,¢=2,7=3); (=3,¢=6,
r = 2 contraria a escolha de A, pois d (O, B) < d(0, A) ).

Temos que o tridngulo OAB é tal que O = 60°, A = 90°, B = 30°.
Com o mesmo procedimento do item A)2)b)i), chegamos ao seguinte reti-
culado de centros de rotacdo de G (Figura 2.37).

Ficura 2.37

Quanto as translacdes: go (f o g)® = TM efo(fogy = Tp; 980 as
translacoes geradoras de C; (sdo de mesma amplitude).

De fato, se 3T; € G de amplitude menor que T, basta analisar T;0h;,
i =1,2,3 onde h; € G 330 as rotagdes com centros nos pontes médios dos
lados do ABf (B) f?{B). Concluimos que haver4 rotagdo com centro nao
pertencente a ', o que € uma contradicao,

Chamemos cste grupo de C. Assim, Cs = {00 300031 P 4,360° /2, -

A Figura 2.38 ilustra um ladrilhamento (£, (R?), Cs) e parte do respec-
tivo grafo. Temos, portanto, Cs = (X,Y | X? =Y® = (XY)?=1).

Ficura 2.38

30s Grafos de Cayley dos grupos discretos de isometrias associados a ladrithamentos
das figuras 2.36, 2.38, 2.40, 2.42, 2.44, 2.46, 2.47, 2.48, 2.51, 2.52, 2.53, 2.55, 2.56 e 2.57
foram adaptadas de ilustracoes da referéncia [COXETER Iif].

52



Nota referénte 4 notagio. A nomenclatura C; se deve ao fato do
grupo possuir rotagoes de 360° /k.

C1, Cy, Cs, Cy € Cg sao os (finicos) cinco grupos discretos de isometrias
que possuem translagoes LI e possuem somente isometrias que preservam
orientacoes.

B)1)a) G possui isometrias que nao preservam orientagao dentre as quais
uma reflexao R,., porém nao possui rotagoes.

Sejam T; e T; translacoes geradoras minimais de €. Supenhamos que
||} < ||3l]- E facil ver que R, o Tz 0 B;* = T (a).-
HA4 dois casos a considerar:

B)1)a)i) @ nao é paralelo e nem perpendicular a r.
Entéo, Tg,(z) e Usdo LI e ||R, (@) || = ||d]|. Logo, podemos tomar Tg_ (g =

Ts. Desta forma, temos que r é paralela A diagonal do losango de vértices O,
Tz (0), Ty 0 Tz (0), T3 (O) que contém O (Figura 2.39).

Ficura 2.39

Seja d o comprimento da diagonal do losango ligando T3 (O) a T3 (O).

PROPOSICAO 26. G (= C,U{foR, | f € C;}) possui reflexdes R,
tal que s//r, d(s,r) = kid, k € N* e glisso-reflexdes GR, 5 tal que s//r,
d{r,s) = kid, k e N*,

Demonstragao.

Se R, € G ¢ tal que s nao ¢ paralela a r, entdo K, © 17, & uma rotagao.
Mas (G nao possui rotagdes, portanto s//r. Se R,, B, € G e d(s,t) < %d,
entdo Ry o R: = Ty (l{d|| < d) é tal que Tz o T;; ou T; o Ty possui amplitude
menor que Tz. Mas T ¢ uma transiacio de menor amplitude em G, portanto
d(s,t) > 1d. Pela existéncia de R; € G tal que d(r,!} = 3d, temos que
d(s,1) = koid, ko € N".

Se GRs g € G é tal que s néo & paralela a r, entdo GR,g0R, = TzoR.0R, &
uma rotagao de G, o que ndo é possivel. Logo, r//s. Se GR,3 € Ged(s,t) <
1d onde t & reta de reflexdio de alguma R, € G, entdo GR, 30 B.o(GR,3) =
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R, onde d (1,t) < 1d, o que nao ¢ possivel. Logo, d (s,1) > ld Pela existéncia
de GRp s € G tal que d (r,m) = 1d, temos que d (s,t) = kpid, kp € N*.0

Chamemos este grupo de C{. Logo, C} = (T, R,), ou, entao, C! =
(R Be), onde s/r, s % 1e |1 = M + 4.

A Figura 2.40 ilustra um ladrilhamento (£, (R?), C}) e parte do respecti-
vo grafo, de onde deduzimos que C} = (X, Y | X? = XY2X-1Y-2 = 1).

Ficura 2.40
B)1)a)ii) Se @//r oud.Llr. (Af €/ /Tr.up)-

iﬁemm A€r, tomemos B=A+1ieC = A+7,1 areta perpendicular

a AB passando por seu ponto médio € s a reta paralela a [ passando por A.

Seja S a faixa limitada por { ¢ 3. Temos que C € 5, pois, caso contrario,

Tz = Ty + Tz é tal que [|Tz|| < ||Tsl], o que ndo é possivel pela escolha
“minimal” de T3 (Figura 2.41).

B/

Ficura 2.41

Suponhamos que C € 3. Logo, R, oTyo B!l = Tg () onde R, (¥) = AC.
Dai Ty o oz e Ty o T o= sao translagoes por vetores paralelos a @ com
amplitude menor gue %, uma contradicao. Logo, CesounCel

No caso C €1, temos que/Té AC + AC. Logo, podemos tomar T

T como geradores (que originam os geradores minimais) de C;. Como
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T nao é paralela e nem ortogonal a .f‘—l_C}, temos o caso anterior, B)1)a)i), e,
assim, G = C}.

No caso C € s, temos um novo grupo.

Como G = Cy U {fo R, | f€ (i}, por uma andlise andloga a feita no
item B)1)a)i), temos que suas reflexdes e glisso-reflexdes possuem retas de
reflexéio paralelas a r equidistantes 3||7]| entre si (caso @//r) ou L||ifl} entre
si {caso #.lr). _

Podemos tomar G = (Ty, R, R,), d(r,8) = 3||9]], (caso @//r) ou G =
{T3, R, R,), d(r,8) = L]Ji||, (caso @Lr). E facil ver que os dois grupos sio
isomorfos; logo, podemos considerd-los como timico.

Chamemos este grapo de C?.

A Figura 2.42 ilustra um ladrilhamento (£, (R?),C?). A partir do Grafo
de Cayley de C%, concluimos que
= (X,Y,7 | X2=Y?= XZX-12-1 =Y ZY-12-! = 1).

I
Q.
C

_JC_
c? . |

Fiaura 2.42

L

F

gleee

B)1)b) G possui isometrias que nao preservam orientacio dentre as quais
uma glisso-reflexao, porém nao possui rotagoes.

‘Temos que se G R, é tal glisso-reflexfo, entdo GR, g = T»3. Logo, G pos-
sul translacoes paralelas a r, donde podemos concluir que 0 menor subgrupo
H de G que.possui GR,. ; e todas as translacées paralelas a r é F} ou F?.

B)l)b)i) H = Fll.
Ent3o, existe R,, portanto estamos nos cascs de B)1l)a).
B)1)b)ii) H = F}.

Entéo, existe uma glisso-reflexdo GR.y em G tal que GR? ; = Ty onde Ty
é a menor translacao paralela a r.

Tomemos Ag € r e ap reta perpendicular a r em Ag. Sejam a; e A; imagens
de ag ¢ Ay por GR; ;, i € Z (Figura 2.43).
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FiGURA 2.43

Seja T; € G uma translacio de menor amplitude com k niio paralelo a r.
Logo, T3 (A.()) = B & tal que GR,-,;; oT;o0 GR:jl = TG, (%) onde lgR,.,g (E) =
AoB =1. _

Se B ¢ a; para i € Z, temos que Ty o Ty = T onde 7/ /7" e T o T} para
algum j conveniente & uma translacao por um vetor de amplitude menor que
¢, uma contradicdo. Logo, B € g;, i € Z e, pela escolha de T, temos que
B € ap, a; ou a_y.

Temos dois subeasos a considerar:

B)1)b)ii)a) i = 1 ou ~1.

Temos que T; e T sao as translagoes que geram as translagoes geradoras
minimais de G (T}; € uma delas) e que T_;0T; 0 GRg = T_;o GR,; =
T joTyo R, = R, onde s//r a uma distancia de 1|[BB'||. Logo, G possui
uma reflexdio e k (e {) niio é paralelo e nem ortogonal a s. Temos, portanto,
o grupo C7.

B)1)b)ii)b) i = 0.

Temos, entdo, um novo grupo, onde as translagbes que geram as translagoes
minimais de-C; sao Ty e T}.

Como G =Cy U{f oGR,3 | f € Ci}, temos que G nao possui reflexoes
(pois Ty ¢ C). G possui somente translagdes ¢ glisso-reflextes com retas de
reflexio paralelas a r equidistantes %HEH

Chamermos este grupo de C}.

Seja GR,y tal que d(r,s) = 1||kl|. Logo, C} = (T%,GR,4) ou C? =
(GRS,J: GRF,6>-

A Figura 2.44 ilustra um ladrilhamento (£}, (R?), C})e parte do Grafo de
Cayley de C3. Temos que C§ = (XY | X2 =Y?).
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FiGUuRA 2.44

B)2)a) G possui isometrias que nao preservain orientagao dentre as quais
uma reflexdo R,., porém possui rotagoes € estas sao todas de 180°.

Temos, portanto, que (3 € subgrupo de G.

Observagao. Temos, baseados nos casos A)1) e A)2)a), que se py 1500 €

Oy, o reticulado de centros de rotacio de Cy & C = {Tg oT3 (0}, i,j e z}
2 2

onde T, e T, s&o geradoras minimais de C). O reticulado gerado por C;

é, pelo que vimos nos casos B)1)a)i) e B)1)a)ii), losangonal ou retangular.
Portanto, hd dois casos a considerar:

B)2)a)i) Suponhamos que o reticulado gerado por C; é losangonal.

Pelo Teorema da Invarincia dos centros de rotacao, temos que r deve
conter uma diagonal de algum losango do reticulado gerado por C; (Figura

AT
=&

F1GURA 2.45

Como G = CobU{f o R, | f € Ca}, fazendo uma an4lise andloga 4 feita
no item B)1}a)i), temos que as retas de reflexdo de G ocorrem paralelas as
diagonais D e d equidistantes 2 e § respectivamente e as retas de reflexiio
das glisso-reflexdes ocorrem paralelas as diagonais I e d equidistantes % e i—

respectivamente.

Chamemos este grupo de Ci. Logo, C} = (Ta,po!lmo,R,.).
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Melhorando: sejam R,, p4 1300 € O tal que s.Lr e d (A, s Nr) = 2]]d]|. E
fécil ver que CF = (Ry, Ry, pa 1507 )-

A Figura 2.46 ilustra um ladrilhamento (£ (R2?), C}) e parte do respecti-
vo grafo. Temos que C} = (X, Y,Z | X2=Y2=27%= (XY)2 = (XZYZ)2 = 1),

-]
0

Fe
T

N[

FIGURA 2.46
B)2)a)ii) Suponhamoas que o reticulado gerado por C; é retangular.

H4 dois subcasos a considerar:

B)2)a)ii)a) Suponhamos que r contenha um centro de rotagio.

Fazendo a mesma andlise do caso anterior, r deve ser paraleia a ¢ ou a v
(T: e Ty geradores minimais de Cj).

Como G = CoU{f o R, | f € C3}, as retas de reflexio das reflextes de G
ocorrem paralelas a @ e ¥ equidistantes 7||#]| e 3||7]| respectivamente (mesma
andlise do caso B)1)a)i)).

Analogamente para as retas das glisso-reflexoes.

Chamemos este grupo de C2. Logo, C7 = (T4, Ty, po 1800, Br) ou melhor,
C? = (R, Ri, Rr, Ro),onde k//l,v//s, kire A=rnk, B=rnl, C = sNk,
D = s N formam uma figura quadrildtera, cujo Intenor nao possui centros
de rotacao. -

—

I IO T

. ‘v I

.

| S

oG o6 oW

c? e, b 3
FIGURA 2.47

58



A Figura 2.47 ilustra um ladrilhamento (£, (R?), C%) e parte do respec-
tivo grafo, donde concluimos que

CF=(X,Y,Z,W | X2=Y?= 2 = W2 = (XY)’ = (YZ)* = (2W) = WX)? =

B)2)a)ii)b) Suponhamos que r ndo contenha centros de rotagao.

Novamente, por uma analise aniloga 4 empregada no item B)2)a)i), temos
que 7 deve ser a mediatriaz entre duas linhas consecutivas e paralelas de
centros de rotagao (portanto r & paralela ou a @ ou a v).

Como G = CoU{fo R, | fECg} as reflexoes sao paralelas a r equidis-
tantes, ou 1|/}, ou 2[[17”

As glisso-reflexdes sio paralelas a r equidistantes, ou 3|[d]|, ou 1{|7]| e
perpendiculares a r passando pelos centros de rotagao.

Chamemos este grupo de C.

Sejam po 150, P41 € Ca tais que OA//r, entre O e a interseccio da
perpendicular a r contendo ( nao exista centros de rotagao, assim como entre
O e A. Por conseguinte, é facil ver que C3 = (p4 1500, 00,1805 Br -

A Figura 2.48 ilustra um ladrilhamento (£, (R?) , C3) . O Grafo de Cayley

de C3 nos permite conchuir que C3 = (XY, Z | X2 =Y?=22= XZXYZY =1).

Ficura 2.48

B)2)b) G possui isometrias que nio preservam orientagio, dentre as quais
uma glisso-reflexao, porém possul rotagoes e estas sao todas de 180°.

Novamente, chegamos a dois subcasos:
B)2)b)i) Suponhamos que o reticulado gerado por C; € losangonal.

Se pa1s00 € C2 € GR,; € a glisso-reflexdo, temos, pelo Teorema da Inva-
ridncia dos centros de rotacao, que r deve ser paralela i reta que bissecta o
angulo formado por % e ¥ passando por centros de rotagao (T e Ty sao as
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translacoes geradoras minimais de C;). Assim, se { = m (@ + ¥) para algum
mcEZentaoT ;€ GeT zo GR,_,E= R,.
Se 2t = m(@+7) para algum m € (2n+1)Z, entdo Tz o GR,; =

R —
GRS,E—}—%(‘E-I-G) = GR; no(a+a) onde 8/ /r a uma distancia de %HTu (O)T, (O)|] e
ng € Z. Logo, T_py(itrdy © GRs potare) = Ry (Figura 2.49).

0 [©

Pigura 2.49

Concluszo: este grupo possui reflexdo R; tal que [ ndo é paralela e nem
perpendicular a @ e U. Logo, este grupo & o Cj.

B)2)b)ii) Suponhamaes que o reticulado gerado por Cy é retangular.

Fazendo a mesma andlise do ftem anterior, r deve ser paralela a @ ou a 7.
Sem perda de generalidade, suponhamos que r/ /4. H4 mais dois subcasos

a considerar:
B)2)b)ii)a) r contém centros de rotagoes.

Entao, T.y o GR,; = R, onde s pode ou nao conter centros de rotagao.
Logo, caimos nos casos B)2)a)ii)a) e B)2)a)ii)b).

B)2)b)ii)b) r ndo contém centros de rotagao.

Temos um novo grupo.

Como G = CL U {foG,;| fe€Ca}, é ficil ver que ndo ha reflexdes
em GG e os eixos de reflexces das glisso-reflexées formam uma rede de retas
perpendiculares de tal modo que cada centro de rotacao estd no centro de
um retdngulo da rede (Figura 2.50).

Figura 2.50
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Chamemos este grupo de C4.
Sejam GR, 3, GR, s € C3 (Ta e Ty translacbes geradoras minimais de

C1). Temos que Cf = <GR3,§= GR,,‘%> .

A Figura 2.51 ilustra um ladrilhamento (£, (R?),C%), do qual decorre
que C4 = <X,Y | (XY)? = (X~1Y)? = 1).

GO e O iy
9 9 y |
| L Y
C |16 |C X
ct '
FiGUurA 2.51

B)3) G possui isometrias que nido preservam orientacao, porém posstii
rotagoes de 360°/p, p € N*, p > 2.

H4 trés casos a analisar:
B)3)a) Cg é subgrupo de G.

Observacio. Como o reticulado gerado por C; é losangonal (item A)2)b)),
temos que se G possui uma glisso-reflexao, entao pelo caso B)2)b)i), G devers
possuir uma reflexdo. Logo, analisaremos (7 tomando apenas reflexdes.

Consideremos o lasango ABC D, gerador do reticulado C de centros de
rotacao, de modo que BC é a diagonal menor, AD € a diagonal maior. Pelo
Teorema da Invaridncia dos centros de rotacio, temos que r//BC our//AD.

Asgim, temos dois casos a analisar:

B)3)a)i) r//BC.

Sem perda de generalidade, BC C r.

‘Temos que pg 3600/3 © Re = R, onde ACCse Pcrae /s © Br = Ry onde
CD C t. Com isto, G contém trés familias de reflexdes paralelas equidistantes
ﬂ%ﬂ de tal modo que cada tridngulo equilétero do reticulado (de centros de
rotacao) possui lados em retas de reflexio.

Notemos que as familias de retas de reflexao sao também de retas de
ghsso-refiexao.
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Chamemos este grupo de C3. Logo, C} = (R, R,, R,).

A Figura 2.52 ilustra um ladrilhamento (,EL (R?),C}

- Temos que C} =
(XY, 2| X2=Y?2=22=(XY)’ = (YZ)® = (ZX)*

)
1)-

LN
z ¥ z-. s,
\Y m_Y X ‘?\ ,'

Ny

F1GURA 2.52

S
A AYD
/9,

C3

B)3)a)ii) r//AD.

Sem perda de generalidade, AD C r.

O procedimento ¢ andlogo ao feito no item anterior, exceto na equidis-
tancia das retas de reflexdes, que neste caso ¢ 2{{AB||.

Vale a mesma observacio feita no item anterior sobre as glisso-reflexdes.

Chamemos este grupo de C? e chegamos a C7 = (po,mﬂ,ﬁ,), O¢r.

A Figura 2.53 ilustra um ladrilhamento (£, (R?), C?) . Notemos que C3 =
<X,Y | X2 = Y3 = (YIXYX)? = 1>

FicUurA 2.53

B)3)b) Cy é subgrupo de G.

Consideremos o reticulado quadrangular gerado pelos centros de rotagao
de Cy. Suponhamos que ABC D seja o quadrado gerador do reticulado {Fign-
ra 2.54).
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FicUuRA 2.54

Pelo Teorema da Invariéincia dos centros de rotacso, temos que se G, ; €
G, r deve ser paralela, ou a AB, ou AC, ou AD, ou BD. L

E facil ver, a partir de GR, ;, que 3R,,GR ; € G tal que slr oua AC.
Isto nos remete A anslise apenas de reflexdes R, com r//AB ou r//AC,
portanto dois casos a analisar:

B)3)b)i) Seja R, € G tal que r//AB.

E f4cil encontrar (copstruir) as quatro familias de retas de reflexio de G.
Elas sao tais que:

Todas possuem centros de rotagio de 360°/4.

Duas delas sao ortogonais com retas equidistantes ||AB|| e as outras duas
s&0 também ortogonais com retas equidistantes ||AC]).

Chamemos este grupo de C} e notemos que C} = (R,, Ry, R;), onde r, s,
t contém os lados de um dos dois tridngulos de Angulos 45°, 90°, 45° no qual
ABCD se decompoe.

A Figura 2.55 ilustra um ladrilbamento (£, (R?}, C}). Do Grafo de Cay-
ley de C} tiramos que _
Cr={X,X,Z | X2=Y?=Z22=(XY)*=(YZ)* = (ZX)* =1).

4 Z |
.( T Yy
Xl X Xl I
& P\ £ '“X_ X Yl
NG L]
o

F1GURA 2.5D
B)3)b)ii) Seja R, € G tal que r//AC.

Logo, r contém apenas centros de rotacio multipla de 360°/2.
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__Desta forma, existem duas familias de retas de reflexdo (equidistantes
[|AC|) ortogonais.

Chamemos este grupo de C; e notemos que CF = (po‘mp M,R,.), onde
Oér.

A Figura 2.56 ilustra um ladrilhamento (£, (R?),C2). Do Grafo de Cay-
ley tiramos G2 = <X Y| Xt=Y?=(X'YXY) = 1>

rgrg

by

PINTR
Qe GJ@»
FIGURA 2.56

B)3)c) Cs é subgrupo de G.

Baseados no reticulado C de centros de rotacao e no Teorema da Inva-
ridncia dos centros de rotagao, se GR,; temos que s deve ser uma reta
que une dois pontos de C. Mas toda reta que une dois pontos de C deve
conter um centro de rotagio de 360°/2. Seja py 30002 € G, A € 3. Logo,
Pageej2 © GR, ;= R. € G & tal que r1s. Isto nos permite analisar somente
as reflexdes em G. Assim sendo, suponhamos que A, € G.

Como G =CgU{fo R, | f € Cs}, é fécil verificar que por todo ponto de
C deve passar uma reta de reflexao de (7. Ademais, se um centro de rotagso
possui rotacao de 360°/6, entao por este centro passam 6 retas de reflexao.
Analogamente para centros de 360°/4 e 360°/3.

Chamemos este grupo de Ci e notemos que Ci = (R,, R,, R}, onde r, s,
t sa0 retas que contém os lados de wm tridngulo gerador de C.

A Figura 2.57 ilustra um o ladrilhamento (2 L (R?), Cé) Do Grafo de Ca.y—
leydeCj temos Cl = (XY, Z | X2 =Y? =22 = (XY) =

(YZ)=(ZX)* =1).



\ 2
) R YEY
)

LIS
LOENZAS

C

F1GURA 2.57

Definigao 14. Os grupos Cy, Gy, Cs, Cy, Cg, C}, C}, C3, CL, C2, C3,
C4, C}, C2, C}, C? e C} sdo chamados de grupos cristalograficos.

Em nossa notagéio, C} ¢ subgrupo de C;.

O mimero de grupos cristalograficos é finito em qualquer R®. Tal resul-
tado ¢ conhecido como Tecrema de Bieberbach e pode ser encontrado na
referéncia [WOLF]. Sabemos que em dimensao trés o mimero de tais grupos
¢ 230, enquanto em dimensao quatro este nimero é 4.783.

Resumimos a seguir a classificacio dos grupos discretos de isometrias do
plano euclidiano:

I) 2 familias de grupos que nio possuem translacdes: {Zn}, .y € {Dn} en
chamados de grupos roseta (grupos finitos).

II) 7 grupos que possuem todos os vetores translacao paralelos entre si,
chamados de grupos de faixas (grupos infinitos).

III) 17 grupos que possuem vetores translagio linearmente indepen-
dentes, chamados de grupos cristalogrédficos (grupos infinitos).

Os grupos de I) e I1) estao associados a ladrillhamentos no plano euclidi-
ano com ladrilhos nao-campactos enquanto que os de III) estao associados a
ladrilhamentos com ladrilhos compactos.






Capitulo 3

Ladrilhamentos e Grupos
Discretos de Isometrias no
Plano Hiperbdlico

Neste capitulo estudaremos alguns gripos de isometrias no plano hiperbdh-
co, particularmente os grupos discretos de sometrias. Estes grupos pos-
suem diversas peculianndades, dentre as quais a associagado com uma série de
ladrithamentos no plano hiperbélico. Mais precisamente, é esta associacio
que estamos interessados em explorar neste capitulo. Para tanto, admitire-
mos conceitos e resultados bésicos de geometria hiperbdlica plana.

As principais referéncias para este capitulo sio [BEARDON], [KLINGEN-
BERG], IMAGNUS 0] e [CARATHEODORY].

F conveniente uma pequena introdugao a algumas propriedades “globais”
de isometrias que neste trabalho sdo enfocadas tendo por base o plano hiper-
bélico. Utilizaremos os modelos de Poincaré do semi-plano superior;: & =
{zeC| Imz > 0} e do disco unitério: € = {z € C| |2|{ < 1} para repre-
sentagao do plano hiperbdélico.

Denotaremos r, = {z € C | Imz =0} U {0} e = {z€ C| |2| =1}
por reta e cireulo no infinito de & e € respectivamente. Utilizaremos, ainda,
anotacho &* =G Ur,, e € =CUcy,.
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3.1 O Modelo &

3.1.1 Uma Introducao Riemanniana ao Modelo Hiper-
bélico &

Nosso objetivo nesta segdo é tratar os modelos hiperbdélicos como variedades
riemannianas. Para tanto, é preciso definir um produto interno varisvel
ponto a ponto nesses modelos, a partir do qual, introduziremos a nocac de
1sometria.

Definicao 1. Chamemos métrica riemanniana sobre a variedade bidi-

mensional M de dimenséo m a aplicaggo g: M — S(m,R) onde g;; :
z o (g45(2)
M — R sao diferencidveis e (g;; (z)) é simétrica e positiva definida.
1

Se M = &, tomemos ¢g;; (2, ) =7 sei=jeg;(z,y)=0sei#j]

gi; € uma métrica denominada métrica hiperbélica do semi-plano superior.

Em vizinhangas coordenadas de M sempre € possivel definir tais g;;.

Definicao 2. Definimos o produto interno (, } : M xT,M — R
by
no ponto z € M por {(vy,v2) = [ a1 ... Gm ] Mgi; (2)). | ¢ onde v, =
b
(@1,...,8m) € v2 = (By,..-, bm) sdo vetores em T.M e g;; (z) sdo como na
Definiciio 1.
1
Notemos que em G, (v1,15) = ;2- (a1a9 + b1bs) .
Definicao 3. Definimos a norma | | : M — Ry no ponto z € M por

lv] = 4/{v,v) onde v € T, M.

Definicao 4. Sejam v; = (a4, ..., m) € v2 = (b1, ..., by) vetores em T, M.
Definimos M-fingulo o entre v; e vy de tal modo que cosa = ﬁi%ﬁ-l-

1| -

PROPOSIQAO 1. O G-4ngulo o entre v1 € vy em T(2 S é 0 mesmo
que o angulo o entre v; e vy em R2.

Demonstracgao.

Basta observar que em R?, ("U],’Ug)(m) = a9+ ba, (|U£|(Rn) = (‘Ui,'vi>(R=)

('Uh U?)(Rs)

ecose = onde « é &ngulo euclidiano entre vy & vs).
|Uli(R'-‘) . |’”2|(1R2}
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1

) 1
Assim, (‘Ula'vz)(g) = 2 {v1, 1’2)(]32) € -"Uil(e,) = ; |'U='1{R°) A

Devido & proposicao acima, chamemos S-angulo o de angulo (euclidiano)
o.

Definicao 5. Seja
Y:rsCR—= M (1)

curva parametrizada C* por partes em M.
Definimos 0 comprimenteo de 7y por

ol = [ @l

Particularmente, se M = &, entéo |y| = / Ill;(rfrt()tl)dt’ onde o numera-

dor do integrando é a norma em R2.

Definicao 6. Sejam z,w € M. Definimos distancia enire z e w como
sendo o valor inf {|y|} onde v & da forma (1), y(r) =z e v(s) =

PROPOSICAO2. p: MxM — R , onde v é da

(z,w) = p(z,w)=inf{}H{}
forma (1) p(r) = 2 e p(8) = w é métrica em M.

Demonstracao.

1) V2,0 € M = p(z,w) 2 0, pois |/ (£)] > 0 ¢, portanto, / b ()] dt >
0,Vyer <s.

2) p{z,w) = (wz) Vz,w € M:

p(z,w) = 1 W(tldt}r<s(ﬁxos)'r(r)=ze'r(8)=w-
i

plw,z) = / e’ (t[dt} al(r)=wea(s) =z

Seja ¢: ,3] [r, 8] .
— g{t)=—t+r+s

Ent&o, inf {jr o/ (t)|dt} =inf{]g(s) o/ (g(t))|g’(t)dt} =

ot { [ 1t G naey = ine{ [ ;f"()g )iar} -
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at{ 10 (00) o Oar} =1 {[|aog) @) aef =it { [ 1 @1},

onde v (r) = z,v(s) = w = p{w, z)
3) p(21,23) < p(21,22) + p (22, 23) , V21,20, 23 € M-

p (o1, 2) = inf { [ (t)|dt} r S8 () = 2y 7 (8) = 24
Sejap€ [r, 3. Podemos tomar

p(erz) =int { [0 @1t} @) = zva ) = 2
p (22, 23) = inf { [0} 50) =56 =2

Masinf{ e (t)Tdt}«an {/p |5'(t)|dt} - mf{/ eV 8Y )] dt},

onde aVf@: [rsg] — M
at) set € ir,p)

b= {6(t)set€[p,s]
Assim, oV 3 (r) = z1,a V 8 (p) = 29,0V 3(5) = 2.

103;0, (21,22) + p (22, 23) = p(21,23) , pois
/J(ﬂVﬁ (t) |dt} me{/r I’f(t){d.t}, onde y(r) =2z e
v{s) = 2.1

Notemos que em S, p (z,w) = inf { ) Ilr:: (t()tl)dt}

Sempre que nos referirmos ao modelo C"J' estamos com o espaco métrico
(&, p) em mente.

Definicao 7. g: M — N é uma isometria entre M e N se g é diferen-
cidvel (como aplicagdo entre varidveis reais), bijetora e

(dgp (v1) ,dgp (v2)) v = (U1, v2) 5
onde dg, : T,M — Ty, )N é aplicagio derivadade gemp € M, v1,v9 € T, M.
Particularmente, se M = N = S, temos que g é isomnetria em S.

PROPOSICAO 3. g: M — N é isometria entre M e N se e s6 se
plz,w) =p*(g(2),9(w)), Vz,w € M, onde p e p* sdo métricasem M e N
definidas como na Proposicéo 2.

Demonstracao.
=) p*(9(2),9(w)) = inf ] |of (¢)|ydt ¢ onde a : [r,8] C R—N é
curva parametrizada tal que o {r) = g{2) e a (s} = g (w).
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Podemos tomar ¢ = go-y onde « : Ir, s] C R — M & curva parametrizada
talque"y(‘r)=ze’y( ) w.

Logo, p* (g{(2),g 1nf{] |(goq« t)\th}

inf{/ V(o ®), g0 ( )th}
inf /r\/"”t (90 (1,0, .,0) , dgoie (1,0,...,0))th}=
[t O o) = it { [ o). -

p(z,w).
<) A demonstracao neste sentido nao ¢é imediata e requer um desenvolvi-

mento mais profundo da teoria, fugindo aoe propdsitos deste trabalho. Para
tanto, indicamos a referéncia [KOBAYASHI]| p4gina 169.1

As sometrias ¢ : M — M constituem um grupo com a operacao de
composicio. Denotaremos este grupo por 150 (M)

Deflnicao 8. Um segmento geodésico em M é uma curva de compri-
mento minimo entre dois pontos de M.

Algumas perguntas naturals surgem nesta ocasiao:

1) Quais sao os segmentos geodésicos em &7

2) H4 expressoes analiticas “mais simples” para p{z,w), onde z,w € &7
3)Quais sdo os circulos em &7

Em resposta & primeira pergunta formulada acima temos:

PROPOSICAO 4. Un segmento (geodésico) ligando dois pontos de &
¢ um arco de cfrculo centrado em r,, ou um segmento de serui-reta ortogonal
& Tooe

Demounstragao.

Sejam 29 € wp pontos em & C R? = C.

Seja v : [r, s} C R — & curva parametrizada tal que ¥(r) =z e v (s) =
we e tomemos vy (£} =z (t) +iy (1) = (#) =2 (t) + i/ (t).

Suponhamos que ¥ (t) # 0, Vt € 0, 1].

Logo,

.4 :E’ % 2 t y’(t)z
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>l\-"

t; +1

(*) 20

= logy (t)|; = log

Mok
Temos que a 1gua1dade em (*) ocorre se e s6 se 7’ (1} =
v e lo,1].

uls)
y(r)
08 ()%Oa

Suponhamos que z = g + ip € Wy = Tp + 39, P # q.
Seja v: [0,1]CR — & ;
t = y({E)=xo+i(p+tig—p)
Desta forma, v € uma parametrizacio do segmento euclidiano Zgwg € a
igualdade ocorre em (*), sendo

q
log—‘ 2
P (2)

Assim, um segmento de semi-reta euchdiana ortogonal a 7o, é um seg-
mento geodésico.

Agora, suponhamos que 7 € Wy nao pertencem a uma semi-reta euclidiana
ortogonal a 7. Consideremos o semi-circulo I euclidiano com; centro ¢ em
Teo € Tal0 T tal que 2p,wg € L.

Tomemos

h: 68 - 6 (3)
—2rz — (4r* — 2rc — 2r%)
z2—(r+¢)

Veremos mais adiante que h € isometria em & (geometricamente h é uma
composicao de uma inversao num semi-circulo tangente a L, com o dobro do
raio de L, e uma transiaciio horizontal).

Temos que h (L) C {yi | y € R} e, portanto, h(zo) =ia e h(wo) =ibe
recalmos no caso anterior.

Como p{zg,ws) = p{h{%),h (wo)), concluimos que arcce de circulos
euclidianos centrados em 7., sao segmentos geodésicos.

Por outro lado, qualquer curva de comprimento minimo entre dois pon-
tos pode ser “levada” a um segmento de semi-reta ortogonal a r,, donde
concluimos nossa assercao.ll

z

Os prolongamentos dos segmentos geodésicos em & determinam as retas
hiperbdlicas ou geodésicas em &, que doravante terao outra designacao:

Definicao 9. Chamemos de h-reta a interseccao de & com circulo ou
reta (euclidianos) ortogonais a Te.
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Definigao 10. Sejam 2,w € & e L C & a h-reta que contém 2z e w. Logo,
I\ {z,w} possui trés componentes conexas. A componente compacta {que
é um segmento geodésico) unida aos pontos z ¢ w denotamos h-segmento
e escrevemos Zw. As outras duas componentes unidas aos seus respectivos

pontos z e w sao denotadas h-semi-retas e escrevemos 26 e w3 onde a, 3 €
Too U {00} .

Nota. A definicio geral de geodésica em variedades riemannianas pode
ser encontrada na referéncia [do CARMO)]. Nao a introduziremos neste tra-
balho, pois envolve uma série de conceitos que fogem aos nossos propdsitos.

Em resposta a segunda questao temos:

PROPOSICAO 5. Vz,w € &:
|z -+ |z —w|
|z =] — |z —w|’

a) p (z,w) = log

lz —wf’
b)coshpiz,w) +21|z. "1'-”,
zZ—w
c) sinh | =p(2,w) ) = ————==;
) (2,0( )) 2v/Im z. Imw

d) tanh (%p(z,w)) = ’z _;) .

Demonstracao.

Sabemos que cosh ¢ = % (€ +e?)esinhz = % (e* —e™%).

Com estas definigoes é ficil verificar que as equivaléncias seguem; logo,
demonstremos apenas o item b),

Sejam zp,wy € & que, devido & isometria (3), podemos considers-los
pertencentes a uma geodésica L do tipo semi-reta ortogonal a r.,. Logo,

Z0 = To + 1P € wp = Tp + iq e devido a (2), temos que p (20, wo) = 1log% .

1 _ 1 1 {¢+D°
Logo, CoshP(ZDgw(]) = 5 (elbgﬂ”l +e |bg%|) =—2‘ (%+§) :§ (q__p&_p_

\‘--'/
I

2 2
2pg—2pq+@>+p* _ 2pqg  (p—q) Iz — wl|
- =1+ 0 leta a
2pg 2pq + 2pq T 2Imz Imw’ = 1€ 0P

demonstracac.l
Em resposta & terceira questao temos:

PROPOSICAO 6. Circulos em & sao circulos euclidianos com centro
deslocado.

Demonstragao.



Temosqueoc:trculoéescntonaforma{zeelp( c)=rteque -1 <
e —1 €1 —¢
<1=>-—1<——,,-——-—
er+1 e? +e”
~—1<tanh%<1=>1—(tanh—) # 0.

Sabemos que um circulo euclidiano no plano complexo é dado por 2z +
Az+ Az+ B = OondeAECeBE]R(SeA—a,+biez=.r+zy,temoe
que a equacao acima se escreve como 2 + y2 +2aa:+2by+B 0

O centro deste circulo é —A e o raio é v/ AA ; (|Z+A| -V AA - BY);

naturalmente AA — B > 0.

< 1=

ul-s (X

= T2 o r
S A Cjztg;:hng?) T Ccl_— (gxihm}—l’:;) - el v
_ 2 2
que AA— B > 0.
Logo,
N (tanh %)2 . —c+§(tanh g)z e cE(tanh %)2 )
1— (tanh g)z 1— (ta.nh %)2 1— (t;mhf)z

( (tann ] ))m(_a+c(tanh2)2)z+(_c+e(mg)2 +

£ —eZ — 20 z 2
oz (tannT) =00 EZE N (T :.(
c€—cz—CZ+ 2% 2
h

T\2 c—2 T 1
( E) = pom atanh§=>tanh(—2-p(c,z)) = tan
7.1

3.1.2 Isometrias em &
Deflnicao 11. Aplicagdes do tipo g: & — &S ,a,bc,d e, ad —
az+b

' cz+d
bc > 0 sdao chamadas de transformacgoes de Mébius.

Z

Vamos determinar quais sa0 as isometrias em &. Veremos que estas sio
dadas por transformagoes de Mobius on suas compostas com a conjugacio
complexa. Um tipo importante de isometria hiperbélica que é dada por esta
dltima forma ¢ constitufdo, como veremos mais adiante, por inversoes em
circulos.
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LEMA 1. Se g : 6 — & ¢ transformacao de Mébius, entio 9 (2)] =

. Im g (2)
Imz
Demonstf'agéoé) ( b
_alcz +d)—-{az+b)c
g(2)= (cz + d)2
y (ad — be)

Se z =z +iy: Img(z) = (z+d + (@)

_ fa{cz+d) —{az+b)c alez +d) - (az+b)c
|g' (Z)‘ _J (CZ—E—d)ﬂ . (cz+d)

(ad — cb) __ (ed—ch)
(cz +d)? (cZ + d? (cz+d)(cz+d)

ad — cb
Logo, 9 _ Ptcdstodzrd __ (z+d) (@)
’Img(z) y (ad — be) y(22Z + cd(z +7Z) +d?)
(cz +d)” + (cy)”

1 (mtd’+ () 1 (@+d’+(w)’)
y 2z +y?) +ed(22) + 02y ((ex)® + 2e2d + 2 + (cy)’)

1

y

1

Imz’

PROPOSICAO 7. Se g : & — & ¢ transformacio de Mobius, entéo g
é isometria em (S, p) .

Demonstracao.
Seja v : [r,8] —+ & dlferenmé.vel O caminho goy: [r,3] = & é tal que
o
0]
- Im~y (t) ' .
Logo, p(z,w) =inf {|7]}; 7 (r) = 2; 7(s) = w = p(z,w) = inf {|go7]};
gov(r) =g(z); goq«(s)—g(w)=>p(z w) = (g(z) g{w)); vz,w € &.
Portanto, g € uma isometria de (S, p) .

PROPOSICAO 8. g: 6 — & ca,be,de€R, ad—be>0
a{—Z)+5b

S c(—2)+d

é isometria em (&, p).

Demonstragao.

75



Sejam z,w € &:
ranh (3000(6),0 o)) ~ [ 221
Logo, p(g(2),9 (w)) = p(z,w) M

PROPOSICAO 9. Se ¢ : & — & 6 isometria em (S, p), entdo ¢ (z) =

< —w

z*w‘

— tanh (%p(z,w)) .

az+b a(=2)+b
cz+dou¢(z)—mcomabcdekead be > 0.
Demonstracao.

Sejam z,w,v € bh-reta C &, com v entre z e w.
Como p{z,w) = p(z,v) + p(v,w), se ¢ : & — S ¢ isometria em (S, p),
entdo p (¢ (2),¢(w)) = p(#(2), ¢ (v)) + p{p (v),d (w)).
Logo, ¢ (v) estd entre ¢ (2) € ¢ (w).
Assim, ¢ (Z) = ¢ (z) ¢ (w) e consequentemente,
¢ leva h-retas em h-retas. (4)

Seja g: & — & ; ad — bc > 0 tal que se I = eixo ima-

@ = oala) = cz+d
gindrio e g (¢ (L)) = L, ouseja, go ¢ : & — & ¢é isometria que fixa L C S.
A expressao analftica de ¢ pode ser obtida de (3).
Podemos supor que g ¢ ¢ fixa o ponto i. Caso nao fixe, componhe g o ¢
comni:
h'l & —- &6 ,TER:_.
z = rz
Podemos supor que go ¢ (0) =0 e go ¢ (o) = oo. Caso nao haja essa
invariéncia, componhe g o ¢ com:
h,g & - 6
- -2
z
(hi e ha sdo isometrias em (S, p)).

Com isto, temos que se p # 1, p(é’ip) = 'log%].

Mas p(i,p) = p (906 ()90 6 (ip)) = pi,90(p)) = [log |, onde
ki = go ¢(ip) e, assim, se
p>l=>k>lesep<l=k <L (5)
Logo, |logp| = |logk| = logp = +logk.
Selogp=logk=>log%=0 %~1=>k p. (6)
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Se logp=—iogk@logpkr-ﬂépk:l@k:é. (7)

O caso (7) nao ocorre devido a (5).

Logo, podemos considerar g ¢ ¢|, = Id.

Sejam z =z + iy e g o ¢ (z) = u + tv. Temos que p(2,it) =
plgod(z),g0¢(it)) = p(utiv,it), Vi€ Ry,

. 1 |z — w|
Mas sinh | —p(z, = —————— Logo,
(2,0(2: w)) 2vIimz. Imw 80

1 1 g .
sinh (gp(z,it)) = sinh (§P(u+iv,it)) Lol _jutiod]

2./1% 2/t
Ve +(y —t)? _ yu + (v —1t)?

2 _ 2 2
T = (Z2+y-)Yv=(+{v—-1t)")y
Temos a igualdade de duas fungGes (na varidvel t).
Portanto, z2 = v’ ey=v=>zr=duey=v.
Assim, gog(2)=zougog(z)=—zx+iy=—%.
Mas isometrias sdo continuas. Logo, go ¢(z) = z ou go ¢(2) = -Z,
Yz e 6.
Logo,degog(z)=2=>¢p=9g'=> ¢: & — & : com
dz—b
—cz+a

Z —

ad — be > 0.
Dego¢(z)=—-2=>¢=g 'ofonde f: & - & B
z =+ —Z

Juntando as Proposigoes 7, 8 ¢ 9, temos:

TEOREMA 1. ¢: & — & é isometria em (6, p) se e s6 se ¢(2) =

az+b a(—Zz)+b
= bc,dcRead —be>0.
po— ou ¢ (z) o(—2) +d coma,b,c,deERe >

Nota. Seja ¢ € IS0 (S, p). Dividindo o numerador e denominador de
ad bec ad—chb 0
¢(Z)p01'a- ad—-cb,tem()ﬂg.g-—s.g——%ﬁ——siw—l.
Com isto, podemos reformular o Teorema 1:

TEOREMA 1*. ¢: & — & ¢ isometria em (6, p) se e 56 se ¢(z) =

az+b a(—~Z)+b
=t bc,d€Read—bc=1.
cz+dou¢(z) c(—2) +d com a,b,c¢ e
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A vantagem de se trabalhar com isometrias na forma proposta pelo Teore-
az+b

ma 1* é que podemos compor isometrias do tipo ¢ (z) = p——
z

simplesmente

¢ d

multiplicando matrizes do tipo M, = | ¢ ° ]
Temos, ainda, alguns resultados importantes sobre isometrias em &:

Observagao. Isometrias em & levam h-retas em h-retas (geodésicas em
geodésicas) e preservam medidas de dngulos.

De fato, vimos & primeira asser¢ao no item numerado (4). Quanto a
segunda assercao, basta notar que se ¢ é isometria em &, entao
<d¢p (‘Ul) ,d¢p (’Uz)) = ('01,1)2) onde P €S ewv,ve € TPG. Se_]a. (94 é.ngulo
(b1, 02) = (dd, (v) , dd, (02» = cos J onde (3
o] - Jva] — |dep, (v1)] - [deby (02)]
é dngulo entre ¢ (v4) e ¢ (v;) . Tomando ¢, 8 € [0,7] , temos que a = 3.

entre v, e va. Logo, cosa =

Finalmente, nao poderiamos deixar de mencionar o seguinte resultado:

TEOREMA 2. Trés pontos nao colineares hiperbdlicos em & determi-
nam uma inica isometria, ou seja:

Se z,w,z € & sdo pontos ndo-colineares hiperbdlicos e f,g: & — & sao
isometrias tais que f (2) =g (z), f(w)=g(w) e f(z) =g (z), entdo f = g.

A demonstracio se processa exatamente como no Teorema 1 do Capitulo
2, pois, em func¢io dos resultados aqui obtidos, o8 nossos argumentos se
aplicam.

3.2 O Modelo €

Seja f: & — & .Suainversaé f1: € — &
z—1 zi+t
z —
. z+1 l1-2z
E f4cil verificar que f é um difeomorfismo.
Definamos p*: €X€ — R, .
(z,w) = p*(z,w)=p(f71(2),f" (w))

p* & uma métrica em €, pois p 0 é em &.

A aplicacio f ¢ uma isometria entre (&, p) e (€, p*) do ponto de vista
riemanniano, conforme podemos verificar na Proposicio 3 e Definicao 7.

A métrica acima é obtida do produto interno definido em € dado pela

=~ —

2
2 ) 0

matriz (1_{2: ) \ 2 | onde (z,y) € €.
0 (1—(m§+y’)
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Desta forma, f preserva éngulos e distdncias. Além disso, f preserva
também orientacao, uma vez que € dada por uma transformacgio analitica
no plano. Este iiltimo resultado estudaremos com mais detalhes na préxi-
ma. se¢ao, onde faremos, com base na referéncia [HILBERT], uma descricao
geométrica da construgao desta aplicacao.

3.2.1 Equivaléncia entre os modelos & e €
Consideremos a projecao estereografica

T §? — CU {0}
(arﬁa ¢ 7
{(0,0,9){) ~ {001"* 1"”)

Sua inversa é

m1: CU{o} — &

(z.4) 2 2y 24y -1
{oo’y — 24+ 122 +y2+ 122+ y2 41
(0,0,1)

Observemos que o equador de S? ¢ invariante por 7 e consideremos as
rotagoes euclidianas

T - 82 — 82

(O!, ﬁ: ’T) = -1

1
o <O
[ B
|l e R e

—

1
2 R
e

ty: §? — 52 i
(1 0 0] [a
(@,8,7) —» |8 0 1 B
|0 -1 6] |~
Néoédjﬁci_lveri.ﬁcarque'frotlotgo?r‘l:G—+€étalque7r0tlot20

z—1 . .
1(2) = +_,Ollseja,7l'0t10t207l'_1=f: isometria de & em €.
z4+1

E f4cil enxergar a agio geométrica de f entre & e €:

&) =52 N {(zx,y,z) eR® | y > 0}.

ta (771 (8)) = 52N {(z,y,2) ER® | 2 < 0} obtido por uma rotacao de
um &ngulo reto no espago euclidiano em torno do eixo .
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ty {ta (771 (8))) = 52N {(z,y,2) € R® | z < 0} obtido por uma rotacio
de um &ngulo reto no espago euclidiano em torno do eixo z.

Finalmente, 7 (t; (r2 (771 (8)))) = €.

Notemos que se L = {yi |y € R} } entdo f (L) = {z| — 1<z <1} e,
ainds, im  (yi) = ~1 e lim f (i) = 1.

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram este procedimento.

. H

/%,

Ficura 3.1

v e

-

/

z

No livro “Geometry and Imagination” de Hilbert [HILBERT] hd uma
ilustracao mais intuitiva para o procedimento acima. A projeciao estereogra-
fica adotada por Hilbert envolve uma esfera de raio 2 e sua inlerseccao com
o plano complexo se d4 através do pdlo sul desta. Estas ilustractes sao as
Figuras 3.3 e 3.4.

FIGURA 3.2

FiGUraA 3.3
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FIGURA 3.4

Notemos que as imagens de circulos e retas por inversa de projecao es-
tereografica sao circulos:

Temos que L = {(z,y) €C | az®? +ay? + bz + cy +d =0; a,b,c,d € R}
é circulo se a # 0 e reta se a = 0.

Assim,
a (L =Sgﬂ{a, ; €R3 a + + +d=0}=
(1) =90 {( 8 e® ot 2y

S0 {{e,B,7) eR® |ba+cB+{a—d)y+a+d=0}.

Mas b + ¢+ {a—d)y+a+d = 0 é um plano no R? e intersecgio
de 5? com plano é circulo. Particularmente, se L for reta, 77! (L) é circulo
passando pelo pélo norte de S2.

Também ¢ facil ver que imagem de circulo em S? por 7 é circulo ou reta
em C.

Como circulos em S? sdo preservados por rotagoes euclidianas com centro
em (0,0,0), conclnimos que imagens das interseccdes de circulos e retas em
C com & por Tot; oty 07! gao interseccoes de circulos ou retas em € com
¢.

o? + 32 bo cB

Deflnicao 12. Uma aplicacdo diferencidvel que preserva medidas de 4o~
gulos é chamada de aplicagao conforme.

Temos que f ¢ diferencidvel em &, ou seja, f é analitica em &.

2
Temos também que f' (2) = :_ 5 #0,Vz € 8.
z+1

Seja. 20 € 6. Logo, fr (Zﬁ) :zlig}] f(zz):i(zﬂ) — f(zz:;(zo) + R(Z)
onde lim B{z) = ().
220 Z — Zp
Assim,
f(z) = f(20) = (2 — ) (f (=) — R(2)). (8)
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O argumento de um mimero complexo (vetor) z é o angulo orientado
positivamente que este forma com o eixo real. Indiquemos arg z.
De (8} temos:

arg (f (2) — F(2)) = arg((z — %) (f (=) — R(2))) = {9)
arg ((z — z0)) + arg ((f' (20) — R(2))) -

Sejam ¢ =zliI~£:19 arg (f(z) - f(=)) e b =2H_{£10 arg ({z — z)) . Temos que
lim arg ((f' (z0) — B (2)))} = arg f' (20) . Assim, (9) pode ser escrita na forma

Z—DZD

¢ =0+ arg f () - (10)

Tomemos duas curvas diferencidveis passando por zg cujos vetores tan-
gentes em 29 formam angulos 8, e f; com o eixo real. De (10) temos:

by — ¢y = (02 +arg [’ (z0)) — (61 +arg f' (20)) = 8 — 61, ou seja, f é
conforme e preserva orientacao de angulos.

Na verdade, provamos um resultado mais amplo:

PROPOSICAO 11. Se uma aplicagio de varidvel complexa F é analiti-
ca num dominio ) e I (z) # 0, Yz € D entdo F é confortue e preserva
orientacao de dngulos em D,

3.2,.2 Meéiricaem ¢

Novamente surgem as perguntas naturais:

1) Quais sao os segmentos geodésicos em (€,p*)?

2) Quais sio os circulos em (€,p)?

Para repondé-las, poderiamos utilizar a isometria f e analisar as imagens
dos segmentos geodésicos em &, pois f leva segmento geodésico de G em
segmento geodésico de €. Porém, utilizaremos um outro caminho, talvez nao
o mais conciso, mas que leva a aproveitar resultados importantes como o
correspondente & Proposicao 4:

PROPOSICAO 12. Vz,w € €:
|1 — 2} + |z — w|

W o) e )

b) tanh (39" (50) ) = 20

-l
Demonstragao.
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Mostremos a). A equivaléncia entre a) e b) nio ¢ dificil de demonstrar
tendo em mente que

sinh (2) =

mlb—'

(e —e ~*) e cosh(z) = % (e +e7%).

Para tanto, sejam z, w € €.

7@ = FT@)| + 1 2) - )
= ) ~TT@)| - 1 (@) - ()]

p* (z,w) = p(f1(2), f~H{w)) = log

' 2t (1 — 2m) I l 2i ( z(— (

(1-2)(1-) 1—-2)(1-w) _

1 %1 - 20) ‘ Gz —w) | Como |1 —@| = |1 —w}, temos
(1—z) 1—w) (l—z(l—

p(zw)—log kil ol ek l

|1 —z] — |z —w|

PROPOSICAO 13. Os segmentos (geodésicos) em € séo arcos de cir-
culos artogonais a ¢ ou segmentos de retas passando pelo centro de €.
Demonstragao.
Da Proposicao 12 temos a particularidade g* (0,7) = log 1 0 <r<l
Consideremos a aplicacio h*: € — Q:;‘a , 8 € ]R Veremos
€2 _ s

Zl—)'_—w=8

mais adiante que h* € isometria em €. Seja 2§ = @.
1+r ,
—r = ,0 (0 1") = 10 (h'* (0) 1 h* (T)) - * (03 Tevp) ’

Logo, p* (O,z) log +|| |1 Desta forma, se z,w, 0 sao colineares eucli-

dianamente, entao

Z

Assim, log

1+ |w)

P () = tog 8 g Lo ()

1—|z| (1= fel) 1 +zl)

(11)

Sejam L a intersecgio de € com um circulo euclidiano ortogonal a co €
R a interseccio de € com uma reta euclidiana passando pelo centro de € tal
que R e L “convergem” para o mesmo ponto de cx. Veja a Figura 3.5.
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FIGURA 3.5

Seja hy: € — € , p € RY (veja Figura 3.5). hy é uma
=2
z e; 2=e "%z
et
isometria em € (h; ¢ uma rotacgdo euclidiana de &ngulo —¢).
Seja hy: € — € onde ¢ é o centro da circunferéncia euclidiana
—2cz

&~ —r

z—2c
(no plano complexo) que contém h; (L) (notemos que ¢ # 0). Novamente,
como veremos, iy é isometria em €.
Temos que hy 0 hy (L) = L* € do tipo interseccio de € com reta passando
por seu centro. Conseqglientemente (h; © hl)_l : € — € & isometria tal que

(hao hy) " (L*) = L. (12)

Assim, tendo em vista (11), se 2, w,v € €; v € ZW sdo tais que 2, w, () sdo
colineares euclidianamente, entdo p* (z,w) = p* (z,v) + p* (v,w), ou seja,
ZW é curva que minimiza a distdncia entre z e w, portanto um segmento
geodésico. Utilizando uma isometria do tipo (12), temos a assercao.l

Novamente, aos prolongamentos de segmentos geodésicos em € chamamos
geodésicas em €. Porém, adotaremos outra nomenclatura para estas:

Defini¢ao 13. Chamamos de h*-reta a interseccio de € com circulos
ou retas (eutlidianos) ortogonais a co.

Nota. De maneira andloga a Definicdo 10, temos o h*-segmento e a
h*-semi-reta para o modelo €.

Fica claro, desta forma, que f leva h-retas de & em h*-retag em €.

PROPOSICAO 14. Circulos em € sio cfrculos euclidianos com centro
deslocado.

Demonstracao.



—Z+ Ztanh? -
Basta proceder como na Proposicdo 6 com A = T2eB=
1—cEtanh2§

—¢€ — tanh? r
2 m

1 — cctanh? %

3.2.3 Isometrias em €

PROPOSICAQ15. g: € — ¢ eg: € — € onde a,c €
az+é az+ ¢

= z = —
cz+a cZta

C e la|® — |¢|* > 0 sho isometrias em (€, p*).

—

Demonstragao.
Basta mostra que p* (z, w) = p* (¢ (2}, g (w)}) usando tanh (%p* (2, w)) =

|2 — wl
|1 — 2w}

PROPOSICAOQO 16. Se ¢ : € — € & isometria em (€, p*) , entdo ¢ (2) =

p s re 3
az+f ou¢(z) = gere coma,c € C e ad—ct=|a|°—|c|> > 0.
cz+a cZ+a

Demonstragao.

Seja ¢ como na hipétese. Temos que f~1odo f : & — S é isometria. De
fato:

Se z*,w* € &, entdo 2* = 71 (2) = f(*)=zew* = f{w) =
- f{w*) = w para algum z,w € €. Logo,

o (2 w') = p(F1(2)  f 1 () = " (2,) = p* (6 (2), $ (w)) =
p(ftod(z),fod(2))=p(flodpof(z*),fodof(w).

Assim, f~1 o ¢ o f = g para alguma isometria g : & — &. Temos entzo,
p=fogofl

Pelo Teorema l,bhé, duas possibilidades para g:
az -+
a) g(z) = Cz+d,a,b,c,dERead—cd>0.
Assim, é facil venificar que
b(z) = ((-b+c)+{a+d)i)z— ((—b—c)—i—(a——d)f',).
((—21; A+ (a—d)i)z—((-b+c¢)+ (a+d)i)
m={(-b+c)+(a+d)i
n=(-b—c)+(a—d)i

(13)
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mz—n
nz—m
Temos também que m (—m) — n{— |m| +in® =
—((=b+e) +(a+d)?) + ((=b—c) (a.—d))
—4be — dad = —4 (ad — bc) < 0.
Seja § = ki onde k € R*.

temos ¢ (2) =

m
Assim, podemos tomar ¢ () = f:—-—-l

n
k
m
k

Chamemos

| — 18> > 0. (14)
Notemos que (13) nos permite arbitrar o e 3 desde que (14) seja satisfeita.

b) g(2) = ST(—))—d’a be,dcRead—cd >0
(—b+e)+{a+d)i)z+(b+c)— (a—d):

Neste caso, ¢ {z) = -e o
(b= +{a—-d)))z+(b—c)—(a+4d)i
cedimento é 0 mesmo que o empregado no item anterior.
Juntando as Proposigoes 15 e 16, temos:
az+¢
TEOREMA 3. ¢: € — € éisometriaem (€, p*) seesése ¢ (z) = poo
oué)(z):j;::acoma,ceCea&—cE——-|a| —le? > 0.

Se tomarmos ¢ € IS0 (€, p*) e dividirmos o numerador e denominador
de ¢ por 1/|al® — lcf*, temos

TEOREMA 3*. ¢ : € — € & isometria em (&, p*) se e 6 se ¢(2) =
2z +C az+c¢
—oud(z) = ——
cz+a cZ+a

Finalmente, o Teorema 2 continua verdadeiro no modelo € e a demons-
tracao mais uma vez se processa de maneira 1dentica 4 feita no Teorema 1

do Capitulo 2.

coma,ceCead—ct=|a|®~|c*=1.
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3.3 Classificacao de Isometrias Hiperbélicas

A classificacdo de isometrias, como pudemos observar no Capitulo 2, nos
ajuda a classificar os grupos discretos de isometrias. Embora desta vez
nao facamos uma clasgsificacao sistematica destes grupos, esta secdo nos a-
presenta uma série de resultados muito interessantes intimamente ligados a
ladrithamentos hiperbélicos.

3.3.1 Inversoes em &

As inversoes em circulos sao isometrias importantes em & pelo fato de serem
compostas de tranformacoes de Mébius com conjugagao complexa. O que
faremos a seguir & encontrar uma expressao analftica para estas isometrias.
"Tomemos o circulo 2| = 1, e a aplicagdo hz: C — (1: .
z = =

— Qe

Seja hp: C — € ,r € R:. Notemos que |2| = 0 & >

z = 1z
2
|z1=r@]f‘=remhaoh3.
z

Agora tomemos o cireulo C = {z € C | |2 —¢| =7, ¢ € C} e a aplicacio
h.,t: C - C
Z = z—¢
Finalmente, a aplicacao Ay : C — C
zZ — z-c
Assim, F' = hy o hy 0 bz ¢ hy é chamada de inversdo em C e & tal que

F:- C - C
r? +c=c“z'+£r2—_~|cl2)

Z—¢C zZ—C

2

Se ¢ for Teal (¢ € T0), poderemos tomar g = Fleg:

g: &6 —» 6
2 z+ (rf =)
z = = +ec=——"""
zZ—c - zZ—¢

Para concluirmoes que ¢ é inverséo no sentido intultivo, notemos que ¢, z
e g (z) sao colineares euclidianamente e |g (2) —c|. |z — c| = r2.

g é chamada inversdo no semi-circulo C.

Notemos que g é isometria em (&, p) (Teorema 1).
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A expressao para uma inversao (reflexfio) numa semi-reta vertical em &
passando por {p,0) & g (z) = 2—2(Re z — p) = —Z+2p e pode ser considerada
uma inversao num semi-circulo de raio mfinito e um ponto comum a ro, € 0
semi-circulo fixo. Podemos formaliza-la da seguinte forma:

Supon];a.mos que c € R* ¢ 0 € C ; logo, |c| = |¢| # 0. Tomemos F (z) =

¢ r
o

z

)
e fixemos 0 € C. Logo, r = |¢|. Fagamos |¢] — oo.

|m

c

CH

]}

wz

il =—; k€ R* queé
w

Temos, desta forma, a aplicacao ﬁ(Z) ==

=4S

i
uma reflexao através de uma reta passando pela origem e ortogonal ao vetor
OQu.

Se fixarmos um ponto p = ¢ — 7 € 7y, €, depois, r — oc em g, temos
uma reflexao na semi-reta vertical £ = p cuja expressao analitica é dada por
g{z)=2—2(Rez—p)=—-2+2p

Novamente, notemos que é isometria em (S, p) .

3.3.2 Inversoes em €

O que faremos a seguir ¢ um andlogo 4 secao anterior.
cz+ (r? —c?)
Z—c
temos uma inversao i = f o go f~! em uma h*-reta de €:

h: € - ¢
(-2 4 —1—-2ei)z+(r? -2 —1) .

(—r2+ 2+ 1)Z2+(r2—c? +1 - 2ci)

Se tomarmos uma inversdo g (z) = em uma h-reta de &,

z

(=72 +¢% — 1 — 2ci)

24 2 (=r’+c+1) A1

Se (—r* +c¢*+ 1) # 0, temos que h{z) = .

{ )# e e T e

(—r2 +c2+1)
(—r? +c?— 1 — 2¢1) oz —1

= = — é
Chamando S rETT) o, temos h(z) > due é uma
inversio num circulo ortogonal a S! e centro o (se C (a,r) é circulo ortogonal

aS? entio 12+72 = |af’ = r? —aa = —1).

E facil ver que h ¢ isometria em (€, p*).

. (—r?+ct—1—2ci)7
—(—r2+ct-1- 2cz':i.

Se (—r? + ¢+ 1) =0, temos h(2)
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Chamando (—r? + ¢ — 1 — 2¢t) = 7, temos que i é uma reflexdo puma
reta passando pela origem e ortogonal a 0.
Novamente, & fdcil ver que h é isometria em (€, p*).

3.3.3 Algumas Definigoes Importantes

Deflnicao 14. Sejar C G (€) uma h (h*) -reta.
Seja R, : G (€) — & (€) inversio em r. Chamemos R, de reflexao em
T

EpoasivelmoggarqueR,(X) =X,VXereR. (P)=Qonde Pé¢re
r & mediatriz de PQ.
Notemos, também, que R, é uma isometria de perfodo dois, pois R? = Id.

Definicao 15. As h (h*) -retas de 6 (€) que néo se interceptam e nio
convergem para um mesmo ponto de Tos (Ceo) chamamos de h (h*) -retas
hiperparalelas ou disjuntas.

As h (h*) -retas de & (€) que nao se interceptam mas convergem para
um mesmo ponto de To, {Co) chamamos de h (h*) -retas paralelas.

As h (h*) -retas de S (€) que se interceptam chamamos de h (h*) -retas
concorrentes.

A Figura 3.6 ilustra a definigdo acima.

I AN

parcieica = S conconecses
FiGUrA 3.6

Notemos que uma h (b*) -reta possui infinitas h (h*) -retas hiperparalelas
e paralelas.

Isometrias Hiperbdlicas

Definicio 16. Sejam AB um h (h*) -segmento orientado e R.,, R,, : ©
(€) — & (€) reflexso tais que 11 é h (h*) -mediatriz de AB e 3 é perpendicu-
lar a AB em B. Tomemos TH,, ., = R, R,. Logo, T H,, », é uma isometria
que chamaremos de translacao hiperbélica cu 1sometria hiperbdlica.
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A b (h*) -reta que contém AB é chamada de eixo da translagao.

Se AB é um segmento vertical no modelo &, ¢ fcil ver que TH,, ., é uma
homotetia com centro em 7.
Notemos, também, que r; e T3 830 hiperparalelas.

Tendo por base as subsegoes 3.3.1 e 3.3.2, néo ¢é dificil mosirar (embora
seja trabalhoso) que translagdes hiperbdlicas possuem exatamente dois pontos
fixzos em &* (ou €*) e estes sdo improprios, ou seja, pertencem & Te, (0OU
Coo)-

Isometrias Elipticas

Definicao 17. Sejam L, e Ly h (h*) -semi-retas em &* (€*) com O € LN L,.
Ao par ordenado (I, Ls) designamos ingulo hiperbdlico orientado de
L, para Ls e indicamos por < (L, Ls) e denotamos o ponto O por vértice de
< (Ll, Ls).

Se P, € Ly e Py € Ly, indiquemos < (L, L») por <POPF;.

Como o dngulo hiperbdlico entre Ly e Ls coincide com o &ngulo euclidiano
entre as curvas L, € Ly no plano euchidiano, facamos a mensuracao de dngulo
nos modelos, como no caso euclidiano, com medidas variando entre 0 e 27,

Definigao 18. Seja < (h, k) um &ngulo hiperbdlico orientado de vértice
0. Sejam R,,, R., : & (€) — & (€) reflextes tais que vy 6 h (h*) -bissetriz
de < {h,k) e ry é h (h*) -reta que contém k. Seja pp , = Ry, © R,,, onde o
é a medida de < {h, k). Temos que py , € uma isometria que chamamos de
rotacao ou isometria elfptica.

Notemos que 1y € T3 sao concorrentes em Q.

Obviamente O é ponto fixo de p; , €, novamente, utilizando as subsegoes
3.3.1 e 3.3.2, podemos verificar que O ¢é o tnico ponto fizo de py, em &
(ou € ) (se o dominio de py , fosse C, haveria outro ponto fixo cuja parte
imaginaria seria negativa (modelo &) ou 0 médulo maior que 1 {modelo €)).

Isometrias Parabélicas

Definicao 19. Seja <AaQooBo um angulo hiperbdlico onde Ag, O, Boo €
Too (Coo )

Sejam vy = OwBoo € 71 h (h*) -bissetriz de <t A0 Boo-

Seja T P,, , = Ry, © Ry,. Logo, TF,, ,, é uma isometria, que denotamos
translacio parabdlica ou isometria parabélica.
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Notemos que | e 75 830 paralelas.

Nota. No modelo &, se Oy, = 00, entao el € OBo sd0 retas
verticais. Logo, TF,, ., é simplesmente uma translagao euclidiana.

Novamente, é ébvio que Oy € ponto fixo de TP, r, e, mais uma vez,
utilizando as expressées para mversoes nas subsecoes 3.3.1 e 3.3.2, podemos
verificar que O, ¢ o tinico ponto firo de TF,, .

3.3.4 Teorema da Classificacio

TEOREMA 4. Seja ¢ # Id uma isometria em & ou €, Entao um dos itens
abaixo ocorre:

- ¢ é uma reflexao;

- ¢ é uma translacdo hiperbdlica;

- ¢ é uma rotagao;

- ¢ é uma translagdo parabdlica;

- ¢ é uma reflexao composta com uma das trés isometrias acima.

Demonstragao.

Sejam ¢ : & (€) — & (€), ¢ £ Id, isometriae P € S (€), ¢ (P) # P.

Sejam m,: mediatriz de P¢ (P) e mg = ¢ () . Logo, ma é mediatriz de
¢ (P)¢* (P).

Nesta demonstracao, indicaremos g ou p* por d.

Caso 1) ¢*(P) = P.

Logo, ¢ {m1) =mi.

Seja O = my N P¢ (P) (Figura 3.7).

m

Il
&

¢2(p) =P O L (P)

FicURA 3.7 FicuraA 3.8

Como d (P,0)+d (0, ¢(P)) = d (P, ¢ (P)), temos d (P, ¢ (0))+d (¢ (P),¢$(0)) =
d(P,¢(F)). Logo, O = ¢(0).

Seja R, : reflexdo em my. Temos:

Ry, (P) = ¢(P), B, (¢(P)) = ¢ (¢ (P)) = P, R, (0) = O = ${0).

91



Logo, pelo Teorema 2, R,, = ¢.
Caso 2) ¢* (P) # P. H4 trés subcasos:

a) m; e Mg si0 concorrentes.
Seja O = my N'm, (Figura 3.8).
Temos que:
d(P,0) =d(0,4(P)) =d(0,6"(P)) = d(¢( ),¢(O))= d(¢(0),¢'(P)).
Logo, ¢ (0) € mgs e, mais, QS(O) O ou ¢ (0) = Q: reflexdo de O em
¢ (P) ¢* (P).
a)i) Se 6 (0) = X
Seja po, Totacio tal que @ — POS(P), AOP$(P) = AOg(P) ¢* (P).

Logo, pO,a(O) =0 = ¢(O)= pO,a(P) = ¢(P) pOa(qf’(P)) = qb(QS(P))
Assim, pelo Teorema 2, p, , = ¢

a)ii) Se ¢(0) = Q. Sejam R, reflexdo tal que r > ¢ (P)¢* (P) ¢ R,
reflexdo tal que s O O¢ (P).

Seja p = R, 0 Ry0 Ry,
; (IPmsgo, (0) = ¢(0) = Q, ¢(P) = ¢(P), w(d(P)) = ¢(8(P)) =

Assim, pelo Teorema 2, ¢ = ¢. Mas ¢ = R, 0 p5 , onde o = PO¢ (P).
Logo, ¢' = f; 0 Po.a:

b) m1 e mg sdo paralelas.

Logo, mi e 1y convergem num ponto impréprio Oy na reta ro
(on ¢oo)(Figura 3.9).

Temos que d (P, Os) = d (¢* (P),Oc) -

Logo, d (¢ (P),¢ (Ou)) = d (¢ (P), ¢ (0x)) - Assim, ¢(Oco) € ma.

Desta forma, ¢ (Ow) = Ooo 0 ¢ (Ooo) = Q: reflexiio em ¢ (P) = ¢* (P).

b)i) Se ¢{Ox) = Oco “

Seja T By, s onde 8 D O (P).

LOgO, Tqu,s (Ooo) = Qoo = ¢(Ooo) ? TPml,s (P) = ¢'(P) 3 T'Pml,s (¢' (P)) =
¢ (6 (P)) =¢"(P).

Pelo Teorema 2, TF,,, ; = ¢.

b)ii) Se ¢ (Oo) = Q.

SejaR,reﬂexa.otalquerDrﬁ ¢! ).

Logo, ¢ = R, 0 Ry = R, onde s D Ou¢ (P) é tal que ¢ (Ox) = ¢ (Ox) ,
p(P)=¢(P), p(o(P))=¢"(P).

Assim, @ = ¢. Mas ¢ = R, 0 T P, s. Por conseguinte, ¢ = R, o TFy 5.

Observacio: como ¢ (Oy) € T, temos que m; € vertical ou r € vertical.

c) Se m; e m, sdo disjuntas (hiperparalelas).
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(P

(P
FIGURA 3.9 Ficura 3.10

Seja s a reta ortogonal a m; e my (que & tnica).

Seja r a reta perpendicular a 3 baixada de ¢ (P).

Sejam, O = sNr, A=sNm,;, B=3sNmy (Figura 3.10).
¢(j)0g0, d(A, P) = d(A,¢(P)) = d(¢(4),6(P)) = d(¢(4),4°(P)) =

€ mMo.

Como AA¢(P)O = AB¢(FP)0, temos que ¢(A) = B ou ¢(A) = Q:
reflexiio em ¢ (P) ¢? (P).

c)i) ¢ (A) = B.

Seja THp,,r. Logo, THm,r (A) = B = ¢(A), THp,» (P) = ¢(P),
THu, v (9 (P)) = ¢ (¢(P)) (pois AOP4 (P) = 06 (P) ¢* (P)).

Desta forma, pelo Teorema 2, ¢ = TH,,, ,.

c)ii) ¢ (4} = Q.

Seja ¢ = Ry 0o THp, » onde t D ¢ (P) ¢* (P).

Logo, ¢ (A) = ¢(A4), ¢ (P) = ¢ (P), p(¢(P)) = ¢’ (P).

Pelo Teorema 2, ¢ = ¢ => ¢ = B, 0o TH,,, .

Com isto, esgotamos todas as possibilidades. B

COROLARIO 1. Toda isometria nos modelos hiperbélicos é escrita
como composta de no miximo trés reflexdes.

Resumindo: Isometrias do tipo ¢ (z) = -
¢ sao conformes e, pela Proposicao 11 preservam orientacio de &ngulos entre
h (b*) -Tetas e se subdividem em trés categorias:

s hiperbdlicas: cujos dois vinicos pontos fixos (distintos) estao em ro, (ou
Coo);

e parabdlicas: cujo ponto fixo (inico) estd em 7o (o0 Cxo);

» elipticas: que possui um iinico ponto fixo em & {ou €).

Na préxima secio fazemos uma abordagem geométrica desta classificacio.
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3.3.5 Feixes Hiperbdlicos, Elipticos e Parabdlicos

Definicio 20. Sejam L e Ly h () -retas em & ().

Sejam § (Ly, Ly) conjunto de h (h¥) -retas contendo Ly € Ly e O (F (L, Ls))
conjunto de curvas em & (€) satisfazendo as seguintes condigoes:

a) Todo ponto de & (€) pertence a um tinico elemento de 2 (§F (I, Lq));

b) Todo ponto de & (€) pertence a um tnico elemento de § (L1, La) ;

c) Toda h (h*) -reta de § (L1, L2) é ortogonal a toda curvade O (§ (L1, L)) ;

d) Toda curva de O (F (L1, L)) é invariante sob a agio de reflexdes em
qualquer h (h*) -reta de § (L, Ls);

e) Quaisquer duas curvas C1, Cy em O (§ (I, L)) sdo equidistantes.

(Vz1 € C1, 322 € Ca | p (p") (21,22) = p (p") (C1,C2) € 21, 22 pertencem
a mesma h (h*) -reta de §F (L1, L2));

f) 21,22 pertencem & mesma curva de O (§ (L1, Lo)) se e 36 se a h (h¥)
-mediatriz de 712, pertence a § (L4, Ly);

g) § (L1, L3) é o conjunto das h (h*) retas da forma
{z€ & (€) |asinhp (p*) (z,L1) =bsinhp (p*) (2,Le)} paraalguma,b €
R;.

Dizemos que § (L1, La) é feixe:

1) parabdlico se I, e L, sio paralelas;

2) eliptico se L, e Ly sdo concorrentes;

3) hiperbélico se Iy e Ly séo hiperparalelas.

Definicao 21. Ao circulo euclidiano contido em & (€) tangente a ro
(¢oo) denotamos horocirculo.

A intersecgdo de um circulo euclidiano com & (€) passando por e € beo
€m 7oy (o) denotamos hipercirculo.

Ao circulo euclidiano contido em & (€) nédo contendo pontos de Te (Coo)
denotamos circulo hiperbdélico.

Sejam L1 e Ly h (b*) -retas de & (€) paralelas em poo € Teo (Coo) -

Tomemos § (L1, Ls) como sendo o conjunto de todas as h (h*) -retas
paralelas a L1 e Ly e O (F (L1, Ly)) como sendo o conjunto de todos os
horocirculos tangentes em po, € Too (Coo) -

Tomando o modelo & e Py, = 00, temos que F(Lq, Ly) & a familia das
semi-retas euclidianas verticais do tipo {k + i | y € R} } e O (F(Ly, L)) as
retas horizontais do tipo {z + k¢ | z € R}.

Nao é muito dificil verificar as propriedades da Definicdo 20 e, portanto,
conchiir que § (L1, Ls) & parabdlico.



A Figura 3.11* llustra um § (L1, L) parabélico.

Ficura 3.11

Sejam L; e Ly h (h*) -retas de & (€) concorrentes p. Tomemos
F(Ly, Ls) como sendo o conjunto de todas as h (h*) -retas concorrentes em
p e O(F (L1, L2)) como sendo o conjunto de todos os circulos hiperbélicos
Cr={2€6 () |p (p") (z,p) =T}

No modelo €, se p = 0, temos que §(Ly, L3) é o conjunto de todos os
“didmetros” de € e O (F (L1, L)) & o conjunto de todos og circulos euclidiancs
de raio < 1 com centro em 0.

Novamente, nao ¢ dificil verificar as propriedades da Definicao 13 e con-
cluir que § (L1, Ly) é eliptico.

A Figura 3.12 ilustra um § (L1, Ls) eliptico.

Ficura 3.12

Se L; e Ly sao h (h*) -retas hiperparalelas, tomemos Ly como sendo a
(vinica) h (b*) -reta ortogonal a L, e Ly . Sejam 6, boo € Ton (Coo) pontos
convergentes de Lo. Tomemos F (L4, Ls) como sendo o conjunto das h (h*) -
reias ortogonais a Lo € O (F (L1, L)) como sendo o conjunto dos hipercirculos
em a, b..

No modelo &, se L; € Ly sdo semi-circulos euclidianos concéntricos com
centro Peo, temos que § (L, Ly) consiste de todos os semi-circulos concéntri-

1As ilustragées envolvendo feixes no modelo & das Figuras 3.11, 3.i2 e 3.13 foram
adaptadas de ilustragdes encontradas na referéncia [MAGNUS 11].
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COS €M P € O (F (L1, Ly)) consiste de todas as semi-retas euclidianas em &
COIL Origem em Poo.

Finalmente, nao é dificil verificar as propriedades da Definicao 20 e, por-
tanto, concluir que § (Ly, Ly) € hiperbélico.

A Figura 3.13 ilustra um § (L, L) hiperbdlico.

Ficura 3.13

A razao para a nomenclatura empregada na Definicao 20 nao é em vao:

Uma isometria ¢ hiperbdlica de eixo ortogonal a Ly e Ly “leva” h (h¥*)
-retas de § (Ly, Ly} hiperbélica em h (h*) -retas de F{L,Is) e se 29 € S
(&), entio {# (z0) C C € D (3 (L, L»))} para alguma curva C, ou seja, cada
elemento de O (§ (L1, L)) contém érbitas de pontos de & (€) sob a acio de
o.

Analogamente, se ¢ e § (L1, L) forem parabdlicas ou elipticas.

3.3.6 Classificacao de Isometrias por meio do Traco

J4 fizemos alguns comentdrios a respeito dos.pontos fixos das isometrias
conformes de & ou €. Retomemos este assunto com um pouco mais de deta-
lhes, visto que ser 1til para uma identificacdo das isometrias via expressoes
analiticas.

b
+d onde a,b,¢,d €

R e ad — bc = 1. Estendamos o dominio e contra-dominio de ¢ de & para &*.

Tomemos o modelo & e isometrias do tipo ¢ (z) = Zj

Se ¢ #£ 0 e zg é ponto fixo de ¢, entao:
—(d—a) % 1/(d—a)* +4cb
2e

Zp = . Seja A = (d — a)® + 4cb.

Logo, se:
a—d
2c

e A = 0 = ¢ possui um tinico ponto fixo z = , Ou 8€ja, Zp € Teo-

Portanto, ¢ é parabdlica.



* A > 0 = ¢ possul dois pontos fixos reais, ou seja, 21, 23 € 7. Portanto,
¢ é hiperbélica.

e A = (d—a)’+4ch < 0 = ¢ possui dois pontos fixos complexos conju-
gados, ou seja, ¢ possui um ponto fixo nao pertencente a ro. Portanto, ¢ &
eliptica.

Se ¢ = 0 e zg for ponto fixo de ¢, entao:

b

» Se a # t1 entdo zp = y aouzozoo=>¢posstﬁdoispontosﬁxcﬁ

em 7, e, portanto, ¢ é hiperbélica. (Este & caso de ¢ ser homotetia com

centro em

).
d—a
e Se ¢ = %1, entao 7 = 00 = ¢ possui um unico ponto fixo e este
pertence a ry. Logo, ¢ é uma translacio parabdlica. (Este € o caso de ¢ ser
uma translagao euclidiana).

Definicao 15. Sgjam ¢: & — & ia,bccdeRead—bec=1
az+b
z
- cz+d
ou ¢: € - C ;a,c€Celal>~c|® = 1. Ao real |a + d| ou |a + 4
az+¢
cz+a

denominamos trago de ¢ e indicamos por TR (¢) .

Podemos simplificar ainda mais nossa classificagao:

No caso ¢ # 0:

e A=0=(d—a)+4cb=0=a?—20d +d2+ 4ch+ 4ad — dad = 0 =
(a+d=4(ad —bc) =4=> |a +d| =2

e A>0=(a+d)’>4=|a+d>2

e A<O0=>{at+d)?<4=|a+d <2

Conclusao:

e#0:TR(¢) =2 ~ .
c=0en—+t] <= ¢ ¢é translacao parabdlica.

e#0:TR(¢) > 2

c=0ea#+l <= ¢ é translacao hiperbélica.

TR (¢) < 2 <= ¢ é rotagdo.

az+¢

Tomemos o modelo € e isometrias do tipo ¢ (2) = cz_}_aondea,cECe

ai — ¢ = 1. Estendamos o domfnio e contra-dominio de ¢ de € para €*,

97



Notemos que a 7# 0 sempre.
Suponhamos que ¢ # 0.
Se zp ¢ ponto fixo de ¢, entao:

a——&j:\/(&—a,)z—{—éicc_:
2c

2= . Seja A* = (G — a)? + 4cz.

0 —a
2c

- Se A* = 0, entéio ¢ é translacio parabolica, pois |zg| = |- =1=

20 € Cooe
- Se A* > 0, entao ¢ ¢é translacao hiperbélica, pois |zg| = |23} =

+4/(Rea)? — 1 + Ima.i

c

= 20| = o] =1 = 20, 51 € Coo-

- Se A* < (), entdo ¢ & rotagio pois ¢ possui um tnico ponto fixo em €.

Notemos que A* = 4 ((Rea)® — 1). Logo, A* >=< 0 & |Rea| >=< 1
respectivamente. Mas |[Rea| =|a + @] =TR(¢).

Se ¢ = 0, entao ¢ (z) = a?z.
Se a # %1, entdo ¢ possui § como vnico ponto fixo e, portanto, ¢ é wma

rotacao.
Se a = £1, entao ¢ = Id.

Conclusao:
c#0:TR(¢p)=1 <= ¢ é translacio parabdlica.
c#0:TR(P)>1 <= ¢ é translacio hiperbolica.

c#£0: TR(p) <1 <% ¢ érotagao.
c=0eaz#+l

H4 uma outra maneira de classificarmos as isometrias conformes e que
preservam orientagdo em &:

a . C . az+¢
T ——=¢¥e —— = A o, & facil escrever ¢ (z) =
-omemos 3 e~ Logo, ¢ (2) po——
seguinte maneira:

da
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E facil verificar que § = (Rea)’ = |a +a|® = TR (¢)°.
Assim, '

- Se 6 = 1 = ¢ é translagdo parabdlica.

- Se § > 1 = ¢ & translacao hiperbélica.

- 8e 6§ < 1 = ¢ & rotacao (eliptica).

A vantagem de se trabalhar com ¢ nesta forma é a versatilidade geométri-
ca que esta oferece quando estamos em contato com andlises e construgoes
geométricas (especialmente “ladrilhamentos” envolvendo ).

3.4 Ladrilhamentos Nao-Euclidianos e Gru-
pos Discretos de Isometrias

3.4.1 Preliminares

Nesta secao, estudamos ladrilhamentos nos modelos hiperbélicos. A notacao
para ladrilhamentos associados a grupos de isometrias é a mesma que a su-
gerida na Segao 2.2.2 do Capitulo 2.

Associar £, (X) onde X é um espago métrico qualquer a subgrupos do
grupo de isometrias em X e estudar suas propriedades pode nos conduzir
a caminhos bastante complexos, principalmente quando pretendemos classi-
ficar os grupos de isometrias em X.

Dentre os espacos onde hd razodveis condigoes de efetnar este estudo
ressaltamos:

- Espacos euclidianos de dimensao 2 ¢ 3;

- Plano eliptico;

- Esfera euclidiana de dimenséo 2;

- Espacgos hiperbélicos de dimensao 2 e 3.

Estas sao variedades riemannianas “homogéneas e isotrdpicas”, isto &, de
curvatura constante.

Neste trabalho, concentramos nossos estudos no espaco hiperbéhico de
dimensac 2, ou, mais precisamente, nos modelos & ou € jé abordados aqui.
Quando fazemos referéncia aos modelos hiperbélicos mencionando pro-
priedades que exigem uma topologia, estamos pensando-os com a topologia
“nsual” induzidas de suas respectivas métricas. Além disso, os ladrithamen-
tos que mencionamos sao todos do tipo canénico (Definicao 10 Capftulo 2).

Definicao 16. Um subconjunto no modelo & (ou &) é convexo se para
qualquer z,w € & (ou €), entao ZW C & (ou C).
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Utilizamos {sem demonstra¢ao) a Proposicao 17 abaixo que nos dé uma
condi¢do necessédria e suficiente para um poligono hiperbélico ser convexo.
Para a demonstracdo indicamos {BEARDON].

PROPOSICAO 17. Seja P um poligono hiperbélico (em & ou €) com
&ngulos internos ay, ..., ay,. Temos que P é convexoseesése 0 < o; < 7
comi=1,..,1n

3.4.2 Grupos Tridngulos

Os grupos que estudamos a seguir (grupos tridngulos) tém uma importincia
particular dentre os grupos discretos de isometrias nos modelos hiperbdli-
cos. Sao grupos finitamente gerados por trés reflexdes. Como toda isometria
hiperbélica ¢ composta de no méxdmo trés reflexdes, temos que todo grupo
discreto de isometria € subgrupo de algum destes. Como veremos a seguir,
existem infinitos grupos tridngulos, o que acarreta um midmero infinito de
grupos discretos de isometrias nao conjugados entre st nos modelos hiper-
bélicos.

Sejam «, 3,y € N*\ {1}.

Sejam 6 = l+£13+ e A = ABC o trifngulo de Angulos interncs

Se d>1, Aéumtnﬁngulo esférico ou eliptico.

Se § = 1, A & um tridngulo euclidiano.

Se 6 < 1, A é um tridngulo hiperbdlico. x
o

Sejamn a, bcosladosderpostosa.osﬁ.nglﬂos— —, — de A, B, C respec-

a’ By
tivamente e sejam R,, R,, R. reflexdes nas retas (do espago correspondente)

que contém os lados a, b, ¢ de A respectivamente.

QI-‘-!

T
1ﬁ17‘

Neste trabalho, nos concentramos ne caso hiperbdélico.

O grupo gerado por Ry, Rs, R,: (Ra, B, R,) denotamos por Ty g.+-
Os subgrupes T, 5., de T, 5, constituidos por palavras de comprimento

par em B, Ry, K. sao tais que [T Ay T;ﬁ,y] = 2. Portanto, T3 5., <1 T -

Chamemos A de tnidngulo bésico de T, g,,.

Definicao 17. Um grupo de isometrias gerado por trés reflexes nos lados
de um tridngule bésico é chamado de grupo tridngulo.

100



Caso Euclidiano

Primeiramente, consideremos uma cobertura § origindria das sucessivas re-
flexdes nos lados de um tridngulo euclidiano A e seus refletidos, ou seja, F é
resultado da acdo do grupo G = (R, B, R,) sobre A onde a, b, ¢ sio lados
de A. A pergunta natural neste ponto é: para quais A, § € um ladrilhamento
£ (R?) associado a um H C 150 (R?)?
89

Uma condi¢ao necessdria para isto é que cada angulo interno de A seja
da forma %, ke N*\ {1}.

Assim,osﬁug‘lﬂosintemoade.ﬁsatisfazemg-+g-+—:~=7r=>

5=1 (1)

E importante observar que se nio exigissemos que § fosse obtida por
reflexdes a partir dos lados de A, a condicio necessdria seria outra: cada

2 2r 2w 2
angulo nterno de A seria da forma =,k € N\ {1,2}. Logo, -+ =
T = 34—%4—% = % Uma terna de naturais que satisfaz isto ¢ (5,5,10) e

4]

devido ao fato de Ry0 R, = py 4, temos que 7 & (A) e A possuem a aresta
vE
b em comum. Mas Ry (A) e p° 4 (A) possuem orientagdes distintas (no
] .
capitulo 3 veremos com mais detalhes composicao de isometrias e orientagao
no caso euclidiano). No entanto, ¢é fdcil ver que, para evitar este “problema”,
2m

devemos ter um mimero par no denominador de P

necessaria {1}.

As ternas de naturais que satisfazem (1) sao: (3,3,3), (2,3,6) e (2,4,4)
a menos de comutatividade.

Portanto, na melhor das hipéteses, F pode ser associado a trés ladrithamen-
tos distintos que sao os ladrilhamentos associados aos grupos cristalograficos
C}, C1 e C} (Figuras 2.52, 2.55, 2.57 Capitulo 2).

e, portanto, a condicao

Caso Eliptico

A relacio (1) nos fornece a base para o estudo de grupos tridngulos.
Quando
§>1 (2)
temos um tridngulo esférico (ou eliptico).
As ternas de naturais que satisfazem (2) sdo (2,2,3), (2,3,4), (2,3,5) e
(2,2,k), k € N*, a menos de comutatividade.
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Para obter os ladrilhamentos oriundos dos grupoes tridngulo dos trés pri-
meiros casos, fagamos uso dos poliedros P platénicos inscrito em $% C R3,

Tomemos a projecio radial das arestas de P sobre 5%. Temos que P
origina um ladrilhamento por poligonos P esféricos congruentes em S2. Cada
B com ¢ lados serd triangulado em 2¢ tridngulos A onde cada A possui um
vértice num vértice de P, outro num ponto meédio de um lado de P e o outro
no centro de 3.

Assim, um ladrilhamento (£a (S?),T,s,) , onde (&, 3,7) é uma das trés
primeiras ternas acima. Para efeito de vizualizacdo, utilizamos a projecao
estereogrifica (que é conforme) 7 : S? — R? U {oo} na esfera ladrilhada. O
tetraedro origina a Figura 3.14%. O cubo ou o octaedro origina a Figura 3.15.
O dodecaedro ou o icosaedro origina a Figura 3.16.

Para obter o ladrilhamento (£4 (82),Ts24), k € N*, tomamos o equador
de 5% e 2k pontos equidistantes (euclidianamente) sobre este. Tomamos os
meridianos passando por estes pontos e chegamos assim ao ladrilhamento
desejado. Novamente, pela projecio estereogréfica, vizualizamos o mosaico
da Figura 3.17 que llustra o caso k = 3.

N

_//'/

Ficura 3.17

FiGURA 3.16
2(s quatro préximos ladrithamentos foram retirados da referéncia [MAGNUS 11].
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Caso Hiperbélico

A relacao
§<1 (3)

caracteriza tridngulos A hiperbélicos, nosso objeto de estudo nesta secio.
Neste caso, temos infinitos tribngulos. Surge aqui uma pergunta que nos
casos anteriores era respondida construindo-se o ladrilhamento: para todas as
ternas de naturais satisfazendo (3) temos um ladrilhamento? E se algum(s)
éngulo(s) de A for(em) nulo(s)?
A resposta afirmativa a ambas as questoes respalda-se no seguinte teore-
ma:

TEOREMA 8. S'e_};a%mﬂRa, Ry, R, reflexdes nos lados de wn tridngulo A
hiperbdlico de 4ngulos o' B el (e, B € 7, naturais estendidos satisfazendo
Y

(3)). Entéo as imagens de A sob a agdo de T (e, 8,7) formam uma cobertura
do plano hiperbdlico $) sem sobreposigdo (exceto nas bordos) e T (o, 3,v) =
(X,Y,2| X2 =Y? =22 =1,(XY)* = (Y 2) = (2X)" = 1).

Demonstragao.
Facamos a demonstracao em duas partes. A primeira viabiliza a cons-
trugao do ladrilhamento € a segunda, a representacao do grupo.

A) Utilizemos o modelo € (naturalmente hé uma equivaléncia em &).

Sem perda de gemeralidade, suponhamos que A possui o vértice 4 no
ponto z = 0 de €. Logo, A possui dois lados (b e ¢} nos “difmetros” de €.

Tomemos Py = {f (A) | f € (Ryo R, Ry)} o poligono hiperbélico com-
posto por 2a triAngulos isométricos a A. Chamemos os tridngulos que compoe
P1 de tribngulos de ordem um (Figura 3.18).

Ficura 3.18 FIGURA 3.19

Tomando os vértices de 1 e aplicando um procedimento andlogo ao feito
com o vértice A de A, obtemos um novo poligono hiperbélico que denotamos
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B2 e que possui Py no seu interior. Os tridngulos que compoe ‘B mas nio
pertencem a 3; chamamos de tndngulos de ordem dois (Figura 3.19).

Mostramos que este procedimento pode ser realizado indefinidamente.
Para tanto, basta mostrar que os tridingulos de ordem & nao se sobrepéem
com tridngulos de ordens inferiores. Separamos esta demonstracio em seis
CAS08:

A)) o,8,7 2 3.

Facamos a demonstracao por indugao: suponhamos que os tridngulos de
ordem k —1 nao interceptam {exceto nos bordos) os de ordens inferiores {(uma
vez que os de ordem 2 nio interceptam os de ordem 1).

Os tridngulos de ordem k — 1 formam uma “regifo anular” % em torno
de poligono hiperbdlico $PBy_3. Chamemos os tridngulos de A de Ay, ..., A,.
E facil ver que todo vértice de Ay, ..., Ap que nao estd em Pg_; é comum a
dois ou trés trifngulos de 2 (Figura 3.20°). Juntando esta observacdo com
o fato de o, 8,y > 3, temos que cada 4ngulo interno de Pr_1 & < 7. Logo,
Pi—-1 € convexo.

Ficura 3.20 Ficura 3.21

Tomemos dois lados consecutivos de Pir_, com vértices R, S, T e as b-
retas MRSM' NSTN'; M, M',N, N’ € co que contém os lados BS e ST de
P respectivamente (Figura 3.21).

Temos que um dos semi-planos hiperbélicos determinado por MRSM’
contém o interior de P;_;. Mais ainda: o interior de P;_; estd contido no
interior do 4ngulo hiperbslico M SN K. Assim, os tridngulos de ordem & em
S nao possuem interior no d4ngulo M SN K. Como S ¢ arbitrério, temos que
os trifngulos de ordem k nao se sobrepoem com tridngulos de ordem inferior.

Resta mostrar que os tridngulos de ordem k ndo se sobrepoem. Para
tanto, dividamos estes triAngulos em duas classes:

- Qs que possuem dois vértices em comum com P;_1, que chamamos de
Z, ey L.

3As ilustracdes de 3.20 a 3.28 foram adaptadas de figuras encontradas na referéncia
[CARATHEODORY).
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- Os que possuem apenas um vértice em comum com B;._,, que chamamos
de E,..., E, (Figura 3.23).

Yo
FicuraA 3.22 Figura 3.23

1Y
A

Tomemos 0s segmentos que unem a origem O de € com os vértices de
PBr—1. Sejam Ry, R, Ry trés vértices consecutivos de Pji_,. Se R é encontro

de dois tridngulos de ordem & — 1 entdo, < (RO, RR;), < (RO, RR,) < %’r

Se R & encontro de trés tndngulos de ordem & — 1, o mesmo resultado
vale. Demonstremos isto por indugso.

Como o resultado é verdadeiro para P2, suponhamos que seja verdadeiro
para Bi_a2. Mostremos que vale para P;_; (para efeito de aproveitamento da
Figura 3.22, suponhamos que o resultado valha para Pi_; ¢ mostremos que
vale para P;):

Sejam Ty, T, T, vértices em 9By, T’ encontro de trés tridngulos de ordem k.
Tomemos o tridngulo Z; = 1377, com T3, Ty vértices de Pi—; (Figura 3.22).

De <« (T30, T3Th) , < (140, ThTs) < 2% e < (IsT, TsTy) , < (T4, TyT5) <
g temos que 73 mtémnﬁdomsetmdeangﬂom. Logo, « @,TTI) ,

< (T_O,ﬁz) < 2% O que demonstra nossa asser¢ao.

Com isto, chegamos que Z;, 1 < 1 < {, ndo se sobrepoem.

Tomemos dois tridngulos consecutivos de ordem k do tipo Z;, digamos Z;
e Z; e todos os tridngulos de tipo E; de ordem k “entre” Z; e Zp (Figura
3.23).

Ilelo fato de todos os &4ngulos dos tningulos que se encontram num ponto
serem congruentes, temos, como indicado na Figura 3.23, que o poligono
OTUV...Ty é convexo, pois todos os seus Angulos internos sac < w. Isto
mostra que os tribngulos de tipo E; nao se sobrepdem. Logo, os trifngulos
de ordem % nao se sobrepoem.

Finalmente, mostremos que § cobre €. Para tanto, tomemos um ponto X
pertencente a algum tridngulo ABC de §. Tomemos 96* poligono composto
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pelos tridngulos de § que possuem alguma interseccao com ABC.

Temos que d(Fr (AABC), Fr ($*)) = d > 0 (constante). Assim, todo
ponto X de § possul uma vizinhanga Vy tal que B, (X) C Vx e Vx pertence
a{s”. Logo, U Vx=€

XeF

Ai)a=2; 3,7 >4

S?rm perda de generalidade, tomemos AABC com A na origem de € onde
A=—_.

Criando os poligonos §8's como no item i), temos que Py nio é convexo
pois possui &ngulos interiores de medida 3—; (que ocorrem nos vértices dos
tridngulos do tipo Z; que nio pertencem a ).

Tomemos oe tridnguloe H; refletidos dos trisngulos E; adjacentes a Z; em
B, (Figura 3.24).

Fﬁq

3 /

J=)
“
B

ajm| ayu

v S
A
AV
wo

FIGURA 3.24 Figura 3.25

/=

E

Temos, assim, que P, U | ) H; =P, 6 um ;;o]igono convexo € podemos
utilizar racicinio semelhante ao do item i} para este caso.

Adiii) a=2,8=3,v> 6.
Tomemos AABC e aplicamos a reflexdo no lado  de modo a obter um

novo triangulo A’ de Angulos %% e 2-2 < % (Figura 3.25). Temos que A’
est4 de acordo com as hipéteses do item 1).
A)iv) a=0; 3,7 > 0.
Tomemos um vértice B tal que B > 0 de AABC na origem de €.
Suponhamos que B = % Logo, 3, possui t ciispides em ¢, (Figura 3.26).
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FIGURA 3.28 Ficura 3.27

Tomando B, a partir de P, por reflexoes nos lados de tridngulos que se
encontram em vértices nao cuspidais de 3,, teremos que P2 é convexo e, por
um processo andlogo ao item 1), é f4cil verificar que os trifngulos de ordem
k n3o se sobrepoem com tridngulos de ordem inferior.

A parte principal nesse caso gira em torno da demonstracao de que § cobre
€. Para tanto, tomemos AABC e seus adjacentes (tridngulos que possuem
alguma intersecgao com AABC inchiindo arestas e vértices). Chamemos o
poligono assim obtido de P'. Todo ponte X € €, X € AABC ¢ tal que
d{X,¥') =dx > 0. Logo, By, (X) € . Notemos que lim dx =0. Mas se
firamos € C €, € ={2€C| |z|<r<1},temosque inf dx=d>0.
Logo, €' & coberto por um mimero finito de tridngulos de §. Como 0 < r < 1
¢é arbitrario, € & coberto por §.

AW)a,=0;v>0.

Neste caso, tomemos A ABC com vértice C na origem de €. Logo, A, B €
oo SA0 clispides. Py é um poligono com todos o8 vértices cuspidais.

Os tridngulos de ordem dois s&o obtidos por reflexoes nos lados dos tridn-
gulos de primeira ordem que s3o comuns a By (Figura 3.27). Logo, Ps é
convexo e o processo para demonstracio é o mesmo do item j).

Awvi) o, B,y =0.
Neste caso tomamos o modelo &. Consideremos 0 AABC com ciispides
1
nos pontos 0,1 e 00 € 7, respectivamente. Logo, H; = {z eCjilmz> E} C
Fi= {f (AABO) 1f € <Rg, Rb>} Assim, F) fobre H,.
Refletindo F} em cada semi-circulo de raio 3 da fronteira de F) e chaman-

1
do esta cobertura de >, temos que H2={26C| Imz > Z} C Fy.

1
Genericamente, Hy = {z eCiImz> :‘3;} C F; (Figura 3.28).
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Ficura 3.28

F =lim F; cobre © e nao possul sobreposicoes de tridngulos.

E—o0
Notemos que o conjunto D = {%—Fk | kEZ} C rew € composto por
pontos de acumulacio de vértices de tridngulos de § (se pensarmos em &

como semi-plano superior euclidiano).

Nota. O grupo gerado pelas reflextes hiperbélicas nos ladcs de um tnfn-
gulo de Angulos internos milos ¢ chamado de grupo modular.

B) Temos que T' (e, 3, ) é gerado por reflextes Rg, Ry, R nos lados 2, b, ¢
T

do AABC de sngulos —, =, = Veja a Figura 3.29.

o’ By

FiGura 3.29 Ficura 3.30

E f4cil ver que RZ = R? = R? = Id.

Como vimos, na classificagao de isometria hiperbélicas, B, o Ry = Poas:
rotagio (eliptica) de centro C' e giro 22. Logo, (Ryo By)" = pl,e = Id.
Analogamente, (R, o R.)* = (R, o R,)’ = Id. _

Sejam X = Ry, Y = B, e Z = R,. A Figura 3.30 ilustra urn “pedago” do
grafo T'r, ,, que é planar. E facil ver que [z, ,., ¢ 3-regular, conexo e que

todo caminho fechado é conseqiiéncia das relagoes definidoras X2 = Y3 =
22 =(XY)*=(Y2)’ = (2X)" = Id. Logo,
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Ta,,@,’y = <X._. Y,Z l X2 = _},3 = ZZ = (XY)Q = (YZ)Js = (ZX)‘T — 1> H

Vejamos alguns ladrilhamentos® associados a grupos tridngulos:

Figura 3.31: (£, (8),7(2,3,0)) (L é um trifngulo hiperbdlico de &ngulos
mternos 5’% e (.

Figura 3.32: (£, (<€), T(2,3,0)). Este ladrilhamento é o obtido da figura
anterior pela aplicacio f (isometria entre os modelos).

Figura 3.33: (£;(€),T(0,0,0)). Este ladrilhamento & especial pelo fato
dos ladrilhos terem todos Angulos nulos.

Figura 3.34: (£, (€),7T(2,0,0)) . Este ladrilhamento & ilustrado com ladrilhos
compostos por quatro trisngulos hiperbélicos justapostos.

Figura 3.35: (£, (€),T(3,0,0)) . Este ladrilhamento é andlogo ao anteri-
or, porém, desta vez, cada ladrilho é composto por trés triingulos hiperbéli-
cos justapostos,

Figura 3.36: (£, (€),T(2,3,7)).

Figura 3.37: (£5(€),T(2,3,8)).

FigUura 3.32 FiGUurA 3.33

‘Figuras retiradas da referéncia [MAGNUS I1].
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Ficura 3.36 Ficura 3.37

Um resultado importante sobre ladrilhbamentos nos modelos hiperbélices
é: para qualquer g > 2 existem ladrilhamentos por poligonos de 4.¢ lados, nos
quais o subgrupo G de ISO (6) (150 (€)) associado 86 envolve translactes
[cf. FENN].

Este fato tem como conseqiiéncia que toda superficie orientdvel M, de
genus ¢ > 2 admite uma métrica de curvatura constante negativa igual a —1

)}
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Capitulo 4

Classificacao de Poliedros de
Voronoi

Poliedros de Voronoi sdo um tipo especial de poliedros que ladrilham o espago
euclidiano e possuem, como veremos, uma propriedade muito interessante
com relacdo A sua distribuicgo mum reticulado de pontos gerado por trés
translagdes LI no espago. Com base nesta propriedade, a classificacdo de tais
poliedros se torna um estudo relevante, sendo, por conseguinte, o objetivo
deste capitulo.

Como referéncias para tal estudo, citamos o artigo [COXETER 1] e o livro
[COXETER II]. '

4.1 Motivagao no plano euclidiano

4.1.1 Poligonos de Voronoi

Definigao 1. Um poligono em R? ¢ dito simétrico centralmente se puder
ser transformado em si préprio através de uma rotagio de 180° (em R2).
Denotamos tal poligono por sc.

Conseqiiéncias.

Um poligono sc possui um niimero par de vértices, ocorrendo opostos dois
a dois (em relagio ao centro da rotagdo de 180° que transforma o poligono).

Dois lados opostos de um poligono sc séo paralelos e possuem mesma
medida euclidiana.

Um poligono sc com quatro lados é wn paralelogramo.

PROPOSICAO 1. Um poligono sc ladrilha o plano se e sé se possui
quatro ou seis lados.
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Demonstracao.

<) Seja L tal poligono sc.

Se I possui quatro lados (paralelogramo), entao existe {£;, (R?), Cy) (C;
grupo cristalografico gerado por duas translagoes LI). A Figura 4.1 ilustra
tal ladrilhamento.

Se L possui seis lados, entao o mesmo resultado acima é vdlido, porém,
chamando [ = ABODEF temos que as translacoes geradoras de C; sao
pelos vetores AC e AE (Figura 4.2).

A B
do)
F ( ABC=EDG
B AFE = (DG
FIGURA 4.1 FIiGURA 4.2

=) Mostremos, inicialmente, que um poligono qualquer que ladrilha o
plano possui no méximo seis lados. Para tanto, consideremos um ladrithamen-
to do plano como sendo limite de uma seqiiéncia de mapeamentos da esfera
no plano ou, ainda, uma seqiiéncia de poliedros eulerianos (poliedros com
todas as faces com mesmo mimero de lades) indexada ao mimero de faces.
Mais precisamente:

Se £¢1,.} (R?) é ladrilhamento de R? pelos poligonos L;, j € I: conjunto
enumeravel de indices, entdo £y 1 (R?) =nl_u$1° P,,ondeneN;n>4; F, é
poliedro euleriano com n faces; n]j—Ingo (Area de P,,,) = oo € L; séo as faces de
P,.

Sejam V: no. de vértices de um poliedro euleriano {da seqiiéncia) P,,.

A: mno. de arestas de F,,.
F: mno. de faces de F,,
p; mo. deladosdecadafacedeP

Temos que 3V < 24, pois de cada vértice saem no minimo 3 arestas. O
mimero minimo de arestas contadas duas vezes no poliedro é 3V € o mimero
de arestas, contadas duas vezes , em P, é pF, pois cada aresta perience a
duas faces. Logo, 3V <24 =

Mas a férmula de Euler nos fornece F — A4+ V =2=>2A-V =F -2,

Assim, de 3V <24 =>A+3V<3A=>A<3{(A-V)=3(F-2).

Mas de 24 = pF=>A_p‘2F

pF

Logo, &5~ < 3(F - 2)=>p<6(1—%)
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Fazendo n — oo, implica F' — oo. Logo, temos p < 6.
Como um poligonoe sc possul um niimero par de lados, se ladrilha o plano,
deve possuir quatro ou seis lados.ll

Definicgo 2. A érbita de um ponto em R? por um grupo cristalogrifico
Cy (gerado por duas translagoes T; e Ty LI) chamamos reticulado gerado
por © e ¥ e escrevemos [, U].

Nota. De modo andlogo, podemos definir reticulado no espago euclidiano
R3: E a érbita de um ponto em R? pelo grupo (T3, 7y, T;), onde @, ¥ e W
sao LI.

Definicao 3. Consideremos o reticulado [, 7). Fixado um ponto A €
[#, 7], a0 conjunto

Py={X eR|d(4,X) <d(X,T), VT € [4, 7}

chamamos de regiao de Voronoi (ou de Dirichlet) do reticulado [ii, 7] no
ponto A.

PROPOSICAO 2. Py C R? é regifio de Voronoi de um reticulado [, 7]
em A se e sé se:

- P4 é um poligono sc com quatro ou seis lados.

- P4 é completamente inscritivel numa circunferéncia C de centro A (to-
dos os seus vértices pertencem a C).

Demonstiracao.

=) Como qualquer reticulado [, 7] é localmente finito, temos que P, é
um poligono, VA € [&,9].

Fixado A € [, 7} temos que [&#, 7] € sc em relagio & A no seguinte sentido:
qualquer ponto Z € [t,9] e Y = —2T'5% (X)) sao sitnétricos em relagio a A.
Logo P4 é sc ¢, mais ainda, P4 = Pg, VB € [u,1].

Como VX € R? é tal que X € Pp para algum B € [i, 7], temos que
£p, (R?) &€ um ladrilhamento de R? e, portanto, pela Proposicio 1, P4 possui
quatro ou seis lados.

Como todo lado de P4 é lugar geométrico de pontos equidistantes de dois
pontos de [i, 7] e os lados de P4y ocorrem opostos dois a dois, o segmento
que une os pontos médios de dois lados opostos de P4 é perpendicular a
estes lados. Como Pa é se, A é ponto médio deste segmento. Assim, Py é
inscritivel muma circunferéncia C de centro A onde os vértices pertencem a

C (Figura 4.3).
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Figura 4.3

4+=) Como P, ¢ sc e possui quatro ou seis lados, temos, pela Proposicio
1, que £p, (R?) 6 um ladrilhamento de R2.

Tomemos P4 e todos o= poligonos adjacentes a Py: Py, ..., Pa .

Como todos os P4,’s estao completemente inscritos em circunferéncias
Cj’s de centros Aj;’s, temos que os segmentos AA, ..., A4, sdo ortogonais
aos lados de P4 passando pelos pontos médios destes.

Como todas as circunferéncias possuem 0 mesmo raio, {emos que 08 pon-
tos médios de AA4;, ..., A4, pertencem aos lados de Py. Assim, dado X € P,
temos pela desigualdade triangular que d (4, X) < d(X, A), Vi =1,..., n.

Logo, P4 & regidao de Voronoi de [#,7], onde % e ¥ s30 tomados como
vetores das translagbes geradoras de € associado a £p, (R?) (Proposicao
1).8

Vimos que se A € (&, 7], entdo Py = Pg, VB € [ii, 7] e mais ainda: P, ¢é
um poligono. Logo, podemos considerar a seguinte definicao:

Definicao 3*. Chamamos P, A € @, V] simplesmente de P: poligono
de Voronoi do reticulado [i, 7).

A conclusao mais relevante que obtemos dos resultados anteriores (para
nossos fins) é que todo poligono de Voronoi possui quatro ou seis lados. Esta
é a classificacio dos poligonos de Voronoi em R2.

4.1.2 Diagramas Projetivos para Poligonos sc.
Estrelas de um Poligono sc

Nesta segao introduziremos os chamados diagramas projetivos associados a
poligonos sc. Estes diagramas, definidos para poligonos, nao sio necessdrios
para a classificacao dos “poliedros de Voronoi”, uma vez que definiremos, na
préxima secao, o3 diagramas projetivos associados a “poliedros s¢”. Porém,
é interessante estudé-los no caso dos poligonos a titulo de familiarizagao.

A classificacio dos “poliedros de Voronoi”, ao contrério dos poligonos de
Voronoi, depende fortemente deste novo conceito.
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Seja Q um poligono sc. Temos que os lados de @ sao opostos dois a
dois e o8 opostos séo paralelos com mesma medida euclidiana. Associamos
a cada par de lados opostos um segmento cujo comprimento é a soma dos
comprimentos dos lados (associados) e arranjemos estes segmentos de tal
modo que todos se cruzem em seus pontos médios e cada um seja paralelo
aos lados que representam no poligono. Chamemos este arranjo de estrela
de segmentos. Como exemplo, na Figura 4.4 vemos um poligono Q sc e sua
estrela de segmentos.

Q
g
a+f=180°

FicuraA 4.4

Podemos associar a cada par de regices opostas na estrela de segmentos
um par de vértices no poligono ¢, de tal modo que um dos Angulos das
regioes opostas na estrela seja o suplemento de um dos 4ngulos internce do
poligono nos vértices opostos associados (na Figura 4.4, o + 8 = 180°).

Eim resumo, se () possul 2m vértices, a estrela de segmentos possui 2m
regloes opostas e m segmentos.

Considerando a estrela de segmentos de () em R?, tornemos retas no lugar
dos segmentos (08 segmentos estdo contidos nas retas). Logo, podemos tomar
a seguinte definicao.

Deflnicao 4. A configuracio de retas associada a @ tomadas como no
pardgrafo anterior, chamamos de estrela associada a () e denotamos por

£(Q).

Consideremos o conjunto § = {E (Q) | Q & poligono sc}. Tomemos a

relacio de equivaléncia ~ sobre S:
CE(Qy) ~ E(Qy) & E{Q,) e E(Q;) possuem o mesmo mimero de retas.

Acrescentando uma reta no infinito ao plano euchidiano, temos o plano
projetivo e esta reta no infinito é um plano projetivo de dimensio um (por-
tanto S7).

As m retas da estrela de @ no plano projetivo dividem a reta projetiva
em m pontos € as 21 regides opostas da estrela dividem a reta projetiva em
m “segmentos” (arcos de S') (Figura 4.5).
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K-O

FiIGUura 4.5

Diagramas Projetivos e Classes de Equivaléncias

Seja C = {Q | @ é poligono sc} . Consideremos a relagio de equivaléncia ~=
sobre ('

h ~ Qs & E(Qy) e E(Q,) pertencem A mesma classe de equivaléncia
de §

Assi.m,Stomando m pontos sobre RP! = S, temos associado a esta uma
classe de —, consequentemente, uma classe © de g na qual cada poligono

s¢c de © possui m pares de lados opostos. Os m arcos determinados pelos m
pontos sobre S! representam os m pares de vértices opostos dos poligonos s¢
de .

Definicao 5. Chamamos os m pontos em RP?, oriundos da estrela de Q
de diagrama projetivo associado 4 classe © de Q.

4.2 Zonoedros

Definicio 6. Um poliedro convexo P no espaco euclidiano R® é dito zonoe-
dro se todas as suas faces forem poligonos sc.

Como conseqgiiéncia, todas as faces de um zonoedro possui um mimero
par de lados.

Defini¢do 7. Chamamas de zona de um zonoedro P um conjunto Z de
faces deste, de modo que se @) € ag sao arestas comuns as faces q, Fy e G,
(7, respectivamente, entéo a,//as. Dizemos que a; e aq pertencem a zona Z.

Observacao. Se o zonoedro possui arestas em 7 diferentes diregoes,
temos n zonas distintas.
A Figura 4.6 ilustra as zonas de um cubo.
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7

FIGURA 4.6

Vi

Deflnicao 8. Um poliedro convexo P é dito simétrico centralmente
se existe um ponto O do espago euclidiano tal que para qualquer reta r
contendo O, a intersecgao P M r é constituida por dois pontos Ay e Ay tais
que d{0, A;) =d (0, 4,).

Indicaremos tais poliedros com a notagdo SC.

PROPOSICAO 3. Todo zonoedro é SC.

Demonstragao.

Se uma face ¥ possui 2k lados, temos que F' pertence A k zonas distintas.
Tomando duas destas zonas: Z; e Zp, deverd existir outra face F' tal que
F' € Zy e F' € Zy, uma vez que as faces de Z; formam um “circuito fechado
bidimensional” sobre P.

Se a; € aresta de Z; e lado de F, a4 é aresta de Z; e lado de F, temos que
se g & aresta de Z e lado de F', entdo a)//a; e se af, é aresta de Z; ¢ lado
de F’ temos que a4/ /as. Logo, a face F' é paralela a face F.

Como todas as zonas que possuem F' devem possuir ¥, o ntiimero de lados
de F' e F' é 0 mesmo e estas possuem lados opostos dois a dois congruentes
(devido ao fato de que todas as arestas de uma zona sio congruentes) e,
sendo F¥ sc, temos que F e F' sdo congruentes.’

Como cada zona forma um circuito em P, temos que F' e F' 0 simétricas
em relacio a um ponto O no espago.

Tomando uma face (G adjacente & F e sua oposta G’ (adjacente a F”),
temos que Og = OF, pois os pontos da aresta comum a F e G sao simétricos
em relacio & aresta comum & G’ e F” por Og e Or. Logo, P possui um ponto
de simetria central que chamamos de O. 1

4.2.1 Poliedros de Voronoi

Definicao 9. Seja R = [ii, 7, W] reticulado gerado pelos vetores LI 4, U, 1
em R®. Fixado A € R, ao conjunto

Pa={XeR®|d(4,X)<d(X,T), YT € R}

chamamos de regiao de Voronoi do reticulado K no ponto A.
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PROPOSICAO 4. Py = P, VB € R, P, 6 SC e £p, (R®) é ladrilhamen-
to de R®.

Demonstracao.

Fixado A € R temos que R & simétrico centralmente em A no seguinte
sentido: VX € R, temos que Y = 2T (X) e X sdo simétricos em relacao
a A.

Como R é localmente finito (ou seja, se B € R, para Vr € R}, temos que
B, {B) N R & finito) e o lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois
pontos de R é um plano, P4 é um poliedro. Devido ao fato de R ser SC em
A temos que Py & SC e, ainda, Py = Pg, VB € R.

Com base nisto, como todo ponto de R® pertence a algum Pg, temos que
£p, (R®?) & ladrilhamento de R*.H

Vimos que se A € R, entdao Py = Py, VB € R e mais ainda: P4 é um
poliedro. Logo, podemos considerar a seguinte definicao:

Definicao 10. Chamamos P4, A € R simplesmente de P: poliedro de
Voronoi do reticulado R.

PROPOSICAO 5. Se P ¢ poliedro de Voronoi de R, entao:
a) P é um zonoedro.

b) P é completamente inscritivel numa esfera E (possui todos as vértices
sobre E).

Demonstracao.

Sejam A € R e P4 poliedro de Voronoi em A. Se F' é face de P4, tomemos
I face oposta a I' em FPj4. Temos, também, que I é determinada por dois
pontos de R, um é A e o outro chamemos de B (centro de outro poliedro
de Voronoi que possui a face F em comum com Py). Como £p, (R%) &
ladrilhamento de R®, temos que T3z (F”) = F. Logo, F' = F e como F' &
simétrico a /' em relagao a A, temos que F' é sc. Logo, P4 é um zonoedro.

Como toda face de P, ¢ lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois
pontos de R e as faces de P4 ocorrem opostas duas a duas, temos que se Oy
e Oy sao centros de simetrias de F4, Fy: faces opostas de Py, entdo 0109 é
perpendicular a Fy e Fy (Figura 4.7).

FiGuRraA 4.7
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Como P4 é SC, temos que A é ponto médio de O,0,. Como para cada
par de faces podemos fazer o mesmo, P4 ¢ inscritivel numa esfera F com os
vértices sobre £ Ml

PROPOSICGAO 6. Se um zonoedro é poliedro de Voronoi para algum
reticulado, entao cada zona possul quatro ou seis faces.

Demonstracao. _

Suponhamos que um zonoedro P seja um poliedro de Voronoi para algum
reticulado. Tomemos o prisma infinito cujas faces contenham uma zona Z
qualquer do zonoedro. Este prisma “ladrilha” R®. Projetemos ortogonal-
mente este ladrilhamento no plano R2. Logo, cada prisma é projetado em
um poligono cujo mimero de lados é 0 mesmo que a quantidade de faces de
Z (Figura 4.8).

ll_e

u(

Como este poligono “ladrilha” R?, temos que ele possui no maximo seis
lados e como Z possui um mimero par de faces, este polfgono possui quatro
ou seis lados.

e

Ficura 4.8

PROPOSICAO 7. Todo zonoedro que possui zonas com quatro ou seis
faces e é completamente inscritfvel numa esfera I, pode ser tomado como

poliedro de Voronoi para algum reticulado.

Demonstragao.

Seja P zonoedro como na hipétese.

Seja Z) zona, F}, F}, Fy, I faces de Z; opostas duas a duas.

Sejam O, , Op,, O centros de simetria_dtz Fi,FheP rmpecti__va-;@ente.

Tomemos 7T translacio pelo vetor 200y, e T, pelo vetor 200F,. Seja
o plano que contém O, O e Op,.

Tomemos a projecio ortogonal de Z; sobre 7. Temos, assim, um poligono
P com quatro ou seis lados sc. Logo, P “ladrilba” 7. A partir do ladrilhamen-
to £p (7) tomemos os zonoedros cujas projegoes das zonas paralelas a Z;
resultam nos poligonos do ladrilhamento (um zonoedro para cada poligono},
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de modo que todos o8 centros de simetrias estejam no plano 7. Temos as-
sim uma camada de zonoedros todos justapostos pelas zonas paralelas a 7
(Figura 4.9).

Sejam G, G, Gy, G, faces de uma outra zona Z; de P distinta de 7Z;,
tal que G; e G, sao adjacentes a F; (portanto G} e G, sao adjacentes a_F‘l'Z.
Tomemos Og, centro de silnetria de G| e T3 translagio pelo vetor 200, .
Assim, T3 € tal que T3 (G3) = T} (GY) (pois Z; possui quatro ou seis faces).
AFlgura410ﬂustraocasodeZonssmrselsfaces

/, 7T T 1\
/ LG [aros |\ R

/ / / // / / OFZ/ \ ‘\ \ " TC)=TiGy

FIGURA 4.9 G G,

Ficura 4.10

de ca.ma.da C’1 Assim, a camada {7 (P) ]TE (N, T3)} = Cy & tal que se
I?’l M }gg% &, onde P, € C) e P, € (s, entao Py = B,.

Desenvolvendo o mesmo raciocinio para todas as zonas de P, temos que
se F1, F1, ..., Fy, F}, s8o as faces de P com centros de simetia Or,, O, ...,
Og,, OF;, temos que {T(P) | T é translacio por 20-_0';:; i=1, .. ,k} é
uma cobertura face a face de P por transladados de P. Logo, P ladrilka o
espaco € o conjunto de centros dos ladrilhos forma um reticulado R gerado
por Tl, Tg 4 Ts.

Como P & completamente inscritivel numa esfera, Or,Or; 1 = 1,..., k €
perpendicular a F e F] e a condi¢io da definicido de poliedro de Voronoi é

T

facilmente checada. Portanto P é Poliedro de Voronoi.l
Sejam C = {Q | Q é zonoedro} e ~ relacio de equivaléncia sobre C tal

que
Q1 ~ Q2 < (1 e Q3 possuem mesmo numero de faces, mesmo mimero
de arestas (portanto mesmo mimero de vértices) e mesmo miroero de zonas.

. C
Assim, todo zonoedro pertence a uma classe de equivaléncia de —

PROPOSICAO 8. Toda classe de equivaléncia € de ¢ possui um zo-

noedro completamente inscritivel numa esfera E.
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Demonstracgao. S

Seja ) € € zonoedro. Como () possui um centro O de simetria, tomemos
uma esfera £ de centro O e raio qualquer e projetemos os vértices de Q
radialmente sobre E (chamemos esta projecao de ) e iguemos estes novos
vértices de modo que se Vj e V), sdo vértices de P unidos por uma aresta
a, entao 7 (V1) e 7 (V2) sdo unidos por uma aresta. Temos, assim, que o
poliedro inserito em /& é um zonoedro pertencente A mesma classe na qual ()
se encontra.ll

Conseqiiéncia: todo zonoedro com zonas com quatro ou seis faces estd
muma classe de — que possui Poliedros de Voronoi.

4.2.2 Estrela de um zonoedro

Como as arestas de uma zona de um zonoedro @ sio paralelas ¢ de mesma
medida, podemos tomar, a menos de sentido, um vetor no espaco represen-
tante destas arestas (e conseqiientemente representante desta zona), de modo
que a norma deste vetor é a mesma que o comprimento de uma aresta e este
seja paralelo & zona.

Definicao 11. Chamamos ao arranjo originado por todos os vetores,
representantes das zonas do zonoedro () com a mesma origem, de estrela
de vetores.

Nota. Poderimos trabalhar com pares de vetores opostos representan-
do uma zona: os resultados seriam os mesmos. Neste enfoque, haveria uma
semelhanca entre a estrela de vetores ¢ a estrela de segmentos do caso bidi-

mensional.

Se aos vetores da estrela chamamos ey, ..., €, temos que

P= {a161+...+akek ! - % S a; S %; g = 1,...,’6}

Logo, existe uma correspondéncia biunfvoca entre as estrelas do espago e
os zonoedros. A Figura 4.11 ilustra dois zonoedros e suas esirelas de vetores.

-~
P

K o panrennN
AN
. KA
i | 2
|1 —_—
A T " VTN

FIGURA 4.11 Ficura 4.12
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'Tomando planos “suportes” paralelos no zonoedro (ou seja, plancs parale-
los que contenham vértices opostos do zonoedro) e representando-os por um
plano paralelo passando pela origem da estrela, vemos que guando os planos
suporte tendem as faces F' e F opostas do zonoedro, o plano suporte na
estrela tende ao plano gerado pelos vetores que representam as zonas que
contém F' e F (Figura 4.12). Assim, cada plano gerado por vetores da es-
trela representam um par de faces opostas de P € se o plano poesui m vetores,
temos que cada face possui 2m lados.

4.2.3 O Plano Projetivo

Temos em R® um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais Oxyz. To-
memos um plano euclidiano 7 paralelo nao coincidente a Ozy (7 é chamado
plano afim em [R?). Tomando todas as retas que passam pela origem O de
R? que nao estao em Ozy, temos que estas retas interceptam 7 em um tinico
ponto.

Quanto as retas contidas em Ozy, estas interceptam uma reta no infinito
no plano .

Definicao 12. Chamamos o plano afim 7 unido a uma reta no infinito
de Plano Projetivo Real. Denotamos por RP2.

Tomando a esfera $? com centro em O e 7 passando pelo polo sul de S2,
podemos pensar em cada ponto p de m como dois pontos S e S, antipodas
de S?, identificados de tal modo que p, S;, O, Sy sio colineares.

Os pontos da reta no infinito séo pontos antipodas do equador da esfera
identificados.

Como a relacao = sobre S? tal que

Sy ;Sz < 5] é antfpoda a Sy é de equivaléncia, RP? pode ser pensado

como —.
=

4.2.4 Diagrama Projetivo Primal

Tomando retas pela origem no lugar de vetores na estrela de vetores de um
zonoedro @ e colocando-a em R? de forma que nenhuma reta da estrela esteja
em Ozy, temos o0 que chamamos de estrela de retas de () e denotamos por
E{P}.

As retas e os plancs (determinados pelas retas) da estrela de retas de P
determinam pontos e retas em RFPZ,

Definigio 13. A configuracdo de retas e pontos em RP? descrita acima,
chamaimos de Diagrama Projetivo Primal do zonoedro Q.
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Sejam S = {E{Q) | Q é zonoedro} e A a seguinte relacio de equivaléncia
sobre S:

E{Q1) a E(Q2) & E (1) e E{Q2) possuem o mesmo nimero de retas.
. Notemos que se ()1 e ()2 pertencem a mesma classe de equivaléncia de
:, entao £ (Ql) A E(Qg) .

p Notemos que uma reta no primal representa um plano numa classe S de
E,oqualreprfsentaumpardefaceaopostasnumaclasse@ideg.

Se a reta no primal possul m pontos (que representam zonas de zonoe-
dros), entdo temos um plano de & que possui m retas, as quais Tepresentam
um par de faces opostas com 2m lados em cada face de €.

Se um ponto (zona) é interseccio de m retas, temos que esta zona pos-
sul 2m faces em €. A Figura 4.13 nos fornece um esquema ilustrativo da
discussao acima tendo por base um cubo.

oA 33

ez/ _l \\el
e SN

Figura 4.13

Neste tipo de diagrama, vemos que se dados & pontos (zonas) no plano
projetivo e, tomando todas as possiveis retas que ligam estes k pontos, temos
que esta configuracio determina uma classe de zonoedros, porém nem todo
ponto de intérseccio de retas é ponto que representa um zona. Este é o ponto
negativo dos Diagramas Projetivos Primais.

4.2.5 Diagrama Projetivo Dual

O Principio da Dualidade da Geometria Projetiva [COXETER II} possibilita,
entre outras coisas, trocar retas por pontos ¢ pontos por retas no primal de
forma a preservar as propriedades que o primal possul.
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Definicao 14. Chamamos esta nova configuragio (advinda do Principio
da Dualidade sobre um Diagrama Projetivo Primal) de Diagrama Proje-
tivo Dual.

Assim, se no primal uma reta possui 7 pontos, no dual, temos um ponto
que ¢ interseccao de m retas e vice-versa. No dual, ponto representa par de
faces opostas e retas representam zonas.

Um ponto de interseccao de m retas representa um par de faces opostas
cada uma com 2m lados (pertence a m zonas).

Uma reta com n pontos é uma zona com 2n faces.

Cada regiao representa um par de vértices opostos a qual é encontro de
k faces onde k é o mimero de lados da regido no plano projetivo.

Na Figura 4.14, v, L [vy, 73] plano gerado pelos vetores v, e vs; vy L [vg, 1] ;
val [v1,09]; v 17 e w; e wy sA0 vértices opostos do cubo.

A
S N

RN i LN

vy w1
(X
Figura 4.14

Contagem
Toda reta do primal ¢ reta suporte de dois pontos (zonas); logo, todo ponto
do dual ¢ intersecghio de pelo menos duas retas (zonas).

Resultado 1. Todo ponto (intersecgio de retas) do dual & intersecgao
de retas que representam zonas.

Se no primal e:astem n pontos, m; > 3 pontos colineares, onde ¢ =1, ..., k,
entdo o mimero de retas distintas (retas que ligam os pontos) no primal é:

() -%(5)

i=1
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Se uma reta possui 7; pontos no primal, existe um ponto no dual que é
interseccao de m; retas. Se estas retas do dual se interseccionassem duas a

duas, teriamos ﬂ;‘ pontos distintos e nao apenas 1.

Assim, no dual existerm (g) - (n;) +1-— (ﬂ;ﬂ) +1..— (ﬂ;k) +1=

k
(g’) — Z (?Z') + k pontos distintos (que sio os pontos de interseccio das
=1

retas do dual).l
Como conseqiiéncia da demonstracao acima, temos:

Resultado 2. O nimero de pontos de intersecgio de retas do dual é
igual ao nimero de retas do primal.

Com os Resultados 1 e 2 temos que todo ponto de interseccao de retas
do dual é ponto proveniente de retas do primal.

Concluimos, assim, que qualquer oonﬁglérat;éo dual com mais de um ponto
representa uma classe de equivaléncia de — de zonoedros.

Como estamos interessados em poliedros de Voronoi, cada zona do zo-
noedro deve possuir quatro ou seis faces, logo cada reta do dual deve possuir
dois ou trés pontos. Assim, os Diagramas Duais que satisfazem tal condicao
580:

A)

FicURA 4.15

J retas: 3 zonas.

2 pontos em cada reta: 4 faces em cada zona.
3 pontos: 6 faces (opostas duas a duas).

cada ponto é interseccao de duas retas: cada face possui 4 lados.
4 regioes: 8 vértices.

todas triangulares: todas encontro de 3 faces.
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Exemplo: Cubo.

H4 duas possibilidades de introduzir uma reta no dual representado na
Figura 4.15:
B1)

Ficura 4.16

4 retas: 4 zonas, todas com 6 faces.
6 pontos: 12 faces, todas com 4 lados.
7 regioes: 14 vértices.
regioes 1, 5, 7 quadrangulares: 6 vértices sao encontro de 4 faces.
regides 2, 3, 4, 6 triangulares: 8 vértices sao encontro de 3 faces.
Exemplo: Dodecaedro Losangonal.

B2)

Figura 4.17

4 retas: 4 zonas.
3 zonas com 4 faces.
1 zona com: 6 faces.
4 pontos: 8 faces.
6 faces com 4 lados.
2 faces com 6 lados.
6 regioes: 12 vértices, todos encontro de 3 faces.
Exemplo: Prisma Hexagonal

Nos duais ilustrados nas figuras 4.16 e 4.17 s6 hd uma maneira de intro-
duzir mais uma reta (sem introduzir um quarto ponto numa reta):
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C)

FIGURA 4.18

5 retas: 5 zonas.
4 zonas com 6 faces.
1 zona com 4 faces.
6 pontos: 12 faces.
8 faces com 4 lados.
4 faces com 6 lados.
9 regioces: 18 vértices.
16 vértices é encontro de 3 faces.

2 vértices é encontro de 4 faces.
Exemplo: Dodecaedro Alongado.

D)

- 17
4 3 10 \Ji

Figura 4.19

6 retas:. 6 zonas, todas com 6 faces.
7 poutos: 14 faces.
8 faces com 6 lados.
6 faces com 4 lados.
12 regices: 24 vértices.
Todas as regioes sao triangulares:

Todos 08 vértices sao encontro de 3 faces.

Exemplo: Octaedro Truncado.

O diagrama dual representado na Figura 4.19 est4 saturado no sentido de
que uma sétima reta, fatalmente, originaria um quarto ponto em uma reta.
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Logo, existem somente 5 classes de equivaléncia de ¢ que possiem poliedros
de Voronoi.

Existe um trabalho, relativamente simples, que aborda a questao sobre o
mimero m#iximo de faces que urn “politopo de Voronoi” pode ter no espago
R”: 2 (2" — 1) faces (de fato, em nossa classificacio, umn poligono de Voronot
pode possuir no méximo 6 lados e um poliedro de Voronoi pode possuir no
méximo 14 faces). Este trabalho pode ser encontrado no artigo [BAMBAH].
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Capitulo 5

Ladrilhamentos Especiais de
Compactos Euclidianos

H4 duas vertentes concernentes a4 Teoria de Ladrilhamentos. Uma delas trata
de ladrilhamentos envolvendo “toda” a variedade na qual se estd desenvol-
vendo o estudo, como, por exemplo, os ladrithamentos que estudamos nos
Capitulos 2 e 3, envolvendo o plano euclidiano e hiperbélico, respectivamente.

A outra vertente faz 0 mesmo estudo, porém restrita a subconjuntos da
variedade. Por exemplo, dado um subconjunto compacto C do espaco euchi-
diano e um poliedro P qualquer, é natural a pergunta sobre a existéncia de
£p(C).

Neste capitulo estudamos um pouco esta segunda vertente da Teoria de
Ladrithamentos. Para tanto, concentrar-nos-emos apenas em alguns com-
pactos especiais do plano euclidiano, pois, no momento, ndo h4 condigbes de
abordarmos muitos outros casos. Como veremos, este estudo é bastante rico
em métodos e ferramentas matematicas e, também, tem se tornado alvo de
pesquisas em outras dreas, como, por exemplo, Engenharia Elétrica, na
qual obtem-se aplicagoes em Teoria dos Cédigos.

As principais referéncias para este capitulo sao os artigos [CONWAY] e
[THURSTON)].

5.1 Apresentagao, Definigoes e Alguns Resul-
tados

Deflnicao 1. Ladrilhamento reticulado regular (do plano Euclidiano
R?%): Ladrilhamentos por tridngulos equildteras, quadrados ou hexdgonos re-
gulares do plano. (Figura 5.1).

129



Dentre os poligonos regulares, somente trés ladrilham o plano.

AVAVAVAYY
\// \}{/ \\,{ VA
{ /\\/X \/ \/\} /
\\// //\\//\\/f \\

Ficura 5.1

Definicdo 2. Célula: Cada um dos poligonos regulares do ladrilhamento
acima (com o bordo). (O mesmo que ladrilho no espago RZ).

Definicao 3. Figura reticulada ou regido reticulada: Unido finita e
conexa de células no ladrilhamento acima.

Definicao 4. Poliamonde: Figura reticulada composta por células tri-
angulares regulares.

Definicao 5. Poliomino: Figura reticulada composta por células quadradas.

Definigao 6. Poliexo: Figura reticulada composta por células hexago-
nais regulares.

Definigao 7. Ladrilho (reticulado): Figura reticulada simplesmente conexa.

O ladrilho abordado neste capitulo ndo deve ser confundido om os ladrilhos
dos capitulos 2 e 3. Aqui, ladrilho é conjunto de células.

Definicao 8. Seja R uma figura reticulada qualquer em um ladrithamento
reticulado regular do plano. Um conjunto S de ladrilhos nao congruentes
ladrilha R, se e s6 se:

a) R é coberto por cdépias de ladrilhos de S sem sobreposi¢ao (exceto nos
bordos dos ladrilhos);

b) Toda célula fora de R nao é coberta por cdpias de ladrilhos de S.

Os dois problemas, abaixo, sio a principal motivagio para o estudo de
ladrilhamentos nas duas vertentes da Teoria de Ladrilhamentos citadas na
introducao deste capitulo.

Problema 1. (Problema de ladrilhamento no plano) Dado um conjunto
finito S de ladrilhos, quando S ladrilha o plano 7

130



Problema 2. (Problema do ladrilhamento de uma figura) Dada uma
figura R do plano e um conjunto finito S de ladrilhos, quando S ladrilha R?

Particularizemos o Problema 2: Tomemos B como sendo um conjunto de
células hexagonais dispostas em forma triangular regular, como mostrado na

Figura 5.2.
ﬁb

F1Gura 5.2 FiGuRrA 5.3

Definigao 8. Se a base de R possuir n hexdgonos, chamamos R de T,,.

n+l) _n{n+l)

9 2 hexdgonos.

Notemos que # possui Cq12 = (

Definicao 10. Chamamos de Ly, uma “linha” de hexdgonos. (Figura 5.3)

Questao 1. (Problema de ladrilhamento de figuras triangulares por
tridngulos) Para quais valores de n € N*, T, é ladrilhado por T, 7

Questao 2. (Problema de ladrilhamentos de figuras triangulares por L-
nhas) Para quais valores de n € N*, T,, é ladrilhado por L3 7

Em resposta a essas questoes, temos:

TEOREMA 1. A figura triangular Ty, no reticulado hexagonal regular
é ladrilhada por T se e s6 se n = (,2,9 ou 11 (mod 12} .

TEOREMA 2. E impossivel ladrilhar a figura Ty, no reticulado hexago-
nal regular por Lj.

Permitindo alguma sobreposicio “comportada” de ladrilhos, no sentido
das defini¢gbes abaixo, podemos ampliar a quantidade de ladrithamentos dos
Teoremas 1 e 2:

Definicao 11. Ladrilho com sinal: atribui¢cao do valor +1 ou —1 a um
ladrilho.
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Definigao 12. Uma figura reticulada R possui ladrilhamento com sinal
por ladrilhos (com sinal) de S se existir uma alocacdo finita de ladrilhos de
S cobrindo R (possivelmente sobrepondo-se) de modo que cada célula de R
é coberta por ladrilhos cuja soma de sinais é 1 e, quando uma célula de E\R
é coberta por ladrilhos de S, entdo a soma dos valores destes ladrilhos é 0.

Claramente, se existe um ladrilhamento de uma figura reticulada R por
ladrilhos de S, entao existe uma ladrilhamento com sinal de R (basta atribuir
valor 1 aos ladrilhos que cobrem R).

TEOREMA 3. A figura triangular T,, no reticulado hexsgonal regular
possui um ladrilhamento com sinal de T; se e s6 se n = 0 ou 2 (mod 3).

hi )

Notemes que o conjunto dos “n’s” do Teorema 1 est4 contido no conjunto
dos “n’s” do Teorema 3.

TEOREMA 4. A figura triangular T, no reticulado hexagonal regu-
lar tem um ladrilhamento com sinal pelo ladrilho Ly se e s6 se n = 0 ou
8 (mod 9).

Nosso objetivo é demonstrar os quatro teoremas acima. Para isto, traba-
themos com ladrilhamento reticulado quadrado ao invés de hexagonal regular
por razoes de conveniéncia.

No ladrithamento reticulado quadrado temos trés entes a serem destaca-
dos:

a) O conjunto de pontos do reticulado {que podemos identificar com
Zx Z = Z?). Dizemos que dois pontos do reticulado sao vizinhos se possuem
distancia euclidiana 1 (sistema de coordenadas cartesianas ortogonais fixado
e quadrado com lado 1). Com isto, um ponto do reticulado possui 4 vizinhos;

b) O conjunto das arestas, onde uma aresta é o segmento que une dois
pontos vizinhos no reticulado;

¢) O conjunto das células que sio os quadrados com os bordos.

Definicao 13. Caminho orientado: Seqiléncia de arestas orientadas no
sentido dos vetores da base canénica do R? contendo

A= {(z, )0 < i < n, para algum n & N}

de modo que a i-ésima aresta (0 < i) conecta (Z;_1,%-1) 2 (Zi,%:). Indique-
mos o caminho pelo conjunto de vértices A.

Definicao 14. Caminho orientado fechado: (2o, Y0) = (2, Yn) em A.
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Definicao 15. Caminho orientado simples: Caminho orientado onde
nenhuma aresta aparece repetida ese 0 < ¢, j < nocomi # j e (z;, 1) =
(xj,;), entdo as duas arestas que unem (Zi—y,¥i-1) a (Tit1,¥ir1) néo sdo
ambas horizontais ou ambas verticais (ou seja, o caminho nao faz “cruza-
mentos”).

Todo bordo de uma figura reticulada R simplesmente conexa pode ser
tomado como um caminho onentado simples e fechado,

Definicao 16. Denotamos por OR(e) o bordo orientado de R, onde ¢ é
uma aresta orientada (inicial do caminho) qualquer em R.

Definigao 17. Denotamos por h e v as transiacdes horizontal e vertical
de amplitude 1 no mesmo sentido dos vetores da base canénica do R?,

Tomemos o grupo livre
F=(hv). (1)
Dado um caminho C = {{z;, %) | 0 < i < n}, associemos a palavra p € F,
p=p(C) dada por p = gngn-1..-61, onde:

h se (27;‘, yi) = (a"i—l + 1;%-4)
Rt ose (zi,y) = (@1 —1,%1)
v ose (r,u) = (Ti_1,%i-1+1)
v ose (25,4%) = (Tien¥%h-1—1)

Desta forma, podemos representar o bordo 8R(e) de uma figura reticulada
R sunplesmente conexa por palavras, por exemplo, na Figura 5.4, temos as
palavras dR(e1}) = v 2h lwh~'vh? e OR(ey) = vh?v~2h 1wk~

e

!

&=

FIGURA 5.4

O conjunto B = {OR (€) | e & uma aresta orientada (no sentido dos vetores
da base canénica do R?) em IR} & tal que se dR(e,), OR(e;) € B, entdo
existe p € F' tal que 8R(e;) = pdR(e;)p~*. No exemplo acima: OR(e;) =
(vh?)~18R(ep)(vh?).

Isto sugere a seguinte defimicao:

Deflnicao 18. Bordo combinatdrio de uma figura reticulada R sim-
plesmente conexa: [JR] = {pOR(e)p™ | p € F'} onde e é uma aresta de R
devidamente orientada.
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Definicao 19. Chamamos a extremidade inicial do vetor € de ponto de
base de R.

Definicao 20. Se G é subgrupo de F, denotemos N(G) para o menor
subgrupo normal de I' que contém G.

Deflnicao 21. Sgja 4 = {R; | 1 € ¢ < m} conjunto de ladrilhos sim-
plesmente conexo com uma aresta e; associada a cada ladrilho R; e todos os
pontos base coincidindo com (0,0) € Z x Z.

Definicao 22. Grupo de Ladrilhamento:

T#) = N((@Rie:)|1<i<m))
= (pdR(e:)p™' |pEFel<i<m)

onde OR;(e;) é o bordo orientado de R;.

TEOREMA 5. Seja R uma figura reticulada simplesmente conexa e 44
um conjunto de ladrilthos (como descrito acima). Se U ladrilha R, entdo
[OR] C T().

Demonstracao.

Como T'(41} € um subgrupo normal de F', para mostrar que [0R] C T(11),
basta mostrar que um bordo orientado @R(e) qualquer de R esta contido em
T(41). Procederemos por inducao sobre o mimero de ladrithos no ladrilhamen-
to de R:

Se R for ladrilhado por apenas um ladrilho R; de i, entdo dF(e) = JR:(e;)
e, consequentemente, [OR} C T(4).

Suponhamos que R possa ser ladrilhado por uma quantidade k > 2 de
ladrithos de L.

Afirmacao. Nas condigbes do teorema, temos que R pode ser decom-
posta em duas figuras reticuladas simplesmente conexas nac vazias R* e
R (portanto, B = R* U R*) tais que R* ¢ R™ sdo ladrilhadas por Y e,
ainda, existern arestas orientadas €; e 5 de OR* ¢ OR™ tais que OR(e;) =
OR™(es)OR*(ey).

Provando a afirmacao, podemos tomar uma figura R ladrilhada por k41
ladrilhos de 4 e como R = R*UR** com R*, R** # &, R" ¢ R* sdo ladrilhados
(separadamente) por m < k ladrilhos de 41; logo, 3R**(e2) e 8R*(e1) € T(Y)
e, portanto, dR(e;) € T'(il), completando a demonstracio do teorema.

Demonstragao da afirmacgao.
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. Como R é simplesmente conexa, topologicamente R ¢ homeomorfo a um

circulo. Esta afirmagio nao é estritamente verdadeira; temos que pensar nos
pontos que sao vértices de quatro arestas distintas como sendo duas pequenas
regiGes quadrangulares, como ilustrado na Figura 5.5.

FIGURA 5.5

Como R ¢ ladrilhado por 4, tomemos um ladrilho S em i( presente no
ladrithamento de B de tal modo que JR e 3S possuam uma aresta em comurm.
Pelo fato de AR e 8S serem curvas de Jordan (simples e fechada) e § C R,
temos que existern decomposigoes dos bordos de R e S de tal modo que:

OR = 6R1U...U3R2j
8S = 851U...UdSy

onde cada OR; e O5; sdo caminhos simples, cada OR; # @ é constituido
de arestas consecutivas de OR e Ry, = 85241 € 9Sx N IR = & (aqui
convém ressaltar que 9B e 35; sdo vistos como conjuntos de arestas, portanto
085, N IR # D se e s6 se existe uma aresta comum aos dois conjuntos).

Um exemplo como o da Figura 5.6 ilustra esta decomposicao:

Ry

R**

R*

FiGUuraAa 5.7
FIGURA 5.6

Da maneira como fizemos a decomposi¢ao acima, podemos ter 85y = &
e, de fato, isto pode acontecer, como ilustrado na Figura 5.7.

Denotemos por dR* a umido de 953, de arestas orientadas em sentido
oposto, com OR,. Temos que JR* # @ é um caminho fechado delimitando
R* # @ simplemente conexa.

Seja R** = R\R". Temos que o bordo de R** é:

OR™ = 885, U85, U 8BS UAR,UAS; UORgU A5, U ... U OR,;.
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Vemos que 0R™ & um caminho simples e fechado; logo, RB** & simples-
mente conexa. Com isto, o ladrilho § separa R* de R**\S. Chamando o
ladrilhamento de R por U de T, temos que T\{S} ¢ ladrilhamento de R* e
R*\S§ e, em conseqiiéncia da disjuncao de R* e R**\S, temcs que T\ S se
decompoe em dois ladrilhamentos T* ¢ T** de R* ¢ R*™\S.

Como S, T* e T** sao compostos por ladrilhos de il, temos que il ladrilha
R* e R™.

Seja €1 a primeira aresta em dR, (lembremos que JR; # @ para todo 7).
Tomemos €, como sendo a primeira aresta de dS;, 7 > 1 com 3S; # P e jo
menor possivel. Caso este 7 ndo exista, tome e; como sendo a primeira aresta
de 85, (Este é o caso da Figura 5.7). Assim, OR(e;) = OR*(e;)0R*(¢;) e a
afirmagéo (e o teorema) estd demonstrada. M

O Teorema 5 fornece uma condicio necessdria muito importante para a
existéncia de ladrilhamentos de uma figura reticulada B por wn conjunto de
ladnlhos 44:

“Se [OR) & T (81) , entdo 81 ndo ladrilha R

5.2 Desenvolvimento da Resolugao dos Teo-
remas sobre os Problemas de Ladrilhamen-
tos de Figuras Reticuladas Triangulares

As figuras reticuladas no reticulado hexagonal, que estamos interessados
em estudar, possuem uma figura reticulada“equivalente” no reticulado qua
drangular. A Figura 5.8 estabelece esta correspondéncia, onde:

BRl (61 ) = BRl 3 R4 (84) = 6R4
aRg (62) = 8R2 8R4 (64 ) = 6R5
8R3 (63) = 8R3 BTn (e) = BT,.
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Figura 5.8

Tomemos um grupo livre F;. com &k geradores. Seja K < F (subgrupo

normal}; logo, o grupo quociente % esta definido (% = {gK | g € F,.};

onde gK = {gk | k € K} é uma classe lateral & esquerda (poderiamos tomar
uma classe lateral & direita)).

Se p = gémgom'...g7', onde g; sdo geradores de Fy e ¢; = %1, é uma
palavra em Fi, temos um caminho orientado do vértice idK ao vértice

gemgimt g3 K em P% (F% ¢ grafo de Cayley do grupo %) , onde cada

aresta do caminho é obtida aplicando g* ao vértice 9:7L...g K (g1 € aplicado
ao vértice identidade idK).

Afirmagao. Nas condigdes do pardgrafo anterior, temos que uma palavra
pE Kseesésepcorrmpondeaumcaminhofechadoemf%.

De fato:

=) Se p € K, temos que o caminho associado tem inicio em idK e fim
em pK = K =1idK; portantoumcaminhofechadoeml"%.

<=} Se p corresponde a um caminho fecha.doeml"%, temos que o inicio
e o fim do caminho & o vértice idK. Logo, pK = idK e portanto p € K.

Seja F' como em (1). Tomemos K < F tal que P%seja um grafo planar
infinito formando um ladrilhamento por tridngulos e hexdgonos regulares
como indicado na Figura 5.9,

Aas arestas dos tridngulos orientados no sentido anti-horério corresponderm
a elementos hK e dos tridngulos onentados no sentido hordrio a elementos
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vK. {Notemos que vK e hK sao geradores de %) .

Ficura 5.9

Notemos que se a € K, gag™! é o caminho a “transladado™ por g.

Sejam ; = {R;,Rs} e Uy = {R3,R4,Rs}, onde R;’s sdao os ladrilhos
equivalentes aos ladrilhos do Teorema 1 e 2 via correspondéncia da Figura
5.8.

PROPOSICAO 1. Os grupos de ladrilhamento 7{84; ), T(4l;) ¢ o bordo
combinatério [9T,] para n = 0 ou 2 (mod 3) estéo contidos em K.

Demonstragao.

Devido s definigdes de T'(1; }, T(8f2) € [0Tn] € ao fato de K ser normal em
F3, basta mostrarmos que dR;, 8R,, ORa, 8R4, ORs e T, (que sdo palavras
em Fj) estdo em K.

Podemos facilmente verificar que 8Ry, ORs, ORa, R, € Rs correspon-
dem a caminhos fechados em I's; logo, estaio em K. Quanto ao J7,,
se n = 2 ou 3, 9T, corr&spondjfe a caminhos fechados em F%. Como
T, = v ™(h o), é ficil ver que se, n = 3k oun =3k + 2, k € Z,
temosa caminhos fechados em I & ; logo, n = 0 ou 2 (mod 3) e, portanto, 37,
estiem K. B "

Da Anilise Complexa, temos o seguinte resultado:

“Para cada a € C e para cada caminho regular fechado v em
C\ {a}, existe n € Z tal que:

f ! dz = 2mwin”,
o Z— 0

E a seguinte definicao:
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“Definicao 22. Nas condigoes do resultado acima, dizemos que
n é o indice de v em relagao a a e escrevemos
1 1

n=lme) =55 f e

dz!'.!

Tomemos o grafo I’ E. Este grafo ladrilha o plano por células triangulares

e hexagonais. Sejam s uma destas células, » um ponto em $ e C' um caminho

fechado em I' . Temos que C é um caminho regular no plano (= R? = C).
K

Logo, o indice de C em p é dado por:

1 1

i cZ—D

I(C.p)= dz

Como I(C,p) =I(C,q),¥p,q € 3, 1dent,1ﬁquemos I{C,p) = I(C, 3); onde
pesé qualquer. Assim:
1 1

IC,8) = —

d
2me fo2z—p g

Podemos pensar no indice J{C, 3) como sendo o “atdmero de voltas” no
sentido anti-horério que o caminho C realiza em torno de s (se o sentido for
horério, I{C, s) é negativo).

Podemos também definir a seguinte aplicacéo:

I(,8): K — Z
p +— 1{C(p),s)

onde C(p) é o caminho correspondente em I‘% da palavra p.

Se 01 [+ 02 330 cammhos fechados em 1"1_;{2, entao I(C]_Cg, S) = I(C}, 8) +
I(Cs, 8). Isto mostra que I( , 3} € um homomorfizrno de grupos; logo, podemos
definir:

I(,8): K — Z
p — I{C(p),S)= ZI (C(p), s

ge8

onde S é um conjunto finito ou infinito de células s. (Notemos que um
caminho fechado C(p) em T'», sempre delimita uma quantidade fimta de
3

células; logo, I( ,S) estd bem definida).
Temos que I{ ,S) é um homomorfismo (pois I( , ) ¢ homomorfismo).

Demonstracao do Teorema 1.
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=) Afirmacao. Como ; ladritha 7},, n = 0 ou 2{mod 3}).

Demonstragao da afirmacao.
Tomando o conjunto de ladrilhos il;, que possui ladrilhos compostos por
trés células cada e que ladrilha 7}, temos que a quantidade de células de T,

1
deve ser miltipla de trés. Logo, nn+1) = 3k, onde k € N.
nn+1) B+ 1)(3i+2)

Se n = 3i + 1, onde i € N, temos que

2
-2 - -2 . -2 - 1
g_t—i-;”—?:a(&;& +1, onde 2% ¢ N. Logo, © ;');ésk.

Notemos que os casos n = 3i e n = 3¢ + 2, de fato, podem ocorrer.
Logo:

(n

n =0 ou 2{mod3)

O que faremos a seguir ¢ mostrar que 97, ¢ T(th), (logo, [6Ty] € T(44:)),
paran = 3,5, 6 ou 8§ (mod 12) e, portanto, pelo Teorema 5, temos que i, nao
ladrilha T,, nestes casos.

Seja S o conjunto de todos os hexdgonos do ladrilhamento gerade por
g no plano. Temoe que I{(C(AR,),S) =1 e I{C(JR,), S) = —1.

E facil ver que I{C(pdR;p'),S) = I{C(8R;),S), parap € Fr ei=1o0u
2 e que I(C((0R;)™1),8) = —I(C(8R;), S).

Para n = 0 ou 2 (mod 3) temos, pela Proposicao 1, que 9T, € K e como

w = h"v"{h~1v)", temos que:

1(C(8T,), S) = [”T“J :(| | : funglio méximo inteiro) . (2)

Como 8T, € T(Y4;) (4; ladrilha T,,), temos:

aT'n = Hpt (BR’C‘)B‘ pi_ls (3)

=1

paraalgam m € Z, p; E F5, k,=1ou2ee =1ou —1.
Assim:

[(C@T,),8) = 3 HCmOR.)*P:™S)
= ZI(C((BR;“)B‘),S)

— f:e,-I(C(aR,-),S)

i=1
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Ze, (C(OR;),S) — _224 (OR;),8) (4)

I=1
onde p é a quantxdade de termos negativos no somatdério original. Isto nos
diz que:
I{C(8T,),8) =m (mod 2). (5)

Seja K o subgrupo de F, constituido por todos os elementos que formam
caminhos fechados no reticulado quadrangular (facilmente verificamos que
K a F).

Definamos a aplicagao:

v K — Z
p — %@ =) I{r)
rCR
onde R ¢ a regido limitada pelo caminho p no reticulado e r sao as células
que compoe K. Temos, assim, que W(pdR;p~!) = ¥{OR;) = 3, para i = 1,2
epc Fs.
Temos, também, gue

wor) = ("3 1) =25 ©)

Utilizando os itens (3) e (4), temos:

WOT) = 3 w(nOR)"5)
& )
= Ze,-;b(@Rki) = m (mod 2)

Finalmente, por (2), (5), (6) e (7), temos:

252 (5o

(que necessariamente ocorre quando 97, C T'(4;))-

Tomemos
f: N — N

N f(n)=[n+1

j (mod 2)
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g: N — N
n o — g(n)=(n;1)(mod2)

Assim, se n satisfaz a congruéncia acima, temos que f(n) = g(n). Ana-
lisando os gréficos de f e g (Figura 5.10), vemos que estas aplicagbes s&o
periGdicas de periodo 6 e 4, respectivamente. Logo, um periodo comum as
duas aplicagoes é mme (6,4) = 12. Assim, precisamos verificar somente para
quais valores de n < 12 as duas aplicagoes diferem e, assim, pars estes valores,
temos que 8T, € T'(41) (logo, 8T, € T (14;)). Estes valores sdo: 1, 3, 4, 5,
6 ¢ 8, e para qualquer outro n = i {(mod 12) onde 7 é um destes mimeros.

Assim, pelo Teorema 5, temos que 4; nao ladrilha 75, paran =1,3,4,5,6
ou 8(mod 12). Dos i’s restantes (0, 2, 7, 9, 10 e 11), devemos excluir 0 7 ¢ o
10, pois se 4; ladrilha T, entao n = 0 ou 2 (mod 3).

Conclusdo: n = 0,2,9 ou 11 (mod 12).

A f
1 B —t > >0
~— > - LY
01 23 4 5 678 910111213 t4 15"
A
g
11— — > -—>
>~ -— -—— )
0123 4 5 678 9101112131415

Ficura 5.10

4:) OS ladrilhamentos de Tz,Tg,Tll [+ le por Tg sao llustrados nas Fi-
guras 5.11 (Tg € Tg) e 5,12 (T]]_ e Tlg).

- B
:]L L - L E _L‘::
L.
- i LU U5 h : oy
FiIGURA 5.11 = mllhs N

FiGuraA 5.12
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Procedamos por mdugéo sobre k € N em T12k+1 onde I = 2, 9,11 e 12.

Para k = 0 }4 verificamos que é verdade. Suponhamos que seja verdade
para k = ng.

Decompomos Tiyng+1)+: da maneira ilustrada na Figura 5.13, onde A =
Tmno_{_j; B=12x 12?’10, C=12 x l; D= T12.

Como T3 ladritha um retingulo 12 x 12n¢ e um retangulo I x 12 (ver
Figura 5.14), temos a conclusio do Teorema 1.1

Demonstragio do Teorema 2.

Nesta demonstracao também utilizamos o Teorema 5. Vamos mostrar que
o1, € T (1) para qualquer » € N (logo, L3 nao ladrilha 7,, para qualquer
n € N).

Tomemos S como sendo o conjunto de todos os tridngulos nao hachurados

em I'r, (Figura 5.9). Logo,
i

I(C(0R,),S)=1{(C(OR,),S)=I(C(0Rs),S)=0 (8)
Temos, também, que I (p(C (8R;))p~2,S) = I(C(8R;)) onde i = 3,4,5
enc Fg.
g Temos, finalmente, que
1(C(9T,)) = [“'?flj

para qualquer n € N,

143



n+1
3

Aﬁrmagao.SeI(C(arn)):[ j,entaoaTn@T(ua).

Demonstracao da afirmacao.

m
Suponhamos que 87,, C T (il,) para algum n > 2. Logo, 87T,, = Hp.- (BRx,)% p;!
=1
para algum m € Z, p; € Fy, k; = 3,4 ou 5ee; = 1 ou —1. Assim,
I(C(8T.),S) = ) el (C(8Ry),S) = 0 (por (8)), o que entra em con-

=]

tradicio com I (C (9T,)) = r’ +1

3

Como paran = 1 ou 2, L3 ndo ladrilha T7,, temoe a conclusiio da demons-
tracao do teorema.l

J , demonstrando a afirmacio.

Demonstragao do Teorema 3.

==) No ladrilhamento com sinal, cada T possui valor +1 ou —1 . Como
T3 possui 3 células, cada ladrilho contribui com “peso” +3 ou —3 na soma
geral dos sinais sobre cada célula do reticulado.
Assin, se temos k ladrilhos 75 no ladrilhamento e identificando cada
ladrilho por TJ, 1 < j < k, temos que a soma geral dos sinais serd M =
k

> " senT] = 0(mod3). Mas “fora” de T, a soma dos sinais dos ladrilhos & 0.
5=1
Logo, M ¢ a soma geral de sinais dos ladrnlhos em 7;,. Como cada célula em
T, possui soma de sinais 1, M é a quantidade de ladrilhos em T, ou seja,
M= E—(-T-g'_—l) = 0(mod3) => n =0 ou 2{mod3).

+=) Sen=00u 2(mod3),entdon =90,2,3,5,6,8 9 ou 11 (mod 12).

J4 vimos, pelo Teorema 1, que se n = 0,2,9 ou 11 (mod 12) entao T3
ladrilha T, e, consequentemente, T, possui ladrilhamento com sinal por T
(basta atribuir valor 1 aos ladrilhos em 7). Logo, basta mostrarmos que
existe um ladrilhamento com sinal para n = 3,5,6,8 (mod 12) .

Os ladrilhamentos de T3, 75, 75, Ts sdo inspirados na Figura 5.15, onde:

T3: Os ladrilhos de peso +1 sdo: 1-2-3, 2-4-5 ¢ 3-5-6. O ladrilho de peso
~1 & 2-3-5.

Ts: Os ladrilhos de peso +1 sao: 1-2-3, 24-5, 3-5-6, 7-11-12, 89-13 e
10-14-15. O ladrilho de peso —1 & 2-3-5.

Te: Os ladrilhos de peso +1 sao: 1-2-3, 2-4-5, 3-5-6, 1(-14-15, 14-19-
20, 15-20-21, 7-11-12, 11-16-17, 8-12-13, 12-17-18, 9-13-14 ¢ 13-18-19. Os
ladrilhos de peso —1 sdo: 2-3-5, 14-15-20, 12-13-18, 11-12-17 ¢ 13-14-19.
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. T3: Tgual ao T§, adicionando os ladrilhos de peso +1: 22-29-30, 23-24-31,
25-32-33, 26-27-34 e 28-35-36.

1]

203

+13 L{2(3(4|s]|s[7|s]9s|to|11]s2
7 8910 13141516171819202122"32;
L= Lk 25126 727|28|29]30| 31} 32133] 34 ;5 36
1617 |18 |19 120( 21

22(23(24125[26| 27! 28 FiGURA 5.16

291301 31{32]33]34]35]36)

FI1GuRrA 5.15

Resta, ainda, mostrar que existe ladrilhamento com sinal para Tiox,4,
k€ Nel=35,6 ou 8. Procedendo por indugao sobre &, a demonstracio se
procede como no Teorema 1 (Figuras 5.13 e 5.14). Logo, devemos mostrar
que existe ladrilhamento com sinal dos retangulos 12 x [; { = 3,5,6 ou &:

No caso 12 x 3, tomemos por base a Figura 5.16, onde os ladrilhos de sinal
+1 sao: 1-13-14, 2-3-15, 4-16-17, 5-6-18, 7-19-20, 8-9-21, 10-22-23, 11-12-24,
13-25-26, 14-26-27, 16-28-29, 17-29-30, 19-31-32, 20-32-33, 22-34-35 ¢ 23-35-
36. Os ladrithos de peso —1 sao: 13-14-26, 16-17-29, 19-20-32 e 22-23-35.

No caso 12x 5, basta juntar o retingulo 12X 3 ao retAngnlo 12x 2 composto
pelos ladrilhos de peso +1: 1-13-14, 2-3-15, 4-16-17, 5-6-18, 7-19-20, 8-9-21,
10-22-23 ¢ 11-12-24.

Os casos 12 X 6 e 12 x 8 podem ser obtidos dos casos anteriores por
justaposicao.ll

Demonstracao do Teorema 4.

=>) Tomemos a regiao T,, € numeremos suas linhas de tal modo que a &
linha possua k células.

Tomemos os ladrilhos Ry, H4, Rs.

Temos que R3 cobre trés células consecutivas numa vinica linha, enquanto
R4 e Ry cobrem uma células por linha em trés linhas consecutivas.

Definamos af; : Z — N tal que of; (z) é o niimero de ladrilhos do tipo
R4 e Ry com peso +1 que cobrem células somente nas linhas z, z+1 e £+ 2.

Analogamente, a;.: Z — N (com peso —1).

Finalmente, a4 : Z — N .

z - ass(T) =0y (T) — 0 (2)

Também de modo anslogo, podemos definir o3 (z) = of (z) — o ()
sendo oy (z) o mimero de ladrilhos do tipo R3 com peso +1 que cobre trés
células na linha x (analogamente o (z)).
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De posse destas definigoes, ndo & dificil verificar que:
ag{z—2)tag(r—1)+as(c)+3m(z)=2,€l<z<n

s (z—2) o (T —1)+an(z)+3as(z)=0,sex<0ouz>n+l
Do qual obtemos:

s (5= 2) + o (5= 1) + 0us (2) + 303 () = z(mod3),  (9)
el < z<n

Og5 (€ — 2) +aus (£ — 1) + ags () + 3a3(z) = 0(mod3), (10)
sex # Qouzr>n+1l

As equagdbes acima podem ser melhor interpretadas observando que cada
ladrilho do tipo R4 ou R, que possui interseccao com a linha x, cobre apenas
uma célula nesta linha, enquanto cada ladritho do tipo #;, que possut inter-
seccao com a linha z, cobre trés células nesta linha. As equagdes seguem da
contagem dos pesos em cada célula da linha x

Mas, num ladrithamento com sinal, a alocacao de ladrilhos em T, € finita.
Logo, 3m € N tal que a5 (m + 1) = 0 e ay5 (—m — 9) = 0 para i € N, assim,
utilizando-(10) com z =m +i+ 1, m +14,...,n + 1, concluimos que:

045{z) =0(mod3), n—-1<z (11)
e utilizando (10} com £ = —m — ¢ — 1, —m — ¢, ..., 0 concluimos que
a5 (2) = 0(mod3), z < 0. | (12)
Definamos
h: N+ — {0,1,2}. (13)

z + h(z)=aes(c) (mod3)

Utilizando (12) e (9), facilmente verificamos que h ¢ periédica de perfodo
9 (Figura 5.17).

I PO . Y

D123 4 5 678 9i01112131415161718°

FiGuRrA 5.17

De (11) temos que ays (n — 1) = 0 (mod 3) e cus (n) = 0 (mod 3) . Isto e
(13) nos fornece que = = 0 ou 8 (mod 9).
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<) Construamos os ladrilhamentos com sinal para n =8 e 9.

Para tanto, tomemos T,, numerado como na Figura 5.15. No caso n = 8
temos que:

Os ladrilhos de peso +1 sao: 1-2-4, 7-11-16, 3-6-10, 5-8-12, 9-13-18, 17-
18-19, 14-20-27, 15-21-28, 19-25-32, 20-26-33, 22-23-24, 29-30-31, 34-35-36.

Ladrilho de peso —1: 18-19-20.

No caso n = 9, basta acrescentar ao ladrilhamento de T3 os ladrilhos de
peso +1: 37-38-39, 40-41-42, 43-44-45.

Para construir os ladrilhamentos com simal para Tox4; sendo I =8 ocude
k € N, utilizemos inducgo:

Para k = 0, j4 vimos que existe tal ladrilhamento. Suponhamos que exis-
ta ladrithamento com sinal para Tox,; € mostremos que existe ladrilhamento
com sinal para Toky+1)+, { = 8 ou 9. Para tanto, decompomos To(x,+1)41 como
na Figura 5.13 onde A = Ty 11, B = 9% 9ky, C = 9%l e D = T,. Logo, basta
mostrar a existéncia de ladrilhamentos com sinal para os retAngulos 3 X § e
9 x 8, ladrilbamentos estes que sao triviais. Logo, existe ladrilhamento com
sinal para Ty(xy+1)+1 €, portanto, para Topy, L =8,9e k € NI

5.3 Ladrilhamentos por Poliamondes

Nesta secdo abordamos ladrilhamentos por poliamondes. Aqui, 0s nossos
ladrithos sao losangos (dois tridngulos equildteros justapostos) e da mesma
forma que na segio anterior, estamos interessados em ladrilhamentos de figu-
ras reticuladas. Nao tomamos uma classe de figuras reticuladas em especial
como fizemos anteriormente, pois a abordagem desta vez é bastante geométri-
ca no sentido de que vamos explorar ¢ grupo de ladrilkamento dos ladrithos
em questdo de uma maneira bastante intuitiva, sem muito formalismo al-
gébrico. No fundo, referimo-nos a wma visdo mais geométrica do Teorema 5
para o caso de ladrithos poliamondes.

Tomemos o ladrilhamento reticulado regular triangular (que chamamos
de LRRT). Orientemos cada célula no LRRT como na Figura 5.18.

X
FIGURA 5.18
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Deste modo, o LERT é um grafo 3-regular conexo; logo, é grafo de Cay-
ley de algum grupo. Este grupo é G = (XY, Z | XYZ=7YX=1) =
(X, Y| XY =YX)=Z+Z =7* (X,Y e Z podem ser visto como translacoes).

Tomemos 4l = {L1, La, L3} sendo os L;’s ladrilhos tais que 81, = XY XY 1,
ALy = YZY™1Z71 ¢ 8Ly = ZXZ ' X™. Logo, o grupo de ladrithamen-
to T (U) = N({(8L; | 1=1,2,3)) (menor subgrupo normal contido em F =
(X,Y,Z) e contendo {(9L; | i = 1,2,3)) é tal que
TW=(X,Y,Z|0Li=1,1i=1,2,3)=
= (XY, Z\XY =YX, YZ=2Y, XZ=272X)=
=Z+Z+Z=27%

Se R é figura reticulada simplesmente conexa no LERT, temoe que o
bordo combinatério [OR] = {pdRp~* | p € G} est4 contido em T (Y) se i
ladrilha R (Teorema 5). Isto significa que R & identidade em T (4£), ou seja,
é um caminho fechado em FT(;_[).

Com base na andlise que acabamos de realizar, temos uma interpretacao
geométrica para ladrilhamentos envolvendo poliamondes muito interessante:

‘Tomemos o grafo Iy como sendo o 1-complexo celular de um ladrilhamen-
to por cubos no espago euclidiano, de tal modo ue os pontos inicial e final
do caminho XY Z em I'1y estejam sobre a mesma reta vertical r. Deste
modo, a projecdo de I'ryyy num plano perpendicular a r origina o grafo T'g.
A Figura 5.19' fornece uma idéia deste procedimento.

FIGURA 5.19 Figura 5.20

Da maneira como dispomos os dois grafos, I'rgy e I'g, ternos como con-
seqliéncia imediata: tomando um caminho fechado em Tiyy, temos que a
projecao deste em I'p corresponde ao bordo de uma figura reticulada que
pode ser ladrilhada por $l. Obviamente, vale a recfproca (um exemplo na
Figara 5.19).

Uma questao natural que surge neste contexto é se todo bordo de figura
reticulada em ['g corresponde a um caminho fechado em T'z¢y). A respos-
ta é negativa e o contra-exemplo é o bordo da figura reticulada R tal que

' As ilustragdes 5.19 e 5.20 foram retiradas da referéncia [THURSTON].
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OR = X?YZX2ZXY2XZYZ-2XY Z~2. Uma idéia do caminho cor-
respondente em ['ry) ¢ dada na Figura 5.20.

A Figura 5.21 fornece um esquema em termos de diagramas de Venn sobre
os resultados obtidos até entao, o qual legendamos:

A: caminhos em '),

B: Caminhos abertos em I'ryy.

C: Caminhos fechadoes FT(ﬂ)- _

D: “Imagens” de caminhos fechados de I'c em 'ryy.

E: “Imagens” de caminhos fechados em I'¢ que sdo bordo de figuras
reticuladas que sao ladrilhadas por 4.

F: “Imagens” de caminhos abertos de I'y em I'zyy;.

D

A
Figura 5.21
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