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INTRODUCAO

Multos campos das ciénclas aplicadas envolvem o problema

de resolver equacdes integrais lineares do forma

> J‘l;ccas,wxct)dt = ys) , c < <d
a

onde k(s,t), chamado nicleo, é& uma func3c conhecida e y(s> &
uma funclc que corrcosponde a dados observados. Tala equacdes
provém do contexto de experidncias fisicas onde a funclo (L)
da qual sme pracisa informacl8c estd relacionada com a funcio
dados y<s> por meic de alguma fungdo experimental kis,L). Equa
cbes do tLipo (1) sioco conhecidas como Egquacdes Integrais

de Frodholm de Primeira Espécie.

Este trabalho vima o estudo das principais
caracteristicas de eoq. (1> assim como também alguns métodos de
resolugSo. Para este fim, considerarcmox AX ——Y como sgende o
operador integral definido pelo nlcleo kis,t> entre espacos
normados X e Y, de maneira que nossa equagido pode ser
reegcrita como:

2> AN = y

Em situacBes praticas, os valores de y(s) =s3c obtidos
experimentalmente, portante sujeitos a erros de medicao,
Nestas condigSes, somos forgados a trabalhar com wna versao

aproxdmada y6(s) com um nivel de ruidn, isto é:

&P lysyl <6, 6> 0




Em particular sabe-se gue, gquando k(=,t) é continua ou do
gquadrado integravel, o problema de resolver (12 é Mal Posto,
no smantido em que a prépria garantia de existéncia e unicidade
da =olugdes ¢é delicada, pois, possivelmoento:

> RCA> * Y o
5> NCA> = | 0 },

onda RCAD e NCADY donotam respectivament.e, os subespacos imagom
e nule do operador, ou no s=entidc em que pequonas variagbes
nos dados peodem ocasionar grandes perturbacdes na =olucido. Em
out.ras palavras, o problema nio depende continuamente dos

dadaz, isto €

~4 . ~ ra r
D AT exizbe, mas nio é continua,

Conuequentomente, o problema n3o pode ser ahordado por mélodos
usuais que So aplicam nos  casos usliwveis; precisamos de
métodos numéricos com um accitivel balanco entre precisio e

eztabilidade.

Ag dificuldades gue aparecem como  consoquincia  de 1)
gs/on (B, podem =or contornadas introduzindo um novo conceito
de  sohigio, cuidando gque neste nove contexto, existéncia o©
unicidade sejam garantidzz. Introduz-se entio a nocio de

Soluciio de Quadrados Minimos (SQMD.

Se y & RCADHRCAD™T garante-se a exisléncia de uma unica
SQM que tenha norma minima e que denotaremos com x'. A funclo
x+ & chamada Scluglo Genoralizeda de (2 ¢ pode ser vieta come
reczitlt.ads de um operador linocanr A+:D(A+) = R(AIHR(A)'L —X tal

+ L+,
que A+y =% . A & chamadae Thversa Gencralizada de A 104},

. o 1 + s

Se RCAY & fechado ent.Z3c REAMRCAY = Y, e A & continua,
rd - + [ 4 rd *

caso contrario, A nfo é continua e o problema de determinas a

solugfio generalizada é mal posto, isto &, a solucio existe de




e + rd
mimcira  Unica sé&  quando e DCA D, porém ndo  depende

b4

&

continnamente dos dados. No casto de dados perturbados n3o
+

temos garantia que Ys € DCA” >, contudo, se isto for verdade, é
-+

bastante provivel que A (Yé) n3o seja umn aproximacgdo

o+
aceltivel para A (y> devido & descontinuidade de A+.

Se A & o operador integral definido no espaco de fungdes
lobesgua monsurdveis e de  quadrado int.egraveis: Lz_(a,h),
indurzide pelo nbcleo kis,t> como em 1D, ent3c RCAY é fechado
se e somente se o micleo kés,t) é degenarado, [13). Nicleos
desta natureza n3o =30 frequentes em situngdes praticas, logo
o problema de calcular solugiicn: genoralizadas aproximadas para
equagdes do tipo (1> em aorto contido sempre é mad posto;

conzequentemente, procisa de mét.odos estaveis de aproximasio.

0 estuda tedrico de problemas mal postos e métodos para
resalvé-los:  iniciou-se gragas aosg LIabalhos fundament.ais  de
Tikhaonoy [50), (51, A pedra furndamental fod o concoito de
soluclio regularigada obtida atravéas de algoritmos de
regularizacio, onde a idéia basica & aproximar o operador ndo
Iimitado A+ (A"! se ele existe) por uma familia uniparamétrica
de operadores limitados: RCex, - >:¥ .—3X, onde o > 0 & chzmado
Pardmetro de Regularizacdo, tomando como sobicde regularizada
a fungam: xi = R(a,yé) que depende sempre cont.inuament.e de Ys
0 proklema reside na escolha do parimetro o como fungae de 40
a = acd), de modo que, se & --» 0, entio deve-se ter o — 0 e
& +
x, X

Nezte trabalho estamos intercsuados particularments  no
estudo do método de regularizagio proposto por Tikhonov e
sua aplicag3c na =soluao numérica de equagdcs  integrais de
primeira espécie. Apresentaremas aqui um enfoque para o método

de Tikhonov de maneira que o meu estudo & realizado como Caso




especial de uma vasla classe de algoritmos regularizantes.
Acreditamon quoe cute enfoque & Impertants j4 gue no processo
ds discuss3c iremos obtendc conclusSes e/ou resultados  gue
serdo particularizades adequadamente para o mdlodo om astudo.
Em particulae szt.aremos  interessados: om obler respostas as

seguintes quesideos:

a> Come construir algoritmom regularizantes e de que
manocira deve s=er felta a escolha do pardmetro de
regularizacio para garantir convergénaia 7

b> O gue pode ser dito com respelto & estimativas da taxa
de convergéncia 7

&) Como implementar sficientemente algoritmos regulavi-
rizzantes de maneira a obter solugles nurnéfic:as: eabiu-

fatérias para o problema 7

Respoulaos para ad e b) sdc obtidas explorando uma linha
de estudo de mdtodor: de regularizacio via noodhes de teoria
espectral para npcn‘adoreé lineares :wtwadjuntos [031, [09],
{101, 116). A analise & feita ao longo do capitule 111, apio-
veitando o conjuntoe de resultados de analise funcional o de
teoria de operadoes lineares introduzidos no capitulo L
Respost.as alternativas para ¢, sfu oblidas introduzindo
vergdez aproximadas dost algoritmos de regularizaciio, adotando
um procedimento quue comiste em tratar em primeire lugar a
regularizacgfio do problema na dimens&c original, para =seguir
depois com uma adequada digoretizagio.

Rewswmindo, na primeiva parte deste trabalho,
apresentaremos, em forma unificada,resultados obtidos nas
referénaias  ncima  citadas via teoria especiral, relacionados
com convergéncia e egtimativasz de erro nas solugiios

aproximadas do método de Tikhonov, trabalhando soempre no




ambiente originad, ist.o &; trabalhando em dimone:fio  infinlta.
Numa segunda parte, discutiremos o método combinando
regularizac30 e projecdo em subespacos de dimensio finita.
Mais precizamente, usaremos om resultados da primeira etapa,
para consiegulr cubimativas da  taxa de conwveargénecia para
solugdes aproximadas construidas em subespaéos de elemeontows
finitos. Na pemiltima parte do trabalho inclulmos um capitulo
gque corresponde a implementacio do métode usando elementos
finito=s, tomando como base funuios splines lineares.
Acompanhamos alguns testes numéricos. Finalizamos incluindo
alpumas conclusfes e sugestdes que consideramos validas para

trabalhos futuros.




CAPITULO I: PRELIMINARLS

1.1 INTRODUCAO

Apresentaremos necs:te capitulo um con junto de conceitos e
resultados que servirdo como suporte para o desenvolvimento
deste trabatho. Faremos izt.o assumindo cert.o grau de
familiaridade com os principios e propriedades béasicas de
anAlissx: funcional e teoria de operaddres lineares em espagos
de Hilbert. Nosso desenvolvimento z=réd no ambicnte doss oepacos _
de Hilbert, porém, com a  finalidade de aproveitar conceitos
e/ou resultadoz vitais para este iLrabalho, ccasionalmente
vamos Trecorrer a espagos mais amplos como os de RBanach, por

exemplo,

Certos conceitos basicos como: convergéneia, compacidade,
continuidade, densidade, e outros serdo geratmente omitidos.
Pelo contririo, resultados esou teoremns rolacionados com
esses conceitos € importantes para poMsan objetivos, serdo
apresentados descritivamente, =sem demonstracio, e em certos
casss, acompanhados com alguns comentarios. Em resumo, vamos
apresentar alguns teoremas de anilise funclonal relaciona-
dor com o continuidade do operador inverso e outror, algumax
noces e propriedades de opeéradores compactos em orpagos de
Hilbert e resultados de teoria espectral, propricdades do
operador inversa generalizada, nocdes de espacos de Sobolev
e alpunz resultados relacionados com a propriedade variacional

de projecles ortogonals em subespacos de elemantos finitos.




1.2 RESULTADOS BASICOS DE ANALISE IUNCIONAL

Apresentamos em primeiro lugar om scguintes trés teoremas

relacionados com a continuidade do operador inverso

i‘eorem 1.2.1
Seja AX ——»Y uma aplicacio continua e injetora e X, Y
espagos normados. Se K & um subconjunto compacto de X, entio
A LACKY —X & continua.
Prova: Ver [04)

Teorema 1.2.2 (Teorcma da aplicacdo inversa de Banach)

Se X o Y s30 espacos de Banach @ AX —Y & uma aplicacio
lincar, bijetora e continua, ent3o A™! & continua.
Prova: Ver [26)
Observacio: Se retirarmos das hipdtesion anteriores a condigo
RCAY = Y, o teorema continuard somdo valide de X em RCA)D,

sempre quando RCAD seja foech:ixdo,

Teorema 1.2.3

Se X e Y sfio cupagos de Hilbert & AX —Y é& uma apl-
caclo continua , as seguintes condic8es s&o equivalentes:

a> 3 uma constante M > 0 tal que lAxl 2 Mixl ¥V x € X.

3 RCAD & fechado.

e ATYHRCAY —X & continua
Prova: Ver [04)

Outros resultados de interesse sdo os seguintes:
Teorema 1.2.4 (Teorema de Dinid

Seja -{fn} uma mequdncia de funcies reals e continuas em
[a,b). Se fi(t') < f‘z(t.) < --- para cada t € Iab), tal que
!‘n(t) —»f<t) € Cla,bl; entfo a sequéncia {i‘n} converge unifor-

menente.

Prova: Ver {15]. £ convenicnte obuorvar que o teorema contimia




sendo valido =me subutituirmos o intervalo [abl por algum sub-

conjunto compacto K de um espago separ-avel.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Aproximagao de Weierstrass)
Se fila,bl] —R & uma funcdo continua, entio para cada
€ > 0,3 um poﬁnﬁmio pCt) tal que:
FCLI-ptd| < & ¥V L < [abl

Prova: Ver 17}

Teorema 1.2.6

Se X ¢ um cupago de Banach reflexivo ¢ B é a bola fechada
unitiriz em X, ent3c B ¢ f(racamonte compacta em X.
Consequentemente, =e IA:X —Y & um operador compactc linear e
Y & um cupuge normado, entSo ACR> & compacta sagunda

topologia de Y.

A prova da primeira parte pode mor vista em [21], enquanto a
segunda parte & consequéncia da compacidade  do  opcerador. O

conueite de compacidade serd apresentado mais tarda.

1.3 OPERADGRES LINEARES EM ESPACOS DE NILBRRT

Negta secio apresentamos alguns conceitos hi=icos e
resultados relacionados com operadoros lineares definido=s
entre eozpagos de Hilbert, dando cuspecial atencéo a alguns
aspectog ligados= a noces espectrais para operadores

compactos. Para maiores detalhes ver [041, (081, [17], [21)

Convencionaremos em primeiro lugar, quc ao longo daxte
trubalho vamos ceongiderar espagos de Hilbert =saparaveis, isto

&, se X é um espace de Hilbert, sempre ~existird um conjunto S




denso e enumcravel contido nele. Daqui em diante, o simbolo
<-,'?» =mearvird para denotar o produto interno genérico do
espago, enquanto que ¥-% denctar& a norma associada. Se M & um
subconjunt.c de um espaco de Hilbert X, M e M? denctaric o

fecho e complemento ortogonal do con junto M.

Teorema 1.3.1
Se M & um swubespage fechado ‘de um espaco de Hilbert X
ent.ba; '
X=MeM
e cada ¥ = X pode ser escrito de forma Unica como
= u+ v com u@Mava:MJ'
satisfazendo a propriedade _
Hxd® = ful®s pv®
Ainda maisn, coxitste um  Gnico  operador projecdo ortogonal

P:X —X tal que R(P> = M.

Destacamos que, sme X & um espaco lincar , um operador
linear P:X ——X & chamado uma projecdo se PZ = PoP = P. Além
diz:zo, sabe-se gque R(P> e NP2 sA0 disjiintor e satisfazem a
RCPY4NCP)Y. Se X & Hilbert e P & um operador

propriedade: X
projecic em X com a propricdade R(PIL NP3 ent3o P & chamado
projecdo ortogonal.
Teorema 1.3.2
Se X ¢ um espacgo de Hilhert, e P & o operador projecio
ortogonal de X sobre um subespago fechado M entio
I%-Pxil € Ix-vl ¥ v e M, x ¢ X.
Em outras palsvras
1%-Pxl = inf { fx-vl, v € M }
As provas destes teorcmus pudem ser vista em [43L
Por outro lado, se A & um cperador linear de X em Y, a
norma de A, & definida por:

1.1> IAN = Sup{ 1%;’:—} ,xFX}

»®0o




Prova-se gue o nimero acima definido, satisfaz as propricdaden
usiyaiz de norma, demonstrando-e gque o mesmo numero podoe soerp
obtido s& o supremo & tomado na bola fechadn unitiria. Tem-se
também a seguinte propriedade: '

1.2> NTABI < ALTYBY

onde A & B =3 operadores lineares definidosr entre espacos
de Hilbert, de maneira gque a compousiciio weja correta. Se
1A} < +®, o operador é chamado Nmitedo. Considerando esta

defini¢3o, prova-se o seguinte teorema:

Teorema 1.3.3
Se AX —Y & um operador lincar e X e Y si0 e;pagos

normadas, entio0, A & limitado se e somente se clo ¢ conbinuo,

Observacio: OGragas aoc teorema anterior, ao longo deste
trabalho, os conceitos de continuidade e limi tachio do

operadores lneares serio usados sem distingio.

Dagui e« dianta, usaremos a nof.acio B(X,Y), para denotar
o conjunto de todos ox operadores lineares e limit.ados de X em
Y. Prova-se que BCX,¥>» é um espago linear normado. Se {An} é
uma sequéncia de operadores em BOX,Y), diz-se que An-- » A  uni-
formemente se I!An—AE —0 guando n o Se IIAnx-Ax!I —0 V x £X,
guando n —e diz-se que An . A fortemente. Provae-se Jue con
vergénria uniforme implica convergéncia forte; a reciproca nao
é verdadeira [43L

Se A € BOLY), o operador adjunto de A, denotadc com A*,
& o Unico operador linear em BCY, X3 tal que:
Auw) = A% YueX, vey

Teoraema 1.3.4
Se A,B eB(X,Y), temos ax soguinfca propriedades
a> ca+p* = A%+ B*




B> ad = tA*, v L e R
> A™ = a
d se D e BYY,7>, onde Z & um espaco de Hilbert,
entSo (AD>* = p*A*
Prova: Ver [15)

Se A € BQX>, A & chamudoe culoadjunto =a A = A*. o
exemplo Imediate de operador auvt.ond junt.e  corresponde a
operadores projecio ortogonal. Propricdudes importantes que

relacionam A e A' sA0 dadas no seguinte teorema:

Teorema 1.3.5
Se A € B(X,Y) entio:
a> Al = 1A% = 1aA™§*?
b> Nca*A> = Ncad
c> NCA> = RCA®>Y |, Neaadt = rca™>
d> N<A®> = RcAdT , NA®D = RaAD

Prova: Ver 1173

1.3.1 OPERADORES COMPACTOS § ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA
ESFECTRAI.

Um operador Mldnear A definido de X em Y & chamado
Compacto se para cada conjunto limitado M de X temos que
ACH> & r~ompacto. B imediato que, se A & compacto, entfc ele &
continuo, e se B & um operador continuo entio BA ¢ AB =30
compactos [171. Resumimos alguns resultados importantes,

relacionados com operaderes compactos nos scguintus teoremas:

Teorema 1.3.6
a> Se A e BCX,Y) com subespaco imagem RCAY de dimens3o
finita, entdoc A é compacto.

b> O operador identidade IX ——X é compacto se e somente




se X tem dimensdo finita.

¢ Se A c BIX,Y> é& compacto e injetor, entlio RCAD nio
poda moer fachado A manos que ele seja de dimenuio fiodta,
Prova: Ver 1[04} para a> e b)), engusnto que a parte o> &

consequéncia do teor. 1.2.2,

Corolario 1.3.7
Se A € BIX,Y) & compaato a injetor, o operador inverso
A LRCAY —X, ndo pode sor continuc a menos que RCAY seja

de dimensio finita.

Operadores compactos de interesse para cube bLrabalho =80
a) Operadores proje¢io ortogunal sobre subespacos de
dimens3o finita e, principalmente,

b> Gperadores integrais definidos da seguinte forma:

b
.3 Ax(=) = [ k=, LOx(LIdL c$<s <d
F=

onde a funclo k(s> como ja sabemos & a fungic nuclee do
operador. Os suguintes teoremas garantem & compacidade do

operador definido por C1.3»

Teorema 1.3.8

Se k(s,t> & uma fungio continua definida no ret.angulo
[c,dld=,hl, entdc o operador A:Cla,bl —Cic,d] definido em
€1.3> & companto.

Teorema 1.3.9
Se k(s,L) & (Lz[c,d]xLz[a,b]), ent.8o o operador
A1%a,bl —L7%[c,dl, definido por <1.3), é compacto.

As provas destes teoremas podem ser vist.as em (171, 1261

Quando a funcio ndcloo ki(s,L) é da seguinte forma:




m
kia,t> = } ¢n(s)wnCt)
n=q
onde os fatores da suma nfio continues e/ou de quadrado
integraveis segundo Lebesgue, entiio o operador integral &

chamado degenerado. Com relaclio a este conceito, usando o

corolario 1.3.7, temos:

Teorema 1.3.10
Se A & um operador integral dcfinido come em U3,

entic RCA) é fechado se e somente se o nicleo & degencrado.

Dagui em diante vamos descrever algumas cvonsideracdes da
teoria especﬂra.l para - operadores compactos autoad juntos.
Comecaremos int.roduzindo algumas defini¢hos e resultados
preliminares. Um escalar A & chamado autovalor de A € BOLXD,
se existe um vetor n3o nulo x ¢ X tal que Au = Au. O vetor u #
o subespago NCA-AI> onde 1 & o operador identid:de em X, sdo
chamados aulovctor ¢ autoespaco de A associado ao A A
dimensfo  de NCA-AID é a multiplicidade de A. E claro que A
serd um  autovalor undszments no caso em quae NCGA-AD for

difercnte do subespaco trivial
Analogamente ao caso de matrizes simétricas prova-se:

Lem:a 1.3.11
Se A € X,X> é aut.oadjunto, entao:
a) Todo aulovalor de A & real
b) autovetoras correspondentes a autovalores  difercenbes
sio ortogonals,
e Se A & um autovalor de A, entdo
| X | <0 A0

Se A e BX, X}, o resclvente do A, denotado por CAY, & o




conjunto dos nimeros complexos A tal que A-ADD” ! existe e &
limitado. Se A € pCAd, diz-se que A & um valor regular. O
espectro de A, denotado por oCAd & o complemento da pCA), ou
se ja:

oCAd = C/pCAd
0 raio espectral de A, denotado por o¢A>| & definido por:

|ocAd| = Sup {|r] Z X € oCAd}

Daqui, temoz gque o espectrs de um operador ¢ Tormodo por:

i> O conjuntc de autovalores do operador, ou

ii> Por todos as A tal que o operador CA-AD 'existe mas

ndc & continuo.
O ultimo fato acontece por exemplo, com-o seguinte operador:
A:CL0,13 ——CI0,1], onde AxCLY) = hbtOxct)y, V t < [0,4], com
het> continua e fixa, Observamos também que, se X é de
dimens2c . finita, ii) nic pode acontecer, pois At &
limit.ado.

Prova-se que pCAY? ¢ um subconjunto aberto de €, formado
pelos complexes A tal que Ixn} > BAl. Consequentoemente oCA> é
um con junt.o compacto gque estd contide na hola com centro na
origem e ralo IAl; sendo assim, o raio eupectral satislfaz a
proprizdade joCAd| = BAL. Se A & BCX,YY> & autondjinto, usando
o teoi. 1.23 demonstra-se que A € pCA> =me e somoente se exizte
uma constante M > 0 tal que NA-ADIxH > Mixl V x € X. Com este

resultado prova-se o seguinte teorema:

Teorema 1.3.12
Se A & BOX,X> & autoad junto, o espactro  o(Ad & um
subgcon junt.o de nimeros reais e:

oCA> < [-TAU,TALD

A existéncia de autovalor para um operador compacto A &




garantida desde que A seja autovadjunto. Nesse caso temos que
pelo menos Al ou -TAl & um autovalor de A e o raio espectral
satisfaz: JAR = Ia(A)‘. A prova destes resultados podem ser

vist.as em Baumeister [04], Groetsch [17]

Teorema 1.3.13 ¢ Caracterdizacio do espectro)d
Se A € BO,X) & cumpacto e autoadjunto, entic valem as

seguint.ie propriedades:
a) oAd = {o} 0] {x e R / X & avtovalor de A}

B Se X é de dimensfc finita, ent3oc oCAd) & formado pelo
conjunto de auteovalores de A,

&> Para cada autovalor A o subespaco NCA-AD tem dimensio
finita.

4> oCA> & enumeravel. Se oCA> & infinito, entio a sequén-

cla de autovalores Xn satizfaz:

iim » =0
: n
n — »0

Prova: Ver [04).

Tecorema 1.3.14 (Teorema Ezpectirald

Seja A € BQX> um operador compachto e autoad junto com
autovalores X‘, )\2,- -+, repetidos de acordo com suas multipli-
cidades. Se u, u, ", é a correspondente sequéncia de auto-
vetores ortonormais, entlo temos que:

Fara cada x ¢ X, existe X € NCAY tal que;

)

1.4> X = x <+ (x,u du,
o '3.:1' » MY,
a1

15> . Ax = A {x,u du
z P R |

j=1

Prova: Ver 041, 117

Observacao!
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Se a soma anterior for finita, isto &, =me A possul
unicamente wm nimero finito de autovalorea, entido RCOAY tem
dimonsS80 finita e é gerado pelo zistema de autovetores. Além
disso, no caso geral, o teorema mostra que operadores
compactos e autoadjuntos, sio completamente determinados por

seus autovalores e pelo correspondento sistema de autovetores.

Gracas ao teorema anterior, se A € BCX,X)> & compacto e

autoadjunto, entfio para xeX temos que:

o
x =x_ <+ ¥} (x, u}u
o
i=1
®
Ax =E>\ (xu )u
3-1

1.6>

A%x =}:J\. (x,u )u
=11

A x--}:l (x,u )u » nelN
=17

Logo, para cada polindmio:

P =
n

k
akt ,akeIR

o

R r1?

associaremoes o polinémio em A :

n

A7> P_(A> = L a AX , com A% = 1
k=1

Para fazer isto, =se Po é a projecio ortogonal de X =cbre NCAD,

com a_ = P;ICO), usando (1.6, pwra cada x € X definimos:

a

1.8 : P CAD) = P a> P x + }_"P <A )(x,u
n & Y3

DemonsiLro-ge facilmente que Pn(A} ezt.d bem definido e que omcbee

operador polinomial em A & limitado. Por outro lado, =e £ &
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uma funcio continua definida no intervalo [a,b], com
oCAd < la,bl, entdo, imitando (1.8, definimos:

©
1.92 TfCAdDx = f(O)Pox + LI

j)(x,u M, VvVxelX
J=t

37

Com esta definicio, fCAD & uma funcio continua do operador A:

para cada x &« X , com Pox = X, X em NCA>, por {1.9)
' 2 2 2 ® 2 2
1£CAIKE™ = [£COX|T|P x|™ + § |f(kj)| |<x,uj>|

i=s

. (%]
< Sup  [roo|® xoliz + ¢ |ox,und|®
Aeola)d j=4 !
Se x = X, + X, com ¥ F'N(A)‘L, {1.4) implica gque
o
x = _}:1(}1:.41_)1.!‘i
J=

portanio, na desigualdade antertor temos que:

EfCADN £ Sup |TOD) § x 0

heonas
Dai, por 1.1
€1.10> LfCAYE < Sup |fOO| £ Sup [TOO|
heowan A<la,b)

Agora, se u é autovetor unitaric correspondente ac autovalor X

IECAIRE < BLCADHIXE = IfCAdN = IfCAdull = |f(7\.)|
loga:

<1442 Sup |f()\)| < NfCAd
AEOAY

Enti3o de 110> e (111> temos o seguinte teorema:
Teorema 1.3.15 (Teorema do Raio Espodtrald

Se AcBO,XD & compacte e autoadjunto, entido para f(A)

definido em (1.8) valem as seguintes propriedades:

12




a) fCAY é um operador continuo o
Bf<A>l = Sup |£ex>| = |orCE <A |
heoiay

b) HECAD < ﬂflm

Se A € BOLY> & compacto, temos os segulntes resultados:
a> ATAX—>X & compacto e autoadjunto
b) Se A & autovalor de A*A com autovetor unitario u,
entio N Z 0, pols
| 0 < lAul® = cAmAW = <A%Au,w = AW = A
Consequentement.s, peles: Leurcmas 135 e 1.3.13; temos:

1.12> oCA*AY < 10,1417

¢) Existem sistemas ortonormais {un}, {vn} em X e Y res-
pectivamente, e uma scquéncia {'an} com o >0, n e N tais

i3 * 1
que {un} e {vn} =80 bases ortonormais para NCAY e NCAD

respectivamente; satisfarzendo-uce que:

113> lim o, = 0
n - w
o
1.14> Ax = T aj(x,uj)uj VxelX
. =1

As provas destes resultados sfo comuequénaias do Teorema
*®
Espectral aplicado ac operador A'A com autovaloress N, §j € N,
i

ordenados decrescentemente na forma

AZA 2 >0
% 2
com sistema ortonormal asscciado u, w, ", definindo:
o, = ()L_)“’a, v. = gAu , onde p =1/, je N e
i J h] A I | J J

notando gque {un} é base para NA*AY = N, e que v, € RCAD

Vv j e N I3
Os nmimeros o, j € N =30 chamados valorey singulares da
]

A, (114> & a decomposi¢cio em valores singulares de A e o
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conjunto {oj,uj,vj} & um sistema singular para A.
d> Se f(td) = t%, a > 0, entad por 1.9 temowm

[+ 4]
114> A*Ao0 = A0 = £ ATGrudu, ¥ xeX
=1
Além disso,
115> RICA®AY®) ¢ NA®AY! = neadt
e Se g(t) = Ca + 7', a > 0, entSo por 19 e teor.

. 1.315)> t.emos:

€1.16> CA®*A + o' = gca®Ad

1

€1.17> IA*ACA®A + oD7'H < gl YV b e ocA¥A).

Ainda mais, =e Pn é um prlinémio de grau n, wsando  €1.7)

temo:

1.18> A“PncAA"B = PncA'Am'

Com esta propriedade, usando o teor. de aproximacio de
Veirstrass prova-se que (118> e valida também para fungdes
continuag [08]1, isto &, =e gla,bl —aR & wuma £ uncio continua

com a(A*A) < fa,bl , entdo:

€1.19> A%zcAA® = gca®AdA?

Em paxrsicular, para g(t) acima definida temos:
€1.200 | A*A + oD 'A% = A%AA® 4+ aD™

Finalizamos esta parte, apresentando o seguinte result.ado
bagicn, relacionade com o© problema de existéncia de solugdes

para equacdes funcionais do tipo Ax =y , onds A & compacto.
Teorema 1.8.16 (Fxisténcia de Solucdesd

Se A < BOLY) & um operador compacto e (a_,uj,v_) wn
J ]

sistema  singular para A , a equacdo A x = y tem solugiio sec e
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somente me, as segulntes condigdes =s3c satisfeltas:
ad y e [NCAY™H) |
® 2 2
> wp |ty,ud|" <
. 3 a
i= 4
Quandn =3 e b) s30 satisteitas a soluciio é dada por:
w

21> x =¥ p Cy,udu
jma ) i

onde a igualdade deve ser Interpretada como:

N
lim 0 x - Fuly,udul = 0
N —3»®m j=1 ) 1
Observacio: As condighes ad> e b) do teorema exigem cert.a

regularidade da funcgiio y para existéncia de solucZo. Em
part.k:him-, a soequéneia  de produtoz internos (y,pj) deve
docromger suficientemente rapide para conter o crescimento dos
i‘at.bres ,uj, que crescem sem controle devidu ao comportamento
dos valores singulares de operador. Se usamos (1.21) para
obter uma =oluclc do probloma entilc pequenas mudancaz em y
podem ocasinnar greandex perturbacdes na solucic, Ja dque
u —ow quando n crosce. A prova do teorema pode ser vista em

Fi71.
1.3.2 INVERSA GENERALIZADA

Quando consideramos o problema de resolver a equacio

linear
122> Ax=y,AceBXY),velX
& frequente que o lado diveito y ndo esteja em RCAD;

consequentemante (122> nio tem solugdo no sentide classico.
Exemplo tipico douta situagdo acontece quande A é um operador
integral induside por uma fungio ndclee kis,t> com certo grau

de regularidade. Com a finalidade de contornar o problema de
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n3oc existéncia de solucdes, introduzimos uma mudanca no
conceite de =moluciio no seguinte sgentido: se A e BOLY), a
funcio u € X & uma solucdo de quadrados minimos (SQM) para

1.22) =e:

HAu~-yl = inf {lAx-y? / x X}

Uma caracterizac3c util para swolucSes de quadrados minimozs &

dada no seguinte teorema:

Teorema 1.3.17
Para y € Y e u € X as scguinbes propriedades sho
equivalentes:
a) u & uma soluciic d= guadrados minimos.
b> A%A u = A%y,
) Au = Qy, onde Q é a projecdo ortogonal de Y sobre
RCAD.
Provas Ver {041

A equac3o b) & conhecida como equacdo normal de (1.22>.
Se & denota o conjunto de =cluzdes de quadrados minimos de
(1.22)): usando cd> prova~se dJue Sy # {4} me e somente se
Qy & R(AD>, ou de outra forma, se e sumunte y < RCAIHRCAD™.
Deve ser claro que me y € RCA)D, Sy coincide com o conjunto
de solugdes de (1.22). Por outro lado, wusando a parte b>
demonstra-se que, s Sy;-! {¢} entdo Sy & convexo e fechado,
portante existe uma Gnica =solugio de quadrados minimos de
norma minima. Logo, se A < BOLG,Y), o operador inuversa
generalizada de A, denotade por A+, com dominio de definicio
D(A+) = R(A)-I-R(A)'L, é o operador que designa a cada y e D(A+)
a tnica SQM de norma minima para 1.22>. Isto é:

AYDAT X, tal que AT = %', ¥V y € DA

Com respuito a isto, prova-se que:

o
1.23> NeAT> = readt, e
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a.24> rRA® = Nt

Notar que a ultima propricdade diz que x+e NcAdt. Se A &
compacto, usando sistemas singulares, prova-ze que x+ tem a
mesma representacio da solulo classica dada em  (1.21). As

provas destes resultadi:: podem ser vistas em f04).

Teorema 1.3.18
Se A € BOX,Y) entio AT 6 continue se e somente ue, RAY &
fechado.
Para provar este teorema, introduz-se o operador restrigao Ar=
A/NCAYENCAYY —3RCAD, dando a seguinte definico alternativa
-
para A :
-1 +
A TQly> , ¥y = DCA D
Aty = r n
0 » ¥ € RCAD

e aplicando teor. 1.22.
1.4 FSPACOS DE SOBOLEV E RESULTADOS DA TEORIA DFE APROXIMACAO

Seja (o,b> um intervale aberto em R, e P o espaco das
funcdes mensuriveis u, definidas em (a,b> com valores reais

tais que
b
I [u(t)|pdt'< +0
=

Se u e LF(a,bd, define-s¢ a norma de u em Lp(a,b) da s=eguinte

forma:
b 1/p
ful - (7 |u(t)|pdt.]
Lp(a,b) a

O espatos Lp{a,b}, 1 £ p < +m, sAc de Banach e quando p = 2
Lz(a,b) é um espago de Hilbert com produto intearnn

b

vy = [ ucLIvtddt , u,vel¥a,bd
L%a,bd “a
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com norma induzida

b 172

hat = [_[ |u(t.)|zdt)]
L ¢a,b> a

Espacos de Sobolev de urdom m
Define~se um efpago dJde Sobolev de ordem m, sicbhbre um
intervalo aboerto b)), denotado por Hm{a,b) COmMo - o espago

vetorial das funcles u & Lz(a,b) tais que am derivadas no

t2¢a,b>. Dafine-se em Hm(a,b> o seguinte produto interno:

b m b 33
.22 ,vd = {uvdt + | J prubvae
H (a,b> a Jj=1 a

com este produto interno tem-se o seguinte norma as=socliada:

b m b ”
1.26> hah® = [ |uced|®dt + £ [ |pu)at
H Ca,b) a j=1 a

0 espaco Hm(a,b) com © produto interno acima definido & um
espago de Hilbert separavel 83l O espaco H™Ca,b) pode ser
definido também como o fecho do espaco de fHmodes
cont.inuamante diferenciaveis até a ordem m Cm[a,b] com
respeito & norma (126> Daqui em diante, o produto intecno e
a norma associsada em Hm(a,b) serdo donolados por (-,-)m e | -Hm
respectivamente. 0 Subcupaco de Hm(a,b) formado pelas funcdes
cujas derivadas de ordem menor ou igual a m—1> que se anulam
nos extremos do intervalo & denotado por H:‘(a,b). Prova-se que

HI: é também um espago do Dithert.

Espacos de Sobolev =30 importantoes ja que podemos obter

em forma precisa o grau Jde regularidade de o clementos,

Assim por exemplo, demonstra-se que ll‘(n,b) estd contido no
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espacgo de funcdesz: continuas Cia,b), onde a inclus3o deve ser
entendida no s=sentido que, para cada u < H’(’.a,b), axisble uma
funcio continua em Clabl gque & =ua reprerentante. Ainda mais,
prova-ge Jque Hm(a,b> é compactamente imerso em Cla,bl, isto &,
a aplicacio:
i:B™Ca,bd> ——Cla,bl

tal que, Y u e H™a,b), iCw = u e Ciab) é compacta [33)
Consequentemente, considerando que' em espagou de Hilbert bolas
fechadas =3c 1 raéamente compactas, pclu teor. 1.2.6, temos qu=

a bnla unitaria em Hm(a,b) é& compacta em Cla,bl.
Resultados importantes:

Considerande o intervalo <(abd como  =arddo limitado,
temos:
. m, ~ m-1
i> Se uc H (b)), entio uw € C [a,bl <ver [14D.
iid) Se p 2 q =z 0, HP¢ bV ab) e a inclusde &
densa e continua [43], satisfazendo-ze:
full < llull
q p

iii> Se p > q a imersae i:llp(a,b) ——)HqCa,b) ¢ compacta;
consequentemcnte a bola unitéria em HPCa,b) é compacta em
H9%a,b). Ver (331

Espacos ae Aproximacfo - Resultados

A id%ia de aproximacio vem intimamente ligada =ao problema
de resolver problemas gue envolvem equacSes a operador da
forma Ax = y entre espacos de dimens3c infinita X, ¥, cuja
resolucfo analitica direta & geralmente imposmsivel. A téonica
padrio de métodos aproximadomz para resolver erter Lipo de
problemas, consiste em substituir o problema original por uma
sequéncia de problemas em subespagos de dimen=in finita , cuja

solucdo seja =imples de obter, de tal maneira gque a sequéncia
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de wmolucBes gerada ncuse processo convirja A solucao do

problema original.

A questio de saber quanda um subespaco cont.ém =lemento=m
préximos aos do espago orliginal é vital. Assim, se Mh‘:x & uma
sequéncia de subespacos de dimensfoc finita, onde h & um
parimatro real que varia inversamente com a dimensio n de Mh,
é desejavel que Mh .—X quando h -0, isto ¢, ostariamos
garantindo que M'h realmente apraxim: o cspago X a medida que &
dimens3c n cresce. A existénuia de subespagos de aproximagio

Mh em X sera garantida desde que X seja scpardvel

Dado que Hm{a,b) & separavel, vamos coouiderar nele a

clasmie de subespacos de aproximacdc corthecida como "Subonpagos

Elemento Finito", coujas propriedades de aproximagioe  sao
sistematicamente organizadas em familias de «lascs Sﬁ’r (o1},
{141. Uma familia M., 0 < h < 1 de subespagos de dimonssiio

¥,

L » Se as seguintes condigdes sdo

finita & de classe S

satislfoeitas:

i Mh < Hk(a,b) para todo h.

iid> ¥V u e H'j(a,b), 3 ¢ > 0 independente de h de u
tal que: inf |Iu-§>ll =< Chj-illhuli
L qoth
| 0<i <k, i€ j<r

.27

Ui forma conveniente de construir familias de classsie
Sl:"r’ & considerando funcgdes polinomiais por parte om subinter
valos de algum intervale dado. A escolha obedeoce ao fato de
que esse Lipo de polindmios possikilita & con=trucic de b
locais para tais subespacos. No que segue, vanox oxibir algu-
mas famiilas de subespacgos de aproximacfo; para isto, se Ja A

uma partig@o regular do intervalo I = [a,bl,
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A a=t.0 £ 't,1 - £ t.n( t.n+1=b

I, = [t ,t
3 373
jm=1, 2, -+, n.

b by =ty ) =addn = h

Agora, para O = k £ s, seja Mi(A) o espago de fungSes v em
Ckla,b] tais que a restrigcioc V/Ij 4 um polindmio de grau manor
ou igual a s Demonstra-se que a dimensin do ocupago M:(A) é
nés~kXts+l. Os espacos M:(A) possuem a scguinte propriedade:

Vue Hj(a,b),a P e Mi(A), e uma constante € > 0 inde-
pendente de h & de u, tails que:
iplewpdt 0 S abd ™ Hipdun
L:¢ca,bd L%¢a,bd

0 <i<k+tt , = jJ £ =¥
Portanto, vale o scguintc toeoroemen

Teorcma 1.3.19

Para cada =, k, 0 £ k < =5 M:(A) & uma familia de classe
Sk-l-i,s-l-i
h ’ :
A prova do teorema pode ser vista em [07). Como exemplos dos

espacos M:Cb) temos:

id> O espage de splnes de ordem =t M::;, s > 2, onde
destacam~se, o espagoe de splines lneares e splines cubicas,
cujos elemenlos pertencem a Cia,bl e Cz[a,b] respectivamente.

Basos: lovnis serdo exibidas no cap. V.

ii> 0 espago dom polindmios de Hermite por partes:

H(m)(A) que & definide como wsendo o© espago dee  fungdo:s
Mi’_";’cm, jsto &, o conjunto de furcdes u € ™ aby, tais
que u/Ij, & um polindmic de grau menor ou igual a 2m-12, para

j =1, 2,0+, n. Maiores detalhes podem ser vistos om (14l
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CAPITULO 1I: GENERALIDADES SOBRE PROBLEMAS MAL POSTOS

2.1 INTRODUCAO

A iImperativa necessidade cie resocluciio de  problemas
conoctados com  diversas Areas das ciéncias  npaturais  esou
engenharia [11), (53], tem impulsionado na Gltimas  trés
décadas o desenvolvimento de um nove ramo da Matemitica
dedicado ao estudo e =oluigcfio dos chamados proklemaz mal
postos. A nociin deste Lipo - de problema foi introduzida por
Badamard om 1202 om conex3c com o éstudo de problemas de valor
na fronteira, com a idéia que nenhum fendmeno natural poderia
ser refletido por algum modelo gque conduxza a cuba classe de
problemas; posteriormente comprovou-se a falsidade de tais

idéias=.

A tcoria geral a métodoz para rescolver problemasn  mal
postos foram assentados por A. Tikhonov (541, nu fratamento de
problemas inversos em fisica matemitica, e posteriormonte
descnvolvidos por ele mesmo, Lavrent’ev (271, Ivanov 241, e
cutros. A biblingrafia basica relacionada com o estudo do=
métodos de =moluclo desta calamsie de  problemas  pode ser

encontrada em [30], [346], 521,

Neste capitulo aprezentameos as principais idélas e certas=
caractericsticas dos chamados problemas mal postos, assim como
alguns comentarios com respeitc acs métodos para resolvé-los.
Antes, devido A& estreita relaclo entre prohlomas inversos e
problemas mal postos, introduziremos ilgumas considera¢des re-

lacionadas com problemas inversos.

22




2.2 ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE PROBLEMAS INVERSOS

Problemas inversos apurccem em diversos camposz das
ciéncias aplicadas, por exemplo, na intarpretagio de medicdes
de inztrumentos fizicos, peortinentes a algum objeto natural
desconhecido, ou no proceszamento de rezult.ados de
experimentos correspondentes a f endmenog naturais. Na pratica,
o resultado de experimentos sio apresentados na forma de
funcdes de valor real chamadas f uncgies dadoun. Com  esta
informacdco, através de um adoguado processzamento da 1 uncan
dados tem~se o proposito de estimar wvalores de alguma
caracteriutica fivica ou geométrica do objeto motivoe da
experimentaciio, gue também é identificado com outra fungio de

valor real

A conex3c antre o processo fisico e sua modelagem

matematica é de=zcrita por meio de equacles do tipo:

2142 Ax = vy

onde A ¢ um operador conhecido, posszivelmente nic lincar, x &
a funcio objeto desconhecida, e y a funcio dados. Ausuwumoe—ue em
goral que estas fungles sio elementos de egpagos normados X e
Y, chamados espago de solucios e aspago de Azdez
r-:-:;p-;::*_f_i_vamente. O Problema Inverseo consiste em determinar a
funcao j_ob jet.o » =endo conhecida a fungdo y; em outras palavras
, © problema corresponde A invers3c do operador. Se A tem

inversa conhecida, o problema & reouividoe azendo:
-1
(2.2> x = A (yd
Porém, a determinacdo explicita do oporador inverso ndoc é atil
se a funcio dados y nao pertence ao dominico de definicio de

tal operador, ja quc 2.2 nfiv resolve o problema. Ezte fato é

frequente quandc a funcio dados provém da leitura de
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inutrumentos fisicos, portanto, carentes de precisiio  abzoluta.
Logo, somos forcados a trabalhar com dados aproximados y, como
em ¢35, onde & & determinado pecla precisdo do instrumento, e a
escolha da norma e feita tomando em conta consideragdes
intimamente rclacionadas com o tipe de processo natural, =sendo

as mais usuais: ll'lz e H-1 j& que geralmente dispomos de

m’
estimativas para o erro quadritico media, ou para © mixdmo

aervo nuss modigdes.

0 proceuso de lcitura de instrumentos fisicos pode ser

descrituv pela figura:

x{=d yt>
—_ ) e _ —_—
~

Ondce  para  cada sinal de entrada x(s), uma fungio yd &
registrada na saida do i nstrumento. Em aasos  simples, estas
funcdes, podem ser relacionadas  pelo =seguinte modelco linear

iInvariante no tempo:

i
2.3> AxCL)d = J‘c plt-shilsdds = y(L),

ondz “u'_(tf).chamada funcdo transicdeo, caracteriza a operagac do
inst.rumento [17). Teoricamente it é a f uncgico registrada pelo
inetsumento quando o sinal de entrada & a f uncie generalizada
5CLY. Logo, o problema de interpretagcio de leitura de

jnstrumentos fisicos redus so A resolucio de (2.3).

Outro tipo de problema inverso aparece quando conhecemos
a entrada x e =aida y para um sistema fisico. Considerarwlo que
cigtemas fisicos miie descritos por operadores (diferenciais,

integraisx, olad, contendo um nimerc finito de pardmoatros,
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entio, se a entrada ¢ zaida sio dadam, derne ja-se determinar o
gisttema paramétrico A(pd que concorda melhor com a relacio de
entrada e safda. Aqui, p é usado para representar um vetor de
parametros. Matematicamente, dadas %, y em X e Y regpectivamen

te, queremos determinar o vetor p tal que:

Apin = y

Este t,ipo de problema & conhecido  como problema de
ideniificacdo de pardmetros, e seu tratamento em geral & mais
dificil e delicado que o0 do caso anterior. 0 exemplo mals
safipp i --fdpara esta classe de problema, aparcce na teoria de
aproximacdo de funcdes, quando temos uma tabela de dados xi./y‘_'
e gqueremos encontrar a funcde f que melhor simula taig dados.
Noecte trabalhe, nfSo trataremos problemas deste Lipo, isto €,

vamos nos reforic compre a preblemas do tipo anterdor.

No processo de resoluciic de um problema inverzo, tem dque
ser feita uma anadlise prévia com relagdo a Jguestdes de
exigténaia, unicidade e eutabilidade de solugdes. Isto &
importante pois, se a fun¢do dados nio pertence ao espaco
imagem do operador, (24> ndo tem =olucdo. Alnda que isbto nio
aconteca, se A é ndo injetor entido A™' nf%o existe e 21D pode
teyr muitas solugdes. Com relacBco A queslic de estabilidade,
precisamos saber se a solugio depende continuamente dos dados.
A estabilidade é necessaria se dese jJamos assegurar que
pequenas variaghos nous dados conduzem a pequenas mudangas na
solugiu, Buzlasm consideracSes sio analisadas no contexto de

Problemas Mal Postos aprescntado na seguinte secfo.
2.3 PROBLEMAS MAL FOSTOS E SUA RELACAO COM PROBLEMAS INVERSOS

Diz—se que © proublema de remolver a eq. (21> & Bem Posto

no Sentidoe de Hadamurd, se as  seguintes condiclSes =do
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satisfeitas:
ad A =olucdo existe para VyeY.
b)Y A solugc80c & Unica.
¢ A solucfico depende continuamente doz dados, isto &, a
aplicagZo A™':¥—>X ¢ continua.
Se alguma das condigles falha, o© problema & chamado mal
resta, Enquanto que, =se falha o2, o problema ¢é chamado

instduel.

A propriedade de =ser bem posto para a equacdo <21
depende doz espagos X, ¥ e suas topologias, dai que, se o
problema (21> é mal posto, em algung cagos & poruiveld
resbLaurar a propriedade de ser bem posto para o problema, por
uma adequada mudanga dos espacgog (ou de algum dalesd e/o0u suas
topologilas. Para isto serd swuficiontoe oscolhor subegpagos U, V
em X e Y respectivamente, dotande esses suboconjuntos
de topologias difecentes das originais de tal forma que o
operador inverse ATL:V—U seja continuo. E um fate que a
escolha das novas topologias niAo  pode ser feita por
considerac8es puramente matomdticas  Peleo  contrarieo, esta
escolha deverd =mer coerente com as conslderacBes fisicas
tomadas em cantn na formutaciio do modelo matematico que levou
4 eq. €21>. Mais tarde, no exemple nimero trés, ilustraremos
este tipo de artificio matematico, ressaltando os riscox aom

quais estamos suieitos.

Por outro lado, & importante destacar gque dependéncia
continua da =soluglio com respelito aos dados & uma condicgio
necessaria mas nio suficiente. Aszim, no caso de um proublema
bem posto, a propagagdo do erro relative na solugdo com
respeito ac erro relativo nos dados é controlada pele nGmero
de condic3c do operador [28): kCAY = BAVEA™'I. Com relaglo a

isto, se em vez de trabalhar com a equagdoc considerande dados
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exat.os, resolvemos o =istema perturbado:

€2.3> AGHHSR) B y4+8y

temos que:

HSxl NSyl
.4 “Tar S kA o

onde 8y é a variaclo nos dados, e S & a variagfo nn  molugSo.

Daqui, =ce k(A) & pequeno, diz-se que o problema (21 é bom
condicionado e a solugdo & esthvel com rerspeito a pequenas
variacSes noa dados. Pelo contrivio, s k(AdD & grande, diz-se
que o problema & mal condicionada e o problema é instavel
Claramente, o conceit.o de ser bem ou mal condicionado & menos

preciso que o conceito de ser bem ou mal posto.

ALGUNS EXEMI’LOS
Exemplo N2 1: €O Exemplo Tipico)
Corresponde a equagdes integrais de primeira espécie:
b
Ax¢s> = | ks, tx(tddt = ysd c £ = <4,

=
onde existéncia e unicidade de solugdes em ambos oz sentidos
classico ou goeneralizado, geralmente nido & garantida. Assim
por exumplo, se A é o operador integral definido pelo nbcleo
k(s,t> & Clla,blfc,dll e x e L°Cab), entiic Ax(sd> € Clcdl
Consequentemente, a equagio Ax = y nio tem solugio em Lz(a,b)

se y() ndo for continuo. Por outro lado, a aquacin:

[

_[ s Sendtdxdtddt = y(sd>, -u £ a2 < @
-1
tem infinitas solugSes CNCA> tem dimomsfio  infinitad.  Ainda

gquande as situagfes anteriores ndo acontvcam, salvo o caso de
. +
niiclec degenerado, o problema é instavel, ja que o operador A

ou A™! se ele existed, pelo Leor. 1.318 é mempre descontinuo,
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Exemplo N2 2: (Problema de Cauchy para Equacio de Laplace)

Dade o seguinte problema de valor inivial

2 2
4 Uy 9u _ o , C=,0) € RxRT @

P : o= at”?
ucs,00 = 0, 2902 . Ly, s e R b

at

Dese ja-se determinar u(=,4.) para s > 0, considerando (b) como
dados de entrads. N30 & dificil verificar que o problema é mal

posito. Para isto, tomemos:

wisd = w (s> = n'Sentnsd s el el

por ocutro lado, tomemos também:
wis) = wis> =0, =s=e€k

Com estas funcSes de entrada, encontram-se ax zolugles:
-2 . +
un<s:,t.} = n Sent(ndSceuhdnt), ,4) € RdR
- +
u (s, = 0, ¥V (s, & RxR
respectivamente. Agora, prova-se que w  — w uniformemente,
enquanto  guo u nio converge a uw, isto ¢é, a solucio NnAo

depende continuamente deos dados, portanto o problema € mal

po=to.

Exemplo NS 3: (Transformando um problemn mal posto em um

problema bem posto via muidanca de espacos)

Seja X ¢ [,2([R), o conjuntoe de fungdes munidoe da norma:

+0
Il = 2 jm(l + 8 P> |ncsd>|%dx

onde

- O st -
x{=d = _[ e <L) 4t , comi = -1
Y2rn -

& a transformada de Fourier da funcio x(). Se Y = Lz(lR), seja
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A:X - Y, o operador definido por:

t

2.5 AxCL) = _|‘ xCud> du
-

Agora, para cada y € Y, deseja-se resolver o problema inverso
AXx = ¥y

Vemos quu, se a funcio dador y & diferenciavel, a solucdo

do problema & dada por % = y’, caso contrario o precblema nio

admite solugio. Consequentemente o problema é mal posto.

Porém, se reformulamos o© problema, tomando como espagoe doe

chegada V = H'(R><L?*CRY, com a topologia induzida pela

norma:
1)

+
tul = 2= [ a+sD]ue|’es
2N oo

isto &, considerando A:X —>V, como definido(25>, entéo
prova-se que o problema reformulado é bem posiLo. Vejamos: ad e
b) gme verificam facilmente, engqumto qgue, para verificar o,

usando as propriedades [421:

i>  fal = Kul (Igua ldade de Plancherel)
L% <RY L% R

ii> ' L) = isucsd {Transformadada da derivada>

onde 1 é a unidade complexa imaginaria

prova-se gui: Ile.ll1 = ixi ¥ x e X, isto &, o coperador A é
H (k> .
uma isometria, portanto o operador inverso A :V —-X & conti-

nuo, logo o problema reformulado é bem posto.

Anilise de estabilidade para o problem= reformulado

Suporemos que contamos unicamente com dados perturbados
yé(s), tais que:
}ré(s:) = y(s)+Sylsd
onde éy(s=d é conuiderado como perturbacdo da f uncaoe dados. Se:

Syled = SpedCos(sr/57), com P=eH R, |¢sd] = 1, Vs e R,

temos o mcguinte:




a’) Para 5 > 0 suficlentemente pequeno, &y(sd & uma
funcio fortemente oscilante gue assume valores pequenos,
portanto, pode perfeitamente ser considerada como wuma

pequena perturbacdo.

b’> 16yl = 0CS)
LEa

e’> 15yl = 0¢s™h
H* >

Nestas condicdes, usando «’> cm. (24), vemos gue o limitante
do erro relative da solugdo, cresce a4 medida que & — O
Conserquenboemente, qualquer tentativa de controle de
es=tabilidade na solucio deo problema, com esta classe de dados
na topologia de H'{R> & estéril. Este fato & devido a. que,
para este exemplo, a topologia de H' (R, n3o permite uma

apropriada descriciio do efeito das pesrturbacdes.

A transfarmacio de um problema mal pbst.o am problema bem
pasto via mudanca do espago de chegada, deve levar em conta
uma correta descricdc do  efeito de perturbacfes nos dados. Na

nova Lupologia, é dese javel que:

16yl = Hyé-yll €8, & >0

Exemplo NQ 4: (0 Prablemn _de Diferenciacio)

Se y(s> & uma funcio’ conhecida aproximadamente, por
exemplo em forma de tabela, deseja—se determinar a derivada
n-ésima ym}(s). 0 problema pode ser resolvido, determinmando
a =olucio da equacio:

t

[ =5 - xisdds = v
¢ {n=-a1>!

v ]

j4 que a solugciic para este problema & wi> = ym,(s). Neste

caso, © problema & mal posto poiz trata-se de uma equacdo
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integral de primeira espdéaie.

Exemplo N2 5B: (Equacio do Calor para tempo anterior)
A distribuicie de temperatura U em uma barra artendida ao

longo do intervalo 0 £ s =, satisfazendo:

2
El—’ = s u 0 <=s=n
at as”
UCo,L> = Udn,td = 0, t >0
V(s,0) = x(s> 0 €£a Xn

pode ser obtida usando o método de s=eparacio de variAveis.

Feito iuto, para cada t > 0 temos:
2 i

®
Y e n La Sent{nsd>, a = I x{(rdSen(nrdr
n=1 n n 0

Ulz,tDd = 25

Agora, suponkio que U & conhecida no tempo t = T, digamos
Ve, TY = y(sd, dese ja-se det.erminar a distribuicio da
temperatura inicial U(s,00 = ®<(s). Para isto, evidentemente
devemos resolver & seguinte equacio:

Lt

[ ks, pdxlrddr = yi=2 0<s Sn
0

onde:

2

nT

[y

o
kis,rd = T n§1e Sen{ns)Seni(nr

Considerande que o ndcles k(s,r) nio é degenerado, o problema
de determinar a distribuicic de temperatura inicial é mal

posto (ver teor. 1.3.102.

Uma grande quantidade de problemas mal postos aparecem
quando resolvemas problemas inversos das ciéncias naturais,
que quase todox i problemas inversos linear<s Jque caem no mo-

delo matematico padrio (213, sho mal postos.

31




Exemplo imediate para este modelo é refletido em problemas de
valor na fronteira nio estandarizados (Ex N2 5>, problemas de

inversio da transformada de Laplace, entre outros.

A teoria que eztuda os métodos de resolugio de problemas
mal postos & conhecida camo Teoria de Regularizacic, enguant.c
que oz métodos sio chamados Métodos de Regularizagcdo. Intuiti
vamente, a teoria de regularizaclo é a Leoria dasm " aproyima-
¢bes continuas " para a inversa descontinua, portanto, a anali
ge e =solugio de um problema mal posto, & felta via solucio de
um problema associado que & bem posto. Tendoe em conta quo
possiveis causas parx gue o problema de ronolver (2.1 seja

mal pasto sio:

2.6> NCA> = {0},
2.7 RCAD 27 Y g
2.8> A™! oxiste mas & descontinua,

estudam—=e métodos de regularizacio considerande os seguintes

casos:

12

existéncia ou ambiguidade na solucio.

Problemazs mal posto= como consadquéncia de nao

Neste caso, tenta-se a transformacio deo problema em
problema bem posto introduzinde a mudanca do conceito de
solucio que considera solugles de quadrados minimos (SQM) para
(21>, Neste novo contexto, transformar o problema em problema
bem posto, exige uma andlisre com relacido a exist.éncia,
unicidade e estabilidade da solucdo de quadrados minimos de
norma minima. Para equacles integrais de primeira espécie com
mialen ndo degenerado, o ;Sroblema de mxl posicionamento
persiste ainda neste novo contexto, ja gque RC(A) é aberio. Ver
cor. 137 e teor. 1318, Maizs adiante, nou ocaps. HI-IV,
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trataremos do problema de calcular solucdes generalizadas

aproximadas estiveis para (2.4).

22 Problemus: mal postos como conmequéncia de instabilida
de

Aqui, admitimos a existéncia do operador inverso
A"LRCAY - »X, mas ndo sua continuidade. Neste caso, o=
métodos de regularizacio visam a restauracio da continuidade

do operador inverso girando em torno das seguintes idéias:

- RevisS3c do conceito de ser bem posto [30)

- Restricic das =moluges admissiveis por informaciio a
priori. Por exemplo, por imposicéo de Hmitantes a
priori na solucdo.

- Construgio de sclugBes aproximadas estaveis por métodos
variacionais.

- Analise do problema via associacde com um problema
bem pasto [271

- Mudanga dos espagos e/ou topologias. Ver Ex. N® 3,

Na pratica, a reustauracio de estabilidade exige
informagao a piori com respeito as caracteristicas
qualitativas da solugio do problema. Por informagic a priord,
entende-se o tipo de informacic que é obtida independentement.e
dos valores dos dados observados, isto é, informacido nio
contida na equacdo Ax = Y. Informacio a priori geralmente &
organizada em subconjuntos do espago de =solugbex, impondo

certas exigéncias nas solugdes tais como:
- Requerimentos de monotonicidade:

xCL> = 0, x> <0

- Requerimentos de convexidade:

a3




x' Ly 2 0.
- Requerimentos de regularidade:

b
J‘ wtddt €M, M)> 0, etc.
a

Se K & um subconjunto de possiveis solugSes, entio um
procedimento para construir solucbes aproxim:adi: para
problemas mal postos, considera a resolugio  do  problema

reformulado:
Q2.9 P: Encontrar x € K c X, tal que I[Ax-yéll < 5.

Encerramos esta secio aproucntande em forma sucinta os

seguintes métodos variacionais:
0 método de Quase Soluctox

Para este mdélodo precisa-se de um certo conjunto KcX
contendo & =olugic do problema. Introduz-se a no¢ido de Quase

Solucdo em K, dizendo que x é quase solucido para 2.1 se:

1AX-y 8 = inf {lAxy,l, x e K}

Se A € BOLY> onde X e Y s3oc espagos de Banach, exdsténcia e
unicidade de quace scluctes V y € XY é garantida, desde que K
soja cnmpact;o e oconvexo. Ainda mais, a guane solugio x S
associada a vy 5 depende continuamentce de y s € se vy € RCAD>, a
quasic smolucdo associada coincide com a solucio classica. Ver
(251, teor. 2.0 pag. 27, [53). Observar que o conceito de
quase solucido esta intimamente relacicnado com a nogdc de

solucdes de quadrados minimos.

©0 Método de Regularizac&o de Tikhonov
Foi proposto para equacdes do tipo 21> considerando
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operadores nao necessariamente lineares defintdos entre
espacos métricos X, Y. Em forma breve, o método consiste em
tomar como solugdes aproximaadia: para (21), as fungdes X, e
minimizam o funacional:
F Guy > = O CAXY D + XX, a > 0

para um valor adequado de o chamado parametro de
regulurizacdo, onde p é a métrica em Y e QG & um funcivnal
continuo, definide num subespaco denso ¥V em X, satisfazendo

certas propriedades a serem precisadox mais tarde. O funcicenal

(x> toma o nome de funcional esgtabilizador. Det.alhes do

método serfio estudados no capitule seguinte.
0 Método Rex=idual

Se ja:

Js = {x e X, p(Ax,ya) < &}

0 método constréi sclucdes: aproximadas estaveis, tomando as

funces X que minimizam o funcional estabilzador x> no

conjuntc J &

Oz métodos descritos =e inter-relacionam estreitamenta.

" Uma andlise dist.o pode ser viasta em [30L

a5




CAPITULO 11I: O METODO DE REGULARIZACAO

Neste capitulo, introduzimos asm idéias basicas do wmétodo
de regularizacio para resolver problemas  mal posto=,
baseando-nos na nocio de operador regularizante. Em
particular, consideramos uma classe geral de métodos de
regularizaclac para ocguagdes a operador de primeira espécie,
que envolvem operadores compactos, e qu= incluem o método de
regularizacioc de Tikhonov como caso especial. Para isto,
introduzimos previamente o métodoe na sua forma original, isto
é, no contextes de métodos variacionais, onde consideraremos o
problema de construgio de solugdes aproximadas egtaveis em

ambos os sentidos: classico esou generalizado.

Apresentamos resultados de convergéncia e estimativas de
erro para a5 solugdes aprodimadas congstruidas pelo método,
explorando idéias e resultados da anilise espectral para

operadores compact.os em espacos de Hilbert.
3.1 GENERALIDADES

Consideremos a seguinbte eyuagiic a operador:

3.1 Ax = vy

onde A & um operador ndo necessariamente linear, e X, Y gac
espacos métricos cém métricas Py © py respectivamente.
Admitiremos que em vez de y, contamos com dados
aproximados y, satisfazendo: '

32 PYiVg> £ 6 >0
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Admitiremos t.ambém a existéncia do operador inverso
ATMRCAD ——X mas n3c sua continuidade, de maneira que para
cada y em RCAD>, (3.1) admite =olugic Gnica mas ndo depende
continuamcente de y, isto &, (3.4> & mal posta.

Nag congideracdes anteriores, mesmo que Yy 5 = R{AD,
nio temos certeza de que a solucdo x, = A-‘(Y‘s) seja uma
aproximacio aceitivel para a solugido exala do problema. Seria
dese javel que, se Yg —Y quande & —0, entio R —IX. Como jJa
sabemos, este fato acontecerd 5 no ocaso em qua Xe for
construido por algum método estavel de aproximacio. No gque
segue, apresentamos uma forma de construcdc de seclugdes
aproximadas estaveis para (3.12, via construcdo de operadores
regularizantes. Com este fim, diz-se que um operador Ra:Y —X
dependendo de um parametro a é operador regularizante para o

equacio (31> (ou para a solugdo de (3.1)), me:

i3 Va> 0, Ra & contfinuo.
{3.3>
i

> ¥ x <X, lim ,é:xcnan,x> = 0.
a —a0

Temos imediatamente que, se Ra é um operador regularizante
para (1), i> e iid) garantem que Ra é uma aproximacio
continua para A .. Consequentemente para cada y em RCAD, R
€ uma aproximacic continua para a solugic X. Ainda na pre=senca
de dados perturbados, com ¢ € Y 5 satigf azendo (3.2>, gracas 2
continuidade de Ra, & pomgivel det.ermirmr o garﬁmet.m a como
funcio de &, de tal maneira gque a funcgio x, = Rou.(yé) esteja
suficientemente préxima & =olugio de (21). O parametro a &
chamado pardmetro de regularizacdo enquanto que a funcio xﬁ é
conhecida come =olucio regularizada. Scogue, portanto, gue todo
operador regularizante junto wom a escolha do parametro de
regularizacio adoplado ac erro dos dados de entrada, define um

método esthvel de construcdo de golucdes aproximadas para
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(3.1).
Um método de regularizacdo consiste na emcolha de um
operador regularizante Ra e do pardmetro a como fungio de &:

o w a5, tais que:

R )=xg—+x quando & — 0.

acE>Ys

Operadores reguluricantes sfa facilmente construides,
usando métodos variacionais em combinago com a nogio de
funcionails estabilizadaore:x. Se YV & um subespago denso de X
(podendo ser V = X3 um funcional gontinue ndo negativo
OV —aR & chamado jfFuncicnal estabilizador, =se as seguintes:
propriedades sio satizfeitas:

i> A solucfo de (3.1 estd no dominino de OCxD.

€3.4> ii> ¥V d > 0 , o subconjunto K = {x e V/N0x> <d}

é compacto em X.

Agora, seja:

35> JsCvg2 = {x e X/ py(Ax,ye; > < &%

Num primeiro instante, pensa~se neste conjunto come um poten-
cial candidato para o conjunto de possiveis solugSes de (3.1,
mas esta idéia & abandonada pois J 6(y 6} nan é limitado devido
a ndo conlinuidade de A_i, ou seja, elementos arbitrarios
deste conjunto nio garantem uma boa aproximagio para a solucgio
de (31). Logo, torna-se necessario um  principio de selecao
para as possiveis solugbes. A escclha certa sersd, mem divida
alguma, aquela que toma o= eiemen‘l.-os de J 6(y ¢5) que dependem

continuamsnte da variacio dos dados y 5

Se V6 =V Jécyé)’ um operador regularizante para (3.1

& construido tomando em V & o elemento x 5 que minimiza o

funcional (x). Istoe pode ser vizto pensande na associngiio




Yg —* Xg como sendo o efeito de um operador Ré tal que
Ré;(yd) - X, Prova-me qua o operador assim construidc é
verdadeiramente um operador regularizant.e <ver [52]), pag. 50D.
Em resumo, o método oconsidera & resolucin do  neguinte

problema:

(3.62 P

{ Min Q<O
1

s/axe\’é

0 método descrito apresenta dificuldades na resclucic numérica
do problema variacional, Ilogo, precisa-ze pensar  em  alguma

reformulacio.

Se VD - {xo s V/ Q(xo) = inf (Xx3, % € V} y diz—me que um
funcional X% é gQuase mondiono, se V x cV, x & Vo, existe
uma vizinhanca Vx cont.endo X, tal que Q(xi) < QON. Prova-se
que, se Xx> é quase mondtono tal que Vo Nn v &= ¢, iz=to &, =e
o extreme inferior irrestrito de (%) & alingido em um ponto
x & \fé, entio o extremo inferior do funcicnal restrito a V‘S é
atingido em um elemento X 5 que esthd na fronteira de V &
Portanto, podemos reformular o problema variacional 3.6,

passando ac seguinte problema de minimizacio com restricdes:

37> Pz: Min QD
s/a py(Ax,y S m b

Agora, usando o método de multiplicadores de Lagrange (311, o

problema é:
2
£3.85 Ps' Min F‘a(x) = py(Ax,yé) + K

com o sujeito & condigao: py(Axﬁ,yé) = &, onde xj ¢ o elemento

que minimiza Fa(x).

Nas consideracSes do pi-oblema 3.8>, também podemos
pensar em xz como efeitoe de um operador Ra aplicade aos dados

&
Y4 de modo que X, = Ru(yé)'
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Na pratica, operadorea regularizantes s30 construidos

adotando o =meguinte esguema:

Construir o funcional Fat

19
22 Encontrar xg que minimiza Fa(x), montando uma eg
@93 tratégia de escolha do parametro a como fungio do
erro &, tais que, se & -0, entiv « = ald) —0 e,

5
consequentemente, X, X

O método que acabamos de descrever ¢ conhecido como O
Método de Regulariza¢do de Tikhonov, enquanto que o funcional
Fa(x) & t;‘.shamado funcional de Tikhonov. A exdsténcia do
elemento X, que minimiza Fa(x) é gavantida para todo o > 0,
desde que o operador A:X —Y seja continuu. A questio de
unicidade ¢ maisz delicada; porém, & possivel estabelecer
condigtes suficientes para que isto ocorra. Assim, se A é um
operador linear e continuc, X, Y =s3o espagos de Hilbert e
(x> é um funcional quadrético, entdo garante-se a unicidade
do minimizador xi. A questio de existéncia pode ser vista em
[52), enquanto que a questic da unicidade sera comentada maisg

tarde.

Algumas consideragdez com respeito ac funcional cxtabilizador

A eficiéncia da regularizacio por melo do funcionat
estabilizador depende da coordenacio do funcional com a
equagio, da informacio a priori com respeitc a solucfio e da
complexidade do problema de minimizagfo. PortLantu, vamos dar
algumas sugestdes, péra facilitar a construcic do funcional

estabilizador para espacor concretos.

12 se ja ¥V um subconjunto do espago métrico X tual que:
i> V admite uma métrica majorante P, isto &
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px(u,v) < pv(u,v) para cada u, v € V.
ii> A hola pv(v,vo) £ d & compacta em X (na métrica
de X0.
Entido um funcional estabilizadoxr (V —R & definido por:
Q%) = p:(x,(l) VxelV.

As condi¢gBes 1> e 1ii> se verificam, por exemplo, se

tomamos X = Cla,b)l ¢ V = Cila,b] com as métricas:

px(u,v) = Sup -”u(t.)—v(t.)', t e Ia,b]}
p,Cuv> = Sup { |uct>-vitd |+ |u’ (Ld-v* |, t e [a,p1}

ou, se tomamos X como antes e V = HpCa,b), com a métrica 7,

def 1 nida por:

b, p - 1/2
pv(u,v) = { _r [ T qj(t)(DJz) dt.]} » COmZ = u~v,
avj=1

onde g _<t> > 0 s3c funcdes continuas em [a,b],
- J

j& gue em ambos os casos, e, & majorante com relacio a P, ©
a bola: pv(v,vo) £ d, & compacta em X Ver sec. 14,

2% Se AX —Y & compact.o, linear e X, Y uiu cspacos de
Hilbert. com V sende um subespaco densio em X que admite
uma nérma ma jorante tal que a bola llul £ d é compacta
em X, entiZo podemos definir o funcional estabilizador
Qv %IR pox:

QG = Hxl?
Em caso mals geral, se X, ¥ sfo espacos de Ranach com
VY imerso compactamente e denso em X, ent3o o funcional
2 pode ser definide por: (ver (27D
() = p(llxﬂv)
onde g(it> & uma funcdo estritamente crescente V ¢ = 0.
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Com estas consideracdex, no gue seguse Tformuaremos alguns

esquunius de regularizacio:

Sejam X, Y espagox de Hilbert e AXX —3Y um operador
linear e continuo. Suponhamos que a informagfc a priori nio é
suficiente para montar um compacto K em X que contenhx &
solucio de (31). Contando wunicamente com um conjunto de
restricfes K, convexo e fechado (se nic houvessem restricdes
K = XD, podemos considerar x> = Wl * para cada x ¢« X <V = XD
com a cbservacgdc gque a compacidade dou cvunjunteos M%) < d, é

satisfeita na topologia fraca, portante, © seguinte funcional

deve =er minimizado:

€3.10> F_Go> = |nuu‘.-~-y‘5u2 4+ alxl® > o

onde as restricles devem ser embutidas no processo de
minimizacSo. Se K = X, entdoc, prova-se que (310> admite um

tnico minimizador ari que z=abtlulfae a seguinte equacio:
* »
311> CAA *+ oddx = A 'y‘s,

onde I é& o operador identidade em X Para ver isto, se
oCtd = Fa(xﬂ.{a) onde L 20 e v € X & uma variagio arbitraria

para %, entio o minimo de F"o‘ & determinado pela condicao:

[F (x + tvO>-F (x)]
o a
t

0 = p’O>= 1im
t —0

= 2(A*Ax - A*y‘s + ax,vd
isto é:
€3.12> CCA*A +oDx - A%y ,vd> =0 VuveX
A unicidade segue do fatoe de Fa sar eostritamente oconvoxo. Além

disso, temos
1CA®A + oDl > allxl YV xe X ,a>0

logeo pelo teor. 1.2.3:
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{ i> 0 subespaco imagem do CA®A + al> é fechado
(313>

11> CA®A + aId™' é continuu;

consequentemente temos que xi » A*A + aI)-‘A;y , de modo que

o operador regularizante construido pelo método é:

€344 R, = CA®A + oaD*'A%, a > 0

tendo que Ra é uma aproximagio continua para A™. Prova-se
que, se a escolha do o é feita de modo que & /a0 —0 quando
&5 — 0, entio xﬁ—-—) x fortemente {Cver (521, (53], teor. 212,
notando que esta condigfco permite uma ampla opcioc na esmcolha
de o. Diz-se que este tipo de escolha & a priori. Oulra tipo
de escolha para a pode a@er feito segunde (3.8, isto &, neste

cont.ext.a devemos tomar o de mado a satisfazer:

&

(3.16> lIAxa --yéﬁ = 5,
Escolhas como esta s%c de tipo a posteriori. Neste caso
diz-se que o satisfaz o principio de discrepdncia. N6=

trataremos aqui unicamente com escolhas de tipo a priori.

Outroe esquema de regularizagdc é obtido vonsiderando
espacos de Hilbert X, Y, V, com V denso e compactamente imerso
em X e o operador A € BKX,Y). Aqui, vamos considerar que a

Gnica informacio a priori é no sentido da solucdo de <31

pertencer a V. Agora, sejam:

IV —X o operador imers&c de V em X
J = I%e BOXLV) o adjunto de I

A%c BCY,X> o adjunto de A € BCX,YD
A# o adjunto de A  B(V,Y)

Logo, temos quao: A#= JA®. Usando o esquema (3.97, minimizamos

o funcional:
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(316 F OO = JAx-y 1% + allxl?, « > 0.
o Pe] v

Mas, por (3.12>, temos :

317> xz = A®A + oAy = L+ A'A)”A*yé
onde L = J ! pestando adotar uma estratégia de escolha para

a. Podemos ilugtrar este esquema com o seguinte axemplo:

Sejam X = Lz(a,b)'-= Y, meja também A e B(X,Y)> um operador
integral definide pelo nlaleo kim,bL) Logo, considere-ze a
seguinte equacio integral:

b
AxCL) = [ k(s,tdx(s)ds = ylt) a<s<b
=1

Agora, seja: V = {u T= Lz(a,b)/ p™Mu e Lz(a,b), m 2 1}, com
produto interno:
b

u,vd = [ cuv + p™ub™vidt
a
Temos que o operador J € BX, V> é& J = L—‘, onde

Lu = (-1)mD2mu + u

Dku(a) = Dku(b) = 0, k = m, (Z2m-1).

Portanto, o métode de Tikhonov considera a resolucio do

problenia:
% *
348> cou; + A A)ukl= ATy,
Duad = D uCh> = 0, k=m, ---, Cm1d>
. b
com: ATvs)d = [ kt,sdvitddt
a

Tikhonov [511 usou um esquema parecido para ranclver a equacdo
integral acima definida, cocongiderando X = Cia,bl, Y = L2(a,b)

e V= Hi(a,b), ou xirja m = 1, Com esta esaoclha, o© problema
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(348> sme reduz a resolver &4 seguinte equacio inLegro-

diferencial:

b_ b
€32.40> {_r ki=,rdxlridr - I k(r,sdy(rddr + alx(sd-x’'’{sd>] = O
. a a

x’Cal) = x'¢(b> = 0,

_ _ b
com k(=,r) definido por: k(=,rd> = _f k<t ,=dkdt,rddt
' a
0 problema (319> pode sor comnsiderado como resultade de um

esquema de regularizacio, envolvendo unicamente dols espagos.

Para ver isto, seja:
V={u/ueBam, ud - udd =0}c L®¢a,bd

onde Hz(a,b} 4 o conhedido espaco de Sobolev de ordem 2,

Agora, Lomemos X = V segundo a topologia de Hl(a,b), tomando o
funcional estabilizesdor como (Kxd = leﬂ:, onde: !-Ii‘ ¢ a norma
em H‘(a,b). Desta maneira, o esquema de regularizacio, implica
em minimizacie do funcional (310> cujn =olucio € determinada

de 3110,

~ . o - . +
Constramin de aproximacbes estaveis para x

Agora trataremos o problema de construir solugion

. +
aproximadas estaveis para a solugdco genecralizada x de (@@E1D.
Evidentemente, supomos que A « BOLYD, NCAY = {0}, @ RCAD » ¥

aberto, de maneira que o problema é& mal posto. 0 procedimento
de construcic também serad via oporaddores regularizantes. Com
este fim, diz-se que um operador Ra é¢ regularizante para a

soluciic generalizada de (3.1), se:
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i> Ra:Y —5X é& continuaV a > 0.

320> 11> Parsa qualquer y em Y txl gque Py e RCAD
1im IR Ax-x§ = 0 , ¥ x e NCA>™
o —=0

onde P é a projecdo ortougonul de X sobre o fecho de R(AD.
Temos que o operador RGA:X —X & uma aproximacio
continua d4a projecio ortogonal sobre NCAY' ou da identidade se

A for injetor. Agora, comoc em (353, =eja:

€a.21> J.Cy.> = Ix & NCAYT « X/ HAw-y 8 < 8.
578 Ys

Seguindo um procedimento analego ac caso de construcia de
apruximacbes estaveis para a solugdo classica, minimizamos o
funcional estabilizador QG = iIxl® no conjunto (321>, Como o
minimo abscluto de Qx> é atingido cem x = 0 & JCy., entdo o
minimo de Q restrito a (321> é atingido em um clemento que
est4d na fronteira de J 6<Y 5), portanto, podemos formular o

seguinte problema de minimizacio sem restricdes:

{3.22> Min {Ile*yéllz + atllxﬁz, o > 0}
xeX

ocnde o satisfaz o critério de discrepancia.

Cabe destacar o seguintc

- A funcdo que minimiza (3.22): xi e NCAD™T. Isto pode

ser visto usando (3.112 & (1.203.
e
- Prova~se que xi realmente converge a x quando & —0.

Ver [0BY teor. B.1.

- O operador regularizante : R = CA®A + a1>”*

*
A servo

como aproximante, tanto para a inversa como para & in

versa generalizada de A, conforme o caso.

Consequentemente, se A € BCX,¥> onde X, Y s3o espagos de

Hilbert, podemoz seguir o procedimentuv (3.9 para construir
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solugdes ganeralizadas aproximadas estavels. Em resumo,
seguireamos o geguinte métode para construir solucdes
aproximadas para problemags mal postos (31> em ambos o=
sentidos, classico ou generalizado:
12 Minimizar o funcional de Tikhonov
F (x> = lAx-yiZ + allx¥®, o > 0.
22 Tomar como solucdo aproximada xg abtida
resolvendoe (3.11)>, montando uma estratégia
de escolbha do o = a(b), tal que: se &§ —0,

A +
a —0 o xa —N .

3.2 ANALISE DO METODO ViA TEORIA ESPECTRAL

Daqui em diante trataremosx unicomcente com oparadores
compactos definidos entre espacos de Hilberi. Neute contexto,
via uma adequada inducio e operadores regularizantes, wvamos
introduzir uma classe geral de métodos de regularizacio que
envolvem o método de Tikhonov de modo particular. Para este

fim, =< A € BOQLY), obgservamos o saguinte:

i> 0 regularizador de Tikhonov R_ = A®A + 21> %A% pode
ser escrito como: Ra = U(a,A.A)A‘, onde U(a,A.A) & o
operador induzido via teoria espectral como em (1.16D
pela func3o continua: Udla,td = (t+ad™ ', ¢ 20, ad> 0.

iy UCa,t? — t7! quando a — 0.

Logo, podemos pensar em operadores continuos Ra:Y ~———X que
aproximam At ¢ ou A™ induzidos por outras funcien continuas
que =atisfazam 1i), respeitando a condicao: _

R_y = U,A*AdA% — A’y = x" quando o -> 0, ¥V y e DA™
Portanto, precisa-se impor condigies scobh as quais fungoen
continuags induzam  operadores regularizantes, Uma- funcdo

continua W(o,t>:<0,+wi<[0,+0> — R é regularizante =e:
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1.23> i l1lim Ud(a,t) = para cada > 0.

a —=+0 v
ii> Existe C > 0 tal que
{3.24> 't.l!(a,t.)l s C, para o > 0, 1. 2 0,

Com relacio a Udat)d, introduz-se a funcio rla) definida por:
rad = Sup {]UCa,td| 7 t e [0,kA171},

esta funcio s=atisfaz r(ad - +o quando a — 0. Claramente, o

operador Ra = U(a,A.A)A* é continuo, O mcguinle teorema mostra

que Ra é regularizante.

Teorema 3.2.1 (Convergdénciad

Se Ra é uma familila de operadores continuos de ¥ em X
induzidos: por uma funcdo regularizante em [D,EAIIZII, entdo

+- +
llRuy-xllﬁOquandoaHD,paracadayeD(A).

A prova do teorema se baseia no teorema cspectral CLeor.

1.314) e {1.21), vexr [16}L

Taxas de convergéncia

Para estabelecer taxas de convergéncia, que =30
importantes por fornecerem Iinformacies =saobre a precisio das
aproximacdes, precisamos caracterizar o conjunto de possi\?eis
solugBes. Se y « DAY entfo » = A'y ents em NCAYL Portanto
parece natural s=elecionar o conjunto das possiveis solucdes

dent.ro de N(A)J’. Por outro lado, por (11l mabemos que
RicA*A>T1 ¢ NcA®A> = NAYT , s > 0

E portanto natural supor x e RI(A.A)Bj para algum s > 0; sob
esta hipbStese existe v € X tal gque X = cA®A>Sv. Agora, como x

é solugdo de quadrados minimos para (3.1), entio ela satisfaz:
A‘Ax+ = A*y e, portanto, temos que:
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A'y = A‘A(A‘A)Sv para algum v em X

Se Rot = U(.::l,A'A)A“l é um oaperador regularizante para (3.1,
tomando como =sohiciio regularizada X, = Ray, usando a relacio

anterior ¢ o Loor. 1.3.15-b2, teremos
Ix* - x_ I = 1A%ATv -~ Uca, AT AaTaaT A%
= 1{I - Uca,A®A>A%A LA A>5vE
S {1 - UCa,tdt 1 dvi
a
para algum v em X. Por outro lado, a condicloc <¢(3.23> nos diz

que |1 - U(a,t)t.-,t.s — 0 guando a — 0. Se definimos uma

funcdo wlo,sd) tal qua wlosd -» 0 quando a — 0 e

€3.25)> |1 = UC,tdt |5 < wlosd V¥ t e 10,1A1%

teremos um regulador da velocidade de convergéncia de x, Ppara

+ ~ \

x ; a fungio wla,sd & chamada taxa de convergéncia. Uma
+

analise gemclhante pode ser elaboradna gquando x esta na imagem

de AI'{AA‘)S“"l para algum s > 1. Portanto temco

Teorema 3.2.2
+
Seja y € DA D
i Se x e RICA¥AYS) pas-a algwn o > 0, entio

»
My =~ xatl < wla,=divll para algum v € X

1

ii> Se x e RIA¥AA™™ ] para algum s = 1, entdo

le+ - xall £ Yoloa,=-1dwla,sdlul para algum u € Y.

Convergéncia no caso de dados aproximados

- *x *
Seja X, = Ray = UCa,A ADA Ys onde Ys satisfaz
3.26> : Ily—yéli <46, 650

o+
A seguir, analisaremos as condicés mob as quaix xﬁ ~ X .
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Antes, provamos o scguinte resultado preliminar:

Lema 3.2.3.
Se Rd & um operador regularizante induxido por Udo,td> em

0,1Al%), ent3o
IR I < ¢ ¥FCaD , € > 0.

Prova:

Ussanda (1,19), para cada .y e Y, temos
IR _yi® = W, AYAIAy , uca, A" AdA% Y
= (A*Uca, AA Oy, A% U, aa® oy
= CUCa,AA* Dy, AATUCa, AAT Oy

< NUCax, AA* > 1AM UCa, AA® > 1y0?

O recultado scgue de (1.3 & (3.24).

Teorema 3.2.4
Se a = aldd — 0 & Srlad — 0 quando & -— 0, entao, para

o+
cada v € PCA D> ¢ Y5 uabisfazendo (3.26>, temos

& +
xa —x guaurdn & -0,

+ N L
ondee x ¢ a solugdo generalizada 4= (340 correspondonte oo

dados exatos y.

Prova:
Segue do teor.(3.21) e lema (3.2.3), notando que

+ & + +
- - < -
Ix xall = kx - Ry + R y Rayéll < Ix R.o(ylt + lkd(y—y‘s)ﬂ

Observar gque uma vez Iidentificada r(a), o teorema permite

miltiplas escolhas do pardmetro a garantindo convergéncia.

Taxas de convergiisia para o mdbtodo de Tikhonov

Para obter taxas de convergéncla para o método de
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Tikhonov, precisamos de alguma funcio tawa de convergéncia o

eomo em (3283 doe modo que
Ii - U(ot,t.)t.lt.s £ wla,=> — 0 quando a — 0O

Comoc o© regularizador de Tikhonov & induxzido pela funcio

Udle, > =(t,+a)", fazendo uma andlise de extremos para a funcio

hitd) = |1 - U(o&,t)t[t.s para a > 0, t £ [0,IlAﬂz]
t.emos:
o&ts =
h(t)=-1—:3£a,0$s(i

con=sequentemente, ¢ teor. 3.22 garante o seguinte coreolario:

Corolario 3.25
o+
Seja y € DCA >

i> Se x+ < R[(A*A)E] para algim < n ¢ < <1 entlo
llx+— x I = 0¢®>
o

2

&+ +
11> Se xT e RCA® entio B - % I = o<at’®>

No caso de dados aproximados, como:

a) rload) = %‘—,

b) A constante C em <3.24> é C = 1,

> IR I < A
fa |

Yo

Entac, anidogamente como na prova do teor. 3.24, temos

-+ 5 -+
ix -~ 2l = fix-x # +
o o

1o

Agora, usando esta desigualdade e o corolario anterior temos:
Corolarico 3.2.6
+ *, .=
1) Se x € RICA A) ] e a = M&

ixt- 3%1 = o¢s
oL

2/ zert s M > 0, entdo

28/ (28+4)
>

11> Se x' € RA™ ¢ a = M5, entdo

51




o+
ix - xill = 0’5

Cahe obsarvar que, no caso de dados perturbados, a melhor
taxa que podemos obter pelo mét.odo de Tikhonov ocorre quando
xT € RCA®A> que & da ordem de 272, proxima da Lo idcal OCE)
que pode ser atingida =& no caso de nlclee degenerado <(ver
prop. 11 [19D. Para operadores integrais nic degenerados a

w273

taxa 0(5 ) niac pode ser melthorada [19).
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CAPITULO 1V: APROXIMACAO POR ELEMENTOS FINITOS

A computacloc numérica de solucles aproximadas aconatruidas

pela minimizacdo do funcional de Tikhonov

F_Go = lAx-yB? + afxi® x>

encontra dificuldades devido ao fato de trabalhar com espacos
de dimens3c infinita. Com a finalidade de contornar esta
dificuldade, tém-ge introduzido variantes do método em
dimens3c finita via discretizacdso, por regrax de gquadratura,
diferencaz finitas ou por esquemas de projecio, | ver [04],
{221, [25]1, I55]. Neste capitulo, vamos discutir uma versio
discreta do métodoe de Tikhonov obtida por wum esgquema de
pro je.fc.:‘."io que considera a minimizagdo do funcional Fa(x) rohre

espacis de elementosz finitos.

4,1 PRIMEIROY RESULTADOS

O uso de elementos finitos para problemas mal postos tem
atraide atencgSc desde a década de 70. Com relaclco a equacdes
1nt.eg1‘-a.isj de primeira espécic, douwlacam-se os trabalhos de F.
Natterer [401, [41]), 4§d. K. Richter [4B] e G C. Hmiac an W. L.
Wedland [.23]. Com respeit.c a equacio

b
41> Ax(s) = _[ k(s,tLIxC(LIdL = yw(s) a<s=s=<hb

a
considerando  AL’(a,b> —L%a,bd  injetor,  Richter  [48]

calcula solugSes aproximadas para (4.1 em cspagos de dimensZo
finita usande a técnica de quadrados minimos a = 0 em &),
sob as seguintes hipbdteses:

53




ad A solugcido do problema pertence ao espaco de Sohalev
B b
b) Existe unm indice 1 > D tal que o operador satisfaz

4.2> miixl . < BAxE < Mixt Vv x € L%,

-1

onde m, M s&fio constantes positivas e ﬂxll_! é a norma do

-1

espaco H-l(a,b) dual de Hl(a,b), definido pela relacio de
dualidade:

1xl_, = Sup {lc"”’” .y < n’ca,m}
iy¥,

¢) A aproximacio & feita num subespaco de dimensdo finita

Vh < Hq(a,b) satisfazendo:

h
que ¥V ¢ < Vh, e vale a propriedade inversa

i Vh é um sistema de classe Sk’r {ver Secio 1.4) tal

4.3> PUEN L U
onde Il¢ﬂo denota a norma de L®Ca,bd>, ¢ € >0 n3o

depende de h e de .
11> .{¢;1, ¢2,---,¢n} ¢ uma base para V,, e a matriz de
Gram [(q!;i,qb j)] & uniformemente limitada em h,

iii>» Hx - q'bhll__l = O(hp+l) quando b —0, onde x & aclugio
de (4.1 e cph é a projecdoc ortogonal de x sobre Vh.

Na presenga de dados perturbados, com y 5 satisfazendo

Hy-ycsil < &, & > 0, 0 método produz a seguinte ezstimativa:

4.4> by - 3’:"0 = 0cEhd + sh™ 1>

onde ¢ € V resclve o problema: Min {-IIAx-yél 7 e Vh}», e E

& uma constante pozitiva satisfazende Ixll £ E (informacSio a

prioril.
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Sc h é escolhido como: h¢S) = (S/EX !, usando (4.4> temos

45> Ix - gl < gh3/I'glrevt

Richter [48], Hsiac-Wedland [23), conseguem a moLma
estimativa (4.4) para o mdétodo de Galerkin com elementos
finitos, para A pogitivo definido e autoadjunto, sob bhipotasea

da existénecia de um indice 1 > 0 taiz que

com m, M > 0

€4.6) milxl < HAxH < Milxl

-1z 1z -lrz
ondea Wxl L2 € a norma do empago de Sobolev de indice
fracionarioc  H”?(a,bd [013. As relagdes (4.6 si3o tipicas em

cartor operadores  integrais definidos por funcdes k(w,t) com

singularidade (logaritmica, por exemplo).

Sob a hipotese que &), bd e c~id) sfc satisfeitas,
Nat.terar 1401, [41) constrdi solugdes aproximadas minimizando
o funcional! de Tikhonov Fa(x} sobre um suhespaco de dimensdo

finita V c Hg

a =&, » com h{& = OCS

(a,b) com a escolba do parametro de regularizacgioc

FVL-T AR \ .
4 ?: obtendo a estimativa

4.7 | Ix~ g - 0cs¥ It

onde ¢ reaulew o probloma: Min {F‘q(@), ¢ e Vh}

Alzumas observacoes:

= A= propriedades co=i) e c©-ii) siiv caracteriztica=
tipicas dos subezspago= de elemenf;oz finito=s; si0 matisfeitas:
por =subespagOs de polindémios por partes com particfio uniformc

do intervalo (splines por exemplo), ver smecio 1.4. [14), [46).

- O indice ! em b & relacionadec com o npamere do
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derivadas no sentido de: dinlribuigdes tais que a

translormacio DIA:

bal

plAx = _[' — [k(s,t)]x(t)dt.
a s

é continuamente invermzivel de Lz(a,b) sobre um subespaco

fechado de L7Ca,bd [481, I41). O ntmeroc ! é chamade indice de

mau posicionamento.

- 5= 1 %» q, ou seja se o problema tem alto indice de mau
posiicionamento , entio g/(qtld « 1 e as estimativar (45) e
(4.7) ndo =fHo boas. Se 1 & q entiao q/(qHd = 1, consequentemen
te o erro na aproximagio & quase da mesma ordem do erro nos

dados, o que & razoavel.

Dass obucrvacdes feitas, concluimos que quanto menor & o
indice de mau posticionamoento, ou seja, quanto menor o ndmero
de derivadan finitax com respeito & primeira varidvel admita
a fungio kis,t), melhores ‘sﬁo as caracteristicas de estabilida
de dos métodos. Se ! & pequeno, digamos 1 ou 2, antdoc podemos

tratar o problecma sem. precisar de regularizacidoc. Como exemplo

dist.o temos:

i> Para o problema de diferenciaciio numérica, com n = 1
no  exemplo N® 4, Cap. 1II, prova-se que I = 1,
iid Para a funcic nucleo kis,L) definida por

(b-sX(t.-ad bzszt 2a
ki=,t> =

(bt (=2 Aa<rR <t =2Db
prova—se que 1 = 2, Ver [41)
Se k(s> é infinitamente derivkvel com respeito a =8, as

desigualdades “4.2> =30 satisfeltas para qualquer indice

finito [44}, consequentemente & neacersATia uma escolha do
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indice 1 de maneira a obter um adequado parémetro de

discretizacac h tais gue a estabilidade e precisdo do método

se jam conservados.

Com res=speito aos métodos comentados nesba oo,

destacamos o segulnte:

i> Assume-se como hipdlene cmsencial a injetividade do
operador, consequentemente, problemas que precisem de
solucdes generalizadas fogem deste contexto.

ii> O indice 1 é wvital mnam cutimativas de erreo, porém,

sua identificacio € muite complicada.

Na soegiio scguinte analiramos o métode de regularizaciio de
Tikhonov u=sando elementos findtos, onde a fungidc dados ndo
precisa portencer a RO, a injetividade do operador 4
relaxada, e principalmente, resszltandc gque a analise ndo

depende do indice de mau posicionamento.

4.2 0 METODO DE RITZ REGULARIZADO E ESTIMATIVAS PARA
ELEMENTOS FINITOS

Se T € B, X> & autoadjunto, porsitivoe definido, e X é& um
espagoe de Hilbert, o método de Ritz [47] considera a constru-
cin de smolugdes aprodimadas para a eguacic Tu = v, minimizando

o funcional
Jud = (Tud - 2400,vd

sobre um subespago de dimensdo findta Vm <« X. Por outro lado,
se A ¢ BOLY> & um operador compacto Hpear, a solugho
ragularizada X, para a aequaclo Ax = y, construida pelo método

de Tikhonov satisfaz
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4.8 A*A + aldx_ = A*y , a>o.

Como (A"A + o> é autocadjunto e positivo definido, podemos
ent30, abordar o problema de comitruir solugtes regularizadas
aproximadas pelo método de Ritw. Prova-se que, se o funcional
J & construido baseando-se em (4.8), entioc os problemaszs de
minimizacho do J e Fa em X respectivamente =s3oc equivalentesn.

Nossa andlise estard orientada para este dltimo problema.

0 problema de minimizagio de funcional de Tikhenov,
Fa(x) = IiAx—yll2 + olllxliz, pode ser abordado usando a idéia de
minimizaciic de Fa numa sequéncia encaixante de subespacos de
dimens30 finita. Esta é & base do método de Rayleigh - Ritz,
também econhecido como métode do  Ritw, introduzido no meio
matematico no inicio  deste sdéoulo. Num contexto  geral,
estabelecida uma base de fungdes ¢1, ¢2, SR ¢>n pProcuramos x
que minimiza Fa(x) no subespaco gerado por tal bazse. A questio
é a escolha da base de modo que a sequéncia x:: se aproxime  de
X, que é a fungio gque minimiza ch em X. A escolha destas
fungdes depende do problema a ser minimizade, isto a, de Fol e

de seu dominio.

Analisaremos inicialmente as condicoes sob as Jquais as
. v m
aproximactes X caraclerizadas no cap. V, convergem para a
~ 3 + = [ -
soluciao generalizada x . Com este fim, seja -{Vm} uma sequéncia

de subespagos de dimensfo f init.a tal que

a) VYV c ¥, c - c ¥V c¥ c X
m m+1

<4.9> —
b> 8 v. =X

Nestas condicBes, relacionando adequadamente a com m esperamos
+ F 4

que x': — x , quanda m -—» o Vamos proceder como na SeQac 3.2

considerando dados exatos em primeiro lugar, para depois fazer
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a mesma analise com dadozs perturbados. Se %, ¢ o minimizador

de Fa(x) em X, entio (3.12> implica que

€4.10> CAx_-y,Ap> + alx 4> = 0, Y ¢ < X.
Se o minimo & procurado em V_ teremos, como acima
€4.11> CAx -y,A¢> + at(x @ =0, ¥YpeV

Por outro lado podemos introduzir um nove produto intoerno cm X
definido por

[u,v] = C(Au,Av) + alu,vd;

a ecsle produto interno estd associada uma nova norma em X que
designaremos por lul Se denotamos com Pm o operador projecio
ortogonal de X sobre Vm segundo o novo produto internc, entdo

subtraindo (410> de (4.11), tomado om ¢ < Vm, temos
x. - 2,41 =0,¥¢geV
a a’ y m

[ m o, L] Ll
Assim x € a projegao ortogonal de X sobre Ym, segundo o

produt.o escalar [u,v], isto é: xm = P x .
ol m ol

Lema 4.2.14
Se Pm & o operador projecao ortogonal de X sobre Vm,

segunde o produto escalar original em X, entdo temos que

B = HA(I-Pm)ﬂ — 0 quando m — .

Prova:
Pelor teor. 1.3.6-a, usando (1.1 > temos

IACI=P 38 = HCI-P DA%}
m m
= Sup {1<I-P DA%vI vk £ 4, ve Xi

Pnr out,ro lade, seja V = {v e Y/ vl = 1}, Gomo AY & compacto,

V= A V> & compacto em X. Agora, se =z = A v, v € V, por

C4.9>, temos
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I<i-P Ozl < IAd-P >z, m =1, 2, ---.
mi+1 m
Consequentement.e
wm(z) = ﬂ(I—Pm)zll —->0 quando m —w
mondbonn ¢ pontualmente. Agora, usando o teorema de Dini (ver
teor. 1.2.4) wm(z) —0 uniformemente quando m —o, V =z e V.

Portanto, 2 = #<I-P_J>A%l —0 quando m —sm
m m

Observacio: Se Am = APm, o nlUimero (?m mede "quio boa"™ & a
aproximagas de A por Am, como veremos logo, e joga importante
papcel na anilise de convergéncia das aproximagdes gm

(&)

Lema 4.2.2

ix - x™ < | 4+ pEIONI-P x|
ol ol m m o

Prova:

m ., e
Como x, € a pro jeciio ortogonal de X _» ho produt.n escalar

f-,-1, ttemos

|x—xm|2=|x-Px|z$|x-sz
a a o m a o m a
= TACI-P 3x°I + alcr-p >K?
m’ Ta m
= BACI-P >%x 8% + ali<ci-p >8°
m ol m
como allx - x™1? < b - xmlz , temos finalmente
a o a

Clix - xTHE < 4+ BE/oOICI-P Ox 12,
. o m _ m ol

Analise de Convergéncia e estimativas de erro

Assumiremos que o parametro de regularizagiio o sera

relacionade com m de modu yue « = alm>— 0, quando m — .

Teorema 4.2.3 (Convergénciad

-~ +
Se By = oYaumd> entio x:{m’—r x , quande m — «

Prova:
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Pela desigualdade triangular e lema 422 temos:

172
I ~-x0 < [1 + ﬁ;/a] II(I-Pm>xall + Ixa-x+ll

Agora, tomande a de meodo que ﬁm = OC/aim)), considerando que

o — 0, gquando m — o, ont2c usando ¢ teor. 321, se obtem o

result.ado deme jado.

Teorema 4.2.4 (Estimativa de errodl
i> Se x+ = R(A*} e ﬁ‘m = O(Yotmi D, entio

Ix -x+ll = OC/a 2
oem)

iy Se x* = RCA®A> e g = OCamd, entdo

bx  =x | = OCx)

olmd

Prova:
+ * + +
Se ¥ < RCA'D, para algum v € Y, X = A'v, ¢ como x &

uma solucgdo de quadrados minimos entio pelo teor. 1.3.17
A%y = A%Ax’ = A%aaty.
Agora, uzando (1.20), (48> e a ultima relacio

x, = ATCAAT + o ALY

Com aste result.ads, na desigualdade da prova do tLeor. 423,

t.emos

b  ~xTl < €1 + B2 03 NCAAY+add”
oltm) m m

+
Ty + 0% -x k.
om)
Mas, por (147> (CAA®+oI>™'AA®H < 1, logo na  desigualdade
anterior, usando Cor. 325 com a hipbtese f = o¢Ya > a prova

de 1D & imediata. A prova para 11> é semelhante.

Analicaremos agora o case em que tULrabalhamos com dados

aproximados y,, satisfazendo ly-y .8 < 6, & > 0. Assumiremos a
P s s
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dependéneia de m com & m = md5), de modo que se 6 -0, ent-do

m — o Minimizando o funcional:

F GO = DAy I° + alx)1?

sobre o subespago Vm, ¢ chamando ;: ac minimizador de Fa’

analogamente como em (1.11) toemos
AR =y AP + aGg> =0 VeV
Mas cuta relagio é equivalente a
CACY - 3O,A@> + Cy=y ,Agd + alx > = 06 V ¢ V_,
o S o m
de onde obtemos

ta?;‘ - g = - alugd - (Y A ¥ g e V.

Por outro lado prova-se facilmente que
M - ) = - ) Y P e V
o » ¥ m -

Subtraindo membro a membro as Gltimas relacdes temos

-m m
E xa,]= Cy-y , AP V¢evm.

Como e=ta relagBo wvale para todo ¢ em Vm, em particular,

—m

para ¢ = (x - x gque € um elemento de Vm, temo=s

X

-m _ m,2
Ixa al

= (y-yé,A(;:z - x::)
4.12> S ly-y,. I FACK™ - I
’ & o o

Agora provaremos que IIA(;:': - x':)ils 5. Com efeito, com Am= APm,

usando. o teor. 214, pag. 36 147), temos que:

M = A® A+ aI Y 'AY Vs
€4.13> « m m m
¥ = ATA + oI DA%y
[a | m m m m
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Pela férmula do raio espectral (ver teor. 1.2.15)
-m m * x ~1
- + < - < 5
IA(x xOf m HA A CA A+l D (y-y X < Uy yéll =z &

Portanto em (4.12>

Com este resultado e a desigualdade triangular temos:

+ - +
414> Bt = %™ < Ixt - ™0+ 2.
ol o

Yo

Agora, de (414>, teor. 423 e teor. 42.4; obtemos

Teorema 4.2.5 (Convergéncia no caso de dados aproximados)
Se £ = OYa ) e -2 0, quando & — 0 entio
m —
ol
-m

x, —* x+ gquando & — 0.

Teorema 4.2.6 ¢(Estimativas de erro no caso de dados
aproximados)
iIdDSex e REA D, a= 0G5, C > 0 & {?m(m) = Q5D ; entdo

Ix' - ?{:u = 052

3 273

i) Se x* e RA%A, a = ¢ Cc>0ep am = 0

4+

entdo: hx - E';‘u = O¢&% .

Observacoes:

i> O papel de ﬁm no procasso de convergéncia e
astimativa do erro da solugdo aproximada €& decisivo,
sendc sua relagdo com V claramente avidente. No caso
dos teoremas 4.23-4.24, vemos que egscolhas a priori

do parametro a siio possiveis daxde que t.enhamos adequadas
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estimativas para {?m.

ii> Para o caso de dadoz aproximados, o teor. 4.2.6 exige
uma cohciliagdo entre as estimativas de B, com o mandimer
erro nos dados, Assim, =e ﬁ‘m é egtimado como funcioc da
dimensioc n de vV doeve~sce conciliar um adequado wvalor de
n como funcao de &, de mode qus a=z hipdteses do lcorcma

se jam satisfeitas,

Estimativas para i © aplicacdo para cquagcbes integrais de

primcira espécico,

Vamos procurar estimativas para (3 em funcio do parametro
de dizcretizacio h associadoe com Vm. Para este fim, usamos
subaspacos tipicos de elementos finitos em uma dimensao, cujas
propriedades de aproximacgde sio sistematicamonte organivadox
em familias de clas=a S:i’r (ver secido 14), particularizando

para o caso de equacdes integrais de primeira espéacia:
b

€4.15> AxCsd> = [ kCa,lOxCtdt as<s=<b,
a

_onde =a regularidade da fungin nicleo & explorada. Com efeito,
seja 1 o intervalo aberto com extremos em a, b e seja h o
parametro dc divcretizagdo correspondente a uma particie
regular de (a,bl. Como na secdc 14, |- ﬂj denotara a norma do
espagu de Saobolev l!j(l),. onde para j = 0, Ho(l) = L2, Logo,

faremos estimativas para ,@m em doim casos |
Primeiro Caso: (Regularizacio de Ordem Zerod

Neste caso, (415> é formulada de HOC_I) em H%D, isto é:
AH°a> — H°D , @ F 0 = IAx-yl2 + alixI?, o > 0

portanto, procuramos solucies aproximadas para (415> cm algum
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k,r

subespaco V < H°d>, que & uma familia de classe Sh’ .

mdhd
Logo:
A = NAC-P > = Ba-P_OA")
m m m
= Sup {HA.V - PmA‘vllo}
Bvll < 1
o
= Sup {Inr 1A%y - ¢Il°}
fvl < 1 PV
o m
como V & de classe Sk’r, com 1 = 0, j = r em (129>, temos

mch2 h

Int KA% - gl < chPia*vi
peV P

desde gque A% ¢ HY >, onde p = min {r,d}. Consequentemente

P x
€4.16> B, < Ch" Sup {nA vi, Ivl = 1}
« b
Por outro lado, como A v(t) = I k(t ,sd)visdd=s, temos
a
E b b 2 Akt , s> 2
1A vl = | [|_|‘ k(t,sdvisdds|” + - -+ ;_[ T v (sdds | ]dt.
P a a

Aplicando a desigualdade de Gauchy—Schwartz em cada parcela

b i iz, b 1-2
a ot' a
para { = 0, 1, -+, p. Logo

P 1,2
1A% < vl j _[ T |a k<L, S)]zds]dt.}.
P ' aaizo ot'

Denotando A expressac entre chaves por HAIIO » temos em (4162
P

ﬁm < chf IIAIlo . Finalmente, assumindo a suficiente regularida-
P
de da funclc ki(s,t), isnto é, =mse d 2 r, entdc a melhor

estimativa para ﬁm sard

€4.17> B = och™>
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Segundo Casou: Regularizacio de Ordem Superior

Aqui, consideramos AHYD —m“cl), congequentemente o

funcional de Tikhonov é:

F OO = HAx-ylI2 + alxl® , a > 0.
o o] q

Isto &, estamos supondo (nformagdo a priori) gque o wolucio de
€4.15)> pertence aoc espago HYI>. Para estimar ﬁm, consrideremos

1:“'31(1)'_'“9(1)’ o operador imersdo, e * e B(llo(l),llqd)) o
seu adjunto. Analogamente como npa seglo 82, denotandoe com

A” =1*A%, onde A% o BAI®W,H°A», temos

A = WACI-P >0 = H¢1-P_O>A”
m m m
#
= Sup { 1<I-P 2A v }
fvil < s m a
o
mas, s A
n¢ex-y >8 vl = Inr i.l.lA W - 44!}
m q ¢Ev Q
mhd

Agora, se A*v < l-ld(l), com p = min -{d,r} , na relacdo anterior

1Ay - pmA*'vnq < chP Ya%vy < chP~Urnvatve s ¢ bPNAl,

»

Consequentemente, assumindo a =uficiente regularidade da

funcie k(=,L), temo=

4.18> B = o™ B
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CAPITULO V- EXPERIENCIAS NUMERICAS

Neste capitulo apresentamos um conjunto de resultados
numaricos obtidas aplicando o© método de Tikhonov, para a
solucdo aproximada  de equacgles integrais de Fredholm de
primeira espécie. Nossas solucdes aproximadas sdo construldos
em subespacos de elementos finitos, gerados: por fungdes
splines lineares, cujas propriedades da aproximacido foram Jja

discutidas nas seghes 14 e 4.2

As experiéncias numéricas foram [fcilas desanvolvendo
alguns programas comput.acionais na linguagem FORTRAN, cuja
implementac8o foi realizada em microcomputadores tipo IBM-FC,

no Laboratérico de Matemética Aplicada do IMECC.

Caraclorizacao da Solucdo Aproximﬂa em Subespacos de

Elementos Finitos e Estimativas para ﬁm

Se {qbo, IR ¢n} & uma base para um subespago de

elementos finitos Vm, ent3c o minimizador x:: de Fa(x) em Vm é
caracterizado faci lmente como sendo:

1)
m
6.1> X, = 'E cicpt, c. € R , ¢ie Vm.
i=0
t 1 . ., o
Onde o vetor ¢ = (co,ct,---,cn) e R » € a unica solugiauv do

gsistema linear:
G.2> M+ aNl c=b, a > 0,
Com!

M = [CAQ, A D) L = Opous m

N+Lixin+1)
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N = ig,p0 i = On..,

{n+dimin+d)

b = [CAg_,90," " *, (Aqbn,yn‘ = R™.

Onde y & o lado direito da equacdo Ax = y, e €, é o produto
internc no correspondente espage. A matrivz IM + oN1 & positiva

definida.

Nos testes numéricos escolhemos subespacos Vm gerados por
splines lineares, com certas condigies de fronteira a serem
especificadas segundo as exigéncias de cada caso. Nas
experiéncia= numéricas, testamos a ordem de aproximacio das
solugSes aproximadas para equacdes integrais da forma.

b
(5.3 Ax(s)> = [ kis,tIxctddt = y(sd c € s £ 4

a
Onde A:Lz(a,b) -—1~L2(c,d), assumindo niclees  suficientemente
regulares. Os testes serdo feitos, usando o esquema de
regularizacio que procura soluctes aproximadas no espago de

Sobolev H‘(a,b). Isto &, minimizaremos o fuacnal
2 2
F x> = Ayl + alxl , a > 0
al ) 1

no subespaco Vm, onde - II1 é a norma em H‘(a,b). Claramente, o
produte interns na formacdo da matriz N € o produto em
H‘(a,b). Agora, considerando que:

- Splines lineares formam uma familia de classe S:"z,

(ver secio 140,
- O nacleo das equagfes testadas assim como as

respectivars ~oluudes s3o0 suficientemente regulares.
Entdo, por <(4.18), temos:
ﬁm = OChd

A Montagem do sistema linear

Consideramos aqui a formacico do sistema (B.2>, para uma
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equacado padrio do tipo (5.3), no ciano oem que {¢o’¢4" '-,tpn} e
uma baxe de splines linearesz no intervalo [a,bl, onde Loemos
introduzido uma particio regular de tamanho h. 0 elemoento base

padrao num intervalo [ti.-{t'i.] & definido por:

i
oy <t t'i.-x) » L oe “'i.—s’t'i,]
G4 A % ¢t - RXLT
0 , L it & 1
1—1 141
i = 1’2, b °’ n-i » h = (b-a}/h -

A base é formada incorporando a (542>, as fungdes qbo e qbn

definidas pom:

i
el ~t ft, ,t 1
E5 b LD = R » boe Tt
o 0 , b gt L]
o 1
i
(5.6 @ <L) = R S P et )
n 0 , b et 1)
n-1i n

-

Com estas funcdSes como base, a matriz N em (52> é&:

1 -1 @ 1 o
4 -4 2 -1 Y h 1 4 1 Y
= + —
e "R 1z -1 6 1 4 1
0 o-1 1 0 o 1 2z

Sendo a ordem de N igual a +dx(ntld). Por outro lado, se
¥, (s> = A¢i. (=2, temos:

t t
1 i L44 _
pis> = o [ _[t p k(s,t3Ct-t.  ddt + jt nk(s, L t)dt-]
-1 ’ i

t = a+ih , it =0,...,n , c S£=%4d.
L

_fo,i=0 _[1,i#=n
H 14, 1 =0 > M 0 ,i=n

Se usamos quadratura de Gause-Legendre com ng#l pontos::
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o _ nq
[ fcddt = B> ", f[(z (B ad+H+ad) i]
2 2 L=o L 1 2

ondsa z e w sdo raizes e pesos respectivamente; entdo

nq
+1d= + -
T w. [pik(s,tld-a)(zl 1> nik(s,ul a)(zl 1)]]

h
wi(g) -1 3 [
l=0

(5.8>

. h _ . b
onde: t'l. = (Zl+2t"1> 2 PV = (zl+zn.+1) 2P = Ceoyn

Agora, introduzindo wma particido regular po intervalo [cdl,

com T =¥ {(d-cd/m, B, = utik, k = 0,..,m; Lemos:
M=iIm 1 s L] = O, N
L4444 <n+iixints)
d m =

x
}_: J wi(s)yfj(s)ds.

k=1 sk_i

m, .
L+d, )+

= [ y Oy sdds =
c * J

Aproximando as integraiz por quadratura Gaussiana com mgti

pontos temos finalmente:

L ™ mq _
. x - w < dyp (s 2 i, j=0,. ..
.93 Mo DL W ws v, 0, i "
k=1 lLl=0
: T o .
. = L 2 - — + oz
onde : s, (zll 2k=1> 3 c, i € ¥, sdo raizes e pesos

da fdrmula de guadratura, Para facilitar os calouloas em G590

sugerimos o seguinte procediment.o:
Procedimento CBT (Calculandce Base Transformadad:
Para i = 0 até n, fazem

Para k = 1 at.é m, fazer:

Para 1L = 0 até mqg, fazer:
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ad> s = (z, +2k-1D» P- +c
11 z

b) avaliar ¥y (> usando (5.8)
c¢> ARG,k = wi(s)
Seguinte il.
Seguinte k.
Seguinte i.

Observar gue o arranjo ARG,LK)  "guarda® os valores da

i-éuima funclo y , em pontos para usar quadratura Gaussiana no

subintervalo [ ,= 1 Portanto, os elementos m podem
k-1" %k i4d,jit

ser montados facilment.e, tomando adequadamente nu somas dos

produtos ARCEILKIM*ARC)WLKD em U e om k respoectivamente. O

mesmo arranjo pode ser usade para construir o lado direito do

gistema lHnear (.23, j& que:

d . ™ mq
(540> b = I Y (Dysdde & - L L LA AL
C k=1 Lll=-oO
1= 0,...,0, 8 = como em (G.10>,

i

Resultados Numéricos

Observamos em primeiro lugar gquec o teor. (424> e a=

estimativas obtidas para {S’m: ﬁm = O¢h>, possibilitam as

seguintes escolhas a priori do parimetro de regularizacio:

511> a = OChd, se x c RCGATA),
o+
(512> a = OCh®, se x e RCA®.

A escolha do o para ambos o8 casos, prediz a seguinte

estimativa para a ordem de aproximacao:

' +
GA3D s = x';'u = O<hd.

Nos trés primecirus lLestes, usamos esaolhas para a segundo
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(541>, jJA& que as =olugBes tem a mesma regularidade do nicleo.
No Ultimp Lesta, a escolha para o é do tipe (56.12), devido a
que a =solugiio do problema, ndo garante a condi¢ido de pertencer
a R(A*A). Como veremos, a regularidade do micleo & muito maior -

que a regularidade da =soluglio, portanto devemos assumir que
x & RA®.

Testbe NQ‘ 1

1 (a-13
- - <

Equacio Testada: { eStuctrat = E_....s.:_i_._g- ,0s5s <t

0

1.
Solucéo Exata: x(L) = e
+ - Ll 4
Neste caso, x coincide com a solucao classica.

+
Congiderando % em HICO,i), por <3.18), a solugdo aproximada

x:: em Vm deve satisfazer a condigio de fronteira:
*KTLOY = XU = 0.
o ol

Se x_ = co¢o+c‘¢1+---+c ¢ , as condicles de fronteira serdo
n n

satisfeitas se: ¢ = c ec = c. Consequent.emente, devemos
Hh— ia)

] : - - L. - .
congiderar uma nova bhase '{ ¢ » ¢ » » ¢ }, onde
= o+ T T = - = + .
¢ ¢ ¢’__¢i._ ¢ » b 14,0(n 3}_, ¢ d) ¢

Bace oom quelrs cublnterveloe

1.6
Na figura ao lado vemos
o comportamento da nova 1.0 -
base no intervala [0,1],
para uma parti¢io regu- 0.5 -
lar, com quatro subin-
tervalos, 0.0 |

.90 ©0.25 .58 .75 1.00
fia. &
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Com esta nova base, o =sistema (B2) ¢é de ordem
-1duin-1). As matrizer M e N sioc facilmente montadasz, uzando
(87>, (89 e (10>. Na pratica, formamog o¢ sistema &G.25
com a base original, a partir dai, somamos: |

- Primeira e segunda coluna,

Peniltima e Gltima coluna,

= Primeira o segunda equacio, e;

Peniiltima e tltima equacio.

0 smistems rezultante para este e os demaiu toestox [foi
resolvide usando a fatoracdo Cholesky. Em todos os testes, o
lado direite y(=) da egquagdo (B3> foi construido poxr
integracao numérica, Sendo mais preciéns, a =olucio exata do
problema é substituida no lado eaquerdo de 5.3> e
posteriormente a integral € aproximada por meio de quadratura
Gaussiana. Mesmo assim, nos testaes congideramos yd(s> como

sendo exato. Para este caso, a matriz N é:

4 -1 O B 2 O

-1 -4 1 4 1
I 2 -t 0 . b R 0
- h '—:;. 2 -1 6 | .1-4 i
o o -1 2 0 g 1 B8

No que segue, denotaremos com:

Nimero de subintervalos de 0,1).

Parametro de discretizacac.

T8

2 + m
Erro na norma em L 0,13, £ = lix —xdlio.

r! Reuiduo na nhorma L2(D,1), ro= ﬂAxr:—yllo.

Apresentamos o resultado de dois testes numéricos, organizadom

em duasx colunas.
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2.7% 1
2.

= 16

n=2=5 n

h = 0.1666 h = 0.0625

£ = 01110 & = 0.0751

r = 0.0074 r = 0.0028

o = h10 2 a = hxto™

0 comportamento da =olugao aproximada com relacdo A& solucio

exata, pode ser visto nas seguintes figuras:

2.75

B5 4
=35 1
.15 S
.75 1
.75
.55 1
.36

T L] L 0-75 T L T
e.e00 .25 Q.52 @.75 1.00 @.9e .25 2.50 Q.75 1

OSol. Exata ASol. Aprox. —Solugso Exele ASolugdc Aproximeda

fig. 2 fig 3.

Obsmervamos que a solucdo aproximada, claramente satisfaz
as condigbes de fronteira. Observamos também que a ordem de
aproximacidc da solucio xg:, satisfaz: & = 0Ch). Nas figs. 4-5,
apresentamos as scolusles obtidas pelo método de quadrados
minimos usando a mesma base ( oo = 0 em (5.2)), para vélores
de n = 6, e n = 7. Néste caso, aprecia-se claramente o efeito
do mal condicionamento do problema Jdinstabilidade). Para n =2
7, a solugdo aproximada é fortemente oscilante. Para certos

valores de n , a matriz M em (6.2 e comportou como sendo
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singular,

| 50.00

2.759 4
2.5E - J 40,00 -
[
2.35 A 1 30.89 -
2.15 - 20. 02 -
1.95 - 10.20 -
1.75 1 ©.00 q ]
1.56 4 : -10.08 -
1.35 4 | -20.00
1.16 | -20.004
B.9& 4 -40.00 -
@.75 . 7 ¥ | -50.00 T . Y 7
.00 ©.25 .50 .75 t.e0 0.00 ©.20 0.4¢ 0©.60 ©.80
OS%ol. Exel ASol. Aprex. OSol. Aprox.
fig 4. fig. 5.

Toste N2 2

4 .
Equacdo Testada: ¥(db | o -1 <s <1

-1 Ce—t)244
Solucio Exata @ x> = (1-t%>%,

Para este caso, vamos considerar informagdo apriori com
respeitoc a solugdo, no sentido que, “sabemos™ que a solugdo do
problema satizfaz as condi;:ﬁés de fronteira: x(-1> = x{1> = 0,
Gom esta informagic, procuramos a scolugadc aproximada no
subespago Vm, gerado pelas funcdes definidas em (54D, isto é;
as funcbes ¢a° e ¢h =30 desconsideradas. A formagao da matriz M
em (5.2> pode ser feita também com o procedimentoe CBT e (5.9).

A matriz N & semelhante comoc em (5.7) e o rmistema (G.2) com

osta base & de ordem (n=1Xx{n-1).

Res=ultado=s Obtidos:
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n=15 n = 32
h = 0125 h = 0.0625
€ = 01017 e = 00,0424
r = 0.0005 r = 0.0002
a = hto™* a = hxto*
Grat. Comp. LBS-Aprox, N = 12
1,20 . 4.00 il b
1.09 4 .00
2.8 - 2.28 4
0.40 1.80 1
©.40 - P.00 A
Q.20 - -1.00
9.90 -'i T T T T T T T - -2.% T T T T T T T
-'I.039.750.5@0.2‘5@.990.2‘50.5@0.751.90 -1.090.750.580.750.000.250.500.751.09
_Gol. Exata ASol. Ap. N =32 0Sel. Ap. N =16
fig. 6 fig. 7

Na fig 6. observamos o comportamento da solucio aproximada x':
para dois wvalores diferentes de n. Engquantoc que na fig. 7,

vemos © grafico da solugdio aproximada , obtida com a = 0.

Toeste N o 3

1 z
Equacao Testada: J oY Lctdat = vis) 0<s <1,
’ 0
Solucao Exata: (L) = tC1-¢>7

Igual como no teste N2 2, wusamos informacdc apriori:
w0 = x(1)= 0. 0 =istema linear & formado igual como no caso

anterior. Nos testes numéricos, além do caso de trabalharmos
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com dados exatosm, experimentamos a resolugio do problema com
dados perturbados. Para isto, tomamos a seguinte funcdo
perturbadora:
pésd> = SCos(a/6%),

E trabathamos com o lado direito de (G.3X yé(s) = y(=xrpi=,
Claramente, para cada ¢ > 0, IIy—y‘SIio < & A escolha de 6 é
realizada como fun¢io do nimero n associado ao subespago Vm,
por exemplo, & = 1/nz, e a eogscolha do a é segundo o teor.

(4.2.6). As solucSesm aproximadas podem smer vistos nas figs. 8-9.

.25 0.26
.% vy D T T T ; ﬂ.w ur T T T
2.0 e2.2% P.59 .75 1.99 B.00 2.2% 0.50 2.75 1.00
—S8al. Exela ASol. Aprox. - Sal. Exale ASal. Aprox, i
fig. 8 fig. ¢

A fig. 9 ilustra =z solucio aproximada para o caso de dados
perturbados. No que Segue, apresentamos os resultados

4 L] 3 o
numéricos da experimentacao.

Dadoxs Exatos - Dados Perturbados
n = 16 n = 16
h = 00625 h = 0.0625
& = 0.0016 ¢ = 0.0097
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0.0056
4 = 0.0000

-4

o = hxi0

1
n

r = 00028
& = 0.0039
o = 1074

Com a finalidade de ilustrar & instabilidade do modelo,

fizemo= também, testesm

numéricos para esta equagdo, com o8

métodos de gquadradux minimos e de Galerkin. No primeiro caso,

as resultados: sfio comoe na primeira eguagio, isto &, a =olugio

aproximada & fortemente oscilante. Fara o método de Galerkin,

com n = 8, a solucdn é satisfatéria, porém; numentando o

valor de n a scligic aproximada comegn o2 Lor comportamento

oscildtoric. No caso de

dados: perlurbados, as oscilacdes s&o

extremament.e fortes. Ver fig. 10-11.

Sol. Apr'ox. Mal., Galerk tn-

Sol. Aprox. Mol. Goleri La

Q.16 20.29
9.14 16.0@ -
.12 - 10.00
2.10 5-821
.90 B

@, 08 4

-6.00 -
0.046 4

-10.90 -
0.04

-16.0@ -
@.02 - 20.00 -
0.% -+ T T T -2;.90 T T T

0.2 0.2% Q.50 .75 1.00 9.9 V.25 ©.50 0.7 1

OSci. Exeba AScl. Apro=.

fig. 10

Teste NE 4

Equacio Testada:

0OScl. Aprox.

fig. 11

[
_[ Cos(stOx{tXdt. = y(s>, 7 £ s £ -n.
-1

y€¢s> = ZrlSil{1+sdn] + Sild1-s0ni)
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En 1]
Sent. dt + n
t 2

4+
Si¢s) = - j
o=

Si¢(=) & conhecida como funcio Seno Integral. A equagde do
nosso teste & tipica na teoria de desenho de antenas [03]
Para este caso, a solugico de norma minima é:

Sendtd
T

-
x (t.) = 2n s, L2 O,

também

+
x nx = 0.

Nezte cazo, assumimos informacio a priori, no

+
sentido de gque: x («n> =
trabalhamos com dados exatos & também com dados perturbados.

Nos testes numéricos,

Apresentamos unicamente, os resultados numéricos.

Casc f: Dados Exatos

FARAMETRO DE REGULARIZAGAD ALFA = @.00039481

NUMERO DE SUE-INTERVALOS : N = 1@
TAMANHO 10 SUBINTERVALO h = 42824
%x%%x ERRO NA NORMA L-2 0. 06426684

#¥uxx RESILUD NA NORMA -2 T @.0046BA5S0S

R ——————epege g LR L e s R L Bt i e e e

! 5 I Sol. Aprx I S0l . Ex | Erro i
-3.1447 0.00000000 -0 . 00017269 Q.00G172469
-2.5133 1.443R&G77 1.46932344 @.05600667
-4 .8850 3.eige8vey 3.17e13507 @.04195402
-§.25467 4 74881978 4 755334602 0.¢1348374
-@. 46283 5.95720450 5.87799232 @.879214418

Q.0000 $.33788534 6.2833581¢ 0. 054587R24
2.46283 9.99726450 S.87799238 Q.07521418
i.B9467 4.746884i978 4 755334602 9. 01348374
i.885@ 4. e2icegvey 3.47013507 ¢.04195402
2. 54133 1.413248677 1.446932344 2 0560586467
34417 @.00000000 -0 .00¢17269 Q.00ei7269




Caxo 2 Dadox perturbados

F'(—‘:FCAHETF\'D DE REGULF}RIZQ?Z\D ALFA = © . 00037481
NUMEROD ©DE SUBINTERVALOS N o= 10

TAMANHO DO SUBINTERVALD h = 62834

TAKANHGO DA F'EﬁTURBM}iﬁU NELTA (= @.39486588

*¥uEHK® ERRO NA RBORNMA L~g

#%a%% RESINUO RA HORMA L~2

Q. 60P43759

¢ . 678207357

| &g Sof. aprx ] S501. Ex i Erro |
~3 . 1447 . Q0026000 ~&, PORLTRET G ODRL7E4LY
-2.5433 1.37840292 1.446932344 ?.090920%2
-1 _ 8850 3.132A9797 3.47043567 0. @3763710
-{ . P547 5.1406R062 4. 73533408 O, 346039440
- . 6883 a.324%2710 5.87799232 %.05394523
¢.26G00 7. 09450015 46 .2B3358i6 9. Bii1i4205
@ . 46283 5.3R4GR710 5.877992382 Q. 55396523
1 .2547 5.11569046F 4 7855334072 @ .36635460
1.88E0 3.13249797 3.i7ei3507 9.03746371¢
2.5%4133 i.3784ez9c i .46932344 ©. 09092952
3.41417 D.0203006G0 - . 20017249 2. 00017269

Para este

e tomamos & = h® . A perturbacic do lado direito de (_5.3) é

com a mesma funcio

ordem de
12y

satisfaz a
4.2.6: OS5

a solucic aproximada,
estabelecida

dimens&o do subespaco com n = 20,

no t.eor,. Aument.ando

obtivemos os seguintes resultados:
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caso, assumimos que x € RCA D> (ver teor. 4.2.60

-

p(s> como no caso anterior. Vemos que
aproximacao
a

e tomandoe & como antes




FARAMETRD LE REGULARIZACAD

NQHERB DE SURINTERVALOS
TAHANHO

TAMARNHD T1A PERTURBGQ@U

00 SURINTERVALD

xx¥¥d FRRO Ma NORHA

L-#

wax¥® RESIDUC HA HNORMA L-2

ALF A
N =
h =

DELTA

= ¢.00009870

2¢

.31447

(= ©0.0987¢147

9. GB466607

%, 25155405

W31

~3. 1417
-2.8275
~2. 5133
-z, 1998
~1.8800@
-1.87e8
-4.25467
-@ . 7425
—@ . 46283
-@.314E
0 .000%
©.314¢
9.6283
¢.94250
i.25467
i.5708
i.8850
24998
£2.5133
. 8275
3.1447

L DPRHYHOG
LS9B7RAE3
L3B3ITI074
L3e370816
CABEGRLEL
.Feoeer8?
7035460469
LALFBATES
Ripgessi
Jieizseid
LR7771444
Jiei38211
.FiE00041L
L ALG34750
LFOEN60E0
.22596078%
LA85LP521
L3e37OR1s
.38591e74
CBPRTESLT
L@ BR0?

L BBRL7R6Y
LEBLHA0PO
LA693E2344
.34437565
7613547
.G0000004
75533608
. 39334822
.87797232
.igete4ee
.2E83358109
.18eS0422
.B7799232
.39354822
.75533692
.00000e24
17013567
. 31437365
LAL932344
LEBLG4G20
.DODLTEHY

Q.2ORLTE6Y
G . 08778357
©.08341267
@ . QBT 47 349
R.915446014
¢.e0409217
9. @d177541
¢.9Lo77934
@ . 93400608
©.04087789
@.00564366
®.@1087789
9.234090828
®.ORO7FY34
Q. .001773541
0.00409217
R.01546014
@.007 67349
9 .08341269
©.08778357
Q.002L7267

et S T e il ke S B PV T T ek B G B YT e T T AL ALl B T P e e b MRS M LY TR PV WA T e ke A AR R R ST e S e i i
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CONCLUSOES E SUGESTOES

O incessante estudo da natureza nox condus frequentemente
a resolver problemas inversos com a caracteristica de scr mal
postos. Em paatioulaa-, problemas de tomografia, processamento
de imagens, geofisica, astrofisica, usistemas eletrodinamicos,
Hdtica, teoria de esmpalhamonblo, cbto; exigem a resolugdo de
equactes integrain de Fredholm de primeira espécie, que como
sabomon: neccssitam de alguma téomicx de regularizac8o. B neste
conlexto, que o método de regularizagido de Tikhonov Loem-ue
mostrado como uma eficaz ferramenta para contornar a
inst.abilidade, ¢que € a grande dificuldade associada a estas
equacdes. Neste trabalho, comprovamos que o enfoque do método
de Tikhonov, wvia tooria espectral, é uma forma muito
conveniante de estud;::, ja que permite analisar facilmente as
quest.fes relacionadas com convergéncia e estimativar de erro

das =solucies aproximodas.

No= experimentos numéricos simulamos casos reais, j& que
os lados direitos das equacles testadas =sioc construidos por
integracio numérica. Ist.o - é, na pratica trabalhamos com dados
aproximados. Embora tenhamos feito testes para n = 33 (devido
A limitacdoc de memoria do PG, podemos concluix que as
estimativas teéricax da ordem de aproximagio para az solugdes
aproximadas, foram atingidas. Portanteo, ficx comprovada que a
combinagio Tikhonov—-Elementos Finitos, é wuma técnica eficaz

para a resolucio de equacdes integrais de primeira espécie.

Com relagic % csmcolha praticada para o parametro o, &

82




-

importante destacar que nem sempre a = 10xh 0 ou o = 10xh ¢ &
a melhor emcolha. 0 gque ¢ bom para um caso, pode ndo ser para
outro e vice versa. Escolhas muito pequenas do o podem condu-
zir a rosultados inesperados, pols neste caso estariamon quise
no método de gquadrados minimos. Portanto, faz-se necessario
pensar 2m outro tipo de escolhas para o Sugerimos a leitura

dos trabahos publicados em {{1],

Para trabalhos de pesquiza na diregio de problamaz mal
posto=, em particular para trabalhog que envelvam problemas de
resolucio de equagbes de primeira espécie, apresentamos as

seguintes sugzestfes:

- Pesquizar métodoz de regularizacio induzidos por
funcdes regularizantes difercntes de fU) =  (+ad !, de
maneira a obter taxas de oconvergéncia cada vez melhores.

- U=ar o procedimento gque consiste em aproximar o
operador de Ax = y em primegiro lugar, e depois regularizar
segundo Tikhonov. Neste contexto, _sugerimoﬁ aproximar o
aoperador pelo esquema de projecioc gque toma Ah:x A, com Ahz
QnAPm, onde Pm e Qn =30 projecBes ortogonaic em X e ¥ sobre
subespacos de dimensdo findta Vm a Un respectivamente. Neste
trabatho, A foi aproximado por Ah= APm.

- Egtudar = inversio numdérica da tra;xsformda de Laplace
no esquema do cap. IV, tomando Vm come mende o subespago
gerado por polinémios ortogonais de Laguerre, com o seguinte

produtoe interno:
-+ -t
J e Txctdyctddt = Cx,yd.
0

- Partir para o estudo deé regularizagio i1terativa. Na
atualidade, nioc conhecemos nenhun Lralamento sistematico, de
mét.ocdos iterativos para resolver problemas mal postos.

Sugerimos a leitura dos trabalhox publicadonm em [11]1 e [57].
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