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INTRODUCÃO 

MuJt.oR campos das ciências aplicadas envolvem o problema 

de resolver equações in~eg:rais line;;a-es d.;,. f"uY.mA 

(1) 

b 
J k<s,t.)x(t.)dt. c:: y(s) , c :S s :S d 

a 

onde k<s:,t.>, chamado núclP.o, é uma f'unção conhecida e y(s) é 

uma f'unção quo corrc~ponde a dados observados. Tailiil equações 

p:rovP.m do cont.uxt..o de experiências t"ísicas onde a f"unçAo x<t.> 

da qual se precisa irúormaç~o est.á relacionada com a f"unção 

dados y<s> por meio de algwna função expnrirncmt.al k<s,t.). Eq~ 

cões do t.ipo {1) são conhecidas como Equações Inteerais 

de Frc..•dholm de Primeira Espé-cie. 

Est.e t.J"abalho visa o est.udo das principais 

carac~erist.ic.as de eq. (1) assim como t.ambém alguns mét.odos de 

resolução. Para est.e f"im, considcr.urcmut~~ A:X --+ Y como sendo o 

operadoJ" int.egral dof"inido pelo núcleo kCs,t.> en~:r-e espaços 

normados X e Y, de maneira que nossa equação pode ser 

reescri t..a. como: 

(2) Ax = y 

Em s:it.uaç8es prát.icas, os valores de y<s> são obt.idos 

experimen~abnen~e, port.ant.o sujeit.os a erros de medição. 

Nest.as condiçÕes, somos f"o:rçados a t.rahnlhar com wna versão 

aproximada y 
6

<s> com um nfvel do:a ruidn, ist,o é: 

<3> 



Em particular sabe-se qut.,. quando k<s,.t) é contínua ou de 

quadrado integ-rável, o problema de resolvP.r (1) é Hal Posto, 

no :qnnt.idn om que a própria garant.ia de exist.ência e unicid;:ah~ 

dA :o:::nluções é delicada, pois,. possivclmcrJt.o: 

(4) R<A> o1t Y e 

(5) N<A> " ~ O }, 

ando R<A> e N<A> dcnot.am respect.ivainente, os subespaços imn~om 

e nuln do operador, ou no s-=-nt .. ido em que pequonas variaçÕ<;.>s 

nos dados podl?m cu::asion-~ g::r-<:ondAs pFn•t.tn•h;:JçÕn:o::: n"l ~olução. Em 

ouf .. ra:s pal.Etv:r·as, o problema não dopcudc cont..inuamenf .. eo dos 

(6) 

Consequent.oment.e,. o problema não pode ~or ..-=Jhnrdado por mét.odos 

usuais que- S<> aplicam c~.t .• úvcis; precisamos de 

mét..odos numéricos com um acx~.i l.ávcl balanço enf .. rf? prt?ds-âo e 

est.a.bilidade. 

As dificuldades qu.;. .:.p..=.,.-.;.c8Hl. como consoquõnci.a du (-1) 

e/ou <~n. pnciP-m :c-.:c~-r conl.ornadas int.roduzindo um novo conceit..o 

d(~ Hohu;ilo, c;.:uidnndo que nest....e novo cont.ext.o, exis-f..êu~..;iu c 

un.idd<..~.de sejam a noção de 

Solução d~ Quadrados MÍ-nimos <SQM). 

Se y E R<A>+R<A>..L a exist.ência de uma único=. 

SQM que t..enha norma mínima e 
+ • 

que denot..<"lrP.mn~ r.om x . A :Cunçao 

M + é chaJnada Solução Gr.•-,-u.•f·u1:i.><tu1a du (2) u 

result .. .=..do de- um operador liru~nr• A+ :l><A +) = 

podo ser vi~t .. a con\0::• 
j_ 

R<A>-~'R<A) ---tX t .. al 

+ + + que A y = x . A é çh;::unFtdn Invet~sa Generalizada de A W-11. 

j_ + 
Se R<A) é ft.chado ent..ão R(A)+R(A) = Y,. e A é cont-ínua, 

r.nnt.rário, A+ não é cont.ínua e o p:r·oblema de det..crminaJ' il 

sulu'.,:5o generalizada é- m.~ post.o, ist.o é, a sohtção exist..c de 



Jnoulci:~·a única sb poT>óm dcpE-mde 

cont.h"l'Jam+?nf..e dos d.;:sdos. No c~~~o dt1 dados poi·t.ur-bados n~o 
+ t.emos garant.:la que y 

6 
E D<A ) 1 cont.udo, se ist.o :for verdade, é 

ba:s:t.ant..e provável que A+ <y 
6

) não seja uma ap.1·oximação 
+ . + 

act-i t.ável paPa A (y) devido a descont..inuidade de A . 

rnc~n~u:I·áveis e de quadrado int.egráveis: 

indu~ido pelo núcleo k<s,t.) como em (1), ent.ão R<A> é :füc:h:,cJo 

se e soment.e se o n1:Ícleo k<s,t.> é dogan~J·;tdo, rtaJ. Núcleos 

dest.a nat.ureza não são frequent.es em ~dt.uot\.:Üe~ práticas, logo 

o problema de calcular sohu:.:Õ<~~~ b''ne.r•nlizadas aproximadas p20.rà 

equações do t.ipo .(1) L·m l:<!J•t.o sont.ido sempre é m..:J post.o:; 

consequo.nt.emcnt.e, precisa do mP.t..odn:.c:: P.st.áveis de aproximação. 

O est.ud(} t.f'H~), .. ic:o de problemas mal post.os e m6t.odo:s: para 

1·uso lvt~-lo~: iniciou-se graças aos 

'l'ildumov (501, (51]. A ped1~a f"ur.ddment..al foi o ccuu:tlÍl.tl de 

solução regularizada obt.ida a1.eoritmos de 

reeularizaçl2o, onde a idéia bá::::ico=. é i:'lpl"'oxlmar o opal."'ador não 
+ _, 

Jimit.ado A <A se ele exist.a) pcn· um.n f"~milia unipara.m6t .. r-ica 

de- eop+?r·adores límit.ados: R<cJI, · ):Y ·)X, onde ot > O é chdmado 

Pa,~âm~tr-o de Rceular·i2ação, t-omando como sol1.1ção r-~gular-izada 

a íunç~n: x: = R(ot,y 
6
> que depende se-mpre cont..inuament.e de y 6 . 

O pr·oJ:.l>?ma reside na escolha do p;u·ilmet..ro a como f"unção de ·~·: 

ot e ot<6>, de 
6 + 

X --tX. 
a 

modo que, f.iU 6 - , o, ent..ão deve-se t..er Ol __, O e 

Nest.e t-rabalho est~amos int.c.I·c~~udo~ put·i..icall.=.t··•nHnt.H r.o 

clSt..udo do mét.odo de- r+?~ul.;; .. :r-izaç;ão propost.o por Tikhonov e 

sua aplicação na sohJ,;:ao numérica de equações int.egrais de 

primeira espécie. Apresent.ar-emo:s aqui um enf"oque paY>a o m.$t .. odo 

de TU~honov de m.2.1ncir-a qu~ o seu est.udo é realizado como ca.s:o 



especial de um::. VH~,;l.a classe de algor·i t..mos r·.o.gular·izant..es. 

AcrodH .. .nrnou quo cut.c en!'oque 6 import.-.,;'lnf .. ~ j.!.. que no prooe&~ao 

d.-""J discussão iremos obt..endo conclusões e/ou rP.Rult,;:.do!'.l que 

serão part.icularizados adequadament.e paT-a n mc':t.culf, em ost.udo. 

Em part-icular o?st ... :a:·emos int.eress.adou em obl.cr re~post.a.s às 

seguint.es qu•:·s{.õo::os: 

a) Como const.x·ulr algori t.mos regul.=r.1.··izant.es: e de que 

maneira. deve ser feit.a a eF:colha do parâmet..ro do 

rP.fl:UiaT'i7.ação pax .. a gax"'aJ."lt..ir convc:r·gôncia ? 

b) O quP. pnrlP. sP.r dit.o com r-e-speif:..o à est.imat..ivas da t.a"'a 

de convcr·gênci<"~~ '1 

c) Como hnplcment..aT" t"!f'idf.!nt .. ement.e algorit-mos regul.,_.u·l-

rizant.es de maneira a obt.er soluções num6r·ic.us 

f"at.6rias para o problema ? 

Rcnpou l.UE> pa:r-a a) P. h) s~o obf:..idas explorando uma. linha 

de est..udo dn mÓt.<J<I<lH de regularização via de t.eoria 

espect.r.<->1 linear-es [031, [09), 

UOl, [161. A auálise é f"eit..a. ao longo do capít.ulo 111, at-n·o-

veit..ando o conjunt.o de :r-esult..ados de análise f"undoual c de 

t.coria de 

Respost. .. -as 

oper-adoes 

alt.-ernat.ivas 

lineares 

para 

int.r-odu?.i doH no capít.ulo I. 

c>, são oLl..idas in-troduzindo 

ve-rsÕ.;os .;..pr·o::-..-imadas dos: algo:r·it.mn~ de regularização, adot.ando 

um pr-ucediment.o qut~ con~;h.:t.c em t.r.at.ar em pr·imei:r·o lug..:..r- a 

regul~ri?:t<Jçiio do problema na dimensão or-ir;inal, para :seguiT' 

dcpuiu com uma .adcqu-Sld~ di~cr<?t .. izaç:ão. 

Rc~UJIIilldo, 

apr·êser:.t.;;a-e mo~ 1 

na 

om 

pr·imo:.i1··.=. part.e dest.e t..rabalho, 

Ulli:ficada,resulf..ados obt-idos nas 

re:fe:rP.r:.r.i;;.~ nc:ima cit.adns via t..eoria espec·Lral, relacionados 

com CUIIVC:l't;~ncia e est.imat..ivdSI err-o 

av:r·oximadas do mét.odo de Tikhonov, no 



ambient.e origina.IJ ist..o 6; t.rabalhando em di nu:rl~~t1u inf"ini t..a. 

Numa segunda part.e, d:l.saut.ir(:tntJN o mét.odo combinando 

ret;ulariza.cão e pr-o jeo~o em Rubespaoos de dimensão f'ini t.a. 

M..:.is pr-ecisamP.nt..a, u~;:n•nmos os r-esul't.ados da p:r-imeoi:r-a. et.apa, 

da t.axa de convar-gência paY.a 

soluções aproximadas const.Y.uidas em subespaços de elP.mont..obl 

f"inH. .. os. Na penúlt..tma p.ar-t..e- do t..rabalho incluimoR um capft..ulo 

que corresponde ~ implement..aoão do mift..odn uf.Zundo elemênt.os 

flnit.osJ t..on\êtl"ldo como 

Acompanh..:tnlOS alguns t..eRt..eA 

base f"UIICÜC~ splines 

nmn6ricos. Finalizamos 

linear-e-s. 

incluir.do 

algumas concluAÕ&R e sut;est..5es que consideramos válidas para 

t..N:.tl:>alhoR :fut .. uros. 



CAPITULO I: PRELIMINARES 

1.1 INTRODUCÃO 

Apresentaremos nu~t.o capft.ulo um conjunt.o de conceitos e 

result.odos que servirão como supo:rt.e par-a o desenvolviment-o 

dest.e t.z-abalho. Faremos ist.o assumindo cert.o g:rau de 

f"amiliAridade C(Jm os principias e p:ropril?dades básicas de 

an!.lh~«~ f"uncional e t.eoria de op12'radores lineares em e.spnt;oR 

de Hilbert.. Nosso desenvo:•lviJno:-rai:-o:• s~1~á no amhient.'~ dnH u!:~pacos 

de Hilbert.,. porém, co:•m a t'inalidade de apruvuit.ar conceit.os 

e/ou l"esu!f_..ild<:•s vit.ais para est.e t.J·abalho, ocasionalment-e 

vamos I"ecox-rer a espaçoR mRis amplos como os de Banach, por 

exemplo. 

Certos conceitos básicos como: convc.rc;ência, cnmp.=.c:id.=uiA, 

cont..inuidade, densidade, e out.ros serão ge:rA1ment.c~ omit.idos. 

Pelo cont.r-ár-io, r-es•.llf .. ados e/ou t..eornm:u·~ Pc:l:u:.iunados com 

esses conce-it.-os e import.ant.es p.<n•u uo~~~~uo::..: objet.ivos, serão 

ap!"e-sent.ados descrit.ivamcnt.e, sem domorL~t.racão, e em cert.os 

casv;;;, acompanhados com alguns coment.ários. Em resumo, vamos 

apresent..ar algunR t.eoremas de análise :f"uncional relaciona

dnH c:um a cont.inuida.de do opE>r-.a..dor• invêr&:o e out.roR, õ'JigumilN: 

noções e propriedades de op-:-radores compact.oR em c!~~~,.u;uz:.: de 

Hilbert. 

operador 

e a.lgur.s 

e result.ados de t.eoria espcct.ral, propri~dades do 

inve-rsa generalizada, noções: de espaços de Sobolev 

result.ados re)adonndos com a propriedade variacional 

de projeçÕr;os ori .. ogonais em subespaços de elAmAnt.n:!=l f"init.oa. 

1 



1.2 RESULTADOS BÁSICOS DE ANÁLlS~ I·'UNCJONAl. 

Apresent.amos em p:rimêix-o lur;ar o~ t:.:úgulnt.es t.r-ãs: t.eo:r-AnV•S 

x-elacionados cn-m ~ cont-inuidade do opex-ado:r- inver-so 

Teorema i.?..i 

Seja A:X ----toY uma aplicação ,cont.inua e injet.o:ra e X, Y 

espaços normados. Se K é um e;~ubconjunt.o compact.o de X, ent.S.o 

A -s;A<K> _____........x é cont.inua. 

P1•ova: Ve-:r [04]. 

Teorema 1.2.2 CTeoJ•cma da aplicação ir.veJ·,~a dA Rana.-:h) 

Se X e Y são espaços de Banach 

I • -· lincó.l.l.'~ bijct.o:ra e cont. nua, ent.ao A 

Prova; Vel' l26l. 

e A :X __. Y é uma apllcaç~o 

é cont.lnua. 

Observação: Se :ret.irarmos das hip6t..nsc!u ~nt.e:rio:r-es a condição 

R(A) -= Y, o t.eorema cont.Juwu•{, uum.lo válido de X em R(J\.) 1 

semp:re quando R(A) seja !"üchmlu. 

Teorema i.Z.3 
Se X e Y &:ão üb:paços de HilhAT·t. e A:X __.y ~ uma apli-

cação cont.lnua ~ as seguint.es condições são equivalcnt..os: 

a) 3 uma const.ant.e M > o t.al que 11 Ax 11 ~ M H X n v X E, X. 

b) R<A > é :rachado. 

c) A -t cR<A> ---+X é cont .. ínua. 

Prova: Ver l04l. 

OuVros l'esult.ados de int.eresse são os seguint..es: 

Teor-ema '1.2.4 (Teorema de Dini> 

Seja ~f'"n~ urnu t.=cquªncia dê f"urac0~s :reais e conf..inuas em 

para cada t. e la,bl, t..al que [a.,bl. Se f" 
1 

<t.) S f'" 2 <t.> S 

:r n (t.) -i-f(t.) e C[a,bl; ent.ão a sequência ~f" n ~ converge uni:Co:r

mement.e. 

Prova: Ver [151. É convenicnt..c uh~~crva:r que o t..eo:r·ema cont.in1.1a 



sendo válido se :.,oulJ:.,;I..il..uirmos o int..ervalo [a,bl por algum sub

conjunto compact.o K de um espaço se-par-1:tve1. 

Teorema 1.2.5 <Teorema de Ap.-·oximação de Weierst.rass> 

Se f':[a,bl ----+lR é uma f"unção cont-ínua, ent..ã.o para cada 

& > O, 3 um polinômio p(t..) t..al que: 

I Ht.>-p<t.> I < & V I. E la,bl. 

Teor~nm: 1.?..ti 

Se X é um c~puço de Banach ref1ex:ivo e B é a bola fechada 

X, ent.ão R é compaaf .. a <"ffi X. 

Consequent.emente, se A:X ----+Y é um ope-rador comp.aci_.o lineê.&r' e 

Y é um c::..~puvu nox•mado, então A(EI:) é compact.a sngundo n 

t.opologia de Y. 

A prova da primeira part.e pode ser vist.a em [211, cnquunt.u a 

segunda part..e é conseqo~r,cia da comp.m:idmlc «...u upcrudor. O 

com.:r_•if. .. o dr...• compacidade será apresentado mr.h:~ t.r.rdf'f. 

1.3 OPER.Ai.HiRES LINEARES EM ESPAÇOS DE HII.UEI~T 

Nest..a. secão apresent..amos alguns conc:Rit.o;;;z e 

resultados re-lacionados com operadores lineares def"inidos 

ent.:r-e ..,syc...;:os: de Hilbert., dnmJo c~pecial at.encão a ai~ uns 

aspect.os ligados a noções espect.rais para oper-ador-es 

compact..os. Para maior€'s do;-i .. alh€>S ver [041, [091~ l171, [211. 

ConvRnr:ionaremos em primeiro lu6'ur, que ao longo d~Rt.e 

t.rubalho vamos consid<;>rar l?spaços de Hilhnl"t. snpr~Y'tiVP.is, ist..o 

é, se X é um <;>spaço de Hilbert., sempre exist.irá um conjunt.o S 

3 



denso e enumur.úvcl uunt..ido nele. Daqui em diant .. e, o símbolo 

( ·, ·) f"·ot~•·vi:rá par-a denot.ar- o pr-odut..o int.er-no genth•ic:u dn 

et;::paço, enqu.ant.o que I ·I denot.ar-á a nor-ma associad;t. Se M 6 wn 

subconjunt-o de um espaoo de Hilbert. X, M e M~ denot.arão o 

fecho e cornplernento or-to,gonol do conjunt.o M. 

Teor-ema 1.3.1 

Se M é- um subespaço Cechado do um eRpaço de Hilbert. X 

ent.~: 

e cad:=:. w tt= X pode ser escrit.o de :forma única como 

X= U + Y 

sat.is:fazendo a propriedade

U,d2' 

con\ 

z z 
.. llull + llvl . 

Ainda main, cxhit..c um único ope:rador pr-ojeçl!io or-toconnl 

P:X __.x t.al que R<P> = M. 

Dest..=tcamos que, se X é um espaço linu.ur ' um oper-ador-

linear P:X --+X é chamado uma! pr-ojeçiJo se P
2 

= PoJ• = t•. Além 

di~so, sabe-se que- RCP> e N<P> t;::ão disjunt.nR e sat.isf"azem a 

propriedade; X == R<P>+NCP>. SP. X fl lliJbm:•t. e P é um ope-:rado:r 

projeção em X com a p1•opriedade R<P>.J. N<P> ent.ão P é chamado 

projet;ão or-toeonal. 

Teor-ema t.3.2 

Se X é um espaço de Hilht''fr-t., e P é o operador projeção 

or~ogonru de X sobre um subespaço fechado M ent.Ão 

IIX-P;i:U S 1;-vn V v E. M , :x: c X. 

Em out.J"~F=! p~l::.vT"'aS : 

u;-PXH .. inf' ~ n;-vn, v e M ~ 

As provas dest.es ~e-o:rf...•muu P'-"k•m ser vist.a em [431. 

Pol• out..1•u lado, se A é um oper-ador linear dP. X em Y, a 

nor-ma dP. A, é deCinida por: 

(1.1> IIAII = Sup{ 
""'" 

DAxl 
-líxlf ,xrX} 



ProvLa-t.~e que u número acima definido, sa.t..isfaz as propl'h:dmlnu 

usuõ..lit:~ de norma, demonst-rando-se qua o mosmo tnírmn•u pude t.:o:r 

obt.ido sé o supremo 4- t..::.mado na bola t'echmla uni t.ú~·ia. Tem-se 

t.ambém a seguint..& ~r-opriedade: 

{1.2) IIABI ,;; IAIIIIBI 

onde A e B s5o oper.:tdoro;.s lineares def'inidos Ant..:ro espaço&J 

de Hilbert., de m.:.neira que a compouicfiu ~cja corl'et..a. Se 

I A I ( +oo, o operador é ctmrnatln liuâtuclu. Considerando est..a 

definiç~o, prova-se o s:E.!guint..e t.eorema: 

Teore-ma -_1,3.3 

Se A:X ----+ Y é- um operador linc:.u- e X e Y F:.!ío ~:-:::r,.,.cos 

normadn!=:, ent..ão, A ~ linút.ado se e soment.e se ele 6 cunt.lnuu. 

Observaçfín: G1·uças ao t.eor-ema ant..erior, ao longo 

t..r~hnlho, os conceit..os de cont.inuidade e Um:lt.aci'ín de 

oper-adores lineares se1·fio usados sem dis:t.inç~o. 

Daqui um diant.e, u~~r-emos a not.acão B<X~Y), par-a dcnot.UJ.• 

o conjunt.o de t.odos em operadores linear-es e limit.-.ados de X em 

Y. Prova-se que B<X,Y> é um espaço linear- no:r·mado. Sa ~An. é 

urna sequência de operadol .. &S &n\ BCX,Y>, diz-~e qu(: A - ) A urd-n 
:formement.e se liA -AU -tO quando n ----Jocn. Se liA x-AxU -.o V x eX, 

n n 
quando n -tCD diz-sE.! que A )A :fort..ement.e. Pr-ov.:..-sEo que oon 

n 
vergê!'!!:'!~ unif"or-me implica convergência f"OJ•t..c; a reciproca não 

é verdadeir-a [431. 

Se A E B<X,Y>, o operador adjunto de A, denot.ado com A*, 

é o único opc.:1•ado:r- linea:r A-m B<Y .,X> t.al que-: 

<Au,v) = Cu,A*v> V u E X, v c Y 

Teor·Anl.<t 1.3.4 

Se A,B eB<X,Y>, t.emos ~ t:.:L'G,:uluf __ ,_.~, p:r·oprie-dades 

a) <A+B>* = A*+ s* 
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b) Ct.A>* • 

c) A** ~ A 

• t.A,Vt.elR 

d) se D E B<Y,7.>, onde Z á um espaço de Hilbert., 

ent.ão <AD>* • D*A* 

Prova: Vei" U6l 

Se A e B<X~), A é chu:nu..u.lu uutoadjunto RA A c: A*. O 

exemplo imedia:t-o de operadnr A\lf.nndjunt.n (:u:rrespondo a 

operadores projeção ort.ogon..-'"11. P:~•nJu•ieUo . .r.des import.ant.es que

* reJ~cinnRm A e A são dadas no seguint.e t.eorema: 

Teorema 1.3.6 

Se A e B<X,Y> ent..ão: 

a> IIAU 11:11 IIA*II 11:11 IIAA*Is/2 

b) N<A*A> = N<A> 

o) N<A> = R<A * >.J. , 

d) N<A*> = R(A)..l. , 

Pa .. ovo21: Ver u•rJ 

NCA>.J. = R<A * > 
N<A *>J. = R<A> 

1.3.1 OPERADORES COMPACTOS •: ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA 

ESPECTRAl-

Um opci•a.do:r- linea%' A de:f'inido de X em Y é chamado 

Compacto se para cada conjuut..o limit.ado M de X t.emos que 

Ã(M') ~ ro0mpact.o. É imediat.o que, se A é compact.o, ent.ão ele é 

corlt.Ínuo, e se B é um oper.ad.or cont.inuo ent..ãu DA o AD são 

compact.os 1171. Re-s1.1mimos alguns import.ant.es, 

relacionados com operadores compact.os nos scguint.us t.eoremas: 

Teorema 1.3.6 

a} Se A e B<X,Y> com subespaço imagAm R<A> de 

:finit.a., ent.ão A é compact.o. 

dimensão 

b) O operador idcnt.idade J:X ---+X é compa.ct.o se- e some-nt.e 
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se X t..em dimensão f"init.a. 

c) Se A c D<X,Y) é comp.,.d.n A injet.o:r-1 ~mt.ã.o R<A) não 

pode ser- f"ech.-:.dn ,q IDAnm:; QUE" &)E!' SE' ja do dintCilUÜU rin.it..a., 

Prova; Ver [041 para a> e b), cnquant..o que a p ar-t.e c) ' 

consequ&ncia do t.eor. 1.2.2. 

Corolário 1.3.7 

Se A e. D<X,Y) 6 oomp~nt.o A injAt.o:ro, o ope-:roador- inver-so 

A -t:R(A) ---+X, nAo pode ser cont.fnuo a menos que R<A> seja 

de dimensão f'"init..a. 

C1.3) 

Op~r·ndr.r·~t=;l r.nmp;:,r.t.os de in ... e-resse pai•a et.:t..e t..rabillhu são: 

a) Operadores pl"ojeção OI•t.o~;u•lill sobre sube~p_..ç~.s de 

dimensão f"hrlt.u e, pr-incipalment.e, 

h) Operadores int.egrais de:finidof:: d;:~~ RP(:Uinf.t>o í"or·ma: 

b 
Ax<s> • J k<s,t..)x(t..)dt. 

a 
c :S s :S d 

onde a f"uncão k<R,t..> muno já sabemos é a .f'unção núcleo do 

operado-r. Os ~~n~uint..cs t.eoremas gar-oo-.t.e-m a compacidade do 

operador- dP.f'in.fdo por (1.9): 

Teoa~en...a 1.3.8 

Se k<s:,t.> Á 

ent.ão 

<1.3) é compru-:t.n. 

Teorema 1.3.9 

um:::~~ f'unçâo cont.fnua deíln.ida no ret..ângulo 

o operador A:C[a,bl ---tC[c1dl definido em 

Se k<s,t.) E <L2 [c,dlx:L2 (.a,bJ>, ent.~o o oper-ador 

• • A:l. r.-:.,h1 ---+L Ic,dl, deílnido por <1.3>, é compact..o. 

As pi·ovas dest..es t.eoremas podam se-r vist.as em U't J, l26J. 

Quando a f'unçtío w:tc.;;ku k(s,t..> é da seg-uint..e f'or-ma: 
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m 
k<s,t.) • E 4> (s)'f (t.) 

1 
n n 

n• 

onde os f"at.or-es da t.:uma HÜO cont.inuos e/ou de quadr-ado 

int.egr-áveis sesundo Lebc~guc, ent.~o o operador- int..~?gral 4 

c:;:hamado deeener-ado. Com :r-elação a est.e conceit.o, usando o 

co:r-olário 1.3.7, t.emos: 

1'cor•cn~oa 1.3.10 

Se A é um operador- int.egral dcf"inido como em <i.::n, 
ent.ão R<A > é f'echado se e soment.e se o núcleo é degenerado. 

Daqui em diant.e vamos desc:r-ever als:urnaz:.: t.::onside:raçÕP.~ da 

espect.ral para 

Comecaremos inf .. r·coduzindo 

operadores 

algumas 

compact.os 

dnrinicõns 

aut.oadjunt.os. 

e resultados 

preliminares. Um escalar 1\ é chamndu uulnuulor de A e B<X,X>, 

se exist.~ wn vet.or não nulo >1: ~ X t.al que Au = 1\u. O vet.or- u I? 

o subespaço N<A-ÃI) ondo I é o operador ident-id-ade em X, são 

chamados outov<.·lor c autoespaço de> A associado ao À. A 

de N<A-1\1) é a multiplicidade- de X.. É cla:ro qun 1\ 

sc.rú um autovalor- w·.~ic.am.:-nt.-é no caso em quA NCA-Ãl) f'or 

dif"crcnl.c do subespaço t.r-iviAI. 

Ar..alogwncnt.c uo caso de mat.rizes simét.ricaR prova-RA: 

Lema 1.3.11 

Se A e <X,X> é aut..oadjunt.o, ent.ão: 

a) Todo aut.ovalor de A é r·e.a.l 

b) aut.ovAt.o:r-es cor-respondent.es a aut.ovulo~·c~ c.liCcrcnt.cs 

são ortogonais. 

c) Se À é um aut.ovaloY. de A, ent.ão 

Se A e B<X,X), o re.solvo:.-nte de A, denot.ado por p{A), ~ o 
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-· t.al que CA-ÃI) exist.e e é conjunt.o dos números complexos 

limit.ado. Se À ~ p<A>, diz-se que À é um valor reçular. O 

espectr·u de A, donot.a.do por O'(A) i. o complement.o de p(A), ou 

seja: 

a<A> = C/p<A> 

Ó raio espcctr·ul de A, denot.ado por lO'< A> I é def"inido por: 

Daqui, t.emos que o espect-ro do:o 1.1m opet"'ado:r· ú f'u:r•rnudo por-: 

i) O conjunt.o de 

ii> Por t.odos os 

não é cont.fnuo. 

aut-ovalores do operador, ou -· À t.al que o ·aper-.;.dor <A->..I> exis"t.e 

O últ.imo f'at .. o acont.ece por exemplo, com o RP.guint.e operador: 

A:ClO,tJ _____..,cl0,11, 

h(t,) cont.ír.ua. e 

finit.a, 

limitado. 

onde-

f"ixa. 

ii) 

Ax<t.> • h<t.>x<t,>, 

ObRP.'J"V;::}mO~ i.nrnb6m 

não pode acont.ecer, 

v t. 

que, 

pois 

<... [0,11, 

se X é 

<A-:>..n-• 

com 

de 

é 

Prova-se que p<A> é um subcoujunt.o abel"t.O de C, f"or·mado 

pelos complexos À t.al que !>..I > IIAU. Consequcmt..mm:nt..(~ a< A> é 

um conjunt.o compact..o que est.á cont.ido ru=1 boli<~ c.om c:ent.ro na 

origem e raio IIAII; sendo assim, o raio c~pcct.J•al ~al.iHr;::,z a 

propric::!:ade I o<A> I :5. RA H. S.:- A e B(X,Y> é aul.uadjuut.u, usando 

o t.eUo:.:·. L2.3 demonst.r-.a-se que À e p<A> se e somunt.e se exist.e 

uma const.ant.e M > O t.al que IIA-ÃI)xl\ ~ MllxU V x e X. Com est.e 

~esult.ado p~ova-se o seguint.e t.eorema: 

Teorema 1.3.12 

Se A .s; B<X,X> é 

subconjunto de n\mte~os r-eais e: 

q(A) c [-IIAII,IIAIIJ 

A e>dst.ência de uut..ovalor- par-A um üpAr-.'ldOl"' compact..o A é-
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gar-.ant.ida desde que A suja aut.uadjunt..o. Nesse caso t.emos que 

pelo menoR U A I nu - ft A 11 é um aut..ovalor- de A e o r-aio espect.r-al 

sat.is:faz: DA I • J O'(A) I· A pr-ova d.;ast.es rt.sult.ados podP.m ser 

vist.as em Baumeist.er- [041,. Gr-oet.sch [171. 

Teorcnkl 1.3.13 < C.a•·act.erizaçAo do espect.ro > 
Se A E B<X,X> é c.:umpact.o e ~ut.nAdjunt.o,. ent..ão valo:-m as 

seguj,,t.~_·....,. 1-'~ op:r-iedades: 

a) O'(A) = {O. U {).. E IR / À é ~ut.ovalor de A •. 

b) Se X é de dimensão :Cinit..a, ent.ão C/(A) é formado pelo 

conjunt.o de aut.ovalores de A. 

c) Pal"n .::.;;.d.& .;;.ut.ov.alor À o subespaço N<A-Ãl) t.em dimensão 

finit.a. 

d) O'(A) é enumerável. Se O'<A> é ln.r-luH .. o,. ent..J'ío a :r:::equAn

cia de .uut.uvulo:res >.. sat..i~f az: 
n 

1 im À = o 
n 

n - •co 

Prova: Ver [04]. 

Teorema 1.3.14 (Teor·ema Espect.ral> 

Seja A e B<X,.X> um nperõ"lldor compact.o e aut..oadjunt.o com 

aut.ovalores À•, X
2
,· • ·, repet.idos de acor-do com suas mult.ipll

cidades. Se u
1

,. u
2

, • · ·, é a corre~pundeut.~ sequência de aut.o

vet.ores ort.onor-rna.is:, ent.ão t.emos que: 

Fara cadA x tF X, exist.e x e N<A) t...al que: 
o 

(1.4} X 

(1.5) A X 

Prova: VoJ:· lO-'tl, l171. 

Obseor-vacão= 

= 

• 

X + 
o 

., 
E <x, u.>u. 

j::. 1 J J 

., 
EÀ.<x,u.>uj 

j= 1 J J 
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Se a soma ant.er-ior :finit..a, ist..o é, se A possui 

unicament.e um número flnit.o de aut..ovalores, ent..Ao R<A> t.nm 

dirnuns.ão Cirrlt.a e é gerado pe-lo sist..ema de aut.ovat..oral!<l. Alltm 

disso, no caso cera!, o t.eorema most.ra qu<> operadores 

compact.os e aut.oadjunt.os, são complet.ament.e det.erminados por 

seus aut..ovalores e pelo correspondnnt..n t<-~iRt.ema de aut.ovet.ore-s. 

Gracas ao t.eorP.ma ant.el"'ior, se A e B<X~> é compact.o e 

aut.oadjw1t.o, ent.ão para xeX t.emos que: 

., 
x = x + I: <x,u )u 

o . 1 J ,. 
to 

(1.6) 

=E À .<x,u.>u. 
j=1 J J J 

Ax 

to z =E>... <x,u .>u. 
j=1 J J J 

to 
n =E À .<x,u.>u. 

j:;1 J J J 
' n<FIN 

Logo, pFIT"FI cada polinômio: 

p 
n 

associar-emos o polinômio em A 

<1.7> p <A> 
n 

Para f'azer- ist.o, se P o 
com a

0 
• P n (0), usando 

com 

é a pi•ojeção or-t.ocon.:U de X sob:r·e 

(1.6>, poo.·a cada x e X det"inimo:s:::: 

to 

(1.8) P
0

(A) = P
0

<0> P 0 x + j~
1
P 0 (X.j><x,uj>uj 

DctncJil~~t.J•._.-se Cacilment..P. 

operador polinomial em 

quE> P (A) est-á bem derinido ê qun 
n 

A é limit..ado. Po:r uuLJ•u I ... du, se 

11 

N<A>, 

f" é 



uma função contínua def"inida no intervalo 

o(A) c: la.,b1, ent.ão, im!f ... ando (t.B>, dA1'"tnimos: 

<1.9) HA>x HO>P X o 

la,b1, com 

VxeX 

Com est.a definicã:o, f(A) é uma fünção cont.hn1;::. elo opP-l";t;dor A: 

para cada x ~ X , com P 
0

x = x
0

, x
0 
~m N<A>, por (1.9) 

2 
lf<A>xU = 

00 

+E lr<~.>lzl<x,u.>lz 
j = s J J 

., 
S Sup IH~>I

2

11 
À.EO'(A) 

E l<x,u.>lz 
j = t J 

.L 
Se X c X + X , com :w o= N<A> , (1.4) implica que 

• o • ., 
x = E <x,u.>u. 

' . J J J = :l . 

po:rt..•:t.nl.o, na desigualdade anterior t.emo~ que: 

Daí, por <1.1) 

{1.10) 

UHA>D S Sup IH~>I I x U 
À60'<A) 

IIHA>H S Sup IHDI 
ÀEO'<A) 

S Sup IHDI 
"-et a.,b J 

Agora, se u é aut.ovet.or unit.ário corrêf"~pundcnl.c ao autovalor À 

logo: 

{1.11> 

UHA>xU S HHA>IIIIxll .. IIHA>II '< IIHA>ull = IH~>I 

Sup IHDI S Df"<A>II 
À.EO'(A) 

Ent.ão de (1.10> e <1.11) -t...r.•m<:>R o se@>uint.e t.eo:rema: 

Teorema 1.3.15 <Teorema do Raio Espct.::t.ruD 

Se Ac.D<X,X) é comp<'!lc:t.o e aut..oadjunt.-o1 "='nt_..ã.o para :C<A> 

do<•nnirlo em (1.8) valem as seguint.es propriedadef;.l: 
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a) :f(A) é um operador cont.luuu c 

b) 

nnA>n = Sup lf'O.>I = l<><t<A»I 
ÀEO'(Â) 

HHA>R ,; UI ., 
Se A e B<X,Y> é compact-o, t-omou os soguint.eR :l"A$z:Uit.;::.doR: 

• a) A A:X->X é compact.o e aut.oadjwl't.o 

b> Se ).. é autovalor de A • Ã com aut.ovet.or unit.ário u, 

ent.ão À ~ O, pois 

• • O S IIAuH = (AJ.J)Au) • <A Au,u> = >..<u,u> = Ã 

ConsequentAmP.nt.P) p~l<.•ho l.t:U.I"Cmast 1.3.6 e 1.3.13; t-emos: 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14> 

• • a(A A) c W,IIAD J 

c> Existem sist..ern.as ort..onormais i u
0 

~~ i v 
0

} em X e Y r·es-

pect.ivament.e, e uma 

que iunf e ivnf são 

s0quêru..:la {a
0

} com a
0

';> O, n e; IN t.ais 
i • i 

bases ortonormais para N<A> e N<A ) 

r-espect.ivarnent.e; R<=~t.i:s:fa:.t:.(~ndu-~c que: 

Um (J = o 
n 

n - >oo 

., 
Ax = E a.<x,u.>u. 

j=.t J J J 
V X E X. 

As pr-ovas dest..es result.ados s5o c..:on~cquência..-c:: do TP.or-Am~ 

• Espect.ral aplicado ao oper·ador A A com ;::aut.uv;~lnP<~t~ À., j e IN, 
J 

ordenados decrescent.ement.e na rorma 

À ?- >.. ~ •• ·> o 
• 2 

com btlsl.cma u:r-t.onor-mal associado u , u , 
• 2 

1 dP.f'inindo: 

o. = (À )t/2 
J j , 

v. = IJ.Au. 1 onde 1-1. = s/ a . ,. j e IN e 
J J J J J 

not.ando que ~u 0 ~ é base par-a N<A*A>.l. = N<AYJ., e que v. ~ R<A> 
J 

V j E 111 [3]. 

Os nt'mlAros a., j e IN são chamados valor·(..·~· .!.·ineulares- dA 
J 

A, (1.14> é a decomposição .;om valot··es singulares de A e o 
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conju1lt.o (a.,u.,v.) 6 wn s•istema singular para A. 
J J J 

• d) Se f'"<t.> = t. , • > O , ent.aõ por- C1.9> t.emou. 

., 
(1.14) I: À ~<x,u.>u. V xeX 

j=t J J J 

(1.15) 

e> Se g(t.) ;; (a + t.)-t, Ct > O, ent.ão por (1.9) c t.cur. 

(1.3.1G) t.emos: 

(1.16) 

(1.17) 

Ainda m.:-.i:=:, :.=:e 

t.emuz:~: 

(1 . 19) 

P é um polinômio de 
n 

g:~·au n, u.::..;undo ('1.7) 

Com est.a p:t•opriedade, usando o t.eoi"'. de aproximação de 

quu {1.10) e válida t.ambém pal"a f"W"ICÕes 

cont.inu~s [06], ist.o é, ~u 

• 
g:la,b] __,.[R é uma. função cont.fnua 

com o<A A> c [a~bl , enf ... ão: 

(1.19) 

Em paF~icular, para g<t.> acima def"inida t.emos: 

(1.20> 

Fin.alizamos est.a par-t.e, api'esent.ando o se-guint.e l"esult.ado 

básico, relacfon;::~~do c:om o problema de exist.~ncia de soluçaSes 

para equações f"uncionaibõ du t..1pu Ax = y , ondt"! A é compact.o. 

Teorema 1.3.16 <F.xist.ênda. de Solucücz,;) 

Se A o: B<X,Y) é um opc.r·ado:~• compact.o A <a.,u.,v.> um 
J J J 

singulaP para A , a equação A x == y t.em snlm._:ão se e 
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soment.e se~ as seguint.es condições sgo sat..ts:feit .. as: 

a> y E [N(A)J_] 

00 

b> l: 
j= ' 

J./ I <y,u .>1• < oo 
I J 

Qw=mrlo :q) e b) são sat.ist.eit.as a solução é dada pol": 

00 

(1.21) x =I: J,J.<y,u.>u. 
j= 11. J J J 

onde a igualdade- deve ser int.erp:ret.ada como: 

N 

lim H x -E J,J.<y,u.>u.D .,. O 
N --HO j=ll J J J 

Obse-r-vação: As condiçõe~ a) c~ h) do t.eorema exigem 

:reguldridade da f'"unçfío y 

pa:rt.1<"":ulõ"Jt· _ " gequência de 

pal"'a exist.ência de 

p:rodut.os 

solução. Em 

(y,J,J.> 
J 

dnr.r·~'~::cer su!"icient.ement.e r-ápido p.ax-a cont.er o c:reJ<::r.imnnt.o dn~~ 

f"at.ores i.J .,. quf? crescem sem cont..role dcvldu .ao cumport.ament.o 
J 

dos valor&s sin€ulares do operr.dnr. Se usamos (1.21) para 

obt .. er- uma soluç41lto do p:r·oblcmu cnl.ão pequenas mudanças em y 

podem ocaF:iona:r• gr•andc~ pert.urbac5es na soluç.:io, já que 

1-1 ---+00 quando n t;J•cuce. A prova do t.eo:r-ema. pode ser- vist.a em 

!:"!71. 

1.3.2 INVERSA GENERALIZADA 

Quando consideramos o p:roblema de resolver a equ.acüo 

linear 

(1.?.2) A x = y ,. A oG B<X,Y>, y e Y 

é fx·equent.e que o lado dh•clt.o y não est.e ja em R<A>; 

consequent..emf"!nt.H {1.?.?.> não t..em solução no sent.ido clássico. 

Exemplo t.ipic:n du~t..a sit.uacão acont.ece quando A é um operador 

int.gg:ral indu~ido por uma f'"uno;:ão núcleo k(s,t.> com cc::t•t.o grau 

de !'egularidade. Com a finalidade de cont.n:r·nar· n p:r·ublcma de 
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não e>..1st.ência de z;;;oluc~r:s, jJ1l.J·oduzimos: uma 

aonceit.o de RCJhu;,:Fín no soguint.e sent.ido: se A E B<X,Y), a 

f"unção u .tF X ê uma soluçllo de quadrados mínimos <SQM> pa1•a 

(1.?.?.> se: 

IAu-yn = iru l nAx-yl / X eX~. 

Uma c.ar-act.er-ização út..il pai·a foo;uluÇües de quadr-ados minimos é 

dadd no se~;uint.e t.eor-ema: 

Teorema 1.3.17 

Para y e Y e u E X aR RPbuinl.,_•u p.t•upr-iedades são 

~quiva.lent..e~: 

a> 

b) 

u é wna 

• A A u = 

solução 

• A y, 

de quadr-ados núnim()R 

c) Au 1:: Qy, onde Q é a projeção ort.ogonal de- Y sobr-e-

R<Ã>. 
Pr·ova: Ve1· [04]_ 

A ~quacão b) é conhe-cida como equação normal de <1.;>.?.). 

Se S dcnot.a 
y 

de quadr-ados mínimos de 

<1.22>, usando 

Qy E R<A>, ou 

c) prova-se que S 
y 

de out..ra f"ox-ma, se e 

~ ~ ,P ~ se e soment.e se 

SUJJJ{:IIL(: y Ç. R<A>+R(A)'.l.-

Deve ser claro que se y e R(A), 

<1.?.2>. Paz- out.ro 

S c,,.h,(:hle com o conjunt.o 
y 

de solucões de lado, usando a part.e b) 

S " j.P ~' ent.ão S y y demonst.r-a-se que, s~ 

por-t.ant.o e>..1st.& uma única solução de quadrados rrúnimos de 

not~n\a núnima. Logo, se A (. D<X,Y>, o oper-ador- invE-I~sa 

+ 
sgeneralizada de A, dcuot.ado pol' A ' com donúrrlo de definição 

D<A+) = R(A)+R<AY.l., é o ope1·adcn• que desig-na a cada y e D<A+) 

a únie:::~ SQM de norma mínima para <1.22). Ist.o é: 
+ + 

A :DCA > ---+X~ t.al 
+ + + 

que A <y> = >.: , V y ç O(A )_ 

Com respcit..u 0-1 h~t.o, pPova-se que: 
+ .J. 

<1.23> N<.A > = R<.AJ , c 
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<1.24) 

Not.ar que a últ.irn.a pr•,•p••icdado diz que 
+ 

x e 

compAot.o, usando sist.emas singular-e-s, px-ov.a-sa que 

Se A é 
+ x t.em " 

mcmn.o. represent..acão da sohJcão clássica dada Am (1.21>. As 

provas dest.es reRult-<-~d.-.~: podem ser vist.as em [04]. 

Teorem;~~ 1.3.18 

Se A E B<X,Y> ent.ão A+ é conf;in•.1o se e somcnLe a:.;u, R<A> 4 

CechFtdo. 

Para provnr est.e t.eorema, int.roduz-se o operador rest.ricão A = 
L L ' 

A/N(A) :N<A> ---+R<A>, dando a seguinf:..e de:finic~o alt.ePn:::.t.iva 

+ 
para A : 

A+<y> = { 

e aplicando t.eor. 1.2.2. 

' y ~ 

' y E 

1.4 ESPAÇOS DE SOUOLEV E RESULTADOS DA TEORIA DE APROXIMAÇÃO 

Seju <a,b) um int.eT·V-'tlt-. nbeJ"'t.o em IR, e Lp o es:paco das 

funções menRurAveis u, dúf"inidas em (a~b) com valo~--es reais 

t.ais que 

Se u e LP(a,b), define-se a nor-m;:. de u em LP(a,b> da seguinte 

Corma.: 

Os ~sp.aços Lp<.a,b), 1 :f p < +oo, ~:in cte B.ouach e quando p = 2 

L2<a,b) é um espaço de Hilbert. com produt..o :inb=-o•n"· 

<u,v) = 
2 L (a~b) 

b J uCt.)v(t.)dt. , 
a 
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com norma induzida 

b 1/2 
llull 2 = (Jaiu<t.>i

2
dt.>) 

L <a,b> 

Espaços de Sobolev de u•·dcJD m 

De:f"ine-se um ez;zp.=.ço de Sobole-v de ordem m, t.:uh~·c um 
m 

int.P.T'Valn abc.1•t.o <a,b), 

vet.orial das f"uncões u 

se:-.-:.:::~ de dist.ribuicões 

denot.ado por· 
2 

H <.a,b) como o esp.uco 

e L <a,b) t.ais que derivadas 

DJu, j = 1, 2, ... m [3 3 1, pert.encem 

2 m L (a,b). DA"finP.-se em H <a,b) o scsuit1t.c produt.o ir.t.e.r·no: 

b 

(1.28) <u,v> m = J uvdt. 
H (a,b) a 

m b 
+ E J l>julJjv.Jt. 

j=1 a 

com est..e produt.o int.erno t.em-f,:c a f.,:(~gulnt.P. norma associada: 

b 

(1 . 26) J iu<t.>i2dt. 
a 

O espaço 
m H (a,b) com o px·odut.o int.erno 

m b 
+ E J 1Djui 2dt. 

j=1 a 

acim;:a cief"iuldo é 

no 

a 

um 

espaço de Hilbert. sepal'.áVP.l [331. O ef:pac.:u Hm<a,b) pode ser 

definido t.ambém corno n f"ccho do espaço de funções 

cont.inunmC!IIt.c dif"erenciáveis at-é a ordem m: 
m c ra,b] com 

respeit.o à norma (1.26). Daqui em diant.e, o produLu jut.c.I•nu e 

a norma associ.:..da em Hm<a,b> serão dÚnul.adnH por <·,·> e 11·1 m m 
m 

respect.ivament.e. O Subc~paco de H (a,b) formado pelas :funções 

cujas derivadas de ordem meno:r ou igual a (m-1) que se anulam 

nos ext..remos do int.er-valo é denot.ado por 

Hm é t.ambém um esp~çu de n llhP.rt.. 
o 

m H (a,b). Prova-se que 
o 

Espaços de Sobolo:ov são import.u.nt.cu já que podt=.m.-,;:;.: obt.er 

em forma precisa o ~x·a.I.J do;;. 1 ... e~ularidade df"~ ~.-t~uH clcment.os. 

Assin\ por exemplo, demonst.r~-f'::lP. ' quP. 11 <n,b) cst.á cont.ido no 

18 



espaço de f'uncõcu cont.inuas C[a,bl, onde a inclusão deve ser 

ent.endida no sent.ido que, para. cada. u E ' H <a,b>, 

f'unção cont.inua em CI.a,bl quê é sua. reprP.Rant.:::.nt.o. Ainda mais, 
m prova-sE> qu6o H <a,b) é compact.ament.e imerso em C[a,bl, ist.o é, 

a aplicação: 

t.al que, V u e 

i:Hm<a,b) __,.cca,bJ 
m H <a,b), i(u) = u E Cla,bl é compact..a 1331. 

Consequent.ement.e, considerando que r.m nF~paçou de Hilbert. bolas 

f'echadas sã:o f"racament.e compo<~c:t.~•!<-:t pelo t.eor. 1.2.6, t..emos que 
m 

a hoJ,q unit.a:ria em H <a,b) é compact.a em Cla,LJ. 

Rc3ult.ados import..ant.es: 

Consid4?rando o <u,b) con\o limit.ado, 

t.emos; 

i) Se u c. Jlm<u,L>, ent.ão u e Cm-tla,bJ <ver [14]). 

iD Se p 2: q ~ O, Hp<a,b)c.Jlq(a,b) e a indu~~~"l é 

densa e cont.ínua [431, sat.isfazendo-se: 

RuH ~ llull 
q p 

U~; $e p > q, a imersão i:Hp<a,b) __,nq<a,b) é compact..a; 

consequent.emcnt.e a bola unit.ár-ia em Hp<.=-,b> é compact-a em 

Hq<a,b). Ver 1331. 

Espaçns õe Apro~imação - Resultados 

A id6ia de aproximação vem int.imament..e ligada ao pr-oblema 

de :r-esolver- problemas qu~ ~nvolvem equações a opeor-.=-dor da 

f'orma Ax = y ent.re espaços de dimensão infinit.a X, Y, cuja 

resolução analit.ica diret.a · é- g-er.alm . .;.nt.e impossível. A t.fl<mit:a 

pn.drão de mét.odos: aproximados para resolvoJ• t~~~l.t~ t.lpu de 

problemas, consist.e em subst.it.uir o proble-ma original por uma 

sequência de proble-mas em subespaçoR dP. dimenRão f"init.a ~ cuja 

solução seja simples de obt.er, de t.a.1 m.<:tneira que a sequência 
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de soluç8es: gP.T'arln ncb:SC processo convirja. à solucão do 

problema origin,..l. 

A que~ t.üu ti<.! saber qu,...ndn um t=:.:ubespaço cont.~m e-Jement.osz 

próximos aos do espaco ol•1c;1nal é vit..al. Assim, se ~eX é uma 

sequP.nda de subespaços de dime-nsão f"ini t..a, onde h é um 

pa.1•ilrnP.t..ro real que varia inve:r-samerat.e com a dimensão n de Mh, 

é desejáve-l que- ~ -+X quando h ·· >0, h~t.u é, c~t.Dl"'iamos 

garant-indo que ~ realment..e .np1•nxhna n 1:s:paço X a medida quoe- .a 

dimensão n cresce. A exb-:t..l:1u:ia de subespaços d~Õ' a.t:•r·oxinl.d.çã.o 

~ em X será garant.ida desde que X sej.a ~ev.:.a·flvel. 

Dado qttA Hm{a,b) é separável, v~os cuu:o:..,;itlui·.ar nele a 

clas~->c de subespaços de apro,.i.ma.ção conhecida como ''Subct.:p.;.u,:u~ 

Elemcnt.o Finit.o••, cujas propriedades dr. são 

sist..emat.icament.e organi?.ad;,s em f'anúlias de [011, 

[141. Uma 

f'init..a é 

f'amília ~' O < 
de classe sk ,r 

h ' 
s~t.isí"cit.as:; 

{ 
i) Mh c Hk<a,b> 

j 

(1.27> 
ii) v ... E H <a.,b>, 

t.al que: in f" 

' ~h 

h < t de subespaços de di mP.m~ilo 

se ns seguint.es condiçÕes são 

para t.odo h. 

3 c > o independent..e de h de u 

nu-rn < Chj- i 11~11 

o ,; i ,; k 
' 

i ,; j S r 

f"orma conveniP.nt..e de const.ruir f""amílias de 

Sk,r, ê considerando {'unçÕes polinomiaiR por p;=:r;"r'Ll~ ~~rn ~~ubint.er 
h 

valos d~ .t:>~lgum int.ervalo dado. A escolha obo?dece ao f'at.o de: 

que csHn t..ipo de polinômios possibilit.d. .a const.ruçRio de hHHn:-~ 

locais para t.ais subespaços. No que segue,. vumu~.;: {:xibir algu

mas f""amílias de subespaços de aproximao!to; p~ . .u·a ist.o., seja A 

um_,.. pa:r-t.ição regular do inl.<..:-.l'vulo I = [.atb1, 
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lj. [t.j,t.j-11, hj c <t. -t. ) -<b-a)/n = h 
j j-1 

j• t, 2, ···,.n. 

Agora, para O :5 k S s, seja ~<~> o espaço de f"un.;:5es v em 

C~a,bl {.ais que a rest.ricão v....-1 j é um polinômio dn grau monoro 
s 

ou igual a s. Demonsf.-ra-se que a. dimensão do (!~~paço Mk (,6) é 

n<s-k)+s+t. Os espaços ~<A> possuem u ucbuint.e pr-opried;..tiA: 

inde-

pendent..a de h e de u, t.ais que : 

1 IID (u-p>ü S 
2 L < a,b) 

o ::S i ::S k+t ' 
1 :5 j :5 s+t 

Teo ... ema 1..3.19 

Para cada s, k, O :5 k < s, M:<A) é umo=J f anúlia df? classe 

k+i,s+t 
sh . 
A prova do t.eorema pode ser vist.a em [071. Como exemplos dos 

espaços ~ (!:J.) t.emos: 

i) O espaço dl? splines de ordem s: 
M"-1 

s-2' 
onde 

dest.acam-se, o 

cujos elcmcuLus 

espaço de 

pc.rt.encem 

t.,;pl:lrleS 

a cra,bl 

Ba~m-: lm:ais serão exibidas no cap. V. 

espnço do~;.: polinômios 

linear-es e 
2 e c [a,bl 

spline-s cúbicas, 

respect.ivamcnt.c. 

de Her·nút..e por part-es: iD O 

H(m)<A> que 

M2m-t(ll.) i:-::t..o 

é definido como sendo o esp;1ç0 dP. f"un1,.:Õu~~ 

m-1 
o c:onjunt.o de :furições u e C [a,bJ, t..ais 

m-1 ' 
que u/1 ., é um polinônúo de grau menol' nu igual n (2m-1), para 

J 
j = 1, 2, · · ·, n. Maiores det.alhp:c; podem ser vis-Los em t141. 

21 



CAPíTULO li: GENERALIDADES SOBRE PROBLEMAS MAL POSTOS 

2.1 INTRODUÇÃO 

A impe:r-at.iva no:-cessidade do J•uuulur.:ãu 

CO!!'..!~l;:.,dos com diversas áreas das ciênd;:rs 

engenharia [111, [631, t.em impulz;:tionArln hau 

de p:r-oblAm.:llt=~ 

nõ=~~t.u:rais e/ou 

últ..ima.s t.r-&s 

décadas o desenvolviment.o de um nuvo .l'wno da Mat.erná.t.ica 

dedicado ao est.udo e 

post.os. A nnçtín dc!e.:l~u 

~oi tição 

llpo de 

dos chamados pr-oblem.as mal 

problema foi int-r·oduzída por-

Hadamal'·d üJn 1902 em c:onexão com o est-udo de pr-oblemas de valor 

na f"1•ont.eira~ com a idéia que nenhum f"enômP.no nAi.ut·.al poderia 

ser reflet.ido por al~um modelo que cond~u u uuLu classe de 

pl"'oblemas; post.e:r-ior-ment..e aompr-ovuu-~m u :falsidade de t..ais 

idéi.as. 

A t.coria se:r-al A m~t.nd.:.s: par-a :l"'esolV'?I" pi"'oblcr~ JUul 

post.os f"oram as:sent..wJm.: por A. Tikhonov [54]~ n•:• t .. :r·.at.ament.o de 

problP.mas inver-sos em flsica mat.emát.ica., e post.e:rio:rtnnnt.v 

dcucnvolvidos poro ele m<?smo, Lav:rent.~ ev 1271, Jv.anuv (2-11, e 

out.ros. A bibliogr.afla básica ral.Ac:lionada r.nm o est.udo dos 

mét.odos d-=- soluçS.o dest.a c1:u-~:!'~n 

encont.:r·.ad.il em 1301, [361, fR?.l. 

de px-oblemas pode 

Nest.e capit.uJ..-. r.pr·.:-:.st.r~t.a.mos as principais idéias e cert.as 

caract.eT-i~t.icas dos chamados problemas mal post.os, assim como 

alguns coment.ários com resp.e-ft..o aos rnét.odos paT-a T-CHnlv&-los. 

Ant.es, devido à est.:reit.a relação ent..:rP. p1•ohlr~m;,~.: luvci•sos e 

problemas mal post.os, int..rodu?.iT•cmoH nlt;,unHU considerações r-e

lacionadas com pr-obl<?mas inver-sos. 
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z.z ALGUMAS CONSIDERAÇÕES SOBRE PROBLEMAS INVERSOS 

Problemas inversos api.u•cccm em divarso:c:z campos das 

ciências aplicadas, por exemplo, na int.arprat.ação de mediçÕes 

de inst.x·ument.os físicos, pm't.im..mt.cu a algum objet.o nat.UJ"·éd 

desconhecido, ou no processament-o de result.a.dos de 

experimant.n:-:z r.orrespondent.es a f"enÔmêr.os nat.ur-ais. Na prát.ica, 

o result.ado de experiment.os são· apr·esent.ados na f"oriJI4.1 de 

:funções de valor real chamadas C unções du.dou. Com est.a 

inf"ormc.ç:ão, Co~t.x·avés de um adoquudu p.rocuuuament.o da f"unção 

dados t.em-so__ o propósit.o d<> est.imar valores de 

rho:iuu uu geomét.rica do objE"t.o mot.ivo da 

expRrim<mt.ar..:5o, que t.ambém é ident.-if"icado com out.ra f"unç::lo rlR 

valor real. 

A conRxÃn Ant.re o procl?sso físico e sua modelagem 

mat.emát.ica é descrit.a por me-io de> equações do t.ipo: 

(2.1) Ax = y 

ondl~ A 6 um operador conhecido, possivelment.e não liriCilr, x é 

a função objet.o desconhecida, e y a :funcão dados. At..:~~umu-ue em 

geral que est.as :funções são element.os de espaços normados X & 

Y, chamados espaço de soluçÕes e Gspaço de 

Inverso consist-e> em det.-erminar a 

:função ·oi>j~:tt.Q 'H ;,<::z~:tndo conhecida a :f'unção y; em out.ras palavras 

' 
o probh:~ma cor-responde à inversão do Se A l-em 

inversa conhecida, o problcmoC4 é l.- ............ :. .. ;.üu :fazendo: 

<2.2> -· " = A <y>. 

Poré-m, a det.erminaç:ão eJ-.:plícit.a do opn:r;,d(JJ" jnvcruo não é- út.il 

se a função dados y não pert.cnae ao domínio de de:finição de

t.al operador, já que (2.2) ni:io l'Cb!olve o probll?ma. Esf:.o: f at.o é 

:frequent.e quando a :função dados da leit.t..tra de 
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in~t.rum~nt..os físicos, po:r·t .. ~t.o, ca.:r·ent.es de prcoh.:.Üu ab~ulut.a. 

Lo~o, somos for-cados a t.rabalhar com dados apruxirnudos y 6 como 

em {3), onde 6 é det..e:rminado vula p~:•cub.:ão do inst.r-ume-nt.o, e a 

escolha da norma ê feit.a t.omando êm cont.a consideraç5es 

int..imamcnt.<: J•clLu..:ionadas com o t.ipo de pr-o•:::e-sso nat.ural, Rendo 

as Jnuis usuais: a • 1 2 
e n •• r~l já qu.,;. ger-alment.a di~purnuH do 

est.imat-ivas para o e:rrn quath•t'1t.h:u media, ou par-a o máximo 

e:rJ.•o JJ.Ub1 medições. 

O p:roccuuu de lei t.ura de inst.r-unlar,t.os ffs:icos pode ser

def.:r.a·H .. u pala f"i~Ul'a: 

y(t,) 

Onde par.a cada sinal de ent.:r-.ada. x<s>, uma f'"unção y<t.> é 

reg-ist.rada na saída do inst..rument.o. Rm r.::asn!-1 ~dmpl~s, est.as 

f'unç5es, podE-m ser- :r·tolacionadaR pP.Io sP.gulnt.e modelo linear 

invariant.e no t.e-mpo: 

' 
{2.3) - r lp{t.-s>x<s>ds = y<t.>, -Jc 

onde f!(t.) chamada funçlfo t't·tlla. .... ··it,,:Üu. caract.eriza a ope:r.aç~o do 

in!?'b··nment.o U71. Teoi•h.:arncnt..e lp(t.) é a f'nnção re&ist.ra.da pelo 

in..c::t.:i" -;.;;:-;Hut..o quando o sinal de ent.rada é a função g.ene:r-ali?.~ct~ 

ó<t.>. Logo, o problema de in.t.el"pret.acã.o de de 

inst.r~o.~en.t.os :Císicos red~- &o'-· à :r-esolução de (2.3). 

Out.ro t.ipo de problema inveT"RO aparece qu~ndo conhecemos 

a en~""'da x e saída y p<..~t•a wn sis'l.ema f'1sico. Consider·ando que 

sist.emas :Ci:sic:o~ afio dcscrit.os por oper-a.dol."es (dif'erénciais, 

int.egt•ah~, [!l.c.)~ cont.cndo um núm.,;.r·o f'ini'l.o de paT"Amnt.l·m·~, 
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ent.ão, se a eont.x-ada .:- saída são dad;::r;R, rlnHnja-:se det.erminar o 

sist.ema pax-amét.rico A<p> que cortcox•d.a rnulhor com a relação de 

ent.rada e saída. Aqui, p é usado para represent.ar um vet.or de 

parâmet.ros. Mat.crnat.icament.e, dadas x, y em X e Y respect.ivame~ 

t.e, queremos det.errninar o vet.or p t.al que: 

A<p>x • y 

. 
Est.e t.ipo de problema é conhecido como problema de 

id~n!·if~~uçlíu de parâmetros, e se-u t.ra.t .. ament.o em geral lt mo::.i:!=Z 

di:ficil e delicado que o do caso ant.el"'in:r. O exomplo tm.rl.s 

,..;.,;Lnp<~-- ·.para est.a classe de problP-rna, apal't.H..:e na t.eoria de 

aproximação de :f"unções, quando t..cmos wn.a t.abela de dados x. /y. 
• • 

e queremos encont.rar a :f'unç~ f' que- melhor simula t.ais dados. 

Ncf.ll.t:: t.rabal.ho~ não t.rat . .ar·.:-m•:.s problemas desLe Lipo, ist.o é, 

vamos nos x•cf"o.l•i.L· sompr·e a problemas do t.ipo ant.erior. 

No processo de l"esulu~.,:~o de um problema inver·so, t.e-m que 

ser :f'eit.a wna análise prÃv:la r.om x·elação a quest.ões de 

exist.ªncia, unicidade e cut..ubilidade de soluções. 1st. o é 

imporLant.e pois:, se a f'unção dados não p.;.r·t.t-nca ao espaço 

inmg~rn do operador, (2.1> nã.o t..em solucão. Ainda que if.lt..u mio 

ac:ont.eça, se A é não inj.:-t.-or· ent.ão -· -A nao e <2.1> pode 

t.er muit.as soluções. Com relação à qucsi.ão de est.abilidade, 

precisamos saber se a solução dnpcndc f.:ont.inuanlent.e dos dados. 

A est.abilidade é necessária se desejamos asseg~ar que 

pequenas v;ru·hu;;t;n~;: nus dados conduzem a. pequenas mudanças na 

solução. Et>:Las considerações são analisadas no cont..ext.o de 

Problemas Mal Post..os aprct..~f..'J•f..udo na seguint.e seção. 

2.3 PROBLEMAS MAL POSTOS E SUA RELAÇÃO COM PROBLEMAS INVF.RSOS 

Diz-se que o problema de resolver a eq. <2.1) i! Bem Posto 

no Sentido de Hadam.ur·d, se as seg:uint..es condicéSes são 
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sat.is:feit.as: 

a) A soluç.&o exist.e para V y E Y . 

b) A solução é única. 

c) A solução depende cont.inuamant.e dos dados, ist.o 6,, a 

-· aplicação A :Y->X é cont.fnua. 

Se alguma das condições :falha., o problema éo chamado mal 

~~~-·t~J. Enquant.o que, se f"alha c), o problema é chwnudo 

in~·tdvel. 

A provriedade de 

depende dos esp~ço~ X, 

R A "r 

y 

bem pos~o para 

e suas t.opologias, 

a t;-quação 

dai que, 

<2.1) 

se o 

problema <2.1) é mal post.o, em aJ.g1..tnS casos é pof..lt..tlvul 

rm_ .. t.c...~urar a propriedade de ser bE.>m post.o para o prohlmna, pu:r 

uma adequada mudança dos espaços (ou de alguiJI do-lcs) e/ou suas 

t.opologias. Pa.x-a ist.o será suf'ic:icmt.c~ c~~~uulht.H· subespaços U, V 

em X e Y respAat.ivo=:Jmont.n, dot.ando esses subconjunt.os 

de t.opologiõ'=lR dif'f!l'l~nf..t$ das originais de t.al forma que o 

opc~·"-'dor inver-so -· A :V->U seja 

escolha das novas t.opologias 

consider-ações purament.e 

cont.fnuo. 

pode 

Pelo 

É um f'"a:f...o que a 

zsero :feit.a pol" 

est.a 

escolha deverá sAl' r.oêy.nnt.n com as consider-ações físicas 

t.omadas em r.ont.a n<..~ f'oJ•rnulacão do modelo mat..emát..ico que levou 

à eq. (2.1). Mais t.a:r-de,. no exemplo n(unero t.rês, ilu::::t.r-.,r-~=:moR 

est.e t.ipo da ar-t.if"lcio mat.emát.ico, ressalt.ando oA J•ist:o;s .aos 

quais est.amos sujei t.os. 

Por- out.:r-o lado~ é impo:r-t.ant.e dest..acar- que dcpcndõncia 

coJ}t.ínua da :c~uluç!io com respeit..o aos dados é uma condiçÃo 

necessária mas não su::ficient..e. Assim, no caso de um p.PuLlcmu 

bem post..o, a propagação do err-o relat.ivo na ~olução com 

:r-espeit.o ao erro relat.ivo nos dadoR é cont.rolada pelo número 

de cor.diç:ão do operador [2UJ: k(A) = 11 A U 11 A- f 11. Com :r-~lação a 

ist.o, se em vez de t.rabalhar com a equação considerando dadoR 
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exat.os, r-esolvemos o ~i:=::t.Amn pert.urb.ado: 

(2.3> 

t.emos: que: 

(2.4) 

A (x+6x> m y+6y 

R6xl 
-.xr S k<A> 

116yl 
llyT 

onde 6y é a variação nos dados, e 6X é a va:r•luç:.;";o n.a ~mluçl!ín. 

Daqui, l:.ic k<A> é pequeno, diz-se que o problema {2.1> é bem 

condicionado e a soluç.§.o é est.ável com reHpcit.o a pequenas 

variações nos dêtdos:. Pelo cont.rAT·in, sn k{A) é grande, diz-se 

que- o pr·oblema é mal c:ondi.c:ionado e o problema é inst.ável. 

Clarament.e, o conc:r~it.n de sei' bem ou mal condi•::i•:•n.ado é menos 

prer.iso que o conceit.o de sei' bem ou mal po;:;.:l.v. 

ALGUNS EXLMI'LOS 
o Exemplo N- 1: (0 Exemplo Típico) 

Col'responde a equações integrais dP. p:r·imei:r·a espécie: 

b 
Ax(s) = J k<s,t.)x(t)dt = y{s) 

a 
c $ s s d, 

onde existência e uniuidudu de soluções em ambos os sent.idos 

clRssic:o em gcnnralizado, gerabnenf..t? não é !l;ê:lr"ant.ida. Assim 

por oxcrnvlo, se A é 

k<s,t.> 6 CUa,blxtc,d1l 

o ope:r·a.dor· int..e-gr·.al definido peln 

• e x 6 L <a,h>, r.nt.tíu Ax<s> e 

tlúcleo 

C[c,dl. 

Consequent.ement.e, a equação Ax = y não tem solucão em L
2 
{a,b) 

se y{s) não for cont.ínuo. Por out.:ro J::.cio, ;~ NJ.ll:<.lç.Sn~ 

n 
J s Sen(t.)x(t)dt. "" yú.:), -n ~ t.: 5- n 
-n 

t.em inf"init.as soluç:Õo:-s <N<A> t.em dhunm~fin i.1úini t...a). Ainda 

quando as sH ... l.Ja.cões .ant.e:rio:res não ncunLccu.m, salvo o caso de 

núcleo degenerado~ o p:r•oblem.u é inst.ável. já que o operadol' A+ 

<ou A - 1 se ele exist.e>, pclu l.co:r·. 1.3.18 é :-:P-mpr·e descan.t.ínuo. 
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Exemplo N2. 2: (Problema dê Cauchy pài•.:ll F.quação do Laplace) 

Dado o seguint.e problema de valo.r .inicial 

p { 
u<s,O) == O, 

+ 
, Cs,t.) E IRxiR 

= w(s) , s e IR 

<a> 

(b) 

Deseja-se det.erminar u(s,t..) para s > O, con..<::iderando Cb) como 

dados de ent-rada. Não é difícil ve:rH'"iwu• que o problema é mal 

posLo. Par-a. ist.o, t.omemos: 

w(s) = w (s) = n-•St:>nCns) s e !R, n .,;::: IN 
n 

por out..:ro lado, t.umemnR t.ambém: 
-

w(s) = w(s) = O, s e IR 

Com est.as !"unções de ent.rada, encont.:ram-~c ~ ~ulucões~ 

u <s,t.) 
n 

u (s,t.) 

-2 + = n Scn(u.:;.ã)Scnh<ut.), <s,t.) e [Rx(R 

= O, V <s,t.) e IRx(R 
+ 

respect.ivament.e. Agora, p:rova-se que w --+ 
n 

w unif'n:rm<~m(:nt.e, 

a solução Mn enquant.o que u 
n 

não converge a u, ist.o é, 

depende cont.inuament..e dos dados, por-t.ant.o o p~·oblcmu é mal 

post.o. 

o Exemplo N- 3: <Tr-ans:Corma.ndo um problP--nau Jn.al post.o em um 

problema ben• posto via mud::~~nça de espacos) 

onde 

Seja X c t}CrR>, o conjwlt..o de í'un;;;Ões munido da norma: 

llxll • • 
zn 

• x(s) -= 

"" J <• + s:-z)IX<s>!zdx ~ _., . ., 
J e -i.st.. x(t.) dt... 

_., 
.2 

,con\ .. =-• 

é a t.r-ans:Cormada de Fourier da f'uncão x(t.). Se Y = L 
2

<1R>, seja 
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A:X - ,y, o operador de~inído por-: 

l 

<2.6> Ax<t.> = J x<u> du 
-<X> 

Agora, pal"a cada y e Y, d&sé<ja-se resolver o problema inverso 

Ax = y 

Vemos quu, se a f"unç~o dr.doa y é di:f'erenoiável, a solução 

do pr-oblema é d~dl=l por 'X = y' , caso contrário o pr-oblema não 

admit.e solu ç.ão. Cunsequent.ement.e o p:r-oble-m.a é mal post.o. 

Porém, se ref"ormulamos o problema, t.omando como ee:;:paçu de 

v 
norma: 

ist.u é, 

= 

' llull = zn 

considerando 

com a t..opologÍR indm>:idJ:~ 

. ., 
f 

2 - 2 «+s >I u<"> I ds _., 

A:X ->V, como definidoC2.5), 

pela 

ent.ão 

prova-se que o pr-oblema r-eformulado é bP.m pm~l..u. Vejamos: a> e 

b) se verifíc..:tn\ f"acilment.e, enquant..u que, para verificar c), 

usando as propriedades [421: 

i) lluU 
L

2
<D<> 

= llul <Igualdade de Plancherel> 
L 2 <Dn 

i i) u• <t.> ; i:=::u<s> <Transf"ormadada da derivada) 

onde i é a unid.adu complexa imagin::.l'i:=!l 

RAxll = llxll V X e X, is~o é, o operador A é 
H t ((R) _, 

uma isomet.ria, port..ant.o o oper-ador· inv.::.r-~o A :V ---~X é cont.í-

nuo~ lo~o o problema ref"ormulado é bem post.o. 

Análise de est.abiHdade para o proble..,... Y.t=a.f'"ormulado 

Supor-emos que contamos unicamente com dados perturbados 

y 
6

<s>, t.ais que: 

y
6

Cs) c y<R>+ôy<s> 

onde 6y<s> é cotn::.:ido:r•udo como pert.urbacão da função dados. Se: 

cSy<s> = cS~s>Cos(s/6 2 >, com tP<s>eH~<IR>,. ltP<s>J S 1, V s e IR, 

t.emos o f:>Cbuint.e: 
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a• > Para 6 > O suflcient.ement.e pequeno, 6y(s) é \lJlli'l 

funcão fort.ement.e oscilant.e que .assume valor-es pequ9nos, 

port.ant.o, podê per-:fêit.ament.e ser conside%'-ada como uma 

pequena pert.urbação. 

b' > R6yn • o<6> 
L 2 <1R> 

c') U6yll = 0(6-~> 
H'<IR> 

Nest.as condiçÕes, usando c'·) em (2.4>, vemos que o limit.ant.e 

do erro rel:::.i:.ivo da solução, cresce à medida que 6 .......,. O. 

qualquer t.ent.at.iva de cont.role de 

est.abilidade na solucão 

na t.opología de H~<lR> 

par·a est.e exemplo, a 

do problema, com est.a clARRP. de dados 

é est.éril. Est.e :fat.o é devido a. que, 

t.opolosia de H~< IR), não permit.e uma 

Ol'>opropl"iAI'IA dasc:rição do ef'eit.o das pert.urbaç5es. 

A i:.ro=~~ru::::f"nPmAç~o de um problema mal post.o em problema bem 

post.o via naudanca do espaco de chegêid.i., deve levar- em cont.a 

wna corret.a descl"icão do . e-:fe-it.-o de pert.urbações noR da.dos. Na 

novu t.upolosia, é desejável que: 

116yll = Ry6-yll :S 6, 6 > O. 

Exemplo NQ. 4: (0 P"r·obletna de Diferenciação> 

Se y<s> é uma f'uncão- conhecida aproximadamen'Le, por 

exemplo em f'orma de t.abela, deseja-se det.erminax- a derivada 

n-ésima 
<n> y (s). o p:roblAmA pode se :I' resolvido, det.ermin.ando 

.a solução da equacão: 

.. y<t.> 

já que a soluc.ão para est.e pr-oblama 
<n> 

Á: x(t.) = y (s). Nest.e 

caso, o problema é mal po!<d.o pu h;: t.rat.a-se de uma equação 
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int..eg-raJ de primeira espécie. 

Exemplo NQ. 5: (Equacão do Calor pCU"·a t.empo ant.erior> 

A dist.ribuiçã.o de t.emperat.UI-a U em UJTlA barrA ARt.endida ao 

longo do int.ervalo o :5 s :5 n, sat.isí"azendo: 

{ 
au a2u o :5 < = s n 
at. as2 

U<O,t.) = U<n,t.) = o ' t. > o 
U (s,O) = x(s) o " " " n 

pode set· oLt.1da usando o mét.odo de separ-ação de var-iÁv~if-:. 

FeiLu it;t..u, p<.u•r~ c:.ru1R t. > O t.emos: 

1 
211 

a 
n 

n 
= J x(r)SP.n(nr}dr 

o 

Agora, supondn que U é conhecida no t.empo t. = T, digamos 

U<~,T) = y(s), deseja-se det.erminar- a dist.ribuiç~o da 

t.emperat.ura inicial U<s,O) = x<s). Para ist.u, evident.ement.e 

devemos resolve-r a seg:uint.e equação: 

n 
f k(s,r>x<r>dr· = y(s) 

o 
O:Ss:Sn 

k<s,:r-) = 1 
2n E 

n=1 

-n
2 T e Sen(ns)Sen<nr> 

Considerando que o núc.:lcu k<s,r) não é degenerado, o problema 

de de'Le:rrnir.ar a dist.ribuicão de t.emperat.ura inicial P. Jru"'l 

post.o <ver t.eor. 1.3.10). 

Uma grande quant.idade de problemas mal post.os aparecem 

quando resolvemof:: problcrnas inversos das ciências nat.urais, 

que quase t.odn::.;: u::.;: problemas inversos lin.e-ar-.;os que caem no mo-

de lo mat.emát..ico padr-ão (2.1)~ são post.os. 
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Exemplo imediat..o par-a est..e modelo é r-eflet..ido em p~oblemas de 

valor na í"J-ont..eira não est..andarizados (Ex. NQ. 5)J problefY'lAis dP. 

inversão da t..ransformadA dA LApiAnR, Ant..re out.ros. 

A teoria que eEo:t.uda os mét.odos de r-esolução de pr-oblemas 

mal post.os é conhecida como TL·ur-iu de Reçutar-iz.aç::Ío 1 o:-nqu~nt.o 

que os mét.odos são chamados Métodos de ReculaPização. Int.uit.! 

vament.e, a t.e.or-ia de r-egularização Q a t.uox•ia daR .. aproxima

ções cont.inuas .. para a inversa descont.fnuo=r, pn:r•t.nnt.o, a anál! 
se e solução d& um pr-oblema. mal post.o, & f'eit.a. via soluçÃo dA 

um problema associado que é bem post.o_ Tendo em cont.a qun .:..u:,; 

possíveis causas para que o pr-oblema de Pn~~ulvtH• (2.1) seja 

ma.l po~t.o :sf"ío: 

(2.6> 

(2.7) 

(2.8) 

N<A>"' {Of, 
RCA) ;;t Y e 

-· A existe mas é descont.ínua, 

est.ud:nn-sc mét.odos de regularização consider-ando os $.:P.guint.es 

casos: 

Pr-oblemas mal post.os cnmn cnn..o::Aquência de não 

existência ou .ambiguiddde na solução. 

Nest.e caso, t.ent.a-se a t..ransf"ormacão do problema em 

p:r-oblema bem post.o int.roduzindo a mudança do concei t.o de 

solução que considera solucõt?s de quadrados núnimos (SQM) par-a 

(2.1). Nest.e novo cont.ext.o, t.ransf"or:rnar- o problema em problema 

bem post.o, exige uma anãlise com relação a exist.ência, 

nnicidade e es:t..abilidade da solução de quadr-ados mínimos de 

nor-ma rrúnima. Para equar.,;Ücs int.e@;rais de primeil"'a espécie com 

ntíalP.n não degenerado, o pr-oblema mal posicionament.o 

persist.e ainda nest.e novo c:ont.ext.o, já que R<A> é abcrt.u. Ver 

cor. 1.3.7 e t.eor. 1.3.19. Mais adiant.e, no~i caps. UI-IV, 
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t.rat.aremos do problemn de c.alcu.lar soluçÕes ~eneraliz.adas 

aproximadas esf .. áveis par-a. (2.1>. 

zº- Problc~ mal poRt.OA anmo r.onAequência de inst.abilida 

de 

admit..imos a exist..ência do operador inverso 

sua Nest.e caso, os 

mét.odos 

)X~ mas não 

de resularização visam. c. rest.alll'~ç;:ín da cont.inuidade 

do operado:r- inver::::o girando P.m t.opno das seguint.es idéi~: 

- Revisão do conceit.o de L:cJ:• bem post.o [301. 

Rest.rição d;.r-: ;~ühtçÕP.~ admissíveis por irüo~·nlé.lç.Üu a 

pl'ior-i. Por exemplo, por imposição d~ linJ.t.ant.es a 

p~·iu~·i na solução. 

- Consl.rur,.;.ão de soluções apr-c.hrim:=:trl:=:t~ est.áv&is por- mét.odos 

variacion.:::.iR. 

Análise do problerna via associa.cão com um problema 

bem post.o [271. 

- Mudança dos espaços e/ou t.opologias. VeT- F.:K. N2 3, 

Na prát.ica, a 

inf"ormacão 

qualit.at.ivas 

a piori 

da solução 

rcut..atu•ação de P.~t.abilida.de exig& 

com respeit.o às caract.eríst.icas 

do problema. Por inf"ormacão a prior-i, 

entende-se o t.ipo de inf""ormacão que é obt.ida ind<S<pendent.ement.e 

dos: valorAR dos dados observados, ist.o é, informação não 

cont.ida na equação Ax = y. Inf'o:r-maçã.o a priori ce:ralmcnt.e é 

organizada em suboonjunt.os do espaço de soluçÕc~~ impondo 

oert.as exicênoias nas soluções 'Lais como: 

Requcriment.os de monot.onicidade: 

x' <t.> :2:: O, x' <t.> S O. 

RequêrimP-nt.os de convexidade: 
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x' • (t.) ? O. 

- Requel"iment.os de ret:ularidade-: 

b 
J x• <t.>dt. :S M~ M > o. et.c. 

a 

Se K é um subconjunt.o de poss.ívciE.: soluções, ent.ão um 

procediment.o para const.r·uir soluções apr•nxirruul:r~ para 

problemas mal pos:t.os, 

ref ormulado: 

considera a reLOolução do· problema 

(2.9) P: Enccmt.l·.aJ.· x e K c X, t.al que H Ax-y ô U < ô. 

Ence-rramos eost.a seção L.lprctOOcnt.õ.llldo em f'"o:r·ma sucint.a os 

seguint.es mét.odos vax-iacionais: 

O mé~odo de Quase Soluçõc~ 

Para est.e mét.udu p.1•cciuõ.1-se de um cP.'J'-t.o conjunt.o KcX 

cont.endo -a solução do problema. Int.roduz-se a noção de Quase

Solução em K, dizendo que x é quase solução para <2.1> se: 

Se A E B<X, Y> onde X e Y são espaços de Banach, exist.ência e 

unicidade ckt _quaF<~A ~oluçõe~=: 'ti y E Y é garantida, deosdeo que K 

saja compacto e- convexo. Ainda mais, c1 quaHe solução x 6 
associada a y ô depende aont.inuamcnt.ú de y 6 , e s& y e R <A>, a 

quase l:ilolução associada coincide com a solução clássica. Ver 

[351, t.eor. 2.9 pa.g. 27 • [531. Observar- que o conceit.o de 

quase solução est.a int.irnament.e relacionado com a noção de 

soluções de qw=uiT"Adns núnimos. 

O Má~odo de Reg~ização de Tikhonov 

Foi pt"'opost.o paT"a equações do t.ipo C2.1) oonsidet"'ando 
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operadores não necessariament.e lineares dcíirúdos ent.re 

espaoos mét.ricos X, Y. Em f"orma b:revo, o mét.odo consist.e em 

t.omar como soluoões ap:roxhruubw par.a <2.1>, 

minimizam o f'uncional: 

as f'unçÕE'S 

F a <x,y ) • p
2 <Ax,y ) + an<x>, OI > o 

X 

" 

pal'a um vulu1· adequado de " chamado parâmet.:ro 

regul~ .. 1ri:o.-.ação, onde p é a m<áot..r-ic.ãa ê-m Y e O<x> é um f"undunal 

cont.ínuo, definido num subespaço deru:;o V em X, sat.is:f"azendo 

cert..as pr-opriedades a serem pl·ecis.;atku...,; rnai..s t.ar--de. O funcional 

O<x> t.oma o nome de f'unciona.l est.abiliza..dor. De-t .... alhe-s do 

mét.odo se:rão est-udados no capít.ulo s:eguint.e. 

O Mé~odo Resid~ 

Seja: 

O mét.odo const.r-6i soluções ap:roxhnadas es:t.áveis, t.ont.M'Ido as 

funções x 
6 

que minimizam o f"uncional est.abilizador O<x> no 

conjunt.o J 6 . 

Os mét.odos descrit.os se int.er-rc.W.ciunum est.:reit.ament.a. 

Uma análisl? dis~-o pode ser vist.a em [301. 
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CAPITULO lll: O MÉTODO DE REGULARIZAÇÃO 

Neste capít..ulo, introduzimos us idéias: básicas do mét.odo 

de r-eguJ.ar.izacão para 

no cão 

resolver pr-oblemas mal post.osJ> 

baseando-nos na de 

pa:r·t..icular~ conside:r-amot=: uma 

ope1·.udur regularizant.e. 

classe geral de métodos 

Em 

da 

!'egular-izaç;io lJn-ra üquações a operador de- primeira espécie:~> 

que envulvt:m operadores aompact..osJ> e q'.le incluem o mét.odo de 

reg:ularizacão de Tikhonov como caso especial. Par-a ist.o, 

int.:r-oduzimos previament.e o mét.odo na sua :foX>ma orig:inal~ ist.o 

él> no cont.e'-.'i.o de mét.odos variacionais~ onde consideraremos o 

probleJll;il de construcão de solur.:Ões aproximadas est..áveis em 

ambos os sent.idos: clássico e/ou generalizado. 

Apresent.amos r~~ult.,udos de convel"gência e est.imat.ivas de 

erro para ~ soluções apro)lirru-•das c:onst.ruí.das pelo mét.odo, 

explorando idéias e resultados da análise espect.r·al 

opcr.adores compacf..os em espaços de Hilbert.. 

3.1 GENERALIDADES 

Consideremos a seg:uinl.re equur.,:.ão a operador: 

(3.1) Ax == y 

onde A é um oper-adoi" não nece~;wi.ament.e linearJ> e X,. Y são 

espaços mét.ricos com mét.ric.az:.; e 

Admi t.iremos que em vez de y J> contamos com dados 

aproximados y ó sat.is:fazendo: 

(3.2) 
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Admi t.iremos 

A -•:R<A> --+X 

t.ambém 

não 

a e>dst.ência 

sua cont.inuidadu, 

do 

de 

operador 

maneira 

invarso 

que para 

cada y em R<A>, (3.1> admit.P. f.il:Olucão úrúca mas não depende 

cont.inuamcnl..e de y, ist.o é, (3.1> Á mal post..a. 

não 

Nas considerações 

t.emos cert.eza de 

ant.eriores, mesmo 

que a solução x 6 • 
4íi R<A>, 

seja uma 

aproximação aceit.á.vel pdr-a a solução oxat..a do problema. Seria 

desejável que, se y 
6 
~y quando 6 -+0, en't.ão x

6 
....... X. Como já 

sabemoA, est.e Cat.o acont.&cará só no oas~o am qua x
6 

Cor 

const.ruido por alg-um mét.odo est.ável de aproximação. No que 

segue, apresent.amos uma f"orma de oonst.rução do soluçÕeSII 

aproximadas est.áveis pat"'a <3.1>, via const.rucão de ope-radores 

regularizant.es. Com est..e nm, diz-se que um operador R :Y --+X 

"' dependendo de um parâmet.ro a é oper-ador reçulari-:;wnte para a 

equAç;in {3.1) (ou pa7>a a solução de (3.1))1 Qe: 

(3.3) 

Temos 

pa.-a 

V u > O, R é aont..inun. 

"' 
{ 

I) 

i!> VxeX, 1 im p <R Ax,x) 
O 

x a 
"' -+ 

• o. 

imedial..ament.e que, se R 

" <3.1>, i) e ii> garant.em 

é um operador 

é 

regularizant.A 

ap:roximacão 

-· cont.ínua pa.r-a A . Consequent.ement.e para cada y em R<A), R <y> 
" é uma aproximação cont.ínua para a spoluç:lo x. Ainda na presença 

de dm.Jut;,; pert.ur-bados, com y e Y 6 sat.iaf"azendo (3.2>, l!:l"ac~ à 

cont.inuidade de R.
01

, é possível det.e,..m:lna:r o parâmet.%-0 a como 
6 

:função de 6, de t.al maneira que oi.~ l'unção x • R <y
6
> est.ej.a 

"' "' sWioient.ement.e pr6xim.a. à solução do <2.1>. O p.ar-âmet.r-o tlt 6 

chamado parâmlf:'tro de- r-e-culari2ação enquant.o que a íuncão 

conheocida ao mo solução regularizailil. Sugue, port.ant.o, que 

operador regularizant.e junt..u tJurn a e11oolha. do parâmet.:ro de 

re,;ulariz&cão .udup l..ado ao erro dos dados dE' ent.rada, def'"ine um 

mP.t.ndn est.ável de const.rucão de soluoões aproximadas pe~rn 

37 



(3.1>. 

Um m&t.odo de z.egulal'izacão conRiRt.A na escolha de um 

operador regulai'-izant.e R e do pa:râmnt.ro ex como !"unção de ó: .. 
a • a(ó>, t.uis que-! 

Operadores 

6 
X -->X .. quando 6 -+ O. 

são const.rufdos, 

usando mét.odos variacionais em f!umbinacão com a noção de-

:funcionais est.abilizadnret.:. Se V é um subespaço denso de X 

(podendo sar- V -= X}, um f'uncional aont .. ínuo não negat.ivo 

O:V --+IR á ch.um.ado funcional estabilizador··· se as segui11-t.m~ 

propriedades são s.ut.isCcit..as: 

solução de (3.1> est.á no dom:fnio de O<x>. 

(3.4) 
{ i) A 

ii) v d > o ' 
o subconjunt.o K = ~x E V/n<x> o<d~ 

é compaet.o em X. 

Agora, seja: 

(3.6) 

Num primeiro inst.ant.e, pensa-se nest.e conjunt.o como um put.cr•-

cial c.amlidat.o para o conjunt-o de- possíveis soluções de (3.1>, 

mas est.a idéia é abandonada pois J 6 <y 
6
> não é limit.ado devido 

à não cunt...inuidade de -· A , ou elementos arbi t.ráriof>' 

de~t.e conjunt.o não garant.em urna boa aproximação pAT-A a so]uç~o 

de (3.1). Logo, t.or-ra.aa-se necessário um principio de seleção 

para as possivais soluções. A escolha cert.a será~ sem dúvida 

a~t;wna., aquela que t.oma os element.os de J 6 Cy
6
> que dependam 

cont.inuame.nt.e da variação dos dados y 6 . 

é const.ruido t.omando em V ó o elemAnt.o minimiza o 

f"undunal O<x>. Ist.o pode ser vist.o pensando na n.....:f~uf:im . .:;i.u 
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como sendo o ef"eit.o dP. um operador R 
6 

t..al quP. 

Pr-ova-8E- A~tc:~im cor.st.:Nlido é 

verdadeirament.e um operador regularoizant ... e <ver [521, P""€· RO>. 

Em resumo, o mét.odo oonsidel'"a .. resoluçÃo elo ucguiut..c 

problema: 

(3.6) P: { Mln O<x> 

• s/a X E V
6 

O mét.odo desorit.o apresent.a dií"iculdades na resoluç-ão numérica 

do p:r•oblc:ma variaoional, logo, pr-ecisc..-se pensa:r- em alt:;umu 

l'ef"ormulacão. 

Se V • Jx 6 V/ O(x ) = hú" O(x), x E V t , 
o 1 o o r 

:funciormJ Q(x) é quase monótono, s& V x E V, 

cont .. ~?ndo x • vizinhança 

que, se O<x> é quase monót.ono t.al qun 

diz-st5t que um 

x e- V , ex:ist..H 
o 

O(x). P:r·ova-se 

~' is:t.o é, se 

o extremo inferior irrest.r-it.o de O<x> é at..ingido em um pont.o 

x
0 

tfi! V 
6

, ent.ão o ext.remo inf"erior do füncional r-est..r-it.o 

at.ingido em um elemento x
6 

que eRt.il na :front.eira 

a v6 é 

de v6. 

Port.ant.o, podemos reformular o pr-oblema variacional (3.6), 

passando ao set;uint.e problema de rnirrlmizacão com r-est.ricões: 

(3.7> P
2

: { Min 
s/a 

O<x> 

p <Ax,y ) • 6 
y 

A~:ora, usando o mét.odo de muJt.iplicadoreR de Lagranse [311, o 

problema é: 

(3.8> P: Min • F <x> -= 
"' 

+ a..'}(x) 

com a sujeit.o à condição: 

qua minimiza F (x). 

6 p (Ax ,y
6

) • 6, onde 
y "' 

o element.o 

"' 
Nas considerações do 

pensar 

y
6

, de 

em x6 como ef'eit.o de 
"' 6 modo que x -= R <y

6
>. 

"' "' 

problema <3.8>, 

um oparadol" R 

"' 
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Na p:r-át.ica, r-ett.ll.a%-izant.es são const.ruídus 

adot.ando o seguínt.e esquema: 

(3.9) 

Const.rui r o f"unc i o nal F Cl • 

ô 
Encon~rar x que minimiza F <x), mont.ando umA es 

a a 
t.rat.é~ia de escolha do paráme~ro o: como runcão do 

erro 6, t.ais que, 

consequent.cmc•'""' 1 

se 
ô 

"a 

6 -.o, 
+ 

-+>< . 

cnt..ão " = a.<ó> -+0 e, 

O mét..odo que acab.::.mos de descrever é conhecido como O 

Hétodo de RecularizaçiJo de Tikhonov, enquanto que o rWlcional 

F (x) é 

" element..o 

desde que 

unicidadE> 

chamado 
ô 

x que 
a 

funcional de 

minimiza F <x> 
a 

o ope-rador A:X --+ Y 

Tikhonov. A exis:t.ênciA do 

é garant.ida para t.odo a > O, 

seja cont.ínuu. A quest..ão de 

delicada; por-P.m, possível est.abelecel"' 

condicõas suf"icien~es para que ist.o ocorra. Assim, se A é um 

operador linear e cont.ínuo, X, Y são espaços de Hilbert. e 

O<x> é um f'uncional quadrát.ico, ent..Ao carant.e-se a unicidade 

do minimizador x6 . A quest.ão de exist.ência pode ser vist..a em 

" [52], enquant.o que a quest.ão da unicidade será coment..ada mais 

t..arde. 

Algumas consideJ">ações: com J">espeit.o ao f"uncioiaal C.t.it.abillzador 

A ericiênoia da r-esuJ.ar.izaçã.o por- meio do :fwtcl.onal 

est.abilizador depende da coor-denacão do funcional com " 
equaçãu, da inf'ormacão a prior-i com r·!itspeit.o à solução e da 

complexidade do pr-oblema de mininúzaoiio. Port.ant.o, vamos dar 

aisumas susest.ões, para racilit.ar a oonst.:roução do funcional 

est.abilizador para espaçaR r.oncret.o~. 

12. Seja V um subconjunt.o do es:paoo mét.rico X t.al que: 

D V admit.e uma mét.rica majorant.e pv, ist.o é: 
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p <u,v> '5 p (u,v> para cada u, v E V. 
" v 

iD A bol.ia p <v,v ) '5 d é compact.a em X <na m6l..1•iu.u 
v o 

de X>. 

Ent.ão um :f'uncional est.abilizador O:V ---+IR é definido por-: 

0(),:) I= 
2 

p <x,O> V X & V. 
v 

As condições i) e ii) se ve:r>if"icam, por- exemplo, se 

t.om.amos X = C[a,b] e V • C:t.[a,b] com as mét.ricas: 

pv(u,v} = Sup ~ lu(t.)-v(t.}l+lu' (1.}-v' Ct.>l, t. E r,, ... I~ 

ou, se t.omamos 

der 1 nida por: 

X como ant.es e V = Hp <a,b>, com a mét.:rica p 
v 

• u-v, 

onde q. (t.) > O são f"uncões cont.ínuas em [a,b], 
J 

já que em ambos 

a bola: p (v,v ) 
v o 

os casos> p é majo:r>ant.e com :r>elação 
v 

:5 d, é compuct.a em X. Ver· sec. 1.4. 

2Q Se A:X ---+Y é compact.o, linear e X, Y &:.oãu ct:.Opacos de 

Hilber-t. com V sendo um s:ubespaçu dent.~_u em X que admi t.e 

uma nor-ma major-ant.e t.al qu~ a bulu Uua .S: d é comp.act.a 

em X, ent.ão podemos deCinix- o funcional est.abilizadox

O:V ----tiR por: 

Q(x) = HxU
2 

v 
Em caso mais ger-al, se X, Y s.io espaços de- 9anach com 

V imer-so compact.ament.e e denRo em X, ent.ão o f'uncional 

O pode ser- def'inid.o por-: <vel" [271) 

O<x> • p(llxl > v 
onde p<t .. ) é uma f'"unção ast.rit..ament..e creuucnt.c V t. ;:: O. 
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Com est.as considet•.açÜc~, no que segue foT>mularemos alguns 

esquunu..u:.o du regularização: 

Sejam X, Y espaço!i.: de Hilbert.. e A:X --tY um operador 

linear e continuo. Suponhamos que a irúu.l'fnacão a prior-i não é 

suf'icient..e par-a mont..a,.. urn compact.o )( em X que. oor..f .. enh.=.. .-. 

solucão da <3.1 ). C:nnt.ando unicament.e com um conjunt.o de 

rest.ricões J(, cunvexo e f"echado (se- não h•:•uvessem r-eat.ricões 

J( = X>, podemos consider-ar- O<x> = UxU
2 

para c;,.cJ..-,_ x c.. X <V • X> 

com a observaç:ão que a compacidade do~:o~ uunjw1t.os O<x> S: d, é 

sat.isfeit.a n .. .s t.opologia f'raca, port.ant.o, o seguint.e f"uncional 

devf~ sP.T- minimi?:ado: 

(3.10) F <x> 
a 

• -t a!!x!! , u ) O. 

onde as rest.ricões devem ser embut.idas no processo 

minimizaciío. Se 

único minimizado,... 

<3.11) 

K = X, ent.ão, prova-se que <3.10) 
6 

"N qt.t~ saf..l~r ~ a seguint.e equação: 

" 
<A*A + cd)x = 

admit.e 

de 

um 

onde I é o opnr.adcu· ideuL.idade em X. Para ver· ist.o, se 

p<t.> = F <x+t.v) undc t. ~ O e v E X é wna variação arbit.:rár-ia 
a 

para x, ent.ão u núnimo de F & det..er-nti.nado pela condição: 
O< 

o-= tp'<O> = lim 
t. _..,.o 

= 2<A*Ax 

ist.o é: 

(3 .12) V v t X. 

A unicidade segue do :fat.o doao F Sê1" est.r-it.am.An'La nuuvHHn. Além 
a 

disso, t.emns: : 

P<A*A + oti>xP ~ ccllxll V x e X , o. > O 

logo pelo t.eor-. 1.2.3: 
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( 3.13) 
• 

{ 

D O subespaço imagem dL• CA A + aJ) é f"echado 

iD <A*A + ctl)-.t é cont.ínuo; 

• • • x6 • <A0A + -•>-'A0 
consequent.nmnnt.e t.emos que (.U. y a 6 

, de modo que 

o ope-I•ado:r- regula:r-izant.e const.ruido pelo mét.odo é: 

(3.14) 

t.endo que R é 
OI 

uma ap:r-oximacão -· cont.ínua par-a A • Prova-se 

que, se a escolha do o. é :feit.a 
6 

2 
de modo que 6 /o. -tO quando 

6 -+ O, ent.ão x -+ x :f'ol't.ement.e 
a 

not.ando que est.a condição per-mit.e 

(ver- [521, [531, t.eor. 2.12), 

uma ampla opcão na eF:r:olha 

de 01. Diz-se que est.e t.ipo de escolha é a prior-i. Out..r•n t.ipu 

de escolha para ot pode- se-r· :fêit.o segundo (3.8), ist.u é, nest.e 

cont.ext.o devemos t.omar 01 dP mndo a sat.is:faze:r-: 

<3.16) 

Escolhas como est.a s.ão de t.ipo a poRLE:r·icwi. Ncst.e caso 

diz-se que ot sat.isíaz o pr-incipio de discrepéincia. Nós 

t.rat.ar-emoR ::~~qui unic;:,mpnt.e com escolhas de t.ipo a priori. 

Out.r-o t:tsquêma de :r-egular-izacão é obt..idu curwide:r-andn 

espacos de Hilbert. X, Y, V t com V denso e compact.ament.e imeriSu 

em X e o oper-ador A E B<X,Y). Aqui, vamoF: r.onsider-ar- que a 

única inf"ormação a prior-i é no s:ent.ido da solucão de (3.1) 

per-t.encer- oõt. V. Agora, sejam: 

I:V ---+X o opel"ador- imersão de V ern X 

J • z* E: B<X,V) o adjw1t.u dt! l 

A*e B<Y,X) o adjunt.o de A e B<X,Y> 
# A o adjunt..o de A E B<V,Y> 

Logo, t.emcn.: 
# • 

qut~: A = JA . Usando o esqut?m.a C3.9), minimizamos 

o :funcional: 
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(3.16) OI ) 0. 

Mas, por- (3.17.>, t..emos 

(3.17) 

-· onde L 1111 J • rest.ando adot.ar uma est..rat.écia de escolh.:.. pal"a 

01. Podemos ilust.rar est.e esquema com o seguint..e exemplo: 

2 Sejam X • L <a,b) 1111 Y, seja t.ambém A ~ BCX,V) um ope:rador 

int..e~tr-al de:finido pelo núcleo k(r;;z~t..). consider-e-se a 

scguii~t.e equacão int.egral: 

b 
Ax<t.> • f k<s,t.)x(s)ds = y(t..) 

a 

J 2 m 2 Ato.ra. seja: V ;:; 1 u e L <a.b)/ D u e L <a,b>, m ?: 

produt.o int.erno: 

b 
<u,v> • f Cuv + DmuDmv>dt. 

a 

Temos que o operador- J e BCX, V) é: 

Lu = <-1>nn2mu + u 

-· J=L,ond.=. 

k k D u<a> s:: D u(b) = O, k = m, (2m-1>. 

com 

Port.anto, o mét.odo de Tikhonov con.c::dde:r-a a resolução do 

pl"'oblema: 

(3.18) 
{ 

CaL + A*A>u ~~~~ A*y
6 

k k D u(a) • D u(b) c O, k = m, <2m-1> 

b 
com: A*v<s> = J k<t.,s:>v<t.>dt. 

a 

Tikhonov [611 usou um esquema par-ecido pa"ra rnuulvcr a equação 

int..eg:r-al aain-... dafinid.A, 
1 

e V = H Ca,h>. ou 2-u~ja m 

OOnRidArAndO 

• 1. Com est.a e6ilcolh.M, 
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C3.1B> se reduz a r-es<:•lvE-:r· .;,. seguint.e equ..""lcfiu 

dif"erencial: 

ínl..e~ro-

(3.19> 

b b 

{ 
J k<s,r)x(:r-)d:r - J k<:r-,s)y(:r-)dr-

a a 
x'<a> = x'<b) =O, 

+ a[M(s)-x''(s)] a O 

b 
com kCs,r) deCinido por: k(A 1 r) • J k<t.,s)k<t.,r)dt. 

a 

O pl"ohlen\a (3.19) podA R(~l"' c:omdderado como result..ado d-:- um 

esquema de regularização, envolvendo unicament-e dois espaços. 

Para ver ist.o, seja: 

onde H2 <a,b) é o conhecido espaço d~ Sobolev de o:rdêm 2. 

Agora, t.omemos X • V segundo a t-opologia de H
1
<a,b), t.omando o 

Cuncional est.abtliz.adox- como O<x> = 
a nxn ' 
' 

em H1 <a,b), Dest-a maneira, o esquema de 

ando I · 11 ó a norma 

' :reg-ulari:Gacão, implica 

em minimização do funcional {3.10) r:uja sulucão é det.erminada 

de (3.11). 

+ 
Consot.ri!Yt";S,.,. dP. Aproximações est.áveis para x 

Agora t.rat.a:r-emos o problen\.ê'l de const.rui:r- soluçÕct.: 

aproximaM~ est.á.veis para a soluc::ão 
+ 

X de (3.1>. 

Evidcnt.ement.e, supomos que A e B<X,Y), N(A) ~ ~O~~ e R<A> 7 Y 

abert.o, de maneira que o problema é rn;tl poRt.o. O pror.:ccliment.o 

de const.rução t-ambém se:rá. via. npnradurnu :recula:rizant.es. Com 

est.e fim., diz-se que wn opuradu~~ Ro. é regularizant.~ para a 

solução genE>ra.lizada de <3.1), se: 
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{ 
i) R :Y --+X ' C!ont. í n u.a. V a > o. A 

" (3.20) li) PAT'~ qu'-llqut:.l ) (;ll\ y ~.ai que p E RCA> 
y -'-

I im IIR A><-><11 = o ' V X E N(A) 

" " --+0 

onde P é a p~ojecão or~uborüll de X sob~e o racho d~ R<A>. 

Temos que o ope~ado~ 

cont.ínua em projeção ort.ogonal 

R A:X --+X Á uma ap:roximacão 

" sobre N<A>.l ou da iden~idade se 

A for injet.or. A~o:r-a, como em <3.!5), sP.j-"1: 

(3.21> 

Seguindo um procedimento análo~o ao caso de const.:rucão de 

aproximações est.áveis para a solução clássica, minimizamos o 

f'uncional est.Wilizador· OCx) = Uxll 2 no conjunt.o (3.21). Como o 

núnimo absoluto de O<x> é at.ins:ido em x = O e- J6 Cy6 >, então o 

núnimo de O rest.ri t.o a (3.21) é atingi do em um dcmcnt.o que 

est.á na f'ront.eira de J
6

<y
6

>, port.ant.o, podemos rormu.l.ar- o 

seguinte problema de minimização sem ~est.ricões: 

(3.22) Min 
xeX 

onde Ot sat.is.;faz o c~ i t.ério de diRc:toepância. 

Cabe dP.:o::t.ar.ar o st;.!su.inl.c: 

-A f'uncão que minimiza (3.22): x
6 

E N<A>..L. 

" ser vist.o us:andu (3.11) A (1.20>. 

lst..o pode 

6 que x realment.e 

" 
+ 

conver~e a x quando 6 -+0. - Prova-se 

Ver [061 t.eor. 6.1. 

O operador regula~iz~n~e serve 

como aproximant.e~ t.ant.o para a inversa como par& a in 

versa ~eneralizada de A, con~orme o caso. 

Consequent.ement.e, se A e B<X,Y> onde X, Y são espaços de 

Hilber-t., pode-mos se-guir o procedimcnt..u (3.9) par-a const.ruir 
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soluções r;eneralizadas aproximadas est.áveis. Em 

sec:ui l"Amo~ o sac:uint.e mét.odo par-a c:onst.rui:r 

resumo, 

soluções 

aproximadas para p:roblE-11\a&! m.ad post.os (3:1 > em ambos os 

sent..idos, clássico 

tº-
ou ceneralizado: 

Minimizar o f'unctonal de Ti khonov 

F (x) • IIAx-yU 2 + 01llxl 2 , ot > O. 
OI 

2 2 Tomar como soluç~o aproximada x6 
obt..ida 

OI 

resolvendo (3.11>, mont.ando uma est.~at.é~ia 

de escolha do ot = ot(6), t.al que: se 6 -+0, 
6 + 

01 --+0 e x -"•x . 
OI 

3.2 ANÁLISE DO MJ!:TODO VlA Ti>ORlA ESPF.CTRAL 

Daqui em diant .. e t..rat.aroemur:.o wúcarncut..e com oper-adores 

compact..os def'"inidos ent.:re espaços de Hilbert.. Nc~t..c cont.ext.o, 

via uma adequada indução e ope:rAdn:res :regular-izant..es, vamos 

int.z.oduziz. uma classe ge:raJ de mét.odos de :reguJ..ar.izacão que 

envolvem o mét.odo de Tikhonov de modo part.icula:r. Para est.e 

f""im, f>:C A e B<X,Y>, observamos n AAguint.a~ 

i) O J"'egularizadol" de Tikhonov R = <A*A + aJ)-.t.A* podê .OI . . 
sei" escl"it.o como: R = U(o.,A A)A , ondP. UCnt,A A> 6 o 

" operador induzido via t.eor-ia 

pela f'"unoão cont.ínua: U<o.,t.) -· ii> U(o.,t.) ~ t. quando a -+O. 

Logo, podemos pensar em operadores 

+ -· apz.oxi.mam A ( ou ·A ) induzidos por 

espect.ral como em <1.16) -· .. <t.+ct) ~ t. ~ o , OI. > o. 

oont.inuos R. :Y ---+X que 

"' out.ras f'lnlçÕE!u cunt.ínuas 

que szat,i:sfazam ii), z.espeit.ando a condição: 
* • + + + R. y = U<or.,A A>A y ~ A y • x quando ot - , O, V y e D<A > 

" Po:r-t.ant..o, p.racisa-so impol"' oondiçÕ.;.SI &~oh a&Z qlUliA f"unçtH.m 

cont..ínuas induzam operadores :ragularoizant..es. Uma f" unção 

cont.ínua U<a,t.>:CO,+oo>x[O,+co> ---+lR é l"'egula:rizant.e se: 
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<3.23) i) 1 im U <a, t.) c: pai·êl. c.;,d.c. t. > O. 
Ot --+0 

U> Exist.e O > O t.al que 

(3.24) !t.UCor,t.>l S C, pa.r·.êti a> O, t. ~O. 

Com relacão a U<Cf.,t.), int.roduz-se a f"uncão r(a) deflnida por: 

r(a) m Sup ~ jU<a,t.>j / t. e W,IIAII
2
lf, 

est.a f'uncão sat.is:faz r<a> -+ +co quando a --+ O. Clarament.e, o 

oper-ador * * R .., U<et,A A>A é cont.ínuo. O ~eguiut..c Leorerna most.:r-a 
a 

que R 
a 

é regularizant.e. 

Teorema 3.2.1 <Converg8ncia.) 

Se R é uma f"amUia de operadoreF: cont.ínuos de Y em X 
a 

indu~·.Jdnt.: pur 
+ 

DR y- X u ~ o 
a 

uma f"uncão regulax·izant.e 
2 

em [O,IAII l, ent.ão 

A prova do t.eorema se baseia no t.eorenru cspect.ral Ct.eor. 

1.3:14> e (1.?.1 ), V~l· [161. 

Taxas: de convergência 

Para est..abelecer- de cunve:r-gência, que são 

impor-t.ant.es po:r t:or-nq.ce:r-em inf"or-mações:: tc;:obr.-~ a p:recisão das 

aproximacõe>s,_ pre-cisamos caract.eriz~-Jrt• 

... + + + 
soluço&&:. Se y E DCA ) ent..iio x = A y 

n conjunt.o de possíveis 

eHt.~ 1~m NCA).l._ Por-t..ant..o 

p~eee nat.ural selecionar o eonjun~o das possiveis solucões 

dent.ro de N<A>..i.- Por out.ro lado, por (1.1Li> t.oo<:Ab&mos que 

RI<A*A>
8

l c N<A*A> o:: N<A>..i. , s > O 

+ * .. É por~ant.o nat.ural supor x e RI<A A> l para al€um s > O; sob 
+ * s + est.a hip6~ese exiRt.e v E X t.al que x • {A A> v. A~ora, como x 

é solucão de quadrados minimos para (3.1), ent.ão ela sat.isf'az: 

* + * A Ax • A y e, por-t.ant-o, t.emos que: 
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A*y = A*A<A*A>5 v par-a alt;um v em X 

Se R = U<a,A * A>A * 
C< 

é um npr.radn:r· :regularizani,e para <3.1>, 
t.omando como sohir,;no ~·ugularizada X 

C< 
• R y, usando a relacAo 

C< 

ant.erior c o t.c-c.u·. 1.3.15-b), t..eremos 

U<a,A*A>A*A~<A*A> 8 vl 

U<a,t.>t. ~t. 
8

1
00 

ftvl 

para algum v em X. Po:r- out.r-o lado, a oondiQão (3.23> nos diz 

quo j1 " U <a, t.>t./ t. __.. O quando a --+ O. Se def"inimos uma 

!"unção w<a,s> t.al qut: w{l.li 1H} ---+ O qtJo=ando Ot --+ O a 

(3.28) 

t.eremos um :r-egulador 
+ x ; a !"unção w(a,.s) 

du 

é 

velocidade de convergência de x para 

"' chamada taxa de ccmvnrçência. Uma 

análise so:-m.:-lh.ar,t.tOt poda ser- elaboradn quando 
+ 

x ast.á na irna,:em 

de A*<AA*>"-1 p--a a1 > 1 P t. t. • -..,..,..- gum s _ . o:r an o ~lnv .... 

Teorema 3.2.2 

Seja y t D<A+> 

i) Se x + € R!(A. * A)511 p-=a·êi. algum u > O, ênt..ã.o 

hx+ - x fl 5 w<a~s>llvll p;::ay.:::. ;>tlgum v €. X 
C< . 

ii> Se x+ e RIA*<AA*>s-tl para alcum s ~ t, então 

Ux+ - X n ~ Y~<a,s-1)w(a,~>Run para ~um u E Y. 
C< 

Conve~gência no caso de dados aproximados 

Seja onde y 6 sat.tsf"az 

(3.26) 

A segui:r~ analisar-emos condicõs s<>b as quais 
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Ant.es, provamos o sebuint.ea result.ado preliminar: 

Lema 3.2.3. 

Se 
2 

W,IIAll l, 

R é um oper-ador- regul.arizant.e indwc.ido pur U<a,t.> em 

" ent.ão 

UR 11 ::; C .Yr-<a> , C > O. 

" 
Prova: 

Usando (1.19>, vu.ra cada y e Y, t.emos 

UR yll
2 

" 
• • * • = (U(cc.,A A>A y,U(oc.,A A>A y> 

* • • • = <A U<~,AA >y,A U<ot,AA >y> 

• • • = <U<a,AA )y,AA U(a,AA >y> 

:S" IIU<a,AA*>IIUAA*U<a,AA*>D Hy11
2 

O result..ado t,;cg-uu de (1.3) F! <3.24). 

Teorema 3.2.4 -. Se a ~ a(6) --+ O e ô r<o.> --+ O quando 6 --+ O, ant.ão, para 

cada 
+ 

yeD<A>cy6 
!>.:u.l-isf'~t=-ndo (3.26>, t..emos 

ó + 
X - )){ ljU<-lJl''n f> --+0, 

" 
ondr~ 

+ 
X ó a solução gene-ralizada (3.1} 

dados exat.os y. 

Prova.: 

correspondt!tll.t! 

Segue do t.eor-.(3.2.1) e lema (3.2.3), not.ando que 

+ ó 
Rx -x H 

" 
+ -= Bx - R y 

" 
+ + R y- R y6 U :S" lx -

" " 
Observ;;;n- que uma vez ident.iflcada r(ct), o t..eorama permit..c 

múltiplas esoo.l.IKw: do parâmet.ro 01. gar-.anMndo convergência. 

Taxas d&o convcrféj.êut...i ... paJ"·a. o mát.odo de Tikhonov 

Para obt.e~ t.axas de converg&noia para o mét.odo de 
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Tikhonov, pi"ecisamos de al~uma f'unçãn t.a)[;'l de convel"gência w 

como em (3.2ED dê modo que 

Jt - UC01J>t.>t.j t. s -5- wCa,s) --+ O quando a __,. O 

de Tikhonov é induzido pela :função Como 

U<a~t.> 

o I"e~ul.arizador 

-· =<t.+a> ~ Cazendo Unia nnúlise de ext.remos para a função 

hCt.> ~ 11- UCa,t.>t.it.
8 

para a> O, t. e IO,IIAH
2

1 

t.emos: 

h(t.) • 
at." 
1-s 

s 
.Sa, O:Çs<i 

consequent.ement.e, o t.eor. 3.22 €:arant.e o Re€uint.e corolário: 

Corolári n 3.2.5 
+ 

Seja y e DCA > 
1.) Se x+ e RC<A*A)8

) I n ' < 1 t.-par<=t a C''m ""', ~ ~ ___ en ao 

No caso de dadoR RpT>nximados, como: 

a> 
b) 

c> 

1 
r(a) = a ' 
A const.ant.e C 

n R 11 :5 

" 
1 

em (3.24) é c == 1, 

Ent.ão, .ac..á.logarn.ent.e como na prova dn t.P.or. 3.2.4, t-emos 

+ Dx -x N + 
"' 

Agora, usando est.a desigualdade e o co.t•oláriu ant.erinr- t.Amt")S: 

Corolário 3.2.6 

1> Se x + e Rl<A * A>9 l e a • M62/<2a+•> , M > O, ent.Fío 

lx ... - x6 n = 0<62 •/C2a+:U) 

"' 
+ .. 

11> Se x e R.<A ) c u = M6, ent.ão 
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Cabe obse:r-var que, no caso de- dados pert.urbados, a melho:r

t.axa que podemos obt.er pelo mét.odo de Tikhonov oco:r:rc quando 

+ • -x e R<A A> que é da orde-m de 6 , próxima d;w t.axa iduuJ 0<6> 

que pode ser- at.-in:;ida. só no caso de núcleo degenerado (ver 

prop. 1.1 [19]). Para ope:radorP-R int.c~rais não degenerados a 

t.axa 0(62
/

9
) não pode ser melhorada [191. 
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CAPíTULO IV: APROXIMAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS 

A comput.açAo numérica de soluções ap:r:•oxim.adas aonet.r-uidas 

pela minimiza.ção do funcionAl dA Tikhonov 

2 2 F <x> • IIAx-yU + aftxl 

"' 
encont.:ra dif"ir:u..ldades devido ao fat.o de t.rabalhar com espaços;: 

de dimensão inf"init.a. Com a f"inalidada de cont.or-nAr- est.a 

dif"iculdade, t.êm-se int.roduzido variant.es do mét.odo em 

dimensão flnit.a.; via discr-et.ização, po:r ..-•Hõ:r~ de quadr-at.UJ:>a, 

difE>ro;.r.ças finít.as ou poro P.5:::qtJema.q de projeção, ver l04l, 

[221, [251, [661. Nest.e oup1t.ulo, vamos discut.ir wna versão 

discret.a do mP.t.odo de Tikhonov obt.ida por um esquema de 

projeção que considera a minimização do 

espacõs dê ~lement.os finít.os. 

funcional F <x> :sobra 

"' 

4.1 PRIMEIROS RBSULTADOS 

O uso de. element.os f"init.ot.: par-a problemas mal post.os t.em 

at.r-aído at.ençS.o dêsde a dêcaM de 70. Com :relação a aquaçõe-s 

Jnt.e~r.ai.s de primeira espécie~ dot.:l.acam-se os t.:rabalhos dl? F. 

Nat.t.&l:"&l:" [401, l41lt G. lo.!. ~icht.el:" [481 e G. C. Hsiao an W. L. 

Wedland [231. Com r-espeit.o a equação 

(4.1) 

conside:r-ando 

b 
Ax<s> -= f k<s,t.>x<t.>dt. -= y<s> 

a 

2 2 
A:L (a,b) -----+L <a,.b> injet.ol:", 

a S s :S b 

Richt.er [48) 

calcula soluções apr-oximadas para <4.1> ern espaços de dimensão 

flnit.a usando a t.écnica de quad:r-Ados mínimos (a -= O 

sob as secuint.es hipót.P.RP.R: 
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(4.2) 

(4.3) 

a> A solução do problema pert.ence .ao espaço de Sobole-v 

Hq<é:to.b). 

b) Exist.u wn i ndice l ) O t.al que o operador sat...is:f"az 

mUxl_z S DAxl S MHxl_z 

onde m, M são 
-I 

e~paco H <a,b) 

dualidade: 

conAt.ant..es posit.ivas e Uxll_
1 

é a norma do 
I dual de H <a,b>, definido pela relação de 

llxU_
1 

= Sup 

c) A api"oximacão Á f"P.i t.a num subespaço de dimensão Iini La 

V h c Hq<a,b) sat.isíazendo: 

D Vh é um sist.ema de classe S~'r <ver Secão 1.4> t.aJ 

que V ~ E Vh, e vale a propriedade inversa 

II,PII 
0 

:S Ch- I U ,PII _ I 

onde II,PD 
o 

de no-La • a norma de L <a,b), e c )0 não 

depende de h e de ~-

ii) ~(/Jt' t/>2,·. ·,q;,n~ é t.lJI1.u base para vh, e a mat.riz de 

Gram [{</Jcrl> j)] é uni:Cormement.e lim:I'LadA A-m h. 

p+l = O(h ) qua.ndu h -+0, onde " ti solução 

de (4. 1) P. ~h P: a p:r·ojeção or-t.ogonal de " sobre v h. 

Na pre::..unc.:..a de dados pert.urbados, com sa'LisCazendo 

By-y
6

H ~ 6, 6 > O, o mét.odo produz a seg-uint.e est.imat.iva: 

{4.4) llx - 4tll
0 

R O<Ehq + 6h-Z> 

onde- rp e V resolve o pr-nblP.ma: Min {-HAx-y6 1 / tP E V h ~t e E 

é uma const.....nt..;. posit.iv.o.. sat.is:f'azAndo lxll ~ E (inf'ormacão a. 

priori). 
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Se h Ó escolhido como; h(ó) = (Ó/E)1
/q .. t, usando (4.4) t.emos 

<4.6) 

Richt.er !481, Hsi.ao-Wedland !231, consec:uem a mo::;:ma 

est.imat.iva (4.4) p.uru o mét.odo de Galerkin com element.os 

:rinit.oR7 pA'rn A pus:it.ivo de:finido e aut..oadjunt.o, sob 

da exist.ªncia dE> um índice l > O t..ais que 

<4.6) mllxll 1 :S 11Axll
1 

:S MUxU 
1 

com m, M > O 
-/2 /2 -/Z 

hipbt.FtRFt 

onrlA Hx11 1 é a norma do espaço da Sobolav de ínclic:n 
/2 

:fracionário Hl/
2
(a,b) [01], As relações (4.6) são f....ípicas em 

ce:r-i..o:t:~: up<.~r;ulo.I•tn~ integrais de:finidos por :funçÕes k(s,t.) com 

sing-ularidade <logarít.mica, por exemp.ln). 

Sob a hj pót.ese que a>, b) .. c-i> são sat.is:feit.a..'"i', 

Nat.t.P.rRT" r4m, [411 const..rói soluções aproximadas 

o íuncional de Tikhonov F (x) sobre 

" 

minimizundo 

dimensão um SUhfu::zpo=~~ço dA 

:finit..a V c H~(a,b) com a A:t:~:c::olha do parâmEtt.ro de 

ct = 6, F.> çnm h(6) = 0(6
1
/q+L), obt.endo a est.imat.iva 

r&(;ularização 

<4.7) 

Algumas observações: 

e c-iD As 

t.ípicas dos 

propriedades 

subespaços de elementos flnit.os; são eat.isf"eit.as 

por subespaçõs de polinômios por part.es com part.iç.ão unif"u:rmc 

do int.ervalo <splines por exemplo), ve:r seção 1.4. [141, [461. 

O índice l em b) é r-Rl~dnn"'do com o número de 
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derivadas no sent.ido de a 

t.rrun.ofu.l'JRilÇãn 0 1 A: 

l 
D Ax = 

é cont.inuament.e inversível de L2 <a,b) sob::r•e um subespaço 
2 

f'echado de l. ca.,b) r 481, 1411. o número l é chamado índice de 

mau posicionamento. 

- Se l )) q, ou seja se o problema t.em alt.o índice de mau 

pos.iciunmneut.o , ent.ão q/(q+l) « 1 e as est.irnat.iv&R (4.5) 

(4.7) não são boas. Se Z « q ent..ão q/(q-4-l.) :::=: t, cm~mquC"nt.eme!:l 

t.e o erro na npJ•ux.irnação é quase da m€-sm.a or·dem do erro nos 

dados, o que é razoável. 

Das obum:·vacões Ieit.as, C"loncluimos que quant.o menor é o 

indice de mau posh.:.iuni..lmcnt.u, ou lileja, quant.o mt:tnor o número 

de det>ivo:ctrl:n·.: nnH.as com respeit.o à prime-ir-a v.;a-iável admit.o=t 

a f"um;ilu k<s,t.), melhores são as c.aract.erist.icas de est..abili~ 

de dos mét.odos. Sro~ l 6 pequeno, di~:amos t ou 2 1 e-nt.ão podemos 

t.rat.al"' o pY•nhlnma sem precisar de reo~ul.ar-izacão. Como exempln 

d.ist.o t.emos: 

i> Para o 

no exFrmplo 

proble-ma de dife:renciuçãu nwn6rica, 
o 

N- 4, Cap. 111, }?rovêl-se que l = t. 

iD Po=tT'i'l o=t f"unção núcleo k<s,t.) dcnnida por 

{ (b-s)<t-a) b " s " t. " k<s,t.) ~ 
Cb-t.)(s-J~~) " "' " < t. ;,; 

provo=t-:!=tP que 1 ~ 2. Vel' 1411. 

com 

" 
b 

Se kCa,t.> é 

desigualdades 

iuflnit.ament.a de:r1v..t.v•1 com respeit.o a R, as 

(4.2) são P""" qual que I- indi(..le 

f"init.o [411, consequent.ement.a é nACAARÁ'I'io=t uma escolha do 
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índice ! de maneira a obt.er um adequado pa:râmeot.-ro de 

discret.izacão h t.ais que a est.abilidad& e precisão do mét.odo 

sejam conservados. 

Com "os mét.odos come-nt-ados ~cr;ão, 

dest.acamos o seguin~e: 

i) Assume-se como hipút..~~c 

operador-, consequent.ement.e, pr-oblemas que pi'~cisem de 

soluoões gcnc.L'.uli::l:..adas: í'ogem dest.e cont.ext.o. 

iD O indice l é vit.al ~~ c:;.;l.im.at.iva.s de erro, porém, 

su~ ident.ií'icacão é muit.o complicada. 

Na ucçãu t.:cg-ulnt.e ;.n;:;.lü:;:,.:;mlos o mét.odo dl? re~ular-izar.:ão de 

Tikhonov u.......:ando elernc~r,t.os f"irút.os, onde a í'unç.ão dados não 

a R(A), " injeot.ivid-itd<? do operador- I· 

relaxada, e principalment.e, ress.alt.ando que nfiu 

depende do índice de mau poA:icionAment.o. 

4.2 O MkTODO DE RTTZ 

EI.P.MPNTOS FINITOS 

REGULARIZADO E ESTIMATIVAS PARA 

Se T e B<X,X) é Aut.oadjunt.o, posit.ivo def'inido, e X é um 

espaço de Hilber-t., o mét.odo de Rit.z [47] con.side:ra a con..o:::t.:r·u-

ção de soluções ap:r-oKimadas par~ ..:. e.qu..:..câo Tu = v, minimizando 

o f"uncional 

J(u) = (Tu,u) - /.(u,v) 

sob:re um subespac.:u de dim~nsão 

se A E. B(X, Y) é um operador 

:finit.a V c X. Por· out.ro lado, 
m 

con1pact.o linear, A suluç.Üu 

:r-egularizada x para a equacã.o Ax o:: y, ooru:tt.Puida pulo mét.odo 

" de Tikhonov sat-isfaz 
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(4.8) 

Como <A• A 

<A*A + cd>x = A*y , a> O. 
a 

+ cd) é aut..oadjunt.o e posit.ivo def"inido, podamos 

ent..§o, abox·d.ar o px·oblema de cormt..r·uit· Nuluf,.)Ões regularizadas 

apr-oxima...:i.as pelo mét.odo de Rit..:..-.. P.ruv~-se que, se o f"unciondl 

J é const.r-uído 

minimizaçÃo do J 

baseando-se em {4.8>, ent.ão os pr-oblem.;.-;; de 

e F 
a 

em X respect.ivamant..a são equivalent.eR. 

Nossa análise e~:.rt..ará orient.ada pax·a. est.e últ.imo p!"oblern:a. 

o 
F <x> = a 

problema 
z 

11Ax-yll + 

de mirúmização de :funcional de 
z o. li" 11 , pode ser abordado usando a 

Tikhonov, 

idéia dP. 

minimi~o.u.;:ão de F numa sequê-nci.a encaixant.e de sube!':pacnA de 
a 

dimensão f'init..a. Est...a é .a base do mét.odo de Rayleigh - Rit.z, 

t..amb<?m conhe-cido como mét.odo de Rit..::6, int.roduZido no meio 

mat.e-rnát.ico no inic:io NÓculo. Num cont.ext.<:• 

est.abelecida uma ba..c:::e de !"unções lfJ1 , lfJ2 , 

que minirniza F' (:w:) no subespaço gerado por 

, ljJ procuramos x 
n a 

t.al base. A quP.Rt.ão 
a 

é a escolha da base dE> modo qu& a sequência xm se apr"nx..irnc de 

" x que é a função que . minimiza F em X. A escolha dest.-as 
" a 

f"uncões depP-nde dn problema a ser minimizado 1 ist.o é, de F e 
" 

de seu domlnin. 

Analisaremos inicialmente as condicoes sob as quais as 

apr-oximações xm, caract.cri:oe.adas no cap. V, conver~em para a 
a + 

solução ~eneralizada x . Com :est.e fim, seja ~V m} urna sequência 

de subespaços de dimensão fini t.a. t.al que 

a) 

<4.9) { b) 

Nest.as condicões:, relacionando adequRdRment.e Ot com m esperamos 
m + que x ot --+ x , quando m ____. m Vamos pr-oceder- como na seção 3.2 

considerando dados exat.os em primeiro lu~ar, para depois f"azer 
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a mesma análise com dados pert.urbados. Se 

de F (x) em X, ent.ãn (3.12) implica que 

" 

)( 6 

"' " 

(4.10) <Ax -y,Arjl) + etCx ,~) = O, V cfJ e X. 

"' "' 
Se o núnimo é procurado em V t.eremoa, como acima 

m 

(4.11> 
m CAx -y,Aq>> + 

"' 
m 

or.(x: ,<f>> = o' 
"' 

Vq>eV. 
m 

na..in.imizador 

Por nut..r-o lado podemos int.roduzh· Wl1 r,ovo produt.o int..c!rno orn X 

definido por 

[u,v] = <Au,Av> + or:Cu,v>; 

a c~t.e produt.o int..erno est.á associada uma no v a norma em X que 

denot.amoR curn P o operador projeção 
m designaremos po:r· 

or-t.ogonal de X sobre V segundo o novo produt.o int.erno, ent.ão 
m 

subtraindo (4.10) de <4.11>, t.omado om </> c V , t.emos m 

!x. 

"' 
m 

- X 1</J) "" 01 V f/> E 

"' 
v . 

m 

m 
Assim xot é a pr-o jecã:o ol."t.ogonal de " "' 

~obre v ' m 

p:rodut.o escalar [u,v1, ist.o é: 

Lema 4.2.1 

é o operador 

m 
X 

"' 
= p X. ma 

projecão ort.ogonal de X 
Se P 

m 
segundo o produt_.o escalar original em X, ent.ão t.emos: 

~ -= UA<I-P >D --+ O quando m -t oo.. 
m m 

Prova; 

Pelai" t.eol" . 1. 3 . 6-a, usando < 1 . 1) t.em.ob: 

IIACI-P >U = U CI-P )A•I 
m m 

segundo o 

sobre 

que 

v ' m 

= Sup ~R <I-P m>A*vft / H vil S: 1, v E X~ 

Por 
~ 

V= 

out.ro lado, seja V 

A* <V> é r:ompact.o 

<4.9), t.emos 

= ~v E Y/ lvB ~ 1 ~' como A* é 

em X. A~ora, se z • = A v, v 
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1 <I-P >za :s: n a-P >zn, m "" 1, 2, 
m+t m 

VJ (z) • I<I-P )zH -)0 quando m -+CO m m 
mouút.um.1 ~ pont.ualmant.e. Agora, usando o t.eorema de Dirú <ver 

t.eor-. 1.2.4) VJ (z) -+0 uni:fol"mement.e quando 
m * Port.ant.o, {? -= R (1-P >A U -+0 quando m -+0). 

m m 

Observação~ Se Am ~ AP m' o número ~ mede 
m 

"quão boa" é a 

apr-oxima.ç:ão de- A por- A , como veremos logo, e joga import.ant..e 
m 

p&pcl rkl .:.r~se de convergência 
u 

_.__ . ...., m 
Uio=U:II aproXJ.rnaooes M . 

" 
Lema 4.2.2 

Prova: 

Ux 
" 

m 
- X 0 

"' 
<1 + (!

2 /a>n<I-P >x H m m a 

Como xm é a projeção ort.ogonal de x , no produt-o eoscalar 
a " 

[·,·1, t.emos 

como 

= lx - p x I• ,;; 
" ma IX - p X 12 

a m " 

"' BA<I-P )x
2

11 m a 

= HA<I-P ) 2 x H
2 

m a 

+ cxH<I-P >H 2 
m 

+ o.H<I-P >1
2 

m 

x:;ll 2 5 jx
01

- x:;J 2 
, t.emos :f'inalment.e 

Análi~A dP. Convert:ência e est.imat.ivas de erro 

Assumiremos:: que o parârn<e-t.ro dl? reogularizaoão 01. será 

relacionado com m de modo que u = ot(rn}-+ O, quando m --+ oo. 

Teorema 4.2.3 <Convergência> 

Se r -= O<,t;i(-.;n, > ent.Jiío 
m 

Prova: 

m + 
x -+ x , quando m -+ oo. 

ottm > 
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Pela desi~ualdade t..rian~ular e lema 4.2.2 t..emos.: 

i/2 

(l
2 /a) n <I-P )x 11 + m m a 

+ 
lx -x U 

"' 
Agora, t-omando 01 de modo que (l = o<·(o.tm•>, considerando que 

m 
ot -+ O, quando m -+ rn, ent.ão usando o t.eor. 3.2.1, se obt.em o 

:r-esuJt.~do desejado. 

Teor-ema 4.2.4 <Est.imat.iva de er-l'o) 
+ • 

i) Se x -=: R<A ) e (3 = 0(-/cHm• ), ent..ão 
m 

nx -x+U = O<-fa> 
Ol(m) 

ii) Se x + e R<A *A) c (Sm = O(a.(m>), ent.ão 

+ llx -x B = O<o.> 
Ct<rn> 

Pl'ova: 
+ * + • Se x e R(A >, para algum v e Y, x ., A v, c como 

um::. soJucã.o de quadl·ados núnimos ent.:i.o pelo t.eor. 1.3.17 

* + * • = A Ax = A AA v. 

Agora, usar1do <1.20), <4.8) e a últ.ima :relação 

X 

"' 
= A•<AA* + oti>-j.AA*y. 

Com est.e result .. a.do, na desigualdadA da pl"nva do t.eor. 4.2.~, 

t.emos 
+ Bx -x H 

()t{ffi) 

+ 
Hx -x H. 

Cl(m) 

Mas, por <1.17> U <AA * +otl)-t AA *I :S: 1, logo na deseigualda.dfil> 

ant.er-ior, usando Co%'. 3.26 Clom a hip6t.ese (3 E o<-fã ) a prova m 
de i> é imediat.a. A pr-ova pai".a fi) é semelhant.e. 

Anali~ar-emos agor-a o caso em que t.:r:•.u.Lalhamos com dados 

.aproximados y
6

, sat.is:f.az~ndo lly-y6 1 S ó, Ó ) O. Assumiremos a 
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dependê.-ncia. de m com 6: m = m<6>, de modo que se 6 -+0~ enf..ão 

m --+ oo. Minimizando o funcional: 

sobl"'e o subespaço V , A chamando 
m 

analogament.e como em (4.11) t.umoR 

ao mtnimizador 

-m -m 
<Ax - y ~,A,P> + or.(x ,,P> == O V rp e V . o u or. m 

Mêw c:al.u ~·claç.ão Á equivalont.e a 

de onde obt.emos 

Pol" out.I"o lado prova-se lacilmen'Le que 

VljJc..V, 
m 

V q, e V . 
m 

Subt.raindo membro a membro as últ.imas relaçÕes t.emos 

-m m 
[x - x ,q..J = <y-y ~ Af>> V 4> e. vm. 

" " 

F ' " 

Como eost.a relação vale par-a t.odo "' em v m' em part..icu.Lur, 

"' 
-m 

pai"' a ~ <x - xm) que é um element.o de v m' t.emos 

-m x: 12 -m m 
lxa - = <y-y A<x - X ) 

6' a " 
(4.12) 

Ar;ora provar<?mos que IIA<;m 

" usando. o t.eor. 2.14, p~. 36 

m - x >I~ 6. Com ef"eit.o, comA=AP, m m " [471, t.emos que: 

<4.13) { ;;m = <A* A + ai >~~A • 
o. m m m 

xm ~:~ <A•A +ai >-tA*y 
01 mm m m 
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Pell"f f'órmula do raio espect.ral <ver t.ooL 1.2.1LJ 

m 
- X >ft 

" 
• HA A* CA A* +ai )-f.<y-y 

m m m m m 

Port.ant.o em <4.12> 

-m 
aO X 

"' 
Com est.e result.ado e a desir;ualrll"JdP. t.rian~•.dar t.emu~: 

(4.14) 
+ Hx 

6 

Ta 

A&ora~ do;o (4.14), t.eor. 4.2.3 e t.eor. 4.2.4; obt.emos 

Teorema. 4.2.5 CConverc:ência no caso de d.udot.: upr•oximados) 

Se ~ O, quando 6 ~ O en~ão 

-m + 
x -• x quando 6 ~ O. 

"' 

Teorema 4.2.6 <Est.bnat.ivas de er•ro no caso de dados: 

aproximados) 

i> Se x +E R<A *>, a = C6, C > O & ~ <m> • 0<6>j./Z; ent.ão 
m 

Rx+ - ;mu s: 0<6>.,....2 • 

"' 
ii + RCA• 6 2

/
3 OC62

/
3 > ) Se X E A), o. = C , C ) 0 e (3 (m) = m 

ent.ão: 

Obs::ervacões:r 

1> O papel de (l no 
m 

processo de convergência e 

eszt.imat.iva do erro da soluc&o aproximada é dachdvo, 

sendo sua relação oom V cla:r•amAn~ Avident.e. No caso 
m 

dos t.eor-elt\CISI 4.2.3-4.2.4, vemos que escolhas a priori 

do p.arâmet.:ro lll sãu pub:~Íveis da~dP. quA t.anhamos adequadas 
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est.imat.ivas para (1 • 
m 

ii> Para o caso de dados aproximados, o t.eor. 4.2.6 exi~c 

Um.it conciliação ent.re as est.imat..ivas de ~ com o 
m 

erro nos dado~. A~im, FtA (? m 
é est.imado como f'uncão du 

dimensão n de V , deve-se <..:onGiliur um adequado valor de 
m 

n como :funcão de 6, de modo que as hipót..esos do t.curcmu 

sejam saf .. isf'e-it.as. 

Est.imat.ivas para ~ e aplicação pari! cquuçõc:s int.egrai:s de 
m 

primoiru c::o:péçic. 

de 

Vamos procurar 

discr·&t.izacão h 

est..imat.ivas para (1 em f"unç~o do parâmet.ro 
m 

associado com V . Para est.e fim, usamos 
m 

subAsp;:tços t..ípicos de element.os f"init.os em uma dimen.qão, r.ujl=!:c;~ 

propriedades 

em f" .&dlÚlias 

de 

de 

aproximação s.ão:• sist.emat.icamont,,~ ur(;;Jniv.udi.W 

I S k,r 
CA~A h <ver seção 1.4>, part.icularizando 

para o caso dE" equações int.egrais de primeira e:c;~pÁdA: 

(4.15) 
b 

Ax<s) ~ J k(H,t.>x<t..)dt. 
a 

a :$ s :S b, 

onde a regularidade d;:. f"unção nt'1deo é explorada. Com ef"eít.o, 

seja I o int..ervalo abert..o com ext.remos em a, b e seja h o 

parâmet..ro de díucret..izacão correspondt:?nt.e a uma part..:içRn 

reguiR~T> de [a~bl. Como na seção 1.41 

esprtçu de Sobolev Hj<D~ onde par-a j 

11 · U . denot.ará 
J 

""'- O, H
0

<D • 

faremos est.imat.ivas para ~m em do:i~ cRsos ; 

PrimAiro Caso: (Regularizacão de Ordem Zero) 

a norma do 

L2 <D. Logo, 

o o 
Nest.e ca:c:zn, C4.1R) é f'o:r-mulada. de H ~D em H <D~ ist.o é: 

F (x) = 11Ax-yll
2 + aUxll

2
• a > O a o o 

port..ant.o, procuramos solucões aproximadas para {4.15> em ulgum 
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subespaço 

Logo: 

que é uma :familia de 

(l • UACI-P >U ~ JICI-P >A*I 
m m m 

~ Sup ~ nA*v - P A*vl o~ 
BvB ::S i 

m 
o 

~ Sup ~ lnf" UA*v - 4>110 ~ 
BvU ::5 i 4>eV o m 

classe S
k,r 
h . 

V é d •-- sk,r z como m(h) e c~se- h , com a O, j = r em (1.29), t..emos 

Iru IIA*v -

q,evm 

desde que A*v e Hd<I>, onde p = min {r,d •. Consequent..ement.e 

(4.16) 

b • Por ou~ro lado, como A v<~> = J k<t.,s>v<s>ds, t..P.mos 
a 

* b[ b_ 2 b 8Pk<t. s> z] 
liA vil = f I f k(t,s>v<s>dsl + · · ·+ lfa -----'-- v<s>dsl dt. 

P a a at.P 

Apli~~ndo a desigualdade 

b ' 

de Cauchy-Schwart.z em cada parGcla 

b i. .t./2 b .t./2 

(f a I:._ ~(t.,s> j"ds) (f a jv<s> j
2
ds) IJ 8 ~C~,s)v<s>lz· ~ 

a ""-' 

pa~A i • O, 1, ···, P~ Logo 

b b 

,;; Mvno{ f f 
a a 

Denot..ando ~ expressão ent.re chaves por 

(3 ~ Chp 11 A 11 . Finalment.e, assumindo 
m o,p 

de da f"unoão k(R,t.), iAt.o é, se d 

est.imat.iva para ~ será 
m 

(4.17> n = O<hro) 
'"m 
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U A 11 , t.emos em <4.16> 
o,p 

a suf""icient.e x-egularida-

~ r, ent-ão a melhor 



Sec;undo Caso; Re-~ularização de Ordem Superior 

Aqui, conside-ramos A:Hq(l) - •11° {1), 

funcional de Tikhonov é: 

cons:equenL~menLe 

F (x) 

" 
2 = HAx-yll + 
o 

2 
odlxU , 01. > O. 

q 

lsLo é, esLamos supondo <ínf or·nld.ção a priori) que " :-..oulur,.;.ão 

{4.15) perLence- ao e-spaço Hq<D. Para est.ima:r f?m' c:on..c::iciP.rP.mos 

l:llq{l) o ope-rador imersão, I* R<l1° <I >,llq(l)) --+H <I>, o e " 

o 

de 

o 

seu adjunt .. o. Analot;anl..;.nt.e como nft HcçGu 3.2, donoLando com 

# ** * o o A =I A , ondu A <... 8<.11 <.D,H <I>>, t.emos 

mas, 

= IIA<I-P > 11 
m 

# 
11 <I-P >A v~ 

m q 

( 

= Jnf l»A 
,PeV m{h) 

# .. -

Agora, seA*v e~<I>, comp = min ~d,r~, na. relAção ant.erior 

# 
KA v -

Consequent.ement.e, assumindo a suf"icient.e regularidade da 

:função k<s,t.), t.emos 

{4.18) 
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CAPíTULO V: EXPERIÊNCIAS NUMÉRICAS 

Nest.e capít.ulo apresent.amos um conjunt-o de result.ados 

numéricos obt.idoA Aplicar.do o mét.odo de Tikhonov, pê&l.'";;. a 

solução ap:r-nxim;ulu de equações int.egrais de Fredholm de 

primeira espécie. Nossas soluções ap:r-o:Jd.madas são const.:ruíd.us 

em subespaços de elementos f"init.os, gerado:i pu•• !"unções 

splines lineares, cujas propriedades dA apT-mdmação foram já. 

discut.ida.~ nas sç.çÕes 1.4 e 4.2. 

As experiências n•.unéricas foram l'c.il..as de:sA-nvolvendn 

alguns programas compu~-acionais na linguagam FOJ.lTI-lAN, cuja 

implement.ação foi r-ealiz.ilda em micr-ocomput.adorcs t..ipo IBM-PC, 

no Labor-at.ório do Ma:t.emát.ica Aplicada do IMECC. 

Caracf..c.-•izacão da Solução Apr-oximada am Subespaços de 

Element.os Finit.os e El!=;t.imat.ivas para f' m 

Se {~ 
0

, 4> •, · · ·, tji n} é uma base paJ"'a um subespaço dE> 
m 

element.os f"ini t.os V , en.t.ão o minimizador
m 

x deF<x>emV 
ot ot m 

caract.erizado f"aci l ment.e como sendo: 

(5.1> 
m 

X 
ot 

= C_ E (R, 
' 

~.e V . 
' m 

é 

Onde o vct.ol' 

sist.ema linear: 

c=<c,c,· 
o • 

t. •• _.c ) 
n 

rnn+j. 
Eu-. ,é a única soluçãu du 

(5.2) [M + aNl c = b, ct > O. 

Com: 

M = l<Af/J.,Af/1.>1 i..j =o •.•.• n. 
L J <n+Ux<n-t:l> 
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N D [1/>. ,tJ>_)J L,J "'" 0, •••• TI. 
L J (TI+U)((n+:U 

b = [(Atj> ,y), ... , <At}l ,y)Jl t;;; IR"H. 
o n 

Onde y á o lado direit-o da e-:r.Jacão Ax e y, e < ·, ·) é n produt.o 

int.er-no no corr-espor.derat.e espaço. A mRt..ri:.;;. [M + aN:J é posit.iva 

de-finida. 

Nos t.a:=rt.AR numéricos escolhemos subespaços V g-erados porm 
splines lineares, com cer-t.as condições de f':rnnt..P.irA a sEJrem 

especiricadas se~undo as e xi gênr.i a.'"'' de c-: a da caso. Nas 

experiê-ncias numér-icas, t.e:=;:'t.amoR A ordem de apr-oximação das 

soluções apr-oximadas para equações int.eg-raiz:.: da .fu~·uk.l. 

(5.3) 

b 
Ax<s> = J k<s,t.>x<t.>dt. = y(s) 

a 

Onde 
2 2 

A:L <a,b) --+L <c,d>, assumindo núclcu~ suf"icient.ement.e 

r-egulares. Os t.est.es ser-ão f"eit.os, usando o esquema de 

r-e~ularizacão que pr-ocura soluções apr-oximadas no espaço de 

• Sobolev H (a,b>. Ist.o é, minimizar-emos o :f'Ul~ .... ~vl4ll: 

F <x> 
" 

2 = HAx-yll o 
, OI ) 0 

no subespaço V , 
m 

pr-odut.o int.e:r-n.o 

onde 11 · H é a norma em • 
na :f"or-macão da mat.riz 

• H (a,b). Ago1"a, considerando que: 

• H (a,b>. Claramente, o 

N é o produt.o em 

Splines lineares f'ormam uma família de clA~qA 

(ver secão 1.4), 

o núcleo das equacõe~ assim como 

respect.iv.-.~~ :--ol•lt:,_,:";cs são su:f"lcient.ement.e :regula:res:. 

Ent.ão, pox· <4.19>, t.emos: 
(3 a O(h) 

m 

A Mont.agem do sist.eJRa linear 

Consideramos aqui a f" ormaci!ío do sist.ema (6.2> ~ para uma 
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equação p.adr·ão do t.ipo <5.3), no ca~.;:u em que ~c/1 0 ,~j.,· · · ,c/1n ~ é 

uma hae.:e de splines lineares no int.er-v.a.lo [a,b1, onde i...umos 

int.roduzido uma pa:rt.icão :regular- de t.am;:anho h. O nl<~rmmt.o base 

padr-;?ío num int.e:r·v.=do U.. ,t.. 1 é dcf"in.ido po:r: 
1.-1 I. 

C5A) f/>.Ct-) • 
' { 

1 (t.-t. ) 
h i.-.t 

' (I-. t_) 
h L+1 

o 

i = 1,2, · · ·, n-1 

, t. E. [t.. ,t.. 1 
L- :1. L 

, t. e rt..,t.. 1 
L L+i 

, t. t;! rt.. ,t.. 1 
L-1 L·t1 

, h = <b-a)/n 

A base é í ar-mada inco:rpo:rando a (6.4>. as f"uncões ,#.. , "'o 

def"inid;:u:: poro: 

(5.5) { ' C I- - 1-) ' 1- rt. ,t. 1 q,co E = h ' o ' o o 1- [1.. , 1... 1 ' ~ 
o ' 

{ ' <t--1- ) 1- 11- '1- I 
"' (t_) ' e 

= h n-< n-1 n 
n o 1- rt.. ,t. l 

' .. n-1 n 

(5,6) 

Com est.as íuncões como base, a mat.riz N em (5.2) é: 

(5.7) 1 
N = h 

_, 2 

o-t 

2 ' o 

' . ' 
o 

Sendo a or-dem de N igual a <n+i>x<n+D. Por out.:ro lado, se 

V'. (s) = AtP. <s>, t.emos: 
' ' 

""#. (s) 

' 

1-. 
= h~. [ J 'l'.k<s,t-><1--t.. >dt-

L L-1 
1-. ·-· 

t.. c a+ i. h , i. = o, ... , n , c :5 s "5 d. 
' 

={O,c=O 
J..li. 1' i. ~ o ' { 

1 , i. ...- n 
7). = 

L O,i.=n 
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a 
f f'<t.}dt. 

{1 

({1-a> nq ( ' ) 
"' -2- E w l f" (zl <('- ct)+j'1+ct)) 2 

l=O 

onde z
1 

e w
1 

são raizes e pesos respect..ivament..e~ cut..tío 

= (z +zi.+j.) h 
l 2 

,i.=c, ... ,n 

Asor-a, int.r-oduzindo uma pal't.icão r-eg-ul.u:r no int.ervalo [c,dl, 

com T = (d-c)/m, :slc = G+rk, k = o, ... ,m; t.emos: 

o •... , r-.. 

d m s 
m .. = J lf.(s)VJ_(s)ds = EJ k lf.(s)yJ_(s)ds. 

1-+:l,J+t c 1. J k=t. s 1. J ·-· 
Aproximando as int.e~rais po:•r- quadr-at.ura Gaussiana com mq+1 

pont-os t.emos Hnalment.e: 

(5.9) 
T 

m. . ~ 
1.-t:l,J+:l 2 

onde: 

m mq 

E 
k=J. 

I: WLLY-'i<sll )lp_(sl l > 
\. L=o J 

, i , j=o, ... n 

T - + c~ 
2 

z 11 e w Lt são raizes e pesos 

da f"órmula de quadr-at..ur-a.. Para f"acilit..ar os cálculos em (5.9) 

sug-erimos o seguint-e procE>dimE>nt.o: 

Procediment-o CBT <Calculando Base Tra:nsf"orma.da); 

Para i • O at.á n, f'A?.er: 

Para k ., 1 at-é m, f'azer: 

Para tl = O at.é mq, f'azer: 
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a) 
h .. ~ <z +2k-1>• - +c 

ll 2 
b) av.uliar- y; 

1 
(s) usando <5.8) 

c) AR<i,u,k> = lpi{s) 

Seguint.e H. 

Seguint..e k. 

Seguint.e i. 

Obs0T•var que o arranjo AR<i,n,lO "guarda" os valores da 

i-ét.:ima .f'uncão VI , em pont.os par·a usar quad:rat.ura Gaussiana no 

subint.ervalo [s ,s 1. 
k-:l k 

os element..os m. . 
L<t:l,Ji :l 

podem 

ser mont.ados adeqw'lld;unP.nt..c n~.; somas dos 

p:rodut..os AR(í,H.k)•AR<j,tt,k) em u P mn k .l'ct.:pcct..ivament.e. O 

mesmo ar-r-dl"ljo pode ser u~aUo po.u•u const.ruir o lado direit.c• do 

sist..P.rna linear (5.2), já q1.1e: 

<5.10) b 
i 

d 
= f ?fi. (s)y(s)ds :::::: 

c 

T 

2 

m mq 
E wttY'. (s >yCs t> 

L li 1. 
1.1.:-o 

i= o, ... ,n, e sll como em (5.10>. 

Resvd~ados Nuanéricos 

Observamos em pr-imeiro lu~;ar que o t.eor. (4.2.4) e as: 

est.imat.ivas obtidas para (?: 
m 

O<h>, poss:ibili t.am 

seguintes escolhas a p:rinr-i do par-Âmet.ro de regu.l.ar-ização: 

(5.11> 

<5.12) 

a. = O(h), se 

cc. = 0(h
2 >, se 

+ • x c:: R(A A>, 
+ • 

X E R<A ), 

A escolha do 01. par oi:~- ambos os casos, prediz a seguint..e 

est..imat.iva para a ordem de aproximação: 

(5.13) 
+ m 

llx - x 11 = O(h). 

" 
Nos t.rês primci:rut.J t..cst..es, usamo:=: escolhas para 01. st?gundo 
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C5.1D, já que aR s;:oluç2íes t.em a mesma ~esularidade- do núcleo. 

No últ.imn t..~Ht.n, a escolha para ot 1!. do t.ipo C5.12), devido a 

que a s;:olucão do problema, não carant..a a condição dA pArt.Anc:P.r 

• a RCA A). Como veremos, a regularidade do núcleo c muit.o maio~ 

que
+ 

X E 

a re-~u.J.ar.idade 

R<A*). 

da soluç~o, pu.r•l.iJnt.o devemos assumir 

o 
Tcst.c N- 1 

e<s-1>_ 1 

s-1 
O:Ss<1 

Equação Test.ada.: ' 

Solução Exat.a: x<t.) t. = e 

Nes:t.A caso, 
+ 

+ 
x coincidr;o com a solucão cláss:ic.s. 

x em • H CO,D, por Considel'ando (3.18), a solução aproximada 

In x em V deve satisfazer a condição de :front.eira: 
" In 

Se X = 

xm, (0) = 

" 
c tP +c tP +···+c tP o o 1 1 n n' 

xm, (1) = O. 

" 
condições de f'ront.eira serão 

"' sat.isf"eit.as se: c 
o 

= c e c o:: c . Consequent.ement.e, devemos 
1 n-1 n 

considerar nova base: J~ , 4>,,· · ·, ~ l, onde: l o n-zr 

1 , ( n- B), 

Baoo aom quelro oublnlorveloo 
1.5 

Na figura ao lado vemos 

o compo~~amen~o da nova 1.0 

base no intervalo ro,-tl, 
para uma p.art.ição r-egu- 0. 5 

lar-, com quat.ro sub in-

t.erv.uluZ:.l. 

0.25 0.50 0.75 , . 00 
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Com est.a nova bflSAt o sist.ema (5.2} é de ordem 

(n-1>x<n-1>. As mat.rizAR M e N são :facilment.e mont..;.d.a.s., ~dndo 

{5.7), (5.9) e (5.10). Na p:r-át.ica, :fo:r-mamos o sist..ema <5.2) 

com a ba&~~ o:riginal, a part.i:r daí, som.an\os:: 

- P:r-imei:r-a e segunda coluna, 

- Penúlt.ima e últ.ima coluna, 

P:r-imei:r-a e segunda e~c~o, e; 

- Penúlt.ima e últ.ima equflcão. 

O sbd.eJTl.'.l :r-et:;:ult..:.nt.e para est.e e os dei'TUliu Luut.uu Coi 

:resolvido usando a f"at.oracão Cholesky. 

lado di:reit.o y(s) da equação (6.3) 

Em t.odos os t.est.es, o 

foi const.:ruido por 

int.egracão nwnérica.. Sendo mais p:recisost a S(J]ução exat.a do 

p:roblema é subst.it.uida no lado esquu:rdo de (5.3} .. 
post.erior-ment.e a int.eg:ral é apr-oximada por meio de quadr-a.t.ura 

Gaussiana. Mesmo assim, nos: t.est.es consider-amos y<s) como 

sendo exat.o. Para est.e caso, a m:At.:ri?. N é: 

1 [_: 
N = h 

-· o 
2 -· 

o 

No que segue, dP.not.aremos com: 

•• o 

• • • 

o 

n: Número de subint-ervalos de <0,1). 

h: Parâmet.:ro de discret.iza.c.&o. 
2 + m 

&: Erro na norma em L (011)1 & ""' Ux -x H . 
"' o 

r: Reuíduo na norma L
2 <0,t>, r = UAxm-yll . 

a o 

Apr-esent.arnos o r-esult.ado de dois t.es:t.es numéricos:, o:rganizados 

em duas colunas. 
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n = 6 n = 16 

h = 0.1666 h = 0.0625 

e = 0.1110 & = 0.0751 

r = 0.0074 r = 0.0028 

"' = hx10-a 
"' : hx10-3 

o comport.ament.o da solução aproximada com relação à solução 

exat.a~ pode SE> r vist.o nas seguint.es figuras; 

2.75 

2.65 

2.35 

2.15 

1.95 

1.75 

1.55 

1.35 

1.15 

0.95 

0.75 
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 

OSo I. ExaLo ASo I. Aprox. _Soluçiío Exel.o ó.Soluçio Ar.roxlmode 

f1g. 2 f'ig 3. 

Observamos que a solução aproximada, clarament.e satisfaz 

as condiçÕes de fronteira. Observamos t.ambém que a ordem de 

aproximação 

apresent.amos 

m 
da solução x ot, 

as solYçÕes 

sat..is:faz: e 

obt.idas pelo 

= O<h). 

mét.odo 

Nas 

de 

f"ir;s. 4-5, 

quadrados 

mínimos usando a mesma base < <X = O em (5.2>>.. para valores 

de n = 6, e n = 7. Nest.e caso, aprecia-se clarament-e o efeit.o 

_do mal condicionarnent.o do problema <inst.abilidade). Para n ~ 

7, a solução aproximada é f"ort.ement.e oscilant.e. Para cert.os 

valores de n , a mat.riz M em (5.2) se comport.ou como sendo 
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singular. 

2.75 r-------------~ 

2.55 

2.35 

2.15 

1.95 

1.75 

1.55 

1.35 

1. 15 4>--;o,.L-ti 

0.9b 

0. 75 +---~--~--~~----1 
0.00 0.25 0.50 0.75 

OSol. Eul .6Sol. Aprox. 

o Tost.o N- 2 

Equação Test.ada: 

Solução Exat.a 

n~; 4. 

1.00 

1 

f 
-1 

50.00.-------------, 

40.00 

'30.00 

20.00 ) 

10.00 

0.00 IB--PI ~ 

-10.00 

-20.00 

-30.00 

-40.00 

-50.00 .J--~--~--~-~----1 
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

DSo I. Aprox, 

t"ig. 5. 

"" y(s) -1 ~ s ~ 1 

Para est.e caso,. vamos considerar in:f'ormação apriori com 

respei t.o a solução~ no s9nt.ido QU9 ~ "sabemos'' que a solução do 

problema sat.isíaz as condições de front.eira: x(-1) = x<t> "" O. 

Com est.a irüormação, procuramos a solução aproximada no 

subespaço V , 
m 

as funções f/1 
o 

em (!5.2> pode 

gerado pelas funções definidas em (5.4),. ist.o é· , 
e t:P são desconsideradas. A formação da mat.riz M 

n 
ser :feit.a t.ambém com o procediment-o CBT e {5.9). 

A mat.riz N é semelhante como em <5'.7> e o sist.ema <5'.2) com 

est.a base é de ordem <n-t>x<n-1). 

Result.ados Obt.idos: 
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n = 16 n = 32 

h = 0.125 h = 0.0625 

& = 0.1017 & = 0.0421 

r = 0.0005 r = 0.0002 

C< = hx10-"' " = hxto-• 

c;....t. c.-. LSS-Ap.-o,.. N • 12 
4.00 

3.00 

2.00 

\.00 

0.00 

-1.00 

-2.00 +-~~~~~~~~~~......j 
-1.000.750.500.250.000.25 0.500. 751.00 

_Sol. E,..t. óSol. Ap. N"' 32 OSol. Ap. N- 16 

f"ig. 6 íig. 7 

Na f"ig 6. observamos o compoi't.ament.o da solução aproximada 
m 

" C< 

para dois valores di:f'erent.es de n. Enquant.o que na fig. 7 1 

vemos o gráíico da solução aproximada , obt.ida com Ol = O. 

Test.e N !<a 
1 z 

Equação Test.ada: Je <s-t.) 
x(l.)dl. y<s> o , , 1. = s 

o 
Solução Exat.a: x<t.> = t.<1-t.>z 

Igual como no t.est.e N!< 2 
' usamos irüormacão apriori: 

x<O> = x<1>= O. O sist.ema linear é formado igual como no caso 

ant.erior. Nos t.est.es numéricos, além do caso de t.rabalharmos 
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com dados exat.os, experiment.amos a resolução do problema com 

dados pert.urbados. Para 

pert-urbadora: 

ist.o, 

p(s) "" 6Cos(s/6
2 >. 

t.omamos a secuint.e função 

E t.rabalhamos com o lado direi t.o de (5.3): = y<s>+p<s>. 
Clarament.e, para cada ó > O, lly-y6 11

0 
::5 6. A escolha de 6 é 

realizada como f'uncão do número n associado 
2 

por exemplo, 6 = 1/n , e a escolha do a é 

ao subespaço V , 
m 

segundo o t.eor. 

<4.2.6). As soluções aproximadas podem ser vist..os nas íigs. 8-9. 

0.26 .,------------~ 

_Sol. Ex .. t.o l!t.Sol. Apr-o ... _ So I • Ex o t.e .ô.So I • Aç,r-o)l.., 

:fig. 8 f"ig. 9 

A f'ig. 9 ilust.ra a solução aproximada para o caso de dados 

pert.urbados. No que segue, 

numéricos da experiment.ação. 

Dados Exat.os 

n = 16 

h = 0.0625 

(i: = 0.0016 
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apresent.amos os result.ados 

Dados Per~urbados 

n = 16 

h = 0.0625 

& = 0.0097 



r = 0.0066 

6 a 0.0000 

ot J:: hx10 -o& 

r • 0.0028 

6 ~ 0.0039 

ot = 10-" 6 

Com a fln..alid..adc de ilusrt.r-.<~r- ;, inst.abilidade do modelo~ 

fizemos: t.ambém~ t.est.es numéricos para est.a equação~ com os 

mét.odos de quadradmi m.hrlmos e de Gale:r-kin. No pr-imeir-o caso, 

os r-esulL~dC>ti uõo como na pr-imeira eqt.l~•;lão, ist.o é, a soluç-'íio 

aprux:hno<.ldú é :fort.ement.e oscilant-e. Para o mét.odo de Galc~·kln, 

com n = 8, a solução é sat.isfat.6r-ia~ porém; .on•meui.ando o 

valor de- n a solução .apr-oximada comt~ç•• •• Lc.t• comport.ament.o 

oscilát-o:r·io. No caso de dadoR pHr•LurLo<.ldou, as oscilações são 

eh--t.r-ematne-nt .. e fort.es. Ver f"ig. 10-11. 

Sol. Áprox. M .. L. Gal .. r-ltn· 
0.16 

0. 1-4 

0. 12 

0.10 

e.oo 

0.06 

0.04 

0.02 

0.00 
0.00 0.25 0.50 

DS..t. Ex•'-• l!.Sal. A,.ro ... 

o 
Test.e N- 4 

Equação Test.ada.: 

fl~. 10 

Sol. Aprox. Me. L. Golor~ ln 
20.00 

16.00 

10.00 

o;.oo 

0.00 

-G.OO 

-10.00 

-1G.OO · 

-20.00 

-:26.00 
1.00 0.00 0.25 0.b0 0.75 

OSo I . Áprox. 

n~. 11 

n J Cos(st.)x{t.)dt. = y<s>, n S s S -n. 
-n 

y(s) = 2n[SH<1+s)nl + SU<1-s>nll 
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Si(s) = -
+co J S~nt. 

" 
dt. + n 

• 

Si<s> é conhecida como !"unção Seno lnt.egral. A equação do 

nosso t.est.e é t.ípica na t.eoria de desenho de ant.enas [031. 

Para est.e caso, a solução de norma mínima é: 

Nest.e caso, 

+ x (t,) = 2n 
Sen<t..> .. ' t. ;t. o . 

assumimos t.ambém iníormacão a priori, no 

sent.ido de que: 
+ 

x <-n> ~ 

+ 
x <n> D o. Nos t.est.es nUJTléricos, 

t.rabalhamos com dados exat.os e t.arnbém com dados pert.urbados. 

Apresent-amos unicamente, os result.ados numéricos. 

Caso 1: Dados Exat.os 

PARÂMETRO DE REGULARIZAÇÃO ALFA = 0.00039481 

' NUMERO DE SUB-INTERVALOS N 10 

TAMANHO DO SUBINTERVALO h = . 62834 

***** ERRO NA NORMA L-2 0.06426684 

***** RESIDUO NA NORMA L-2 0.00684556 

--------------------------------------------------------
s Sol. APl*X. Sol. Ex. Erro 

--------------------------------------------------------
-3.1417 0.00000000 -0.00017269 0.00017269 
-2.5133 1.41326677 1.46932344 0.05605667 
-i. 8850 3.21208'109 3.17013507 0.04195402 
-i. 2567 4.76881978 4.75533602 0.01348376 
-0.6283 5.95720650 5.87799232 0.07921418 

0.0000 6.33788534 6.28335810 0.05452724 
0.6283 5.95720650 5. 87799232 0.07921418 
1.2567 4.76881978 4.75533602 0.01348376 
1.8850 3.21208909 3.17013507 0.04195402 
2.5133 1.41326677 1.46932344 0.05605667 
3.1417 0.00000000 -0.00017269 0.00017269 

------------------------------------------------------
-------
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Caso 2: Dados perturbados 

PARÂMETRO DE REGULARIZAÇÃO ALFA= 0.00039481 
. 

NUMERO DE SUBINTERVALOS 

TAMANHO DO SUBINTERVALO 

TAMANHO DA PERTURBAÇ.O 

N 10 

h .62834 

DELT(, ( = 0. 39480588 

***** ERRO NA NORMA L.-2 0.60243759 

***** RESIDUO NA NORMA L-2 0.67207359 

s Sol. Apn<. 

-3.141.7 0.00000000 -0.00017269 0.00017269 
-2.5133 1..37840292 1.46932344 0.09092052 
-i. 8850 ~~. 13249797 3. 17013507 0.03763710 
-i. 2567 5.:1.:!.569062 4.75533602 0.36035460 
-0.6283 5.32402710 5.87799232 0.55396523 

0.0000 7. 094!:!0015 6.28335810 0. 81114205 
0.6283 5.3240271.0 5.87799232 0.55396523 
i. 2567 5.11569062 4.75533602 0.36035460 
1.8850 3.13249797 3. j.7013507 0.03763710 
2.5133 1.37840292 1.46932344 0.09092052 
3.1417 0.00000000 -0.00017269 0.00017269 

Para est.e caso, assumimos que + * x e R<A ) (ver t.eor. 4.2.6) 

e t.omamos 6 = h 2 
. A per-t.urbação do lado dir-eit.o de (5.3) é 

com a mesma função p<s> como no caso ant.erior. Vemos que 

a solucão aproximada, sat.isfaz a ordem de aproximação 

est.abelecida no t.eor-. 4.2.6: Aument.ando a 

dimensão do subespaço com n = 20. e t.omando Ó como ant.es 

obt.ivemos os seguint.es r-esultados: 
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f'ARA11ETRD DE REGIJL?1R!ZACÃD 
< 

ALFA • 0.00009870 
. 

NUMERO DE SUBINTERVALOS N 20 

TAMANHO DO SUBINTERVALO h .3!4!7 

TAI1AI<Hil DA PERTUilf/AÇAO DELTA C= 0.09871147 

***** ERRO NA NORMA L-2 0.08466607 

***** RESIDUO NA NORMA L-2 0.05155405 

-------------------------------------------------------
s bol. Apn<. 3o 1 . Ex. Erro 

-------------------------------------------------------

·-3. j.4J.? 0.00000000 -0.00117269 0.00017269 
-2.8275 0.59875663 0. 6Bé/'54020 0.08778357 
-2. :it~~3 1. :J8oi91.074 1.469:12344 0.0834t:?.69 
·-2. i 992 2. ~10370216 2.31137565 0.00767349 
-1.8850 3.18559521 3.17013507 0.0!546014 
-i. 5708 3. 9957'0789 4.00000006 0.00409217 
-1.2567 4.75356060 4. 75~")33602 0.00177541 
-0.9425 5.41934755 5. 39~154822 0.02579934 
-0.6283 5.91.200041 5.87799232 0.03400808 
-0.:0142 6.19138211 6. 18050422 0.0!087789 

0.0000 6.27771444 6.28:135810 0.00564366 
0.3H2 6.19138211 6.18050422 0.01087789 
0.6283 5.91200041 5.87799232 0.03400808 
0.9425 5. 41 9~14755 5. 39~~:Cj4822 0.02579934 
1.2567 4. 753~j6060 -4.75533602 0.00177541 
1.5708 3.99590789 4.00000006 0.00409217 
1.8850 3. :í.855952i 3.17013507 0.0!546014 
2 .1992 2.30370216 2.3ij.37565 0.00767349 
2.5133 I. 38591074 1.46932344 0.0834!269 
2.8275 0. 5987566:3 0. 686,;4020 0.08778357 
3.1.417 0.00000000 -0.0101.7269 0.00017269 

------------------------------------------------------

81 



CONCLUSõES E SUGESTõES 

O incessant.e est.udo da naLureza nuL: ~,;unc..ltu< !":r-equent.P.rnent.e 

a resolver pl"oblemas inversos com a caro<~c:t..e'f''ÍRt.ica de ~<.H' mal 

post.os. Em p,;a-t_.icular-, problemas de i..<unubraliu, processament..o 

de ima.g.;.ns? :l:eofísica, ast.ro:Císioa, ~iut.cmas elet.rodinâmicos, 

ót.ica., t.eoria de eF.:palhnml~nL.u, cl.c; exigem a resolução de 

equações int.f!f:l'ilÍ~.;: Üt:.! Fredholm de pr-imeir-a espécie, que como 

salHmmt~ nm:ct.õt.õlt.am de al€:uma. t.écnica de I'"egularoização. É nest..c 

cont.c>o:t..o, que o rnét.odo di? r·.;ogular·izacão de Tikhnnov l.um-blc 

most.rado como uma eficaz f'errament..a para cont.ornar a 

inst-abilidade> que é a g:r-andP. dif'inuldadu associada a est.as 

equações. Nest.e t.r-abalho, compr-ovamos que o enfoque do mét.odo 

de Tikhonov, via t.curi&.1 espect..ral, é uma for-ma muit.o 

conveniP.nt.c de est.udo, já que permit.-1? analisar f'acilment.e •'l.'"'=~ 

quest.ões relacionadas com conve:r·gêr.cia e sst.irnat.ivaF: de erro 

da:R ~oluçÕP.R Aproxin~. 

Nos experiment.os numéricos simulamos cu::;u::.;: ruais, já que 

os lados direit.os das equações t.est.adas são const..:ru.idos por 

int.egração numérica. lst..o é, na prática t.rabalhamos com dados 

aproximados. Embora t.enhamos í"ait.o i,est.es para n :5 33 <devido 

à limit.ação de memoT"ia do PC), podemos concluir que as 

est.imat.ivas t.eóriuioi~ d&..~ urdem de apT"oximacão par-a. c.s soluções 

aproximadas, Coram at.ingidas. Port.ant.o, f'ic.a comprovada que a 

cornbhU'.iQão Tikhonov-Element.os Finit.os, é uma t.écnioa e:f"icaz 

para a resolução de equações int.egrais de primeira espécie. 

Com relaç,;!ã,.., à .:.scolha prat.icada pai" a o parâmc l.ru a., é 
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-3 -· import.ant.e dest.acar que nem z:.;;cmp.l•c o. = 10xh ou ct = 10xh é 

a me-lhor esco.lhH:. O quu é bom para um caso, pode não ser para 

out.r-o e vir.A versa. Escolhas muit.o pequenas do a podem condu-

zh• a J•uuult.&dos inesperados, poitil' ne&~t.e caso est.ar-famoH quo.u-,zo 

no mét.odo de quadrados núnimos. Port.ant.o, f"a:z.-se necessário 

pensar- em out.r-o t.ipo de escolhas par-a a. Suger-imos a leit.ura 

dos t.rabahos publicados em U1l. 

Para t.rabalhos de pesquisa na dir-eção de prnblP-m..:.a:=: mal 

post.os, em part.iculax- para t.rabalhos que envolv::.m pr-oblemas de 

resolução de equações de primeira espécie, apresent.arnos as 

Pesquisar mét.odos de regularização induzidos pur 

funções regularizant..cb: de :r<t.> = -· (t.+a) , 

manei;ra a obt.er t.axas d""' oonvu.l•gêncio. .. cada vez melhores. 

de 

Usar o procediment-o que consist.e em aproximar o 

opnrador de Ax = y em primeiro lugar, e depois :reguli'-wizar 

segundo Tik.honov. Nest.e cont.ext.o, sugeri moR at>:roximar o 

oper-ador- pelo esquema de projecão que t.oma Ah::::. A, com Ah = 

Q AP , onde P e Q são projeções 
n m m n 

o:r-Wgonais em X e Y sobr-e 

subespaços de dimensão f"ini t.a V 
m 

e u 
n 

r-espect.i vament.e. 

t.rahalho~ A f"oi ap:roxinwdo por Ah = AP . 
m 

- Est.udaz- a inver-são numór-ica da t.r~:formada de Laplace 

no esquema do cap. IV, t.omando 

ger-ado por polinômio~ ort.ogoJ~S 

produt..u in~erno: 

V comu sendo o subespaço 
m 

de Laguerore, com o SQguint.e 

+a> t. J e- x<t.>y<t.>dt. • <x,y>. 
o 

Parot.ir paroa o est.udo d€1 rAguL:triz.açÃo it.a:roat.iva. Na 

at.ualida.de, não conhecemos nenhum t..ru.l...wnent.o sist.ernát.ico 1 de 

mét.odos it.erat.ivos P""'" resolver problemas mal post.os. 

Sugerimos: a leit.ura dos t.rabalhut.: public.:u.dou em [11] e [571. 
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