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Abstract

In this thesis we study the singular locus of instanton sheaves on the projective

space P3. We prove that the singular locus Sing(E) of a non-locally free instanton sheaf

E of rank 2 has pure dimension 1, and that the double dual E∗∗ is a locally free instanton

sheaf (Theorem 3.1.5). Both statements are false if the rank of E is larger than 2.

We also consider the sheaves SE = Ext1(E,OP3) and QE = E∗∗/E. When E is a

non-locally free instanton sheaf of rank 2, we show that SE and QE are rank 0 instantons,

according to a definition of Hauzer and Langer in [10]. In addition, we show that both

are supported the singular locus Sing(E) and have the same Hilbert polynomial (Sections

3.1.2 and 3.1.3).

Finally, we present some properties of the singular locus. We guarantee that the

singular locus is contained in a complete intersection curve of degree c2, where c = c2(E)

is called the charge of E (Proposition 3.2.1). Moreover, based on the notion of elementary

transformations for instantons given by Jardim, Markushevich and Tikhomirov in [16],

we construct an example of a rank 2 instanton sheaf whose singular locus is not connected

(Section 3.2.3).

We also provide examples of rank 3 instanton sheaves whose singular loci are a single

point, and a straight line plus a point.

Resumo

Nesta tese estudamos o conjunto singular de feixes instanton sobre o espaço projetivo

P3. Um dos resultados principais mostra que o conjunto singular de um feixe instanton

não localmente livre de posto 2 tem dimensão pura 1, e que o duplo dual E∗∗ é um feixe

instanton localmente livre (Teorema 3.1.5). Ambos enunciados são falsos quando o posto

de E é maior que 2.
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Também consideramos os feixes SE = Ext1(E,OP3) e QE = E∗∗/E. Se E é feixe

instanton não localmente livre de posto 2 em P3, mostramos que SE e QE são feixes

instanton de posto 0, conforme definição introduzida por Hauzer e Langer em [10]. Além

disso, mostramos que SE e QE são suportados no conjunto singular Sing(E) e possuem o

mesmo polinômio de Hilbert (Seções 3.1.2 e 3.1.3).

Finalmente, apresentamos algumas propriedades do conjunto singular. Garantimos

que o conjunto singular está contido em uma curva de interseção completa de grau c2,

onde c = c2(E) é chamada a carga de E (Proposição 3.2.1). Por outro lado, baseado na

noção de transformações elementares para instantons dada por Jardim, Markushevich e

Tikhomirov em [16], constúımos um exemplo de feixe instanton de posto 2 cujo conjunto

singular não é conexo (Seção 3.2.3).

Fornecemos também exemplos de feixes instantons de posto 3 cujo conjunto singular

consiste de um ponto, e um ponto e uma reta.
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Introdução

A classificação de instantons ne esfera 4-dimensional realizada por Atiyah, Drinfeld,

Hitchin e Manin no artigo [2] forneceu uma interessante ligação entre a f́ısica teórica e

a geometria algébrica, posto que a demonstração realizada utilizou-se de certos fibra-

dos algébricos em P3. Diferentes aspectos desta ligação entre f́ısica teórica e a geometria

algébrica foi intensamente explorada por inúmeros autores nos últimos 35 anos. Neste tra-

balho focaremos em um aspecto bastante particular desta ligação, estudando os chamados

fibrados instanton.

Os fibrados em P3 que originalmente surgiram na classificação de instantons por

Atiyah, Drinfeld, Hitchin e Manin foram posteriormente batizados de fibrados instanton

matemáticos (no original em inglês, mathematical instanton bundles), ou simplesmente

fibrados instanton. Motivados por um trabalho de Mamone Capria e Salamon [22], Okonek

e Spindler [24] generalizaram este conceito para espaços projetivos de dimensão ı́mpar.

Mais recentemente, Jardim [15] estendeu ainda mais o conceito para incluir feixes não

necessariamente localmente livres em espaços projetivos de qualquer dimensão. Há uma

vasta literatura sobre fibrados instanton, veja por exemplo [1, 3, 17, 29]; o estudo de feixes

instanton não localmente livres é, entretanto, bem mais recente.

Um dos problemas cruciais na teoria de fibrados instantons é o estudo das proprieda-

des geométricas do espaço de módulos de fibrados instanton de posto 2 em P3. Trabalhos

recentes de Tikhomirov [30, 31], Jardim e Verbitsky [19] e Markushevich e Tikhomirov

[23] estabeleceram que o espaço de módulos I(c) de fibrados instanton de posto 2 e carga c
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Introdução 2

em P3 é uma variedade não singular, irredut́ıvel e racional de dimensão 8c− 3, resolvendo

questões em aberto há mais de 30 anos. O próximo passo é estudar a compactificação

deste espaço de módulos; para tanto, faz-se necessário entender feixes instantons não lo-

calmente livres de posto 2 em P3. Nesta tese, focamos no estudo do conjunto singular

destes feixes.

Feixes instantons são definidos como o feixes livres de torção dados como a cohomo-

logia de uma mônada linear da forma:

OPn(−1)c
α
−→ Or+2c

Pn

β
−→ OPn(1)c.

onde c = h1(E(−1)) é chamada a carga de E e r o posto de E (ver Definição 2.1.2).

O conjunto singular do feixe E é definido como:

Sing(E) = {x ∈ Pn |Ex não é livre sobre OPn,x}

onde Ex representa a haste de E no ponto x ∈ P3 (ver Definição 1.1.3).

O objetivo desta tese é o estudo do conjunto singular de feixes instanton E não

localmente livres de posto 2 sobre P3. Não é dif́ıcil ver que se E é um feixe instanton não

localmente livre de posto 2 sobre P3 então dimSing(E) = 1 (Proposição 3.1.1). Mas não

é claro que a dimensão é pura, isto é, Sing(E) poderia conter componentes de dimensão

zero.

Assim, um dos principais resultados deste trabalho é dado pelo seguinte teorema.

Teorema. Seja E um feixe instanton não localmente livre de posto 2 sobre P3, então:

(1) O conjunto singular Sing(E) tem dimensão pura 1.

(2) E∗∗ é um feixe instanton localmente livre.

Aqui (1) nos diz que o conjunto singular é uma curva em P3. Por outro lado, (2)

nos dá uma classificação neste caso, pois para posto maior que 2 ambas afirmações são

falsas (ver Observação 3.1.6).
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Assim dada a curva Sing(E) em P3, nos perguntamos:

Que propriedades tem esta curva?

Apresentamos algumas de suas propriedades, como por exemplo, segundo a definição de

configurações ADHM, garantimos que o conjunto singular está contido em uma curva de

interseção completa de grau c2, e apresentamos um exemplo no qual o conjunto singular

é a união disjunta de duas retas, isto é, não é conexo.

Por outro lado, na demonstração do Teorema principal 3.1.5, definimos os feixes

QE = E∗∗/E e SE = Ext1(E,OP3). Fornecemos também alguns resultados sobre estes

feixes.

Descrevemos agora o conteúdo desta tese.

Caṕıtulo 1. Neste caṕıtulo começaremos com algumas definições básicas para a leitura

dos caṕıtulos seguintes. Começamos com resultados importantes sobre feixes coerentes

sobre variedades projetivas, assim como as definições de feixes localmente livres, livres

de torção e feixes reflexivos. Relembramos também a definição de classes de Chern e

apresentamos algumas de suas propriedades. Definimos o conjunto singular para feixes

coerentes, ressaltando algumas de suas propriedades. Constitúımos assim um esboço dos

pré-requisitos para a compreensão dos caṕıtulos seguintes. Neste caṕıtulo usamos como

referência [4, 7, 21, 24].

Caṕıtulo 2. Na Seção 2.1, introduzimos a noção de mônada. Esta foi estudada primeiro

por Horrocks em [13], onde provou que todo feixe localmente livre E sobre o espaço

projetivo P3 pode ser obtido como a cohomologia de uma mônada da forma

⊕iOP3(ai) −→ ⊕jOP3(bj) −→ ⊕kOP3(ck).

Nesta tese, trabalhamos com mônadas lineares sobre P3 dadas como acima com ai = −1

para todo i, bj = 0 para todo j, e ck = 1 para todo k, cuja existência, está garantida por

um resultado dado por Floystad em [5] (ver Teorema 2.1.3).
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Na Seção 2.2, vemos a definição de feixes instanton. Primeiramente definimos os

chamados feixes lineares, os quais são definidos como a cohomologia da mônada linear

Também definimos nesta seção o nosso objeto de estudo, que é o conjunto singular de

feixes, apresentando um resultado importante sobre sua codimensão (Proposição 2.2.5).

Assim, definimos feixes instanton e relembramos algumas de suas propriedades exis-

tentes na literatura, como por exemplo a noção de µ-estabilidade o qual será útil para

garantir uma propriedade importante no caso em que o feixe seja de tipo de quebra trivial

(Ver Definição 2.3.2 e Observação 2.3.13).

Já na última seção, tratamos sobre configurações ADHM ( Atiyah–Drinfeld–Hitchin–

Manin) onde vemos sua conexão com as mônadas, a qual será fundamental para garantir

uma propriedade do conjunto singular. Aqui temos como referências [2, 11, 17].

Caṕıtulo 3. Consideramos o feixe instanton E de posto 2 sobre P3 definido como a

cohomologia da mônada

OP3(−1)c
α
−→ O2+2c

P3

β
−→ OP3(1)c,

e observamos que c1(E) = c3(E) = 0 e a carga c = c2(E).

Na Seção 3.1, definimos o conjunto singular como sendo os pontos x ∈ P3 nos quais

a haste Ex não é livre. Mostramos o resultado principal (Teorema 3.1.5).

”O conjunto singular de E quando não vazio tem dimensão pura 1”

Isto é, o conjunto singular é uma curva em P3. Como consequência, provamos também que

o duplo dual E∗∗ do feixe instanton E é um feixe instanton localmente livre. Observamos

que ambos resultados são falsos quando o posto de E é maior que 2 (Observação 3.1.6).

Ainda nesta seção escrevemos o complexo de Eagon–Northcott do conjunto singular,

o qual pode ser útil para um estudo futuro referente a este trabalho; aqui, temos como

referência [4, 20]. Também apresentamos resultados decorrentes da demonstração do

Teorema Principal 3.1.5, onde, baseados na definição dada por Hauzer e Langer em [10]

(ver Definição 3.1.11), mostramos que os feixes QE = E∗∗/E e SE = Ext1(E,OP3) são
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feixes instanton de posto zero. Além disso, mostramos também que ambos feixes tem o

mesmo suporte, isto é, Supp(QE) = Supp(SE) = Sing(E).

Em seguida, provamos que os polinômios de Hilbert de ambos os feixes são iguais,

e escrevemos explicitamente o respectivo polinômio de Hilbert.

Na Seção 3.2, apresentamos algumas propriedades obtidas sobre o conjunto singular

de feixes instanton por exemplo, baseados na relação existente entre mônadas e as confi-

gurações ADHM, mostramos que o conjunto singular do feixe instanton está contido em

uma curva de interseção completa de grau c2, onde c é o valor da carga de E.

Logo, passamos a construir feixes instanton baseados na definição de tranformações

elementares para instantons dado por Jardim, Markushevich e Tikhomoriv em [16]. Assim

apresentamos um caso especial onde o conjunto singular do feixe instanton não é conexo.

Além disso, constrúımos um exemplo de feixe instanton de posto 3, cujo conjunto singular

é a união de um ponto e uma reta.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo enunciamos alguns resultados de feixes coerentes e resultados impor-

tantes sobre o conjunto singular de feixes.

Na Seção 1.1, introduzimos algumas definições sobre feixes coerentes e dimensão

homológica. Aqui, definimos feixes coerentes k-siźıgia, assim como o conjunto singular

para feixes coerentes, importante nos caṕıtulos seguintes. As referências para esta seção

são [7, 24, 32].

Na Seção 1.2, apresentamos as definições de feixes coerentes localmente livres, livres

de torção e reflexivos e sua relação com o conjunto singular de feixes. As referências para

esta seção são [7, 21, 27, 32].

1.1 Feixes coerentes sobre variedades algébricas

Considere X um espaço topológico. A seguinte definição pode ser encontrada em

[7, Caṕıtulo 2].

Definição 1.1.1. Um pré-feixe E de grupos abelianos sobre X consiste do seguinte:

(1) Para todo subconjunto aberto U ⊂ X, um grupo abeliano E(U).
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1 Preliminares 7

(2) Para toda inclusão V ⊂ U de subconjuntos abertos de X, um morfismo de grupos

abelianos ρUV : E(U) → E(V ).

Os morfismos ρUV são chamados mosrfismos restrição e satisfazem:

• E(∅) = 0.

• ρUU é o mapa identidade E(U) → E(U).

• Se W ⊂ V ⊂ U são subconjuntos abertos, então ρUW = ρVW ◦ ρUV .

Se E é um pré-feixe sobre X e U subconjunto aberto de X, então E(U) é chamado de

seções de E sobre U .

Definição 1.1.2. Um pré-feixe E sobre um espaço topológico X é um feixe se satisfaz

as seguintes condições:

(1) Se U é um conjunto aberto, {Vi} é uma cobertura aberta de U , e se s ∈ E(U) é um

elemento tal que s|Vi = 0 para todo i, então s = 0.

(2) Se U é um conjunto aberto, {Vi} é uma cobertura aberta de U , e se temos elementos

si ∈ E(Vi) para cada i, com a propriedade que para cada i, j; si|Vi∩Vj = sj|Vi∩Vj ,

então existe um elemento s ∈ E(U) tam que s|Vi = si para cada i

A seção s suja existência é garantida por (2) é chamada de colagem de seções si.

No que segue, considere X uma variedade projetiva, não singular, de dimensão

n sobre um corpo algebricamente fechado K. Estas definições e resultados podem ser

encontradas em [7, 14, 24, 32].

Definição 1.1.3 ([7], Caṕıtulo 2, Pág. 61). Seja E um pré-feixe sobre X, e x um ponto

de X, definimos a haste Ex de E para x por:

Ex = lim−→
x∈U

E(U),

onde o lado direito é o limite direto dos grupos E(U), para todos os conjuntos abertos U

contendo x, para a ordem U < V definida por V ⊂ U .(ver [7, Caṕıtulo II, Página 66])



1 Preliminares 8

Um elemento de Ex é representado pelos pares 〈U, s〉, onde U é uma vizinhança

aberta de x, e s é um elemento de E(U). Dois pares 〈U, s〉 e 〈V, t〉 definem o mesmo

elemento de Ex se, e somente se, existe uma vizinhança aberta W de x com W ⊂ U ∩ V ,

tal que s|W = t|W . Assim podemos ver os elementos da haste Ex como germes de seções

locais de E para o ponto x.

Por outro lado, seja OX o feixe das funções regulares sobre X (ver [7, Caṕıtulo I]).

Lembrando que um feixe sobre X é dito um OX-módulo, quando a seguinte condição

é satisfeita: para cada conjunto aberto U , E(U) é um OX(U)-módulo, tal que para

conjuntos abertos V ⊂ U o diagrama

OX(U)× E(U)

��

// E(U)

��

OX(V )× E(V ) // E(V )

comuta. Para mais detalhes ver [7, Caṕıtulo 2] e [32, Página 17].

Note que a haste Ex de E para o ponto x é um OX,x-módulo. Assim definamos:

Definição 1.1.4 ([32], Definição 4.25, Pág. 30). Um OX-módulo E sobre X é dito

coerente, ou feixe coerente, se satisfaz as seguintes condições:

(1) E é um OX-módulo finitamente gerado.

(2) Para um conjunto aberto arbitrário U de X e para um homomorfismo arbitrário de

OU -módulos

ϕ : O⊕n
U −→ E|U → 0,

ker ϕ é um OX-módulo finitamente gerado.

Agora considere E um feixe coerente sobre X. Então:

Definição 1.1.5 ([14], Definition 1.1.1). O suporte de E é definido como sendo o conjunto

fechado

Supp(E) = {x ∈ X | Ex 6= 0}.
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A dimensão de Supp(E) é chamada a dimensão do feixe E e denotado por

dimE = dimSupp(E).

Definição 1.1.6 ([14], Definition 1.1.2). O feixe coerente E é de dimensão pura d se

dim(F ) = d, para todo subfeixe coerente não trivial F ⊂ E.

Se E e F são OX-módulos, denote por Hom(E,F ) o grupo de homorfismos de OX-

módulos, e por Hom(E,F ) o feixe Hom (ver [7, Caṕıtulo II]). Para E fixo, Hom(E, ·) e

Hom(E, ·) são funtores exatos covariantes à esquerda. Defina os funtores Exti(E, ·) como

o funtor derivado à direita de Hom(E, ·) e Exti(E, ·) como o funtor derivado à direita de

Hom(E, ·). Para mais detalhes sobre funtores derivados ver [7, Caṕıtulo III, Seção 6] e

[12, Caṕıtulo 5].

Assim tem-se:

Proposição 1.1.7 ([7], Cap. III, Proposição 6.3). Para qualquer OX-módulo E, temos:

(1) Ext0(OX , E) = E;

(2) Exti(OX , E) = 0, para i > 0;

(3) Exti(OX , E) ∼= H i(X,E), para todo i ≥ 0.

Proposição 1.1.8 ([7], Cap. III, Proposição 6.4). Se 0 −→ E −→ F −→ G −→ 0 é uma

sequência exata curta, então para qualquer OX-módulo H temos a sequência exata longa

0 −→ Hom(G,H) −→ Hom(F,H) −→ Hom(E,H) −→ Ext1(G,H) −→ · · ·

e igualmente para feixes Ext.

Também, Hartshorne em [7] mostra a seguinte resultado:

Proposição 1.1.9 ([7], Cap. III, Proposição 6.8). Seja E um feixe coerente sobre X, F

um OX-módulo e x ∈ X um ponto. Então temos

(Exti(E,F ))x ∼= ExtiOx
(Ex, Fx)

para todo i ≥ 0.
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Em seguida apresentamos alguns resultados dados em [24, Caṕıtulo 2]. Para isto

começamos com a seguinte definição:

Definição 1.1.10 ([24], Caṕıtulo 2). A dimensão homológica dhEx de Ex sobre OX,x,

é o comprimento minimal de uma resolução livre de Ex.

Aqui dhEx é o menor inteiro k tal que para todo OX,x-móduloM finitamente gerado

e para todo i > k tem-se:

ExtiOX.x
(Ex,M) = 0.

A dimensão homológica pode ser estimada como segue

Lema 1.1.11 ([24], Lema 1.1.1). dhEx ≤ q quando para todo i > q, tem-se:

(ExtiOX
(E,OX))x = 0.

Agora estimamos a dimensão do suporte dos feixes Ext.

Lema 1.1.12 ([24], Lema 1.1.2). Para E feixe coerente sobre a variedade X n-dimensional,

tem-se:

dim(Supp ExtiOX
(E,OX)) ≤ n− i , para todo i.

Definição 1.1.13 ([24], Definição 1.1.3). O m-ésimo conjunto singular da dimensão ho-

mológica de E é definido como sendo:

Sm(E) = {x ∈ X | dhEx ≥ n−m}.

Aqui do lema (1.1.11), tem-se que:

Sm(E) =
n⋃

i=n−m

Supp(ExtiOX
(E,OX)).

Portanto, como consequência do Lema (1.1.12) obtemos:

Lema 1.1.14 ([24], Lema 1.1.4). Os conjuntos Sm(E) são fechados em X, de codimensão

≥ n−m.
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A haste Ex de E para x ∈ X é livre se, e somente se, a dimensão homológica de Ex

é zero. Assim temos a seguinte definição

Definição 1.1.15. Seja E um feixe coerente sobre X, o conjunto

Sing(E) := {x ∈ X |Ex não é livre sobre OX,x},

é chamado o conjunto singular de E.

Observação 1.1.16. Observe que o conjunto singular Sing(E) é igual a Sn−1(E).

De fato,

Sing(E) = {x ∈ X |Ex não é livre sobre OX,x}

= {x ∈ X |dhEx ≥ 1 = n− (n− 1)}

= Sn−1(E).

1.2 Feixes coerentes e conjunto singular

Nesta seção vamos definir os diferentes tipos de feixes coerentes, a saber, feixes

coerentes localmente livres, livres de torção e reflexivos. Apresentamos alguns resultados

fundamentais para a demonstração dos resultados nos seguintes caṕıtulos.

Para isto, considere da mesma forma X uma variedade projetiva não singular de

dimensão n sobre um corpo algebricamente fechado K. Os seguintes resultados podem

ser encontradas em [21, Caṕıtulo V], [24, Caṕıtulo 2].

Para feixes coerentes, definimos o feixe k-siźıgia E como segue:

Definição 1.2.1 ([24], Definição 1.1.5). Um feixe coerente E sobre X é um feixe

k-siźıgia se existe uma sequência exata

0 −→ E −→ O⊕p1
X −→ O⊕p2

X −→ · · · −→ O⊕pk
X .

Da mesma forma, se diz que que E é um feixe localmente k-siźıgia, se para todo

aberto U ⊂ X existe uma sequência exata.
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0 −→ E|U −→ O⊕p1
U −→ O⊕p2

U −→ · · · −→ O⊕pk
U .

Para conjuntos singulares de feixes tem-se a seguinte estimativa para a codimensão

Teorema 1.2.2 ([24], Teorema 1.1.6). Para a codimensão do conjunto singular Sing(E)

de um feixe coerente E que é um feixe localmente k-siźıgia, tem-se que:

codim (Sing(E), X) > k.

Definição 1.2.3 ([7], Caṕıtulo II). Um OX-módulo E é dito localmente livre se X

pode ser recoberto por conjuntos abertos U tal que E|U é um OX |U -módulo livre. Neste

caso o posto de E sobre tais conjuntos abertos é o número de cópias do feixe estrutural e

para x ∈ X a haste Ex é um OX,x-módulo livre.

Um feixe localmente livre de posto 1 é também chamado de feixe invert́ıvel.

Observação 1.2.4. A restrição E|X\Sing(E) é um feixe localmente livre. Note que se E é

um feixe localmente livre, então Sing(E) = ∅.

Definição 1.2.5 ([24], Definição 1.1.7 ). Um feixe coerente E sobre X é livre de torção,

se para x ∈ X a haste Ex é um OX,x-módulo livre de torção, isto é se, dados f ∈ OX,x e

a ∈ Ex tais que fa = 0, então f = 0 ou a = 0.

Feixes localmente livres são livres de torção. Subfeixes de um feixe livre de torção

são também feixes livres de torção.

Lema 1.2.6 ([24], Caṕıtulo 2, Lema 1.1.8). Seja E um feixe coerente livre de torção de

posto r. Para todo x ∈ X, existe uma vizinhança aberta U de x e um monomorfismo de

feixes

E|U →֒ O⊕r
U .

Assim feixes livres de torção são feixes localmente 1-siźıgia. Então pelo Teorema

1.2.2, tem-se:
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Corolário 1.2.7. O conjunto singular de um feixe coerente livre de torção tem codimensão

pelo menos 2.

Seja E∗ = HomOX
(E,OX) o feixe dual do feixe coerente E e µ : E −→ E∗∗ o

morfismo canônico. Então kerµ é o subfeixe de torção T (E) de E, isto é,

ker µx = {a ∈ Ex | fa = 0 para algum f ∈ OX,x \ {0}} , x ∈ X.

Observação 1.2.8. Um feixe livre de torção é naturalmente um subfeixe do seu duplo

dual, ou seja, o morfismo

µ : E −→ E∗∗,

é injetivo.

Definição 1.2.9 ([24], Definição 1.1.9). Um feixe coerente E tal que o morfismo natural

µ : E −→ E∗∗ é um isomorfismo é chamado reflexivo.

Lema 1.2.10 ([24], Caṕıtulo 2, Lema 1.1.10). O conjunto singular de um feixe coerente

reflexivo tem codimensão pelo menos 3.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.2 é suficiente provar que feixes reflexivos são feixes lo-

calmente 2-siźıgia. Como E∗ é coerente, temos uma sequência exata

Oq
U → Op

U → E∗|U → 0

sobre um conjunto aberto U . Assim temos a seguinte sequência exata dual

0 → E∗∗|U → Oq
U → Op

U .

Como E é reflexivo temos E|U ∼= E∗∗|U . Segue pela Definição 1.2.1 que E é localmente

2-siźıgia como desejado.

Observação 1.2.11. Para todo feixe E, o dual E∗ é reflexivo, pois E∗ ∼= E∗∗∗.
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Definição 1.2.12 ([24], Definição 1.1.14). Seja E um feixe livre de torção de posto r

sobre X.

detE = (ΛrE)∗∗

é chamado o fibrado determinante de E.

O fibrado determinante detE, é de fato um feixe invert́ıvel sobre X, pois tem-se o

seguinte resultado:

Lema 1.2.13 ([24], Lema 1.1.15). Um feixe reflexivo de posto 1 é um feixe invert́ıvel.

Classes de Chern. A definição de classe de Chern de E pode ser encontrada em

[6, Caṕıtulo 2], [7, Apêndice A].

Seja X uma variedade projetiva não singular sobre K. Um ciclo de codimensão r

sobre X é um elemento de um grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades irredut́ıveis

fechadas de X de codimensão r.

Se diz que dois ciclos de codimensão r Z e Z ′ são racionalmente equivalentes se existe

um ciclo V sobre X × P1 cujas restrições para duas fibras V ∩X × {t0} e V ∩X × {t1}

são respectivamente Z e Z ′. Esta é uma relação de equivalência, e denote a classe de

equivalência de ciclos de codimensão r por Ar(X). Assim temos o anel graduado, o anel

de Chow A(X) = ⊕n
r=0A

r(X), onde n = dimX com A0(X) = Z e Ak(X) = 0 para

k > dimX.

Exemplo 1.2.14. A(Pn) ∼= Z[h]/(hn+1), onde h é a classe de um hiperplano (e hi é

a classe de um subespaço linear de codimensão i). Em particular Am(Pn) ∼= Z para

0 ≤ m ≤ n, gerado pelas classes de um (n−m)-plano.

Seja E um feixe localmente livre de posto r sobre X, P(E) o fibrado projetivo

associado, e ζ ∈ P(E) a classe de OP(E)(1). Seja a projeção π : P(E) → X, então π∗ faz

de A(P(E)) um A(X)-módulo livre gerado por 1, ζ, . . . , ζr−1.

Assim tem-se a seguinte definição:
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Definição 1.2.15. Seja E um feixe localmente livre sobre uma variedade projetiva X não

singular. Para cada i = 0, 1, . . . , r defina a i-ésima classe de Chern ci(E) ∈ Ai(X) por

c0(E) = 1 e
r∑

i=0

(−1)iπ∗(ci(E)).ζ
r−i = 0

Em seguida apresentamos algumas propriedades das classes de Chern.

A classe de Chern total de E é definido como a soma:

c(E) = c0(E) + c1(E) + · · ·+ cr(E),

e o polinômio de Chern é dado pela série de potências formal

cE(t) =
∞∑

i=0

ci(E)t
i = 1 + c1(E)t+ c2(E)t

2 + · · ·

satisfazendo o seguinte:

(1) Para todo k > rk(E), tem-se ck(E) = 0.

(2) Se E ∼= OX(D) para um divisor D, então

ct(E) = 1 +Dt;

(3) Fórmula de Whitney ([6, Página 51]): para qualquer sequência exata

0 −→ E ′ −→ E −→ E ′′ −→ 0.

de feixes localmente livres sobre X, então

cE(t) = cE′(t) · cE′′(t) e ck(E) =
∑

i+j=k

ci(E
′) · cj(E

′′).

(4) Se E se quebra em soma direta de feixes invert́ıveis Li, então

cE(t) =
r∏

i=1

cLi
(t).
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(5) Se E não se quebra sobre X podemos escrever

cE(t) =
r∏

i=1

(1 + ait),

aqui a classe de Chern pode ser resolvido em termos dos elementos formais a1, · · · , ar

que são chamados de ráızes de E. Assim tem-se

cΛpE(t) =
∏

1≤ii<···<ip≤r

(1 + (ai1 + · · ·+ aip)t),

onde ΛpE denota o p-ésimo produto exterior de E.

Em particular,

c1(Λ
rE) = c1(E), (1.2.1)

para r = rk(E).

Definição 1.2.16. Seja E um feixe coerente e

0 → En → En−1 → · · · → E0 → E → 0

uma resolução livre por feixes localmente livres. Então definimos:

cE(t) =
n∏

i=0

cEi(t)(−1)i .

Considere agora X = Pn e note que ci(E) ∈ Z (Exemplo 1.2.14).

Exemplo 1.2.17. O polinômio de Chern de OPn(l) é 1 + l · t, e o polinômio de Chern de

OPn(l)p é (1 + l · t)p. Também ck(OPn(l)p) =
(
p

k

)
.

Por outro lado, da Definição 1.2.12 e de (1.2.1) temos:

Definição 1.2.18 ([24], Página 81). Seja E um feixe coerente livre de torção de posto r

sobre Pn. Podemos definir a primeira classe de Chern de E por

c1(E) = c1(detE).

onde detE denota o fibrado determinante de E.
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Observação 1.2.19. Aqui, como o conjunto singular Sing(E) tem codimensão pelo menos

2, existem retas l ⊂ Pn que não intersectam Sing(E). Seja l ⊂ Pn tal que

E|l = Ol(a1)⊕ · · · ⊕ Ol(ar).

Então

c1(E) = a1 + · · ·+ ar.

Enunciamos a seguir resultados para as classes de Chern, os quais podem ser encon-

trados em [9].

Lema 1.2.20 ([9], Lema 2.1). Seja E um feixe coerente de posto r ≥ 0 sobre Pn, e seja

k ∈ Z. Então as classes de Chern de E(k) é dado por

ci(E(k)) = ci(E) + (r − i+ 1)k ci−1(E) +

(
r − i+ 2

2

)
k2ci−2(E) + · · ·+

(
r

i

)
ki.

Corolário 1.2.21 ([9], Corolário 2.2). Seja E um feixe coerente de posto 2 sobre P3 com

classes de chern c1, c2, c3. Então as classes de Chern de E(k) são:

c1(E(k)) = c1 + 2k;

c2(E(k)) = c2 + c1k + k2;

c3(E(k)) = c3.

Note em particular que c3 não muda se torcemos o feixe E.

Demonstração. Do Lema 1.2.20 temos:

c1(E(k)) = c1(E) + (2− 1 + 1)kc0(E)

= c1(E) + 2k.

c2(E(k)) = c2(E) + (2− 2 + 1)kc1(E) +
(
2−2+2

2

)
k2

= c2(E) + c1(E)k + k2.

c3(E(k)) = c3(E) + (2− 3 + 1)kc2(E) +
(
2−3+2

2

)
k2c1(E) +

(
2
3

)
k3

= c3(E).
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Definição 1.2.22. Para qualquer feixe E sobre uma variedade projetiva, se define a

caracteŕıstica de Euler como:

χ(E) =
∑

(−1)ihi(E),

onde hi(E) = dimH i(E)

Em seguida apresentamos uma propriedade importante da caracteŕıstica de Euler.

Se 0 → F → G → H → 0 é uma sequência exata de feixes coerentes sobre uma

variedade projetiva, então

χ(G) = χ(F ) + χ(H),

isto é, a caracteŕıstica de Euler é aditiva sobre sequências exatas.

Mais geralmente, se 0 → F1 → · · · → Fn → 0 é uma sequência exata de feixes

coerentes, então
n∑

i=1

(−1)iχ(Fi) = 0.

Sobre P3 tem-se o seguinte resultado como aplicação do Teorema generalizado de

Grothendieck–Hirzebruch–Riemman–Roch (ver [15, Apêndice A, 4.1]).

Teorema 1.2.23 (Riemann–Roch). Seja E um feixe coerente de posto r sobre P3, com

classes de Chern c1, c2, c3, e seja χ(E) a caracteŕıstica de Euler. Então

χ(E) = r +

(
c1 + 3

3

)
− 2c2 +

1

2
(c3 − c1c2)− 1.

Em seguida, apresentamos dois resultados sobre feixes reflexivos de posto 2 sobre

P3 fundamentais na demonstração do Teorema principal 3.1.5 no caṕıtulo 3. O primeiro

é dado por Hartshorne em [9, Proposição 1.10], e o segundo é dado por Roggero em [27,

Teorema 2.3].

Proposição 1.2.24 ([9], Proposição 1.10). Seja F um feixe reflexivo de posto 2 sobre P3.

Então

F ∗ ∼= F ⊗ (detF )∗.
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Teorema 1.2.25 ([27], Teorema 2.3). Seja F um feixe reflexivo de posto 2 sobre P3, com

c1 = 0 ou c1 = −1. Então, F é localmente livre se, e somente se, H2(F (p)) = 0, para

algum p ≤ −2.

Por outro lado, sobre Pn tem-se a seguinte fórmula de Bott [24, Página 4].

hq(OPn(k)) =





(
n+k
k

)
, para q = 0, k ≥ 0

(
−k−1

−k−1−n

)
, para q = n, k ≤ −n− 1

0 , outro caso

(1.2.2)



Caṕıtulo 2

Feixes Instanton

Neste Caṕıtulo apresentamos alguns resultados sobre feixes instanton. As referências

são [5, 15, 17].

Na Seção 2.1, começamos com a definição de mônadas, em particular mônadas

lineares, cuja existência é garantida por Fløystad em [5].

Na Seção 2.2, damos a definição de feixes lineares, mencionando suas propriedades

fundamentais para a definição de feixes instanton. Assim, definimos o conjunto singular

para feixes coerentes e mostramos que este coincide com o lugar de degenerescência da

mônada, o qual será nosso objeto de estudo.

Na Seção 2.3, definimos os feixes instanton, ressaltando algumas de suas proprie-

dades, como por exemplo a µ-estabilidade sendo muito importante para garantir uma

propriedade dos feixes instanton de posto 2 sobre P3 (Ver Observação 2.3.13).

Na Seção 2.4, damos a definição de configurações ADHM, onde apresentamos a

relação existente com as mônadas, a qual será uma ferramenta importante para determinar

uma propriedade do conjunto singular definido na seção anterior.

20
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2.1 Mônadas

Mônadas são muito úteis quando queremos construir feixes localmente livres com

alguns invariantes fixados, como por exemplo posto, determinante, classes de Chern, etc.

Aqui temos como referência [13, 24].

Definição 2.1.1. Seja X uma variedade projetiva suave. Uma mônada sobre X é um

complexo de feixes localmente livres:

M• : A
α
→ B

β
→ C (2.1.1)

tal que o morfismo α é injetivo e o morfismo β é sobrejetivo. O feixe E := ker β/imα é

chamada a cohomologia da monâda M•.

O conjunto

S(E) = {x ∈ X |α(x) não é injetiva}

é chamada o lugar de degenerescência da mônada M•. α(x) denota o mapa na fibra

sobre o ponto x ∈ X.

A mônada (2.1.1) dá origem ao seguinte diagrama com linhas e colunas exatas:

0

��

0

��

0 // A // K //

��

E //

��

0

0 // A α
// B //

β
��

Q //

��

0

C

��

C //

��

0

0 0

ondeK := ker β, Q := Coker α e E = ker β/imα. O feixeK = ker β é um feixe localmente

livre.

Deste diagrama podemos deduzir que se o feixe coerente E sobre X é a cohomologia

da mônada M•, então:
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(i) rk(E) = rk(B)− rk(A)− rk(C).

(ii) cE(t) = cB(t) · cA(t)
−1 · cC(t)

−1.

Definição 2.1.2 (Mônada Linear). Uma mônada linear é uma mônada cujos mapas

são matrizes de formas lineares, ou seja, mônadas da forma:

OX(−1)⊕a
α
→ O⊕b

X

β
→ OX(1)

⊕c (2.1.2)

onde o morfismo α é injetivo e o morfismo β é sobrejetivo.

Nesta tese, vamos nos concentrar em mônadas lineares sobre Pn (em particular para

n = 3). Floystad em [5], classifica completamente as mônadas lineares sobre Pn, e mostra

uma condição necessária e suficiente para a existência de mônadas da forma:

OPn(−1)⊕a
α
→ O⊕b

Pn

β
→ OPn(1)⊕c. (2.1.3)

Mais precisamente, Fløystad mostra o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Seja n ≥ 1. Existe a mônada linear da forma (2.1.3) sobre Pn se, e

somente se, pelo menos uma das seguintes condições é satisfeita:

(1) b ≥ 2c+ n− 1 e b ≥ a+ c;

(2) b ≥ a+ c+ n.
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2.2 Feixes lineares

Nesta Seção apresentamos alguns resultados referente a feixes lineares, os quais serão

fundamentais para a definição de feixes instanton na seguinte seção. Estes resultados

podem ser encontrados em [15].

Primeiro começamos com a seguinte definição:

Definição 2.2.1. Um feixe coerente E sobre Pn é dito feixe linear se pode ser repre-

sentado como a cohomologia de uma mônada linear da forma:

OPn(−1)⊕a
α
→ O⊕b

Pn

β
→ OPn(1)⊕c. (2.2.1)

Proposição 2.2.2 ([15], Proposição 2). Se E é um feixe linear sobre Pn, então

(1) Para n ≥ 2, H0(E(−1)) = Hn(E(−n)) = 0, Ext1(E,OPn) = coker α∗ e

Extp(E(k),OPn) = 0 para p ≥ 2 e todo k.

(2) Para n ≥ 3, H1(E(−2)) = Hn−1(E(1− n)) = 0;

(3) Para n ≥ 4, Hp(E(k)) = 0, 2 ≤ p ≤ n− 2 e ∀k.

Demonstração. Suponha que E é a cohomologia da mônada (2.2.1). Note que núcleo

K = ker β é localmente livre, e que temos as seguintes sequências exatas curtas para todo

k ∈ Z:

0 → K(k) → Ob
Pn(k)

β
−→ OPn(k + 1)c → 0 (2.2.2)

0 → OPn(k − 1)a
α
−→ K(k) −→ E(k) → 0 (2.2.3)

Da primeira sequência vemos que: Hp(K(k)) = 0 para p = 0, 1 e p + k ≤ 1; para

2 ≤ p ≤ n− 1 e ∀k; e para p = n e k ≤ −n.

Da segunda sequência tem-se que Hp(K(k)) ∼= Hp(E(k)) para p = 0 e k ≤ 0; para

1 ≤ p ≤ n− 2 e ∀k; e para p ≥ n− 1 e k ≥ −n.
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Dualizando a sequência (2.2.2), obtemos que H0(K∗(k)) = 0 para k ≤ −1. Da

mesma forma dualizando a sequência (2.2.3) e como K é localmente livre obtemos:

0 → E∗(−k) → K∗(−k)
α∗

−→ OPn(−k + 1)a −→ Ext1(E(k),OPn) → 0. (2.2.4)

Assim desta sequência e juntando as igualdades dadas acima temos o resultado.

Jardim em [15] mostra o seguinte resultado muito importante para garantir que um

feixe livre de torção sobre Pn seja linear.

Teorema 2.2.3 ([15], Teorema 3). Seja E um feixe livre de torção sobre Pn satisfazendo:

• Para n ≥ 2, H0(E(−1)) = Hn(E(−n)) = 0;

• Para n ≥ 3, H1(E(−2)) = Hn−1(E(1− n)) = 0;

• Para n ≥ 4, Hp(E(k)) = 0, 2 ≤ p ≤ n− 2 e ∀k;

então E é um feixe linear.

Na Definição 2.1.1, vimos que o lugar de degenerescência da mônada (2.2.1) é defi-

nido como o conjunto:

S(E) = {x ∈ Pn |α(x) não é injetiva},

e lembrando da Definição 1.1.15 do conjunto singular:

Sing(E) = {x ∈ Pn |Ex não é livre sobre OPn,x},

provamos o seguinte Lema.

Lema 2.2.4. Sejam S(E) o lugar de degenerescência da mônada (2.2.1) e Sing(E) o

conjunto singular do feixe linear E. Então

Sing(E) = S(E).
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Demonstração. Da Observação 1.1.16, temos que Sing(E) = Sn−1(E). Além disso, da

Proposição 2.2.2, Extp(E,OPn) = 0 para p ≥ 2.

Portanto,

Sing(E) = Sn−1(E) = Supp(Ext1OPn
(E,OPn))

Por outro lado, considere a mônada linear (2.2.1), e denote porK = ker β, então a mônada

pode ser quebrada em duas sequências exatas

0 → K → Ob
Pn −→ OPn(1)c → 0. (2.2.5)

0 → OPn(−1)a −→ K −→ E → 0. (2.2.6)

Dualizando a sequência (2.2.5), obtemos a sequência exata

0 → E∗ → K∗ α∗

−→ OPn(1)a −→ Ext1(E,OPn) → 0. (2.2.7)

Agora, mostremos que Supp Ext1(E,OPn) = S(E). Para isto, tome x ∈ Supp Ext1(E,OPn),

na haste para x ∈ Pn, assim temos:

x ∈ Supp Ext1(E,OPn) ⇐⇒ α∗
x não é sobrejetivo,

aqui, o Lema de Nakayama (ver [24, Pág. 3]), nos garante que α∗
x é sobrejetivo se, e

somente se, α∗(x) é sobrejetivo, onde αx representa o mapa induzido na haste para

x ∈ Supp Ext1(E,OPn). Portanto,

α∗
x não é sobrejetivo ⇐⇒ α∗(x) não é sobrejetivo

⇐⇒ α(x) não é injetivo

⇐⇒ x ∈ S(E).

Daqui, conclúımos que Sing(E) = S(E).
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Em seguida, apresentamos um resultado importante, que nos dá informação sobre

a codimensão do conjunto singular Sing(E) do feixe linear E.

Proposição 2.2.5 ([15], Proposição 4). Seja E um feixe linear, então:

(1) E é localmente livre se, e somente se, o conjunto singular é vazio;

(2) E é reflexivo se, e somente se, o conjunto singular é uma subvaridade de codimensão

pelo menos 3;

(3) E é livre de torção se, e somente se, o conjunto singular é uma subvariedade de

codimensão pelo menos 2.

Demonstração. Do Lema 2.2.4 temos que Sing(E) = Supp Ext1(E,OPn).Assim, a afirmação

(1) é verdadeira, pois Sing(E) = ∅ se, e somente se, (Ext1(E,OPn))x = 0 para todo x ∈ Pn,

o qual implica Ext1(Ex,OPn,x) = 0, isto é, E é localmente livre.

Por outro lado, da Observação 1.1.16 Sing(E) = Sn−1(E). De [28, Prop. 1.20],

tem-se:

• Se codimΣ ≥ 2, então dim Sm(E) ≤ m − 1 para todo m < n, portanto E é um

feixe localmente 1-siźıgia ;

• Se codimΣ ≥ 3, então dim Sm(E) ≤ m − 2 para todo m < n, portanto E é ume

feixe localmente 2-siźıgia.

Logo a Proposição segue do Lema 1.1.8 e 1.1.10 de [24]:

(1) E é livre de torção se, e somente se, é um feixe localmente 1-siźıgia.

(2) E é reflexivo se, e somente se, é um feixe localmente 2-siźıgia .
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2.3 Feixes instanton

Nesta Seção apresentamos o conceito de feixes instanton, os quais podem ser obtidos

como a cohomologia de mônadas lineares e escrevemos alguns resultados importantes.

Para esta seção temos como referência [15].

Definição 2.3.1. Um feixe instanton sobre Pn (n ≥ 2) é um feixe linear coerente livre

de torção E sobre Pn com c1(E) = 0. O inteiro c = −χ(E(−1)) é chamado a carga de

E e se verifica que

c = h1(E(−1)) = c2(E).

Definição 2.3.2. Um feixe é dito tipo de quebra trivial, se existe uma reta l ⊂ Pn tal

que

E|l
∼= O

rk(E)
l .

Segue do Teorema 2.2.3, que todo feixe instanton de posto r e carga c é a cohomologia

de uma mônada linear da forma:

OPn(−1)⊕c
α
→ O⊕r+2c

Pn

β
→ OPn(1)⊕c (2.3.1)

para algum mapa injetivo α, degenerando em codimensão pelo menos 2, e algum mapa

sobrejetivo β, tal que βα = 0.

Observação 2.3.3. Segue do Teorema 2.1.3 que não existem feixes instanton de posto

r ≤ n− 2.

Um resultado importante para feixes instanton é dada pela seguinte Proposição.

Proposição 2.3.4 ([15],Proposição 11). Se E é um feixe instanton não trivial de posto

n− 1 sobre Pn, então H0(E) = 0. Se E é localmente livre, então H0(E∗) = 0.

Observação 2.3.5. Em particular, não existem feixes localmente livres de posto 2m− 1

sobre P2m.
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Lembremos agora a seguinte definição:

Definição 2.3.6 (Mumford-Takemoto). Um feixe E livre de torção sobre Pn é dito

µ-semi-estável se para todo subfeixe coerente 0 6= F ⊂ E tem-se:

µ(F ) =
c1(F )

rk(F )
≤
c1(E)

rk(E)
= µ(E)

onde c1(E) é a primeira classe de Chern do feixe E e rk(E) o posto de E.

Além disso, se para todo subfeixe coerente 0 6= F ⊂ E, com 0 < rk(F ) < rk(E) tem-se:

c1(F )

rk(F )
<
c1(E)

rk(E)
,

então E é dito µ-estável.

Um feixe é propriamente semi-estável se este é semi-estável mas não estável.

A seguinte observação decorre diretamente da definição de estabilidade:

Observação 2.3.7. Se E é um feixe livre de torção de posto 2 sobre Pn com primeira

classe de Chern ı́mpar, então tem-se que E é µ-estável se, e somente se, é µ-semi-estável.

Lema 2.3.8 ([24], Lema 1.2.4).

• E é µ-semi-estável, se e somente se, E∗ é µ-semi-estável.

• E é µ-semi-estável, se e somente se, E(k) é µ-semi-estável para k ∈ Z.

Para qualquer feixe E livre de torção de posto r sobre Pn, existe um inteiro kE

unicamente determinado tal que

c1(E(kE)) = c1(E) + rkE ∈ {0,−1, · · · ,−r + 1};

aqui Enorm = E(kE) é chamado a normalização de E.

Note que se E tem de posto 2 sobre P3, então c1(E(kE)) ∈ {0,−1}, e

kE =





− c1(E)
2

, se c1(E) é par.

− c1(E)+1
2

, se c1(E) é ı́mpar.
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Definição 2.3.9. Um feixe E é dito normalizado se −r + 1 ≤ c1(E) ≤ 0.

Para feixes reflexivos de posto 2 sobre Pn, tem-se um critério muito útil de estabili-

dade:

Lema 2.3.10 ([24], Caṕıtulo 2, Lema 1.2.5). Seja E um feixe reflexivo de posto 2 sobre Pn.

Então, E é µ-estável se, e somente se, Enorm não tem seções, isto é, H0(Pn, Enorm) = 0.

Se c1(E) é par, então E é µ-semi-estável se, e somente se, H0(Enorm(−1)) = 0.

Para feixes instanton de posto 2 sobre P3, tem-se os seguintes resultados:

Proposição 2.3.11 ([15], Proposição 14). Se E é um feixe instanton de posto 2 sobre

P3, então E é µ-semi-estável. Além disso, E é µ-estável se H0(E) = 0.

Lema 2.3.12 ([18], Lema 3.12). Se E é um feixe coerente livre de torção µ-semi-estável

de posto 2 sobre P3 com c1(E) = 0, então existe um reta l tal que E|l ∼= O2
l .

Observação 2.3.13. Como todo feixe instanton de posto 2 sobre P3 é µ-semi-estável,

então pelo Lema 2.3.12, conclúımos que todo feixe E instanton de posto 2 é de tipo de

quebra trivial.

No seguinte caṕıtulo vamos considerar o feixe instanton E não localmente livre de

posto 2 sobre P3, definido como a cohomologia de uma mônada linear da forma:

OP3(−1)⊕c
α
→ O⊕2+2c

P3

β
→ OP3(1)⊕c,

e estudar o conjunto singular Sing(E) de E. Assim, apresentaremos resultados nessa

direção.
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2.4 Configurações ADHM

Nesta seção apresentamos um conceito fundamental para a construção de instantons,

usando métodos de algebra linear, o qual foi dado por Atiyah, Drinfeld, Hitchin, Manin

[ADHM] dado em [2]. Assim apresentamos algumas definições fundamentais e a relação

existente com a mônadas definidas anteriormente.

As referências para esta seção são [11, 17].

2.4.1 Configurações ADHM 0-dimensionais

Sejam V e W espaços vetoriais complexos, com dimV = c e dimW = r, e considere

os mapas B1, B2 ∈ End(V ), i ∈ Hom(W,V ) e j ∈ Hom(V,W ).

Definição 2.4.1. Defina

B = Hom(V, V )⊕Hom(V, V )⊕Hom(W,V )⊕Hom(V,W ),

sendo o espaço de todos as posśıveis configurações ADHM (B1, B2, i, j).

O ponto X = (B1, B2, i, j) ∈ B é dito estável, se não existe subespaço próprio S ⊂ V

tal que Bk(S) ⊂ S (k = 1, 2), e i(W ) ⊂ S.

A equação ADHM é:

[B1, B2] + ij = 0. (2.4.1)

2.4.2 Configurações ADHM 1-dimensionais

Da mesma forma, considere V e W espaços vetoriais complexos com dimV = c e

dimW = r, e defina W̃ = V ⊕ V ⊕W .

Seja B = B ⊕ B com X̃ = (Bkl, ik, jk) ∈ B (k, l = 1, 2), o chamado configuração

ADHM 1-dimensional.

O grupo GL(V ) atua naturalmente sobre B, da seguinte forma:

g(Bkl, ik, jk) = (gBklg
−1, gik, jkg

−1) , g ∈ GL(V ). (2.4.2)
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Equivalentemente, podemos ver um elemento em B como uma seção holomorfa do

fibrado B⊗OP1(1) definindo:

B̃1 = zB11 + wB21 e B̃2 = zB12 + wB22, (2.4.3)

ĩ = zi1 + wi2 e j̃ = zj1 + wj2. (2.4.4)

Em outras palavras, B = B ⊗ H0(P1,OP1(1)), com z, w denotando uma base de

H0(P1,OP1(1)), ou equivalentemente a uma escolha de coordenadas homogêneas em P1.

Assim, os mapas (2.4.3) e (2.4.4), podem ser visto em particular como:

B̃1, B̃2 ∈ Hom(V, V )⊗H0(P1,OP1(1)),

ĩ ∈ Hom(W,V )⊗H0(P1,OP1(1)),

j̃ ∈ Hom(V,W )⊗H0(P1,OP1(1)).

Dado um ponto p ∈ P1, o mapa avaliação:

evp : H
0(P1,OP1(1)) −→ OP1(1)p ∼= C

pode ser tensorizado com o mapa identidade para obter o mapa:

evp : B → B⊗OP1(1)p ∼= B.

Denote a imagem de X̃ ∈ B por X̃p = evp(X̃).

Definição 2.4.2. A configuração ADHM 1-dimensional X̃ = (Bkl, ik, jk) é dito global-

mente estável, se X̃p é estável para todo p ∈ P1.

Para mais detalhes ver [11, 17].

Por outro lado, as equações da configuração ADHM 1-dimensional são:

[B11, B12] + i1j1 = 0, (2.4.5)

[B21, B22] + i2j2 = 0, (2.4.6)
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[B11, B22] + [B21, B12] + i1j2 + i2j1 = 0. (2.4.7)

Note que as equações (2.4.5)-(2.4.7) são equivalentes a

[B̃1, B̃2] + ĩ j̃ = 0 , ∀ [z, w] ∈ P1. (2.4.8)

Observação 2.4.3. As soluções de (2.4.5)-(2.4.7), são preservadas pela ação do grupo

GL(V ) dada em (2.4.2).

Para feixes instanton tem-se os seguintes resultados:

Seja (Bkl, ik, jk) uma configuração ADHM 1-dimensional, e defina:

V ⊗OP3(−1)
α
→ W̃ ⊗OP3

β
→ V ⊗OP3(1) (2.4.9)

onde os mapas α e β para [x : y : z : w] ∈ P3 são dados por

α =




zB11 + wB21 + x

zB12 + wB22 + y

zj1 + wj2


 (2.4.10)

β = (−zB12 − wB22 − y zB11 + wB21 + x zi1 + wi2 ). (2.4.11)

Assim tem-se:

Proposição 2.4.4. Dados α e β definidos acima (2.4.10) , (2.4.11). Então:

(1) β ◦ α = 0 se, e somente se, (Bkl, ik, jk) satisfaz as equações ( 2.4.5)-( 2.4.7).

(2) α(P ) é injetivo fora de uma subvariedade de codimensão pelo menos 2, para

P = [x : y : z : w] ∈ P3. Em particular, α é injetivo como mapa de feixes.

(3) β é sobrejetivo se, e somente se, (Bkl, ik, jk) é globalmente estável; neste caso

ker β/imα, é feixe instanton.

Para mais detalhes ver [17, Seção 2].



Caṕıtulo 3

Conjunto Singular de Feixes

Instanton

Seja E um feixe instanton de posto r e carga c sobre Pn definido como a cohomologia

da mônada linear

OPn(−1)c
α
−→ Or+2c

Pn

β
−→ OPn(1)c. (3.0.1)

Aqui o conjunto singular de E é dado por

Sing(E) = {x ∈ Pn |Ex não é livre sobre OPn,x}.

Também definimos o lugar de degenerescência da monâda como:

S(E) = {x ∈ Pn | α(x) não injetiva}.

Além disso, o Lema (2.2.4) garante que estes conjuntos são iguais, isto é,

Sing(E) = S(E).

Como E é livre de torção, temos que codimSing(E) ≥ 2, isto é, dimSing(E) ≤ 1.

33
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3.1 Feixes instanton de posto 2 sobre P3

Considere agora o feixe instanton E de posto 2 e carga c sobre P3. Em outras

palavras, E é definido como a cohomologia da mônada linear

OP3(−1)c
α
−→ O2+2c

P3

β
−→ OP3(1)c. (3.1.1)

Proposição 3.1.1. Seja E o feixe instanton não localmente livre de posto 2 sobre P3.

Então:

dimSing(E) = 1.

Demonstração. Se dimSing(E) = 0, então pela Proposição 2.2.5 temos que E é reflexivo.

Mas todo feixe reflexivo de posto 2 sobre P3 com c1(E) = 0 é localmente livre (ver

[15, Proposição 19]), isto é, o conjunto singular Sing(E) é vazio, assim teŕıamos uma

contradição.

Portanto, conclúımos que:

dimSing(E) = 1.

Observação 3.1.2. Não é claro que o conjunto singular tem dimensão pura 1, ou seja,

Sing(E) pode ter componentes de dimensão zero.

O seguinte exemplo pode ser encontrado em [17].

Exemplo 3.1.3. Seja o feixe E definido como a cohomologia da mônada linear:

OP3(−1)
α
→ O4

P3

β
→ OP3(1)

onde, α e β são definidas por

α =




x

y

0

0




e β =
(

−y x z w
)
.
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Vemos que o morfismo β é sobrejetivo para todo [x : y : z : w] ∈ P3, enquanto α é injetiva

sempre que x, y 6= 0. Então, aplicando a Proposição 2.2.5, temos que o feixe E é livre

de torção, mas não localmente livre. Em particular o conjunto singular de E consiste da

reta dada por {x = y = 0} ⊂ P3.

Lema 3.1.4. Seja E feixe instanton não localmente livre sobre P3 e o quociente QE =

E∗∗/E. Então:

Supp (QE) ⊂ Sing(E),

em particular, dimQE ≤ 1.

Demonstração. Dado x ∈ P3\ Sing(E), então Ex é um Ox-módulo livre, assim

Ex ∼= E∗∗
x ⇒ (QE)x = 0.

Portanto,

x ∈ P3\ Supp (QE).

Em seguida apresentamos um dos resultados mais importantes desta tese.

Teorema 3.1.5. Seja E um feixe instanton não localmente livre de posto 2 sobre P3,

então:

(1) O conjunto singular Sing(E) tem dimensão pura 1;

(2) E∗ e E∗∗ são feixes instanton localmente livres.

Antes de demonstrar o resultado, devemos ter em conta a seguinte observação:

Observação 3.1.6. Ambas afirmações são falsas para feixes instanton não localmente

livres com posto maior que 2.
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O seguinte exemplo pode se encontrado em [17].

De fato.- Para isto, por exemplo considere a mônada

OP3(−1)
α
→ O5

P3

β
→ OP3(1)

onde, α e β são definidas por

α =




x

y

0

0

z




e β =
(

−y x z w 0
)
.

Observe que o feixe E definido pela mônada tem posto 3, onde o morfismo β é

sobrejetivo para todo [x : y : z : w] ∈ P3, e α é injetiva para os pontos onde x, y, z 6= 0.

Então, temos que E é reflexivo (E ∼= E∗∗), pois seu conjunto singular Sing(E) é o

ponto [0 : 0 : 0 : 1] ∈ P3, isto é, tem codimensão 3.

Por outro lado, temos que o feixe E é localmente livre, se e somente se, o conjunto

singular Sing(E) é vazio. Portanto, E não é localmente livre.

Por isto, conclúımos que o feixe E∗∗ não é localmente livre. Além disso, seu conjunto

singular Sing(E) tem dimensão zero.

Demonstração. (Teorema 3.1.5) Seja E o feixe instanton não localmente livre de posto 2

sobre P3, definido como a cohomologia da mônada (3.1.1). Seja K = ker β, de maneira

que a mônada pode ser quebrada em duas sequências exatas

0 → K → O2+2c
P3

β
−→ OP3(1)c → 0 (3.1.2)

0 → OP3(−1)c
α
−→ K −→ E → 0 (3.1.3)

Dualizando a sequência (3.1.3), obtemos a sequência exata

0 → E∗ → K∗ α∗

−→ OP3(1)c −→ Ext1(E,OP3) → 0. (3.1.4)
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Seja SE = Ext1(E,OP3), assim quebramos a sequência (3.1.4) em duas sequências

exatas curtas:

0 → E∗ → K∗ α∗

−→ A→ 0 (3.1.5)

0 → A→ OP3(1)c → SE → 0 (3.1.6)

onde A = Imα∗.

Logo, passando as cohomologias em cada sequência, temos para k ∈ Z:

(a) · · · → H1(K∗(k)) → H1(A(k)) → H2(E∗(k)) → H2(K∗(k)) → · · ·

(b) · · · → H0(OP3(k + 1)c) → H0(SE(k)) → H1(A(k)) → H1(OP3(k + 1)c) → · · ·

Da mesma forma, dualizando a sequência (3.1.2), e passando as cohomologias para

k ∈ Z, temos:

(c) · · · → H1(OP3(k)2+2c) → H1(K∗(k)) → H2(OP3(k − 1)c) →

→ H2(OP 3(k)2+2c) → H2(K∗(k)) → H3(OP3(k − 1)c) → · · ·

Daqui usando a fórmula de Bott 1.2.2 obtemos:

Para k ≥ −2 :

(i) H3(OP3(k − 1)c) = 0, pois H3(OP3(k − 1)c) ∼= H0(OP3(−k − 3)c) = 0.

Portanto, na sequência (c), temos H2(K∗(k)) = 0, pois H2(OP3(k)2+2c) = 0 ∀k ∈ Z.

(ii) Na sequência (c), temos que H1(K∗(k)) = 0 ∀k ∈ Z, e como H2(K∗(k)) = 0, então

na sequência (a) conclúımos que:

H1(A(k)) ∼= H2(E∗(k)).

Para k ≤ −2 :

(i) Na sequência (b), vemos que H0(SE(k)) ∼= H1(A(k)), pois H0(OP3(k + 1)c) = 0 e

H1(OP3(k + 1)c) = 0 ∀k ∈ Z.
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Portanto, em particular para k = −2, das considerações dadas acima conclúımos

que

H2(E∗(−2)) ∼= H1(A(−2)) ∼= H0(SE(−2)). (3.1.7)

Aplicando a Proposição 1.2.24 para o feixe reflexivo E∗, obtemos

E∗∗ ∼= E∗ ⊗ (det E∗)∗ ∼= E∗ ⊗ (OP3(c1(E
∗)))∗ ∼= E∗(−c1(E

∗)) ∼= E∗, (3.1.8)

pois det(E∗) = OP3(c1(E
∗)) e c1(E

∗) = c1(E) = 0.

Logo, em particular temos

H2(E∗(−2)) ∼= H2(E∗∗(−2)). (3.1.9)

Portanto, de (3.1.7) e (3.1.9) conclúımos que

H0(SE(−2)) ∼= H2(E∗(−2)) ∼= H2(E∗∗(−2)). (3.1.10)

Agora mostremos que H2(E∗∗(−2)) = 0.

Para isto, considere a sequência exata

0 −→ E −→ E∗∗ −→ QE −→ 0 (3.1.11)

onde QE é o quociente E∗∗/E.

Pelo Lema 3.1.4, temos que dimSupp(QE) ≤ 1, assim:

H2(QE(k)) = 0 ∀k ∈ Z.

Agora, calculando as cohomologias na sequência (3.1.11), em particular para k = −2,

temos:

· · · −→ H2(E(−2)) −→ H2(E∗∗(−2)) −→ H2(QE(−2)) −→ · · · (3.1.12)

Além disso, do fato que H2(E(−2)) = 0 pois E é um feixe instanton, conclúımos da

sequência (3.1.12) acima que:

H2(E∗∗(−2)) = 0. (3.1.13)
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Assim, das igualdades dadas em (3.1.10), conclúımos que:

H0(SE(−2)) ∼= H2(E∗(−2)) ∼= H2(E∗∗(−2)) = 0.

Portanto, como Supp (SE) = Sing(E) e H0(SE(−2)) = 0, implica que o conjunto

singular Sing(E) não pode ter componentes de dimensão zero, isto é, o conjunto singular

é uma subvariedade de dimensão pura 1.

Isto completa a parte (1) do Teorema 3.1.5.

A parte (2) do Teorema 3.1.5 segue do Teorema 1.2.25 dada por Roggero em [27],

pois H2(E∗∗(−2)) = 0 o qual implica que o feixe E∗∗ é localmente livre. Da mesma forma

prova-se que o feixe E∗ é localmente livre, pois H2(E∗(−2)) = 0.

Resta apenas mostrar que E∗∗ é feixe instanton. De fato;

• Pela dualidade de Serre temos que H1(E∗∗(−2)) ∼= H2(E∗∗∗(−2))∗ ∼= H2(E∗(−2))∗.

Então por (3.1.8), conclúımos que:

H1(E∗∗(−2)) = 0.

• Da sequência (3.1.11), temos que H3(E(k)) ∼= H3(E∗∗(k)), pois H2(QE(k)) =

H3(QE(k)) = 0 para todo k ∈ Z. Por outro lado, como H3(E(−3)) = 0, pois

E é um feixe instanton. Então:

H3(E∗∗(−3)) = 0.

• Pela dualidade de Serre, temos que H0(E∗∗(−1)) ∼= H3(E∗∗∗(−3))∗, mas por (3.1.8)

E∗ ∼= E∗∗, assim

H0(E∗∗(−1)) ∼= H3(E∗(−3))∗ ∼= H3(E∗∗(−3))∗ = 0.

Então,

H0(E∗∗(−1)) = 0.
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Portanto, conclúımos que E∗∗ é um feixe instanton. Como E∗ ∼= E∗∗ (3.1.8) segue

que E∗ também é feixe instanton.

Isto completa a prova da parte (2) do teorema.

Por outro lado, como foi mostrado no Teorema 3.1.5 que E∗∗ é localmente livre,

então da sequência (3.1.11) mostramos que:

Lema 3.1.7. Seja E um feixe instanton não localmente livre de posto 2 sobre P3 e QE

o feixe quociente E∗∗/E. Então:

Supp(QE) = Sing(E).

Demonstração. Do Lema 3.1.4 basta mostrar que Sing(E) ⊂ Supp (QE). Para isto, tome

x ∈ Sing(E), então pela definição temos que Ex não é um Ox-módulo livre.

Por outro lado, observe que a sequência (3.1.11), induz para cada x ∈ Sing(E) uma

sequência exata

0 −→ Ex −→ E∗∗
x −→ (QE)x −→ 0.

Daqui conclúımos que (QE)x 6= 0, pois do contrario, se (QE)x = 0, então Ex ∼= E∗∗
x .

Porém do Teorema principal 3.1.5 temos que E∗∗ é localmente livre, o qual implica que

Ex é um Ox-módulo livre, o que é uma contradição.

Portanto, x ∈ Supp(QE), isto é,

Sing(E) ⊂ Supp(QE).

Assim temos o seguinte corolário.

Corolário 3.1.8. Todo feixe instanton E não localmente livre de posto 2 sobre P3 pode ser

incluido unicamente em um feixe instanton localmente livre F . Além disso, o quociente

F/E é um feixe de torção suportado sobre dimensão pura 1.

Demonstração. Para isto, considere F := E∗∗.
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3.1.1 Complexo de Eagon–Northcott do conjunto singular

Uma ferramenta importante para o estudo de propriedades do conjunto singular é

dada pelo complexo de Eagon–Northcott. Por enquanto não temos um resultado nesta

direção, mas é importante deixar registrado para um estudo futuro. Como referência

temos [4, Apêndice 2.6], [20, Definição 2.1] e [26, Caṕıtulo 2].

Considere E e F feixes localmente livres sobre uma variedade projetiva X com

rk(E) = e, rk(F ) = f .

Definição 3.1.9 ([26], Definição 2.1 e 2.4). Seja ϕ : E −→ F um morfismo. Então:

Dk(ϕ) = {x ∈ X | rk(ϕ(x)) ≤ k},

é chamado o k-ésimo lugar de degenerescência de ϕ. Se diz que Dk(ϕ) tem a codimensão

esperada se

codimDk(ϕ) = (e− k)(f − k).

Se k = min{rk(E), rk(F )} − 1, dizemos que Dk(ϕ) é o lugar de degenerescência

maximal. Note que se k = e − 1 e f ≥ e, tem-se ϕ(x) não é injetivo quando x ∈ Dk(ϕ),

aqui denotamos por Z = De−1(ϕ).

Considere o morfismo injetivo ϕ : E −→ F . Podemos associar ao dual ϕ∗ o complexo

de Eagon–Northcott (ver [4, Apêndice 2.6], [20, Definição 2.1]).

0 →

f∧
F ∗ ⊗ Symf−e(E)⊗

e∧
E →

f−1∧
F ∗ ⊗ Symf−e−1(E)⊗

e∧
E → . . .

→
e∧
F ∗ ⊗ Sym0(E)⊗

e∧
E → OX → OZ → 0

onde Symk(E) é o k-ésimo produto simétrico de E e
∧l(E) a l-ésima potência exterior

de E.

Observação 3.1.10. A sequência acima é uma resolução de OZ se, e somente se, Z tem

a codimensão esperada.
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Por outro lado, temos o feixe instanton definido como a cohomologia da mônada

linear (3.1.1):

OP3(−1)c
α
−→ O2+2c

P3

β
−→ OP3(1)c,

onde o lugar de degenerescência é dado por

S(E) = {x ∈ Pn | α(x) não injetiva},

e mostramos que

Sing(E) = S(E).

Agora considere a sequência exata obtida da mônada acima

0 → OPn(−1)c
α
−→ K −→ E → 0,

onde K = ker β, rk(K) = c+ 2 e o mapa injetivo α, assim

Sing(E) = Dc−1(α).

Portanto, para α∗ temos o seguinte complexo Eagon-Northcott:

0 →
c+2∧

K∗ ⊗OP3(−c− 2)
c2+c

2 →
c+1∧

K∗ ⊗OP3(−c− 1)c →

→
c∧
K∗ ⊗OP3(−c)

λ
−→ OP3 → OSing(E) → 0. (3.1.14)

Observe que o mapra λ = Λcα∗(−c) fornece estrutura de esquema a Sing(E).

No Teorema principal 3.1.5 mostramos que dimSing(E) = 1, isto é,

codimSing(E) = 2,

mas, a codimensão esperada do conjunto singular Sing(E) = Dc−1(α) é igual a:

(c+ 2− (c− 1))− (c− (c− 1)) = 3.

Portanto, conclúımos da Observação 3.1.10 que o complexo (3.1.14) acima não é

uma resolução. Mas, este complexo pode ser fundamental para um estudo futuro das

propriedades do conjunto singular de feixes instanton.
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3.1.2 Propriedades dos feixes SE e QE

Outro resultado importante desta tese, decorre da sequência (3.1.11), onde definimos

o feixe QE como sendo o quociente E∗∗/E. Também temos o feixe SE = Ext1(E,OP3),

ambos feixes foram fundamentais na demonstração do nosso resultado principal (Teorema

3.1.5). Portanto, apresentamos resultados obtidos para tais feixes QE e SE.

Considere a seguinte definição, dada por Hauzer e Langer em [10, Def. 6.1]:

Definição 3.1.11. Um feixe instanton de posto zero E sobre P3 é um feixe de dimensão

pura 1 tal que H0(P3, E(−2)) = 0 e H1(P3, E(−2)) = 0.

Segundo esta definição temos:

Proposição 3.1.12. Seja E um feixe instanton não localmente livre de posto 2 sobre P3.

Então, o feixe QE é um feixe instanton de posto zero.

Demonstração. Do Lema 3.1.7 e da Definição 1.1.5 temos que QE é um feixe de dimensão

pura 1, pois do resultado principal dado no Teorema 3.1.5, temos que Sing(E) é uma

subvariedade de dimensão pura 1.

Agora mostremos que H0(QE(−2)) = 0 e H1(QE(−2)) = 0. Para isto, temos que a

sequência (3.1.11) induz a seguinte sequência exata em cohomologia

· · ·H0(E∗∗(−2)) −→ H0(QE(−2)) −→ H1(E(−2)) −→

−→ H1(E∗∗(−2)) −→ H1(QE(−2)) −→ H2(E(−2)) −→ · · ·

Aqui da definição de feixe instanton, tem-se:

H1(E(−2)) = 0 , H2(E(−2)) = 0.

Também como E∗∗ é feixe instanton temos que:

H0(E∗∗(−2)) = H1(E∗∗(−2)) = 0.

Assim a sequência acima, implica que H0(QE(−2)) = 0 e H1(QE(−2)) = 0.

Portanto, conclúımos que QE é um feixe instanton de posto zero.
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Da mesma forma para SE = Ext1(E,OP3), segundo a Definição 3.1.11, temos o

seguinte resultado:

Proposição 3.1.13. Seja E um feixe instanton não localmente livre de posto 2 sobre P3.

Então, o feixe SE = Ext1(E,OP3) é um feixe instanton de posto zero.

Demonstração. Como Supp (SE) = Sing(E), temos que SE tem dimensão pura 1.

Como E∗ é feixe instanton, temos que H3(E∗(−2)) = 0

Por outro lado, das sequência (3.1.5) e (3.1.6) temos as sequências exatas em coho-

mologia:

· · · → H2(K∗(−2)) → H2(A(−2)) → H3(E∗(−2)) → · · ·

· · · → H1(OP3(−1)) → H1(SE(−2)) → H2(A(−2)) → · · ·

Destas duas sequências, obtemos que H2(A(−2)) = 0, pois

H2(K∗(−2)) = H3(E∗(−2)) = 0.

O qual implica que

H1(SE(−2)) = 0.

Portanto, conclúımos que SE é um feixe instanton de posto zero.
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3.1.3 Polinômio de Hilbert de SE e QE

Definição 3.1.14. O polinômio de Hilbert PE(k) para E é definido por

PE(k) = χ(E(k)) =
∞∑

i=0

(−1)ihi(E(k)),

onde hi(E(k)) = dimH i(E(k)).

Da mesma forma, considere E um feixe instanton não localmente livre de posto 2 e

carga c, definido como a cohomologia da mônada

OP3(−1)c
α
→ O2+2c

P3

β
→ OP3(1)c (3.1.15)

Aqui esta mônada (3.1.15), pode ser quebrada em duas sequências exatas

0 → K → O2+2c
P3

β
→ OP3(1)c → 0 (3.1.16)

0 → OP3(−1)c
α
→ K → E → 0 (3.1.17)

onde K = ker β. Assim para k ∈ Z temos:

χ(OP3(k)2+2c) = χ(K(k)) + χ(OP3(k + 1)c),

χ(K(k)) = χ(OP3(k − 1)c) + χ(E(k)).

Portanto,

PE(k) = χ(E(k)) = (2 + 2c) · χ(OP3(k))− c · (χ(OP3)(k − 1))− c · χ(OP3(k + 1))

=
1

3
k3 + 2k2 + (

11

3
− c)k + 2(1− c). (3.1.18)

Também, dualizando as sequências (3.1.16) e (3.1.17) obtemos:

0 → E∗ → K∗ α∗

→ OP3(1)c → SE → 0

0 → OP3(−1)c → O2+2c
P3 → K∗ → 0
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onde SE = Ext1(E,OP3). Aqui vemos que

χ(K∗(k)) = χ(OP3(k)2+2c)− χ(OP3(k − 1)c),

então,

PSE
(k) = χ(E∗(k))− χ(K∗(k)) + χ(OP3(k + 1)c)

= χ(E∗(k))− χ(OP3(k)2+2c) + χ(OP3(k − 1)c) + χ(OP3(k + 1)c)

= χ(E∗(k))− χ(E(k)).

Além disso, como por (3.1.8) temos E∗ ∼= E∗∗, então:

PSE
(k) = PE∗∗(k)− PE(k). (3.1.19)

Por outro lado, temos a sequência exata

0 → E → E∗∗ → QE → 0

onde QE = E∗∗/E, assim

PQE
(k) = PE∗∗(k)− PE(k). (3.1.20)

Portanto, de (3.1.19) e (3.1.20), conclúımos:

PSE
(k) = PQE

(k).

Hartshorne em [8] mostra o seguinte resultado:

Lema 3.1.15 ([8], Lema 8.1). Seja E um feixe localmente livre de posto 2 sobre P3 com

classes de Chern c1(E) = 0 e c2(E) = c ′. Então

χ(E(k)) =
1

3
(k + 1)(k + 2)(k + 3)− c ′(k + 2),

para qualquer k ∈ Z.



3 Conjunto Singular de Feixes Instanton 47

Aqui como E∗∗ é localmente livre (Teorema 3.1.5) de posto 2 e c1(E
∗∗) = 0, se

c ′ = c2(E
∗∗), então pelo Lema 3.1.15 acima temos:

PE∗∗(k) = χ(E∗∗(k)) =
1

3
(k + 1)(k + 2)(k + 3)− c ′(k + 2) (3.1.21)

Logo, de (3.1.18) e (3.1.21) na igualdade (3.1.19) obtemos

PSE
(k) = χ(E∗∗(k))− χ(E(k))

= (c− c ′)k + 2(c− c ′).

Observação 3.1.16. Em resumo, nesta última parte mostramos:

• Supp(QE) = Supp(SE) = Sing(E).

• SE e QE são feixes instanton de posto zero.

• PSE
(k) = PQE

(k) = (c− c ′)k + 2(c− c ′)

Entretanto, isso não garante que SE ∼= QE.

Não conhecemos contra-exemplos para esta afirmação.



3 Conjunto Singular de Feixes Instanton 48

3.2 Propriedades do conjunto singular Sing(E)

Na Seção 3.1, estudamos o conjunto singular Sing(E) de feixes instanton de posto 2

sobre P3 que não são localmente livres, e apresentamos o resultado principal no Teorema

3.1.5, onde mostramos que Sing(E) tem dimensão pura 1. Aqui, note que Sing(E) é uma

curva em P3. Então é razoável se perguntar:

Que propriedades tem esta curva Sing(E) ?

Aqui apresentamos algumas propriedades.

3.2.1 Sing(E) está contido numa curva de grau c2

Nesta seção, começaremos mostrando uma propriedade do conjunto singular Sing(E),

como consequência da relação entre as equações da configuração ADHM 1-dimensional e

o complexo:

V ⊗OP3(−1)
α
→ W̃ ⊗OP3

β
→ V ⊗OP3(1) (3.2.1)

com dimV = c, dimW = r e W̃ = V ⊕ V ⊕W , onde os mapas α, β são dados por

α =




zB11 + wB21 + x

zB12 + wB22 + y

zj1 + wj2


 (3.2.2)

β = (−zB12 − wB22 − y zB11 + wB21 + x zi1 + wi2 ). (3.2.3)

Suponhamos que o mapa α é injetivo e o mapa β é sobrejetivo, isto é, o complexo

acima define uma mônada linear sobre P3 de posto r e carga c.

Assim temos o seguinte resultado:

Proposição 3.2.1. O conjunto singular de todo feixe instanton não localmente livre de

posto r e de carga c de tipo de quebra trivial, está contido em uma curva de interseção

completa Γ de grau c2.
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Demonstração. O fato de o mapa β ser sobrejetivo implica pela parte (3) da Proposição

2.4.4 que o feixe cohomologia E = ker β/imα é um feixe instanton livre de torção.

Por outro lado, pela parte (1) da Proposição 2.4.4, o mapa α(P ) é injetivo fora de

uma subvariedade de codimesão pelo menos 2, aqui vimos que os pontos onde o mapa

α(P ) não é injetivo coincide com o conjunto singular Sing(E) do feixe cohomologia E.

Assim, do mapa α dado em (3.2.2), tem-se que α é injetiva sobre a reta l∞ dada por

{z = w = 0}.

Agora, considere P = [x : y : z : w] ∈ P3 \ l∞, e v ∈ V , tal que α(P )(v) = 0, isto é,





(zB11 + wB21)v = −xv,

(zB12 + wB22)v = −yv,

(zj1 + wj2)v = 0.

(3.2.4)

Aqui, v é um autovetor comun de zB11 +wB21 e zB12 +wB22, com autovalores −x

e −y respectivamente. Logo, para z, w 6= 0 fixos, conclúımos que α(P ) não é injetivo para

os pontos dentro de uma curva de interseção completa Γ de grau c2, dado por:

Γ =





det(zB11 + wB21 + x) = 0

det(zB12 + wB22 + y) = 0

Como os pontos donde o mapa α(P ) não é injetivo é igual ao conjunto singular Sing(E)

da mônada (3.2.1), então conclúımos que Sing(E) está contida na curva de interseção

completa Γ de grau c2.
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3.2.2 Transformações elementares para instantons

Nesta seção apresentamos um resultado muito importante dado por Jardim, Mar-

kushevich e Tikhomirov em [16] onde, partindo de um feixe instanton livre de torção

de posto e carga arbitrária, os autores constroem feixes instanton livres de torção com

caracteŕısticas importantes.

Para isto, seja Σ uma curva reduzida localmente de interseção completa de gênero

aritmético g. Seja L um feixe invert́ıvel sobre Σ; o grau de L é o inteiro

degL = χ(L) + g − 1,

dado pelo Teorema de Riemann–Roch (Ver [7, Caṕıtulo IV, Teorema 1.3]), onde χ é a

caracteŕıstica de Euler. Assim para k ∈ Z seja o conjunto

Pick(Σ) := {[L] ∈ PicΣ | degL = k}.

Definição 3.2.2 (Transformações elementares para instantons). Seja Σ como acima e

F um feixe instanton sobre P3. Uma transformação elementar (Σ,L, ϕ) para F

consiste do seguinte:

a) Um mergulho ι : Σ →֒ P3 de grau d;

b) Um feixe invert́ıvel L ∈ Picg−1(Σ) tal que

h0(ι∗L) = h1(ι∗L) = 0;

c) Um morfismo sobrejetivo ϕ : F → ι∗L(2).

Segundo esta definição, tem-se o seguinte resultado:

Proposição 3.2.3. Dado um feixe instanton F sobre P3 de posto r e carga c, e uma

transformação elementar (Σ,L, ϕ) para F como acima. Então, o feixe E := kerϕ é um

feixe instanton de posto r e carga c+ d.

Além disso, E∗ ≃ F ∗ e, se F é localmente livre, E∗∗/E ≃ ι∗L(2).
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O feixe E := kerϕ é chamado uma transformação elementar de F ao longo de Σ.

Em seguida, usaremos este resultado para apresentar 2 exemplos. Para isto considere

F um feixe instanton de posto r e carga c sobre P3.

• Para posto 2, faremos uma construção de um feixe instanton de posto 2 cujo conjunto

singular é dado pela união de duas retas disjuntas.

• Para posto 3, da mesma forma constrúımos um feixe instanton de posto 3 cujo

singular é dado pela união disjunta de um ponto e uma reta.

3.2.3 Exemplo de posto 2

Agora, seja Σ1 uma reta em P3 e o mergulho ι : Σ1 →֒ P3 com

L1 = OΣ1
(−P1) ∼= OP1(−1) para P1 ∈ Σ1.

Portanto, temos

h0(ι∗OΣ1
(−P1)) = h1(ι∗OΣ1

(−P1)) = 0.

Consideramos F um feixe instanton localmente livre de posto 2. Como F é de tipo de

quebra trivial temos que existe um morfismo sobrejetivo

ϕ : F −→ ι∗L1(2).

Assim temos a transformação elementar (Σ1,L1, ϕ) para F .

Então, pela Proposição 3.2.3, o feixe definido por E1 = kerϕ, é um feixe instanton

de posto 2, onde

E∗∗
1

∼= F e E∗∗
1 /E1

∼= ι∗L1(2).

Daqui, tem-se que

Supp(ι∗L1(2)) ∼= Supp(E∗∗
1 /E1) ∼= Σ1.

Por outro lado, temos a sequência exata

0 → E1
δ
−→ F

ϕ
−→ ι∗L1(2) → 0, (3.2.5)
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onde vemos que:

Supp (ι∗L1(2)) = Sing(E1),

pois, F é localmente livre. Portanto, conclúımos que Sing(E1) = Σ1.

Considere agora Σ2 outra reta em P3 disjunta a Σ1 e o mergulho j : Σ2 →֒ P3, onde

para Σ2, temos L2
∼= OΣ2

(−P2) para P2 ∈ Σ2. Então, da mesma forma temos:

h0(j∗OΣ2
(−P2)) = h1(j∗OΣ2

(−P2)) = 0.

Aqui, considere um morfismo sobrejetor

ψ : E1 → j∗L2(2).

Logo, tome E2 = kerψ tal que a sequência

0 → E2
β
−→ E1

ψ
−→ j∗L2(2) → 0 (3.2.6)

seja exata.

Assim, temos uma transformação elementar (Σ2,L2, ψ) para E1. Segue da Pro-

posição 3.2.3 que E2 é um feixe instanton.

Observe que E∗
1
∼= F ∗ e E∗

2
∼= E∗

1 , portanto E
∗∗
2

∼= E∗∗
1

∼= F .

Voltando na sequência (3.2.6), podemos obter um morfismo injetivo

α : E2 → E∗∗
1 ,

e denote por Q = Coker α. Assim, temos a sequência exata

0 → E2
α
−→ E∗∗

1 → Q→ 0, (3.2.7)

donde vemos que:

Supp Q = Sing(E2),

pois, E∗∗
1 ≃ F é localmente livre.
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Assim, das sequências (3.2.6) e (3.2.7), podemos construir o seguinte diagrama co-

mutativo

0

��

0

��

0 // E2

∼=
//

β

��

E2
//

α

��

0 //

λ
��

0

0 // E1
δ

//

��

E∗∗
1

ϕ
//

��

ι∗L1(2) //

∼=
��

0

j∗L2(2) //

��

Q //

��

ι∗L1(2)

0 0

Donde o Lema da serpente (ver [33, Lema 1.3.2]), nos garante a sequência exata

0 → j∗L2(2) → Q→ ι∗L1(2) → 0. (3.2.8)

Afirmação. Dada a sequência 3.2.8. Então

Supp Q = Supp (j∗L2(2)) ∪ Supp (ι∗L1(2)).

De fato.- A sequência (3.2.8) induz para cada x ∈ P3 a sequência exata

0 → (j∗L2(2))x → Qx → (ι∗L1(2))x → 0.

Temos portanto que

x ∈ Supp Q ⇔ Qx 6= 0

⇔ (j∗L2(2))x 6= 0 ou (ι∗L1(2))x 6= 0

⇔ x ∈ Supp (j∗L2(2)) ∪ Supp (ι∗L1(2)).

Mas Supp (ι∗L1(2)) = Σ1 e Supp (j∗L2(2)) = Σ2.

Portanto

Supp Q = Σ1 ∪ Σ2,
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isto é,

Sing(E2) = Σ1 ∪ Σ2.

Assim, constrúımos o feixe instanton E2 de posto 2 em P3, cujo conjunto singular

é dada pela união de duas retas disjuntas. Procedendo desta forma, pode-se produzir

instantons livres de torção com qualquer número de componentes irredut́ıveis.

Portanto, conclúımos que no caso geral o conjunto singular estudado não é conexo.

3.2.4 Exemplo de posto 3

Pela Observação 3.1.6 temos que existem feixes instanton de tipo de quebra trivial

E1 de posto 3 cujo conjunto singular é um ponto P ∈ P3. E1 é um feixe reflexivo, mas

não localmente livre.

Seja Σ uma reta em P3 tal que Σ ∩ {P} = ∅, e seja ι : Σ →֒ P3 o seu mergulho em

P3. Logo, como E1 é de tipo de quebra trivial, existe um morfismo sobrejetivo

ϕ : E1 → ι∗L(2).

Temos portanto uma transformação elementar (Σ,L, ϕ) para E1.

Tome E2 = kerϕ; pela Proposição 3.2.3 temos que E2 é um feixe instanton de posto

3 com:

E∗
2
∼= E∗

1 e Supp(ι∗L(2)) = Σ, (3.2.9)

e tem-se a sequência exata

0 −→ E2 −→ E1 −→ ι∗L(2) −→ 0. (3.2.10)

Por outro lado, como E1 é reflexivo e por (3.2.9), temos que E∗∗
2

∼= E∗∗
1

∼= E1, isto é,

Sing(E∗∗
2 ) = Sing(E1) = {P}.

Assim da sequência (3.2.10) obtemos a sequência exata

0 −→ E2 −→ E∗∗
2 −→ ι∗L(2) −→ 0. (3.2.11)
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Além disso, temos que a sequência (3.2.11) induz a sequência exata

0 −→ (E2)x −→ (E∗∗
2 )x −→ (ι∗L(2))x −→ 0. (3.2.12)

para cada x ∈ P3.

Tome agora x /∈ Σ ∪ {P}, então

(ι∗L(2))x = 0 e (E∗∗
2 )x é livre.

Assim, temos da sequência (3.2.12) que (E∗∗
2 )x ∼= (E2)x, isto é, (E2)x é livre o qual implica

que x /∈ Sing(E2).

Portanto,

Sing(E2) ⊂ Σ ∪ {P}.

Por outro lado, seja x = {P}, então

(E∗∗
2 )x não é livre e (ι∗L(2))x = 0 pois x /∈ Supp(ι∗L(2)),

assim, da sequência (3.2.12) obtemos que (E2)x ∼= (E∗∗
2 )x não é livre. Logo

x ∈ Sing(E2).

Agora, se x ∈ Σ então

(ι∗L(2))x 6= 0 e (E∗∗
2 )x é livre,

e temos o seguinte diagrama comutativo

0

��

0

��

0 // (E2)x //

��

(E∗∗
2 )x //

≃

��

(ι∗L(2))x //

��

0

(E∗∗
2 )x

≃
//

��

(E∗∗
2 )x

��

// 0

(E∗∗
2 )x/(E2)x

��

// 0

0
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Isto é,
(E∗∗

2 )x
(E2)x

∼= (ι∗L(2))x.

Daqui (E2)x ≇ (E∗∗
2 )x, pois do contrario (ι∗L(2))x = 0, que é uma contradição. Assim

(E2)x não é livre, isto é,

x ∈ Sing(E2).

Portanto conclúımos que

Sing(E2) = Σ ∪ {P}.

Assim, foi constrúıdo um feixe instanton de posto 3 cujo conjunto singular é união

de uma reta e um ponto.

Observe que:

• QE2
é suportado em Σ enquanto SE2

é suportado em Σ ∪ {P}.

• QE2
é instanton de posto zero, mas SE2

não é.

• QE2
tem dimensão pura 1, mas SE2

não.
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