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Abstract

In this work, we study an equivalence between monads and representations
of quivers. The second chapter presents a decomposability criterion for linear
monads and, in particular, for instantons. In the third chapter we present
new examples of monads on projective spaces of even dimension, which ge-

neralize the Horrocks-Mumford monad on P*.

Resumo

Neste trabalho estudamos uma equivaléncia entre monadas e representacoes
de quivers. No segundo capitulo apresentamos um critério de decomponibi-
lidade para monadas lineares e, em particular, para instantons. No terceiro
capitulo apresentamos exemplos de monadas sobre espagos projetivos de di-

mensao par que generalizam a monada de Horrocks-Mumford em P4,
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Introducao

Nos anos 60, Horrocks [5] introduziu o conceito de moénada como ferramenta
para construir fibrados vetoriais sobre espagos projetivos. Em [9], Jardim
e Martins demonstram que sob certas condigoes da variedade base, todo
fibrado vetorial é cohomologia de um certo tipo de méonada chamada monada
Horrocks. Resultados como estes sao motivagao para estudar monadas sobre
espagos projetivos. Fazemos isso através de uma equivaléncia entre monadas
lineares e representacoes de um certo quiver.

Nesta tese, o primeiro capitulo é dedicado as defini¢oes de quiver, monada,
cohomologia de uma monada e do funtor que associa a cada monada uma
representacao de um quiver.

No segundo capitulo apresentamos o resultado demonstrado no artigo [11]
em conjunto com Jardim, que estabelece um critério de decomponibilidade
para monadas lineares e aplicamos este critério para fibrados instanton.

Fibrados vetoriais sobre espagos projetivos P" sao objetos muito interes-
santes. Existem poucos exemplos de tais fibrados indecomponiveis de posto
“baixo”, isto é, de posto r com 2 < r < n — 1 sobre P".

Em 1973, Horrocks e Mumford criaram em [6] um fibrado vetorial in-

decomponivel de posto 2 no espago projetivo de dimensao 4, sendo o tnico



fibrado conhecido com posto 2 em P, com n > 4. Este fibrado é obtido
como cohomologia da monada de Horrocks-Mumford. Motivados por este ex-
emplo, apresentamos no terceiro capitulo novas moénadas sobre espagos proje-
tivos de dimensao par cujas cohomologias generalizam o fibrado de Horrocks-

Mumford. Mostramos que tais monadas sao indecomponiveis.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste Capitulo colocaremos algumas defini¢oes que serao base para o trabalho
nos capitulos seguintes. Comecaremos com a definicdo de monadas e alguns
resultados conhecidos da literatura. Como referéncia citamos [3], [8], [17],
[18] e [22].

Na segunda secao temos defini¢oes e alguns exemplos de quivers e re-
presentagoes de quivers. Estes podem ser encontrados em [1], [12], [15], [21]
e [23].

Terminando o capitulo, temos a construcao de um funtor que fornece uma
equivaléncia entre a categoria de monadas particulares e uma subcategoria

da categoria de representacoes de um quiver associado a estas monadas.

1.1 Monadas.

Seja V(X)) a categoria dos fibrados vetoriais sobre uma variedade complexa

projetiva X.



Definicao 1.1 Sejam E e F' fibrados vetoriais sobre X de posto m e n,
respectivamente, comm < n, e ¢ : . — F um morfismo de fibrados vetoriais.

Definimos o local de degenerescéncia de ¢ sendo o conjunto

Yy ={pe X :1tk¢, <m}.

Isto €, o local de degenerescéncia de um morfismo é o conjunto dos pontos
p € X onde a transformacao linear ¢, : E, — F, induzida pelo morfismo de

fibrados nao € injetiva.
A seguinte defini¢ao pode ser encontrada em [18], Definigao 3.1.1.
Definicao 1.2 Uma moénada M € um complexo da forma
M:A - B ? C

onde A, B e C sao objetos da categoria V(X), ¥, € vazio e o morfismo

BB — C é um morfismo sobrejetivo.

Pode-se fazer a defini¢ao anterior usando em vez de V(X)) uma categoria
abeliana qualquer. Para este trabalho, fixaremos a categoria dos fibrados

vetoriais.

Ao fibrado E = 115;% chamaremos de cohomologia da monada M.

Uma monada é completamente determinada pelo seguinte diagrama co-

mutativo com linhas e colunas exatas.



O—>./‘é‘l—>ker(6) E 0
0 A——B coker(a) —=0
B
C C
0 0

Definimos morfismos entre monadas como morfismos entre complexos,
ou seja, a categoria das monadas é uma subcategoria plena da categoria de
complexos de fibrados vetoriais sobre a variedade X. Denotaremos M(X) a
categoria das monadas sobre uma variedade X.

Note que um morfismo entre monadas induz morfismo entre os fibrados

cohomologia dessas monadas. Temos assim, um funtor
H: M(X)—V(X)

onde V(X)) é a categoria dos fibrados vetoriais sobre a variedade X.
No Apéndice A temos a definicao de variedade aritmeticamente Cohen-
Macaulay (ACM). Neste trabalho ¢é suficiente lembrar a seguinte caracter-

izagao, dada em [9]:

Proposicao 1.3 Uma variedade projetiva X C P" de dimensao pura n é
ACM se e somente se HX(P", Ix) =0 e H(Ox(k)) = 0 para todo k quando

1<i<n-—1, onde Ix € o ideal saturado de X.



Exemplos de variedades ACM sa@o espacos projetivos e intersecoes com-
pletas.

A seguinte defini¢ao pode ser encontrada em [9] Defini¢ao 2.1.

Definigao 1.4 Sejam X uma variedade ACM, Ox(1) o fibrado de linha
amplo sobre X e wx o fibrado de linha canonico sobre X. Uma monada

M:A—B ? C ¢é Horrocks quando
o A=3""  wx(k;) onde k; € Z;
o C=>"_,0x(l) onde l; € Z

o HY(B)=H"'(B) =0

Os seguintes resultados sao motivagao para estudar fibrados vetoriais que

sao cohomologia de monadas.

Teorema 1.5 ([9], Teorema 2.3) Sejam X uma variedade ACM de di-
mensao n > 3 e E um fibrado vetorial sobre X. FEntao, existe uma corres-
pondéncia  bijetiva  entre  cole¢coes  {hi,...,h g1, s}, onde
h; € H(E* @ wx(k:)) e g; € H'(E(=l;)), para inteiros k; e l; e classes
de isomorfismo de monadas na forma
M : Puwx (k) — F — @ 0Ox(l))
i=1 Jj=1

cuja cohomologia € isomorfa a E. Esta correspondéncia satisfaz a sequinte
propriedade: a monada M ¢é Horrocks se e somente se {g;}i_, gera HY(E),
e {h;}I_, gera HY(E* @ wx) como S(X)—mddulos, onde S(X) ¢ o anel local

de coordenadas homogéneas de X .



Ou seja, fibrados vetoriais sobre variedades ACM de dimensao n > 3 sao

cohomologia de monadas Horrocks.

Teorema 1.6 ([9], Corolario 2.4) Todo fibrado vetorial E sobre uma va-

riedade ACM de dimensdo n > 3 é cohomologia de uma monada Horrocks.

Assim, se X é variedade projetiva ACM com dimensao maior ou igual a

3 podemos estudar fibrados vetoriais sobre X olhando monadas Horrocks.

Teorema 1.7 ([9], Teorema 2.5) Seja X uma variedade projetiva ACM e
sejam

M1 : Al — Bl — Cl
ai b1
M2 : AQ — BQ — C2
a3 B2
monadas Horrocks. Seja p o morfismo

p : Hom(B;, As) ® Hom(Cy, By) — Hom(M, Ms)
(Y1, 42) = (Y100, aothy + Yoy, Baths)

Entao, a sequéncia
0 — Im p - Hom(M;, My) = Hom(H(M;), H(M)) — 0
¢ exata, onde 1 € a inclusao e ™ € o morfismo natural.

Ou seja, nas hipdteses do Teorema, o funtor G induz isomorfismo entre
Hom(M;, Ms) e Hom(H(M;), H(M;)) se, e somente se, Im p é trivial.

A seguinte defini¢ao pode ser encontrada em [8].



Definicao 1.8 Seja X = P". Definimos uma monada linear sobre P* como

a sequinte monada
Opn (—1)%" — OFF 2 Opn (1)%°.

Quando a = ¢, dizemos que a monada € um instanton, ¢ € a carga er = b—2c

¢ o posto do instanton.

Imediatamente se verifica que quando n > 3, moénadas lineares sao
Horrocks.

Como Hom(Opn, Opn(—1)) = Hom(Opn (1), Opn) = 0, temos pelos Teo-
remas 1.6 e 1.7 que a categoria das monadas lineares ¢ equivalente a uma
subcategoria da categoria dos fibrados vetoriais sobre P". Chamaremos de

fibrados lineares os fibrados que sao cohomologia de monadas lineares.

Definicao 1.9 Em P*, a ménada de Horrocks-Mumford é dada pelo com-

plexo
Olgf(—l) — Q2,(2)%% — (’)]?45

que descreveremos no terceiro Capitulo.

1.2 Quiver e Representacoes de Quivers

Nesta secao definimos quiver, representacoes de quivers, relagoes e repre-
sentagoes de quivers com relagoes. Estas defini¢oes podem ser vistas em [1],

12], [13], [14], [15], [20], [21] ou [23].

Definigao 1.10 Um Quiver € um objeto Q = (Qo; Q1), onde Qy € um con-
junto chamado conjunto de vértices de ), ()1 € um conjunto chamado con-

junto de flechas do quiver Q) (ambos finitos) tal que existam mapas h,t : Q1 —

8



Qo chamados ponta e cauda, respectivamente, onde dizemos que o € @y

comeca em qo e termina em qi, com qo,¢1 € Qo, quando t(a) = qo e

h(a) = q1.
E muito 1til representar um quiver como um grafo orientado.

Exemplo 1.11 1. O quiver pode ter lagos, isto €, flechas que comecam e
terminam no mesmo vértice, como o quiver de Jordan, que tem apenas

um vértice e uma flecha
J: aC.l

2. O quiver de Kronecker, que tem dois vértices e n flechas ligando-os

(todas na mesma dire¢ao)

Definigao 1.12 Dado um corpo k, uma representacao V = (V;, ¢,) de um
quiver @ sobre k é uma cole¢do de k-espagos vetoriais {V; |1 € Qo} com uma

colecao {qﬁa Vi) = Vi) | € Ql} de transformacoes lineares.

O conjunto de todas as representacoes sobre um corpo k de um quiver )

serd denotado por Rep(Q, k).

Definicao 1.13 Dado um quiver (), um morfismo f : V — W entre as re-
presentagoes V.= (Vi,00) e W = (Wi, 0,) de Q € um conjunto de mapas

lineares (f;) icqo tal que o sequinte diagrama comuta para toda flecha o € Q.



ba
Vi) = V()

ft(a)l lthI)

Wita) == Wha)
Com os morfismos como definidos acima, Rep(Q, k) é uma categoria.

Defini¢ao 1.14 Dada uma representacao V- = (Vi, ¢o) de um quiver Q,
dizemos que a representagao W = (W;,1,) de QQ é uma subrepresentacao de
V' quando W; C V; é subespago vetorial para todo i € Qg e j : W — V dada
pela inclusao de espagos vetoriais € um morfismo entre representacgoes, isto

€,

o
Vitw) = V(o)

jt(a)JA th(a)
Ya

Wia) — Wh(a)

para cada o € Q4.

Defini¢ao 1.15 Dados um quiver Q, representacoes V- = (Vi, o) € W =
(Wi, a) de Q e um morfismo f:V — W temos:

o ker f € a representacao de Q) dada por (ker f), = ker f; para todo vértice
ie(kerf), = (ba‘kerft(a) para toda flecha o.

e coker f € a representacao de () dada por (coker f), = coker f; para todo
vértice i e (coker f), € o morfismo induzido por 1, de coker fyq) em

coker fi(), para toda flecha c.

10



Seja a € Q1. Da definigao de morfismo, temos para todo v € ker f;q) que
Jr(@)(@a(V)) = Ya(fie)(v)) = 0. Assim, ¢o(v) € ker fro € a representagao
ker f esta bem definida.

Agora, sejam wy, wy € Wyq) tais que wy — wy = fyq)(v) para algum
v € Vo), isto é, wy e wy estao na mesma classe de equivaléncia em coker fy).
Entao, Yo (w1) —a(w2) = ¢a(wi—w2) = Ya(fua)(v)) = fr)(Pa(v)). Assim,
a(wy) € Ya(wy) estdo na mesma classe de equivaléncia e concluimos que

coker f esta bem definida.

Definicao 1.16 Sejam V = (V;,¢,) e W = (W;,1,) duas representagies
do quiver (). A representacdo soma direta de V e W, denotada por X =

(Xi,Ya) =V @& W € dada por:
o X, =V, ®W,;, para todo i € Qy

® Y (v,w) = (¢a(v), Ya(w)), para todo a € Q1, v € Vi) e w € Wy

Definicao 1.17 Dizemos que uma representacao ¢ decomponivel quando for
1somorfa a soma direta de duas subrepresentagoes nao triviais. Senao, dize-

mos que a representacao € indecomponivel.

Definicao 1.18 Dizemos que wuma representacao V € Schur quando

Hom(V,V) = k.

Lema 1.19 Sejam Q um quiver e V- = (V;, ¢o) uma representag¢io. Se V é
Schur, entao V' € indecomponivel

Prova: Note que para todo z € k temos f* € Hom(V, V') dada por
Vi —

Vv —— IV

11



Temos assim, k C Hom(V, V).
Se V' € uma representacao decomponivel, digamos V = Wy & Wy, temos
k* C Hom(V,V), via as inclusoes Wi — V e Wy <= V, 0 que demonstra o

lema. O

A reciproca em geral é falsa.

Exemplo 1.20 Tomamos agora o quiver de Jordan do Fxemplo 1.11 eV o

objeto de Rep(J,R) dado por
R2D B
0

Onde B = . Esta representagao € indecomponivel. Um mor-
11

fismo f : V. — V nada mais € que uma matriz dois por dois A tal que

A.B = B.A, ou seja,
a 0

b a

A pumy
onde a,b € R. E temos Hom(V, V') # R.

Dado um quiver (), um caminho de comprimento n é uma sequéncia de
flechas a1 . .. oy tal que h(qy) = t(a;r1). O conjunto @y dos vértices
de @) é o conjunto dos caminhos de comprimento 0. Define-se a dlgebra de
caminhos de () pelo espaco vetorial sobre o corpo k que tem como base o
conjunto de todos os caminhos de comprimento maior ou igual a 0, onde a
multiplicacao é dada pela concatenacao de caminhos. Podemos definir uma
representacao de um quiver como um modulo sobre a algebra de caminhos.

Para mais resultados sobre [1], por exemplo, para mais resultados.

12



Definicao 1.21 Dado um quiver ), uma relacao R € uma combinacao linear
de caminhos R = Y aj\ onde a; € k e \j = au,y...a1; $Go caminhos
tais que h(am,s) = h(an, ;) e t(ays) = t(ayy;) para todo s e j. Em outras
palavras, os caminhos A\, comeg¢am e terminam em mesmos vértices t(R) e
h(R), respectivamente.

Dizemos que uma representacao V= (V;, ¢,) de Q satisfaz a relagio R

quando

Zal¢l =0

onde ¢l = (banl,l . ¢a1,z : V;t(R) — Vh(R)-

Definicao 1.22 Sejam K, 1 o quiver de Kronecker com n + 1 flechas

e V uma representacao de K,,1. Dizemos que V é uma representagao glo-
balmente injetiva quando para qualquer (zg : z1 : ... : z,) € P(k"!) temos
que Y ziba, € injetiva.

Analogamente, dizemos que V € uma representacdo globalmente sobreje-

tiva quando )’ z;¢,, € sobrejetiva.

Note que na definicao  anterior poderiamos ter  escrito
“(20, 21, .., 2n) € k™1 nao nulo”. No entanto, a definicao como foi apre-
0y <1, ) n ) ¢ p

sentada se mostrara mais interessante.

Definigao 1.23 Sejam K(,41)x(nt1) 0 quiver

ao Bo
_— —_—
[ ] . [ : [
. :

an B

13



e V. uma representagio de K(ni1)x(nt1)- Sejam ainda as relagoes
Ri; = Bioj + Bjoy para 0 < ¢ < j < n. Dizemos que V é uma representacao

globalmente injetiva e sobrejetiva quando:
o {(a, }1y determinam uma representacao globalmente injetiva de K, y1;

o {¢p i, determinam wuma representagdo globalmente sobrejetiva

de Kn+1;
o V satisfaz as relagoes R;;.

Denotaremos T8% a subcategoria plena de Rep(K(ni1)x(nt1), k) cujos

objetos sdao as representacoes de K, 1)xn+1) que satisfazem esta definicao.

Definigao 1.24 Sejam V' uma representaciao do quiver Q e Qo = {1,2,...,n}.
O vetor dimV = (vq,vg,...,v,) onde v; = dim'V; é chamado vetor dimensao

da representacao V.

No Appendice B temos a construcao do sistema de raizes de um quiver.
O Teorema B.8, conhecido como Teorema de Kac, estabelece uma relacao
biunivoca entre vetores dimensao de representacoes indecomponiveis de um
quiver sem relacoes () e vetores positivos do sistema de raizes de Q).

Da definicao do sistema de raizes, temos que se x € Z" é um vetor
do sistema de raizes, entdo ¢(z) < 1. Temos assim como consequéncia do

Teorema B.8

Corolario 1.25 Sejam QQ um quiver e q a forma de Tits associada a (). Se
x € Z™ é um vetor cujas entradas sao todas nao negativas e q(x) > 1, entdo

qualquer representagcao V' do quiver Q) com dimV = x é decomponivel.

14



Estes resultados e definigdes podem ser encontrados em [12], [13] e [14].

Explicitamente a forma de Tits para o quiver K, 1)x(nt1) €
qla,bc) =a* +b* +c —b(n+1)(a+c) (1.1)

onde (a,b,c) € Z3.

1.3 Funtor entre monadas e representacoes
de quivers.
Seja X uma variedade projetiva complexa.

Definigao 1.26 Um fibrado vetorial A sobre X € simples quando
Hom(A, A) =C .

Sejam A, B e C fibrados simples sobre X. Denotaremos por M az¢(X) a

categoria das monadas:

A@a_>B€Bb_>Ceac
¢ ¥

quando existe monada com esta configuracao.

Temos que Hom (A%, B®) = Maty,, ® Hom(A, B), onde Maty, é o con-
junto das matrizes de entradas complexas com b linhas e a colunas. Fixando
a base {z1,...,z,} C Hom(A, B), podemos associar ¢ € Hom(A%, B%) a uma
representacao do quiver de Kronecker com n flechas, escrevendo

p=01Rx1+ -+ ¢, ® T, onde ¢; sao matrizes b por a, e fazendo

¢

Ce

$n

15



Similarmente, a partir de uma base fixada de Hom(B, C) podemos associar
a cada 1 € Hom(B’ C°) uma representacao do quiver de Kronecker com
m = dim Hom(B, C) flechas.

Dada M € M 4p¢(X), denotaremos por F(M) a representagao do quiver

a1 B1

—_—
Koum= o e o
1—s 253

Qn Bm

obtida via bases fixas de Hom(A, B) e Hom(B,C), onde n = dim Hom(.A, B)
e m = dim Hom(B,C).
Sejam M; = (A% — B — C%9) € Mype(X), para i = 1,2 ¢

7 7

f € Hom(My, Ms), isto é, f = (fa, fs, fc) tal que o diagrama

Aal ¢1 Bbl @Z)l CCI

A

A(Zg - BbQ — CCQ

@2 P2

comuta.

Como A, B, C sao fibrados simples, temos que
[ J I’IOH](./‘VZ:l y Aa2) = MataQ ><a1;
o Hom(B", B”) = Maty, «,;

e Hom(C*,C*) = Mat,,x., -

16



Assim, podemos construir um morfismo F(f) : F(M;) — F(Ms,) de

representacoes de quiver.

1 U
Ca: Ch i Co
_— _—

o Vi
fa I fe
7 v
C=: Ch:oCe
on U,

Em outras palavras, temos um funtor F' : M4 pc(X) = Rep(K,xm, C).
Note que o funtor depende da escolha de bases para Hom(.A, B) e Hom(B,C).

Seja g : F(M;) — F(M;) um morfismo entre representacoes de
quivers. Via os isomorfismos fixados na definicao de F' podemos determinar
f: My — M, tal que F(f) = g. Portanto, o funtor F' é pleno, isto é, dados
My, My € Magce(X), temos F' @ Hom(My, My) — Hom(F (M), F(Ms)) é
sobrejetivo. Em outras palavras, o funtor F' é pleno.

Por outro lado, seja f : My — M, tal que F(f) = 0. Da defini¢ao do fun-
tor F temos que f = 0, de onde segue que F ¢é fiel, isto é,
F : Hom(M,, M) — Hom(F (M), F(M,)) é injetivo, ou seja, o funtor F
é fiel.

Portanto, uma vez que F é pleno e fiel, ou seja, a categoria M4 ge(X) é

equivalente a uma subcategoria plena de Rep (K, xm, C).

Teorema 1.27 Sejam A,B e C fibrados simples sobre uma variedade X .
Entao, a categoria de monadas M apc(X) € equivalente a uma subcategoria

plena da categoria das representacoes do  quiver Ky, onde

n = dim Hom(A, B) e m = dim Hom(B,C).
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Assim, se queremos estudar a categoria M 4 5¢(X), podemos olhar para
uma subcategoria das representagoes do quiver K,y .

O seguinte lema é de verificacao imediata.

Lema 1.28 Seja M um objeto da categoria M apc(X) decomponivel, isto
é, existem monadas My e My em M apc(X) tais que M = M, & M,. Entdo,

a representacao F(M) do quiver K,xm, € decomponivel.

Prova: Se o objeto M da categoria M 4 5c(X) é decomponivel, temos que
existem monadas M; e M, objetos da categoria M 4 ¢(X) nao nulos tais
que M = M, & M.

M; : A% & Bbi 5 e,

Como os morfismos que definem a monada M se quebram em blocos como

os morfismos que definem as monadas M; e M,

a0 Br 0
B
0 0 By

a representagao F'(M) do quiver K, obtida como no Teorema 1.27 é soma

direta das representacoes F'(M;) e F(Ms), o que mostra o resultado.

Assim, se a representacao de quiver F(M) é indecomponivel, entao a

monada M ¢é indecomponivel como objeto da categoria M 4 5¢(X).
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Capitulo 2

Um critério de
Decomponibilidade para

fibrados instanton.

O principal resultado deste capitulo é a Proposicao 2.7, que foi apresentada
no artigo [11] e diz que: dado uma monada instanton M sobre P", como na
Definicao 1.8, com carga c e posto r, se r é suficientemente maior que ¢, entao
M é decomponivel. Apresentamos aqui a demonstracao deste resultado.

Seja M a categoria das monadas linears sobre P, como no Exemplo 1.8
M : O[pm(—l)@a — Og? ? Opn(l)@c.

A partir de escolha de coordenadas homogéneas de P", temos uma base
para H0<O]pn(]_)) = HOIH(O[[M(—]_), O[pm) = HOHI(O]pn, Opn(l)) = Cn+1 e
usando o Teorema 1.27 temos uma equivaléncia entre a categoria de monadas

lineares e uma subcategoria plena da categoria das representagoes do quiver
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Kni1)x(n+1)-

Seguindo a notagao do Capitulo anterior, seja
F: M — Rep(Kpni1)xn+1), C)
o funtor obtido de uma escolha de coordenadas homogéneas de P".
Lema 2.1 Se M € M, entdo F(M)é um objeto de T'5".

Prova: Sejam M : Opa(—1)%* — OFF ? Opr (1) uma monada linear e

F(M) a representagao

ap Bo

—_— —
ce : C* : C-°,
Ton B,

onde o; € Maty,, e 3; € Mat.y;,. Temos que:

e como a : Op(—1)% — OF é um morfismo injetivo, para todo
n
(g : ... : x,) € P" temos E xr;a; é uma transformagcao linear inje-

_ i=0
tiva;

e similarmente, como £ : OFF — Opn(1)®¢ é um morfismo sobreje-
n

tivo, temos que E x;f; ¢ transformacao linear sobrejetiva para todo

j=0
(xo:...:xy) € P
e uma vez que Joa = 0, para todo (zg : ... : x,) € P" temos que
Z xi$j(5i05j + 53'@1') =0.
0<i<j<n
Portanto, F(M) é um objeto de T'8* . -
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Lema 2.2 ([11] Proposicao 2.5) O funtor F : M — T'8® é uma equivaléncia

de categorias.

Prova: Dado um objeto V de I'®® e uma escolha de coordenadas ho-
mogéneas de P", como visto na Segao 1.3 podemos construir uma monada
M tal que F(M) =V e pelo Lema 2.1 é objeto de M.

Como Hom(M, N) EN Hom(F(M), F(N)) é isomorfismo para quaisquer
monadas lineares M e N, pelo Teorema 1.7, o funtor F' é equivaléncia de

categorias. J

Lema 2.3 ([11] Lema 2.4) Seja V' um objeto de T%S decomponivel,
digamos V = Vi @& Va. Entdo, V; € '8 para i = 1, 2.

Prova: Basta mostrar que V; € I8,
Como V; = (C%,C» Co{fl},{gl}) ¢ subrepresentacao de
V = (C* C C%{fi},{gi}), temos o seguinte diagrama comutativo:

fo go
Ce : Cb o (e

I o

fo g8

I I
Ca Ch PCe

I g

onde as setas verticais indicam inclusoes.
Uma vez que o diagrama é comutativo, temos que a representacao V;

também satisfaz as relagoes R;; da Defini¢ao 1.23, para 0 <,5 < n.
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Podemos ver Wy = (C*,C"; {f!}) como uma subrepresentacao da repre-
sentagao W = (C* C {f;}) do quiver de Kronecker. Como W ¢é globalmente
injetiva, temos que W também o é.

Além disso, a representagio U; = (C, C; {g}}) é isomorfa ao quociente
U/Us,, onde U = (C*,C% {g;}) e Uy = (C*,C2;{g?}) sdo representacoes do
quiver de Kronecker. Como U é globalmente sobre e U; é um quociente de
U, temos que U! é globalmente sobre.

Portanto, temos que V; € T'8s. O

Lema 2.4 Seja M € M. Se F(M) é uma representacao decomponivel,

entdo existem monadas nao triviais M, M? € M tais que M = M* & M?2.

Prova: Se F(M) = V) @V, é uma representagao decomponivel, temos do
Lema 2.3 que Vi, V, € T8,
Como F ¢ equivaléncia de categorias, temos monadas M' e M? tais que

F(M)=Vie M= M'® M2, -

Lema 2.5 Seja V € I'8® com dimV = (a,b,c). Se q(a,b,c) > 1, entdo V ¢
decomponivel.
Prova: FEste resultado é a aplicacao imediata do Teorema de Kac ([12],

pg 85) para o quiver K i1)x(ni1)- .

Teorema 2.6 ([11] Teorema 1.1) Se a®> +b* +c —b(n + 1)(a +¢) > 1,

entao a monada

M : Opn(—1)%* — OF° 2 Opn (1)%°
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se decompade como soma de duas monadas lineares.

Prova: Basta aplicar o funtor descrito no Lema 2.2 e o Lema 2.3.

Proposigao 2.7 ([11] Corolario 1.2) Seja M o instanton
M : Opn(—1)%¢ % 02r+2e 5 0, (1)%e,

Se
r>(n—1)c+/A((n+1)2—2)+1, entdo M é decomponivel.

Prova: Nas hip6teses acima, seja F'(M) o elemento de '8 associado pelo
funtor determinado por uma escolha de coordenadas homogéneas de P". A

forma de Tits aplicada ao vetor dimensao de F'(M) é

q(e,r +2¢,¢) = 2%+ (r+2¢)*> — (r+2¢)(n + 1)(2c)
= ((r+2c¢)—cn+1)*—=c*((n+1)*-2)

= (r—cn—-1)2=A(n+1)?-2)

e como 1 > (n — l)c + y/A((n+1)2—2)+1 temos de (1.1) que
q(c,m+2¢,c) > 1 e pelo Teorema B.8 a representacao F'(M) é decomponivel.

|

Corolario 2.8 Todo fibrado instanton sobre P™ de posto 2n e carga 1 € de-

componivel.
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Prova: Se FE é cohomologia da moénada
M : Opn(—1) % 02202 2 0, (1)

temos aplicando a formula que

m—1)+v(n+12-2)+1<(n—1)+vVn+1=2n
e a representacao F'(M) é decomponivel. .
O seguinte exemplo mostra que a cota estabelecida pela Proposicao 2.7 é
otima.

Exemplo 2.9 Seja {e;}?", base candnica de C*"*'. Considere a seguinte

representacao de K i1)x(n+1)

ag Bo
V: (C CQnJrl > C
an ﬁn

onde
o a;(z) =z, 0<i<n;

o Bi(0) = €y (0), 0 j <n—1 e Bulv) = (ean — €0)*(0).

A representacao V é um elemento de T8 indecomponivel. Assim, a
monada linear M tal que F(M) =V ¢é indecomponivel. A cohomologia de

M € um fibrado instanton com posto 2n — 1 de carga 1 em P™.

Além disso, é possivel estabelecer uma caracterizacao dos fibrados in-
stanton de posto 2n e carga 1 em P"”. Tpn denota o fibrado tangente e Qpn 0

fibrado cotangente de P"
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Proposicao 2.10 Seja E um fibrado instanton de posto 2n e carga 1 em P".
Entdo, ou E = Tpn (—1)®Qpn (1) ou E = E'®O%, onde E' é fibrado instanton
de carga 1 e postor, comn <r<2n—1sen éparen—1<r <2n—1 se

n € impar.
Prova: Se FE é cohomologia da monada
M : Opu(—1) % 02202 5 0, (1)

temos que E é decomponivel pelo Coroldrio 2.8. Se V' € '8 é a representagao
de K(n11)x(nt1) que é associada a E pelo funtor estabelecido no Teorema 1.27,
temos que as Unicas possiveis subrepresentacoes de V' com a primeira entrada
do vetor dimensao nao nula tem vetor dimensao (1,n+1,0) ou (1, k, 1) onde
n+2<k<2n+lsenéparen+1 <k <2n+1sek éimpar. Assim, se as
monadas M, My sao tais que My & My = M, supondo que o vetor dimensao
da representacao associada a M; tenha primeira entrada nao nula, temos que
ou a cohomologia de M; é o fibrado Tpr(—1), 0 que implica que o fibrado
cohomologia de My é Qpn (1), ou o fibrado cohomologia de M; é um fibrado

instanton, de onde segue o resultado.
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Capitulo 3

Monadas Horrock-Mumford.

Na literatura, fibrados vetoriais indecomponiveis sobre P de posto baixo sao
pouco conhecidos, isto é, fibrados vetoriais de posto entre 2 e n — 1. Destes

raros exemplos, destacamos:

e os fibrados instanton, que sao fibrados de posto 2n em P?"*! e sao

escritos como cohomologia de monadas da forma
O[P2n+l<—1)@a ;> Oggbnﬂ 7 Op2n+1(l)®c
ou ainda como em [17] cohomologia de ménadas com a configuragao:
O[?)?;iﬂrl(_l) — Q]%v2n+1(1)@k — O]%BQTH

e o fibrado de Horrocks-Mumford em P4, que tem posto 2 e é cohomologia

da moénada

02 (~1) -2 02,(2)%* L 0%

Com o objetivo de generalizar a monada cuja cohomologia é o fibrado de

Horrocks-Mumford em P*, estudamos monadas em P" que tenham a seguinte
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configuragao:

OF(—k) & QL. () 5 0F(1), (3.1)
onde 2 < p < n — 2. Chamaremos uma moénada com esta configuracao de
monada HM generalizadas. Tais monadas sao claramente Horrocks. Como
os fibrados Q2. (p) e Opn(l), onde | € Z sao simples, os resultados do Segao
1.3 se aplicam a esta classe de monadas.

Demonstraremos na Secao 3.1 a existéncia de monadas HM generalizadas
e na Secao 3.2 determinamos algumas propriedades cohomoldgicas de um

fibrado cohomologia de uma monada HM generalizada.

3.1 Existéncia de monadas HM generalizadas.

Para mostrar a existéencia de monadas HM generalizadas, usaremos a seguinte

definicao.

Definicao 3.1 ([19] pg 13) Sejam E e F' fibrados vetoriais sobre uma va-
riedade X e ¢ : EE— F um morfismo de fibrados. Definimos

Xu(6) = {z € X : tkp, <k}
e Sing Xi(¢) o conjunto das singularidades da subvariedade Xy (¢).

Queremos que P"%(5) = ), onde f é o mapa na moénada (3.1), com

k= b(Z) —c.

Teorema 3.2 ([19] Teorema 2.8) (Bertini) Sejam E, F fibrados vetoriais
sobre uma variedade X, comtk(E) = m erk(F) = 1. Se E*®F € globalmente

gerado, entao para um morfismo genérico ¢ . E — F temos:
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o Xi(¢) € vazio, ou

o Xi(¢) tem a codimensao esperada (m — k)(I — k) e
Slnng(¢) C Xk_1(¢)

Em particular, se dim X < (m —k+ 1)(l — k + 1), entdo Xy(¢) € vazio ou

suave para ¢ genérico.
Por consequeéncia, temos:

Proposicao 3.3 Sejal tal que Q3. "(n—p+1+1) € globalmente gerado. Se
b(;) —c+1 > n, entdo para mapa genérico ¢ : b, (p)®* — 0%, (1) temos que
ker ¢ é um fibrado vetorial de posto b(;) — ¢ sobre P™.

A seguinte proposigao pode ser encontrada em [18].

Proposicao 3.4 (Férmula de Bott) Em P" temos:

(M) (1), se q=0,0<p<nk>p
1

q D 3 se kZO’ng:an
ML=
(—k’)(n—p)’ se q:na()SpSn,k<p—n

0, se senao.

Em particular,

), se ¢q=0,k>0
W(Om(E) =4 (571, se q=nk<-n—1

0, se senao.
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Definicao 3.5 Um fibrado vetorial E € dito n-regular quando
h'(E(n —1)) =0, para todo i >0
e regular quando é 0-regular.

Observando a Formula de Bott, podemos imediatamente verificar o seguinte

Lema.
Lema 3.6 Q8. (p+1+1) € reqular para todo 1 > 0.

Com o seguinte Lema e a Proposicao 3.3, temos imediatamente o Corolario

3.8.

Lema 3.7 ([7], Lemma 1.7.2) Seja E um fibrado vetorial sobre uma var-

iedade X . Se E m-regular, entao E(m) := E® Ox(m) € globalmente gerado.

Corolario 3.8 Se l > 0 e b(;) — ¢ > n, enltdo para mapa genérico
¢ = .(p)® — OL.(1) temos que ker ¢ é um fibrado vetorial sobre P de
posto b(g) —c.

Analogamente a Proposi¢ao 3.3, podemos escrever o seguinte resultado.

Proposicao 3.9 Seja K um fibrado vetorial sobre P™ tal que K(m) seja glob-
almente gerado. Se tk K — a + 1 > n, entao para mapa genérico

W Of.(—m) — K temos que coker ¢ é um fibrado vetorial de posto tk K —a.

Assim, tomando K = ker ¢, teremos:
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Proposigao 3.10 Sejam [ > 0, b(;) —a—c>ned: Q. (p)® — O(l) um
mapa genérico. Se ker(¢) @ Opn(m) € globalmente gerado, entdo para mapa

genérico ¢ : Of.(—m) — ker(¢) podemos construir uma monada
Op (=) < D ()™ 5 O]

onde o morfismo « € a composicao do morfismo 1 com a inclusao de ker(¢)

X9 ¢ fibrado vetorial de posto b(") —a—c.

n
p

em Q8. (p)® € a cohomologia E =

3.2 Cadlculo de H'(E(j)).

Para fibrados instanton temos a seguinte Defini¢ao-Teorema

Teorema 3.11 ([8], Theorem 3) Um fibrado vetorial E sobre P™ € instan-

ton se, e somente se, a primeira classe de Chern ¢;(FE) =0 e
e sen >2, entio H'(E(—1)) = H"(E(—n)) = 0,
e sen >3, entio H'(E(—2)) = H*" ' (E(1 —n)) =0;
e sen >4, entio H?(E(k)) =0, onde 2 <p <n—2, Vk.

Ou seja, fibrados que sao cohomologia de monadas instanton sao comple-
tamente determinados por suas propriedades cohomoldgicas.

Admitindo que um fibrado é cohomologia de uma monada HM genera-
lizada, nesta secao calcularemos algumas propriedades cohomoldgicas.

Seja E um fibrado vetorial que é cohomologia da monada

Op (=) = Q5. () — 055 (m),
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ondellm>0e2<p<n-—2.

Usando as sequéncias exatas curtas:

0— K — Q5.(p)® — 0%(m) — 0 (3.2)

0— O (-l) > K—E—=0 (3.3)

podemos calcular H*(E(j)) em alguns casos.
A partir da Férmula de Bott (Proposicao 3.4) e da sequéncia exata
longa de cohomologia obtida da sequéncia exata curta 3.2 podemos provar

os seguintes Lemas:

Lema 3.12 Se j <0, entao h°(K(j)) = 0.
Prova: Observando o sequinte pedaco da sequéncia exata longa de co-

homologia associada a (3.2)

0 — H(K(j)) = H'(Qu(p +5)*) = -

temos o resultado, uma vez que pela Férmula de Bott h°(Q5..(p+7)) =0,

se j <0.

Lema 3.13 Sej > 0, entao h°(K(j))—h*(K(j)) = (j+”) (p+j_1)b_(”+m+j)c,

p+j P m+j
Prova: Temos da sequéncia exata longa de cohomologia obtida da

sequéncia (3.2)
0 — HO(K(j)) = H*(Qu(p + 7)) — HY(OFi(m + j)) =
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— H'(K(j)) = H (B (p +4)*) = -
que h°(K (7)) — h° (8. (p+ 7))o+ h°(Opn(m + j))c — h' (k(j)) = 0, pois como
2 <p<n-—2, temos h*(.(j)) = 0 para todo j.

Agora, pela Formula de Bott temos

o (Qu(p+3)) = () (1), sej >0

o 10(Op(m+7)) = ("}707) sem+j>0

donde seque o resultado.

]

Lema 3.14 Se b(217) ("*271) > ¢("/"H7), entao h°(K(5)) # 0.

Prova: Novamente, olhando para a sequéncia exata longa
0 — HY(K(j)) — H(Q(p+)*") = H(Opi(m + 7)) = -+
temos que se b(;f;) (p+;_1) > c(”jﬂ’z;j), entdo o mapa
H(Q%.(p+ 7)) — H(Ogi(m + j))

tem naicleo nao trivial igual a H°(K(5)), provando assim o Lema.

]

Lema 3.15 Se j < —m, entaoh*(K(j)) = 0.
Prova: Observando a sequéncia exata longa de cohomologia induzida

pela sequéncia (3.2)
= HYOgi(m+ 7)) = HY(K (7)) = H' (Qa(p +5)) — -+
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temos que se j < —m entdo h*(K(j)) = 0, uma vez que pela férmula de Bott

teremos h°(Opn(m + 7)) =0 e K (. (p + ) = 0. -

Lema 3.16 h'(K(—m)) = c.
Prova: Do sequinte pedaco da sequéncia exata longa de cohomologia

induzida de (3.2)
H(Q%.(p —m)®) — H(OF) — H'(K(=m)) = H' (. (p — m)*")

temos que h'(K(—m)) = ¢, uma wvez que pela Fdérmula de Bott

B (p — m)) = 0, W (@ (p — m)) = 0 € h(Ozn) = 1.

Lema 3.17 Se j # —p, h?(K(—p)) =b e h*(K(j)) = 0.

Prova: Da sequéncia exata longa
HP "N Opn (m+5)%°) — HP(K(5)) — Hp(Qﬁn(p—{—j)@b) — HP(Opn(m+5)%°)

seque o resultado, uma vez que pela Férmula de Bott h?(Q%.) = 1,

hP(Q8.() =0 sej#0, hi(Op(j)) =0sel1<i<n-—1,Vj.

Lema 3.18 Se j > —n, h™(K(j)) = 0.

Prova: Da sequéncia exata longa de cohomologia
H" N (Opn(m + §)®°) = H"(K(j)) = H" (. (p + 1))
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temos que: se j > —n, entdo h*(K(j)) = 0, pois pela Formula de Bott
" (Opn(m + j)) = 0 para todo j e k(5. (p+ 7)) =0, para j > —n.

Lema 3.19 Se j < —n—m, h"(K(j)) = (7 ) (P20 — ("7 ee

—p—J n—p —m—j—n—1

se —n—m < j<—n, B"(K(G) = (7 )"0,

—p—J n—p

Prova: Uma vez que H" 1 (Opn(j)) = 0 para todo j, da sequéncia ezata

longa de cohomologia temos a sequéncia exata curta
0 — H™(K(j)) = H"(Qn(p + 7)) = H"(Opn(m + j)*) = 0

de onde seque o resultado, uma vez que H" (. (p+7)) = (_;ﬁj) (ﬂ’*jfl), se

j<-neH"(Op(m+3j)) = ( —meil ), sej < —n—m.

—-m—j—n—1

Lema 3.20 H(K(j))=0,se2<i<n—1,i#p eVj.

Prova: Basta observar a sequéncia exata longa de cohomologia
= H7HOpn (m + §)%) — H(K () — H (b (p + §)°) — -+

e notar que da Férmula de Bott h'(Opn(j)) = 0 quando 1 < i < n—1c¢e
R(E.(7)=0sel<i<n—1ei#p. |

Resumindo, temos o seguinte Teorema

Teorema 3.21 Sejam ¢ : Q8. (p)®* — Opc(m) um morfismo sobrejetivo de

fibrados, com 2 < p <n—2, e K =ker¢. Entao:
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o WY(K(j)) =0, se j<0;

o WO(K(j)) — W' (k(j)) = (PX7) (9 1b — ("F™H) e se j > 0;

pt+y p m+j

e Se b(;:;) (eri;*l) > c(";rﬁ;fj), entdao h°(K(j)) # 0;
e W(K(5)) =0, sej<—m;
o W'(K(—m)) =c;

o WP(K(=p)) =beh’(K(j)) =0 sej#—p;

e N"(K(j)) = (L2)(22 N — (7 e, sej < —n—m e

p—J —p —-m—j—n—1

h”(K(j)):( )(pjl)bse—n—m<j< —n.
e H(K(j)=0,s2<i<n—1,i#peVj

Usando novamente a Féormula de Bott, a sequéncia exata longa de co-

homologia obtida da sequéncia exata curta 3.3 e os resultados obtidos para

h'(K(j)), temos:

Lema 3.22 Se j <1, h°(E(j)) = h°(K(j)).
Prova: Observando a sequéncia exata longa de cohomologia obtida da

sequéncia exata curta 3.3,
0 — H(Op!(j — 1) = H(K(j)) — HY(E(j)) = H'(Og(j = 1)) = -

temos o resultado, uma vez que h°(Og(j —1)) =0, se j <1, e h'(Opn(j)) =

0, para todo j.
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Lema 3.23 Se 1 <i<n—2, h'(E(j)) = h'(K(j)).
Prova: Da sequéncia exata longa de cohomologia obtida a partir da

sequéncia exata curta 3.3
= HY(OR!HG = 1) = HY(K(5)) — H'(E(j)) = HH (05! (5 — 1) = -+

temos o resultado, uma vez que h'(Opn(j)) = 0, para 1 < i < n—1 e todo

Lema 3.24 Se j—1> —n—1, h"(E(j)) = h"(K(j)) e """ 1 (E((j)) = 0.
Prova: Observando a sequéncia exata longa de cohomologia obtida a

partir da sequéncia exata curta 3.3
H""Y(K(j)) = H"(E(j)) — H"(Op:(j—1)) — H"(K(j)) = H"(E(j)) = 0

temos que o resultado seque do Lema 3.18 e de que h™(Opn(j—1)) = 0 sempre

que j — 1> —n—1.

1
Lema 3.25 b Y(E(l—n—1)) =a.
Prova: Basta observar a sequéncia exata longa de cohomologia
H" Y K(+1i) — H" Y E(+1i)) = H"(02(i)) — H"(K(l +1))
comi=—n—1 e o resultado seque do lema 3.20
(|
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Resumindo os Lemas 3.22, 3.23, 3.24 e 3.25 temos o seguinte Teorema

Teorema 3.26 Seja E o fibrado cohomologia da monada
OFr (=) > O (p)™ 5 OFi(m)
e K =ker 3. Entado:
o WU(E(j)) = h°(K(j)), se j <1
o N(E(j)) = h'(K(j), se 1 <i<n-—2;
o W(E()) = W(K(j)) e iU E(() =0, se j—1 > —n—1;
e " YE(l-n-1))=a.
Note em particular que:
o h'(E(-m)) = ¢
e " YE(l-—n-1)) =a;
e hW°(E(j)) = 0, quando j < 0;
e W'(E(j)) =0, quando j < —m;
e W(E(j))=0,para2<i<n-—2comi#peVy
e h" Y (E(j)) =0,quando j — > —n —1;
e W'(E(j)) =0, quando j > —n.

Enunciamos o Horrocks’ splitting criterion
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Teorema 3.27 ([18] Teorema 2.3.1) Um fibrado holomorfo E sobre P™ se

quebra como soma de fibrados de linha se, e somente se,
H'(P", E(j)) =0
para todoi=1,....,.n—1 e j € Z.

Assim, fibrados que sao cohomologia de ménadas HM generalizadas nao
se quebram como soma de fibrados de linha. Nada impede, porém, que tais

fibrados sejam decomponiveis.

3.3 Moénadas HM?.

A cohomologia da moénada de Horrocks-Mumford
HM*: Opi(—1) 3 02,(2)2* 5 02 (3.4)

¢ um dos principais exemplos de fibrado vetorial indecomponivel de posto
baixo.

A partir deste exemplo, Rosa Maria Miré-Roig sugeriu uma generalizagao
da monada (3.4) para moénadas em espagos projetivos de dimensao par,
gerando uma nova classe de exemplos de monadas em espagos projetivos.
Em geral, o posto do fibrado cohomologia destas monadas é alto, entretanto,
as representacoes de quiver associadas sao indecomponiveis.

Descreveremos assim, para cada inteiro p maior que 1, os mapas a e 3 da
monada:

HM? : Ogay(—1)52+1 5 2, (p)?2 B 022+
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Comecaremos a construcao das monadas H M? descrevendo os morfismos

a e 8 da monada de Horrocks-Mumford. Podemos escrever:
o Opi(—1)%° = C° @ Opa(—1);
o (02,(2)%% = C? ® Q2,(2);
o Opi(—1)% =C°® Ops(—1).
Fixemos {xg, 1, 22, ¥3, 24} coordenanas homogéneas de P4, Temos que
e o € Hom(Opi(—1)%°,Q2,(2)%?) = Matsys @ Hom(Opi(—1), Q24(2));
e 3 € Hom(02,(2)%?, OF) = Matsy, @ Hom(Q2,(2), Ops).

Lema 3.28 [2] Sejam V' um espago vetorial e P(V') . Entdo, sio canonica-

mente isomorfos

Hom () (1), Dy (4)) = ATV

Uma vez que Opn = 08, e Opn(—1) = Q2. (n), podemos considerar a €
Mats, s RA2C® e B € Mats,o @A2CP.

Seguindo a notagdo como em [4], os morfismos « e § da monada de
Horrocks-Mumford sao:
To N3 X1 N2y
x3 ANy X9 N\ X
B=| zahazy z5Ahz |, a=(8Q)

ToNxT1 T4\ 2Ty

Ty Nxg Tog/N\ XT3

onde ) =
-1 0
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Escolhendo {x1 A x4, 29 A xo, 23 A X1, 24 N To, kg N T3,T2 A T3,T3 N\ Ty,
T4 A To, To A 1,71 A To} como base de A2C®, podemos escrever um funtor R

como no Teorema 1.27, teremos a representacao:

—e11 f12
—e12 fa2
—e13 f32
—e14 faz
—e15 f52
R(HM*): €522 I 5
€22 21
€23 f31
€24 fa1
€25 f51

onde e;; € Maty, 5 e f;; € Mats, o sao matrizes elementares.

1 U1

Lema 3.29 Seja V : Vi : Vo : Vi subrepresentagdo de Rpyp. Se
o1 Y10

Vi # 0, entdo Vo = C? e V3 = C°.
Prova: Seja v = (vy,ve,v3,v4,v5) € Vi C C° um vetor nao nulo. Sem
perda de generalidade, podemos supor vy # 0. Como V ¢é subrepresentacao

de R(HM?*), temos os diagramas comutativos de transformagaoes lineares:

Cs —en C2 Cs €21 C2
Vi——V, Vi—1;
1 o6

Assim, (—vy,0) e (0,v1) sdo elementos de V. Logo, Vo = C2.

De forma andloga, mostra-se que Vg = C5.

Imediatamente, temos:
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Corolario 3.30 A representag¢io R(HM?) € indecomponivel.

Seja agora HM® a monada:

HM® : Opo(—1)%7 3 03,(3)%* 5 0

tal que:
T234 T156
T345 T260
T456 301
B=| x50 212 , = (Bp)t
Teo1 523
To12 Te34
T123 X745

0 1
onde x;jp = x; ANxj ANxy e P =
1

0
Teremos novamente que X, = ), 8 é sobrejetivo e S o a = 0.

Uma vez que por [2] Hom(Ops(—1),23,(3)) = Hom(224(3), Ops) = A3C7,

e dim A*C" = (Z), associamos via o Teorema 1.27 a representacao de K3sy35
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dada por:

e21 fin
€22 fa1
—_—
€23 f31
_—
e24 e41
—_— —_—
e25 es1
€26 e61
ea7 er1
—_— —_—
erl e12
e12 €22
C" =27,
e13 €32
—_— —_—
el4 €42
—_— —_—
e1s es52
el €62
—_— —_—
e er2
0 0
—_— —_—
0 0

ao  escolher {$2347 T345, L4565 L5605 L601s L0125 L1235 L1565 L260, 301, L412, T523,

T634, T745 ) O primeiros 14 elementos da base de A3C”.
Lema 3.31 Seja HM® a monada
OPG(—1)€B7 ﬁ> Q]:f;a (3)692 ﬁ) O]?,?g

e F(M) a representacao de Kss«ss5 associada pela escolha de base como no
Teorema 1.27. Entao, F(M) € representa¢ao indecomponivel.

Prova: Segue como no Lema 3.29 e Corolario 3.30. O

Definicao 3.32 Seja p > 2 um inteiro. A HM?* sobre P* é dada por

HM? : Opy(—1)%271 5% 1, (p)®2 B of2e+!

onde o = (aj) € APC#T @ Mataxo,1 € 8= (8i;) € APC*H @ Mato, 1x2,

com a;, Bi; € APC** dados por
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L Bil = X144 /\I‘Q.H' VAN /\xp—i-i

® Bio =2 NTpr14i N Tpropi Ao N Doy 144

t

0 1

e = | [
(=)= 0

onde os subindices nas formas sao tomados em Zap, 1.

Teorema 3.33 Sejam HM? monada sobre P? e F(HM?") a representagao

de K(2p+1)><(2p+1) obtida sequndo o Teorema 1.27 pelas escolhas de bases de

APC?PTY. Entdo, F(HDM?") é representagdo indecomponivel.

Prova: Segue como no Lema 3.29 e Corolario 3.30. O

Conectando com a teoria geral desenvolvida no Capituo 1, temos o seguinte

resultado de indecomponibilidade para monadas H M2

Teorema 3.34 A monada HM? sobre P?P ¢ indecomponivel como objeto

da categoria M apc(P?), onde A = Op2p(—1), B=Qb,,(p) € C = Op2.

Prova: Segue como consequéncia do Lema 1.28 e do Teorema 3.33. (|
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Apeéendice A

Variedade aritmeticamente

Cohen-Macaulay

As definigoes deste apéndice podem ser encontradas em [16].

Seja A um anel, A # 0. Uma sequéncia finita de n + 1 ideais primos

L R SRy

é chamada cadeta de ideais primos de comprimento n.
Se p é um ideal primo de A, o supremo dos comprimentos de cadeias com

po = p é chamado altura de p e denotado ht(p).

Definicao A.1 A dimensao do anel A é o supremo das alturas dos ideais

primos de A.
dim A = sup {ht(p) : p € ideal primo de A} .
Se M ¢ um A-mddulo, definimos a dimensdao de M por
dim M = dim(A/ Ann(M)).
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Sejam A um anel, M um A-médulo e aq,...,a, uma sequéncia de ele-

mentos em A. Dizemos que aq,...,a, é uma sequéncia M -reqular quando:
1. a; nao é divisor de zero sobre M/(ay,...,a;_1)M, para todo 1 <i <r
2. M # (ay,...,a. )M

Quando os elementos aq,...,a, pertencem a um ideal I, dizemos que é
uma sequéncia M-regular em I. Se nao existe b em [ tal que a sequéncia
ai,...,a.,b seja regular, dizemos que aq,...,a, é sequencia M-regular maz-

imal em 1.

Definicao A.2 Sejam A um anel noetheriano, I um ideal de A e M um
A-mdédulo.  Definimos a I-profundidade de M como o comprimento das
sequéncias M-requlares em I e denotamos depth; M. Quando (A, m) é um

anel local, escreve-se depth M ou depth , M.

Se A é um anel local noetheriano e M um A-moédulo finitamente gerado

nao nulo, temos que depth M < dim M

Definicao A.3 Um anel A é Cohen-Macaulay quando sua dimensdo de A

¢ igual a profundidade de A.

Definicao A.4 Diremos que uma variedade projetiva X € aritmeticamente
Cohen-Macaulay (ACM) quando o anel de coordenadas homogéneas S(X) é
Cohen-Macaulay.

Segundo a defini¢ao, o espago projetivo P, n > 2 é ACM.
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Apeéndice B
Sistema de Raizes

As Definigoes e resultados deste apéndice podem ser encontradas em [24].
Dado um quiver () escolheremos uma enumeragao para os vértices de @,

fazendo {1,...,n} = Qo sempre que Q tiver n vértices.

Definicao B.1 Seja Q um quiver e n = #@Q),. A forma de Euler € a forma
bilinear (—, —) : Z"" X Z™ — 7 dada por:

(z,y) = Z TY; — Z Tt(a)Yh(a)

1€Qo ac@1

A partir desta forma, obtemos uma forma bilinear simétrica em Z" dada por:

1

(ZE,y) - 5 ((JI,y) + <y,$>>

Esta ultima é a forma de Cartan associada ao quiver Q) e a matriz desta
a matriz de Cartan do quiver Q).
A forma quadrdtica q(x) = (z,z),x € Z" associada a forma de Cartan é

a forma de Tits do quiver Q.
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Exemplo B.2 Seja Q) o quiver

Se x,y € Z2, entdo

(T, y) = T1y1 + To2y2 — 221y,

(z,y) = T1y1 + To2Y2 — T1Y2 — ToU,

a matriz de Cartan deste quiver é

e a forma de Tits de Q € q(x) = 23 + 22 — 221 75.

Note que a forma de Cartan nao depende das orientacoes das flechas do
quiver @), e sim de quantas flechas existem entre dois vértices dados.

Dado um quiver (), associamos a este um grafo I' que tem o mesmo
niumero de vértices que () e as arestas sao as flechas de () sem as orientacoes.
Por semelhanca com a definicao de quiver, dizemos que I'g é o conjunto de
vértices e ['; o conjunto de arestas de I'.

Assim, a forma de Cartan sé depende do grafo I' associado a Q.

O elemento e; = (0;1,...,0;,) € Z™, onde 0;; = 1 quando i = j e 0 se
1 # j, é dito uma raiz fundamental quando nao existem lacos em 7, isto é, nao
temos flechas em ()1 que comegam e terminam no vértice ¢. Denotaremos I1

o conjunto das raizes fundamentais.
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Para uma raiz fundamental ¢ definimos a reflexao fundamental o; €
AutZ" dada por:
o) =A—=2(\e)e;
Se i é uma raiz fundamental, entdo (e;,e;) = 1.
Vemos que a reflexao o; também depende apenas do grafo I'.
Se (A, e;) = 0, entdao o;(\) = A. A forma de Cartan é invariante por

reflexoes fundamentais pois

(0:(N),0:(N) = (A=2(N\e) e, N —2(N,e)e)
= (M) =2V e) (N &) —2(\ e) (e, N) +4(A, ) (N ei) (e, e4)
= (LN

Temos também que o;(e;) = —e;.

O conjunto de todas reflexdes fundamentais geram o grupo de Weyl do
grafo I' que denotaremos por W (I') C Aut Z™.

Note que a forma de Cartan é W(I') invariante, isto §,

(o(a),0(8)) = (, B) para todo o € W(T').

Definicao B.3 O conjunto das raizes reais A™(I") é dado por:
A = | w().
weW(T')
Definicao B.4 Seja um grafo I'. O grafo I é um subgrafo de I' quando
Iy €Ty el € o conjunto de todas as arestas de I' que ndao sao ligadas a

vértices de T'y \ I').

Exemplo B.5 O grafo




é subgrafo de
1—2____3

Para um elemento o = Z kie;, onde k; € Z, chamamos de altura (height)
i€lg

de «v (denotada ht ) o niimero Z k;. Chamamos de suporte de o ( denotado

supp «) o subgrafo de I" com os vértices i tais que k; # 0 e todas as arestas

ligando estes vértices.

Dados x,y € Z", dizemos que = > y quando x; > y; e T # .

s

Definicao B.6 O conjunto fundamental M C Z" é:
M={aeZ",a>0]|(a,e) <0,Ve; € Il;supp o é conexo}
Definimos o conjunto de raizes imaginarias A™(T') por
AT = | wMu-M).
weW (T)

Definicao B.7 Definimos entao o sistema de raizes A(I') do grafo I' como
A(T) = A™(T') U A™(T).

Um elemento o« € A(T"), > 0 é dito uma raiz positiva. Denotaremos
A, (') o conjunto de todas as raizes positivas. Similarmente, definem-se o
conjunto das raizes reais positivas e o das raizes imagindrias positivas.

Onde nao causar confusao usaremos a notacao abreviada A, W, etc, em
vez de A(T"), W(I), etc.

Temos que (o, ) =1se a € A™ e (o, ) < 0se a € A™,

De fato, se & € A™, temos a = w(e;), onde w € W e ¢; € II. Como a

forma (—,—) ¢é invariante pelo grupo W, temos diretamente que
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(a,) = (e5,e;) = 1. Agora, caso a € A™ temos o = w(B) para algum
we W ealgum =5 ke, € MU—-M.

Assim, (a,a) = (w(B),w(B)) = (B,8) = > ki (B,e;) < 0, pois caso
B € M entao k; > 0, e (B,e;) < 0 e se § € —M mostra-se 0 mesmo
semelhantemente.

Daqui temos que A N A™ = ().

Teorema B.8 ( Kac [12], pg 85) Seja Q um quiver. Se V é uma rep-
resentacao indecomponivel de ) sobre um corpo algebricamente fechado k,
entao dimV € um vetor com entradas positivas do sistema de raizes de
Q. Por outro lado, se (xq,x2,...,x3) € um vetor com entrada positivas do
sistema de raizes de @), entao existe representacao indecomponivel V. com

dimV = (z1,22...,2,).
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