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Resumo

Apresentamos uma introducao aos conceitos de geometria complexa necessarios a compreensao
da correspondéncia Hitchin-Kobayashi. Enunciamos e provamos que todo fibrado que admite
uma conexao de Hermite-Einstein é poliestavel. Em seguida, discutimos resultados sobre Q-
fibrados e enunciamos uma correspondencia Hitchin-Kobayashi para esse caso. Por ultimo,
temos um resultado do autor que relaciona a estabilidade de fibrados com a estabilidade de
Q-fibrados.

Abstract

We present an introduction to the concepts of complex geometry necessary to the comprehen-
sion of the Hitchin-Kobayashi correspondence. We state and prove that every holomorphic
vector bundle which admits a Hermite-Einstein connexion is polystable. Then, we discuss
results regarding quiver bundles and state a Hitchin-Kobayashi correspondence for this case.
Finally, we state and prove an author’s result which relates the stability of vector bundles
with the stability of quiver bundles.
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Entao tomou Samuel uma pedra,

e a pos entre Mizpd e Sem, e chamou
o seu nome Ebenézer; e disse:

Até aqui nos ajudou o Senhor.

(I Samuel 7, 11.)
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Introducao

A correspondéncia Hitchin-Kobayashi é um resultado que estabelece uma equivaléncia
entre um conceito da geometria algébrica, a estabilidade de fibrados, com um conceito da
geometria diferencial, a conexdo de Hermite-Finstein. A estabilidade, que tem origem na
teoria geométrica dos invariantes desenvolvida por D. Mumford, é um conceito muito bem
compreendido em geometria algébrica e pode ser entendido como uma nao degenerescéncia do
fibrado. Por outro lado, a nogao de conexao de Hermite-Einstein foi introduzida na década de
1980 por S. Kobayashi para fibrados holomorfos sobre variedades hermitianas, generalizando
as conexoes de Kahler-Finstein no fibrado tangente as varidades complexas. Essas conexoes
também generalizam a ideia de conexao autodual na teoria de Yang-Mills.

A histéria desse resultado comeca em 1965 quando M. S. Narasimhan e C. S. Seshadri em
[?] provaram que fibrados vetorias holomorfos estéveis sobre uma superficie de Riemann X
compacta sao precisamente aqueles obtidos a partir de uma representacao unitaria projetiva
do grupo fundamental de X. Em 1983, S. K. Donaldson demonstra este resultado utilizando
técnicas de geometria diferencial [?], formulando o problema em termos de conexdes. Tal
formulacao em termos de conexdes sugeria a generalizacao a dimensoes mais altas.

Em um trabalho de 1982, S. Kobayashi demonstrou que um fibrado holomorfo sobre
uma, variedade Kéhler que admite conexado de Hermite-FEinstein é soma direta de fibrados
holomorfos estdveis [?]. Essa sequéncia de resultados levou N. Hitchin e S. Kobayashi a
conjecturarem que a reciproca para esse ultimo resultado também era verdadeira. Isso foi
provado por S. K. Donaldson para fibrados sobre variedades projetivas em 1985, onde ele
utiliza o método da equacao do calor para demonstrar a existéncia da conexao de Hermite-
Finstein [?]. Para variedades Kéhler, isso por S. T. Yau e K. K. Uhlenbeck em 1986 [7]
utilizando o método da continuidade. Vale ressaltar que para demonstrar esses resultados,
deve-se provar a existéncia de solugao de uma equacao diferencial parcial cuja condi¢ao inicial
é dada por uma condigao algébrica no fibrado, a estabilidade.

Apoés esses trabalhos, surgiram outros resultados semelhantes para fibados com algumas
estruturas adicionais, como os fibrados de Higgs (N. Hitchin [?], 1987), sistemas coerentes (S.
B. Bradlow [?], 1991) e triplas holomorfas (S. B. Bradlow e O. Garcia-Prada [?], 1996), entre
outros. Fibrados com estruturas adicionais podem ser descritos de maneira unificada através
de @Q-fibrados', que sdo fibrados que também possuem uma estrutura adicional de quivers.
Recentemente, O. Garcia-Prada e L. Alvarez-Consul demonstraram uma correspondéncia
para os Q-fibrados em [7].

O principal objetivo desta dissertacao é reescrever detalhadamente a demonstracao da
poliestabilidade de fibrados que admitem uma conexao de Hermite-FEinstein. A demonstracao

1O original em inglés é quiver-bundle



que serd apresentada aqui foi feita por M. Liibcke em [?]. No entanto, nos basearemos no
texto de S. Kobayashi [?], paginas 178 e 179.

O texto estd dividido em quatro capitulos. No primeiro, é feita uma introdugéo aos
conceitos que serao utilizados no decorrer do texto, sao eles: variedades complexas, fibrados
complexos, estruturas complexas e varidades Kéhler.

No segundo capitulo, serao introduzidos os principais objetos da dissertacao, os fibrados
holomorfos e as conexdes. Na primeira secao é definido o conceito de fibrado holomorfo.
Na segunda, é estabelicida a correspondéncia entre fibrados holomorfos sobre uma variedade
complexa X e feixes de O-modulos localmente livres. A terceira e quarta secoes sao dedicadas
aos conceitos de conexdes e métricas hermitianas respectivamente. O capitulo é encerrado
com uma sec¢ao sobre conexoes de Chern em fibrados holomorfos munidos de uma métrica her-
mitiana, essas conexoes sdo caracterizadas por serem compativeis com a estrutura holomorfa
e a métrica hermitiana.

O terceiro capitulo trata dos feixes analiticos coerentes. As duas primeiras se¢des fazem
uma introdugao aos conceitos basicos de dlgebra homoldgica de feixes. O principal resultado
da segunda secao estabelece um ismorfismo entre o primeiro grupo de cohomologia de Cech
do feixe O*, H'(X,0*), e o grupo de Picard da variedade X, que é o grupo das classes de
ismorfismo de fibrados de linhas. A terceira secao introduz os feixes coerentes e a quarta
resume os principais resultados que caracterizam tais feixes. Na quinta secao, define-se o
fibrado determinante de um feixe coerente e, assim, torna-se possivel o cédlculo da primeira
classe de Chern de um feixe coerente, isso nos permite calcular o grau de um feixe coerente.

O quarto capitulo é dedicado a correspondéncia de Hitchin-Kobayashi. A primeira trata
das conexoes de Hermite-Einstein. Na segunda, é definida a estabilidade de um fibrado
holomorfo sobre uma variedade Kéhler. Na terceira secao fazemos a demonstracao da poli-
estabilidade de fibrados holomorfos que admitem uma métrica de Hermite-Einstein. A quarta
e a quinta secao tratam do caso de Q-fibrados e uma correspondéncia Hitchin-Kobayashi para
esse caso.

Finalmente, na ultima secao é enunciado e demonstrado um resultado do autor desta
dissertagao. O autor demonstra um resultado que estabelece uma relagao entre a estabilidade
de fibrados holomorfos e a de Q)-fibrados para um exemplo concreto.



Capitulo 1

Variedades complexas

Neste capitulo, faremos uma breve introducao as variedades complexas. Antes, vamos
definir os conceitos basicos de fungoes holomorfas em C”.

Notagao 1.0.1. Denotaremos por z = (21, , z,) um ponto em C" = R?" onde fazemos a
seguinte escolha de coordenadas

zZj = Tj + 1y;.

n 1 n
Para o espago cotangente a um ponto em C" temos como geradores reais {dx;,dy;} =1
No que se segue, serd mais 1til trabalharmos com a base complexa {dz;, dz; }?:1, onde

dzj = dxj +idy; e
d?j = d:Ej - ’Ldyj

A base dual para o espago tangente é

o 1[0 .0
mfz(axﬂayj)e
o 1[0 .0
%‘z(aa:j“ay)-

Agora, se f: U — C é C* no aberto U C C". Entao, com a notagao dada acima, a sua
diferencial pode ser escrita como

df = 0(f) + a(f), (10.1)
onde 0 = Zyzl a%j ed= Z;'l:l %'

Definicao 1.0.2. Uma funcio f : U C C* — C, diferencidvel é holomorfa se O(f) = 0
(Equacao de Cauchy-Riemann).

Lembremos que uma funcao f : U C C* — C™, pode ser escrita em componentes f =
(fi,-++, fm), onde f; : U C C"* — C para cada i.

Definigao 1.0.3. Uma funcao f: U C C* — C™, diferenciavel é holomorfa se cada compo-
nente f; : U C C" — C é holomorfa.



1.1 Nocgoes basicas de variedades diferenciaveis

Nesta dissertagao, utilizaremos a seguinte definicao de variedade diferenciavel.

Defini¢ao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel (C*°) é um espago topolégico M Hausdorff
e que satisfaz o segundo axioma da enuberabilidade munido de uma cobertura aberta {U; :
i € I} e homeomorfismos ¢; : U; — V;, onde cada V; C R™ é aberto, tal que as fungoes de
transicao ¢; o ;' 1 (Ui NU;) — (Ui NU;) sdo C.

Na defini¢ao acima, exigimos que M seja Hausdorff e que satisfaca o segundo axioma da
enuberabilidade, pois essas hipdteses nos permitem dizer que M é paracompacata. Portanto,
poderemos usar particoes da unidade.

Definigao 1.1.2. Seja M uma variedade diferenciavel e Y = {U,} uma cobertura de M por

abertos. Uma particio da unidade subordinada a U é uma colecdo de funcoes diferencidveis
{tq : M — R} tais que:

(1) 0 <u(z) <1 para todo a e todo z € M,

(id) supp(va) C Ua,

(7i1) A colegao de suportes supp(1,) é localmente finita e
(iv)

Onde supp(¢,) = {x € M|, # 0} e a condigao 3. implica que a soma em 4. é sempre finita.

Za a(x) =1 para todo x € M.

Teorema 1.1.3. ([?] pagina 54 Teorema 2.25) Seja M uma variedade diferencidvel e U =
{U,} uma cobertura de M por abertos. Entao, existe uma parti¢do da unidade subordinada
al.

Outro conceito em variedades diferencidaveis que serd amplamente usado aqui é o de
métrica Riemanniana.

Definicao 1.1.4. Seja M uma variedade diferencidvel e T'(X) seu fibrado tangente. Uma
métrica Riemanniana em M é uma colecao de produtos internos g, em 7'(X), tal que dado
qualquer par de campos de vetores V.W C* em X, a funcao f : M — R dada por z —
9z (V(z), W(x)) é diferenciavel.

Segue como consequéncia do teorema de existéncia de particdo da unidade que toda
variedade diferencidvel admite métrica Riemanniana.
O proximo tépico é a Cohomologia de de Rham.

Definigao 1.1.5. Seja M uma variedade diferencidvel e QP(X) o espago das p-formas em
M. Denote por ZP(M) o espaco das p-formas fechadas, isto é, w € QP(X) tais que d(w) = 0.
Como d? = 0, temos d(QP~H(M)) C ZP(M). Assim,

ZP(M)

H%R(M) = M

é o p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham.



1.2 Variedades complexas

Definigao 1.2.1. Uma variedade diferenciavel X é uma wvariedade complexa se admite uma
cobertura por abertos {U; : i € I} e homeomorfismos ¢; : U; — V; para todo i, onde cada
Vi € C™ é aberto, tais que as funcoes de transicao ¢; o 90;1 sao holomorfas. Neste caso, a
dimensdo complexa de X é n, escrevemos dim(X) = n.

Observacgao 1.2.2. Se dim(X) = n, a dimensao da variedade diferencidvel subjacente a X
é 2n. Sempre que dissermos dimensao referimo-nos a dimensao complexa de X, quando néao
for o caso isso serd explicitado no texto.

Definigcao 1.2.3. Uma fun¢do holomorfa em uma variedade complexa X é uma fungao
f:X — Ctal que fop;':i(U;) — C é holomorfa para toda carta (U;, ¢;). Escrevemos
O(U) para o anel de fungoes holomorfas em U C X.

Definicao 1.2.4. Sejam X e Y duas variedades complexas. Uma fungao f : X — Y é
uma fun¢ao holomorfa se para quaisquer cartas (U,¢) de X e (U',¢') de Y temos que
' ofopt:o(ffY(U)YNU) — ¢'(U') é holomorfa. Duas variedades complexas X e YV
sao isomorfas ou biholomorfas se existe uma bijecao holomorfa f : X — Y com inversa
holomorfa.

Exemplo 1.2.5.

Espago afim. C" é o exemplo mais simples de uma variedade complexa. Uma carta de C"
é dada por U = C" e ¢ = idcn.

Exemplo 1.2.6.

Espaco projetivo complexo. O espaco projetivo complexo CP" é um dos mais importantes
exemplos de variedade complexa. Ele é definido por

CP" = (C"*\ {o})/C*
onde a acdo de C* sobre (C"*!\ {0}) ¢ dada por:

C* x (C™1\ {0}) — (C™*'\ {0})
(N, (204 -y 2n)) = (A20, 2oy AZ1)

Para um ponto em CP" escrevemos (zp : ... : zp), onde z; # 0 para algum 0 < i < n.
Assim, (20 : ... : z9) € (Azp : ... : A\zp) s@o duas representagoes para o mesmo ponto em CP".

Vamos exibir as cartas locais. Primeiramente, vamos atribuir a CP" a topologia quociente
dada pela agdo acima. Em seguida, considere a cobertura padrao em CP"™ dada pelos n + 1
abertos

Observe que esses abertos formam uma cobertura para CP" e U; = {(2¢ : ... : z)|2; = 1},
pois neste caso (2 : ...t 2.t 2p) = (R 1L ),

Defina os mapas

[Vof Uz — Cn, (Z() St Zn) [ (Zo, ...,zi_l,,%,ziﬂ, ,Zn)



com inversa

<pi_1 :C" = Uiy, (205 2n-1)— (200 i zim1 s Lo zio ot 2pm1).

Entao temos

20 20
SOij(ZOa ,Zn) = <, ceey ) .

Z3 Z3
Definigao 1.2.7. Seja X uma variedade complexa de dimensao complexaneY C X. Y é

uma, subvariedade complera de dimensao k se existe um sistema de coordenadas holomorfo
(Us, ;) tal que @; : U;NY — @;(U;) N CF é homeomorfismo.

Observagao 1.2.8.

Na defini¢do acima, C*¥ é mergulhado em C* via (21, ..., 21) — (21, ..., 2,0, ..., 0).
Definimos a codimensao de Y em X por dim(X) —dim(Y) =n — k.

Todo aberto U C X é naturalmente uma subvariedade de dimensao n.

Definicao 1.2.9. Seja X uma variedade complexa. Uma subvariedade analitica de X é um
subconjunto fechado ¥ C X tal que para cada ponto x € X, existe uma vizinhanca aberta
x €U C X tal que Y NU é o zero de finitas fungoes holomorfas fi, ..., fr € O(U). Um ponto
y € Y é reqular se existe uma vizinhanga U de y em X tal que X NY é um subvariedade
complexa de X. Denotamos o conjunto dos pontos regulares em Y por Y*.

Definigao 1.2.10. Uma subvariedade analitica Y de X é irredutivel se ela nao pode ser
escrita como uniao de subvariedades analiticas Y = Y; UY5 taisque Y; C Y.

Proposicao 1.2.11. ([?] Proposicao pagina 21) Uma subvariedade analitica Y de uma var-
iedade complexa X é irredutivel se e somente se Y* é conexo.

Observacgao 1.2.12. No caso em que Y ¢ irredutivel, Y* é uma subvariedade complexa de
X. Isso nos permite fazer a seguinte definicao.

Definig¢ao 1.2.13. A dimensdo de uma subvariedade analitica Y irredutivel é a dimensao da
subvariedade complexa Y*. No caso geral, a dimensao de Y é k se todas as suas componentes
irredutiveis possuem dimensao k.

A seguir, enunciaremos alguns resultados importantes para variedades complexas. Alguns
deles serao utilizados posteriormente na dissertagao.

Teorema 1.2.14. ([?] pdgina 10 Teorema 1.11) Seja X uma variedade complexa compacta
e f € O(X). Entao f é uma fungao constante.

Corolario 1.2.15. Nao existem subvariedades de C™ de dimensao positiva.

Teorema 1.2.16. ([?] pagina 419 Teorema 44.40) (Teorema de extensao de Hartog) Seja X
uma variedade complexa e Y uma subvariedade analitica de codimensao pelo menos 2. Se
f € O(X\Y), entao existe uma tunica extensao holomorfa de f em X, isto é, existe uma

tnica f : X — C holomorfa tal que f]X\y = f.

Teorema 1.2.17. (Teorema da identidade) Se f,g € O(U) sao tais que f|y = g|y, onde
V C U é um aberto, entao f =g em U.

Proposicao 1.2.18. Toda variedade complexa X é orientavel, ou seja, existe uma forma
volume vol(X) € Q**(X), onde 2n é a dimensdo real de X.



1.3 Fibrados vetoriais complexos

Defini¢ao 1.3.1. Sejam M, E variedades deferencidveis e m : £ — M uma fungao difer-
enciavel sobrejetiva. Dizemos que E é um fibrado complexo C*° de posto r com espago base
M e projecao 7 se:

1) A fibra E, = 7—!(x) é um espaco vetorial complexo de dimenséo 7 e

2) existe uma cobertura U; de X por abertos tais que para cada U; temos um difeomorfismo
v+ Y U;) — U; x C, chamada trivializagdo local, que faz o seguinte diagrama

comutar
v;

UZ‘X(CT,

onde m; : U; x C" — U; é a projegao na primeira coordenada e temos um isomorfismo
induzido ¥;|, : E; — {x} x C" que é C-linear. Diremos que (U;,v;) é uma carta
trivializante do fibrado.

Definigao 1.3.2. Seja F um fibrado complexo com espaco base M e carta trivializante
(Ui, ;), definimos as funcdes de transi¢cao por

gij(x) = (Yio ;" )(x, ) € GL(r,C) V& € U; N U

Definigao 1.3.3. Sejam E e F dois fibrados complexos sobre uma variedade M. Uma funcao
diferencidavel ¥ : E — F é um morfismo de fibrados complexos se o diagrama abaixo comuta
e o mapa induzido ¥, = ¥|g, : B, — F, é C-linear.

M

¥ é um isomorfismo de fibrados se, além de ser um morfismo entre fibrados, é um difeomor-
fismo entre F e F'.

A proposicao abaixo serd muito 1til e uma demonstracao para o caso de Fibrados Prin-
cipais pode ser encontrada em [?] volume I pagina 52 Proposicao 5.2.

Proposicao 1.3.4. As funcoes de transicdo de um fibrado satisfazem as seguintes relacoes,
que sao chamadas de condi¢des de cociclo:

(a) gij(x) 'gji(af) =1 VexeUnUje
() gij(x) - gjn(x) - gri(x) =1 Yz e UnU;NU;

Rciprocamente, dadas fungoes diferenciaveis {g;; : U;NU; — GL(C")} satisfazendo as relacoes
(a) e (b) acima, entao existe um tnico (a menos de isomorfismo) fibrado F com espago base
X e fungdes de transicao {g;;}.



Definicao 1.3.5. Seja F um fibrado sobre M. Uma sec¢do diferencidvel do fibrado sobre um
aberto U C M é uma aplicacao diferenciavel o : U — FE tal que m o o = idy. Denotamos por
['(U, E) o espaco das segoes diferencidveis sobre o aberto U.

Definigao 1.3.6. Um referencial sobre U C M é uma colecao o1, ..., 0 de secoes sobre U
tal que {o1(x),...,0x(z)} é uma base de E, para todo x € U.

Observagao 1.3.7. Referencial e trivializagao local sao nogoes equivalentes. De fato, con-
sidere uma trivializacao

Yy 7N (U) = U x CF,
as sec¢oes dadas por
O—Z(x> = wal(x7 ei)

definem um referencial sobre U.
Rciprocamente, dado um referencial o1, ..., oy sobre U, podemos escrever v = Y v;0;(x) €
E, para cada x € U. Dessa forma temos uma trivializacao em U dada por

z7bU(’U) = (:U7 (Ul, seey Uk))
Neste final de segao, faremos uso da proposicao 1.4.5 para construirmos alguns fibrados.

Exemplo 1.3.8. Sejam FE e F fibrados complexos sobre a mesma variedade M e com
projecbes m : K — M e7T : E — M. A soma direta de E e F é o fibrado complexo
cujo espago total é dado por

Eo F ={(v,w) € Ex F|r(v) =71(w)}
e a projecao é dada por
EoF—-M
(v,w) — 7(v) = 7(w).
Note que as fibras de E @ F sdo as somas diretas E, @ F,. Verifiquemos a trivialidade
local: Se {1, } e {¢4} s@o as trivializacoes de E e F, respectivamente, subordinadas a mesma
cobertura. Suponha que {1} e {¢,} correspondam as fungoes de transi¢do {gap} € {hap},

respectivamente. Entao, obtemos uma trivializacao da soma direta dada por {(1g X ¢4)|Eer}
que corresponde as funcoes de transicao dadas por

_ Gab 0
gab@hab—< 0 hab>‘

Exemplo 1.3.9. De forma analoga, podemos definir os seguintes fibrados complexos:
e O produto tensorial E ® F: as fibras sao dadas por F, ® F, e as func¢oes de transigao
S0 gap ® hap-
e O fibrado dual E*: as fibras sao dadas por E} e as fungdes de transigao sao (g%,)~'.

e Os produtos exteriores /\k E: as fibras sao os produtos exteriores /\k E, e as funcoes
de transi¢do sao dadas por gup A -+ A ge- Como caso particular, se £ é um fibrado
—

k vezes
complexo de posto 7, o seu fibrado determinante é det(E) := \" E.



1.4 Estruturas complexas

Nesta secao, V' é um espacgo vetorial real de dimensao d.

Defini¢cao 1.4.1. Um endomorfismo R-linear de V', J : V — V  é uma estrutura quase
complexa em V se J?2 = —I, onde I é a identidade em V.

Note que se V' admite uma estrutura quse complexa, entao d = 2n para algum n.

Observacgao 1.4.2. Se V admite uma estrutura quase complexa J, podemos equipar V' com
uma estrutura de espacgo vetorial complexo da seguinte maneira:

(a +ib)v = av + bJ(v),

onde a,b € R e v € V, denotaremos esse espago vetorial complexo por V;. Reciprocamente,
se V' é um espago vetorial, entao o operador dado pela multiplicacao por ¢ é uma estrutura
quase complexa em V.

Observagao 1.4.3. Se vy, - -+ , v, é uma base para V sobre C, entao vy, -+ ,vp, J(v1),- -+, J(vp)
¢ uma base para V sobre R.

Observagao 1.4.4. Se V é um espago vetorial real com estrutura quase complexa J, con-
sidere a complexificacao de V, V., = V ®r C. O mapa linear J se extende a V, fazendo
J(v®a) = J(v) ® a; dessa maneira, J ainda satisfaz J?> = —I, mas possui autovalores i e —i.
Sejam V10 o autoespacgo correspondente ao autovalor i e Vol o autoespaco correspondente
ao autovalor —i. Assim, temos uma decomposicao

Ve=V0a Vol

Considere a conjugagao em V., definida por v ® a = v ® a. Essa operagao nos d4 um isomor-
fismo R-linear V10 =2 V01 ([?] pagina 26 Lema 1.2.5). Ainda mais, observe que V19 = V.
Em particular, dimg(V'?) = dimg(V%!) = n.

Lema 1.4.5. ([?] pégina 26 Lema 1.2.6) Seja V um espago vetorial real munido de uma
estrutura quase complexa J. Entao, o espaco dual V* = Hom(V,R) possui uma estrutura
quase complexa natural dada por J(f)(v) = f(J(v)), onde f € V*. A decomposicao induzida
em (V.)* = Homg(V,C) = (V,)* é dada por

(VL ={f € Homa(V,C)|f(J(v)) = if(v)} = (V)"
(V) = {f € Homp(V,C)|f(J(v)) = —if (v)} = (V*!)".

Se V' é um espago vetorial real de dimensao d, a decomposigao da sua algebra exterior é
d k
AV=DAV
k=0
Analogamente, A V. denota a élgebra exterior de V., que se decompde como

Avi- DAY

Temos que A V. = (AV)®rC e AV é o subespago de A V. que é invariante pela conjugacao.



Definicao 1.4.6. Seja V um espaco vetorial real de dimensao real d munido de uma estrutura
quase complexa .J. Definimos

P.g p q

/\V — Avl,o Rc /\V0,1’
onde os produtos exteriores de V0 e V%! sdo tomados sobre C. Um elemento oo € A”4(V)
tem grau (p,q).

Proposigao 1.4.7. ([?] pagina 27 Proposicao 1.2.8) Para um espago vetorial munido de uma
estrutura quase complexa J, temos:

(i) AP?V é canonicamente um subespaco de APT7V,,
.. k

(i) NVa= @, o APV ¢

(ii)) NPTV = NPV

A partir de agora, vamos utilizar esta construgao algébrica para o fibrado tangente de
uma variedade.

Definigao 1.4.8. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao real 2n. Um isomorfismo
diferencidvel de fibrados J : T(M) — T(M) é uma estrutura quase complexa em M se
J? = —I, onde I é o morfismo identidade em T'(M). Se M est4 equipado com uma estrutura
quase complexa J, dizemos que o par (X,.J) é uma variedade quase compleza.

Teorema 1.4.9. Toda variedade complexa induz uma estrutura quase complexa em sua
variedade diferencidvel subjacente.

Demonstragao. [?] pagina 30 Proposicao 3.4. O

Suponha que (X, J) seja uma variedade quase complexa. Entao, podemos aplicar a algebra
linear anterior as fibras de T'(X).. Dai, temos uma decomposigao das fibras em soma direta
(T(X)e)e = T(X)5" & T(X)¥'. No entanto, também temos uma decomposicao em soma de
fibrados, como mostra a préxima proposicao.

Proposicao 1.4.10. ([?] pégina 104,105 Proposi¢ao 2.6.4(i)) Seja (X,J) uma variedade
quase complexa. Entao, existe uma decomposicao em soma direta de fibrados complexos

T(X)e = T(X)" & T(X)™,
tal que as fibras de T(X)M0 e T(X)%! sdo T(X)%" e T(X)%', respectivamente.

Notagao 1.4.11. Os fibrados T(X)"? e T(X)%! sdo chamados de fibrados tangente holo-
morfo e antiholomorfo, respectivamente.

Sejam X uma variedade diferencidvel, T'(X ). = T(X) ®r C a complexificacao do seu fi-
brado tangente e (T'(X).)* o fibrado dual da complexificagao do fibrado cotangente. Podemos
tomar a poténcia exterior \" T*(X).

Definigao 1.4.12. e As segoes diferencidveis de \"(T'(X).)* sdo as formas diferenciais
de grau r com valores em C. Elas serao denotadas por Q"(X). = T'(X, N"(T(X)¢)*).
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o As segoes diferencidveis de A\PY(T(X).)* sao as formas diferenciais de grau (p,q) com
valores em C. Elas serao denotadas por QP9(X) = I'(X, APU(T(X).)*).

Proposicao 1.4.13. ([?] pagina 106 Corolério 2.6.8) Existem decomposigoes em soma direta

r

ATX)) = @ ATX).) e

ptq=r

O(X)e= P ix).

ptq=r

Na definicao a seguir, utilizaremos a seguinte notagao:
n
0*(X)e = P (X)e.
r=0

Definigao 1.4.14. Dadas as decompoisgoes em soma direta acima, definimos as projegoes
canoOnicas:

I O (X)e — Q" (X)e e
P9 O (X). — QP9(X).

Observagao 1.4.15. A diferencial exterior d pode ser estendida a Q"(X),. para todo r por
extensao C-linear.

Definic¢ao 1.4.16. Definimos os operadores d e 0 por

Q:=TPh o d : QPI(X) — QPTLI(X) e
Q:=TP" o d: QPIX) — QPITH(X).

Observagao 1.4.17. A regra de Leibniz para d implica imediatamente as regras de Leibniz
para os operadores 0 e 0.

Definigao 1.4.18. Seja (X,.J) uma variedade quase complexa, J é integrdvel se d = 0 + 0.

Observacgao 1.4.19. Existem outras maneiras equivalentes de se definir uma estrutura quase
complexa integravel. Porém, nao vamos nos aprofundar nessa direcao. Para maiores detalhes,
consultar as referéncias [?] paginas 27-35 e [?] paginas 104-110.

Teorema 1.4.20. ([?] pagina 34 Teorema 3.7) Seja X uma variedade complexa, entao a
estrutura quase complexa induzida na sua variedade real subjacente é integravel.

O seguinte teorema é um resultado muito importante na teoria de variedades devido a
Newlander e Nirenberg.

Teorema 1.4.21. Seja (X, J) uma variedade quase complexa integravel. Entao, existe uma
Unica estrutura complexa em X, na definicao usual, que induz a estrutura quase complexa .J.

A partir de agora, quando dissermos que X é uma variedade complexa, estaremos supondo
uma estrutura quase complexa integravel J induzida por X.

11



1.5 Variedades Kahler

Definicao 1.5.1. Seja X uma variedade complexa. Uma métrica Riemanniana g em X é
uma métrica hermitiana se g(J(v), J(w)) = g(v,w) para todo v,w € T(X), e todo z € X.
A forma fundamental associada a g é w := g(J(),()). Uma variedade hermitiana é uma
variedade X munida de uma métrica hermitiana g, isso serd denotado por (X, g).

Lema 1.5.2. ([?] pdgina 29 Lema 1.2.14) A forma fundamental w de uma métrica hermitiana
g é uma (1,1)-forma real, isto é, w € QH1(X) N Q% (X).

Definigao 1.5.3. Uma variedade Kdhler é uma variedade hermitiana (X, g) tal que dw = 0.
Neste caso, dizemos que w é a forma de Kdhler de (X, g).

Lema 1.5.4. Seja w uma (1,1)-forma real numa variedade complexa X. Se w é positiva
definida (w é localmente da forma w = ) h;jdz; A dZ; tal que (h;j(x)) é uma matriz hermi-
tiana positiva definda para todo z € X). Entao, existe uma métrica Kéhler g em X cuja
forma fundamental é w.

Exemplo 1.5.5. A métrica de Fubini-Study é uma métrica Kéhler canénica em CP". Tome
a cobertura padrao CP" = U}'_,U; e defina

L \Y4 _1 = r Zk- 1.1

Uma demonstragdo de que as w; colam numa (1,1)-forma real w, globlamente definida e
fechada em CP" e, adicionalmente, w é positiva definida estdo em [?] paginas 117 e 118.
Assim, pelo lema anterior, existe uma métrica gpg em CP” cuja forma fundamental é w, que
¢é usualmente denotada por wrg.

Exemplo 1.5.6. Seja (X, g) uma variedade Kéhler e Y C X uma subvariedade complexa de
X. Entao, a métrica gly é Kéhler ([?] pagina 119 Proposigao 3.1.10).

Definigao 1.5.7. Lembremos que dada uma métrica Riemanniana g em uma variedade
orientavel X de dimensao m, podemos estender sua agao para cada um dos os produtos
exteriores \"(X). Essa extensao também serd chamada de g. Isso nos permite definir o
operador * de Hodge, * : \" T*(X) — \N™ " T*(X) , que é determinado por

a A >F/B = g<a7/8)UOZ(X>7
onde o, 8 € \"(X)z para algum x € X e vol(X) é a forma volume de X.

Definigao 1.5.8. Seja (X, g) uma variedade hermitiana com forma fundamental w. Defini-
mos:

o O operador de Lefschetz:

r r+2
L: \T*(X) > \ T%(X)
a— wAa.
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e O dual do operador de Lefschetz A é o operador A : A" T*(X) — A*T*(X) que é o
adjunto de L com respeito a g, isto é, Aa é determinado por g(A(«a), 5) = g(a, L(5))
para todo 8 € \"T*(X).

Lema 1.5.9. O operador de Lefschetz é tal que A(\"T*(X)) ¢ A" 2T*(X) (isso significa
que A tem grau —2) e satisfaz A = ! o Lx.

Observagao 1.5.10. Podemos estender g e os operadores definidos acima para para os
respectivos dominios complexificados.

e Extendemos g a T(X). fazendo g,(v ® c,w ® d) = cdgs (v, w), para v,w € T(X).
Para a generalizagao de g para formas, fagamos g,(a ® ¢, ® d) = cdgz (e, 3), para
a,Be N T(X)~

e O operador L de Lefschetz extendido por C-linearidade continua sendo definido por
o — wAaetem grau (1,1), isto 6, LAPIT(X)*) ¢ APTHH T(X)* ([?] pagina 31
observagao 1.2.19).

e A extensao C-linear do dual do operador de Lefschetz é A(a ® ¢) = cA(a) e tem grau
(—1,-1) ([?] pagina 33 Lema 1.2.24)

Lema 1.5.11. ([?] pagina 39 exemplo 1.2.32) Para uma variedade hermitiana (X, g) com
forma fundamental w, temos as seguintes relacoes:

(i) *1 =wvol(X) = Zuw" e

(’Ll) *W = ﬁw”_l
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Capitulo 2

Fibrados holomorfos e conexoes

2.1 Fibrados holomorfos

Definigao 2.1.1. Um fibrado holomorfo de posto r m : E — X sobre uma variedade complexa
X é um fibrado complexo de posto r com uma estrutura de variedade complexa em FE tal
que as funcgoes de transicao v; : 71 (U;) — U; x C" sdo biholomorfas.

Note que no caso holomorfo as fungoes de transicao g;; sao holomorfas.

Toda a discussao sobre fibrado complexo feita na secao 1.3 pode ser carregada para
fibrados holomorfos. Em especial, vale a proposicao 1.3.4 para o caso holomorfo. Também,
podemos fazer as mesmas construcoes do caso diferencidvel.

e A soma direta E @ F: as fibras sao dadas por E, @ F, e as fungoes de transicao sao
Gab O hab-

e O produto tensorial E ® F': as fibras sao dadas por E, ® F, e as funcoes de transicao
sao 9ab @ hab'

e O fibrado dual E*: as fibras sao dadas por E} e as fungdes de transigao sao (g%,)~'.

e Os produtos exteriores /\k E: as fibras s@o os produtos exteriores /\k E, e as fungoes
de transicdo sdo dadas por gup A -+ A gep. Como caso particular, se £ é um fibrado
—_

k vezes

complexo de posto 7, o seu fibrado determinante é det(FE) := \" E.

Definicao 2.1.2. Uma secao o : U — E é holomorfa se ¢ é holomorfo como mapa entre
U C X e E. Um referencial f ={e1, -+ ,e,} é holomorfo se cada e; é uma segao holomorfa.
Nesse caso, com relagao ao referencial f, uma secdo o =Y ;_, 0;€; é holomorfa se e somente
se cada o; é uma funcdao holomorfa.

Exemplo 2.1.3. 1) (Fibrado tangente holomorfo). Seja X uma variedade complexa de
dimensao n. Existe uma cobertura aberta {Uy}aca e um atlas {{Us}, 9o} com ¢, :
Uy — Vo com V, C C" um homeomorfismo e tal que as fungoes de transicao ¢;; :=
piop; 1 9;(U;NU;) — ¢;(U;NU;) sao holomorfas. A matriz Jacobiana das fungoes de

850@

transicao é definida por J(i;)(;(2)) := (52 (¢;(2)))k,- Definimos o fibrado tangente
holomorfo de X como sendo o fibrado 7 dado pela cobertura aberta {U, }qca € funcoes

de transigao g;;(2) := J(pi;)(¢j(2)).]
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2) (O fibrado candnico). Seja X uma variedade complexa de dimensao n e 7 o seu fibrado
holomorfo. O fibrado canénico de X é o fibrado K := det((T")*).

3) (O fibrado tautolégico sobre CP™).

O(—1) = {([z],v) € P* x C; v = Az para algum X\ € C*} tem estrutura de fibrado de
linhas holomorfo sobre P".

Defina a prjecao
m:0(-1) —P"
([2],v) = [2].
Sejam U; = {[z0: 21 : ... : zp]; 2z # 0} C P™. Vamos definir as trivializagoes locais por
g N U;) = Uy x C
([2], v) = ([2], vi)
com inversa dada por

goi_l :U; xC — 7T_1(Ui)
w

(12} w) — (2], =)

(2

Sendo assim, as fungoes de transicao sao dadas por
9ij([2]) : C—C
2

W= — - w.
Zj

No restante desta se¢@o, mostraremos que a condigdo para o fibrado ser holomorfo esta
intimamente relacionada com a existéncia de uma conexao parcial integravel do tipo (0, 1).

Definigao 2.1.4. Seja E um fibrado vetorial complexo C*° sobre uma variedade complexa
X. Uma conexao parcial do tipo (0,1) em E é um operador

§:T(E)® (X)) - T(E)®2"(X)

que satisfaz

5(fo) =0(f)® o+ fé(o)

para todos f: U — C, com U C X, uma funcao C® e o € I'(E).
Analogamante, uma conexdo parcial do tipo (1,0) em E é um operador

§:T(B) @ Q(X) — I(E) @ QO(X)

que satisfaz

6(fo) =0(f)®o+ fé(o)
para todos f: U — C, com U C X, uma fungao C* e 0 € I'(E).
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Observacgao 2.1.5. Dada uma conexdo parcial §, podemos extendé-la como um operador

§:T(E) @ OPX) —T(E)® QPit(X)

fazendo

Mp®o)=0(p) ®o+ (1) o Ad(0)
O mesmo vale para uma conexao parcial do tipo (1,0).
§:T(E)® OWPYX) - T(E)®QPTHiX)

fazendo

S(p®0)=0(p)®c+ (=1)PTip A (o)

Definicao 2.1.6. Uma estrutura holomorfa em E é uma conexao parcial do tipo (0,1) 5
integravel, isto é,

2 =00d6=0.

Teorema 2.1.7. Seja E¥ um fibrado holomorfo de posto r sobre X. Entao existe uma tnica
conexao parcial integravel do tipo (0,1) em E.

Demonstragao. Fixe um referencial holomorfo f = {ej,---,e,} sobre um aberto U C X.
Agora, para uma segao o escreva » .., fie; e defina

5= d(f) ®e. (2.1.1)
=1

Se f" ={é€},--- ,el.} é um outro referencial holomorfo, encontramos um outro operador 5’
</
Vamos mostrar que 0’ = §. Se g é a matriz de mudanca de referencial, isto é, e; = Z gije J
Dai,

= (Z i ® 62’) =0 Zfi ® gije;
i ij

=¢ Z figis @€ | = 0(figij) @ ¢;

'7]’

A

gfl gZ]®6 —Za fz ®gm j

7]

Isso prova que 0 é um operador global. A verificacdo da regra de Leibnitz e da integra-
bilidade seguem das propriedades de 0. O
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Observagao 2.1.8. Se ¢ é uma segao holomorfa, entdo (o) = 0.

Uma reciproca para este teorema sera enunciado a seguir e a sua demonstracao pode ser
encontrada em [?] pagina 50.

Teorema 2.1.9. Seja E um fibrado complexo diferencidvel sobre uma variedade complexa
X. Se E admite uma conexao parcial do tipo (0,1) integravel, entdao E admite uma tnica
estrutura de fibrado holomorfo, no sentido da Defini¢cao 2.1.1, e tal que as se¢oes holomorfas
com relagao a tal estrutura sio exatamente as secoes o tais que §(c) = 0.

2.2 Feixes

O objetivo desta secao ¢ introduzir a linguagem de feixes sobre espacos topoldgicos e es-
tabelecer uma relacao biunivoca entre feixes localmente livres sobre uma variedade complexa
e fibrados holomorfos.

Definigao 2.2.1. Um prefeixe F sobre um espaco topoldgico X consiste dos seguintes dados:
(a) para todo aberto U C X temos um conjunto F(U) e

(b) para cada par de abertos V' C U, temos uma fungao (tais fungdes sao chamadas de
morfismos de restrigao)

rJ F(U) — F(V) tais que

1 Tg:idUe

2 SeWCVCUentéor%:r}fVorg.

Definig¢ao 2.2.2. Um morfismo de prefeixes h : F — G é uma colegdao de morfismos
hy : F(U) — G(U)

para cada aberto U de X tais que o diagrama abaixo comuta.

FU) 2 g)
.’F(V)TQ(V)

F é subprefeixe de G se os morfismos hy sao inclusoes.

Observagao: Na definigao, consideramos F(U) na categoria de conjuntos, mas podemos
consideréd-lo em outra categoria. Neste caso, Tg e hy devem ser morfismos desta categoria.
Os elementos de F(U) sao chamados de se¢des de F sobre U.

Definigao 2.2.3. Dizemos que um prefeixe sobre um espacgo topoldgico X é um feixe se para
todo aberto U C X e toda cobertura aberta {U;} de U, F satisfaz:

Ises,te F(U)e Tgi(s) = rgi(t) Vientao s =te
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II se s; € F(U;) e se para U; NU; # 0 temos TgmUj (s;) = rgmU]_(sj) Y i, entao existe
s € F(U) tal que rgi(s) =s; Vi.

Um morfismo entre feixes F e G é um morfismo entre os prefeixes F e G.

Exemplo 2.2.4. e Seja U C X um aberto e F um feixe sobre X. Chamamos o feixe Fy;
definido por Fyy (V) = F(V NU), de feize restrigao.

e Seja X uma variedade complexa e seja Ox o prefeixe dado por:

a) Ox(U)={f:U — C; f é holomorfa}
b) Se f € Ox(U) e V C U, definimos ¥, = f|y.

Ox é um feixe de anéis, chamado feixe de funcdes holomorfas sobre X.

Definigao 2.2.5. Seja R um feixe de anéis sobre um espago topolégico X e M um feixe
de médulos também sobre X. Se, para todo aberto U C X, M(U) tem estrutura de R(U)-
médulo tal que para a € R(U), f € M(U) e V C U temos r(af) = pl(a)rd(f), onde ¥
sao morfismos de restricao de M e p‘% de R, dizemos que M é um feixe de R-mddulos.

Exemplo 2.2.6. Seja E um fibrado holomorfo. Definimos um prefeixe I'(F), fazendo
I(E)(U) =T(U,E), para U C X aberto, com as restrigdes ¥ (c) = o|y se V.C U. I'(E) é de
fato um feixe e é chamado feize de se¢oes holomorfas do fibrado vetorial E. T'(E)(U) admite
uma estrutura de Ox (U)-médulo para cada aberto U C X (se 0 € T'(E)(U), e f € Ox(U)
definimos (fo)(z) = f(2)o(z)). A agao assim definida, faz de I'(E) um feixe de Ox-mdédulos.

Definigao 2.2.7. Seja R um feixe de anéis comutativos sobre um espaco topolégico X.

a) Defina RP como sendo o prefeixe RP(U) = R(U) @ --- ® R(U). De fato RP é um feixe
de R-médulos chamado de soma direta de R.

b) Se M é um feixe de R-mé6dulos sobre X e M = RP, dizemos que M é um feixe livre
de médulos.

¢) Seja M um feixe de R-mo6dulos sobre um espago topoldgico X tal que todo z € X possua
vizinhanga aberta U tal que M|y é livre, dizemos que M é um feixe localmente livre.

Exemplo 2.2.8. Seja I'(E) o feixe de Ox-médulos definido no dltimo exemplo. Vamos
mostrar que I'(E) é localmente livre.

Para cada z € X, existe um aberto trivializante para o fibrado FE, isto é, temos um
homeomorfismo E|y= U x C", onde r é o posto do fibrado E. Segue-se que I'(E)|y= I'(U x
C"). Afirmamos que I'(U x C") =2 O|y® --- ® O|y. De fato, seja f € I'(U x C")(V) (para
algum V C U aberto), entao f(z) = (z,g(z)), onde g : V. — C" é holomorfa. Podemos
escrever g = (g1, ,gr) , com cada g; holomorfa, isto é, g; € O|y (V). Assim, vamos fazer a
identificacao para cada V C U

LU xC)(V) = Oly(V) @ - @ Olu(V)
f'_> (917"' 797”)

que é um isomorfismo de de feixes.
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Teorema 2.2.9. Seja X uma variedade complexa e conexa. Entao existe uma correspondéncia
biunivoca entre classes de isomorfismo de fibrados holomorfos em X e classes de isomorfismo
de feixes localmente livres de O x-médulos.

Demonstragdo. A corréspondéncia é dada por
E—T(FE)

J& vimos acima que I'(F) é localmente livre.

Agora, devemos construir um fibrado holomorfo a partir de um feixe localmente livre, isto
é, construir uma inversa para a correspondéncia acima. Seja £ um feixe localmente livre de
Ox-mdédulos. Entao, podemos encontrar uma cobertura aberta {U,} de X tal que temos um
isomorfismo

ga : E’Ua_> O;(|U@
Defina
9oB = Go © gﬁ;l : O;(’UamUBH OS{’U"‘HUB

que também é isomorfismo de feixes. Assim, temos que o isomorfismo de Ox (U, N Ug)-
moédulos

(9a8)Uanvy : Ox(Ua NUB)" — Ox(Ua NUp)"
é uma matriz nao singular com entradas em Ox (U, NUpg), ou seja,
(gag)UamUﬂ U NUg — GL(T, C).

Definindo 1,3 := (gag)UauUﬁ, temos que 1,5 satisfaz as condicoes de cociclo e portanto
defininem um tnico fibrado vetorial holomorfo sobre X.

O]

Observagao 2.2.10. Um morfismo de fibrados holomorfos f : F — F induz um morfismo
entre os feixes localmente livre associados a E e F ¢ : € — F, dado por py(o) = foo.
Reciprocamente, podemos definir um morfismo de fibrados a partir de um morfismo de feixes
localmente livres.

2.3 Conexoes e Curvatura

Definig¢ao 2.3.1. Uma conexdo em FE é um operador

P
V:T(E) - T(E)® QLX) =T(E® /\(X))
C
ques satisfaz a regra de Leibnitz
V(fo) =df ® o + fVo, (2.3.1)

Vi:U—-Ce(C®X)eVoel'(U,E).
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Exemplo 2.3.2. Seja F o fibrado de linhas trivial sobre X, isto é, £ = X x C. Observando
que toda segao em E é da forma o(z) = (x, f(z)) para algum f € C°°(X), podemos definir
uma conexao fazendo

V(o) =1 df,

onde 1 ¢ a se¢@o constante (x, 1). Dessa maneira, vemos que uma conexao é uma generaliza¢ao
da diferenciacao exterior para formas com valores em FE.

Agora queremos fazer uma descrigao local para a conexao. Seja f = {e1, - ,ex} um
referencial C*° para E sobre um aberto U C X e V uma conexdo em F. Assim, podemos
escrever

k
V(ez) == Zeijej, (232)
j=1

onde 6;; € QL(X) para todo 4, j.

Definicao 2.3.3. A matriz de 1-formas 6 = (6;;) é a matriz de conexdo de V com relagao
ao referencial f.

Em termos da matriz de conexao, podemos representar explicitamente a agao da conexao
em segoes de E. Ou seja, dada uma secdo o € I'(U, F) podemos escrever com relagdo ao
referencial f

k
g = E g;€;,
=1

com o; : U — C fungoes C°.
Dai,

k
V(o) = V(Z oiei) (2.3.3)

=1
= Z do; ® e; + Z o;V(e;) (2.3.4)
= Z(do'j + Z O‘ieij) ® ej. (2.3.5)

A matriz de conexao depende do referencial escolhido. A préxima proposicao nos diz
como a matriz de conexao se comporta numa mudanca de referencial e também sob quais
condigoes podemos definir uma conexao a partir de matrizes de 1-formas dadas.

Proposigao 2.3.4. Seja V uma conexao em E e sejam 0 e 6y matrizes de V sobre U € X
com relacao aos referenciais f = {e1,...,ex} e f' = {€],...,€}} respectivamente, entao
0p = (dg)g~ + g(0)g~!, onde g : U — GL(CF) é a mundanga de referencial e}(z) =
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Z?:l gijej. Reciprocamente, dada uma cobertura {U,} de X por abertos com referenciais
fa € matrizes de 1-formas 6, para cada aberto U,, tais que para U, N Ug # ) temos O, =
(dgag)ggﬁl +ga5(9fa)g;é, onde go5 : UoNUz — GL(C*) é a matriz de mudanca de referencial
de f, para 3, entao existe uma conexao V em F cujas matrizes de conexao sao 6.

Demonstragao. Aplicando a equac@o acima para o = €} € 0; = gji, temos

V() = dgij@ej+ > ginbe,, @ ¢;
j j?k

J
= (dgij + Y girbey,) ® ;.
j 2

Por outro lado, temos

V(e) =D b @ep=> 0 @O gie) = (O 0 9i) @e;.
l l J l

J
Comparando os coeficientes, temos a igualdade. O
Teorema 2.3.5. Todo fibrado vetorial admite conexao.

Dada uma conexao num fibrado vetorial, podemos questionar se essa conexao é unica. A
resposta é nao ([?] pagina 173 Proposicao 4.2.3). No entanto, se adicionarmos uma estrutura
holomorfa e uma estrutura hermitiana ao fibrado, existe uma maneira de se definir uma
conexao de maneira Unica, a chamada conexdo de Chern. Isso serd explorado nas segoes
posteriores.

Definigao 2.3.6. Dada uma conexao V em um fibrado vetorial F, podemos generalizar a
acao de V para p-formas com valores no fibrado da seguinte maneira

V:T(E)® O (X) — T(E) @ Q2 (X)
Vie®o)=da®o+ (—1)’a AV (o),

onde o € Qf(X) e 0 € T(E).
Lema 2.3.7. Se 3 € Q&(X), t € T'(E)QL(X), entdo
V(BAL) =dBAt+ (=18 AV(1).

Demonstragao. Sem perda de generalidade, assuma t = a ® o, para o € ['(F) e a € QfC(X)
Dal,

VBA)=V(BAha)®@0c

)
=FANa)®oc+ (—l)kH(B NaAV(o))
=Bra)@c+ (-D)*(BAda) @0+ (-1 (BAaAV(0))
=BAra)@c+ (1) BAV().
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Embora uma conexao possa ser pensada como uma generalizagao da derivada exterior,
em geral ndo temos VoV = 0. A obstrucao para que ela seja uma derivada exterior é medida
por sua curvatura, um conceito que serd explicado agora.

Definicao 2.3.8. A curvatura Fy da conexao V em E é a composigao
Fy =VoV:T(E) - T(E)®Q%(X).
Proposicao 2.3.9. Fy é linear sobre as fungoes diferenciaveis em X para qualquer conexao

V.

Demonstragao. Para o € I'(U,E), f : U — C uma fungao diferencidvel e usando o lema
anterior temos

Fy(fo) =V(V(fo))

V(df @ o+ V(o))

A (f)®o—df ANV (o) +df ANV (o) + fV3(0)
fFy (o).

O]

Essa proposicao nos permite dizer que Fy é uma 2-forma com valores nos endomorfismos
de E, isto ¢, Fy € T(EndE) ® Q4(X).

Faremos um tratamento local com a curvatura da mesma maneira que fizemos com as
conexoes. Seja f = {ey, - ,e,} um referencial C* de E sobre um aberto U € X. Podemos

escrever
D)= 0;50¢,
com 0;; € Q4(X).

Definicao 2.3.10. A matriz de 2-formas dada por © = (0;;) é a matriz de curvatura da
conexao V com relagdo ao referencial f.

Proposicao 2.3.11. Sejam f = {ey, - ,e.} e f/ = {e}, -+ ,e.} dois referenciais de F
sobre um aberto U € X. Entao as matrizes de curvatura em relagdo aos referenciais dados
satisfazem

O =gO5g ™",
onde g é a matriz de mudanca de referencial.

Demonstracgao.

=Fv(>_ gi¢))
j

= 9iiFv(e))

J
=> 99k ® ey

ik
= Zgij@jkgk_ll ® €],

j7k7l

onde g,;' é entrada (k,1) da matriz g~*. O
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O préximo resultado relaciona a matriz de conexao com a de curvatura para uma conexao.

Proposicao 2.3.12. (Equacao de Cartan) Seja E um fibrado com conexao, entdo as

matrizes de curvatura © e de conexao 6 com relagdo a um referencial f = {e1,---,er}
satisfazem

©=di—-6nN6.
Demonstracao.

Fy(e:) = V() _ 6 @ej)
j
— Zdeij ®ej — Z% A (Zejk@)ek)
j J k
= Zd@ij ®ej — Z (05 NOji) @ ey,
J

jk

= Z (dGU — ZBZk AN ekj) X €;j.
7 k

2.4 Fibrados hermitianos

Nesta secao vamos definir métrica hermitiana e o conceito de conexao compativel com
esta métrica.

Definicao 2.4.1. Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade C*° X. Uma métrica
hermitiana estrutura hermitiana h em E é um produto interno hermitiano h, em cada fibra
FE, que depende diferenciavelmente de x, isto é

hy(u1 + Aug, v) = hy(uy,v) + Mg (ug, v) para uq, us, v € E; e A € C,

hy(u,v) = hy(v,u) para u, v € E,

ha(u,u) >0 para u # 0 e

h(o,7) é uma funcdo C*° para quaisquer se¢des C>° de E. A notagao (E,h) significa
que E é um fibrado vetorial hermitiano.

Assim como foi feito para conexoes, vamos fazer uma descricdo local da estrutura hermi-
tiana num fibrado vetorial.

Defini¢ao 2.4.2. Dados um fibrado vetorial hermitiano (E,h) e um referencial C* f =
{e1,---,e,} sobre um aberto U C X. A matriz H com entradas h;; = h(e;, e;) é a matriz da
estrutura hermitiana h com relacao ao referencial f.

Proposicao 2.4.3. (Mudanca de coordenadas) Seja (E,h) um fibrado hermitiano e
Hy e Hyp matrizes de h com relagao aos referenciais f = {e1,---,e.} e f' = {e],--- , e}
respectivamente. Entao

Hy = gHsg', (2.4.1)

onde g é a matriz que leva f a f’.
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Demonstragdo. Sejam h;j as entradas da matriz Hy e hgj as entradas da matriz Hy. Temos
que

hgj = h(e}, )

(R

s T
=h(>_ girer, »_ ger)
k=1 =1
= gigiih(er e)

ol
= gikhugji-
ol

Teorema 2.4.4. Todo fibrado vetorial complexo admite métrica hermitiana.

Demonstracao. Esse resultado é consequéncia do teorema de existéncia de particao da unidade.
Sua demonstragao detalhada pode ser encontrado em [?] pagina 68 Teorema 1.2. O

O restante da secao serd dedicado a conexdes compativeis com uma estrutura hermitiana.
Dado um fibrado hermitiano (E,h) vamos estender h de maneira natural para formas
com valores em E. Defina

he(w @ u,w’ ®v) =w AW hy(u,v),

paraw € NLTH(X), ' € A& TH(X) e u, v € E,.
Isso define uma aplicacao

h:QP(E)® QYE) — QPTI(X),
onde QP(E) =T'(F) @ QP(X)e.

Definicao 2.4.5. Uma conexao V num fibrado hermitiano (E, h) é compativel com a estru-
tura hermitiana se

dh(o,7) = h(Vo,T) + h(o,VT),
para quaisquer secoes o € T.

A proxima proposicao nos da uma condi¢ao necessaria e suficiente para que tenhamos
uma conexao compativel com uma estrutura hermitiana dada.

Proposicao 2.4.6. Seja (E,h) um fibrado hermitiano com ujma conexao V. Para que V
seja compativel com h, é necessario e suficiente que as matrizes de conexao 0 e da estrutura
hermitiana h em relacao a um referencial f = {ey,--- ,e,} dado satisfacam

dH = 0H + HO'. (2.4.2)
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Demonstracdo.
dhi; = dh(e;, e;)
= h(V(e),ej) + h(ei, V(ej))
= h(z Oir ® ek, e;) + h(ei, Z 01 ® ep)

k k
= Oih(er,e;) + Y Ojhleier)
% ]
= Z Ol + Z hi;01
k )

= (0H)ij + (HO )ij.
ou seja,
dH = 0H + HP'.
]

Encerramos secao com o Teorema de existéncia de conexao compativel com a estrutura
hermitiana.

Teorema 2.4.7. Seja (E,h) um fibrado hermitiano. Ent@o existe uma conexao compativel
com a estrutura hermitiana h.

Observacao 2.4.8. Dado um fibrado hermitiano (F, h), a conexao compativel com h é nao
unica ([?] pagina 176 corolario 4.2.11).

2.5 Conexoes em fibrados holomorfos e conexao de Chern

Seja (E,0) um fibrado holomorfo de posto 7 sobre uma variedade complexa X . Lembremos
que QF = @, ,—QP9(X), em particular Q. = Q19(X) ® Q%1(X). Seja V uma conexdo em
E

V:I(E) - T(E)®Q = (T(E)e2X)) e [(F) Q" (X))

Assim, V se decompde como soma direta de operadores V = V9 + V%1 onde

Vv T(E) - T(E) @ QY0(X), e
VO T(E) - T(E) @ Q% (X).

Podemos observar como a regra de Leibnitz se decompoe. Para f € O(U) e 0 € I'(U, E),
temos

V(fo)=df @ o+ fV (o)
= () +0(f) @ o+ f(V(0) + V' (a))
=0(f)@o+ Vo) +I(f)®ao+ fV*(a).

eN(E)ROQL0(X) eN(E)RQ01(X)

Dali, temos o
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Lema 2.5.1. V¥ e V%! 530 conexdes parciais em E do tipo (1,0) e (0,1) respectivamente.
Isto é, satisfazem as seguintes regras de Leibnitz

VY(fo)=0(f)@ o+ V' 0), e
VO (fo) =0(f) @ o+ V(o).

Observagao 2.5.2. Na definicao 2.3.8 temos um operador induzido pela conexao
V:Q¥X). @T(E) —» QX))o T(E)
satisfazendo, para w € Q%(X) e 0 € I'(E)
Vw®o)=do®o+ (—1)fw A Vo.

Vamos analisar a decomposicao desse operador com relagao a decomposicao feita acima. Para
isso, restringimos o operador acima para Q”7(X), onde p+ ¢ = k, temos para w € QP4(X) e
oeIl'(E)
Viw®o)=dv®o+ (—1)P 1w A Vo
= 0w @0+ (—1)PMu AV (X))o + 0w @ o + (—1)PT9w A VOio .

el'(E)®prtla eT'(E)@Qrat1(X)

Portanto, o operador induzido pela conexao também se decompoe. Logo, podemos passar
essa decomposicao para a curvatura.

FV —VoV = vl,o o vl,o + (vl,o o vO,l + vO,l o vl,O) + vO,l o vO,I'
Analogamente a proposicao 2.3.9, temos
Proposicao 2.5.3.

V0o vV € 020 @ T(EndE)
V0o vil 4 v o v € O @ T(EndE)
VOl o v € 002 @ T'(EndE)

Observagao 2.5.4. Observe que as matrizes de conexao e curvatura também se decompoem

0=0""+06%" e
0 =0*"+el e

Definicao 2.5.5. Uma conexdo V num fibrado holomorfo (E, §) é compativel com a estrutura
holomorfa se V%! = §.

Proposigao 2.5.6. Para uma conexao V num fibrado holomorfo (E,d), sdo equivalentes
(i) V é compativel com a estrutura holomorfa,
(ii) para toda secdo holomorfa o, isto é, 6(0) =0, V(o) € T'(E) ® Q10(X) e

(731) para todo referencial holomorfo, 6 é do tipo (1,0).
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Demonstragao. (1. = 2.) Se ¢ é uma segao holomorfa de £ e V é uma conexao compativel
com a estrutura holomorfa, temos

V(o) =V 0) + V2 (o)
= V(o) + (o)

~—
=0
=V0).
(2. = 3.) Seja f = {e1,--- ,er} um referencial holomorfo de E sobre um aberto U C X.

Dai
T
i) ZZHij®ej
j=1
T
=> 0 e +2001®ej :
=1

eN(E)@Q0(U)  el(B)2Q01(U)

Mas, 377, 9?]1 ®e; = 0, pois V(e;) € T'(E) ® Q1O(U). Portanto, 6?]?1 = 0 para todo i, j.
(3. = 1.) Para uma segao o € I'(U, E) sobre um aberto trivializante U com um referencial
holomorfo f = {ey, - ,e,}. Utilizando a equagao (2.6) temos

V(o) = Z dU]+ZUZ i) @ e
—Z 8aJ+ZaZ y@ej+ > (o)) @e,

pois 6 é do tipo (1,0). Mas, V%(0) = 3" 9(0;) ® e, e portanto, comparando com a equagio
(2.1) temos que V%! = 4. O

Teorema 2.5.7. Seja (E,§, h) um fibrado complexo com estruturas holomorfa § e hermitiana
h. Entao, existe uma tunica conexao V compativel com ambas as estruturas, holomorfa e
hermitiana. V é denominada conexao de Chern de (E, 0, h).

Demonstragdo. Suponha que V seja compativel com 6 e h. Entdo, com relacdo a um referen-
cial holomorfo f = {ej,--- , e, }, as matrizes de V e h com relagao a f, 6 e H respectivamente,
satisfazem, pela proposi¢ao 2.4.6

dH = 0H + HO"

e pela proposigao 2.5.6, 6 é do tipo (1,0), pois f é um referencial holomorfo.
Assim, temos OH + 0H = 0H + HO' e comparando os tipos, temos que

OH = 0H
OH = H'.

Portanto, devemos ter § = OHH~!. Isso prova a unicidade.
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Para provar a existéncia, para cada aberto trivializante U C X e referencial holomorfo
f=A{e, - ,e}, defina 0y = OHH —1. Assim, se isso definir uma conexao global no fibrado,
ela satisfard as compatibilidades.

Seja U C X um aberto trivializante, f* = {e],-- , e} outro referencial holomorfo sobre
U e g a mudanca holomorfa de referencial entre f e f’. Dai, as matrizes da estrutura
hermitiana com relacao aos referenciais f e f’, Hf e Hy respectivamente, se relacionam por
(pela proposigao 2.4.3)

Hf/ = nggt,
logo,
Hfjl — (gt)—leg—l
Qf/g = (8Hf/ _1)
= [0(gHg") (3" 'H, g g

= [(89)Hg" + 9(0H[)g' + gH;0(g")] (3" H}"
= dgH;Hy +g(8Hf)Hf_1

Isso é consistente com a proposicao 2.3.4 e, portanto define uma conexao em FE. ]

Proposigao 2.5.8. Seja V a conexao de Chern do fibrado (E, 4, h) e 0 e © as matrizes de
conexao de V com relagao a um referencial holomorfo f. Entao, © = 06, em particular © é
do tipo (1,1).

Demonstra¢do. Primeiramente vamos demonstrar que 30 = 6 A 6. Para isso, do teorema
anterior temos que § = OHH~'. Dali,

00 =0(0=0HH™)
=0’HH ' —90H ANOH™!.

Mas, temos que

0=0(I)=0HH 'Y =0HH '+ HOH™!
= OH '=-H '(OH)H™".

Portanto, temos que

00 =0HANH 'oHH™!
= (0H)H ' A (OH)H ™!
=0A0.
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Pela equagao de Cartan temos
©O=di—-0N0
=00+90—0N0
=0AN0+00—0N0
= 09.
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Capitulo 3

Feixes Analiticos Coerentes

3.1 Sequéncias exatas de feixes

Definigao 3.1.1. Seja F um prefeixe sobre um espaco topolégico X . Para cada ponto x € X,
definimos a haste F, de F sobre o ponto x como sendo

Fr={o€FU);U > z}/ ~,
onde ~ é dada por: 0 € F(U) ~ 7 € F(V) se e somente se existe aberto W C U NV temos
olw =T|w.

Notagao 3.1.2. Se 0 € F(U), denotamos o germe de o em F, por o,. Dizemos também
que o é um representante do germe f € F, quando f = o .

Observagao 3.1.3. F, herda as mesmas estruturas algébricas de F. Isto é, se F é um
prefeixe de grupos abelianos, entdo F, é um grupo abeliano para todo x € X (basta definir
Oz + Tz = (0 + 7)g); se F é um prefeixe de O-médulos (O é um prefeixe de anéis), entao
Fr é um O,y-moédulo para todo x € X. A agao é dada por fro, = (fo),, onde f € OU) e
oeFU).

Além do mais, dado um morfismo de prefeixes ¢ : F — G, temos um morfismo induzido
nas hastes ¢, : F, — G, dado por ¢, (f) = (pu(0))z, onde o € F(U) é um representante do
germe f € F,.

A partir de agora, trataremos apenas o caso de feixes de grupos abelianos.
A proposicao seguinte ilustra a natureza local dos feixes. Ela nao é valida para prefeixes.

Proposigao 3.1.4. ([?] pagina 63 proposicao 1.1) Seja ¢ : F — G um morfismo de prefeixes.
Entao, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) ¢ é isomorfismo,

(7i) o morfismo induzido nas hastes ¢, : F, — G, é um isomorfismo para todo = € X e
(i1i) py : F(U) — G(U) é um ismorfismo para todo aberto U C X.
Definig¢ao 3.1.5. Seja ¢ : F — G um morfismo de prefeixes, definimos

(1) o prefeize nicleo de ¢ como sendo o prefeixe U — ker(¢y),
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(73) o prefeize contcleo como U — coker(py) e
(131) o prefeize imagem como U — im(py).
Lema 3.1.6. Seja ¢ : F — G um mapa de feixes. Entao, o prefeixe ker(y) é um feixe.

Demonstragao. Vamos demonstrar que ker(p) satisfaz as duas condigdes complementares
para feixes.

(1) Seja U C X um aberto e {V;} uma cobertura aberta de U. Tome o € ker(¢r) tal que
oly; = 0 para todo i. Assim, temos que o = 0, pois oy, € F, pois F é feixe.

(74) Seja U C X um aberto e {V;} uma cobertura aberta de U. Tome o; € ker(y)(V;) tal
que 0;|V; NV; = 0;|V; N V;. Como o; € F(V;) e F é feixe, temos que existe o € F(U)
tal que oly, = o0;. Falta mostrar que o € ker(py). Para isso, basta observar que
o (o) = evi(alv,) = ¢v,(0) = 0 e, como G é feixe, (o) = 0.

O]

Observacao 3.1.7. Apesar de o prefeixe ker(y) ser um feixe quando F e G sao feixes, o
mesmo nao ocorre com os prefeixes imagem e contcleo.

Os resultados a seguir seguem no sentido de definir o feixe associado a um prefeixe.

Proposicao 3.1.8. Dado um prefeixe F, defina um prefeixe por

Ft={o:U— U Fy;osatisfaz 1. e 2.},
zeU

onde,
(1) o(x) € Fy para todoz € U e

(74) para cada x € U, existe uma vizinhanga de  V-.C U e 7 € F(V) tal que para todo
yeV,r,=o0(y) € Fy.

FT ¢ de fato um feixe.
Demonstragdo. Vamos provar que F ' satisfaz as duas propriedades adicionais para feixes.

(i) Seja U C X, {V;} uma cobertura de U por abertos e o € F* tal que |y, = 0 para
todo i. Mas, isso significa que (o|y;)(x) = 0 para todo = € V; em cada V;. Portanto,
o(z) = 0 para todo x € U, ou seja, 0 =0 € FT.

(17) Seja u C X, {V;} uma cobertura de U por abertos e o; € F*(V;) para cada i tal que
ailvinv, = ojlviny;. Defina o : U — U,y Fr por o(z) = 04(x) se v € ViNVj. o estd
bem definido, pois o;(z) = oj(x).

O]

Proposicao 3.1.9. Se ¢ : F — G é um morfismo de prefeixes, entao ele induz um morfismo
ot Ft Gt
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Demonstragdo. Defina ¢f; : F© — G+ por
oy FHU) = GT(U)

Jl—>gp§(a):U—> U Ga
xelU

z = g (o(x))

Precisamos verificar que ¢ estd bem definido, isto é, (o) € GT(U).

(i) De fato, ™ (0)(z) € G, €

(i7) fixe z € U arbitrdrio. Como o € F*(U), existe vizinhanga V C U de z e 7 € F(V) tal
que para todo y € V, 7, = o(y) € Fy. Agora, @y (1) é tal que (ov(7))y = @y(1y) =
ey(a(y)) = (p1(0))(y) Yy € V. Como z foi tomado arbitrério, o resultado estd provado.

O]

Proposicao 3.1.10. (Propriedade Universal) Seja F um prefeixe. Existe um morfismo
natural 6 : F — F*+ com a seguinte propriedade: Dado um feixe G e um morfismo ¢ : F — G,
entdo existe um tnico morfismo ¥ : F© — G tal que p=Vod.

Demonstracdo. Defina 6 : F — F+ por

Oy : F(U) — FHU)
Ui—ufz; U — U Fe
zeU

T+ Oy

Observe que 6 induz um ismorfismo nas hastes e que se F ja é um feixe, entao F = F+
(proposigao 3.1.4). Ainda mais, observe que o diagrama abaixo comuta, onde ¢t : F — GT
¢ o mapa induzido da proposicao 3.1.9.

Agora, seja G um feixe e considere um mapa ¢ : F — G. Pela proposi¢ao 3.1.9, sabemos
que existe um mapa induzido ¢+ : F* — G*. Porém, 0 : G — GT é isomorfismo, pois G
é feixe (proposicao 3.1.4). Assim, defina ¥ = ¢+ o (§g)~!. Por construcio, ¥ satisfaz as
condicoes requeridas. ]

Definigao 3.1.11. Dado um prefeixe F o feixe FT é o feize associado a F.

Agora, estamos em ponto de definir o feize imagem, o feixe conicleo de um morfismo de
feixes ¢ : F — G e o feixe quociente F/F' para um subfeixe F' C F.
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Definicao 3.1.12. Dado um morfismo de feixes ¢ : F — G, definimos o feize imagem de
v, im(y), como sendo o feixe associado ao prefeixe imagem definido em 3.1.5(3) e o feize
conticleo de p, coker(p), é o feixe associado ao prefeixe contcleo. Analogamente, se F' é um
subfeixe de F o feize quociente é o feixe associado ao prefeixe U +— F/F'.

Definigao 3.1.13. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes. ¢ é injetivo se ker(p) = 0 e
sobrejetivo se im(p) = G.

Observagao 3.1.14. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes. Pela propriedade Universal
acima, existe um morfismo injetivo im(p) — G. Portanto, im(p) é um subfeixe de G.

Definigao 3.1.15. Uma sequéncia de morfismos de feixes

Pi—1 %2
...]—“2._1_>]-“Z._> AR

é exata se im(p;_1) = ker(p;).

Lema 3.1.16. Para todo morfismo de feixes ¢ : F — G, temos (kery), = ker(yz) e (imy) =
im(py) para todo x € X.

Demonstragao. Vamos provar que (kery), = ker(y;). Tome v € (kery), e o € (kery)(U)
um representante de v. Assim, temos que ,(v) = (py(o)), = 0. Logo, v € ker(¢s).
Reciprocamente, seja v € ker(yp,). Tome o € F um representante de v. Dali, (¢y(0)), =
vz(0z) = 0. Portanto, existe V' C U tal que py(o|y) = (pu(o))|y = 0, ou seja, oy €
(kere)(V). Isto implica que v(= o) € (kery),.

Para a imagem, a demonstracao é semelhante. O

Proposicao 3.1.17. A sequéncia de feixes

Yi—1 ©i
.“’ﬁ*l—>fi—> i+1'..

é exata se e somente se a sequéncia induzida nas hastes é uma sequéncia exata de grupos
abelianos.

Demonstragdo. Basta observar que im(p;—1) = ker(yp;) se e somente se im((pi—1)z) =
(impi—1)z = (kery;i)s = ker((¢i)z) Vo € X. O

Proposicao 3.1.18. Seja 0 — F' 5 F Y F uma sequéncia exata de feixes. Para todo

U C X asequéncia 0 — F'(U) &8 F(U) Yy g (U) é uma sequéncia exata de grupos abelianos.

Vamos encerrar essa secao com um importante exemplo de sequéncia exata, a sequéncia
exponencial. Ela serd usada na definigdo da primeria classe de Chern.

Exemplo 3.1.19. Seja X uma variedade complexa, Z o feixe dos inteiros sobre X, O seu
feixe de fungoes holomorfas e O o feixe das func¢ées holomorfas que nao se anulam. Seja
i:Z — O ainclusio e exp : O — O* o morfismo definido por expy (f) = e*™f para f € O(U).

Entao a sequéncia 0 — Z 20 0% - 0 é exata. De fato:

(i) ker(i) =0, pois i é a inclusao,
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(ii) Para verificar que exp é sobrejetiva, vamos mostrar que que o morfismo induzido nas
hastes exp, : O, — O} ¢é sobrejetivo. Seja g, € O um germe com representante
g € O(U), onde U é uma vizinhanga simplesmente conexa de z € X. Assim, podemos

escolher f, = (ﬁlog(g))x, para algum ramo do logaritimo, e temos que exp,(f;) = gx.

(iii) Para verificar que ker(exp) = im(i), observe primeiro que exp(n) = *™" = 1. Recip-
rocamente, considere f, € O, tal que exp(f,) = 1, isto é, f, € ker(exp,). Dali, existe
uma vizinhanca U de = e um representante f € O(U) tal que f é uma constante em Z.

3.2 Cohomologia de feixes, Cohomologia de Cech e classe de
Chern de fibrados de linha

Definicao 3.2.1. Seja I um conjunto. Uma relagao binaria =< é uma ordem parcial em [ se
e i =1,
eseijej=Xtentaoi=je
e sei=jej=kentao i = k.

Dizemos que (I, =) é um conjunto parcialmente ordenado com ordem parcial <. Frequente-
mente, chamaremos I de um conjunto parcialmente ordenado, deixando a ordem parcial
subentendida quando nao houver perigo de confusao.

Observagao 3.2.2. Um conjunto parcialmente ordenado (I, =) pode ser visto como uma
categoria cujos objetos sao os elementos de I e os morfismos sao

0 sex Ay
{ponto} sex <y.

Hom(z,y) = {

Exemplo 3.2.3. Seja X um espago topoldgico. Podemos munir o conjunto de todos as
coberturas abertas de X com uma ordem parcial dada pelo refinamento, isto é, se a cobertura
aberta {U;} é um refinamento da cobertura {V;}, entao {V;} < {U;}.

Definicao 3.2.4. Seja I um conjunto parcialmente ordenado e C uma categoria, um sistema
direto em C é um par ordenado {Mi,goé}, onde M; sao objetos em C e cpé : AMJ’ — M; é
uma familia de morfismos tal que ¢; = idys, para todo i e tal que ¢}, = cp;» o goff sempre que
1=j=<keml.

Observagao 3.2.5. Na linguagem da observacao 3.2.2, um sistema direto é um funtor de [
para C.

Defini¢ao 3.2.6. Seja I um conjunto parcialmente ordenado, C uma categoria e {M;, goz}
um sistema direto em C sobre I. O colimite (ou limite indutivo ou limite direto) é um objeto
h_H)lMZ' e morfismos de inclusao «; : M; — h_II)lMZ para cada i € I tal que.

(1) ajgoz- = «;, sempre que i = 7,
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(ii) sejam X um objeto de C e morfismos f; : M; — X satisfazendo fjgoé- = f; sempre que
@ X j. Entao, existe um tnico morfismo 6 : imM; — X tal que o seguinte diagrama
comuta.

lim M, 9
—

NP
\

aj\\ M; fi

\‘féi /

M;

X

Definigao 3.2.7. Um feixe Z sobre um espago topolégico X é injetivo se para toda sequéncia
exata de feixes

0—F-%G 510
a sequéncia de feixes induzida
0 — Hom(H,Z) 2 Hom(G,T) Y, Hom(F,Z) — 0
é exata. Onde . (f) = foy para f € Hom(F,Z) e ¢.(g) = g o ¢ para g € Hom(G,T).

Proposicao 3.2.8. Todo feixe de grupos abelianos sobre um espago topolégico X admite
resolugao por feixes injetivos, ou seja, dado um feixe de grupos abelianos F existe uma
sequéncia exata

O—>f—>IO—>Il—>~--,
onde 77 sdo feixes injetivos para todo j.
Demonstragao. ([?] Corolario 6.5 pagina 327). O
Proposicao 3.2.9. Seja

.Hf"gj:ii)j:”_,...

uma sequéncia exata de feixes de grupos abelianos sobre um espago topolégico X. Entao, a
sequéncia

2RX) B X)) =
é um complexo, isto é, @i o P’y = 0.
Demonstragdo. Basta observar que como a sequéncia de feixes é exata temos ¢’ o @'~ = 0.

Mas, isto implica que goli] o gp’i]_l = 0 para todo aberto U C X. Em particular, gpr o gpg; =
0. O

As duas proposicoes anteriores nos permitem fazer a seguinte definicao.
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Definicao 3.2.10. Seja F um feixe de grupos abelianos e fixe uma resolugao injetiva para
esse feixe.

(0] 1 i—1 . 7 .
0 F 70 8,7V 2, Y, & i+l .

Agora, considere a seguinte sequéncia

0 % 1 ek okt Y5 it1
0—-7°(X) S ITHX) = 75 TV(X) D THH(X) — -
O i-ésimo grupo de cohomologia do feixe F é
kery
impi—1

Corolério 3.2.11. (Da proposigao 3.1.18) Para todo feixe F, temos H°(F) = F(X).

HY(F) = (3.2.1)

Observacao 3.2.12. ([?] proposicao 6.17 pagina 344) Considere um morfismo de feixes
f+F — G, entao para cada ¢ > 0 temos um morfismo de grupos abelianos induzido f;" :
HY(F) — H'(G) satisfazendo as seguintes propriedades. Em termos categoricos, H* é um
funtor V 4 inteiro nao negativo.

e se g: G — 7 é outro mapa de feixes, entdo (f o g)f = (f¥) o (gf) e
e seidr : F — F é aidentidade, entdo (idr); = idy:(r) para todo i > 0.
Em termos categoricos, H' é um funtor V 4 inteiro nio negativo.

Proposigao 3.2.13. ([?] proposicao 6.20 pagina 346) A cohomologia de um feixe é indepen-
dente da resolucao escolhida.

Teorema 3.2.14. (Sequéncia exata em cohomologia) ([?] pagina 333 teorema 6.10) Seja
0— F' — F — F” — 0 uma sequéncia exata de feixes. Entao, existe uma sequéncia exata
longa de grupos abelianos

0 =HY(F) — HY(F) - HO(F") % HY(F) — .-
Os morfismos de grupos abelianos §° sdo chamados de morfismos conectantes.

Definigao 3.2.15. Seja F um feixe de grupos abelianos sobre um espago topoldgico X e
U = {U,;};c; uma cobertura aberta de X. Fixe, de uma vez por todas, uma boa ordem em [
e para cada conjunto de indices ig, - - ,i, € I denote a intersecao U;, N---NU;, por Uig,... ;-
Para cada p > 0 defina
U, Fy= ] FUiip)-
o< <ip

Assim, um elemento o € CP(U, F) é determinado por elementos a.... ;, € F(Us,... ;,) para
cada (p + 1)-upla ig < --- < i, de elementos de I. Defina o mapa de cobordo d : C? — crtl
por

k
(da)io’”.’ip+1 - Z (_1) ai07"'7’2k7"'7i17 Ui()""’ip’

onde a notacao iy significa a omissao de ig.
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Para o mapa de cobordo, um calculo direto mostra que:
Proposicao 3.2.16. Para o mapa d definido acima, temos que d? = 0.
Definicao 3.2.17. Sejam X, U e F como na definigao anterior. Defina ZP(U,F) = ker(d :

CPU,F) — CPYY U, F)) e BPU,F) = im(d : CP~YU,F) — CP(U,F)). O p-ésimo grupo
de cohomologia de Cech da cobertura U com coeficientes em F é

AU, F) = }Z?ZEZ 2

Os elementos de ZP(U, F) sao chamados de cociclos e os de BP(U, F), cobordos.

Observagao 3.2.18. Em geral, o teorema da sequéncia exata longa em cohomologia nao se
aplica para a cohomologia de Cech ([?] pdgina 387 exemplo 6.78(v)).

Observagao 3.2.19. Pelo exemplo 3.2.3, o conjunto das coberturas de X é parcialmente or-
denado. Adicionalmente, o conjunto dos grupos H (U, F) formam um sistema direto indexado
pelo refinamento ([?] exemplo 6.83 pagina 390).

Assim, podemos considerar a Cohomologia de Cech no limite direto.

Definicao 3.2.20. O p-ésimo grupo de Cohomologia de Cech de X com coeficientes em F é
o limite direto sobre a ordem dada pelo refinamento

HY(X, F) = imHP (U, F).

Um elemento o € HP(X,F) é determinado por uma cobertura U/ e um elemento & €
HP(U,F).

Proposigao 3.2.21. Se X é um espago topoldgico paracompacto (uma variedade complexa,
por exemplo), entao

HP(X,F) = H'(X,F),
para todo p > 0.

Demonstragao. [?] pagina 392 teorema 6.88. O

Corolario 3.2.22. Se X é um espaco topoldgico paracompacto , entao o teorema da sequéncia
exata longa em cohomologia se aplica para a cohomologia de Cech.

A partir de agora, nesta secao, todos os fibrados de linha serao fibrados de linha holomor-
fos.

Definigao 3.2.23. Seja X uma variedade complexa. O grupo de Picard de X, Pic(X) é
o grupo abeliano cujos elementos sao as classes de ismorfismo dos fibrados de linha com a
operacao ®, elemento neutro é o fibrado de linhas trivial e a inversao é a dualizacao.
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Lema 3.2.24. Sejam F e F dois fibrados vetoriais holomorfos de posto r sobre uma variedade
complexa X com trivializagdes locais {p;} e {¢;} respectivamente, subordinadas a mesma
cobertura aberta {U;} de X. Sejam g;; e ggj as fungoes de transicao correspondentes. Se
E e F sao dois fibrados holomorfos isomorfos, entao existem aplicagoes f; : U; — GL(C")
holomorfas, tais que

gi;(x) = fi-gij(x)(fi(x))""  weUnUj

Demonstragao. Seja ¥ : E — F um ismorfismo holomorfo. Para cada U;, defina f; : U; —
GL(C") por

fi(z) = pi(z) o U(pi(x)) .

Se x € U; NUj, entao

gi(x) = ¢i(x) o (#(x))

O]

Teorema 3.2.25. Seja X uma variedade complexa, entdo Pic(X) = H(X,0*). Onde O* é
o feixe multiplicativo das func¢oes holomorfas em X que nao se anulam.

Demonstragdo. Seja L um fibrado de linhas holomorfo sobre X. Entao, existe uma cobertura
aberta U = {U;} e trivializacoes locais ¢; com funcoes de transicao holomorfas ¢;; : U;NU; —
GL(C) =C\ {0} que satisfazem

gij.gjk.gki =1 em Ui N Uj N Uk,
gii =1 em U;.

Logo, as funcdes de transicio definem um cociclo de Cech g € Z'(U,0*) e dai uma classe
de cohomologia no limite direto H'(X,0*). Se L' é um fibrado de linhas isomorfo a L,
podemos supor, sem perda de generalidade, que L’ est4 trvializado com relacao aos abertos
da cobertura U com trivializacoes e fungoes de transicio ¢j e g;; : UiNU; — GL(C) = C\{0},
respectivamente. Dali, pelo lema anterior, existem funcoes f; : U; — GL(C) = C\ {0} que
satisfazem

gij(x) = fi'gij(x)'fj_l(x) z € U;NUj.
Mas, GL(C) é abeliano e temos seguinte relagao
9i(2)-(9i5(2)) ™" = fi2).f;7 (@) e UinU.

Assim, as funcoes g;; e ggj definem cociclos que diferem por um cobordo de Cech. Portanto,
definem a mesma classe no grupo de cohomologia H' (U, O*). Isso define uma aplicacao (por
enquanto um morfismo de conjuntos)

I Pic(X) — HY(X,0").
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Vamos verificar que I" é de fato um morfismo de grupos. Sejam L e L' dois fibrados de
linha com funcoes de transicao g;; e ggj, respectivamente, subordinadas a mesma cobertura
U = {U;}. Assim, as fungoes de transi¢ao para L ® L' com relagdo a mesma cobertura sao
dadas por gi;.g; ;- Portanto, a classe de cohomologia I'(L® L") é dada pelo produto das classes
(L) eT'(L).

Para mostrar que I' é um isomorfismo, vamos exibir sua inversa. Seja g € H* (X, 0*) uma
classe de cohomologia de Cech no limite direto. Isso significa que existe uma cobertura U de
X por abertos e fungoes g;; : Uy NU; — GL(C) = C\ {0} que satisfazem as relagoes

9ij-Gjk-Gki = 1 em U, N Uj N Ug,
gii =1 em U;.

Logo, existe uma classe de ismorfismo de fibrados de linha [L], com um representante L,
tal que I'(L) = g. Pela construgao, isso define um mapa inverso para I'. Portanto, I é
isomorfismo. ]

Teorema 3.2.26. (Teorema de de Rham) Se X ¢é uma variedade diferenciavel. Entao
HP(X,R) = HY, ,(X).

Demonstragao. [?] pagina 44. O

Observagao 3.2.27. Pela observacao 3.2.12, a inclusao dos feixes constantes Z C R induz
um morfismo entre os grupos de cohomologia j : H?(X,Z) — H?(X,R).
Seja

exrp

0-Z—-0=20"—=0

a sequéncia exata curta de feixes do exemplo 3.1.19 e considere a sequéncia exata longa de
cohomologia induzida por essa sequéncia

HY(X,0) — H'(X,0%) % HX(X,7) — H%(X,0)
Agora, podemos definir a primeira classe de Chern de um fibrado de linhas.

Definicao 3.2.28. Seja L € H!(X, 0*) uma classe de isomorfismo de um fibrado de linhas.
A primeira classe de Chern de L é ¢1(L) = jo d(L) € H3 (X, R).

Lembremos que dado um fibrado diferenciavel complexo E de posto 7 sobre X com
conexao V, a curvatura Iy é representada em termos de uma trivializagcao ¢, de E sobre
um aberto U, por uma matriz r X r de 2-formas ©,. Se g é outra trivializagao, temos

Ou = 9089 898a>

onde gog : Ua NUB — GL(C") é a funcado de transicio entre as trivializages ¢, e @g.
No caso particular em que F é um fibrado de linhas, GL(C) = C\ 0 que ¢ abeliano. Dali,
OO0 = 90898980 = 9089393 = Op em U, N Us. Isso define uma 2-forma © fechada e
globalmente definida em X.

Teorema 3.2.29. ([?] pagina 141 proposicao 1) Seja L um fibrado de linhas com conexao V
e forma de curvatura ©. Entao

ci(L) = [0] € H3x(X,R).
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3.3 Feixes Coerentes

Nesta secao, X é um espago topoldgico e O é um feixe de anéis sobre X. Todos os
feixes sobre X serao feixes de O-mddulos e todos os morfismos de feixes s@ao morfismos de
O-mébdulos. Caso nao seja, isso serd mencionado explicitamente no texto.

Definicao 3.3.1. Seja F um feixe sobre X. Dadas se¢des o1,...,0p € F(U) temos um
morfismo

T: 00 — Fu

p
mv(ar, - ,ap) =Y aioly
i=1

Fu é gerado pelas secoes o1,...0, se T é sobrejetivo.

Observacao 3.3.2. Fy ¢ gerado pelas segoes o071, ...0, se e somente se Fy = 01,0, + -+ +
0pz Oz para cada x € U.

Definicao 3.3.3. Um feixe F sobre X é de tipo finito no ponto x € X se existe uma
vizinhanga U de z tal que Fy é gerado por finitas se¢oes de F(U).

Observagao 3.3.4. Isso é equivalente a dizer que existe uma vizinhanca U de x, um inteiro
p > 1 e uma sequéncia exata

Ol — Fy — 0.

Definigao 3.3.5. Um feixe F é do tipo finito em X se é do tipo finito para todos os pontos
reX.

Exemplo 3.3.6. Todos os feixes localmente livres sao do tipo finito em X.

Exemplo 3.3.7. Se ¢ : F — F' é sobrejetiva e F é do tipo finito em = € X, entao F’
também é. Como consequéncia, o quociente de feixes de tipo finito também ¢é de tipo finito.

As duas proposigoes a seguir nos mostram como é o comportamento local dos feixes do
tipo finito.

Proposicao 3.3.8. Sejam F um feixe do tipo finito no ponto x € X e o1,---,0, secoes
numa vizinhanca U de x tal que 014, , 0p, geram F, como Oy-médulo. Entao, existe uma
vizinhanca V' C U de x tal que o1]y,--- ,0p|v geram Fy .

Demonstracao. Como F é do tipo finito em z existe uma vizinhanca W de x e segoes
Tiy...,Tqg € F(W) que geram Fyy. Como 01y, -+, 0p,y geram Fy, podemos encontrar secoes
fij numa vizinhanca de z tal que 7j, = > b, fijz0iz, com 1 < j < g. Logo, existe uma
vizinhanga V' C W tal que 7j.lv = >0 fijaoiz|v, com 1 < j < ¢. Como 7i|v,..., 74|y
geram Fy, temos que o1, - ,0, geram Fy . O

Proposicao 3.3.9. Seja f : F, — G, um morfismo de O,-mddulos com F e G do tipo finito
em x. Entao, existe uma vizinhanca U de x e um morfismo de feixes ¢ : Fy — Gy tal que

Sozv:.ﬂ
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Demonstragao. Como F é do tipo finito, existem se¢oes o1,---,0, € F(V), onde U é uma
vizinhanga de z. Dali, 014, ,0ps geram F, como Oy-médulo. Escolha 7; como sendo um
representante de f(o;;). Defina um morfismo de feixes ¢ : Fy — Gy por (o) = 7;. O

Defini¢ao 3.3.10. Seja F um feixe sobre X. Dadas se¢oes o1, ...,0, € F(U). Considere o
morfismo 7 da definigdo 3.3.1. O feize de relacoes de o1,...,0p é Rel(oy,...,0p) = ker(T).

Definigao 3.3.11. Um feixe F sobre X é de relagées finitas no ponto x € X se para cada
conjunto finito de se¢ées numa vizinhanca de x, o feixe de relagoes Rel(o1,...,0p,) é do tipo
finito em x. F é de relacdes finitas em X se é de relacoes finitas para todo ponto = € X.

Observacgao 3.3.12. F ¢é de relagoes finitas em z € X se e somente se ker(r) de todo
morfismo 7 : OpU — Fu, onde U é uma vizinhanga de z, é do tipo finito no ponto x € X.

Exemplo 3.3.13. (Teorema de Coeréncia de Oka) ([?] pdggina 59 teorema 2.5.2). Se X é
uma variedade complexa e Ox ¢ o feixe de funcgoes holomorfas em X, entao Ox é de relagoes
finitas.

Exemplo 3.3.14. Se ¢ : 7/ — F é um monomorfismo de feixes e F é de relagoes finitas,
entao F’' também é de relacoes finitas. Consequentemente, subfeixes de feixes de relacoes
finitas sdo de relagoes finitas.

Definig¢ao 3.3.15. Um feixe F € coerente se é do tipo finito e de relacoes finitas em X.

Proposicao 3.3.16. Seja F um feixe coerente. Um subfeixe G de F é coerente se e somente
se ¢ de tipo finito.

Demonstracao. Segue diretamente do exemplo 3.3.14. ]

Proposicao 3.3.17. Se F é um feixe coerente, entao para todo x € X existe uma vizinhanca
U de = e uma sequéncia exata de feixes

(’)pU—>OqU—>.7-"U—>O, 1<pg<o0
Demonstragao. Como F é do tipo finito, entao existe sequéncia exata
oy 2
v — Fu—0, 1<qg< .

Mas, F também é de relacoes finitas. Portanto, ker¢ é do tipo finito. Dai, existe sequéncia
exata

OZ—>]€€T¢U—>O, 1 <p<oo.
Combinando as duas sequéncias, temos a sequéncia exata desejada. ]

Teorema 3.3.18. (Lema dos trés) Seja 0 — F' — F — F” — 0 uma sequéncia exata de
feixes. Se dois deles sao coerentes, entao os trés sdo coerentes.

Demonstragao. [?] pg 236. O

Corolario 3.3.19. A soma direta finita de feixes coerentes é coerente.
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Demonstracao. Tome F = G @ H onde os feixes G e H sao coerentes. Considere a sequéncia,
exata 0 - G — F — H — 0 e aplique o lema dos trés. A generalizacao para qualquer nimero
finito segue por inducao. O

Corolario 3.3.20. Seja ¢ : F — G um morfismo entre dois feixes coerentes. Entao, os feixes
imao, ker¢ e coker¢ sao coerentes.

Demonstragao. Como ime¢ é do tipo finito (proposicao 3.3.7) também é coerente (observagao
3.3.16). A coeréncia de ker¢ e de coker¢g segue aplicando o lema dos trés nas sequéncias
exatas 0 — ker¢g - F — im¢ — 0 e 0 — im¢op — F — coker¢p — 0 respectivamente. ]

Corolario 3.3.21. Seja F/ 5 F Y F” uma sequéncia de feixes coerentes que é exata num

ponto z. Entao, existe uma vizinhanga U de z tal que a sequéncia Fj; @ Fu ¥y F{; é exata.

(A aplicagao ¢|y : F' — F é um morfismo de feixes, diferente de ¢y : F'(U) — F que é um
morfismo de grupos abelianos, idem para 9|y.)

Demonstracao. O feixe F'/ker(po1)) é coerente e é igual a zero em x. Logo, esse feixe é zero
numa vizinhanca U de z, isto é, imp|y C kery|y. Por outro lado, kery|y /imep|y é coerente
em U e zero em z. Dali, segue que kery|y = imep|y, possivelmente para um U menor. ]

~ . N ® Y
Observagao 3.3.22. Se tivermos apenas uma sequéncia exata nas hastes F, = F, — Fo
o corolario acima nos diz que existe uma vizinhanga U de x tal que a sequéncia induzida

(prop 3.3.9) F{; ey Fu ¥y F{; é exata. Como um caso particular, se F e G sao coerentes
e Fr =2 G, como Op-mdbdulos para aalgum x € X, entao existe uma vizinhanca U de x
tal que Fy = Gy como Opy-mébdulo. Conclui-se o seguinte: se F é um feixe coerente e
U=x¢€ X : F,ynao é livre, entdo Fy é um feixe localmente livre.

A préxima proposicao é uma reciproca da proposicao 3.3.17 no caso em que O é um feixe
coerente.

Proposicao 3.3.23. Seja X um espaco topoldgico e O um feixe de anéis que é coerente como
O-médulo. Entao, um O-médulo F é coerente se para todo x € X existe uma vizinhanca U
de z, inteiros positivos p ¢ e uma sequéncia exata OF, LA O} — Fu — 0.

Demonstragao. Basta observar que os feixes OP e 07 sao coerentes e que Fyy = cokeryp. [

O proximo exemplo ilustra uma maneira de criar feixes coerentes a partir de feixes coer-
entes dados. Esse exemplo serd importante nas se¢bes posteriores.

Exemplo 3.3.24. (O feixe hom) Dados feixes F e G definimos o feixe Hom(F,G) por
U — Hom(Fy,Gy), onde Hom(Fy,Gy) é o grupo abeliano de morfismo de Fyy para Gy. Se
F e G sao coerentes, entao Hom(F,G) é coerente ([?] proposicao pagina 240). O feize dual
de um feixe F é dado por Hom(F,O).
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3.4 Propriedades locais de Feixes Coerentes, torcao e reflex-
ividade

Nesta secao, X é uma variedade complexa de dimensao n, O é o feixe das fungoes holo-
morfas sobre X e F é um feixe analitico, isto é, um feixe de O-mddulos.

Definicao 3.4.1. Seja R um anel e M um R-mdédulo. A dimensdo homolégica de M, deno-
tado por dh(M), é o menor comprimento d de uma resolucao livre

0—Ey—-—FE —Ey— M—0.

Teorema 3.4.2. Teorema syzygy de Hilbert para feixes. Seja X uma variedade com-
plexa de dimensao n e F um feixe coerente sobre X. Entao, para cada = € X, a haste F,
admite resoloucao livre de comprimento no maximo n. Isto é, dh(F,) < n.

Demonstragao. [?] pagina 143 proposicao 3.11. O
Definig¢ao 3.4.3. O conjunto de m-singularidades de F é o conjunto
Sm(F) = {z € X;dh(F;) #n —m}.
Observagao 3.4.4. Temos que
So(F) CS1(F) C -+ Sp—1(F) C Sp(F) = X.

Chamamos S,_1(F) de o conjunto de singularidades de F. Também, S, _1(F) = {z €
X; Fznao é livre}.

Teorema 3.4.5. ([?] pagina 156 teorema 5.8) O counjunto de m-singularidades de um feixe
coerente é um subconjunto analitico fechado de X de dimensao< m.

Proposicao 3.4.6. ([?] pagina 158 coroldrio 5.11) Se um feixe coerente F é um k-syzygy no
sentido que para todo ponto x de X existe vizinhanca aberta U com sequéncia exata

0—-Fy—&E — - — &
tal que os &; s@o localmete livres sobre U, entao dimSy,(F) < m — k.

Lembrando que um feixe coerente é localmete livre fora do seu conjunto de singularidades,
podemos definir o posto de um feixe coerente.

Definigao 3.4.7. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade complexa X. O posto de
F é definido por

rankF = rankF, (como Oz-médulo); x € X \ S,—1(F).

Definicao 3.4.8. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade complexa X e ¥ : F — F**
o morfismo canoénico de F para o seu bidual (esse morfismo é dado por (Vi (0))(f) = f(0),
ondeo € F(U)e f € F*(U)). Onicleo de ¥ é o O-mdbdulo de tor¢ao de F, que serd denotado
por 7 (F).
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Observagao 3.4.9. Vamos relacionar essa nogdo de O-médulo de torgdo com a a nogao
algébrica de torcao das hastes F, como O,-méddulos.
Dado um R-médulo M, onde R é um dominio, define-se o submédulo de tor¢ao de M
como T'(M) = {v € M; existe elemento r # 0 tal que rv = 0}. M é sem torcao se T'(M) = 0.
Temos que ([?] pagina 69 proposicao 3) 7 (F) = Uyex T'(Fz)-

Definigao 3.4.10. Um feixe coerente F é sem tor¢ao se 7 (F) = 0. Pela observagao acima,
isso significa que as hastes F, sdo sem torgao. F é um feixe de torgao se 7 (F) = F.

Pela observacao 3.4.9, um subfeixe nao nulo de um feixe sem torgao é sem torcao.

Lema 3.4.11. Se M é um R-moédulo sem torcao de posto r, entao ele é um submédulo de
um R-médulo livre de posto r.

Demonstragao. ([?] pagina 150 proposicao 4.2) O

Proposicao 3.4.12. Se F é um feixe sem torcao sobre uma variedade complexa X, entao
para toda haste F, de X, existe uma vizinhanca U de z e um morfismo injetivo de feixes
J: Fu — Of. Isto é, F ¢ localmente um subfeixe de um feixe localmente livre.

Demonstragao. Pelo lema anterior, existe um morfismo injetor
o i Fo = O,
Como F é coerente, j se extende a um morfismo injetivo numa vizinhanca U de zx. O
De 3.4.12 e 3.4.6, temos o seguinte.

Corolario 3.4.13. Se F é um feixe corente sem torcao, entao
dimSy,(F) <m —1,
para todo m.

Observagao 3.4.14. Isso significa que se F é sem torgao, entao S,_1(F) tem codimensao
pelo menos 2. Juntando isse ao fato ao fato de que todo feixe corente sem torcao é localmente
livre fora de seu conjunto de singularidades, temos que numa Superficie de Riemann todo
feixe sem torcao ¢ localmente livre.

Definigao 3.4.15. Se o mapa canoénico ¥ : F — F** for um isomorfismo, dizemos que F é
reflexivo.

Proposicao 3.4.16. O dual F* de qualquer feixe coerente F é reflexivo.

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado, faremos uso do seguinte resultado de algebra
comutativa cuja demonstragao pode ser encontrada em ([?] pagina 152 proposicao 4.11).
Seja M um R-modulo finitamente gerado, entao o homomorfismo canonico Yy« @ M* —
M** € um isomorfismo.
Considere o morfismo canénico ¥* : F* — F**  Olhando para os morfismos induzidos
nas hastes, temos que ¥ = Wz:. Pelo resultado acima, temos que ¥} é um isomorfismo
para todo x € X. Portanto, ¥* é um isomorfismo. ]
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Proposigao 3.4.17. ([?] pagina 160 proposicao 5.19) Se F é reflexivo, entdo todo ponto
x € X possui uma vizinhanca U tal que existe uma sequéncia exata

0—>Fy— & — &
tal que &1 e & sao localmente livres sobre U.
De 3.4.6 e 3.4.17, temos o seguinte
Corolario 3.4.18. Se F é um feixe coerente reflexivo, entao
dimSy, (F) <m — 2.

Isso significa que F é localmente livre fora do conjunto de singularidades, que possui
codimensao pelo menos 3. Assim sendo, todo feixe reflexivo numa superficie complexa é
localmente livre.

Definicao 3.4.19. Um feixe F é normal se para todo aberto U C X e todo subconjunto
analitico Z C U de codimensao pelo menos 2 o mapa restricao

FU) = FU\Z)
¢ um isomorfismo.
Proposicao 3.4.20. Se F é sem torgao o morfismo de restrigdo acima sempre é injetivo.

Demonstragao. Seja p: F(U) — F(U\ Z) o mapa de restrigao do feixe F e tome o € Ker(p).
Queremos mostrar que o = 0. Mas, o germe o, é nulo para todo x € U \ Z. Portanto, é
suficiente mostrar que o, = 0 para todo x € Z. Fixe x € Z arbitrario; tome uma vizinhanca
V de x tal que V' C U e um morfismo injetivo j : 7y — Of,, como na proposicao 3.4.12.
Observe que jy(olv) = (fi, -+, fr) € O(V)". Como o, = 0 para x € U \ Z, segue que cada
(fi)= = 0 para todo x € V' \ Z. Pelo Teorema da Identidade, temos f; = 0 em V e portanto
o, =0Vx € V. Como z foi tomado arbitrario, o resultado esta provado. ]

Exemplo 3.4.21. Pelo teorema de extensao de Hartog para varidveis compelexas, o feixe
estrutural de uma variedade complexa Ox é normal.

Lema 3.4.22. O dual de todo feixe coerente é normal.
Demonstragcao. Devemos mostrar que a restricao
p: Hom(Fy, Ov) — Hom(Fy\z, Ov\z)
f:Fuv—0uw flong: Fuinz — Oz

¢ um isomorfismo de grupos abelianos. Pela proposicao 3.4.16, F* é reflexivo, logo sem torcao.
Dai, pela proposicao 3.4.20, p é injetivo. Para verificar que é sobre, tome um morfismo
g Funz — Oy z de feixes. Fixe U C X e considere o seguinte diagrama comutativo

FU) —"—=0U) ,

FUN2) 55 O\ 2)
e defina gy : ry' o gy o r1. Isso define um morfismo § : Fy — Op tal que p(§) = g
Portanto, p é um isomorfismo. O
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Proposicao 3.4.23. Um feixe coerente F é reflexivo se e somente se é sem torgao e normal.

Demonstragao. (=) Basta verificar que F é normal. Mas, isso se verifica pelo lema anterior
e lembrando que F =2 F**.

(<) Assuma que F é sem torcao e normal. Do fato de ser sem tor¢ao, o morfismo canoénico
o F — F** é injetivo e o conjunto de singularidades Z = S,,_1(F) é de codimensdao no
maximo 2. Agora, para todo aberto U C X temos o seguinte diagrama comutativo.

FU) ——=F"(U) ,

FUNZ) 55 F U\ 2)

U\Z

onde o é o mapa canonico.

Os mapas verticais r; e ry sao isomorfismos, uma vez que F é normal e F é reflexivo
e, portanto, normal pela primeira parte da demonstracao. O mapa horizontal abaixo é
isomorfismo também, ja que o : F — F** é isomorfismo fora do conjunto de singularidades
(F é localmente livre fora de S,_1(F) e, portanto é reflexivo nesse dominio). Assim, o
morfismo acima ésobrejetivo e F é reflexivo. O

Proposicao 3.4.24. seja
0—-F - F—-F"—0

uma sequéncia exata de feixes coerentes onde F é reflexivo e F' e F” sao sem torgao. Entéao,
F' é normal e portanto reflexivo.

Demonstragdo. Seja U C X um aberto e Z C U um subconjunto analitico de codimensao
pelo menos 2. Considere o seguinte diagrama comutativo

]
0 FU) —2 s F(U) —2— F(U)
lv p l«p
0—=F U\ 2)-2=FWU\2) 271U\ 2)

onde v, d e ¢ sao as restrigoes dos feixes F’', F e F” respectivamente. Sabemos que v e
© sao injetivos pela proposicao 3.4.20. Mais ainda, as sequéncias horizontais a verticais sao
exatas no diagrama acima, pela proposi¢ao 3.1.18. Precisamos mostrar que « é sobrejetivo.
Para isso, considere w € F'(U \ Z) e defina w; = az(w) € F(U\ Z) e wg = 1 (w1) € F(U),
pois ¢ é isomorfismo. Se wy € I'm(ay), tome v € F'(U) tal que y(v) = w. Dai, temos que
az(v(v)) = §(a1(v)), pela comutatividade do diagrama. Podemos calcular ag ' (5(ay (v))),
pois 6(ai(v)) € Im(az) e ag é injetivo. Assim, temos que y(v) = a5 (6(a1(v))) = w.
Portanto, devemos mostrar que wp € Im(ay).
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Para isso, vamos fazer um caga diagramas. Defina wz = fa(w1) € F'(U\ Z) e wy =

B1(w2) € F"(U). Pela comutatividade do diagrama temos que ¢ o 81(w2) = 2 0 §(w2). Por
elm(az)

um lado, temos f2 0 §(we) = fa( “wi ) = 0, pela exatidao da sequéncia de baixo. Portanto,

chegamos a ¢ o f1(w2) = 0 e a injetividdade de ¢ nos dé (1(w2) = 0 e assim, wy € Ker (/).
Pela exatidao da sequéncia superior, vem que we € Im(ay). ]

Proposicao 3.4.25. Sejam F e G feixes coerentes sobre uma variedade complexa X. Se F
é reflexivo. Entao, Hom(G,F) é reflexivo.

Demonstragao. [?] pagina 161 proposicao 5.23. O

3.5 Fibrado Determinante

Definigao 3.5.1. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade complexa X e considere
uma resolucao de Fy, onde U é um aberto em X, por feixes localmete livres &;

0—=& — - —=& =& — Fu—0.

Seja F; o fibrado correspondente ao feixe &;. Definimos

det(F)y = é(detEi)(’l)i. (3.5.1)
=0

Proposigao 3.5.2. det(F)y nao depende da resoulugao escolhida.

Demonstragao. [?] péginas 163-165. O
Proposicao 3.5.3. ([?] pagina 165 proposicao 6.9) Se
0—-F - F—->F"—0
é uma sequéncia exata de feixes coerentes, entao existe um isomorfismo canénico
det(F) = det(F') @ det(F"). (3.5.2)

Na proposicao abaixo, chamaremos o feixe de segdes do fibrado determinante de det(F)
também.

Proposicao 3.5.4. Se F é um feixe coerente sem tor¢ao de posto r, entdo existe um isomor-
fismo candnico

det(F) = ( /\ F)* (3.5.3)

Demonstragao. Seja Z = S,—1(F) que tem codimensao no minimo 2, pois F é sem torgao.
Entdo, temos um isomorfismo canénico f : det(F)linz — (A" F)*|v\z, j& que Fpz é
localmente livre. Como (A" F)** é normal, Hom(det(F), (A" F)**) também é normal. As-
sim, f se extende a um morfismo f : det(F) — (A" F)**. Considere a inversa f~': como
det(F) é normal, Hom((\" F)**,det(F)) também o é. Logo, f~! se extende a um mor-
fismo f~1 : det(F) — (A" F)**. Agora, temos que f e f~1 sdo invesas uma da outra, pois
Hom(det(F), Hom(det(F)) e Hom((A\" F)**, (A" F)**) sao normais. O
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Proposicao 3.5.5. Se F é um feixe coerente sem torgao, entao
det(F*) = (det(F))*.
Demonstragao. [?] pagina 166 proposicao 6.12. O

Observagao 3.5.6. Dado um morfismo de feixes ¢ : F — £, o morfismo dual ¢* : E¥ — F*
é definido por ¢*(f) = f o ¢, onde f € E*.

Proposicao 3.5.7. Seja £ um feixe coerente sem tor¢ao e F um subfeixe de posto r < rk(E).
O morfismo de inclusao ¢ : F — £ induz um morfismo injetivo det(¢) : det(F) — det(E).

Demonstragdo. Defina um morfismo ¥ : A" F — A"E por Uy(s1 A+ Asp) = ¢uy(s1) A
- A ¢u(sy). O morfismo det(¢p) é definido por U**. Sabemos que det(¢) é injetiva em
X' =X\ (ZUZ'), onde Z = Sp,_1(F) e Z' = S,—1(€), pois é onde ambos os feixes sdo
localmente livres. Dai, ker(¢) é um feixe de torgao e sendo subfeixe de um feixe sem tor¢ao,
deve ser nulo. O

Proposigao 3.5.8. Se F é um feixe de torgao (7 (F) = F), entdo det(F) admite uma segao
holomorfa nao trivial. Adicionalmente, se sup(F) = {z € X;F, # 0} tem codimensao pelo
menos 2, entao det(F) é o fibrado de linhas trivial.

Demonstragao. [?] pagina 166,167 proposigao 6.14. O

Encerramos a se¢ao com uma importante definicao. Uma vez que definimos o fibrado
determinante det(F) de um feixe coerente F, podemos definir a primeira classe de Chern

Cl(f).

Definicao 3.5.9. Seja F um feixe coerente, definimos sua primeira classe de Chern por
c1(F) = ci(det(F)).
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Capitulo 4

A Correspondéncia
Hitchin-Kobayashi

4.1 Conexoes de Hermite-Einstein

Durante esta se¢ao, (E, h) serd um fibrado holomorfo Hermitiano de posto r sobre uma
variedade complexa Hermitiana de dimensdo n (X,g) e A : QE(X) — QE_Q(X ) denotara a
contracao pela forma fundamental w de g.

Observagao 4.1.1. Dado um fibrado complexo F sobre X, podemos estender A para QF(F);
definimos A(w ® v) = A(w) ® v. Obtemos entdo um operador A : QF(F) — QF2(F).

Definicao 4.1.2. Seja V a conexao de Chern de (E,h) com curvatura Fy. A curvatura
média de (E,h) é

K = i\(Fy).
Observacao 4.1.3. Como Fy € Q?(End(E)), pela observacio anterior, temos que K €
End(E).
Proposicao 4.1.4. A curvatura média satisfaz a seguinte relacao
Kuw" = inFy Aw™ L.

Demonstragao. Primeiramente, observe que A(Fy) = g(A(Fv),1) = g(Fy,w A1) e que *w =
1 n—1
n—11%

Dai, K = ig(Fy,w). Multiplicando ambos os lados pela forma de volume U:TT de X, temos
K% = ig(Fv,w)%. Pela definicao do operador *, Kw" = in!(Fy A xw). Utilizando a
equacdo acima, temos que Kw" = inFy A w1, O

Defini¢ao 4.1.5. Um fibrado (E, h) satisfaz a condi¢cdo de Hermite-Einstein fraca (com fator
©) se

K = plg,

onde Ig é o endomorfismo identidade de F e ¢ é uma fungado real definida em X. Se ¢
é constante, dizemos que (E, h) satisfaz a condicio de Hermite-Einstein e que (E,h) é um
fibrado de Hermite-Einstein sobre (X, g).
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Proposigao 4.1.6. Todo fibrado de linhas (F, h) satisfaz a condigdo de Hermite-Einstein
fraca.

Demonstragao. Seja f : E — E um endomorfismo de E. Entao, para cada ponto de X, o
endomorfismo f, : E, — E, pode ser representado por um nimero complexo. Portanto, para
a curvatura média temos K = ¢lg, onde ¢ é uma funcao complexa. Temos que verificar que
 é uma funcao real. Para isso, basta lembrar que a curvatura da conexao de Chern de um
fibrado (E, h) é uma forma real do tipo (1,1) e que A é um operador real. O

Definigao 4.1.7. Sejam h e h’ duas estruturas hermitianas num fibrado complexo E. h e h’
sao conformemente equivalentes se existe uma funcao real positiva a em X tal que A’ = ah.

Proposigao 4.1.8. ([?] pagina 104 proposicao 2.4) Se um fibrado (F, h) satisfaz a condi¢ao de
Hermite-Einstein fraca, entao existe uma estrutura hermitiana h’ conformemente equivalente
a h em E tal que (F,h) satisfaz a condi¢ao de Hermite-Einstein.

Corolério 4.1.9. Todo fibrado de linhas E admite uma estrutura hermitiana h tal que (E, h)
é de Hermite-Einstein.

Proposigao 4.1.10. ([?] pagina 99 proposi¢ao 1.4)

(i) Se (E,h) satisfaz a condi¢cao de Hermite-Einstein (fraca) com fator ¢, entao o fibrado
dual (E*, h*) satisfaz a condi¢gdo de Hermite-Einstein (fraca) com fator —.

(ii) Se (E1,hy) e (E9, he) satisfazem a condigao de Hermite-Einstein (fraca) com fator ¢ e
2, respectivamente. Entao, o produto tensorial (E7 ® Fa, h1 ® hg) satisfaz a condic¢ao
de Hermite-Einstein (fraca) com fator ¢1 + 3.

(7i1) A soma (Ej; @ E2,h; @ ha) a condicdo de Hermite-Einstein (fraca) com fator ¢ se e
somente se os somandos (E1,h1) e (Fa, he) satisfazem a condi¢ao de Hermite-Einstein
(fraca) com fator (.

Corolario 4.1.11. Se (E,h) satisfaz a condicdo de Hermite-Einstein (fraca) com fator ¢,
entao

(i) o fibrado E®P ® E*®? com a estrutura hermitiana induzida satisfaz a condigao de
Hermite-Einstein (fraca) com fator (p — q)¢,

11) a p-ésima poténcia exterior AP E' com a estrutura hermitiana induzida satisfaz a condicio
P p G
de Hermite-Einstein (fraca) com fator pep.

Proposicao 4.1.12. ([?] pagina 103 proposigao 2.1) Se (E, h) satisfaz a condi¢ao de Hermite-
Einstein (fraca) com fator ¢ e se X ¢é compacta, entao

r

E) A n—1: n7
/Xcl( JAw 2nm Xgpw

onde ¢1(E) = 5-tr(Fy), para alguma conexdo V em E, é uma 2-forma que representa a classe
de Chern de E.
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4.2 Estabilidade de Feixes

Nesta se¢ao, F é um feixe coerente sem torgao sobre uma variedade Kahler compacta
(X, g) com forma de Kéhler w e ¢1(F) é um representante da primeira classe de Chern de F
em H?,(X,R).

Defini¢ao 4.2.1. O w-grau (ou simplesmente grau) de F é definido por

deg(]:):/xcl(]:)/\wnl.

Definicao 4.2.2. A inclinagdo de F é a razao u(F) = deg(F)/rk(F).

Segundo Mumford e Takemoto, faremos a definicao de semiestabilidade e estabilidade de
feixes.

Definicao 4.2.3. F é semiestdvel se para todo subfeixe coerente F', 0 < rk(F’), nés temos
u(F') < p(F).

Se a desigualdade estrita
W(F) < p(F)

vale para todo feixe coerente F' tal que 0 < rk(F') < rk(F), entao F' é estdvel. Um fibrado
holomorfo F é semiestavel (respectivamente estével) se o feixe de segdes holomorfas O(FE) é
semiestavel (respectivamente estavel).

Lema 4.2.4. Se
0—-F - F—=F"=0
é uma sequéncia exata de feixes coerentes, entao
r'(W(F) = p(F) + 1" (u(F) = p(F")) =0,
onde r' = rk(F') e v’ = rk(F").
Demonstragao. Por 3.5.3, temos
det(F) = det(F") @ det(F").
Dai, ¢1(F) = c1(F') + c1(F"). Portanto
(r' +r")u(F) = deg(F) = deg(F') + deg(F") = r'u(F') + " u(F").
O]

Como consequéncia desse lema, estabilidade e semiestabilidade podem ser definido em
termos de feixes quocientes de F ao invés de subfeixes.

Proposigao 4.2.5. (i) F é semiestdvel se e somente se para todo feixe quociente F" com
0 < rk(F'), vale u(F) < u(F").
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(i7) F é estével se e somente se para todo feixe quociente F” com 0 < rk(F') < rk(F), vale
p(F) < p(F").

No proximo resultado, provaremos que nao é necessario considerar todos os subfeixes ou
quocientes para verificarmos semiestabilidade e estabilidade. Antes, enunciaremos um lema
auxiliar.

Lema 4.2.6. ([?] pagina 169 lema 7.5) Se F é um feixe de torgao, entdo deg(F) > 0.

Proposicao 4.2.7. Seja F um feixe coerente sem torcao sobre uma variedade Kéhler com-
pacta. Entao

(a) F é semiestavel se e somente se uma das seguintes condigoes é satisfeita:
(@) u(F') < u(F) para qualquer subfeixe F’ tal que o quociente F/F' é sem torgao;
(") wu(F) < u(F") para todo feixe quociente sem torgao F”.

(b) F é estavel se e somente se uma das seguintes condigdes ¢é satisfeita:

(b)) w(F') < u(F) para qualquer subfeixe F’ tal que o quociente F/F’ é sem torcao e
0 <rk(F) <rk(F);

(b”) u(F) < u(F") para todo feixe quociente sem torgao F” tal que

0 < rk(F") < rk(F)

Demonstragdo. A demonstracdo se baseia no comentdrio a seguir. Considere a seguinte
sequéncia exata

(07

0—F" S FL o,
seja G o feixe de tor¢ao de F” e defina F = F”/G". Considere a seguinte composi¢ao
F B F T ]_—///g//7

onde m: F — F"/G". Defina ¥ = 7 o 3, que é sobrejetiva, e defina também F| = ker(¥).
Assim, temos uma sequéncia exata

0— F] —F—F —0,

onde F7' é sem tor¢ao. Observe que F’ é um subfeixe de F7, uma vez que F| = im(«) = ker([3)
e ker(3) é subfeixe de ker(W¥) = F{. Denote por i : F/ — F a inclusao.

Vamos mostrar que F|/F' = G”. Para isso, considere o seguinte diagrama comutativo

0 F F F 0
0 1 F ! 0,
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Por um resultado em &lgebra homolégica, lema da serpente ([?] pagina 335 corolario 6.12),
temos que existe uma sequaéncia exata

0 — ker(i) — ker(idg) — ker(m) — coker(i) — coker(idg) — coker(mw) — 0.

No entanto, ker(i) = ker(idg) = coker(idr) = coker(w) = 0, ker(m) = G" e coker(i) =
Fi/F'. Dai, temos que 0 — G"”" — Fj/F" — 0 é exata. Portanto, Fj/F' = G".
Agora, considere a seguinte sequéncia exata,

0—F —-F —G"—0.

Temos que det(F]) = det(F')@det(G"). Isso implica que ¢1(F;) = ¢1(F')+c1(G") e, portanto,
deg(Fy) = deg(F') + deg(G") > deg(F'), pelo lema anterior. Portanto, segue que
_ deg(F1) _ deg(F')

w(Fy) = Pk (F]) > k() = u(F).

Analogamente, temos u(F7) < u(F”).

Agora, vamos demonstrar (a’), pois as outras afirmacoes sao similares.

Suponha que para qualquer subfeixe Fj tal que F/Fj vale u(Fj) < u(F). Vamos provar
que F é semiestdvel. Seja F’ um subfeixe de F. Pelo comentério acima, existe subfeixe F7,
com F/F] sem tor¢ao e tal que p(F') < p(Fi). Por hipétese, u(Fi) < u(F). Portanto,
w(F') < pu(F) e F é semiestavel. O

Proposicao 4.2.8. ([?] pdgina 170 proposicao 7.7) Seja F um feixe coerente sem torcao
sobre uma variedade Kéhler compacta (X, g). Entao,

(a) Se rk(F) =1, entdo F é semiestavel.
(b) F é estavel (semiestavel) se e somente se seu dual F* é estavel (semiestavel).

Proposigao 4.2.9. Sejam F e F’ dois feixes coerentes sem tor¢ao sobre uma variedade
Kéhler compacta (X, g). Entao, F & F' é semiestavel se e somente se F e F' sao semiestdveis
com p(F) = pu(F').

Demonstragao. Primeiramente, suponha que F e F' sdo semiestdveis com p(F) = u(F') = u.
Temos u(F@®F') = u. De fato, considere a sequéncia exata 0 — F — FOF — F' — 0 e tome
r=rk(F)er =rk(F). Olema 4.2.4 nos diz que r(u(FS&F') —pu) +r'(w(FeF')—pn) =0,
logo (r + ") (W(F & F') —p) =0e u(F®F) = p. Agora, para todo subfeixe G de F & F’

temos o seguinte diagrama comutativo.

0—>F —=F@QF —=F —=0

L

0 g g g" 0,

onde ' =GNF ®’eG” éaimagem de G por FOF' — F'. Os morfismos verticais sao todos
injetivos. Como F e F' sdo semiestdveis, temos deg(G') < u[rk(G")] e deg(G") < u[rk(G")].
Dai,

_ deg(q') + deg(6")
R O
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Reciprocamente, assuma que F @& F’ é estavel. Como F é tanto um subfeixe como um
feixe quociente de F, a proposicao 4.2.5.1 e a definicdo de semiestabilidade nos dizem que
w(F & F') = p(F). Analogamente, u(F & F') = u(F'). Se G é um subfeixe de F, é também
um subfeixe de F @ F'. Dai, u(G) < u(F & F') = u(F) e F é semiestdvel. O

Observacgao 4.2.10. Fica claro na demonstracao que se F e F’ sao nao nulos, entao F @ F’
nunca € estavel.

4.3 Estabilidade de fibrados de Hermite-Einstein

Antes de demonstrarmos o principal teorema da dissertacdo, enunciaremos alguns resul-
tados que serao usados na demonstragao.

Teorema 4.3.1. ([?] pagina 50 teorema 2.2.1) Seja (E, h) um fibrado holomorfo com estru-
tura hermitiana h sobre uma variedade complexa compacta hermitiana (X, g) cuja conexao
de Chern V satisfaz a condicao de Hermite-Einstein com fator ¢. Entao:

(i) Se c¢ é negativo, entdo E nao possui segoes holomorfas globais nao triviais, em outras
palavras H%(£) = 0 (onde € é o feixe de secdes holomorfas de E), e

(ii) Se ¢ =0, entao toda segao holomorfa global o é paralela, isto é, V(o) = 0.

Observagao 4.3.2. e Seja F£ um fibrado holomorfo de posto r sobre uma variedade
complexa X tal que existe uma sequéncia exata de fibrados holomorfos

0—-S—F—F—O0.

Entao podemos obter uma métrica induzida em S por restricao pela métrica de F e
uma métrica induzida em F' usando o mapa sobrejetor.

e Uma sequéncia exata de fibrados holomorfos, como acima, cinde se E = S @ F, isso é
equivalente a dizermos que existe um mapa de fibrados ¢ : & — S tal que coi = idg,
onde ¢ : § — FE é o morfsimo injetivo da sequéncia exata.

Proposigao 4.3.3. ([?] pagina 176 proposigao 8.2) Seja
0—-FE —E—-E'—-0

uma sequéncia exata de fibrados holomorfos sobre uma variedade complexa compacta her-
mitiana (X, g). Se E possui uma estrutura hermitiana h tal que (E,h) é um fibrado de
Hermite-Einstein com fator c¢. Entao u(E') < u(FE) e se a igualde ocorre, a sequéncia cinde
holomorficamente e ortogonalmente e (explicar isso no final da primeira se¢do do capitulo
3) E' e E" sao fibrados de Hermite-FEinstein ambos com fator ¢ (com respeito a métrica
hermitiana induzida por E).

Observagao 4.3.4. Seja F um feixe de O-moédulos sobre uma variedade complexa X. Con-
sidere um morfismo injetivo f : O — F. Podemos definir uma sec¢ao global nao nula (uma
secdo em que a haste em cada ponto é nao nula) de F através de f. De fato, basta definir
o= f(1) € F(X), onde 1 € O(X) ¢ a fungao constante 1. Reciprocamente, dada uma segao
nao nula o € F(X), defina um morfismo injetivo f: O — F por f(1) = o7.
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Teorema 4.3.5. Seja (E, h) um fibrado de Hermite-Finstein com fator ¢ sobre uma variedade
Kéhler compacta (X,g). Entao E é semiestavel e se nao for estdvel é uma soma direta
ortogonal (E,h) = (E1,h1) ®--- @ (Ek, hi) de fibrados estaveis e cada (E;, h;) é de Hermite-
Einstein com mesmo fator c.

Demonstragao. Seja € o feixe de segoes holomorfas de F. Considere F um subfeixe de £ tal
que E/F é sem torcao e p = rk(F) < rk(€) = r. A inclusao j : F — £ induz um morfismo
injetivo, pela proposicao 3.5.6,

det(j) : det(F) — AP(E).
Defina
[ =det(j) ® idgeyry : O — AP(E) @ det(F)".
Assim, f é um monomorfismo e, portanto, define uma segao global do fibrado AP(E)®det(F)*.
Pela proposicao 4.1.12, o fator ¢ para (E, h) é dado por
. 2nmu(€)
~ nlvol(X)’
onde vol(X) = 2 [, w™. Como todo fibrado de linhas admite uma estrutura de Hermite-
Finstein, podemos escolher uma estrutara para det(F) com fator ¢. Dali, temos
J 2nmu(det(F))  2npmu(F)
 nlwol(X)  nlvol(X)

Utilizando a proposigao 4.1.10, temos que AP(E) ® (det(F))* satisfaz a condicao de Hermite-
FEinstein com fator pc — ¢. Como AP(E) @ det(F)* admite se¢ao holomorfa global, o teorema
4.3.1 nos diz que pc — ¢’ >. Mas isso implica que pu(F) < u(€) e E é semiestavel.

No caso em que E nao é estavel, assuma que o subfeixe que desetabiliza £ é F. Assim,
w(F) = u(€) e fazendo uma contricdo andloga a que foi feita acima, temos pc — ¢ = 0.
Considere X' = X \ S,,_1(F), entao Fx é localmente livre. Defina G = £/F, assim temos a
seguinte sequéncia exata de feixes,

e podemos concluir que F é normal. Restringindo a sequéncia acima a X', temos uma
sequéncia exata de feixes localmente livres

O—)fX/ —>8X/—>gX/—>0,

Se F' e G sao os fibrados sobre X’ cujos feixes de segoes holomorfas sao Fx/ e Gx respecti-
vamente, entdo temos uma sequéncia exata de fibrados

0—-F—E|lx—G—0.

Sabemos que (E|xs,h) é um fibrado de Hermite-Einstein e, pela proposicao 4.4.3, existe
decomposicao ortogonal (com relagdo a h) e holomorfa E|y: = F@® G e F e G sao de
Hermite-Finstein com a métrica induzida por A ambos com mesmo fator ¢. Devemos provar
que essa decomposicao se extende para todo X.

Como F e & sao normais, Hom(E, F) e Hom(F,F) sao normais. Dai, o morfismo que cinde
a sequéncia acima se extende unicamente para todo X. Portanto, £ = F & G, em particular
F e G sao localmente livres. O teorema segue pela proposicao 4.1.10.3. O
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O seguinte teorema e um resultado de existéncia e nao serd demonstrado aqui. Na versao
que serd apresentada aqui, ele foi demonstrado por K. Uhlenbeck e S. T. Yau em [?] utilizando-
se de uma técnica desenvolvida por S. Donaldson.

Teorema 4.3.6. Seja ' um fibrado holomorfo estavel sobre uma variedade Kahler compacta,
entao F admite uma métrica hermitiana h cuja conexao de Chern satisfaz a equagao de
Hermatian-Eintein.

Juntando as informagoes dos dois ultimos teoremas, temos a Correspondéncia Hitchin-
Kobayashi.

Teorema 4.3.7. (Correspondéncia Hitchin-Kobayashi)Seja E um fibrado holomorfo
sobre uma variedade Kéahler compacta. E admite métrica de Hermite-Einstein se e somente
se I/ é poliestavel, isto é, £ = E1 @& - - - ® Ej, onde cada E; é estavel.

4.4 Q-feixes

Nos ultimos dez anos, muitos trabalhos estao sendo feitos sobre esse tipo de resultado.
Apresentaremos aqui uma correspondéncia semelhante para o caso de Q-fibrados.

Definicao 4.4.1. Um quiver Q = (Qo, @1, s, t) consiste de dois conjuntos finitos Qo (conunto
dos vértices) e Q1 (conjunto das flechas) e duas fungoes s,t : Q1 — (. Para cada flecha
a € Q1, os vértice s(a) e t(a) sdo chamados cauda e cabega da flecha a, respectivamente.

Exemplo 4.4.2. Considere o quiver com dois vértices Qo = {v, w}, duas flechas Q1 = {a, b}
e com fungoes s,t tais que s(a) = t(b) = v e s(b) = v, t(b) = w. Esse quiver é representado
pelo diagrama de pontos e flechas abaixo.

~ b

oLl

Outro quiver que nos serd tutil é o quiver com dois vértices Qo = {v,w}, duas flechas
Q1 = {a,b} e com funcoes s,t tais que s(a) = v, t(a) = w e s(b) = w, t(b) = v. Sua
representagao por diagramas de pontos e flechas é:

De agora em diante, utilizaremos apenas a representacao de pontos e flechas para designar
um quiver. Como nos exmplos a seguir.

Exemplo 4.4.3.
(.
7

Exemplo 4.4.4.

—_—.

Dado um quiver @), M é uma colecao de feixes localmente livres de posto finito M, para
cada flecha a € Q)1 sobre uma variedade K&hler compacta (X, g).
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Definigao 4.4.5. Dado um quiver @ e uma variedade Kéhler compacta (X, g), um Q-feize
M -torcido ([?]) sobre X é um par R = (€, ¢), onde £ é uma colegao de feixes coerentes &,
para cada vértice v € Qo e ¢ ¢ uma colegao de morfismos ¢ : Eyq) @ My — E4(4) para cada
flecha a € Q1.

Notagao 4.4.6. (i) Sempre omitiremos os termos ) e M-torcido quando nao houver
perigo de confusao, isto é, um @Q-feixe M-torcido serd frequentemente chamado de
Q-feixe.

(79) No caso em que £ é uma colegdo de feixes localmente livres, (€, ¢) serd chamado de
Q-fibrado.

(7i7) As vezes, diremos que um Q-feixe £ é uma representa¢io do quiver Q.

Defini¢ao 4.4.7. Um morfismo f : R — R’ entre dois Q-feixes R = (€,¢) e R' = (&', ¢') é
dado por uma colegao de morfismos f, : &, — &, para cada vértice v € Qy, tal que o seguinte
diagrama comuta

Eo M, 2>,
lfv@idMa lfvl
81/) ® Ma r 51/)/

para toda flecha a : v — v'.

Definicao 4.4.8. Um Q-feixe R’ = (£, ¢') é um Q-subfeize de R = (€, ¢) se &, C &, para
todo vétice v € Q, qﬁa(é';(a) ® M,) C 52((1) e ¢l : Sé(a) ® M, — Eg(a) é a restricao de ¢, a
Sé(a) ® M,, para cada a € Q1.

Defini¢ao 4.4.9. Dados dois Q-feixes M-torcidos R = (€,¢) e R' = (£',¢), a soma direta
deles é 0 Q-feixe ROR' = (EBE, pB @), onde EBE’ é a colecao dos feixes £, ® E] para todo
vértice v e ¢ © ¢’ é a colegao dos morfismos ¢g © ¢, : (E5(q) Eé(a)) ® My — (Ea) © Eg(a)).

Seja () um quiver e o,7 uma colecao de numeros reais o,,7,, com o, > 0, para cada
v € Qp. 0 e T sao os pardimetros de estabilidade. Seja R = (£, ¢) um Q-feixe sobre X. De
acordo com Alvarez-Cénsul e Garcia-Prada ([?]), definimos:

Definigao 4.4.10. O (o,7)-grau e a (o, 7)-inclinagio do Q-feixe R sdo dados por

degs+(R) = Z opdeg(Ey) — Tk, €
vEQo

degs+(R)

o,T R) = ~  _ 1o
o7 (R) Zver ourkE,

respectivamente. R é semiestavel se para qualquer @-subfeixe R’ de R, temos pis-(R) <
tor(R). Se essa desigualdade for estrita para todo Q-subfeixe, entdo R ¢ estédvel.
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Observagao 4.4.11. Note que para todo Q-feixe R se ¢/ = co e 7/ = cr para algum real
c > 0, entdo o r(R) = por 7 (R). Também, se ¢’ = 0 e 7/ = 7 + do, entdo ps-(R) =
to' 7 (R) — d. Isto é, essas duas transformcoes dos parametros nao mudam a estabilidade de
um @Q-feixe e o espago de parametros efetivos tem dimensao 2N (Qo) — 2, onde N(Qq) é o
nimero de vértices de R tal que &, # 0. Isso significa que se @) é o quiver que consiste de
um vértice e nao possui flechas, entao recuperamos a nocao de estabilidade da secao 2.

Nos exemplos abaixo, mostraremos como a estabilidade de @-feixe generaliza outras
nocoes de estabilidade.

Exemplo 4.4.12. Seja X uma superficie de Riemann. Um fibrado de Higgs sobre X é
um par H = (E,¢), onde E é um fibrado holomorfo sobre X e ¢ : £ ® K* — FE é uma
funcao holomorfa e K é o fibrado candénico de X. Na linguagem de Q-fibrados, H é uma
representacao K*-torcida do quiver

Q.

A condigao de estabilidade acima nos diz que H é estdvel se para qualquer subfeixe F de F
tal que ¢(F @ K*) C F, temos pu(F) < pu(F). Esta é exatamente a condigao de estabilidade
em ([?] pdgina 69 definigdo 3.1). Observe que a estabilidade de H independe dos parametros,
pois o quiver possui apenas um vértice.

Exemplo 4.4.13. Uma tripla holomorfa é uma representacao O-torcida do quiver

e pode ser representado na forma

&—2>¢ .
A estabilidade com os pardmetros (o,7), onde o0 = (1,1) e 7 = (0,) é exatamente a «-
estabilidade em [?] pagina 15.

4.5 Equacao de vortice e a correspondéncia Hitchin- Kobayashi
para (Q-fibrados

Nesta se¢ao, sempre que £ é um feixe localmente livre e dissermos que h é uma métrica
em & significa que h é uma métrica no fibrado holomorfo E cujo feixe de secoes holomorfas
é £. O mesmo vale para uma conexao em &.

Considere um Q-fibrado R = (£, ¢). Fixemos, de uma vez por todas, uma colecao de
métricas hermitianas g, em M, para cada a € ;. Uma métrica hermitiana em R é uma
colecao H de métricas hermitianas h, em &, para cada v € Qg tal que &, # 0.

De acordo com ([?]) fazemos as seguintes observagoes: o morfismo ¢g : Egq) @ Mo — Eyq)
possui uma adjunta suave ¢:he : Et@@) — Es(a) ® Mg com relagdo as métricas hy,) @ qa
em Eyq) @ My e hyq) em &), portanto temos uma composicao ¢, o prha Es(a) = Es(a)-
Ainda mais, podemos considerar o morfismo ¢ : Eyq) — Eyq) ® My O mesmo ocorre com
piha Et(a) @ My — Ey(q)- Dessa maneira, faz sentido escrever ¢iha o ¢, Es@) = Es(a)-

Agora, de acordo com Garcia-Prada e Alvarez-Consul, podemos fazer a seguinte definicao.

58



Definigao 4.5.1. Sejam o e 7 colegoes de nimeros reais o, e 7, (com o, > 0), para cada
v € Qo. Uma métrica H em R satisfaz as equagoes de (o, T)-vortex se

O-'UZA(FVU) + Z ¢a o) ¢Zha _ Z ¢Zha o ¢(l — Tvidgv’

act—1(v) a€s—1(v)

para cada v € Qo tal que &, # 0, onde Fy, é a curvatura da conexao de Chern V, em &,
com a métrica h,,.

Observagao 4.5.2. Essa equagao recebe o nome vortex, pois ela generaliza a equacao de
vortex ([?] pagina 29 definicao 4.7) para triplas holomorfas como faremos a seguir.

Exemplo 4.5.3. Considere a tripla holomorfa R dada por

52i>51

e fixe uma métrica hermitiana H = (hy, he) (h; é uma métrica hermitiana em &;) em R.
Se escrevermos as equagoes de vortex via definicao 4.5.1, obtemos:

iNFy,) + ¢ o ¢*™™ = ridg, para o vértice 1 e
iN(Fy,) — ¢*"2 o ¢ = midg, para o vértice 2,
que sdo as mesmas equagoes de vortex em ([?] pagina 29 defini¢ao 4.7).

Exemplo 4.5.4. Considere um fibrado de Higgs H. A equagdo de vortex para uma métrica
H = {h} em R para os paramentros c =1 e7 =0 ¢

oil(Fy) + [¢,¢*"] = 0,

onde [, ¢*"] = ¢ 0 ¢*" — ¢* 0 ¢.
Antes de enunciarmos o ultimo teorema desta secdo, faremos uma definicao.

Defini¢ao 4.5.5. Um Q-feixe R é (o, 7)-poliestdvel se existem finitos quiver sheaves R;
(0, 7)-estaveis tais que R = @;R).

Teorema 4.5.6. ([?] pagina 8 teorema 3.1)Sejam () um quiver e o e 7 duas colegoes de
numeros reais o, > 0 e 7,, para cada vértice de Q ¢ R = (£,¢) um Q-fibrado tal que
degor(R) = 0. R é (o, 7)-poliestével se e somente se ele admite uma métrica hermitiana H
que satisfaz as (o, 7)-equacoes de vortex. H é tnica a menos de uma multiplicagdo por uma
constante \; > 0 para cada somando (o, 7)-estavel R; de R = GiRy.

4.6 Resultado para Q-fibrados

Nesta se¢ao, enunciarei um resultado que eu encontrei para Q-fibrados, ele estabelece uma
realacao entre a estabilidade de feixes coerentes e a de Q-feixes. Esse problema foi proposto
pelo Prof. Marcos Jardim.

Considere o quiver

Q""
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Associado a esse quiver temos o Q-feixe R

¢1(;51 & (4.6.1)

=

Para esse teorema, semiestabilidade é com relagao aos parametros (7, d), onde 7 é o vetor
posto e d é o vetor grau do Q-feixe R.

Teorema 4.6.1. R é semiestivel < &5 é semiestavel e ndao existe subfeixe desestabilizador
F C & tal que ¢1(F) C F.

Demonstracdo. Para um @Q-subfeixe R’ e para os parametros mencionados acima, temos

r1ry (= p) + rarg (s — pi2)
Ty 4+ rorh

w(R') = (4.6.2)

=)

e Se & nao é semiestavel, entao existe um feixe desetabilizador F C & e o Q-feixe, R/,
abaixo é um @Q-subfeixe de R.
0 C 0—s>F (4.6.3)

Dessa forma, p(R’) > 0, isto é, R ndo é semiestavel.

e Agora, se £1 nao é semiestavel e existe feixe desestabilizador F C &; tal que ¢1(F) C F,
o Q-feixe abaixo R” é um Q-subfeixe de R.

[\ —_—
oilr (F =6 (4.6.4)

Portanto, u(R"”) > 0 e R nao é semiestavel.

<) Seja R’ C R um Q-subfeixe qualquer representado pelo diagrama abaixo.

o1|F1 Cfl W}—Q (4.6.5)

Fatos:

o u(F2) < u(&), pois & é semiestavel.

o ¢(F1) C F1 = Fi nao é subfeixe desestabilizador, ou seja, u(Fi) < u(&r).
Portanto, temos que u(R') < u(R).
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