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Resumo
Apresentamos uma introdução aos conceitos de geometria complexa necessários à compreensão
da correspondência Hitchin-Kobayashi. Enunciamos e provamos que todo fibrado que admite
uma conexão de Hermite-Einstein é poliestável. Em seguida, discutimos resultados sobre Q-
fibrados e enunciamos uma correspondencia Hitchin-Kobayashi para esse caso. Por último,
temos um resultado do autor que relaciona a estabilidade de fibrados com a estabilidade de
Q-fibrados.

Abstract
We present an introduction to the concepts of complex geometry necessary to the comprehen-
sion of the Hitchin-Kobayashi correspondence. We state and prove that every holomorphic
vector bundle which admits a Hermite-Einstein connexion is polystable. Then, we discuss
results regarding quiver bundles and state a Hitchin-Kobayashi correspondence for this case.
Finally, we state and prove an author’s result which relates the stability of vector bundles
with the stability of quiver bundles.
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1.1 Noções básicas de variedades diferenciáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Variedades complexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Fibrados vetoriais complexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 Estruturas complexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.5 Variedades Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Fibrados holomorfos e conexões 14

2.1 Fibrados holomorfos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Feixes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Conexões e Curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4 Fibrados hermitianos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 Conexões em fibrados holomorfos e conexão de Chern . . . . . . . . . . . . . 25
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Introdução

A correspondência Hitchin-Kobayashi é um resultado que estabelece uma equivalência
entre um conceito da geometria algébrica, a estabilidade de fibrados, com um conceito da
geometria diferencial, a conexão de Hermite-Einstein. A estabilidade, que tem origem na
teoria geométrica dos invariantes desenvolvida por D. Mumford, é um conceito muito bem
compreendido em geometria algébrica e pode ser entendido como uma não degenerescência do
fibrado. Por outro lado, a noção de conexão de Hermite-Einstein foi introduzida na década de
1980 por S. Kobayashi para fibrados holomorfos sobre variedades hermitianas, generalizando
as conexões de Kähler-Einstein no fibrado tangente às varidades complexas. Essas conexões
também generalizam a ideia de conexão autodual na teoria de Yang-Mills.

A história desse resultado começa em 1965 quando M. S. Narasimhan e C. S. Seshadri em
[?] provaram que fibrados vetorias holomorfos estáveis sobre uma superf́ıcie de Riemann X
compacta são precisamente aqueles obtidos a partir de uma representação unitária projetiva
do grupo fundamental de X. Em 1983, S. K. Donaldson demonstra este resultado utilizando
técnicas de geometria diferencial [?], formulando o problema em termos de conexões. Tal
formulação em termos de conexões sugeria a generalização a dimensões mais altas.

Em um trabalho de 1982, S. Kobayashi demonstrou que um fibrado holomorfo sobre
uma variedade Kähler que admite conexão de Hermite-Einstein é soma direta de fibrados
holomorfos estáveis [?]. Essa sequência de resultados levou N. Hitchin e S. Kobayashi a
conjecturarem que a rećıproca para esse último resultado também era verdadeira. Isso foi
provado por S. K. Donaldson para fibrados sobre variedades projetivas em 1985, onde ele
utiliza o método da equação do calor para demonstrar a existência da conexão de Hermite-
Einstein [?]. Para variedades Kähler, isso por S. T. Yau e K. K. Uhlenbeck em 1986 [?]
utilizando o método da continuidade. Vale ressaltar que para demonstrar esses resultados,
deve-se provar a existência de solução de uma equação diferencial parcial cuja condição inicial
é dada por uma condição algébrica no fibrado, a estabilidade.

Após esses trabalhos, surgiram outros resultados semelhantes para fibados com algumas
estruturas adicionais, como os fibrados de Higgs (N. Hitchin [?], 1987), sistemas coerentes (S.
B. Bradlow [?], 1991) e triplas holomorfas (S. B. Bradlow e O. Garcia-Prada [?], 1996), entre
outros. Fibrados com estruturas adicionais podem ser descritos de maneira unificada através
de Q-fibrados1, que são fibrados que também possuem uma estrutura adicional de quivers.
Recentemente, O. Garcia-Prada e L. Alvarez-Consul demonstraram uma correspondência
para os Q-fibrados em [?].

O principal objetivo desta dissertação é reescrever detalhadamente a demonstração da
poliestabilidade de fibrados que admitem uma conexão de Hermite-Einstein. A demonstração

1O original em inglês é quiver-bundle
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que será apresentada aqui foi feita por M. Lübcke em [?]. No entanto, nos basearemos no
texto de S. Kobayashi [?], páginas 178 e 179.

O texto está dividido em quatro caṕıtulos. No primeiro, é feita uma introdução aos
conceitos que serão utilizados no decorrer do texto, são eles: variedades complexas, fibrados
complexos, estruturas complexas e varidades Kähler.

No segundo caṕıtulo, serão introduzidos os principais objetos da dissertação, os fibrados
holomorfos e as conexões. Na primeira seção é definido o conceito de fibrado holomorfo.
Na segunda, é estabelicida a correspondência entre fibrados holomorfos sobre uma variedade
complexa X e feixes de O-módulos localmente livres. A terceira e quarta seções são dedicadas
aos conceitos de conexões e métricas hermitianas respectivamente. O caṕıtulo é encerrado
com uma seção sobre conexões de Chern em fibrados holomorfos munidos de uma métrica her-
mitiana, essas conexões são caracterizadas por serem compat́ıveis com a estrutura holomorfa
e a métrica hermitiana.

O terceiro caṕıtulo trata dos feixes anaĺıticos coerentes. As duas primeiras seções fazem
uma introdução aos conceitos básicos de álgebra homológica de feixes. O principal resultado
da segunda seção estabelece um ismorfismo entre o primeiro grupo de cohomologia de Cech
do feixe O∗, H1(X,O∗), e o grupo de Picard da variedade X, que é o grupo das classes de
ismorfismo de fibrados de linhas. A terceira seção introduz os feixes coerentes e a quarta
resume os principais resultados que caracterizam tais feixes. Na quinta seção, define-se o
fibrado determinante de um feixe coerente e, assim, torna-se posśıvel o cálculo da primeira
classe de Chern de um feixe coerente, isso nos permite calcular o grau de um feixe coerente.

O quarto caṕıtulo é dedicado à correspondência de Hitchin-Kobayashi. A primeira trata
das conexões de Hermite-Einstein. Na segunda, é definida a estabilidade de um fibrado
holomorfo sobre uma variedade Kähler. Na terceira seção fazemos a demonstração da poli-
estabilidade de fibrados holomorfos que admitem uma métrica de Hermite-Einstein. A quarta
e a quinta seção tratam do caso de Q-fibrados e uma correspondência Hitchin-Kobayashi para
esse caso.

Finalmente, na última seção é enunciado e demonstrado um resultado do autor desta
dissertação. O autor demonstra um resultado que estabelece uma relação entre a estabilidade
de fibrados holomorfos e a de Q-fibrados para um exemplo concreto.

2



Caṕıtulo 1

Variedades complexas

Neste caṕıtulo, faremos uma breve introdução às variedades complexas. Antes, vamos
definir os conceitos básicos de funções holomorfas em Cn.

Notação 1.0.1. Denotaremos por z = (z1, · · · , zn) um ponto em Cn ∼= R2n, onde fazemos a
seguinte escolha de coordenadas

zj = xj + iyj .

Para o espaço cotangente a um ponto em Cn temos como geradores reais {dxj , dyj}nj=1.
No que se segue, será mais útil trabalharmos com a base complexa {dzj , dzj}nj=1, onde

dzj = dxj + idyj e

dzj = dxj − idyj .

A base dual para o espaço tangente é

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
e

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
.

Agora, se f : U → C é C∞ no aberto U ⊂ Cn. Então, com a notação dada acima, a sua
diferencial pode ser escrita como

df = ∂(f) + ∂(f), (1.0.1)

onde ∂ =
∑n

j=1
∂
∂zj

e ∂ =
∑n

j=1
∂
∂zj

.

Definição 1.0.2. Uma função f : U ⊂ Cn → C, diferenciável é holomorfa se ∂(f) = 0
(Equação de Cauchy-Riemann).

Lembremos que uma função f : U ⊂ Cn → Cm, pode ser escrita em componentes f =
(f1, · · · , fm), onde fi : U ⊂ Cn → C para cada i.

Definição 1.0.3. Uma função f : U ⊂ Cn → Cm, diferenciável é holomorfa se cada compo-
nente fi : U ⊂ Cn → C é holomorfa.
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1.1 Noções básicas de variedades diferenciáveis

Nesta dissertação, utilizaremos a seguinte definição de variedade diferenciável.

Definição 1.1.1. Uma variedade diferenciável (C∞) é um espaço topológico M Hausdorff
e que satisfaz o segundo axioma da enuberabilidade munido de uma cobertura aberta {Ui :
i ∈ I} e homeomorfismos ϕi : Ui → Vi, onde cada Vi ⊂ Rn é aberto, tal que as funções de
transição ϕj ◦ ϕ−1

i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj) são C∞.

Na definição acima, exigimos que M seja Hausdorff e que satisfaça o segundo axioma da
enuberabilidade, pois essas hipóteses nos permitem dizer que M é paracompacata. Portanto,
poderemos usar partições da unidade.

Definição 1.1.2. Seja M uma variedade diferenciável e U = {Ua} uma cobertura de M por
abertos. Uma partição da unidade subordinada a U é uma coleção de funções diferenciáveis
{ψa : M → R} tais que:

(i) 0 ≤ ψa(x) ≤ 1 para todo a e todo x ∈M ,

(ii) supp(ψa) ⊂ Ua,

(iii) A coleção de suportes supp(ψa) é localmente finita e

(iv)
∑

a ψa(x) = 1 para todo x ∈M .

Onde supp(ψa) = {x ∈M |ψa 6= 0} e a condição 3. implica que a soma em 4. é sempre finita.

Teorema 1.1.3. ([?] página 54 Teorema 2.25) Seja M uma variedade diferenciável e U =
{Ua} uma cobertura de M por abertos. Então, existe uma partição da unidade subordinada
a U .

Outro conceito em variedades diferenciáveis que será amplamente usado aqui é o de
métrica Riemanniana.

Definição 1.1.4. Seja M uma variedade diferenciável e T (X) seu fibrado tangente. Uma
métrica Riemanniana em M é uma coleção de produtos internos gx em T (X)x tal que dado
qualquer par de campos de vetores V,W C∞ em X, a função f : M → R dada por x 7→
gx(V (x),W (x)) é diferenciável.

Segue como consequência do teorema de existência de partição da unidade que toda
variedade diferenciável admite métrica Riemanniana.

O próximo tópico é a Cohomologia de de Rham.

Definição 1.1.5. Seja M uma variedade diferenciável e Ωp(X) o espaço das p-formas em
M . Denote por Zp(M) o espaço das p-formas fechadas, isto é, ω ∈ Ωp(X) tais que d(ω) = 0.
Como d2 = 0, temos d(Ωp−1(M)) ⊂ Zp(M). Assim,

Hp
DR(M) =

Zp(M)

d(Ωp−1(M))

é o p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham.
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1.2 Variedades complexas

Definição 1.2.1. Uma variedade diferenciável X é uma variedade complexa se admite uma
cobertura por abertos {Ui : i ∈ I} e homeomorfismos ϕi : Ui → Vi para todo i, onde cada
Vi ⊂ Cn é aberto, tais que as funções de transição ϕj ◦ ϕ−1

i são holomorfas. Neste caso, a
dimensão complexa de X é n, escrevemos dim(X) = n.

Observação 1.2.2. Se dim(X) = n, a dimensão da variedade diferenciável subjacente a X
é 2n. Sempre que dissermos dimensão referimo-nos à dimensão complexa de X, quando não
for o caso isso será explicitado no texto.

Definição 1.2.3. Uma função holomorfa em uma variedade complexa X é uma função
f : X → C tal que f ◦ ϕ−1

i : ϕi(Ui) → C é holomorfa para toda carta (Ui, ϕi). Escrevemos
O(U) para o anel de funções holomorfas em U ⊂ X.

Definição 1.2.4. Sejam X e Y duas variedades complexas. Uma função f : X → Y é
uma função holomorfa se para quaisquer cartas (U,ϕ) de X e (U ′, ϕ′) de Y temos que
ϕ′ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(f−1(U ′) ∩ U) → ϕ′(U ′) é holomorfa. Duas variedades complexas X e Y
são isomorfas ou biholomorfas se existe uma bijeção holomorfa f : X → Y com inversa
holomorfa.

Exemplo 1.2.5.

Espaço afim. Cn é o exemplo mais simples de uma variedade complexa. Uma carta de Cn

é dada por U = Cn e ϕ = idCn .

Exemplo 1.2.6.

Espaço projetivo complexo. O espaço projetivo complexo CPn é um dos mais importantes
exemplos de variedade complexa. Ele é definido por

CPn = (Cn+1 \ {0})/C∗

onde a ação de C∗ sobre (Cn+1 \ {0}) é dada por:

C∗ × (Cn+1 \ {0}) → (Cn+1 \ {0})
(λ, (z0, ..., zn)) 7→ (λz0, ..., λzn)

Para um ponto em CPn escrevemos (z0 : ... : z0), onde zi 6= 0 para algum 0 ≤ i ≤ n.
Assim, (z0 : ... : z0) e (λz0 : ... : λz0) são duas representações para o mesmo ponto em CPn.

Vamos exibir as cartas locais. Primeiramente, vamos atribuir a CPn a topologia quociente
dada pela ação acima. Em seguida, considere a cobertura padrão em CPn dada pelos n + 1
abertos

Ui = {(z0 : ... : zn)|zi 6= 0} ⊂ CPn.

Observe que esses abertos formam uma cobertura para CPn e Ui = {(z0 : ... : zn)|zi = 1},
pois neste caso (z0 : ... : zi : ... : zn) = ( z0

zi
: ... : 1 : ... : zn

zi
).

Defina os mapas

ϕi : Ui → Cn, (z0 : ... : zn) 7→ (z0, ..., zi−1, ẑi, zi+1, ..., zn)

5



com inversa

ϕ−1
i : Cn → Ui, (z0, ..., zn−1) 7→ (z0 : ... : zi−1 : 1 : zi : ... : zn−1).

Então temos

ϕij(z0, ..., zn) =

(
z0
zi
, ...,

z0
zi

)
.

Definição 1.2.7. Seja X uma variedade complexa de dimensão complexa n e Y ⊂ X. Y é
uma subvariedade complexa de dimensão k se existe um sistema de coordenadas holomorfo
(Ui, ϕi) tal que ϕi : Ui ∩ Y → ϕi(Ui) ∩ Ck é homeomorfismo.

Observação 1.2.8.

Na definição acima, Ck é mergulhado em Ck via (z1, ..., zk) 7→ (z1, ..., zk, 0, ..., 0).

Definimos a codimensão de Y em X por dim(X) − dim(Y ) = n− k.

Todo aberto U ⊂ X é naturalmente uma subvariedade de dimensão n.

Definição 1.2.9. Seja X uma variedade complexa. Uma subvariedade anaĺıtica de X é um
subconjunto fechado Y ⊂ X tal que para cada ponto x ∈ X, existe uma vizinhança aberta
x ∈ U ⊂ X tal que Y ∩U é o zero de finitas funções holomorfas f1, ..., fk ∈ O(U). Um ponto
y ∈ Y é regular se existe uma vizinhança U de y em X tal que X ∩ Y é um subvariedade
complexa de X. Denotamos o conjunto dos pontos regulares em Y por Y ∗.

Definição 1.2.10. Uma subvariedade anaĺıtica Y de X é irredut́ıvel se ela não pode ser
escrita como união de subvariedades anaĺıticas Y = Y1 ∪ Y2 tais que Yi ⊂ Y .

Proposição 1.2.11. ([?] Proposição página 21) Uma subvariedade anaĺıtica Y de uma var-
iedade complexa X é irredut́ıvel se e somente se Y ∗ é conexo.

Observação 1.2.12. No caso em que Y é irredut́ıvel, Y ∗ é uma subvariedade complexa de
X. Isso nos permite fazer a seguinte definição.

Definição 1.2.13. A dimensão de uma subvariedade anaĺıtica Y irredut́ıvel é a dimensão da
subvariedade complexa Y ∗. No caso geral, a dimensão de Y é k se todas as suas componentes
irredut́ıveis possuem dimensão k.

A seguir, enunciaremos alguns resultados importantes para variedades complexas. Alguns
deles serão utilizados posteriormente na dissertação.

Teorema 1.2.14. ([?] página 10 Teorema 1.11) Seja X uma variedade complexa compacta
e f ∈ O(X). Então f é uma função constante.

Corolário 1.2.15. Não existem subvariedades de Cn de dimensão positiva.

Teorema 1.2.16. ([?] página 419 Teorema 44.40) (Teorema de extensão de Hartog) Seja X
uma variedade complexa e Y uma subvariedade anaĺıtica de codimensão pelo menos 2. Se
f ∈ O(X \ Y ), então existe uma única extensão holomorfa de f em X, isto é, existe uma
única f̃ : X → C holomorfa tal que f̃ |X\Y = f .

Teorema 1.2.17. (Teorema da identidade) Se f, g ∈ O(U) são tais que f |V = g|V , onde
V ⊂ U é um aberto, então f = g em U .

Proposição 1.2.18. Toda variedade complexa X é orientável, ou seja, existe uma forma
volume vol(X) ∈ Ω2n(X), onde 2n é a dimensão real de X.
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1.3 Fibrados vetoriais complexos

Definição 1.3.1. Sejam M , E variedades deferenciáveis e π : E → M uma função difer-
enciável sobrejetiva. Dizemos que E é um fibrado complexo C∞ de posto r com espaço base
M e projeção π se:

1) A fibra Ex = π−1(x) é um espaço vetorial complexo de dimensão r e

2) existe uma cobertura Ui deX por abertos tais que para cada Ui temos um difeomorfismo
ψi : π−1(Ui) → Ui × Cr, chamada trivialização local, que faz o seguinte diagrama
comutar

π−1(Ui)
ψi //

π
##H

HH
HH

HH
HH

Ui × Cr

π1
{{vvvvvvvvv

M

,

onde π1 : Ui × Cr → Ui é a projeção na primeira coordenada e temos um isomorfismo
induzido ψi|x : Ex → {x} × Cr que é C-linear. Diremos que (Ui, ψi) é uma carta
trivializante do fibrado.

Definição 1.3.2. Seja E um fibrado complexo com espaço base M e carta trivializante
(Ui, ψi), definimos as funções de transição por

gij(x) = (ψi ◦ ψ−1
j )(x, ) ∈ GL(r,C) ∀x ∈ Ui ∩ Uj

Definição 1.3.3. Sejam E e F dois fibrados complexos sobre uma variedade M . Uma função
diferenciável Ψ : E → F é um morfismo de fibrados complexos se o diagrama abaixo comuta
e o mapa induzido Ψx = Ψ|Ex : Ex → Fx é C-linear.

E
Ψ //

πE   A
AA

AA
AA

A F

πF~~}}
}}

}}
}}

M

Ψ é um isomorfismo de fibrados se, além de ser um morfismo entre fibrados, é um difeomor-
fismo entre E e F .

A proposição abaixo será muito útil e uma demonstração para o caso de Fibrados Prin-
cipais pode ser encontrada em [?] volume I página 52 Proposição 5.2.

Proposição 1.3.4. As funções de transição de um fibrado satisfazem as seguintes relações,
que são chamadas de condições de cociclo:

(a) gij(x) · gji(x) = I ∀ x ∈ Ui ∩ Uj e

(b) gij(x) · gjk(x) · gki(x) = I ∀ x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk

Rciprocamente, dadas funções diferenciáveis {gij : Ui∩Uj → GL(Cr)} satisfazendo as relações
(a) e (b) acima, então existe um único (a menos de isomorfismo) fibrado E com espaço base
X e funções de transição {gij}.
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Definição 1.3.5. Seja E um fibrado sobre M . Uma seção diferenciável do fibrado sobre um
aberto U ⊂M é uma aplicação diferenciável σ : U → E tal que π ◦ σ = idU . Denotamos por
Γ(U,E) o espaço das seções diferenciáveis sobre o aberto U .

Definição 1.3.6. Um referencial sobre U ⊂ M é uma coleção σ1, ..., σk de seções sobre U
tal que {σ1(x), ..., σk(x)} é uma base de Ex para todo x ∈ U .

Observação 1.3.7. Referencial e trivialização local são noções equivalentes. De fato, con-
sidere uma trivialização

ψU : π−1(U) → U × Ck,

as seções dadas por

σi(x) = ψ−1
U (x, ei)

definem um referencial sobre U .
Rciprocamente, dado um referencial σ1, ..., σk sobre U , podemos escrever v =

∑
viσi(x) ∈

Ex para cada x ∈ U . Dessa forma temos uma trivialização em U dada por

ψU (v) = (x, (v1, ..., vk)).

Neste final de seção, faremos uso da proposiçao 1.4.5 para construirmos alguns fibrados.

Exemplo 1.3.8. Sejam E e F fibrados complexos sobre a mesma variedade M e com
projeções π : E → M e τ : E → M . A soma direta de E e F é o fibrado complexo
cujo espaço total é dado por

E ⊕ F = {(v, w) ∈ E × F |π(v) = τ(w)}
e a projeção é dada por

E ⊕ F →M

(v, w) 7→ π(v) = τ(w).

Note que as fibras de E ⊕ F são as somas diretas Ex ⊕ Fx. Verifiquemos a trivialidade
local: Se {ψa} e {φa} são as trivializações de E e F , respectivamente, subordinadas a mesma
cobertura. Suponha que {ψa} e {φa} correspondam as funções de transição {gab} e {hab},
respectivamente. Então, obtemos uma trivialização da soma direta dada por {(ψa×φa)|E⊕F }
que corresponde as funções de transição dadas por

gab ⊕ hab =

(
gab 0
0 hab

)
.

Exemplo 1.3.9. De forma análoga, podemos definir os seguintes fibrados complexos:

• O produto tensorial E ⊗ F : as fibras são dadas por Ex ⊗ Fx e as funções de transição
são gab ⊗ hab.

• O fibrado dual E∗: as fibras são dadas por E∗
x e as funções de transição são (gtab)

−1.

• Os produtos exteriores
∧k E: as fibras são os produtos exteriores

∧k Ex e as funções
de transição são dadas por gab ∧ · · · ∧ gab︸ ︷︷ ︸

k vezes

. Como caso particular, se E é um fibrado

complexo de posto r, o seu fibrado determinante é det(E) :=
∧r E.

8



1.4 Estruturas complexas

Nesta seção, V é um espaço vetorial real de dimensão d.

Definição 1.4.1. Um endomorfismo R-linear de V , J : V → V , é uma estrutura quase
complexa em V se J2 = −I, onde I é a identidade em V .

Note que se V admite uma estrutura quse complexa, então d = 2n para algum n.

Observação 1.4.2. Se V admite uma estrutura quase complexa J , podemos equipar V com
uma estrutura de espaço vetorial complexo da seguinte maneira:

(a+ ib)v = av + bJ(v),

onde a, b ∈ R e v ∈ V , denotaremos esse espaço vetorial complexo por VJ . Reciprocamente,
se V é um espaço vetorial, então o operador dado pela multiplicação por i é uma estrutura
quase complexa em V .

Observação 1.4.3. Se v1, · · · , vn é uma base para V sobre C, então v1, · · · , vn, J(v1), · · · , J(vn)
é uma base para V sobre R.

Observação 1.4.4. Se V é um espaço vetorial real com estrutura quase complexa J , con-
sidere a complexificação de V , Vc = V ⊗R C. O mapa linear J se extende a Vc fazendo
J(v⊗ a) = J(v)⊗ a; dessa maneira, J ainda satisfaz J2 = −I, mas possui autovalores i e −i.
Sejam V 1,0 o autoespaço correspondente ao autovalor i e V 0,1 o autoespaço correspondente
ao autovalor −i. Assim, temos uma decomposição

Vc = V 1,0 ⊕ V 0,1.

Considere a conjugação em Vc, definida por v ⊗ a = v⊗ a. Essa operação nos dá um isomor-
fismo R-linear V 1,0 ∼= V 0,1 ([?] página 26 Lema 1.2.5). Ainda mais, observe que V 1,0 ∼= VJ .
Em particular, dimR(V 1,0) = dimR(V 0,1) = n.

Lema 1.4.5. ([?] página 26 Lema 1.2.6) Seja V um espaço vetorial real munido de uma
estrutura quase complexa J . Então, o espaço dual V ∗ = Hom(V,R) possui uma estrutura
quase complexa natural dada por J(f)(v) = f(J(v)), onde f ∈ V ∗. A decomposição induzida
em (Vc)

∗ = HomR(V, C) = (Vc)
∗ é dada por

(V ∗)1,0 = {f ∈ HomR(V,C)|f(J(v)) = if(v)} = (V 1,0)∗

(V ∗)0,1 = {f ∈ HomR(V,C)|f(J(v)) = −if(v)} = (V 0,1)∗.

Se V é um espaço vetorial real de dimensão d, a decomposição da sua álgebra exterior é

∧
V =

d⊕

k=0

k∧
V.

Analogamente,
∧
Vc denota a álgebra exterior de Vc, que se decompõe como

∧
Vc =

d⊕

k=0

k∧
Vc.

Temos que
∧
Vc = (

∧
V )⊗R C e

∧
V é o subespaço de

∧
Vc que é invariante pela conjugação.
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Definição 1.4.6. Seja V um espaço vetorial real de dimensão real d munido de uma estrutura
quase complexa J . Definimos

p,q∧
V =

p∧
V 1,0 ⊗C

q∧
V 0,1,

onde os produtos exteriores de V 1,0 e V 0,1 são tomados sobre C. Um elemento α ∈ ∧p,q(V )
tem grau (p, q).

Proposição 1.4.7. ([?] página 27 Proposição 1.2.8) Para um espaço vetorial munido de uma
estrutura quase complexa J , temos:

(i)
∧p,q V é canonicamente um subespaço de

∧p+q Vc,

(ii)
∧k Vc =

⊕
p+q=k

∧p,q V e

(iii)
∧p,q V =

∧q,p V .

A partir de agora, vamos utilizar esta construção algébrica para o fibrado tangente de
uma variedade.

Definição 1.4.8. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão real 2n. Um isomorfismo
diferenciável de fibrados J : T (M) → T (M) é uma estrutura quase complexa em M se
J2 = −I, onde I é o morfismo identidade em T (M). Se M está equipado com uma estrutura
quase complexa J , dizemos que o par (X, J) é uma variedade quase complexa.

Teorema 1.4.9. Toda variedade complexa induz uma estrutura quase complexa em sua
variedade diferenciável subjacente.

Demonstração. [?] página 30 Proposição 3.4.

Suponha que (X, J) seja uma variedade quase complexa. Então, podemos aplicar a álgebra
linear anterior às fibras de T (X)c. Dáı, temos uma decomposição das fibras em soma direta
(T (X)c)x = T (X)1,0x ⊕ T (X)0,1x . No entanto, também temos uma decomposição em soma de
fibrados, como mostra a próxima proposição.

Proposição 1.4.10. ([?] página 104,105 Proposição 2.6.4(i)) Seja (X, J) uma variedade
quase complexa. Então, existe uma decomposição em soma direta de fibrados complexos

T (X)c = T (X)1,0 ⊕ T (X)0,1,

tal que as fibras de T (X)1,0 e T (X)0,1 são T (X)1,0x e T (X)0,1x , respectivamente.

Notação 1.4.11. Os fibrados T (X)1,0 e T (X)0,1 são chamados de fibrados tangente holo-
morfo e antiholomorfo, respectivamente.

Sejam X uma variedade diferenciável, T (X)c = T (X) ⊗R C a complexificação do seu fi-
brado tangente e (T (X)c)

∗ o fibrado dual da complexificação do fibrado cotangente. Podemos
tomar a potência exterior

∧r T ∗(X).

Definição 1.4.12. • As seções diferenciáveis de
∧r(T (X)c)

∗ são as formas diferenciais
de grau r com valores em C. Elas serão denotadas por Ωr(X)c = Γ(X,

∧r(T (X)c)
∗).
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• As seções diferenciáveis de
∧p,q(T (X)c)

∗ são as formas diferenciais de grau (p, q) com
valores em C. Elas serão denotadas por Ωp,q(X) = Γ(X,

∧p,q(T (X)c)
∗).

Proposição 1.4.13. ([?] página 106 Corolário 2.6.8) Existem decomposições em soma direta

r∧
(T (X)c)

∗ =
⊕

p+q=r

p,q∧
(T (X)c)

∗ e

Ωr(X)c =
⊕

p+q=r

Ωp,q(X).

Na definição a seguir, utilizaremos a seguinte notação:

Ω∗(X)c =
n⊕

r=0

Ωr(X)c.

Definição 1.4.14. Dadas as decompoisções em soma direta acima, definimos as projeções
canônicas:

Πr : Ω∗(X)c → Ωr(X)c e

Πp,q : Ωr(X)c → Ωp,q(X).

Observação 1.4.15. A diferencial exterior d pode ser estendida a Ωr(X)c para todo r por
extensão C-linear.

Definição 1.4.16. Definimos os operadores ∂ e ∂̄ por

∂ := Πp+1,q ◦ d : Ωp,q(X) → Ωp+1,q(X) e

∂̄ := Πp,q+1 ◦ d : Ωp,q(X) → Ωp,q+1(X).

Observação 1.4.17. A regra de Leibniz para d implica imediatamente as regras de Leibniz
para os operadores ∂ e ∂̄.

Definição 1.4.18. Seja (X, J) uma variedade quase complexa, J é integrável se d = ∂ + ∂̄.

Observação 1.4.19. Existem outras maneiras equivalentes de se definir uma estrutura quase
complexa integrável. Porém, não vamos nos aprofundar nessa direção. Para maiores detalhes,
consultar as referências [?] páginas 27-35 e [?] páginas 104-110.

Teorema 1.4.20. ([?] página 34 Teorema 3.7) Seja X uma variedade complexa, então a
estrutura quase complexa induzida na sua variedade real subjacente é integrável.

O seguinte teorema é um resultado muito importante na teoria de variedades devido a
Newlander e Nirenberg.

Teorema 1.4.21. Seja (X, J) uma variedade quase complexa integrável. Então, existe uma
única estrutura complexa em X, na definição usual, que induz a estrutura quase complexa J .

A partir de agora, quando dissermos queX é uma variedade complexa, estaremos supondo
uma estrutura quase complexa integrável J induzida por X.
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1.5 Variedades Kähler

Definição 1.5.1. Seja X uma variedade complexa. Uma métrica Riemanniana g em X é
uma métrica hermitiana se g(J(v), J(w)) = g(v, w) para todo v, w ∈ T (X)x e todo x ∈ X.
A forma fundamental associada a g é ω := g(J( ), ( )). Uma variedade hermitiana é uma
variedade X munida de uma métrica hermitiana g, isso será denotado por (X, g).

Lema 1.5.2. ([?] página 29 Lema 1.2.14) A forma fundamental ω de uma métrica hermitiana
g é uma (1, 1)-forma real, isto é, ω ∈ Ω1,1(X) ∩ Ω2(X).

Definição 1.5.3. Uma variedade Kähler é uma variedade hermitiana (X, g) tal que dω = 0.
Neste caso, dizemos que ω é a forma de Kähler de (X, g).

Lema 1.5.4. Seja ω uma (1, 1)-forma real numa variedade complexa X. Se ω é positiva
definida (ω é localmente da forma ω =

∑
hijdzi ∧ dz̄j tal que (hij(x)) é uma matriz hermi-

tiana positiva definda para todo x ∈ X). Então, existe uma métrica Kähler g em X cuja
forma fundamental é ω.

Exemplo 1.5.5. A métrica de Fubini-Study é uma métrica Kähler canônica em CPn. Tome
a cobertura padrão CPn = ∪ni=0Ui e defina

ωi :=

√
−1

2π
∂∂̄log

(
n∑

k=0

|zk
zi
|
)

∈ Ω1,1(Ui).

Uma demonstração de que as ωi colam numa (1, 1)-forma real ω, globlamente definida e
fechada em CPn e, adicionalmente, ω é positiva definida estão em [?] páginas 117 e 118.
Assim, pelo lema anterior, existe uma métrica gFS em CPn cuja forma fundamental é ω, que
é usualmente denotada por ωFS .

Exemplo 1.5.6. Seja (X, g) uma variedade Kähler e Y ⊂ X uma subvariedade complexa de
X. Então, a métrica g|Y é Kähler ([?] página 119 Proposição 3.1.10).

Definição 1.5.7. Lembremos que dada uma métrica Riemanniana g em uma variedade
orientável X de dimensão m, podemos estender sua ação para cada um dos os produtos
exteriores

∧r(X). Essa extensão também será chamada de g. Isso nos permite definir o
operador ∗ de Hodge, ∗ :

∧r T ∗(X) → ∧m−r T ∗(X) , que é determinado por

α ∧ ∗β = g(α, β)vol(X),

onde α, β ∈ ∧r(X)x para algum x ∈ X e vol(X) é a forma volume de X.

Definição 1.5.8. Seja (X, g) uma variedade hermitiana com forma fundamental ω. Defini-
mos:

• O operador de Lefschetz :

L :

r∧
T ∗(X) →

r+2∧
T ∗(X)

α 7→ ω ∧ α.
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• O dual do operador de Lefschetz Λ é o operador Λ :
∧∗ T ∗(X) → ∧∗ T ∗(X) que é o

adjunto de L com respeito a g, isto é, Λα é determinado por g(Λ(α), β) = g(α,L(β))
para todo β ∈ ∧∗ T ∗(X).

Lema 1.5.9. O operador de Lefschetz é tal que Λ(
∧r T ∗(X)) ⊂ ∧r−2 T ∗(X) (isso significa

que Λ tem grau −2) e satisfaz Λ = ∗−1 ◦ L∗.

Observação 1.5.10. Podemos estender g e os operadores definidos acima para para os
respectivos domı́nios complexificados.

• Extendemos g a T (X)c fazendo gx(v ⊗ c, w ⊗ d) = cd̄gx(v, w), para v, w ∈ T (X).
Para a generalização de g para formas, façamos gx(α ⊗ c, β ⊗ d) = cd̄gx(α, β), para
α, β ∈ ∧r T (X)∗.

• O operador L de Lefschetz extendido por C-linearidade continua sendo definido por
α 7→ ω ∧ α e tem grau (1, 1), isto é, L(

∧p,q T (X)∗) ⊂ ∧p+1,q+1 T (X)∗ ([?] página 31
observação 1.2.19).

• A extensão C-linear do dual do operador de Lefschetz é Λ(α ⊗ c) = cΛ(α) e tem grau
(−1,−1) ([?] página 33 Lema 1.2.24)

Lema 1.5.11. ([?] página 39 exemplo 1.2.32) Para uma variedade hermitiana (X, g) com
forma fundamental ω, temos as seguintes relações:

(i) ∗1 = vol(X) = 1
n!ω

n e

(ii) ∗ω = 1
(n−1)!ω

n−1.
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Caṕıtulo 2

Fibrados holomorfos e conexões

2.1 Fibrados holomorfos

Definição 2.1.1. Um fibrado holomorfo de posto r π : E → X sobre uma variedade complexa
X é um fibrado complexo de posto r com uma estrutura de variedade complexa em E tal
que as funções de transição ψi : π−1(Ui) → Ui × Cr são biholomorfas.

Note que no caso holomorfo as funções de transição gij são holomorfas.
Toda a discussão sobre fibrado complexo feita na seção 1.3 pode ser carregada para

fibrados holomorfos. Em especial, vale a proposição 1.3.4 para o caso holomorfo. Também,
podemos fazer as mesmas construções do caso diferenciável.

• A soma direta E ⊕ F : as fibras são dadas por Ex ⊕ Fx e as funções de transição são
gab ⊕ hab.

• O produto tensorial E ⊗ F : as fibras são dadas por Ex ⊗ Fx e as funções de transição
são gab ⊗ hab.

• O fibrado dual E∗: as fibras são dadas por E∗
x e as funções de transição são (gtab)

−1.

• Os produtos exteriores
∧k E: as fibras são os produtos exteriores

∧k Ex e as funções
de transição são dadas por gab ∧ · · · ∧ gab︸ ︷︷ ︸

k vezes

. Como caso particular, se E é um fibrado

complexo de posto r, o seu fibrado determinante é det(E) :=
∧r E.

Definição 2.1.2. Uma seção σ : U → E é holomorfa se σ é holomorfo como mapa entre
U ⊂ X e E. Um referencial f = {e1, · · · , er} é holomorfo se cada ei é uma seção holomorfa.
Nesse caso, com relação ao referencial f , uma seção σ =

∑r
i=1 σiei é holomorfa se e somente

se cada σi é uma função holomorfa.

Exemplo 2.1.3. 1) (Fibrado tangente holomorfo). Seja X uma variedade complexa de
dimensão n. Existe uma cobertura aberta {Uα}α∈A e um atlas {{Uα}, ϕα} com ϕα :
Uα → Vα com Vα ⊂ Cn um homeomorfismo e tal que as funções de transição ϕij :=
ϕi◦ϕj−1 : ϕj(Ui∩Uj) → ϕj(Ui∩Uj) são holomorfas. A matriz Jacobiana das funções de

transição é definida por J(ϕij)(ϕj(z)) := (
∂ϕk

ij

∂zl
(ϕj(z)))k,l. Definimos o fibrado tangente

holomorfo de X como sendo o fibrado T dado pela cobertura aberta {Uα}α∈A e funções
de transição gij(z) := J(ϕij)(ϕj(z)).]
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2) (O fibrado canônico). Seja X uma variedade complexa de dimensão n e T o seu fibrado
holomorfo. O fibrado canônico de X é o fibrado K := det((T )∗).

3) (O fibrado tautológico sobre CPn).

O(−1) = {([z], v) ∈ Pn × C ; v = λz para algum λ ∈ C∗} tem estrutura de fibrado de
linhas holomorfo sobre Pn.

Defina a prjeção

π : O(−1) → Pn

([z], v) 7→ [z].

Sejam Ui = {[z0 : z1 : . . . : zn]; zi 6= 0} ⊂ Pn. Vamos definir as trivializações locais por

ϕi : π−1(Ui) → Ui × C

([z], v) 7→ ([z], vi)

com inversa dada por

ϕ−1
i : Ui × C → π−1(Ui)

([z], w) 7→ ([z],
w

zi
z).

Sendo assim, as funções de transição são dadas por

gij([z]) : C → C

w 7→ zi
zj

· w.

No restante desta seção, mostraremos que a condição para o fibrado ser holomorfo está
intimamente relacionada com a existência de uma conexão parcial integrável do tipo (0, 1).

Definição 2.1.4. Seja E um fibrado vetorial complexo C∞ sobre uma variedade complexa
X. Uma conexão parcial do tipo (0,1) em E é um operador

δ̄ : Γ(E) ⊗ Ω0(X) → Γ(E) ⊗ Ω0,1(X)

que satisfaz

δ̄(fσ) = ∂̄(f) ⊗ σ + f δ̄(σ)

para todos f : U → C, com U ⊂ X, uma função C∞ e σ ∈ Γ(E).
Analogamante, uma conexão parcial do tipo (1,0) em E é um operador

δ : Γ(E) ⊗ Ω0(X) → Γ(E) ⊗ Ω1,0(X)

que satisfaz

δ(fσ) = ∂(f) ⊗ σ + fδ(σ)

para todos f : U → C, com U ⊂ X, uma função C∞ e σ ∈ Γ(E).
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Observação 2.1.5. Dada uma conexão parcial δ̄, podemos extendê-la como um operador

δ̄ : Γ(E) ⊗ Ωp,q(X) → Γ(E) ⊗ Ωp,q+1(X)

fazendo

δ̄(ϕ⊗ σ) = ∂̄(ϕ) ⊗ σ + (−1)p+qϕ ∧ δ̄(σ)

O mesmo vale para uma conexão parcial do tipo (1, 0).

δ : Γ(E) ⊗ Ωp,q(X) → Γ(E) ⊗ Ωp+1,q(X)

fazendo

δ(ϕ⊗ σ) = ∂(ϕ) ⊗ σ + (−1)p+qϕ ∧ δ(σ)

Definição 2.1.6. Uma estrutura holomorfa em E é uma conexão parcial do tipo (0, 1) δ̄
integrável, isto é,

δ̄2 = δ̄ ◦ δ̄ = 0.

Teorema 2.1.7. Seja E um fibrado holomorfo de posto r sobre X. Então existe uma única
conexão parcial integrável do tipo (0, 1) em E.

Demonstração. Fixe um referencial holomorfo f = {e1, · · · , er} sobre um aberto U ⊂ X.
Agora, para uma seção σ escreva

∑r
i=1 fiei e defina

δ̄ =

r∑

i=1

∂̄(fi) ⊗ ei. (2.1.1)

Se f ′ = {e′1, · · · , e′r} é um outro referencial holomorfo, encontramos um outro operador δ̄′.
Vamos mostrar que δ̄′ = δ̄. Se g é a matriz de mudança de referencial, isto é, ei =

∑
j gije

′
j .

Dáı,

δ̄′(σ) = δ̄′

(
∑

i

fi ⊗ ei

)
= δ̄′


∑

i,j

fi ⊗ gije
′
j




= δ̄′


∑

i,j

figij ⊗ e′j


 =

∑

i,j

∂̄(figij) ⊗ ej

=
∑

i,j

∂̄(fi)gij ⊗ e′j =
∑

i,j

∂̄(fi) ⊗ gije
′
j

=
∑

i,j

∂̄(fi) ⊗ ej = δ̄(σ).

Isso prova que δ̄ é um operador global. A verificação da regra de Leibnitz e da integra-
bilidade seguem das propriedades de ∂̄.
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Observação 2.1.8. Se σ é uma seção holomorfa, então δ̄(σ) = 0.

Uma rećıproca para este teorema será enunciado a seguir e a sua demonstração pode ser
encontrada em [?] página 50.

Teorema 2.1.9. Seja E um fibrado complexo diferenciável sobre uma variedade complexa
X. Se E admite uma conexão parcial do tipo (0, 1) integrável, então E admite uma única
estrutura de fibrado holomorfo, no sentido da Definição 2.1.1, e tal que as seções holomorfas
com relação a tal estrutura são exatamente as seções σ tais que δ̄(σ) = 0.

2.2 Feixes

O objetivo desta seção é introduzir a linguagem de feixes sobre espaços topológicos e es-
tabelecer uma relação biuńıvoca entre feixes localmente livres sobre uma variedade complexa
e fibrados holomorfos.

Definição 2.2.1. Um prefeixe F sobre um espaço topológico X consiste dos seguintes dados:

(a) para todo aberto U ⊂ X temos um conjunto F(U) e

(b) para cada par de abertos V ⊂ U , temos uma função (tais funções são chamadas de
morfismos de restrição)

rUV : F(U) → F(V ) tais que

1 rUU = idU e

2 se W ⊂ V ⊂ U então rUW = rVW ◦ rUV .

Definição 2.2.2. Um morfismo de prefeixes h : F → G é uma coleção de morfismos

hU : F(U) → G(U)

para cada aberto U de X tais que o diagrama abaixo comuta.

F(U)
hU //

rU
V

��

G(U)

rU
V

��
F(V )

hV

// G(V )

F é subprefeixe de G se os morfismos hU são inclusões.

Observação: Na definição, consideramos F(U) na categoria de conjuntos, mas podemos
considerá-lo em outra categoria. Neste caso, rUV e hU devem ser morfismos desta categoria.
Os elementos de F(U) são chamados de seções de F sobre U .

Definição 2.2.3. Dizemos que um prefeixe sobre um espaço topológico X é um feixe se para
todo aberto U ⊂ X e toda cobertura aberta {Ui} de U , F satisfaz:

I se s, t ∈ F(U) e rUUi
(s) = rUUi

(t) ∀ i então s = t e
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II se si ∈ F(Ui) e se para Ui ∩ Uj 6= ∅ temos rUUi∩Uj
(si) = rUUi∩Uj

(sj) ∀ i, então existe

s ∈ F(U) tal que rUUi
(s) = si ∀ i.

Um morfismo entre feixes F e G é um morfismo entre os prefeixes F e G.

Exemplo 2.2.4. • Seja U ⊂ X um aberto e F um feixe sobre X. Chamamos o feixe FU
definido por FU (V ) = F(V ∩ U), de feixe restrição.

• Seja X uma variedade complexa e seja OX o prefeixe dado por:

a) OX(U) = {f : U → C; f é holomorfa}
b) Se f ∈ OX(U) e V ⊂ U , definimos rUV = f |V .

OX é um feixe de anéis, chamado feixe de funções holomorfas sobre X.

Definição 2.2.5. Seja R um feixe de anéis sobre um espaço topológico X e M um feixe
de módulos também sobre X. Se, para todo aberto U ⊂ X, M(U) tem estrutura de R(U)-
módulo tal que para α ∈ R(U), f ∈ M(U) e V ⊂ U temos rUV (αf) = ρUV (α)rUV (f), onde rUV
são morfismos de restrição de M e ρUV , de R, dizemos que M é um feixe de R-módulos.

Exemplo 2.2.6. Seja E um fibrado holomorfo. Definimos um prefeixe Γ(E), fazendo
Γ(E)(U) = Γ(U,E), para U ⊂ X aberto, com as restrições rUV (σ) = σ|V se V ⊂ U . Γ(E) é de
fato um feixe e é chamado feixe de seções holomorfas do fibrado vetorial E. Γ(E)(U) admite
uma estrutura de OX(U)-módulo para cada aberto U ⊂ X (se σ ∈ Γ(E)(U), e f ∈ OX(U)
definimos (fσ)(x) = f(z)σ(x)). A ação assim definida, faz de Γ(E) um feixe de OX -módulos.

Definição 2.2.7. Seja R um feixe de anéis comutativos sobre um espaço topológico X.

a) Defina Rp como sendo o prefeixe Rp(U) = R(U) ⊕ · · · ⊕ R(U). De fato Rp é um feixe
de R-módulos chamado de soma direta de R.

b) Se M é um feixe de R-módulos sobre X e M ∼= Rp, dizemos que M é um feixe livre
de módulos.

c) Seja M um feixe de R-módulos sobre um espaço topológicoX tal que todo x ∈ X possua
vizinhança aberta U tal que M|U é livre, dizemos que M é um feixe localmente livre.

Exemplo 2.2.8. Seja Γ(E) o feixe de OX -módulos definido no último exemplo. Vamos
mostrar que Γ(E) é localmente livre.

Para cada x ∈ X, existe um aberto trivializante para o fibrado E, isto é, temos um
homeomorfismo E|U∼= U × Cr, onde r é o posto do fibrado E. Segue-se que Γ(E)|U∼= Γ(U ×
Cr). Afirmamos que Γ(U × Cr) ∼= O|U⊕ · · · ⊕ O|U . De fato, seja f ∈ Γ(U × Cr)(V ) (para
algum V ⊂ U aberto), então f(x) = (x, g(x)), onde g : V → Cr é holomorfa. Podemos
escrever g = (g1, · · · , gr) , com cada gi holomorfa, isto é, gi ∈ O|U (V ). Assim, vamos fazer a
identificação para cada V ⊂ U

Γ(U × Cr)(V ) → O|U (V ) ⊕ · · · ⊕ O|U (V )

f 7→ (g1, · · · , gr)

que é um isomorfismo de de feixes.
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Teorema 2.2.9. SejaX uma variedade complexa e conexa. Então existe uma correspondência
biuńıvoca entre classes de isomorfismo de fibrados holomorfos em X e classes de isomorfismo
de feixes localmente livres de OX -módulos.

Demonstração. A corrêspondência é dada por

E 7→ Γ(E)

Já vimos acima que Γ(E) é localmente livre.
Agora, devemos construir um fibrado holomorfo a partir de um feixe localmente livre, isto

é, construir uma inversa para a correspondência acima. Seja L um feixe localmente livre de
OX -módulos. Então, podemos encontrar uma cobertura aberta {Uα} de X tal que temos um
isomorfismo

gα : L|Uα→ Or
X |Uα

Defina

gαβ := gα ◦ g−1
β : Or

X |Uα∩Uβ
→ Or

X |Uα∩Uβ

que também é isomorfismo de feixes. Assim, temos que o isomorfismo de OX(Uα ∩ Uβ)-
módulos

(gαβ)Uα∩Uβ
: OX(Uα ∩ Uβ)r → OX(Uα ∩ Uβ)r

é uma matriz não singular com entradas em OX(Uα ∩ Uβ), ou seja,

(gαβ)Uα∩Uβ
: Uα ∩ Uβ → GL(r,C).

Definindo ψαβ := (gαβ)Uα∪Uβ
, temos que ψαβ satisfaz as condições de cociclo e portanto

defininem um único fibrado vetorial holomorfo sobre X.

Observação 2.2.10. Um morfismo de fibrados holomorfos f : E → F induz um morfismo
entre os feixes localmente livre associados a E e F ϕ : E → F , dado por ϕU (σ) = f ◦ σ.
Reciprocamente, podemos definir um morfismo de fibrados a partir de um morfismo de feixes
localmente livres.

2.3 Conexões e Curvatura

Definição 2.3.1. Uma conexão em E é um operador

∇ : Γ(E) → Γ(E) ⊗ Ωp
C
(X) ∼= Γ(E ⊗

p∧

C

(X))

ques satisfaz a regra de Leibnitz

∇(fσ) = df ⊗ σ + f∇σ, (2.3.1)

∀f : U → C ∈ C∞(X) e ∀σ ∈ Γ(U,E).
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Exemplo 2.3.2. Seja E o fibrado de linhas trivial sobre X, isto é, E = X ×C. Observando
que toda seção em E é da forma σ(x) = (x, f(x)) para algum f ∈ C∞(X), podemos definir
uma conexão fazendo

∇(σ) = 1 ⊗ df,

onde 1 é a seção constante (x, 1). Dessa maneira, vemos que uma conexão é uma generalização
da diferenciação exterior para formas com valores em E.

Agora queremos fazer uma descrição local para a conexão. Seja f = {e1, · · · , ek} um
referencial C∞ para E sobre um aberto U ⊂ X e ∇ uma conexão em E. Assim, podemos
escrever

∇(ei) =
k∑

j=1

θijej , (2.3.2)

onde θij ∈ Ω1
C
(X) para todo i, j.

Definição 2.3.3. A matriz de 1-formas θ = (θij) é a matriz de conexão de ∇ com relação
ao referencial f .

Em termos da matriz de conexão, podemos representar explicitamente a ação da conexão
em seções de E. Ou seja, dada uma seção σ ∈ Γ(U,E) podemos escrever com relação ao
referencial f

σ =
k∑

i=1

σiei,

com σi : U → C funções C∞.
Dáı,

∇(σ) = ∇(

k∑

i=1

σiei) (2.3.3)

=
∑

i

dσi ⊗ ei +
∑

σi∇(ei) (2.3.4)

=
∑

j

(dσj +
∑

i

σiθij) ⊗ ej . (2.3.5)

A matriz de conexão depende do referencial escolhido. A próxima proposição nos diz
como a matriz de conexão se comporta numa mudança de referencial e também sob quais
condições podemos definir uma conexão a partir de matrizes de 1-formas dadas.

Proposição 2.3.4. Seja ∇ uma conexão em E e sejam θf e θf ′ matrizes de ∇ sobre U ∈ X
com relação aos referenciais f = {e1, . . . , ek} e f ′ = {e′1, . . . , e′k} respectivamente, então
θf ′ = (dg)g−1 + g(θf )g

−1, onde g : U → GL(Ck) é a mundança de referencial e′i(x) =
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∑k
j=1 gijej . Reciprocamente, dada uma cobertura {Uα} de X por abertos com referenciais

fα e matrizes de 1-formas θα para cada aberto Uα, tais que para Uα ∩ Uβ 6= ∅ temos θfβ
=

(dgαβ)g
−1
αβ +gαβ(θfα

)g−1
αβ , onde gαβ : Uα∩Uβ → GL(Ck) é a matriz de mudança de referencial

de fα para β, então existe uma conexão ∇ em E cujas matrizes de conexão são θα.

Demonstração. Aplicando a equação acima para σ = e′i e σi = gji, temos

∇(e′i) =
∑

j

dgij ⊗ ej +
∑

j,k

gikθekj
⊗ ej

=
∑

j

(dgij +
∑

k

gikθekj
) ⊗ ej .

Por outro lado, temos

∇(e′i) =
∑

l

θe′
il
⊗ e′l =

∑

l

θe′
il
⊗ (
∑

j

gljej) =
∑

j

(
∑

l

θe′
il
glj) ⊗ ej .

Comparando os coeficientes, temos a igualdade.

Teorema 2.3.5. Todo fibrado vetorial admite conexão.

Dada uma conexão num fibrado vetorial, podemos questionar se essa conexão é única. A
resposta é não ([?] página 173 Proposição 4.2.3). No entanto, se adicionarmos uma estrutura
holomorfa e uma estrutura hermitiana ao fibrado, existe uma maneira de se definir uma
conexão de maneira única, a chamada conexão de Chern. Isso será explorado nas seções
posteriores.

Definição 2.3.6. Dada uma conexão ∇ em um fibrado vetorial E, podemos generalizar a
ação de ∇ para p-formas com valores no fibrado da seguinte maneira

∇ : Γ(E) ⊗ Ωp
C
(X) → Γ(E) ⊗ Ωp+1

C
(X)

∇(α⊗ σ) = dα⊗ σ + (−1)pα ∧∇(σ),

onde α ∈ Ωp
C
(X) e σ ∈ Γ(E).

Lema 2.3.7. Se β ∈ Ωk
C
(X), t ∈ Γ(E)Ωl

C
(X), então

∇(β ∧ t) = dβ ∧ t+ (−1)kβ ∧∇(t).

Demonstração. Sem perda de generalidade, assuma t = α⊗ σ, para σ ∈ Γ(E) e α ∈ Ωl
C
(X).

Dáı,

∇(β ∧ t) = ∇((β ∧ α) ⊗ σ)

= (β ∧ α) ⊗ σ + (−1)k+l(β ∧ α ∧∇(σ))

= (β ∧ α) ⊗ σ + (−1)k(β ∧ dα) ⊗ σ + (−1)l(β ∧ α ∧∇(σ))

= (β ∧ α) ⊗ σ + (−1)kβ ∧∇(t).
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Embora uma conexão possa ser pensada como uma generalização da derivada exterior,
em geral não temos ∇◦∇ = 0. A obstrução para que ela seja uma derivada exterior é medida
por sua curvatura, um conceito que será explicado agora.

Definição 2.3.8. A curvatura F∇ da conexão ∇ em E é a composição

F∇ = ∇ ◦∇ : Γ(E) → Γ(E) ⊗ Ω2
C(X).

Proposição 2.3.9. F∇ é linear sobre as funções diferenciáveis em X para qualquer conexão
∇.

Demonstração. Para σ ∈ Γ(U,E), f : U → C uma função diferenciável e usando o lema
anterior temos

F∇(fσ) = ∇(∇(fσ))

= ∇(df ⊗ σ + f∇(σ))

= d2(f) ⊗ σ − df ∧∇(σ) + df ∧∇(σ) + f∇2(σ)

= fF∇(σ).

Essa proposição nos permite dizer que F∇ é uma 2-forma com valores nos endomorfismos
de E, isto é, F∇ ∈ Γ(EndE) ⊗ Ω2

C
(X).

Faremos um tratamento local com a curvatura da mesma maneira que fizemos com as
conexões. Seja f = {e1, · · · , er} um referencial C∞ de E sobre um aberto U ∈ X. Podemos
escrever

F∇(ei) =
∑

Θij ⊗ ej ,

com Θij ∈ Ω2
C
(X).

Definição 2.3.10. A matriz de 2-formas dada por Θ = (Θij) é a matriz de curvatura da
conexão ∇ com relação ao referencial f .

Proposição 2.3.11. Sejam f = {e1, · · · , er} e f ′ = {e′1, · · · , e′r} dois referenciais de E
sobre um aberto U ∈ X. Então as matrizes de curvatura em relação aos referenciais dados
satisfazem

Θf ′ = gΘfg
−1,

onde g é a matriz de mudança de referencial.

Demonstração.

F∇(e′i) = F∇(
∑

j

gijej)

=
∑

j

gijF∇(ej)

=
∑

j,k

gijΘjk ⊗ ek

=
∑

j,k,l

gijΘjkg
−1
kl ⊗ e′l,

onde g−1
kl é entrada (k, l) da matriz g−1.
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O próximo resultado relaciona a matriz de conexão com a de curvatura para uma conexão.

Proposição 2.3.12. (Equação de Cartan) Seja E um fibrado com conexão, então as
matrizes de curvatura Θ e de conexão θ com relação a um referencial f = {e1, · · · , er}
satisfazem

Θ = dθ − θ ∧ θ.
Demonstração.

F∇(ei) = ∇(
∑

j

θij ⊗ ej)

=
∑

j

dθij ⊗ ej −
∑

j

θij ∧ (
∑

k

θjk ⊗ ek)

=
∑

j

dθij ⊗ ej −
∑

jk

(θij ∧ θjk) ⊗ ek

=
∑

j

(dθij −
∑

k

θik ∧ θkj) ⊗ ej .

2.4 Fibrados hermitianos

Nesta seção vamos definir métrica hermitiana e o conceito de conexão compat́ıvel com
esta métrica.

Definição 2.4.1. Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade C∞ X. Uma métrica
hermitiana estrutura hermitiana h em E é um produto interno hermitiano hx em cada fibra
Ex que depende diferenciavelmente de x, isto é

• hx(u1 + λu2, v) = hx(u1, v) + λhx(u2, v) para u1, u2, v ∈ Ex e λ ∈ C,

• hx(u, v) = hx(v, u) para u, v ∈ Ex,

• hx(u, u) > 0 para u 6= 0 e

• h(σ, τ) é uma função C∞ para quaisquer seções C∞ de E. A notação (E, h) significa
que E é um fibrado vetorial hermitiano.

Assim como foi feito para conexões, vamos fazer uma descrição local da estrutura hermi-
tiana num fibrado vetorial.

Definição 2.4.2. Dados um fibrado vetorial hermitiano (E, h) e um referencial C∞ f =
{e1, · · · , er} sobre um aberto U ⊂ X. A matriz H com entradas hij = h(ei, ej) é a matriz da
estrutura hermitiana h com relação ao referencial f .

Proposição 2.4.3. (Mudança de coordenadas) Seja (E, h) um fibrado hermitiano e
Hf e Hf ′ matrizes de h com relação aos referenciais f = {e1, · · · , er} e f ′ = {e′1, · · · , e′r}
respectivamente. Então

Hf ′ = gHfg
t, (2.4.1)

onde g é a matriz que leva f a f ′.
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Demonstração. Sejam h′ij as entradas da matriz Hf ′ e h′ij as entradas da matriz Hf . Temos
que

h′ij = h(e′i, e
′
j)

= h(
r∑

k=1

gikek,
r∑

l=1

gjlel)

=
∑

k,l

gikgjlh(ek, el)

=
∑

k,l

gikhklgjl.

Teorema 2.4.4. Todo fibrado vetorial complexo admite métrica hermitiana.

Demonstração. Esse resultado é consequência do teorema de existência de partição da unidade.
Sua demonstração detalhada pode ser encontrado em [?] página 68 Teorema 1.2.

O restante da seção será dedicado a conexões compat́ıveis com uma estrutura hermitiana.

Dado um fibrado hermitiano (E, h) vamos estender h de maneira natural para formas
com valores em E. Defina

hx(ω ⊗ u, ω′ ⊗ v) = ω ∧ ω′hx(u, v),

para ω ∈ ∧p
C
T ∗
x (X), ω′ ∈ ∧q

C
T ∗
x (X) e u, v ∈ Ex.

Isso define uma aplicação

h : Ωp(E) ⊗ Ωq(E) → Ωp+q(X),

onde Ωp(E) = Γ(E) ⊗ Ωp(X)c.

Definição 2.4.5. Uma conexão ∇ num fibrado hermitiano (E, h) é compat́ıvel com a estru-
tura hermitiana se

dh(σ, τ) = h(∇σ, τ) + h(σ,∇τ),

para quaisquer seções σ e τ .

A próxima proposição nos da uma condição necessária e suficiente para que tenhamos
uma conexão compat́ıvel com uma estrutura hermitiana dada.

Proposição 2.4.6. Seja (E, h) um fibrado hermitiano com ujma conexão ∇. Para que ∇
seja compat́ıvel com h, é necessário e suficiente que as matrizes de conexão θ e da estrutura
hermitiana h em relação a um referencial f = {e1, · · · , er} dado satisfaçam

dH = θH +Hθ
t
. (2.4.2)
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Demonstração.

dhij = dh(ei, ej)

= h(∇(ei), ej) + h(ei,∇(ej))

= h(
∑

k

θik ⊗ ek, ej) + h(ei,
∑

k

θjl ⊗ el)

=
∑

k

θikh(ek, ej) +
∑

l

θjlh(ei, el)

=
∑

k

θikhkj +
∑

l

hijθjl

= (θH)ij + (Hθ
t
)ij ,

ou seja,

dH = θH +Hθ
t
.

Encerramos seção com o Teorema de existência de conexão compat́ıvel com a estrutura
hermitiana.

Teorema 2.4.7. Seja (E, h) um fibrado hermitiano. Então existe uma conexão compat́ıvel
com a estrutura hermitiana h.

Observação 2.4.8. Dado um fibrado hermitiano (E, h), a conexão compat́ıvel com h é não
única ([?] página 176 corolário 4.2.11).

2.5 Conexões em fibrados holomorfos e conexão de Chern

Seja (E, δ̄) um fibrado holomorfo de posto r sobre uma variedade complexaX. Lembremos
que Ωk

c = ⊕p+q=kΩ
p,q(X), em particular Ωc = Ω1,0(X) ⊕ Ω0,1(X). Seja ∇ uma conexão em

E

∇ : Γ(E) → Γ(E) ⊗ Ω1
c = (Γ(E) ⊗ Ω1,0(X)) ⊕ (Γ(E) ⊗ Ω1,0(X))

Assim, ∇ se decompõe como soma direta de operadores ∇ = ∇1,0 + ∇0,1, onde

∇1,0 : Γ(E) → Γ(E) ⊗ Ω1,0(X), e

∇0,1 : Γ(E) → Γ(E) ⊗ Ω0,1(X).

Podemos observar como a regra de Leibnitz se decompõe. Para f ∈ O(U) e σ ∈ Γ(U,E),
temos

∇(fσ) = df ⊗ σ + f∇(σ)

= (∂(f) + ∂̄(f)) ⊗ σ + f(∇1,0(σ) + ∇0,1(σ))

= ∂(f) ⊗ σ + f∇1,0(σ)︸ ︷︷ ︸
∈Γ(E)⊗Ω1,0(X)

+ ∂̄(f) ⊗ σ + f∇0,1(σ)︸ ︷︷ ︸
∈Γ(E)⊗Ω0,1(X)

.

Dáı, temos o

25



Lema 2.5.1. ∇1,0 e ∇0,1 são conexões parciais em E do tipo (1, 0) e (0, 1) respectivamente.
Isto é, satisfazem as seguintes regras de Leibnitz

∇1,0(fσ) = ∂(f) ⊗ σ + f∇1,0(σ), e

∇0,1(fσ) = ∂̄(f) ⊗ σ + f∇0,1(σ).

Observação 2.5.2. Na definição 2.3.8 temos um operador induzido pela conexão

∇ : Ωk(X)c ⊗ Γ(E) → Ωk+1
c (X) ⊗ Γ(E)

satisfazendo, para ω ∈ Ωk(X) e σ ∈ Γ(E)

∇(ω ⊗ σ) = dω ⊗ σ + (−1)kω ∧∇σ.

Vamos analisar a decomposição desse operador com relação a decomposição feita acima. Para
isso, restringimos o operador acima para Ωp,q(X), onde p+ q = k, temos para ω ∈ Ωp,q(X) e
σ ∈ Γ(E)

∇(ω ⊗ σ) = dω ⊗ σ + (−1)p+qω ∧∇σ
= ∂ω ⊗ σ + (−1)p+qω ∧∇Ω1,0(X)σ︸ ︷︷ ︸

∈Γ(E)⊗p+1,q

+ ∂̄ω ⊗ σ + (−1)p+qω ∧∇0,1σ︸ ︷︷ ︸
∈Γ(E)⊗Ωp,q+1(X)

.

Portanto, o operador induzido pela conexão também se decompõe. Logo, podemos passar
essa decomposição para a curvatura.

F∇ = ∇ ◦∇ = ∇1,0 ◦ ∇1,0 + (∇1,0 ◦ ∇0,1 + ∇0,1 ◦ ∇1,0) + ∇0,1 ◦ ∇0,1.

Analogamente a proposição 2.3.9, temos

Proposição 2.5.3.

∇1,0 ◦ ∇1,0 ∈ Ω2,0 ⊗ Γ(EndE)

∇1,0 ◦ ∇0,1 + ∇0,1 ◦ ∇1,0 ∈ Ω1,1 ⊗ Γ(EndE)

∇0,1 ◦ ∇0,1 ∈ Ω0,2 ⊗ Γ(EndE)

Observação 2.5.4. Observe que as matrizes de conexão e curvatura também se decompõem

θ = θ1,0 + θ0,1 e

Θ = Θ2,0 + Θ1,1 + Θ0,2.

Definição 2.5.5. Uma conexão ∇ num fibrado holomorfo (E, δ̄) é compat́ıvel com a estrutura
holomorfa se ∇0,1 = δ̄.

Proposição 2.5.6. Para uma conexão ∇ num fibrado holomorfo (E, δ̄), são equivalentes

(i) ∇ é compat́ıvel com a estrutura holomorfa,

(ii) para toda seção holomorfa σ, isto é, δ̄(σ) = 0, ∇(σ) ∈ Γ(E) ⊗ Ω1,0(X) e

(iii) para todo referencial holomorfo, θ é do tipo (1, 0).
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Demonstração. (1. ⇒ 2.) Se σ é uma seção holomorfa de E e ∇ é uma conexão compat́ıvel
com a estrutura holomorfa, temos

∇(σ) = ∇1,0(σ) + ∇0,1(σ)

= ∇1,0(σ) + δ̄(σ)︸︷︷︸
=0

= ∇1,0(σ).

(2. ⇒ 3.) Seja f = {e1, · · · , er} um referencial holomorfo de E sobre um aberto U ⊂ X.
Dáı

∇(ei) =
r∑

j=1

θij ⊗ ej

=

r∑

j=1

θ1,0
ij ⊗ ej

︸ ︷︷ ︸
∈Γ(E)⊗Ω1,0(U)

+

r∑

j=1

θ0,1
ij ⊗ ej

︸ ︷︷ ︸
∈Γ(E)⊗Ω0,1(U)

.

Mas,
∑r

j=1 θ
0,1
ij ⊗ ej = 0, pois ∇(ei) ∈ Γ(E) ⊗ Ω1,0(U). Portanto, θ0,1

ij = 0 para todo i, j.
(3.⇒ 1.) Para uma seção σ ∈ Γ(U,E) sobre um aberto trivializante U com um referencial

holomorfo f = {e1, · · · , er}. Utilizando a equação (2.6) temos

∇(σ) =
∑

j

(dσj +
∑

i

σiθij) ⊗ ej

=
∑

j

(∂σj +
∑

i

σiθ
1,0
ij ) ⊗ ej +

∑
∂̄(σj) ⊗ ej ,

pois θ é do tipo (1, 0). Mas, ∇0,1(σ) =
∑
∂̄(σj) ⊗ ej e portanto, comparando com a equação

(2.1) temos que ∇0,1 = δ̄.

Teorema 2.5.7. Seja (E, δ̄, h) um fibrado complexo com estruturas holomorfa δ̄ e hermitiana
h. Então, existe uma única conexão ∇ compat́ıvel com ambas as estruturas, holomorfa e
hermitiana. ∇ é denominada conexão de Chern de (E, δ̄, h).

Demonstração. Suponha que ∇ seja compat́ıvel com δ̄ e h. Então, com relação a um referen-
cial holomorfo f = {e1, · · · , er}, as matrizes de ∇ e h com relação a f , θ e H respectivamente,
satisfazem, pela proposição 2.4.6

dH = θH +Hθ̄t

e pela proposiçao 2.5.6, θ é do tipo (1, 0), pois f é um referencial holomorfo.
Assim, temos ∂H + ∂̄H = θH +Hθ̄t e comparando os tipos, temos que

{
∂H = θH

∂̄H = Hθ̄t.

Portanto, devemos ter θ = ∂HH−1. Isso prova a unicidade.
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Para provar a existência, para cada aberto trivializante U ⊂ X e referencial holomorfo
f = {e1, · · · , er}, defina θf = ∂HH−1. Assim, se isso definir uma conexão global no fibrado,
ela satisfará as compatibilidades.

Seja U ⊂ X um aberto trivializante, f ′ = {e′1, · · · , e′r} outro referencial holomorfo sobre
U e g a mudança holomorfa de referencial entre f e f ′. Dáı, as matrizes da estrutura
hermitiana com relação aos referenciais f e f ′, Hf e Hf ′ respectivamente, se relacionam por
(pela proposição 2.4.3)

Hf ′ = gHf ḡ
t,

logo,

H−1
f ′ = (ḡt)−1Hfg

−1

e

θf ′g = (∂Hf ′H
−1
f ′ )g

=
[
∂(gHf ḡ

t)(ḡt)−1H−1
a g−1

]
g

=
[
(∂g)Hf ḡ

t + g(∂Hf )ḡ
t + gHf∂(ḡt)

]
(ḡt)−1H−1

f

= dgHfH
−1
f + g(∂Hf )H

−1
f

= dg + gθf .

Isso é consistente com a proposição 2.3.4 e, portanto define uma conexão em E.

Proposição 2.5.8. Seja ∇ a conexão de Chern do fibrado (E, δ̄, h) e θ e Θ as matrizes de
conexão de ∇ com relação a um referencial holomorfo f . Então, Θ = ∂̄θ, em particular Θ é
do tipo (1, 1).

Demonstração. Primeiramente vamos demonstrar que ∂θ = θ ∧ θ. Para isso, do teorema
anterior temos que θ = ∂HH−1. Dáı,

∂θ = ∂(θ = ∂HH−1)

= ∂2HH−1 − ∂H ∧ ∂H−1.

Mas, temos que

0 = ∂(I) = ∂(HH−1) = ∂HH−1 +H∂H−1

⇒ ∂H−1 = −H−1(∂H)H−1.

Portanto, temos que

∂θ = ∂H ∧H−1∂HH−1

= (∂H)H−1 ∧ (∂H)H−1

= θ ∧ θ.
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Pela equação de Cartan temos

Θ = dθ − θ ∧ θ
= ∂θ + ∂̄θ − θ ∧ θ
= θ ∧ θ + ∂̄θ − θ ∧ θ
= ∂̄θ.
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Caṕıtulo 3

Feixes Anaĺıticos Coerentes

3.1 Sequências exatas de feixes

Definição 3.1.1. Seja F um prefeixe sobre um espaço topológico X. Para cada ponto x ∈ X,
definimos a haste Fx de F sobre o ponto x como sendo

Fx = {σ ∈ F(U);U ∋ x}/ ∼,

onde ∼ é dada por: σ ∈ F(U) ∼ τ ∈ F(V ) se e somente se existe aberto W ⊂ U ∩ V temos
σ|W = τ |W .

Notação 3.1.2. Se σ ∈ F(U), denotamos o germe de σ em Fx por σx. Dizemos também
que σ é um representante do germe f ∈ Fx quando f = σx.

Observação 3.1.3. Fx herda as mesmas estruturas algébricas de F . Isto é, se F é um
prefeixe de grupos abelianos, então Fx é um grupo abeliano para todo x ∈ X (basta definir
σx + τx = (σ + τ)x); se F é um prefeixe de O-módulos (O é um prefeixe de anéis), então
Fx é um Ox-módulo para todo x ∈ X. A ação é dada por fxσx = (fσ)x, onde f ∈ O(U) e
σ ∈ F(U).

Além do mais, dado um morfismo de prefeixes ϕ : F → G, temos um morfismo induzido
nas hastes ϕx : Fx → Gx dado por ϕx(f) = (ϕU (σ))x, onde σ ∈ F(U) é um representante do
germe f ∈ Fx.

A partir de agora, trataremos apenas o caso de feixes de grupos abelianos.
A proposição seguinte ilustra a natureza local dos feixes. Ela não é válida para prefeixes.

Proposição 3.1.4. ([?] página 63 proposição 1.1) Seja ϕ : F → G um morfismo de prefeixes.
Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) ϕ é isomorfismo,

(ii) o morfismo induzido nas hastes ϕx : Fx → Gx é um isomorfismo para todo x ∈ X e

(iii) ϕU : F(U) → G(U) é um ismorfismo para todo aberto U ⊂ X.

Definição 3.1.5. Seja ϕ : F → G um morfismo de prefeixes, definimos

(i) o prefeixe núcleo de ϕ como sendo o prefeixe U 7→ ker(ϕU ),
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(ii) o prefeixe conúcleo como U 7→ coker(ϕU ) e

(iii) o prefeixe imagem como U 7→ im(ϕU ).

Lema 3.1.6. Seja ϕ : F → G um mapa de feixes. Então, o prefeixe ker(ϕ) é um feixe.

Demonstração. Vamos demonstrar que ker(ϕ) satisfaz as duas condições complementares
para feixes.

(i) Seja U ⊂ X um aberto e {Vi} uma cobertura aberta de U . Tome σ ∈ ker(ϕU ) tal que
σ|Vi

= 0 para todo i. Assim, temos que σ = 0, pois σ|Vi
∈ F , pois F é feixe.

(ii) Seja U ⊂ X um aberto e {Vi} uma cobertura aberta de U . Tome σi ∈ ker(ϕ)(Vi) tal
que σi|Vi ∩ Vj = σj |Vi ∩ Vj . Como σi ∈ F(Vi) e F é feixe, temos que existe σ ∈ F(U)
tal que σ|Vi

= σi. Falta mostrar que σ ∈ ker(ϕU ). Para isso, basta observar que
ϕU (σ) = ϕVi

(σ|Vi
) = ϕVi

(0) = 0 e, como G é feixe, ϕU (σ) = 0.

Observação 3.1.7. Apesar de o prefeixe ker(ϕ) ser um feixe quando F e G são feixes, o
mesmo não ocorre com os prefeixes imagem e conúcleo.

Os resultados a seguir seguem no sentido de definir o feixe associado a um prefeixe.

Proposição 3.1.8. Dado um prefeixe F , defina um prefeixe por

F+ = {σ : U →
⋃

x∈U

Fx;σ satisfaz 1. e 2.},

onde,

(i) σ(x) ∈ Fx para todo x ∈ U e

(ii) para cada x ∈ U , existe uma vizinhança de x V ⊂ U e τ ∈ F(V ) tal que para todo
y ∈ V , τy = σ(y) ∈ Fy.

F+ é de fato um feixe.

Demonstração. Vamos provar que F+ satisfaz as duas propriedades adicionais para feixes.

(i) Seja U ⊂ X, {Vi} uma cobertura de U por abertos e σ ∈ F+ tal que σ|Vi
= 0 para

todo i. Mas, isso significa que (σ|Vi
)(x) = 0 para todo x ∈ Vi em cada Vi. Portanto,

σ(x) = 0 para todo x ∈ U , ou seja, σ = 0 ∈ F+.

(ii) Seja u ⊂ X, {Vi} uma cobertura de U por abertos e σi ∈ F+(Vi) para cada i tal que
σi|Vi∩Vj

= σj |Vi∩Vj
. Defina σ : U → ⋃

x∈U Fx por σ(x) = σi(x) se x ∈ Vi ∩ Vj . σ está
bem definido, pois σi(x) = σj(x).

Proposição 3.1.9. Se ϕ : F → G é um morfismo de prefeixes, então ele induz um morfismo
ϕ+ : F+ → G+.
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Demonstração. Defina ϕ+
U : F+ → G+ por

ϕ+
U : F+(U) → G+(U)

σ 7→ ϕ+
U (σ) : U →

⋃

x∈U

Gx

x 7→ ϕx(σ(x)) .

Precisamos verificar que ϕ+ está bem definido, isto é, ϕ+
U (σ) ∈ G+(U).

(i) De fato, ϕ+(σ)(x) ∈ Gx e

(ii) fixe x ∈ U arbitrário. Como σ ∈ F+(U), existe vizinhança V ⊂ U de x e τ ∈ F(V ) tal
que para todo y ∈ V , τy = σ(y) ∈ Fy. Agora, ϕV (τ) é tal que (ϕV (τ))y = ϕy(τy) =
ϕy(σ(y)) = (ϕ+

V (σ))(y) ∀y ∈ V . Como x foi tomado arbitrário, o resultado está provado.

Proposição 3.1.10. (Propriedade Universal) Seja F um prefeixe. Existe um morfismo
natural θ : F → F+ com a seguinte propriedade: Dado um feixe G e um morfismo ϕ : F → G,
então existe um único morfismo Ψ : F+ → G tal que ϕ = Ψ ◦ θ.

Demonstração. Defina θ : F → F+ por

θU : F(U) → F+(U)

σ 7→ σ+
U : U →

⋃

x∈U

Fx

x 7→ σx .

Observe que θ induz um ismorfismo nas hastes e que se F já é um feixe, então F ∼= F+

(proposição 3.1.4). Ainda mais, observe que o diagrama abaixo comuta, onde ϕ+ : F+ → G+

é o mapa induzido da proposição 3.1.9.

F θF //

ϕ

��

F+

ϕ+

��
G θG // G+

Agora, seja G um feixe e considere um mapa ϕ : F → G. Pela proposição 3.1.9, sabemos
que existe um mapa induzido ϕ+ : F+ → G+. Porém, θ : G → G+ é isomorfismo, pois G
é feixe (proposição 3.1.4). Assim, defina Ψ = ϕ+ ◦ (θG)−1. Por construção, Ψ satisfaz as
condições requeridas.

Definição 3.1.11. Dado um prefeixe F o feixe F+ é o feixe associado a F .

Agora, estamos em ponto de definir o feixe imagem, o feixe conúcleo de um morfismo de
feixes ϕ : F → G e o feixe quociente F/F ′ para um subfeixe F ′ ⊂ F .
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Definição 3.1.12. Dado um morfismo de feixes ϕ : F → G, definimos o feixe imagem de
ϕ, im(ϕ), como sendo o feixe associado ao prefeixe imagem definido em 3.1.5(3) e o feixe
conúcleo de ϕ, coker(ϕ), é o feixe associado ao prefeixe conúcleo. Analogamente, se F ′ é um
subfeixe de F o feixe quociente é o feixe associado ao prefeixe U 7→ F/F ′.

Definição 3.1.13. Seja ϕ : F → G um morfismo de feixes. ϕ é injetivo se ker(ϕ) = 0 e
sobrejetivo se im(ϕ) = G.

Observação 3.1.14. Seja ϕ : F → G um morfismo de feixes. Pela propriedade Universal
acima, existe um morfismo injetivo im(ϕ) → G. Portanto, im(ϕ) é um subfeixe de G.

Definição 3.1.15. Uma sequência de morfismos de feixes

· · · Fi−1
ϕi−1−→ Fi ϕi−→ Fi+1 · · ·

é exata se im(ϕi−1) = ker(ϕi).

Lema 3.1.16. Para todo morfismo de feixes ϕ : F → G, temos (kerϕ)x = ker(ϕx) e (imϕ) =
im(ϕx) para todo x ∈ X.

Demonstração. Vamos provar que (kerϕ)x = ker(ϕx). Tome v ∈ (kerϕ)x e σ ∈ (kerϕ)(U)
um representante de v. Assim, temos que ϕx(v) = (ϕU (σ))x = 0. Logo, v ∈ ker(ϕx).
Reciprocamente, seja v ∈ ker(ϕx). Tome σ ∈ F um representante de v. Dáı, (ϕU (σ))x =
ϕx(σx) = 0. Portanto, existe V ⊂ U tal que ϕV (σ|V ) = (ϕU (σ))|V = 0, ou seja, σ|V ∈
(kerϕ)(V ). Isto implica que v(= σx) ∈ (kerϕ)x.

Para a imagem, a demonstração é semelhante.

Proposição 3.1.17. A sequência de feixes

· · · Fi−1
ϕi−1−→ Fi ϕi−→ Fi+1 · · ·

é exata se e somente se a sequência induzida nas hastes é uma sequência exata de grupos
abelianos.

Demonstração. Basta observar que im(ϕi−1) = ker(ϕi) se e somente se im((ϕi−1)x) =
(imϕi−1)x = (kerϕi)x = ker((ϕi)x) ∀x ∈ X.

Proposição 3.1.18. Seja 0 → F ′ ϕ→ F ψ→ F ′′ uma sequência exata de feixes. Para todo

U ⊂ X a sequência 0 → F ′(U)
ϕU→ F(U)

ψU→ F ′′(U) é uma sequência exata de grupos abelianos.

Vamos encerrar essa seção com um importante exemplo de sequência exata, a sequência
exponencial. Ela será usada na definição da primeria classe de Chern.

Exemplo 3.1.19. Seja X uma variedade complexa, Z o feixe dos inteiros sobre X, O seu
feixe de funções holomorfas e O∗ o feixe das funções holomorfas que não se anulam. Seja
i : Z → O a inclusão e exp : O → O∗ o morfismo definido por expU (f) = e2πif para f ∈ O(U).

Então a sequência 0 → Z
i→ O exp→ O∗ → 0 é exata. De fato:

(i) ker(i) = 0, pois i é a inclusão,
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(ii) Para verificar que exp é sobrejetiva, vamos mostrar que que o morfismo induzido nas
hastes expx : Ox → O∗

x é sobrejetivo. Seja gx ∈ O∗ um germe com representante
g ∈ O(U), onde U é uma vizinhança simplesmente conexa de x ∈ X. Assim, podemos
escolher fx = ( 1

2πi log(g))x, para algum ramo do logaŕıtimo, e temos que expx(fx) = gX .

(iii) Para verificar que ker(exp) = im(i), observe primeiro que exp(n) = e2πin = 1. Recip-
rocamente, considere fx ∈ Ox tal que exp(fx) = 1, isto é, fx ∈ ker(expx). Dáı, existe
uma vizinhança U de x e um representante f ∈ O(U) tal que f é uma constante em Z.

3.2 Cohomologia de feixes, Cohomologia de Cech e classe de

Chern de fibrados de linha

Definição 3.2.1. Seja I um conjunto. Uma relação binária � é uma ordem parcial em I se

• i � i,

• se i � j e j � i então i = j e

• se i � j e j � k então i � k.

Dizemos que (I,�) é um conjunto parcialmente ordenado com ordem parcial �. Frequente-
mente, chamaremos I de um conjunto parcialmente ordenado, deixando a ordem parcial
subentendida quando não houver perigo de confusão.

Observação 3.2.2. Um conjunto parcialmente ordenado (I,�) pode ser visto como uma
categoria cujos objetos são os elementos de I e os morfismos são

Hom(x, y) =

{
∅ sex � y

{ponto} sex � y.

Exemplo 3.2.3. Seja X um espaço topológico. Podemos munir o conjunto de todos as
coberturas abertas de X com uma ordem parcial dada pelo refinamento, isto é, se a cobertura
aberta {Ui} é um refinamento da cobertura {Vi}, então {Vi} � {Ui}.

Definição 3.2.4. Seja I um conjunto parcialmente ordenado e C uma categoria, um sistema
direto em C é um par ordenado {Mi, ϕ

i
j}, onde Mi são objetos em C e ϕij : Mj → Mi é

uma famı́lia de morfismos tal que ϕii = idMi
para todo i e tal que ϕik = ϕij ◦ ϕjk sempre que

i � j � k em I.

Observação 3.2.5. Na linguagem da observação 3.2.2, um sistema direto é um funtor de I
para C.

Definição 3.2.6. Seja I um conjunto parcialmente ordenado, C uma categoria e {Mi, ϕ
i
j}

um sistema direto em C sobre I. O colimite (ou limite indutivo ou limite direto) é um objeto
lim−→Mi e morfismos de inclusão αi : Mi → lim−→Mi para cada i ∈ I tal que.

(i) αjϕ
i
j = αi, sempre que i � j,
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(ii) sejam X um objeto de C e morfismos fi : Mi → X satisfazendo fjϕ
i
j = fi sempre que

i � j. Então, existe um único morfismo θ : lim−→Mi → X tal que o seguinte diagrama
comuta.

lim−→Mi
θ // X

Mi

αi

bbFFFFFFFF

fi

>>~~~~~~~~

ϕi
j

��
Mj

αj

UU

fj

KK

Definição 3.2.7. Um feixe I sobre um espaço topológico X é injetivo se para toda sequência
exata de feixes

0 → F ψ−→ G ϕ−→ H → 0,

a sequência de feixes induzida

0 → Hom(H, I)
ϕ∗−→ Hom(G, I)

ψ∗−→ Hom(F , I) → 0

é exata. Onde ϕ∗(f) = f ◦ ϕ para f ∈ Hom(F , I) e ϕ∗(g) = g ◦ ϕ para g ∈ Hom(G, I).

Proposição 3.2.8. Todo feixe de grupos abelianos sobre um espaço topológico X admite
resolução por feixes injetivos, ou seja, dado um feixe de grupos abelianos F existe uma
sequência exata

0 → F → I0 → I1 → · · · ,

onde Ij são feixes injetivos para todo j.

Demonstração. ([?] Corolário 6.5 página 327).

Proposição 3.2.9. Seja

· · · → F ′ ϕ
i−1

−→ F ϕi

−→ F ′′ → · · ·

uma sequência exata de feixes de grupos abelianos sobre um espaço topológico X. Então, a
sequência

· · · → F ′(X)
ϕi−1

X−→ F(X)
ϕi

X−→ F ′′(X) → · · ·

é um complexo, isto é, ϕiX ◦ ϕi−1
X = 0.

Demonstração. Basta observar que como a sequência de feixes é exata temos ϕi ◦ ϕi−1 = 0.
Mas, isto implica que ϕiU ◦ ϕi−1

U = 0 para todo aberto U ⊂ X. Em particular, ϕiX ◦ ϕi−1
X =

0.

As duas proposições anteriores nos permitem fazer a seguinte definição.
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Definição 3.2.10. Seja F um feixe de grupos abelianos e fixe uma resolução injetiva para
esse feixe.

0 → F → I0 ϕ0

−→ I1 ϕ1

−→ · · · ϕ
i−1

→ Ii ϕ
i

→ Ii+1 → · · · .
Agora, considere a seguinte sequência

0 → I0(X)
ϕ0

X−→ I1(X)
ϕ1

X−→ · · · ϕ
i−1

X→ Ii(X)
ϕi

X→ Ii+1(X) → · · · .
O i-ésimo grupo de cohomologia do feixe F é

H i(F) =
kerϕi

imϕi−1
. (3.2.1)

Corolário 3.2.11. (Da proposição 3.1.18) Para todo feixe F , temos H0(F) ∼= F(X).

Observação 3.2.12. ([?] proposição 6.17 página 344) Considere um morfismo de feixes
f : F → G, então para cada i ≥ 0 temos um morfismo de grupos abelianos induzido f∗i :
H i(F) → H i(G) satisfazendo as seguintes propriedades. Em termos categoricos, H i é um
funtor ∀ i inteiro não negativo.

• se g : G → I é outro mapa de feixes, então (f ◦ g)∗i = (f∗i ) ◦ (g∗i ) e

• se idF : F → F é a identidade, então (idF )∗i = idHi(F) para todo i ≥ 0.

Em termos categoricos, H i é um funtor ∀ i inteiro não negativo.

Proposição 3.2.13. ([?] proposição 6.20 página 346) A cohomologia de um feixe é indepen-
dente da resolução escolhida.

Teorema 3.2.14. (Sequência exata em cohomologia) ([?] página 333 teorema 6.10) Seja
0 → F ′ → F → F ′′ → 0 uma sequência exata de feixes. Então, existe uma sequência exata
longa de grupos abelianos

0 →H0(F ′) → H0(F) → H0(F ′′)
δ0−→ H1(F ′) → · · ·

· · · →H i(F ′) → H i(F) → H i(F ′′)
δi

−→ H i+1(F ′) → · · · .
Os morfismos de grupos abelianos δi são chamados de morfismos conectantes.

Definição 3.2.15. Seja F um feixe de grupos abelianos sobre um espaço topológico X e
U = {Ui}i∈I uma cobertura aberta de X. Fixe, de uma vez por todas, uma boa ordem em I
e para cada conjunto de ı́ndices i0, · · · , ip ∈ I denote a interseção Ui0 ∩ · · · ∩Uip por Ui0,··· ,ip .
Para cada p ≥ 0 defina

Cp(U ,F) =
∏

i0<···<ip

F(Ui0,··· ,ip).

Assim, um elemento α ∈ Cp(U ,F) é determinado por elementos αi0,··· ,ip ∈ F(Ui0,··· ,ip) para
cada (p+ 1)-upla i0 < · · · < ip de elementos de I. Defina o mapa de cobordo d : Cp → Cp+1

por

(dα)i0,··· ,ip+1
=

p+1∑

k=0

(−1)kαi0,··· ,̂ik,··· ,ip |U i0,··· ,ip
,

onde a notação îk significa a omissão de ik.
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Para o mapa de cobordo, um cálculo direto mostra que:

Proposição 3.2.16. Para o mapa d definido acima, temos que d2 = 0.

Definição 3.2.17. Sejam X, U e F como na definição anterior. Defina Zp(U ,F) = ker(d :
Cp(U ,F) → Cp+1(U ,F)) e Bp(U ,F) = im(d : Cp−1(U ,F) → Cp(U ,F)). O p-ésimo grupo
de cohomologia de Cech da cobertura U com coeficientes em F é

Ȟ(U ,F) =
Zp(U ,F)

Bp(U ,F)
.

Os elementos de Zp(U ,F) são chamados de cociclos e os de Bp(U ,F), cobordos.

Observação 3.2.18. Em geral, o teorema da sequência exata longa em cohomologia não se
aplica para a cohomologia de Cech ([?] página 387 exemplo 6.78(v)).

Observação 3.2.19. Pelo exemplo 3.2.3, o conjunto das coberturas de X é parcialmente or-
denado. Adicionalmente, o conjunto dos grupos Ȟ(U ,F) formam um sistema direto indexado
pelo refinamento ([?] exemplo 6.83 página 390).

Assim, podemos considerar a Cohomologia de Cech no limite direto.

Definição 3.2.20. O p-ésimo grupo de Cohomologia de Cech de X com coeficientes em F é
o limite direto sobre a ordem dada pelo refinamento

Ȟp(X,F) = lim−→Ȟp(U ,F).

Um elemento α ∈ Ȟp(X,F) é determinado por uma cobertura U e um elemento α̃ ∈
Ȟp(U ,F).

Proposição 3.2.21. Se X é um espaço topológico paracompacto (uma variedade complexa,
por exemplo), então

Ȟp(X,F) ∼= Hp(X,F),

para todo p ≥ 0.

Demonstração. [?] página 392 teorema 6.88.

Corolário 3.2.22. SeX é um espaço topológico paracompacto , então o teorema da sequência
exata longa em cohomologia se aplica para a cohomologia de Cech.

A partir de agora, nesta seção, todos os fibrados de linha serão fibrados de linha holomor-
fos.

Definição 3.2.23. Seja X uma variedade complexa. O grupo de Picard de X, Pic(X) é
o grupo abeliano cujos elementos são as classes de ismorfismo dos fibrados de linha com a
operação ⊗, elemento neutro é o fibrado de linhas trivial e a inversão é a dualização.

37



Lema 3.2.24. Sejam E e F dois fibrados vetoriais holomorfos de posto r sobre uma variedade
complexa X com trivializações locais {ϕi} e {ϕi} respectivamente, subordinadas a mesma
cobertura aberta {Ui} de X. Sejam gij e g′ij as funções de transição correspondentes. Se
E e F são dois fibrados holomorfos isomorfos, então existem aplicações fi : Ui → GL(Cr)
holomorfas, tais que

g′ij(x) = fi.gij(x).(fj(x))
−1 x ∈ Ui ∩ Uj .

Demonstração. Seja Ψ : E → F um ismorfismo holomorfo. Para cada Ui, defina fi : Ui →
GL(Cr) por

fi(x) = ϕ′
i(x) ◦ Ψ(ϕi(x))

−1.

Se x ∈ Ui ∩ Uj , então

g′ij(x) = ϕ′
i(x) ◦ (ϕ′

j(x))
−1

= fi(x) ◦ ϕi(x) ◦ Ψ−1 ◦ (fj(x) ◦ ϕj(x) ◦ Ψ−1)−1

= fi(x) ◦ ϕi(x) ◦ (ϕj(x))
−1 ◦ (fj(x))

−1

= fi(x) ◦ gij(x) ◦ (fj(x))
−1.

Teorema 3.2.25. Seja X uma variedade complexa, então Pic(X) ∼= Ȟ(X,O∗). Onde O∗ é
o feixe multiplicativo das funções holomorfas em X que não se anulam.

Demonstração. Seja L um fibrado de linhas holomorfo sobre X. Então, existe uma cobertura
aberta U = {Ui} e trivializações locais ϕi com funções de transição holomorfas gij : Ui∩Uj →
GL(C) = C \ {0} que satisfazem

gij .gjk.gki = 1 em Ui ∩ Uj ∩ Uk,
gii = 1 em Ui.

Logo, as funções de transição definem um cociclo de Cech g ∈ Z1(U ,O∗) e dáı uma classe
de cohomologia no limite direto Ȟ1(X,O∗). Se L′ é um fibrado de linhas isomorfo a L,
podemos supor, sem perda de generalidade, que L′ está trvializado com relação aos abertos
da cobertura U com trivializações e funções de transição ϕ′

i e g′ij : Ui∩Uj → GL(C) = C\{0},
respectivamente. Dáı, pelo lema anterior, existem funções fi : Ui → GL(C) = C \ {0} que
satisfazem

g′ij(x) = fi.gij(x).f
−1
j (x) x ∈ Ui ∩ Uj .

Mas, GL(C) é abeliano e temos seguinte relação

g′ij(x).(gij(x))
−1 = fi(x).f

−1
j (x) x ∈ Ui ∩ Uj .

Assim, as funções gij e g′ij definem cociclos que diferem por um cobordo de Cech. Portanto,

definem a mesma classe no grupo de cohomologia Ȟ1(U ,O∗). Isso define uma aplicação (por
enquanto um morfismo de conjuntos)

Γ : Pic(X) → Ȟ1(X,O∗).
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Vamos verificar que Γ é de fato um morfismo de grupos. Sejam L e L′ dois fibrados de
linha com funções de transição gij e g′ij , respectivamente, subordinadas a mesma cobertura
U = {Ui}. Assim, as funções de transição para L ⊗ L′ com relação a mesma cobertura são
dadas por gij .g

′
ij . Portanto, a classe de cohomologia Γ(L⊗L′) é dada pelo produto das classes

Γ(L) e Γ(L′).
Para mostrar que Γ é um isomorfismo, vamos exibir sua inversa. Seja g ∈ Ȟ1(X,O∗) uma

classe de cohomologia de Cech no limite direto. Isso significa que existe uma cobertura U de
X por abertos e funções gij : Ui ∩ Uj → GL(C) = C \ {0} que satisfazem as relações

gij .gjk.gki = 1 em Ui ∩ Uj ∩ Uk,
gii = 1 em Ui.

Logo, existe uma classe de ismorfismo de fibrados de linha [L], com um representante L,
tal que Γ(L) = g. Pela construção, isso define um mapa inverso para Γ. Portanto, Γ é
isomorfismo.

Teorema 3.2.26. (Teorema de de Rham) Se X é uma variedade diferenciável. Então
Hp(X,R) ∼= Hp

DR(X).

Demonstração. [?] página 44.

Observação 3.2.27. Pela observação 3.2.12, a inclusão dos feixes constantes Z ⊂ R induz
um morfismo entre os grupos de cohomologia j : H2(X,Z) → H2(X,R).

Seja

0 → Z → O exp→ O∗ → 0

a sequência exata curta de feixes do exemplo 3.1.19 e considere a sequência exata longa de
cohomologia induzida por essa sequência

H1(X,O) → H1(X,O∗)
δ→ H2(X,Z) → H2(X,O)

Agora, podemos definir a primeira classe de Chern de um fibrado de linhas.

Definição 3.2.28. Seja L ∈ H1(X,O∗) uma classe de isomorfismo de um fibrado de linhas.
A primeira classe de Chern de L é c1(L) = j ◦ δ(L) ∈ H2

DR(X,R).

Lembremos que dado um fibrado diferenciável complexo E de posto r sobre X com
conexão ∇, a curvatura F∇ é representada em termos de uma trivialização ϕα de E sobre
um aberto Uα por uma matriz r × r de 2-formas Θα. Se ϕβ é outra trivialização, temos

Θα = gαβΘβgβα,

onde gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(Cr) é a função de transição entre as trivializações ϕα e ϕβ.
No caso particular em que E é um fibrado de linhas, GL(C) = C \ 0 que é abeliano. Dáı,
Θα = gαβΘβgβα = gαβgβαΘβ = Θβ em Uα ∩ Uβ. Isso define uma 2-forma Θ fechada e
globalmente definida em X.

Teorema 3.2.29. ([?] página 141 proposição 1) Seja L um fibrado de linhas com conexão ∇
e forma de curvatura Θ. Então

c1(L) = [Θ] ∈ H2
DR(X,R).
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3.3 Feixes Coerentes

Nesta seção, X é um espaço topológico e O é um feixe de anéis sobre X. Todos os
feixes sobre X serão feixes de O-módulos e todos os morfismos de feixes são morfismos de
O-módulos. Caso não seja, isso será mencionado explicitamente no texto.

Definição 3.3.1. Seja F um feixe sobre X. Dadas seções σ1, . . . , σp ∈ F(U) temos um
morfismo

τ : Op
U → FU

τV (a1, · · · , ap) =

p∑

i=1

aiσ|V

FU é gerado pelas seções σ1, . . . σp se τ é sobrejetivo.

Observação 3.3.2. FU é gerado pelas seções σ1, . . . σp se e somente se Fx = σ1xOx + · · · +
σpxOx para cada x ∈ U .

Definição 3.3.3. Um feixe F sobre X é de tipo finito no ponto x ∈ X se existe uma
vizinhança U de x tal que FU é gerado por finitas seções de F(U).

Observação 3.3.4. Isso é equivalente a dizer que existe uma vizinhança U de x, um inteiro
p ≥ 1 e uma sequência exata

Op
U → FU → 0.

Definição 3.3.5. Um feixe F é do tipo finito em X se é do tipo finito para todos os pontos
x ∈ X.

Exemplo 3.3.6. Todos os feixes localmente livres são do tipo finito em X.

Exemplo 3.3.7. Se ϕ : F → F ′ é sobrejetiva e F é do tipo finito em x ∈ X, então F ′

também é. Como consequência, o quociente de feixes de tipo finito também é de tipo finito.

As duas proposições a seguir nos mostram como é o comportamento local dos feixes do
tipo finito.

Proposição 3.3.8. Sejam F um feixe do tipo finito no ponto x ∈ X e σ1, · · · , σp seções
numa vizinhança U de x tal que σ1x, · · · , σpx geram Fx como Ox-módulo. Então, existe uma
vizinhança V ⊂ U de x tal que σ1|V , · · · , σp|V geram FV .

Demonstração. Como F é do tipo finito em x existe uma vizinhança W de x e seções
τ1, . . . , τq ∈ F(W ) que geram FW . Como σ1x, · · · , σpx geram Fx, podemos encontrar seções
fij numa vizinhança de x tal que τjx =

∑p
i=1 fijxσix, com 1 ≤ j ≤ q. Logo, existe uma

vizinhança V ⊂ W tal que τjx|V =
∑p

i=1 fijxσix|V , com 1 ≤ j ≤ q. Como τ1|V , . . . , τq|V
geram FV , temos que σ1, · · · , σp geram FV .

Proposição 3.3.9. Seja f : Fx → Gx um morfismo de Ox-módulos com F e G do tipo finito
em x. Então, existe uma vizinhança U de x e um morfismo de feixes ϕ : FU → GU tal que
ϕx = f .
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Demonstração. Como F é do tipo finito, existem seções σ1, · · · , σp ∈ F(V ), onde U é uma
vizinhança de x. Dáı, σ1x, · · · , σpx geram Fx como Ox-módulo. Escolha τi como sendo um
representante de f(σix). Defina um morfismo de feixes ϕ : FU → GU por ϕ(σi) = τi.

Definição 3.3.10. Seja F um feixe sobre X. Dadas seções σ1, . . . , σp ∈ F(U). Considere o
morfismo τ da definição 3.3.1. O feixe de relações de σ1, . . . , σp é Rel(σ1, . . . , σp) := ker(τ).

Definição 3.3.11. Um feixe F sobre X é de relações finitas no ponto x ∈ X se para cada
conjunto finito de seções numa vizinhança de x, o feixe de relações Rel(σ1, . . . , σp) é do tipo
finito em x. F é de relações finitas em X se é de relações finitas para todo ponto x ∈ X.

Observação 3.3.12. F é de relações finitas em x ∈ X se e somente se ker(τ) de todo
morfismo τ : Op

U → FU , onde U é uma vizinhança de x, é do tipo finito no ponto x ∈ X.

Exemplo 3.3.13. (Teorema de Coerência de Oka) ([?] pággina 59 teorema 2.5.2). Se X é
uma variedade complexa e OX é o feixe de funções holomorfas em X, então OX é de relações
finitas.

Exemplo 3.3.14. Se ϕ : F ′ → F é um monomorfismo de feixes e F é de relações finitas,
então F ′ também é de relações finitas. Consequentemente, subfeixes de feixes de relações
finitas são de relações finitas.

Definição 3.3.15. Um feixe F é coerente se é do tipo finito e de relações finitas em X.

Proposição 3.3.16. Seja F um feixe coerente. Um subfeixe G de F é coerente se e somente
se é de tipo finito.

Demonstração. Segue diretamente do exemplo 3.3.14.

Proposição 3.3.17. Se F é um feixe coerente, então para todo x ∈ X existe uma vizinhança
U de x e uma sequência exata de feixes

Op
U → Oq

U → FU → 0, 1 ≤ p, q <∞

Demonstração. Como F é do tipo finito, então existe sequência exata

Oq
U

φ−→ FU → 0, 1 ≤ q <∞.

Mas, F também é de relações finitas. Portanto, kerφ é do tipo finito. Dáı, existe sequência
exata

Op
U → kerφU → 0, 1 ≤ p <∞.

Combinando as duas sequências, temos a sequência exata desejada.

Teorema 3.3.18. (Lema dos três) Seja 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 uma sequência exata de
feixes. Se dois deles são coerentes, então os três são coerentes.

Demonstração. [?] pg 236.

Corolário 3.3.19. A soma direta finita de feixes coerentes é coerente.
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Demonstração. Tome F = G ⊕H onde os feixes G e H são coerentes. Considere a sequência
exata 0 → G → F → H → 0 e aplique o lema dos três. A generalização para qualquer número
finito segue por indução.

Corolário 3.3.20. Seja φ : F → G um morfismo entre dois feixes coerentes. Então, os feixes
imφ, kerφ e cokerφ são coerentes.

Demonstração. Como imφ é do tipo finito (proposição 3.3.7) também é coerente (observação
3.3.16). A coerência de kerφ e de cokerφ segue aplicando o lema dos três nas sequências
exatas 0 → kerφ→ F → imφ→ 0 e 0 → imφ→ F → cokerφ→ 0 respectivamente.

Corolário 3.3.21. Seja F ′ ϕ→ F ψ→ F ′′ uma sequência de feixes coerentes que é exata num

ponto x. Então, existe uma vizinhança U de x tal que a sequência F ′
U

ϕ|U→ FU
ψU→ F ′′

U é exata.
(A aplicação ϕ|U : F ′ → F é um morfismo de feixes, diferente de ϕU : F ′(U) → F que é um
morfismo de grupos abelianos, idem para ψ|U .)

Demonstração. O feixe F ′/ker(ϕ◦ψ) é coerente e é igual a zero em x. Logo, esse feixe é zero
numa vizinhança U de x, isto é, imϕ|U ⊂ kerψ|U . Por outro lado, kerψ|U/imϕ|U é coerente
em U e zero em x. Dáı, segue que kerψ|U = imϕ|U , posśıvelmente para um U menor.

Observação 3.3.22. Se tivermos apenas uma sequência exata nas hastes F ′
x

ϕx→ Fx ψx→ F ′′
x

o corolário acima nos diz que existe uma vizinhança U de x tal que a sequência induzida

(prop 3.3.9) F ′
U

ϕ|U→ FU
ψU→ F ′′

U é exata. Como um caso particular, se F e G são coerentes
e Fx ∼= Gx como Ox-módulos para aalgum x ∈ X, então existe uma vizinhança U de x
tal que FU ∼= GU como OU -módulo. Conclui-se o seguinte: se F é um feixe coerente e
U = x ∈ X : Fx não é livre, então FU é um feixe localmente livre.

A próxima proposição é uma rećıproca da proposição 3.3.17 no caso em que O é um feixe
coerente.

Proposição 3.3.23. Seja X um espaço topológico e O um feixe de anéis que é coerente como
O-módulo. Então, um O-módulo F é coerente se para todo x ∈ X existe uma vizinhança U
de x, inteiros positivos p q e uma sequência exata Op

U

ϕ→ Oq
U → FU → 0.

Demonstração. Basta observar que os feixes Op e Oq são coerentes e que FU ∼= cokerϕ.

O próximo exemplo ilustra uma maneira de criar feixes coerentes a partir de feixes coer-
entes dados. Esse exemplo será importante nas seções posteriores.

Exemplo 3.3.24. (O feixe hom) Dados feixes F e G definimos o feixe Hom(F ,G) por
U 7→ Hom(FU ,GU ), onde Hom(FU ,GU ) é o grupo abeliano de morfismo de FU para GU . Se
F e G são coerentes, então Hom(F,G) é coerente ([?] proposição página 240). O feixe dual
de um feixe F é dado por Hom(F ,O).
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3.4 Propriedades locais de Feixes Coerentes, torção e reflex-

ividade

Nesta seção, X é uma variedade complexa de dimensão n, O é o feixe das funções holo-
morfas sobre X e F é um feixe anaĺıtico, isto é, um feixe de O-módulos.

Definição 3.4.1. Seja R um anel e M um R-módulo. A dimensão homológica de M , deno-
tado por dh(M), é o menor comprimento d de uma resolução livre

0 → Ed → · · · → E1 → E0 →M → 0.

Teorema 3.4.2. Teorema syzygy de Hilbert para feixes. Seja X uma variedade com-
plexa de dimensão n e F um feixe coerente sobre X. Então, para cada x ∈ X, a haste Fx
admite resoloução livre de comprimento no máximo n. Isto é, dh(Fx) ≤ n.

Demonstração. [?] página 143 proposição 3.11.

Definição 3.4.3. O conjunto de m-singularidades de F é o conjunto

Sm(F) = {x ∈ X; dh(Fx) 6= n−m}.

Observação 3.4.4. Temos que

S0(F) ⊂ S1(F) ⊂ · · ·Sn−1(F) ⊂ Sn(F) = X.

Chamamos Sn−1(F) de o conjunto de singularidades de F . Também, Sn−1(F) = {x ∈
X;Fx não é livre}.

Teorema 3.4.5. ([?] página 156 teorema 5.8) O counjunto de m-singularidades de um feixe
coerente é um subconjunto anaĺıtico fechado de X de dimensão≤ m.

Proposição 3.4.6. ([?] página 158 corolário 5.11) Se um feixe coerente F é um k-syzygy no
sentido que para todo ponto x de X existe vizinhança aberta U com sequência exata

0 → FU → E1 → · · · → Ek

tal que os Ei são localmete livres sobre U , então dimSm(F) ≤ m− k.

Lembrando que um feixe coerente é localmete livre fora do seu conjunto de singularidades,
podemos definir o posto de um feixe coerente.

Definição 3.4.7. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade complexa X. O posto de
F é definido por

rankF = rankFx (como Ox-módulo); x ∈ X \ Sn−1(F).

Definição 3.4.8. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade complexa X e Ψ : F → F∗∗

o morfismo canônico de F para o seu bidual (esse morfismo é dado por (ΨU (σ))(f) = f(σ),
onde σ ∈ F(U) e f ∈ F∗(U)). O núcleo de Ψ é o O-módulo de torção de F , que será denotado
por T (F).
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Observação 3.4.9. Vamos relacionar essa noção de O-módulo de torção com a a noção
algébrica de torção das hastes Fx como Ox-módulos.

Dado um R-módulo M , onde R é um domı́nio, define-se o submódulo de torção de M
como T (M) = {v ∈M ; existe elemento r 6= 0 tal que rv = 0}. M é sem torção se T (M) = 0.

Temos que ([?] página 69 proposição 3) T (F) =
⋃
x∈X T (Fx).

Definição 3.4.10. Um feixe coerente F é sem torção se T (F) = 0. Pela observação acima,
isso significa que as hastes Fx são sem torção. F é um feixe de torção se T (F) = F .

Pela observação 3.4.9, um subfeixe não nulo de um feixe sem torção é sem torção.

Lema 3.4.11. Se M é um R-módulo sem torção de posto r, então ele é um submódulo de
um R-módulo livre de posto r.

Demonstração. ([?] página 150 proposição 4.2)

Proposição 3.4.12. Se F é um feixe sem torção sobre uma variedade complexa X, então
para toda haste Fx de X, existe uma vizinhança U de x e um morfismo injetivo de feixes
j : FU → Or

U . Isto é, F é localmente um subfeixe de um feixe localmente livre.

Demonstração. Pelo lema anterior, existe um morfismo injetor

jx : Fx → Or
x.

Como F é coerente, j se extende a um morfismo injetivo numa vizinhança U de x.

De 3.4.12 e 3.4.6, temos o seguinte.

Corolário 3.4.13. Se F é um feixe corente sem torção, então

dimSm(F) ≤ m− 1,

para todo m.

Observação 3.4.14. Isso significa que se F é sem torção, então Sn−1(F) tem codimensão
pelo menos 2. Juntando isse ao fato ao fato de que todo feixe corente sem torção é localmente
livre fora de seu conjunto de singularidades, temos que numa Superf́ıcie de Riemann todo
feixe sem torção é localmente livre.

Definição 3.4.15. Se o mapa canônico Ψ : F → F∗∗ for um isomorfismo, dizemos que F é
reflexivo.

Proposição 3.4.16. O dual F∗ de qualquer feixe coerente F é reflexivo.

Demonstração. Para demonstrar esse resultado, faremos uso do seguinte resultado de álgebra
comutativa cuja demonstração pode ser encontrada em ([?] página 152 proposição 4.11).

Seja M um R-módulo finitamente gerado, então o homomorfismo canônico ψM∗ : M∗ →
M∗∗∗ é um isomorfismo.

Considere o morfismo canônico Ψ∗ : F∗ → F∗∗∗. Olhando para os morfismos induzidos
nas hastes, temos que Ψ∗

x = ΨF∗
x
. Pelo resultado acima, temos que Ψ∗

x é um isomorfismo
para todo x ∈ X. Portanto, Ψ∗ é um isomorfismo.
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Proposição 3.4.17. ([?] página 160 proposição 5.19) Se F é reflexivo, então todo ponto
x ∈ X possui uma vizinhança U tal que existe uma sequência exata

0 → FU → E1 → E2

tal que E1 e E2 são localmente livres sobre U .

De 3.4.6 e 3.4.17, temos o seguinte

Corolário 3.4.18. Se F é um feixe coerente reflexivo, então

dimSm(F) ≤ m− 2.

Isso significa que F é localmente livre fora do conjunto de singularidades, que possui
codimensão pelo menos 3. Assim sendo, todo feixe reflexivo numa superf́ıcie complexa é
localmente livre.

Definição 3.4.19. Um feixe F é normal se para todo aberto U ⊂ X e todo subconjunto
anaĺıtico Z ⊂ U de codimensão pelo menos 2 o mapa restrição

F(U) → F(U \ Z)

é um isomorfismo.

Proposição 3.4.20. Se F é sem torção o morfismo de restrição acima sempre é injetivo.

Demonstração. Seja ρ : F(U) → F(U \Z) o mapa de restrição do feixe F e tome σ ∈ Ker(ρ).
Queremos mostrar que σ = 0. Mas, o germe σx é nulo para todo x ∈ U \ Z. Portanto, é
suficiente mostrar que σx = 0 para todo x ∈ Z. Fixe x ∈ Z arbitrário; tome uma vizinhança
V de x tal que V ⊂ U e um morfismo injetivo j : FV → Or

V , como na proposição 3.4.12.
Observe que jV (σ|V ) = (f1, · · · , fr) ∈ O(V )r. Como σx = 0 para x ∈ U \ Z, segue que cada
(fi)x = 0 para todo x ∈ V \ Z. Pelo Teorema da Identidade, temos fi = 0 em V e portanto
σx = 0 ∀x ∈ V . Como x foi tomado arbitrário, o resultado está provado.

Exemplo 3.4.21. Pelo teorema de extensão de Hartog para variáveis compelexas, o feixe
estrutural de uma variedade complexa OX é normal.

Lema 3.4.22. O dual de todo feixe coerente é normal.

Demonstração. Devemos mostrar que a restrição

ρ : Hom(FU ,OU ) → Hom(FU\Z ,OU\Z)

f : FU → OU 7→ f |U\Z : FU\Z → OU\Z

é um isomorfismo de grupos abelianos. Pela proposição 3.4.16, F∗ é reflexivo, logo sem torção.
Dáı, pela proposição 3.4.20, ρ é injetivo. Para verificar que é sobre, tome um morfismo
g : FU\Z → OU\Z de feixes. Fixe U ⊂ X e considere o seguinte diagrama comutativo

F(U)
gu //

r1

��

O(U)

r2

��
F(U \ Z) gU\Z

// O(U \ Z)

,

e defina g̃U : r−1
2 ◦ gU ◦ r1. Isso define um morfismo g̃ : FU → OU tal que ρ(g̃) = g.

Portanto, ρ é um isomorfismo.
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Proposição 3.4.23. Um feixe coerente F é reflexivo se e somente se é sem torção e normal.

Demonstração. (⇒) Basta verificar que F é normal. Mas, isso se verifica pelo lema anterior
e lembrando que F ∼= F∗∗.

(⇐) Assuma que F é sem torção e normal. Do fato de ser sem torção, o morfismo canônico
σ : F → F∗∗ é injetivo e o conjunto de singularidades Z = Sn−1(F) é de codimensão no
máximo 2. Agora, para todo aberto U ⊂ X temos o seguinte diagrama comutativo.

F(U)
σU //

r1

��

F∗∗(U)

r2

��
F(U \ Z) σU\Z

// F∗∗(U \ Z)

,

onde σ é o mapa canônico.
Os mapas verticais r1 e r2 são isomorfismos, uma vez que F é normal e F é reflexivo

e, portanto, normal pela primeira parte da demonstração. O mapa horizontal abaixo é
isomorfismo também, já que σ : F → F∗∗ é isomorfismo fora do conjunto de singularidades
(F é localmente livre fora de Sn−1(F) e, portanto é reflexivo nesse domı́nio). Assim, o
morfismo acima ésobrejetivo e F é reflexivo.

Proposição 3.4.24. seja

0 → F ′ → F → F ′′ → 0

uma sequência exata de feixes coerentes onde F é reflexivo e F ′ e F ′′ são sem torção. Então,
F ′ é normal e portanto reflexivo.

Demonstração. Seja U ⊂ X um aberto e Z ⊂ U um subconjunto anaĺıtico de codimensão
pelo menos 2. Considere o seguinte diagrama comutativo

0

��

0

��

0

��
0 // F ′(U)

α1 //

γ

��

F(U)
β1 //

δ

��

F ′′(U)

ϕ

��
0 // F ′(U \ Z)

α2 // F(U \ Z)
β2 //

��

F ′′(U \ Z)

0,

onde γ, δ e ϕ são as restrições dos feixes F ′, F e F ′′ respectivamente. Sabemos que γ e
ϕ são injetivos pela proposição 3.4.20. Mais ainda, as sequências horizontais a verticais são
exatas no diagrama acima, pela proposição 3.1.18. Precisamos mostrar que γ é sobrejetivo.
Para isso, considere ω ∈ F ′(U \ Z) e defina ω1 = α2(ω) ∈ F(U \ Z) e ω2 = δ−1(ω1) ∈ F(U),
pois δ é isomorfismo. Se ω2 ∈ Im(α1), tome v ∈ F ′(U) tal que γ(v) = ω. Dáı, temos que
α2(γ(v)) = δ(α1(v)), pela comutatividade do diagrama. Podemos calcular α−1

2 (δ(α1(v))),
pois δ(α1(v)) ∈ Im(α2) e α2 é injetivo. Assim, temos que γ(v) = α−1

2 (δ(α1(v))) = ω.
Portanto, devemos mostrar que ω2 ∈ Im(α1).
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Para isso, vamos fazer um caça diagramas. Defina ω3 = β2(ω1) ∈ F ′′(U \ Z) e ω4 =
β1(ω2) ∈ F ′′(U). Pela comutatividade do diagrama temos que ϕ ◦ β1(ω2) = β2 ◦ δ(ω2). Por

um lado, temos β2 ◦ δ(ω2) = β2(

∈Im(α2)︷︸︸︷
ω1 ) = 0, pela exatidão da sequência de baixo. Portanto,

chegamos a ϕ ◦ β1(ω2) = 0 e a injetividdade de ϕ nos dá β1(ω2) = 0 e assim, ω2 ∈ Ker(β1).
Pela exatidão da sequência superior, vem que ω2 ∈ Im(α1).

Proposição 3.4.25. Sejam F e G feixes coerentes sobre uma variedade complexa X. Se F
é reflexivo. Então, Hom(G,F) é reflexivo.

Demonstração. [?] página 161 proposição 5.23.

3.5 Fibrado Determinante

Definição 3.5.1. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade complexa X e considere
uma resolução de FU , onde U é um aberto em X, por feixes localmete livres Ei

0 → En → · · · → E1 → E0 → FU → 0.

Seja Ei o fibrado correspondente ao feixe Ei. Definimos

det(F)U =

n⊗

i=0

(detEi)
(−1)i

. (3.5.1)

Proposição 3.5.2. det(F)U não depende da resoulução escolhida.

Demonstração. [?] páginas 163-165.

Proposição 3.5.3. ([?] página 165 proposição 6.9) Se

0 → F ′ → F → F ′′ → 0

é uma sequência exata de feixes coerentes, então existe um isomorfismo canônico

det(F) = det(F ′) ⊗ det(F ′′). (3.5.2)

Na proposição abaixo, chamaremos o feixe de seções do fibrado determinante de det(F)
também.

Proposição 3.5.4. Se F é um feixe coerente sem torção de posto r, então existe um isomor-
fismo canônico

det(F) ∼= (

r∧
F)∗∗. (3.5.3)

Demonstração. Seja Z = Sn−1(F) que tem codimensão no mı́nimo 2, pois F é sem torção.
Então, temos um isomorfismo canônico f : det(F)|U\Z → (

∧r F)∗∗|U\Z , já que FU\Z é
localmente livre. Como (

∧r F)∗∗ é normal, Hom(det(F), (
∧r F)∗∗) também é normal. As-

sim, f se extende a um morfismo f̃ : det(F) → (
∧r F)∗∗. Considere a inversa f−1; como

det(F) é normal, Hom((
∧r F)∗∗, det(F)) também o é. Logo, f−1 se extende a um mor-

fismo f̃−1 : det(F) → (
∧r F)∗∗. Agora, temos que f̃ e f̃−1 são invesas uma da outra, pois

Hom(det(F), Hom(det(F)) e Hom((
∧r F)∗∗, (

∧r F)∗∗) são normais.
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Proposição 3.5.5. Se F é um feixe coerente sem torção, então

det(F∗) ∼= (det(F))∗.

Demonstração. [?] página 166 proposição 6.12.

Observação 3.5.6. Dado um morfismo de feixes φ : F → E , o morfismo dual φ∗ : E∗ → F∗

é definido por φ∗(f) = f ◦ φ, onde f ∈ E∗.

Proposição 3.5.7. Seja E um feixe coerente sem torção e F um subfeixe de posto r < rk(E).
O morfismo de inclusão φ : F → E induz um morfismo injetivo det(φ) : det(F) → det(E).

Demonstração. Defina um morfismo Ψ :
∧r F → ∧r E por ΨU (s1 ∧ · · · ∧ sr) = φU (s1) ∧

· · · ∧ φU (sr). O morfismo det(φ) é definido por Ψ∗∗. Sabemos que det(φ) é injetiva em
X ′ = X \ (Z ∪ Z ′), onde Z = Sn−1(F) e Z ′ = Sn−1(E), pois é onde ambos os feixes são
localmente livres. Dáı, ker(φ) é um feixe de torção e sendo subfeixe de um feixe sem torção,
deve ser nulo.

Proposição 3.5.8. Se F é um feixe de torção (T (F) = F), então det(F) admite uma seção
holomorfa não trivial. Adicionalmente, se sup(F) = {x ∈ X;Fx 6= 0} tem codimensão pelo
menos 2, então det(F) é o fibrado de linhas trivial.

Demonstração. [?] página 166,167 proposição 6.14.

Encerramos a seção com uma importante definição. Uma vez que definimos o fibrado
determinante det(F) de um feixe coerente F , podemos definir a primeira classe de Chern
c1(F).

Definição 3.5.9. Seja F um feixe coerente, definimos sua primeira classe de Chern por
c1(F) = c1(det(F)).
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Caṕıtulo 4

A Correspondência

Hitchin-Kobayashi

4.1 Conexões de Hermite-Einstein

Durante esta seção, (E, h) será um fibrado holomorfo Hermitiano de posto r sobre uma
variedade complexa Hermitiana de dimensão n (X, g) e Λ : Ωk

C
(X) → Ωk−2

C
(X) denotará a

contração pela forma fundamental ω de g.

Observação 4.1.1. Dado um fibrado complexo F sobre X, podemos estender Λ para Ωk(F );
definimos Λ(ω ⊗ v) = Λ(ω) ⊗ v. Obtemos então um operador Λ : Ωk(F ) → Ωk−2(F ).

Definição 4.1.2. Seja ∇ a conexão de Chern de (E, h) com curvatura F∇. A curvatura
média de (E, h) é

K = iΛ(F∇).

Observação 4.1.3. Como F∇ ∈ Ω2(End(E)), pela observação anterior, temos que K ∈
End(E).

Proposição 4.1.4. A curvatura média satisfaz a seguinte relação

Kωn = inF∇ ∧ ωn−1.

Demonstração. Primeiramente, observe que Λ(F∇) = g(Λ(F∇), 1) = g(F∇, ω ∧ 1) e que ∗ω =
1

(n−1)!ω
n−1.

Dáı, K = ig(F∇, ω). Multiplicando ambos os lados pela forma de volume ωn

n! de X, temos
K ωn

n! = ig(F∇, ω)ω
n

n! . Pela definição do operador ∗, Kωn = in!(F∇ ∧ ∗ω). Utilizando a
equação acima, temos que Kωn = inF∇ ∧ ωn−1.

Definição 4.1.5. Um fibrado (E, h) satisfaz a condição de Hermite-Einstein fraca (com fator
ϕ) se

K = ϕIE ,

onde IE é o endomorfismo identidade de E e ϕ é uma função real definida em X. Se ϕ
é constante, dizemos que (E, h) satisfaz a condição de Hermite-Einstein e que (E, h) é um
fibrado de Hermite-Einstein sobre (X, g).
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Proposição 4.1.6. Todo fibrado de linhas (E, h) satisfaz a condição de Hermite-Einstein
fraca.

Demonstração. Seja f : E → E um endomorfismo de E. Então, para cada ponto de X, o
endomorfismo fx : Ex → Ex pode ser representado por um número complexo. Portanto, para
a curvatura média temos K = ϕIE , onde ϕ é uma função complexa. Temos que verificar que
ϕ é uma função real. Para isso, basta lembrar que a curvatura da conexão de Chern de um
fibrado (E, h) é uma forma real do tipo (1, 1) e que Λ é um operador real.

Definição 4.1.7. Sejam h e h′ duas estruturas hermitianas num fibrado complexo E. h e h′

são conformemente equivalentes se existe uma função real positiva a em X tal que h′ = ah.

Proposição 4.1.8. ([?] página 104 proposição 2.4) Se um fibrado (E, h) satisfaz a condição de
Hermite-Einstein fraca, então existe uma estrutura hermitiana h′ conformemente equivalente
a h em E tal que (E, h′) satisfaz a condição de Hermite-Einstein.

Corolário 4.1.9. Todo fibrado de linhas E admite uma estrutura hermitiana h tal que (E, h)
é de Hermite-Einstein.

Proposição 4.1.10. ([?] página 99 proposição 1.4)

(i) Se (E, h) satisfaz a condição de Hermite-Einstein (fraca) com fator ϕ, então o fibrado
dual (E∗, h∗) satisfaz a condição de Hermite-Einstein (fraca) com fator −ϕ.

(ii) Se (E1, h1) e (E2, h2) satisfazem a condição de Hermite-Einstein (fraca) com fator ϕ1 e
ϕ2, respectivamente. Então, o produto tensorial (E1 ⊗E2, h1 ⊗ h2) satisfaz a condição
de Hermite-Einstein (fraca) com fator ϕ1 + ϕ2.

(iii) A soma (E1 ⊕ E2, h1 ⊕ h2) a condição de Hermite-Einstein (fraca) com fator ϕ se e
somente se os somandos (E1, h1) e (E2, h2) satisfazem a condição de Hermite-Einstein
(fraca) com fator ϕ.

Corolário 4.1.11. Se (E, h) satisfaz a condição de Hermite-Einstein (fraca) com fator ϕ,
então

(i) o fibrado E⊗p ⊗ E∗⊗q com a estrutura hermitiana induzida satisfaz a condição de
Hermite-Einstein (fraca) com fator (p− q)ϕ,

(ii) a p-ésima potência exterior ΛpE com a estrutura hermitiana induzida satisfaz a condição
de Hermite-Einstein (fraca) com fator pϕ.

Proposição 4.1.12. ([?] página 103 proposição 2.1) Se (E, h) satisfaz a condição de Hermite-
Einstein (fraca) com fator ϕ e se X é compacta, então

∫

X

c1(E) ∧ ωn−1 =
r

2nπ

∫

X

ϕωn,

onde c1(E) = i
2π tr(F∇), para alguma conexão ∇ em E, é uma 2-forma que representa a classe

de Chern de E.
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4.2 Estabilidade de Feixes

Nesta seção, F é um feixe coerente sem torção sobre uma variedade Kähler compacta
(X, g) com forma de Kähler ω e c1(F) é um representante da primeira classe de Chern de F
em H2

DR(X,R).

Definição 4.2.1. O ω-grau (ou simplesmente grau) de F é definido por

deg(F) =

∫

X

c1(F) ∧ ωn−1.

Definição 4.2.2. A inclinação de F é a razão µ(F) = deg(F)/rk(F).

Segundo Mumford e Takemoto, faremos a definição de semiestabilidade e estabilidade de
feixes.

Definição 4.2.3. F é semiestável se para todo subfeixe coerente F ′, 0 < rk(F ′), nós temos

µ(F ′) ≤ µ(F).

Se a desigualdade estrita

µ(F ′) < µ(F)

vale para todo feixe coerente F ′ tal que 0 < rk(F ′) < rk(F), então F ′ é estável. Um fibrado
holomorfo E é semiestável (respectivamente estável) se o feixe de seções holomorfas O(E) é
semiestável (respectivamente estável).

Lema 4.2.4. Se

0 → F ′ → F → F ′′ → 0

é uma sequência exata de feixes coerentes, então

r′(µ(F) − µ(F ′)) + r′′(µ(F) − µ(F ′′)) = 0,

onde r′ = rk(F ′) e r′′ = rk(F ′′).

Demonstração. Por 3.5.3, temos

det(F) = det(F ′′) ⊗ det(F ′′).

Dáı, c1(F) = c1(F ′) + c1(F ′′). Portanto

(r′ + r′′)µ(F) = deg(F) = deg(F ′) + deg(F ′′) = r′µ(F ′) + r′′µ(F ′′).

Como consequência desse lema, estabilidade e semiestabilidade podem ser definido em
termos de feixes quocientes de F ao invés de subfeixes.

Proposição 4.2.5. (i) F é semiestável se e somente se para todo feixe quociente F ′′ com
0 < rk(F ′), vale µ(F) ≤ µ(F ′′).
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(ii) F é estável se e somente se para todo feixe quociente F ′′ com 0 < rk(F ′) < rk(F), vale
µ(F) < µ(F ′′).

No próximo resultado, provaremos que não é necessário considerar todos os subfeixes ou
quocientes para verificarmos semiestabilidade e estabilidade. Antes, enunciaremos um lema
auxiliar.

Lema 4.2.6. ([?] página 169 lema 7.5) Se F é um feixe de torção, então deg(F) ≥ 0.

Proposição 4.2.7. Seja F um feixe coerente sem torção sobre uma variedade Kähler com-
pacta. Então

(a) F é semiestável se e somente se uma das seguintes condições é satisfeita:

(a’) µ(F ′) ≤ µ(F) para qualquer subfeixe F ′ tal que o quociente F/F ′ é sem torção;

(a”) µ(F) ≤ µ(F ′′) para todo feixe quociente sem torção F ′′.

(b) F é estável se e somente se uma das seguintes condições é satisfeita:

(b’) µ(F ′) < µ(F) para qualquer subfeixe F ′ tal que o quociente F/F ′ é sem torção e
0 < rk(F ′) < rk(F);

(b”) µ(F) < µ(F ′′) para todo feixe quociente sem torção F ′′ tal que

0 < rk(F ′′) < rk(F)

.

Demonstração. A demonstração se baseia no comentário a seguir. Considere a seguinte
sequência exata

0 → F ′′ α→ F β→ F ′′ → 0,

seja G′′ o feixe de torção de F ′′ e defina F ′′
1 = F ′′/G′′. Considere a seguinte composição

F β→ F ′′ π→ F ′′/G′′,

onde π : F → F ′′/G′′. Defina Ψ = π ◦ β, que é sobrejetiva, e defina também F ′
1 = ker(Ψ).

Assim, temos uma sequência exata

0 → F ′
1 → F → F ′′

1 → 0,

onde F ′′
1 é sem torção. Observe que F ′ é um subfeixe de F ′

1, uma vez que F ′
1
∼= im(α) = ker(β)

e ker(β) é subfeixe de ker(Ψ) = F ′
1. Denote por i : F ′ → F a inclusão.

Vamos mostrar que F ′
1/F ′ ∼= G′′. Para isso, considere o seguinte diagrama comutativo

0 // F ′ //

i
�� ��

F //

idF

��

F ′′ //

π

��

0

0 // F ′
1

// F // F ′′
1

// 0,
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Por um resultado em álgebra homológica, lema da serpente ([?] página 335 corolário 6.12),
temos que existe uma sequaência exata

0 → ker(i) → ker(idF ) → ker(π) → coker(i) → coker(idF ) → coker(π) → 0.

No entanto, ker(i) = ker(idF ) = coker(idF ) = coker(π) = 0, ker(π) = G′′ e coker(i) =
F ′

1/F ′. Dáı, temos que 0 → G′′ → F ′
1/F ′ → 0 é exata. Portanto, F ′

1/F ′ ∼= G′′.
Agora, considere a seguinte sequência exata,

0 → F ′ → F ′
1 → G′′ → 0.

Temos que det(F ′
1) = det(F ′)⊗det(G′′). Isso implica que c1(F ′

1) = c1(F ′)+c1(G′′) e, portanto,
deg(F ′

1) = deg(F ′) + deg(G′′) ≥ deg(F ′), pelo lema anterior. Portanto, segue que

µ(F ′
1) =

deg(F ′
1)

rk(F ′
1)

≥ deg(F ′)

rk(F ′)
= µ(F ′).

Analogamente, temos µ(F ′′
1 ) ≤ µ(F ′′).

Agora, vamos demonstrar (a’), pois as outras afirmações são similares.
Suponha que para qualquer subfeixe F ′

1 tal que F/F ′
1 vale µ(F ′

1) ≤ µ(F). Vamos provar
que F é semiestável. Seja F ′ um subfeixe de F . Pelo comentário acima, existe subfeixe F ′

1,
com F/F ′

1 sem torção e tal que µ(F ′) ≤ µ(F ′
1). Por hipótese, µ(F ′

1) ≤ µ(F). Portanto,
µ(F ′) ≤ µ(F) e F é semiestável.

Proposição 4.2.8. ([?] página 170 proposição 7.7) Seja F um feixe coerente sem torção
sobre uma variedade Kähler compacta (X, g). Então,

(a) Se rk(F) = 1, então F é semiestável.

(b) F é estável (semiestável) se e somente se seu dual F∗ é estável (semiestável).

Proposição 4.2.9. Sejam F e F ′ dois feixes coerentes sem torção sobre uma variedade
Kähler compacta (X, g). Então, F ⊕F ′ é semiestável se e somente se F e F ′ são semiestáveis
com µ(F) = µ(F ′).

Demonstração. Primeiramente, suponha que F e F ′ são semiestáveis com µ(F) = µ(F ′) = µ.
Temos µ(F⊕F ′) = µ. De fato, considere a sequência exata 0 → F → F⊕F ′ → F ′ → 0 e tome
r = rk(F) e r′ = rk(F ′). O lema 4.2.4 nos diz que r(µ(F ⊕F ′)−µ)+ r′(µ(F ⊕F ′)−µ) = 0,
logo (r + r′)(µ(F ⊕ F ′) − µ) = 0 e µ(F ⊕ F ′) = µ. Agora, para todo subfeixe G de F ⊕ F ′

temos o seguinte diagrama comutativo.

0 // F //

��

F ⊕ F ′ // F ′ // 0

0 // G′ //

OO

G //

OO

G′′ //

OO

0,

onde G′ = G∩F ⊕ ′ e G′′ é a imagem de G por F⊕F ′ → F ′. Os morfismos verticais são todos
injetivos. Como F e F ′ são semiestáveis, temos deg(G′) ≤ µ[rk(G′)] e deg(G′′) ≤ µ[rk(G′′)].
Dáı,

µ(G) =
deg(G′) + deg(G′′)

rk(G′) + rk(G′′)
≤ µ.
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Reciprocamente, assuma que F ⊕ F ′ é estável. Como F é tanto um subfeixe como um
feixe quociente de F , a proposição 4.2.5.1 e a definição de semiestabilidade nos dizem que
µ(F ⊕F ′) = µ(F). Analogamente, µ(F ⊕F ′) = µ(F ′). Se G é um subfeixe de F , é também
um subfeixe de F ⊕ F ′. Dáı, µ(G) ≤ µ(F ⊕ F ′) = µ(F) e F é semiestável.

Observação 4.2.10. Fica claro na demonstração que se F e F ′ são não nulos, então F ⊕F ′

nunca é estável.

4.3 Estabilidade de fibrados de Hermite-Einstein

Antes de demonstrarmos o principal teorema da dissertação, enunciaremos alguns resul-
tados que serão usados na demonstração.

Teorema 4.3.1. ([?] página 50 teorema 2.2.1) Seja (E, h) um fibrado holomorfo com estru-
tura hermitiana h sobre uma variedade complexa compacta hermitiana (X, g) cuja conexão
de Chern ∇ satisfaz a condição de Hermite-Einstein com fator c. Então:

(i) Se c é negativo, então E não possui seções holomorfas globais não triviais, em outras
palavras H0(E) = 0 (onde E é o feixe de seções holomorfas de E), e

(ii) Se c = 0, então toda seção holomorfa global σ é paralela, isto é, ∇(σ) = 0.

Observação 4.3.2. • Seja E um fibrado holomorfo de posto r sobre uma variedade
complexa X tal que existe uma sequência exata de fibrados holomorfos

0 → S → E → F → 0.

Então podemos obter uma métrica induzida em S por restrição pela métrica de E e
uma métrica induzida em F usando o mapa sobrejetor.

• Uma sequência exata de fibrados holomorfos, como acima, cinde se E = S ⊕ F , isso é
equivalente a dizermos que existe um mapa de fibrados c : E → S tal que c ◦ i = idS ,
onde i : S → E é o morfsimo injetivo da sequência exata.

Proposição 4.3.3. ([?] página 176 proposição 8.2) Seja

0 → E′ → E → E′′ → 0

uma sequência exata de fibrados holomorfos sobre uma variedade complexa compacta her-
mitiana (X, g). Se E possui uma estrutura hermitiana h tal que (E, h) é um fibrado de
Hermite-Einstein com fator c. Então µ(E′) ≤ µ(E) e se a igualde ocorre, a sequência cinde
holomorficamente e ortogonalmente e (explicar isso no final da primeira seção do caṕıtulo
3) E′ e E′′ são fibrados de Hermite-Einstein ambos com fator c (com respeito a métrica
hermitiana induzida por E).

Observação 4.3.4. Seja F um feixe de O-módulos sobre uma variedade complexa X. Con-
sidere um morfismo injetivo f : O → F . Podemos definir uma seção global não nula (uma
seção em que a haste em cada ponto é não nula) de F através de f . De fato, basta definir
σ = f(1) ∈ F(X), onde 1 ∈ O(X) é a função constante 1. Reciprocamente, dada uma seção
não nula σ ∈ F(X), defina um morfismo injetivo f : O → F por f(τ) = στ .
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Teorema 4.3.5. Seja (E, h) um fibrado de Hermite-Einstein com fator c sobre uma variedade
Kähler compacta (X, g). Então E é semiestável e se não for estável é uma soma direta
ortogonal (E, h) = (E1, h1)⊕ · · · ⊕ (Ek, hk) de fibrados estáveis e cada (Ei, hi) é de Hermite-
Einstein com mesmo fator c.

Demonstração. Seja E o feixe de seções holomorfas de E. Considere F um subfeixe de E tal
que E/F é sem torção e p = rk(F) < rk(E) = r. A inclusão j : F → E induz um morfismo
injetivo, pela proposição 3.5.6,

det(j) : det(F) → Λp(E).

Defina
f = det(j) ⊗ iddet(F)∗ : O → Λp(E) ⊗ det(F)∗.

Assim, f é um monomorfismo e, portanto, define uma seção global do fibrado Λp(E)⊗det(F)∗.
Pela proposição 4.1.12, o fator c para (E, h) é dado por

c =
2nπµ(E)

n!vol(X)
,

onde vol(X) = 1
n!

∫
X
ωn. Como todo fibrado de linhas admite uma estrutura de Hermite-

Einstein, podemos escolher uma estrutara para det(F) com fator c′. Dáı, temos

c′ =
2nπµ(det(F))

n!vol(X)
=

2npπµ(F)

n!vol(X)
.

Utilizando a proposição 4.1.10, temos que Λp(E)⊗ (det(F))∗ satisfaz a condição de Hermite-
Einstein com fator pc− c′. Como Λp(E)⊗ det(F)∗ admite seção holomorfa global, o teorema
4.3.1 nos diz que pc− c′ ≥. Mas isso implica que µ(F) ≤ µ(E) e E é semiestável.

No caso em que E não é estável, assuma que o subfeixe que desetabiliza E é F . Assim,
µ(F) = µ(E) e fazendo uma contrição análoga a que foi feita acima, temos pc − c′ = 0.
Considere X ′ = X \ Sn−1(F), então FX′ é localmente livre. Defina G = E/F , assim temos a
seguinte sequência exata de feixes,

0 → F → E → G → 0

e podemos concluir que F é normal. Restringindo a sequência acima a X ′, temos uma
sequência exata de feixes localmente livres

0 → FX′ → EX′ → GX′ → 0.

Se F e G são os fibrados sobre X ′ cujos feixes de seções holomorfas são FX′ e GX′ respecti-
vamente, então temos uma sequência exata de fibrados

0 → F → E|X′ → G→ 0.

Sabemos que (E|X′ , h) é um fibrado de Hermite-Einstein e, pela proposição 4.4.3, existe
decomposição ortogonal (com relação a h) e holomorfa E|X′ = F ⊕ G e F e G são de
Hermite-Einstein com a métrica induzida por h ambos com mesmo fator c. Devemos provar
que essa decomposição se extende para todo X.

Como F e E são normais, Hom(E ,F) e Hom(F ,F) são normais. Dáı, o morfismo que cinde
a sequência acima se extende unicamente para todo X. Portanto, E = F ⊕ G, em particular
F e G são localmente livres. O teorema segue pela proposição 4.1.10.3.
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O seguinte teorema e um resultado de existência e não será demonstrado aqui. Na versão
que será apresentada aqui, ele foi demonstrado por K. Uhlenbeck e S. T. Yau em [?] utilizando-
se de uma técnica desenvolvida por S. Donaldson.

Teorema 4.3.6. Seja E um fibrado holomorfo estável sobre uma variedade Kähler compacta,
então E admite uma métrica hermitiana h cuja conexão de Chern satisfaz a equação de
Hermitian-Eintein.

Juntando as informações dos dois últimos teoremas, temos a Correspondência Hitchin-
Kobayashi.

Teorema 4.3.7. (Correspondência Hitchin-Kobayashi)Seja E um fibrado holomorfo
sobre uma variedade Kähler compacta. E admite métrica de Hermite-Einstein se e somente
se E é poliestável, isto é, E = E1 ⊕ · · · ⊕Ek, onde cada Ei é estável.

4.4 Q-feixes

Nos últimos dez anos, muitos trabalhos estão sendo feitos sobre esse tipo de resultado.
Apresentaremos aqui uma correspondência semelhante para o caso de Q-fibrados.

Definição 4.4.1. Um quiver Q = (Q0, Q1, s, t) consiste de dois conjuntos finitos Q0 (conunto
dos vértices) e Q1 (conjunto das flechas) e duas funções s, t : Q1 → Q0. Para cada flecha
a ∈ Q1, os vértice s(a) e t(a) são chamados cauda e cabeça da flecha a, respectivamente.

Exemplo 4.4.2. Considere o quiver com dois vértices Q0 = {v, w}, duas flechas Q1 = {a, b}
e com funções s, t tais que s(a) = t(b) = v e s(b) = v, t(b) = w. Esse quiver é representado
pelo diagrama de pontos e flechas abaixo.

.va 88
b // .w

Outro quiver que nos será útil é o quiver com dois vértices Q0 = {v, w}, duas flechas
Q1 = {a, b} e com funções s, t tais que s(a) = v, t(a) = w e s(b) = w, t(b) = v. Sua
representação por diagramas de pontos e flechas é:

.v
b //

.waoo

De agora em diante, utilizaremos apenas a representação de pontos e flechas para designar
um quiver. Como nos exmplos a seguir.

Exemplo 4.4.3.
.;;

Exemplo 4.4.4.
. // .

Dado um quiver Q, M é uma coleção de feixes localmente livres de posto finito Ma para
cada flecha a ∈ Q1 sobre uma variedade Kähler compacta (X, g).
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Definição 4.4.5. Dado um quiver Q e uma variedade Kähler compacta (X, g), um Q-feixe
M -torcido ([?]) sobre X é um par R = (E , φ), onde E é uma coleção de feixes coerentes Ev
para cada vértice v ∈ Q0 e φ é uma coleção de morfismos φa : Et(a) ⊗Ma → Es(a) para cada
flecha a ∈ Q1.

Notação 4.4.6. (i) Sempre omitiremos os termos Q e M -torcido quando não houver
perigo de confusão, isto é, um Q-feixe M -torcido será frequentemente chamado de
Q-feixe.

(ii) No caso em que E é uma coleção de feixes localmente livres, (E , φ) será chamado de
Q-fibrado.

(iii) As vezes, diremos que um Q-feixe E é uma representação do quiver Q.

Definição 4.4.7. Um morfismo f : R → R′ entre dois Q-feixes R = (E , φ) e R′ = (E ′, φ′) é
dado por uma coleção de morfismos fv : Ev → E ′

v para cada vértice v ∈ Q0, tal que o seguinte
diagrama comuta

Ev ⊗Ma
φa //

fv⊗idMa

��

Ev′
fv′

��
E ′
v ⊗Ma

φ′a

// E ′
v′

para toda flecha a : v → v′.

Definição 4.4.8. Um Q-feixe R′ = (E ′, φ′) é um Q-subfeixe de R = (E , φ) se E ′
v ⊂ Ev para

todo vétice v ∈ Q0, φa(E ′
s(a) ⊗Ma) ⊂ E ′

t(a) e φ′a : E ′
s(a) ⊗Ma → E ′

t(a) é a restrição de φa a

E ′
s(a) ⊗Ma, para cada a ∈ Q1.

Definição 4.4.9. Dados dois Q-feixes M -torcidos R = (E , φ) e R′ = (E ′, φ′), a soma direta
deles é o Q-feixe R⊕R′ = (E ⊕E ′, φ⊕φ′), onde E ⊕E ′ é a coleção dos feixes Ev⊕E ′

v para todo
vértice v e φ⊕ φ′ é a coleção dos morfismos φa ⊕ φ′a : (Es(a) ⊕ E ′

s(a)) ⊗Ma → (Et(a) ⊕ E ′
t(a)).

Seja Q um quiver e σ, τ uma coleção de números reais σv, τv, com σv > 0, para cada
v ∈ Q0. σ e τ são os parâmetros de estabilidade. Seja R = (E , φ) um Q-feixe sobre X. De
acordo com Álvarez-Cónsul e Garcia-Prada ([?]), definimos:

Definição 4.4.10. O (σ, τ)-grau e a (σ, τ)-inclinação do Q-feixe R são dados por

degσ,τ (R) =
∑

v∈Q0

σvdeg(Ev) − τvrkEv e

µσ,τ (R) =
degσ,τ (R)∑
v∈Q0

σvrkEv
,

respectivamente. R é semiestável se para qualquer Q-subfeixe R′ de R, temos µσ,τ (R)′ ≤
µσ,τ (R). Se essa desigualdade for estrita para todo Q-subfeixe, então R é estável.
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Observação 4.4.11. Note que para todo Q-feixe R se σ′ = cσ e τ ′ = cτ para algum real
c > 0, então µσ,τ (R) = µσ′,τ ′(R). Também, se σ′ = σ e τ ′ = τ + dσ, então µσ,τ (R) =
µσ′,τ ′(R)− d. Isto é, essas duas transformções dos parâmetros não mudam a estabilidade de
um Q-feixe e o espaço de parâmetros efetivos tem dimensão 2N(Q0) − 2, onde N(Q0) é o
número de vértices de R tal que Ev 6= 0. Isso significa que se Q é o quiver que consiste de
um vértice e não possui flechas, então recuperamos a noção de estabilidade da seção 2.

Nos exemplos abaixo, mostraremos como a estabilidade de Q-feixe generaliza outras
noçoes de estabilidade.

Exemplo 4.4.12. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Um fibrado de Higgs sobre X é
um par H = (E, φ), onde E é um fibrado holomorfo sobre X e φ : E ⊗ K∗ → E é uma
função holomorfa e K é o fibrado canônico de X. Na linguagem de Q-fibrados, H é uma
representação K∗-torcida do quiver

.;; .

A condição de estabilidade acima nos diz que H é estável se para qualquer subfeixe F de E
tal que φ(F ⊗K∗) ⊂ F , temos µ(F) < µ(E). Esta é exatamente a condição de estabilidade
em ([?] página 69 definição 3.1). Observe que a estabilidade de H independe dos parâmetros,
pois o quiver possui apenas um vértice.

Exemplo 4.4.13. Uma tripla holomorfa é uma representação O-torcida do quiver

. // .

e pode ser representado na forma

E2
φ // E1 .

A estabilidade com os parâmetros (σ, τ), onde σ = (1, 1) e τ = (0, α) é exatamente a α-
estabilidade em [?] página 15.

4.5 Equação de vórtice e a correspondência Hitchin-Kobayashi

para Q-fibrados

Nesta seção, sempre que E é um feixe localmente livre e dissermos que h é uma métrica
em E significa que h é uma métrica no fibrado holomorfo E cujo feixe de seções holomorfas
é E . O mesmo vale para uma conexão em E .

Considere um Q-fibrado R = (E , φ). Fixemos, de uma vez por todas, uma coleção de
métricas hermitianas qa em Ma para cada a ∈ Q1. Uma métrica hermitiana em R é uma
coleção H de métricas hermitianas hv em Ev para cada v ∈ Q0 tal que Ev 6= 0.

De acordo com ([?]) fazemos as seguintes observações: o morfismo φa : Es(a) ⊗Ma → Et(a)
possui uma adjunta suave φ∗ha

a : Et(a) → Es(a) ⊗ Ma com relação às métricas hs(a) ⊗ qa
em Es(a) ⊗Ma e ht(a) em Et(a), portanto temos uma composição φa ◦ φ∗ha

a : Es(a) → Es(a).
Ainda mais, podemos considerar o morfismo φa : Es(a) → Et(a) ⊗Ma. O mesmo ocorre com

φ∗ha
a : Et(a) ⊗M∗

a → Es(a). Dessa maneira, faz sentido escrever φ∗ha
a ◦ φa : Es(a) → Es(a).

Agora, de acordo com Garcia-Prada e Alvarez-Consul, podemos fazer a seguinte definição.
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Definição 4.5.1. Sejam σ e τ coleções de números reais σv e τv (com σv > 0), para cada
v ∈ Q0. Uma métrica H em R satisfaz as equações de (σ, τ)-vortex se

σviΛ(F∇v) +
∑

a∈t−1(v)

φa ◦ φ∗ha
a −

∑

a∈s−1(v)

φ∗ha
a ◦ φa = τvidEv ,

para cada v ∈ Q0 tal que Ev 6= 0, onde F∇v é a curvatura da conexão de Chern ∇v em Ev
com a métrica hv.

Observação 4.5.2. Essa equação recebe o nome vortex, pois ela generaliza a equação de
vortex ([?] página 29 definição 4.7) para triplas holomorfas como faremos a seguir.

Exemplo 4.5.3. Considere a tripla holomorfa R dada por

E2
φ // E1

e fixe uma métrica hermitiana H = (h1, h2) (hi é uma métrica hermitiana em Ei) em R.
Se escrevermos as equações de vortex via definição 4.5.1, obtemos:

iΛ(F∇1
) + φ ◦ φ∗h1 = τ1idE1

para o vértice 1 e

iΛ(F∇2
) − φ∗h2 ◦ φ = τ2idE2

para o vértice 2,

que são as mesmas equações de vortex em ([?] página 29 definição 4.7).

Exemplo 4.5.4. Considere um fibrado de Higgs H. A equação de vortex para uma métrica
H = {h} em R para os parâmentros σ = 1 e τ = 0 é

σiΛ(F∇) + [φ, φ∗h] = 0,

onde [φ, φ∗h] = φ ◦ φ∗h − φ∗h ◦ φ.

Antes de enunciarmos o último teorema desta seção, faremos uma definição.

Definição 4.5.5. Um Q-feixe R é (σ, τ)-poliestável se existem finitos quiver sheaves Ri

(σ, τ)-estáveis tais que R = ⊕iR〉.

Teorema 4.5.6. ([?] página 8 teorema 3.1)Sejam Q um quiver e σ e τ duas coleções de
números reais σv > 0 e τv, para cada vértice de Q e R = (E , φ) um Q-fibrado tal que
degσ,τ (R) = 0. R é (σ, τ)-poliestável se e somente se ele admite uma métrica hermitiana H
que satisfaz as (σ, τ)-equações de vortex. H é única a menos de uma multiplicação por uma
constante λi > 0 para cada somando (σ, τ)-estável Ri de R = ⊕iR〉.

4.6 Resultado para Q-fibrados

Nesta seção, enunciarei um resultado que eu encontrei para Q-fibrados, ele estabelece uma
realação entre a estabilidade de feixes coerentes e a de Q-feixes. Esse problema foi proposto
pelo Prof. Marcos Jardim.

Considere o quiver
.;; // .
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Associado a esse quiver temos o Q-feixe R

E1φ1 77 φ2

// E2 (4.6.1)

Para esse teorema, semiestabilidade é com relação aos parâmetros (~r, ~d), onde ~r é o vetor
posto e ~d é o vetor grau do Q-feixe R.

Teorema 4.6.1. R é semiestável ⇔ E2 é semiestável e não existe subfeixe desestabilizador
F ⊂ E1 tal que φ1(F) ⊂ F .

Demonstração. Para um Q-subfeixe R′ e para os parâmetros mencionados acima, temos

µ(R′) =
r1r

′
1(µ

′
1 − µ1) + r2r

′
2(µ

′
2 − µ2)

r1r′1 + r2r′2
(4.6.2)

⇒)

• Se E2 não é semiestável, então existe um feixe desetabilizador F ⊂ E2 e o Q-feixe, R′,
abaixo é um Q-subfeixe de R.

00 99 0
// F (4.6.3)

Dessa forma, µ(R′) > 0, isto é, R não é semiestável.

• Agora, se E1 não é semiestável e existe feixe desestabilizador F ⊂ E1 tal que φ1(F) ⊂ F ,
o Q-feixe abaixo R′′ é um Q-subfeixe de R.

Fφ1|F 77 φ2|F

// E2 (4.6.4)

Portanto, µ(R′′) > 0 e R não é semiestável.

⇐) Seja R′ ⊂ R um Q-subfeixe qualquer representado pelo diagrama abaixo.

F1φ1|F1 55 φ2|F1

// F2 (4.6.5)

Fatos:

• µ(F2) ≤ µ(E2), pois E2 é semiestável.

• φ(F1) ⊂ F1 ⇒ F1 não é subfeixe desestabilizador, ou seja, µ(F1) ≤ µ(E1).

Portanto, temos que µ(R′) ≤ µ(R).
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