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Resumo

Os sistemas ponto de sela surgem em uma grande quantidade de areas de investigacao, como
fisica, quimica, engenharia, reconstrugao de imagens, etc. Portanto, sao objeto de pesquisa,
tanto as propriedades presentes neles como os métodos utilizados para a sua resolucao.
Diversos métodos foram desenvolvidos dependendo das carateristicas do sistema, alguns
deles com a propriedade de preservar a estrutura da matriz do sistema.

Neste trabalho utilizamos umo destes métodos para melhorar a precisao obtida pelo
método ALGENCAN (Lagrangiano Aumentado usando GENCAN) em problemas de Pro-
gramacao Nao Linear (PNL). Este método é muito robusto, ele obtém uma boa aproximagao
da solugao com poucas iteragoes, mas perto da solucao nao consegue obter uma precisao
muito exigente. Para melhorar esta precisao, aplicamos o método de Newton a um sistema
KKT reduzido no ponto obtido por ALGENCAN, gerando um sistema ponto de sela. Para
esta implementacao utilizamos o método conhecido como fatoracao LDLY, escolhido por sua
propriedade de preservar a estrutura esparsa do sistema.
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Abstract

Saddle point systems arise in wide areas of research fields like physics, chemistry and engi-
neering and images reconstructions, etc. Then, the properties of these systems and solving
methods have been subjects of intense study in the last years. Depending upon the system
properties, several methods were developed; some of these, exhibit the property of preser-
ving the matrix structure system, like the sparsity. In this work, we have used one of these
methods to improve the accuracy by using ALGECAN (Augmented Lagrangian using GEN-
CAN) applied to Non-linear Programming (NLP) problems. This is a robust method which
helps to get a good approximation to the solution. However, in several cases, it is not possi-
ble to get the desired accuracy. In order to improve the precision, we have applied Newton’s
method in a reduced KKT system, starting from a point given by ALGENCAN, which is a
saddle point. We employ the so called LDL” factorization in order to implement Newton’s
method, which give us better accuracy.
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Capitulo 1

Introducao

Em anos recentes, houve um aumento no interesse na resolucao de sistemas de equacoes
lineares de grande escala, na forma de ponto de sela (saddle point). Isto é devido a que tais
problemas surgem em uma grande quantidade de aplicacGes cientificas e técnicas. Alguns
dos campos de aplicagao sao: dinamica de fluidos (Glowinski 1984, Quarteroni e Valli 1994,
Teman 1984, Tureck 1999, Wesseling 2001), estimacao de quadrados minimos ponderados e
com restrigoes (Bjork 1996, Golub e Van Loan 1996), otimizacao com restrigoes (Gill, Murray
e Wright 1981, Wright 1992, Wright 1997), econémico (Arrow, Hurwicz e Uzawa 1958, Duchin
e Szyld 1979, Leontief, Duchin e Szyld 1985), redes e circuitos elétricos (Bergen 1986, Chua,
Desoer e Kuh 1987), electromagnetismo (Bossavit 1998, Perugia 1997, Perugia, Simoncini e
Arioli 1999), reconstrucao de imagens (Hall 1979), entre outras aplicagoes.

Nesta tese abordamos o estudo da resolucao deste tipo de sistemas para acelerar os
métodos Lagrangianos Aumentados, utilizados para a resolucao de problemas de otimizacao.
A metodologia de trabalho foi estudar um artigo de Benzi, Golub e Liesen (2005), que contém
uma analise completa sobre a resolucao deste tipo de sistemas, estudando os aspectos tedricos
presentes neles. Logo, mostrando a importancia dos sistemas ponto de sela, os utilizamos
para atingir uma precisao maior que a obtida pelos métodos Lagrangiano Aumentado.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2: Neste capitulo fazemos um estudo da teoria presente no artigo de M.
Benzi, G. H. Golub e J. Liesen (2005).

Comecamos o capitulo definindo os sistemas ponto de sela, mostrando exemplos de
problemas onde eles podem surgir. Em seguida fazemos um estudo da teoria deste tipo
de sistemas e finalmente, estudamos os métodos utilizados para a sua resolucao.

e Capitulo 3: Neste capitulo apresentamos o método do Langrangiano Aumentado
com alguns propriedades. Definimos a funcao Lagrangiano Aumentado proposta por
Power-Hestenes-Rockafeller (PHR) e algumas propriedades referentes a convergéncia
do método.



e Capitulo 4: Este capitulo é o nexo entre os dois capitulos anteriores. Aqui apresen-
tamos nossas propostas para acelerar o Lagrangiano Aumentado, utilizando um dos
métodos estudados no Capitulo 2. Em seguida, mostramos os resultados numéricos
que obtivemos em nossas execugoes, e finalmente as conclusoes.

e Apéndice: No apéndice estao alguns resultados tedricos que precisamos para certas
demonstracgoes.



Capitulo 2

Sistemas Ponto de Sela

2.1 Introducao

Suponhamos que temos o seguinte problema clasico de Programacao Nao Linear Con-
vexa:
min % vTAx — fTx
suj.a Bx=g
com A € R, A = A" (simétrica) e A > 0 (semi-definida positiva), f,z € R*, B € R™*"
e g€ R"

(2.1)

Das condicoes de otimalidade de primeira ordem temos o seguinte sistema linear

Az — f+BTX = 0

iyl _, (2.2)

onde A é o vetor de multiplicadores de Lagrange, ou matricialmente

(55 )(3)-(3) e

Deste sistema, podemos destacar duas propriedades:
Propriedades:

1. Uma solugao deste sistema ¢ um ponto KKT do problema original, mais ainda, ¢é
solucao dele.

2. Qualquer solugao (x*, \*) deste sistema é um ponto de sela da funcao Lagrangiana:

1
L(z,\) == 2TAx — fTo + (Bx — g)" A
ou seja 2

Llz*\) < Lz N) < Lz, \) ¥ e R, \e R
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Demonstracao: A primeira propriedade é uma conseqiiéncia das condig¢oes de otimalidade
de primeira ordem, assim sé resta provar a segunda. Para esta, devemos mostrar que se
(z*, \*) € R*™ satisfaz (2.3) entao

Lz \) < L@ N) < L(x,\) ¥ e R, \e R

Seja (z*, A\*) um ponto que satisfaz (2.3), entdo z* é um ponto K KT do problema (2.1) com
A* vetor de multiplicadores de Lagrange associado. Como o problema (2.1) é um problema
de programagao convexa entdao (x*,\*) é solugao do problema dual de (2.1), para mais
informagao ver Luenberger (1989) (cap. 13) entao

L(x*, ) = mixxﬁ(a:*, A) > Lz, ) Ve RY,

L(x*,\*) > L(z",\) YA e R"

Para provar a outra desigualdade, consideremos a fun¢ao Langrangiana no ponto (z, A*), que
¢ uma funcao que depende da variavel x somente:

1
Lz, \*) = 5 2TAz — T2 + (Bx — g)"\*.

Como (z*, \*) satisfaz (2.3), entdo é um ponto estacionario da fungdo L(z,A\*) . Por outro
lado esta funcdo ¢ quadratica com A = AT e A > 0, entdo 2* é minimizador global dela (ver
Proposi¢ao A.1). Logo

L(z*, X)) =min L(z,\") < L(z,\")Vze R,

L(z*,\") < L(z,\") Vz e R".

Com isto finalizamos a prova. m
Esta segunda propriedade dé origem ao nome de uma generalizacao deste tipo de sistemas,
chamados sistemas Ponto de Sela.

2.2 Sistemas Ponto de Sela

Consideremos os sistemas lineares em blocos 2 x 2 com a seguinte estrutura:
A BT x f
(5 %) (5)-(3) =

AeR™ B,eB,e R"" e C e R™™, com m <n, (2.5)

(i )= () oo (1)

no qual

ou, chamando
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o sistema anterior pode ser resumido como
Ap=0.

O caso em que A e/ou B; ou By ou ambas sejam nulas é excluido.

Definicao 2.1 Um sistema linear na forma (2.4) e (2.5) descreve um problema Ponto de
Sela ou Saddle Point, se os blocos A, By, By e C' satisfazem uma ou mais das sequintes
condigoes:

1. A é simétrica: A= AT
2. a parte simétrica de A: H = %(A + AT) ¢ semi-definida positiva
3. Bp=By=B8B
4. C é simétrica (C = CT) e semi-definida positiva
5. C=0.
A matriz A € chamada matriz ponto de sela.

Pode se observar que 5. implica 4.
O caso mais simples é quando todas as condi¢oes anteriores sao satisfeitas. Neste caso A é
simétrica, semi-definida positiva e sob estas condicoes o sistema (2.4) resulta em um sistema

linear simétrico da forma p . ;
B T
(5 0)0)-(0) 20

que ¢é justamente o sistema apresentado na introducao deste capitulo.

Um caso particular deste tipo de problemas é o seguinte. Apresentamos aqui um exemplo
de uma situacao onde surge um sistema ponto de sela. O problema desenvolvido refere-se a
achar o melhor estimador linear despolarizado ( “best linear unbiased estimate” BLUE) que é
obtido encontrando a solucao do seguinte problema de quadrados minimos generalizado:

min(f — Gz)' W™ (f — G)

onde f € R', G € R"™, m <n, W e R"™ simétrica e definida positiva. Seja c(z) =
(f = Go)"W=Y(f — Gz), como W ¢é simétrica e definida positiva entdo W~ também ¢é
simétrica e definida positiva, entao existe sua fatoracao de Cholesky. Seja L € IR™™ matriz
triangular inferior tal que W~! = LL” entao

C(z) = (f = Go)LL"(f — Gz) = || L' (f — Ga) ||?
Das condicoes de otimalidade de primeira ordem tem-se

VO =2GTLLY(f—Ga)=0 <+« G'WYf-Gz)=0
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Seja y=WHf-Gr) = [f-Gx=Wy <+ [f=Wy+Gz

Logo temos o seguinte sistema linear

{ Wy+Gr = f
0

(o 5)(2)=(3)

Esta formulagao também é conhecida como formulagao do “sistema aumentado” e, como
podemos verificar, corresponde a um sistema com a estrutura do sistema (2.6).

Matricialmente

2.3 Fatoracao das matrizes Ponto de Sela

A resolucao de sistemas lineares cuja matriz do sistema é triangular é uma situacao muito
desejavel. Uma maneira de obter sistemas com estruturas mais simples é fatorar a matriz do
sistema. A fatoracao consiste em decompor a matriz como produto de duas ou mais matrizes.
E claro que nao nos interessa qualquer fatoracao, as que sao de interesse sao aquelas onde
as matrizes que surgem na decomposi¢ao tém estruturas mais simples que a original, como
por exemplo estrutura diagonal, triangular, ou ortogonal. Logo o sistema linear pode ser
reescrito como a resolugao de dois ou mais sistemas (dependendo da fatoracao) de estruturas
matricias mais simples.

Suponhamos A nao singular, entao a matriz A dada em (2.4) admite a seguinte fatoracao

em bloco:
B A BlT B I 0 A 0 I A*1B1T
A—(32 —C’>_(BQA1[><O S><O I ) (2.7)

onde S = —(C + ByA™'BT) é o complemento de Schur de A em A. Outras fatoracoes da
matriz A4 sdo possiveis, porém, trabalharemos apenas com a decomposi¢ao (2.7) devido as
propriedades que surgem dela, como veremos nas seguintes secoes. Por outro lado, em geral
as fatoracoes nao preservam a esparsidade da matriz, enquanto que este tipo de fatoracao
(2.7) tem a propriedade de preservar esta estrutura.

Da fatoracao anterior, podemos observar que se A ¢ inversivel, a matriz A é nao singular
se, e somente se, o complemento de Schur é inversivel.

2.4 Condicoes de solubilidade

O conhecimento da existéncia ou nao de solugoes do problema que estamos interessados
em resolver é uma tarefa muito importante, ja que ela vai nos dar ferramentas para nao
trabalhar em vao, além de dar informacao sobre o problema que este sistema representa. E
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por isso que a andlise da solubilidade é muito importante, para decidir se contiuamos com
esse objetivo ou devemos muda-lo. A seguir vamos estudar sob que condigoes os sistemas
Ponto de Sela tém solucao.

Caso simétrico

Considere o caso A = AT, A > 0,B =By, =B, C =0,entao S = —BA™'BT ¢
semi-definida negativa e se B tem posto completo (isto é, suas colunas formam um conjunto
de vetores linearmente independentes) entdao S é inversivel e portanto, A é inversivel, logo o
sistema (2.6) tem solugao tnica.

Lema 2.1 Sob as condicoes A = AT , A >0, B, = By = B com posto completo e C=0 ,
se (z*,y*) € a solugdo de (2.6) entdao x* € a unica solugdo de (2.1).

Demonstracao:  Como (z*,y*) satisfaz (2.6) entao Bz* = g.
Sejam z e p tais que z é outra solugao do sistema anterior, ou seja Bz = g com z # x* e
p satisfaz p = 2* — z (note que p # 0).
Entao
Bp = B(z*—z2) = Bx*—Bz = 0 = pé€ Nu(B).

Por outro lado,
1

J(z) = 3 Az — 1z,
mas como 2z = z* — p temos
* 1 * T * T *
J(@* =p) =5 (@ —p) Alz” —p) = f (" —p)
1 «\T * T * 1 T T, * T
—E(x)Ax —p Ax +§pAp—fx+fp. (2.8)
Para concluir esta prova é preciso fazer outra analise.

De (2.6)
A"+ By* = f = Ax* = f — By*

= pl A =p'(f =BTy ) =p" f—p" BTy =p"f - (Bp)'y",
como Bp =0, pois p € Nu(B), entao tem-se

pT Azt =p"f = fTp.
Utilizando este resultado em (2.8) obtemos

1 1
() Az* + = pTAp — fTo* = J(z*) + = pT Ap.

J(z" —p) = 5 5

N



2.4 Condicoes de solubilidade 8

Como A é definida positiva e p # 0, entao

1
J(z*) + B plAp > J(x),

assim

J(z* —p) > J(x¥) <= J(z) > J(z").

Logo, como z é arbitrario, temos J(z) > J(z*) Vz factivel diferente de x*.

Com isto fica provado que x* é solugao de (2.1).

Por outro lado, se w é solucao de (2.1) entao satisfaz (2.6), mas pelas hipdteses o sistema
(2.6) tem uma tunica solugao entao w = z*, logo a tnica solugao de (2.1) é z*. m

Em seguida vamos a analisar o caso em que A = AT e definida positiva, B, = By, = B
e C' # 0 semi-definida positiva. Sob estas condigoes S = —(C' + BA™'BT) é simétrica e
semi-definida negativa. Sob estas hipdteses estabelecemos algumas proposigoes:

Proposigao 2.1 A matriz S € definida negativa se, e somente se, Nu(BT) N Nu(C) = {0}.

Demonstracao:  Suponhamos S definida negativa, isto ¢ 27Sx <0 Vo #0 e 27Sx =
0 se, e somente se, x = 0.
Seja z € Nu(BT) N Nu(C) = BTz=0e Cz=0
Agora
'Sy = —2'(C+ BA'BT) 2 = —2"'Cz — 2" BA'BTx =

= —2"Cr — (BT2)"A™Y(BTz) =0

portanto
PSr=0 = x2=0

Logo Nu(BT) N Nu(C) C {0}. Mas como 0 € Nu(BT) N Nu(C) entao Nu(BT) N
Nu(C) = {0}.

Reciprocamente, suponhamos que {0} = Nu(B*) N Nu(C). Como C >0e A > 0
entdao S < 0, logo somente temos que provar que ! Sz = 0 implica z =0 .
Seja z tal que

0=212"Sr=—2"(C+BA'B" 2= —2"C2z —2"BA'B"x.

Como C' > 0e A >0 e portanto A~ também é definida positiva, temos o seguinte:
(a) 27Cx=0 = Cz=0 (ver A2) = =z € Nu(O).

(b) (BT2)TAY(BTz)=0 = BTz=0 = x € Nu(B").

Portanto x € Nu(BT) N Nu(C) ={0} = z=0. Logo S ¢ definida negativa. m

Proposicao 2.2 Se BT tem posto completo entdo A € inversivel.
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Demonstragao:  Utilizando a fatoragao (2.7), a matriz A é inversivel se, e somente se, a
matriz S é inversivel e como esta ultima matriz é semi-definida negativa, basta provar que
ela é definida negativa.

Seja x tal que 7 Sr =0 = =z € Nu(BT)N Nu(C) = BTz =0, mas como BT tem
posto completo temos que x = 0. Assim S é definida negativa. m

Estas duas ultimas proposicoes podem ser resumidas no seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja A simétrica definida positiva, B1 = By = B e C simétrica semi-definida
positiva. Nu(C) N Nu(BT) = {0}, se, e somente se, a matriz ponto de sela A é inversivel.
Em particular, se B tem posto completo, A ¢é inversivel.

O seguinte teorema d& informacao sobre que condicbes a matriz A é inversivel, exigindo
sO que a matriz A seja simétrica e semi-definida positiva. A prova dele pode ser achada em
Benzi, Golub e Liezen (2005, Teorema 3.3)

Teorema 2.2 Seja A semi-definida positiva e simétrica, By = By = B com posto completo

e C'=0. Entdao uma condicao necessdria e suficiente para que a matriz ponto de sela A seja
inversivel é que Nu(A) N Nu(BT) = {0}.

O proximo teorema é uma generalizacao do teorema anterior para o caso em que C' = 0.
Ele fornece uma condigdo necessdria para a nao singularidade da matriz A. Novamente a
prova pode ser achada em Benzi, Golub e Liezen (2005, Teorema 3.3)

Teorema 2.3 Se a matriz A A BI
~\ B 0

. , . A
¢ inversivel, entao posto(B1) = m e posto < B > =n.
2

O seguinte teorema extende as condi¢oes necessarias e suficientes do Teorema 2.2 para A ser
inversivel.

Teorema 2.4 Seja H a parte simétrica de A, semi-definida positiva, By = By = B com
posto completo e C simétrica e semi-definida positiva.

1. Se Nu(H) N Nu(B) = {0} entdo A é inversivel.
2. Se A € inversivel entio Nu(A) N Nu(B) = {0}.

Demonstragao:
1. Para provar que A é inversivel, vamos provar que o sistema

(gfg)(;):o ou  Au=0 (2.9)
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tem como unica solucao x =y = 0.
Seja ( z ) tal que é solugao do sistema (2.9), entao

Az + BTy =0, (2.10)
Bx—Cy =0. (2.11)

Pré-multiplicando a equacao (2.10) por z! temos

" Az + 2" BTy = 0. (2.12)
Pré-multiplicando a equacdo (2.11) por y? temos

y'Bx —y"Cy = 0. (2.13)
Observemos que y! Bx = (Bx)Ty = 27 BTy, substraindo (2.13) de (2.12) obtemos:

2T Az +yTCy = 0. (2.14)

Por outro lado se A = H + K onde H e K sao a parte simétrica e anti-simétrica de A
respectivamente, verifica-se que 7 Ar = 27 Hx, entao substituindo este resultado em (2.14)
tem-se:

T Hr +y"Cy = 0. (2.15)

Agora, como H > 0 e C' > 0 e ambas sao simétricas, verifica-se:
v"Hr=0 = Hr=0 = z¢& Nu(H) (2.16)
y'Cy=0 = y=0. (2.17)

Substituindo o valor de y em (2.11) tem-se:
Bx =0 == xr € Nu(B). (2.18)
Logo, de (2.16) e (2.18) tem-se:
x € Nu(H) N Nu(B) = {0} — x =0,
entdo, a tnica solucao de (2.9) é a trivial. Logo A é inversivel.

Agora, provemos o item 2. do Teorema. Seja x € Nu(A) N Nu(B) e seja u = ( g ) , logo

=5 2 ) (0)=(5)

como x € Nu(A) N Nu(B), entdao Au = 0. Por outro lado A é inversivel, assim verifica-se
que i = 0 e portanto x = 0, com o qual fica provado o item 2. m

Resumindo as condigoes de inversibilidade:
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1. Sejam A= AT, Bi=B,=BeC=C", C>0.
(a) Nu(C)N Nu(B) ={0} <= A é inversivel.
(b) Se BT tem posto completo entdao A é inversivel.

2. Sejam A = AT, A >0, B, = By = B com posto completo e C' = 0.

Nu(A) N Nu(BT) = {0} <= A ¢ inversivel.

3. Sejam A= AT e C = 0. Se A é inversivel, entdao posto(B;) = m e posto ( él ) =n.
2
4. Seja H parte simétrica de A, H > 0, By = By = B com posto completo e C' =
o, C>0.

(a) Se Nu(H)N Nu(BT) = {0} = A é nao singular.
(b) A é inversiivel — Nu(A) N Nu(B) = {0}.

2.5 A inversa das matrizes Ponto de Sela

Na secao 2.3, estudamos que sob a hipotese de A ser nao singular, a matriz A é nao singular
se, e somente se, o complemento de Schur S = —(C + BFYA7'BT) ¢ nio singular. Além
disso obtivemos uma fatoracao dela. Portanto assumamos que A é inversivel e lembremos a
descomposicao da matriz A, entao temos

a_( L ooN(AaoON(I A'B]
"\ Bat 1 )\o s)\o 1 )

Vamos a usar esta descomposicao para achar a inversa. Chamando Fy, M e F; as trés
matrizes que aparecem na fatoracao respetivamente, podemos escrever a seguinte igualdade

./4, = FlMFQ,

logo
A = ()T M) (2.19)

Calculando cada inversa de (2.19) separadamente, obtemos:

(1 —ABY L (A0 L. ( I o0
by —<0 I M=o sv) = _par 1)

Finalmente fazendo as operacoes correspondentes, temos:

ot (AT HATBIS T BAT A Bl
—SilBQAil St
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Se A for singular e C' nao singular, pode-se obter uma expressao analoga, assumindo que a
matriz A + BIC~1B, (complemento de Schur de C em A) é inversivel.

Vamos a analisar o sistema ponto de sela para o caso particular em que A é simétrica
definida positiva, B = B; = By, C = 0, S = —BA™'BT nao singular (portanto definida
negativa) e g = 0. A solugao (z*,y*) de (2.6) é:

N o f\ [ (I+ABTSIBAf
Seja ™ = —A'BTS™'B, por construcio m é um operador linear, além disso satisfaz
que 72 = portanto 7 é projecao. Agora, dado v € IR", j4 que w?v = mv entdo

v € Im(A~1BT). Por outro lado, v — mv € Nu(nr) = A 'BTS™'Bv —m) =0 =
BTS7'B(v —7m) =0 = (v—7m0)'BTS'B(v—nv) =0, mas como S~! ¢ definida
negativa verifica-se que B(v —mv) =0 = v —7nv € Nu(B) = v —mv L ImBT.
Portanto temos a seguinte relacao:

mv € Im(A'BT) e v—mv L Im(BT) VvelR.
Da equagao (2.20), a primeira componente pode ser escrita como
ot =1+ A'BTS'BYA f = (I —7)d

onde = A"1'f é a solugdo do problema irrestrito com a fungao quadratica de (2.1). Da
tiltima expressao podem-se tirar duas observacoes: a primeira é que 2* é ortogonal a Im(BT).
A segunda é que = x* + w1, significa que a solucao do problema irrestrito esta formada
por duas partes, uma que estd na Im(A~'B) e a outra que é ortogonal a BT.

Voltando a nosso sistema ponto de sela, temos

Ar* + BTy* = f = Axz* = f — BTy*,

Bzx* =0,
entao

0= Bx* = BA'Ax* = BA™'(f — BTy"). (2.21)
Como A é simétrica e definida positiva, sua inversa define o seguinte produto interno

(v,0) 41 = vT A7,

0[5 = (v, v) a1
Logo de (2.21), f — BTy* ¢é ortogonal a cada uma das colunas de BT com relacio a (,)4-1,
entdo f — BTy* Ly . Im(B") entdo B"y* é a projecao ortogonal de f sobre I'm(B"),
portanto y* é solugao do seguinte problema de quadrados minimos

min || f — B ul|a-1.
u
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Assim, para resolver o problema ponto de sela (2.6) (com g = 0), pode-se resolver primeiro
o problema de quadrados minimos generalizados obtendo y*, e em seguida calcular z* de
acordo com

zt = ATY(f - BTy").

2.6 Propriedades Espectrais

O estudo das propriedades espectrais é muito importante para o desenvolvimento de métodos
algoritmicos, como também na andlise da convergéncia deles. Na otimizacao, o conhecimento
do signal dos autovalores da matriz Hessiana permite nos determinar se o ponto estacionario
obtido é em um minimizador ou maximizador local, ou, um ponto de sela. Este fato é o que
motiva esta secao.

Antes de tratar algumas propriedades de autovalores, vamos estudar outras propriedades
matricias que serao tteis. Trabalharemos com matrizes reais, mas as propriedades, definigoes
e teoremas desenvolvidos também se estendem naturalmente ao caso complexo.

Definicao 2.2 Duas matrizes A e B se dizem “congruentes”, se existe uma matriz inversivel
P tal que PTAP = B.

Exemplo: Consideremos as seguintes matrizes

() e ()

Elas sao congruentes, pois escolhendo

verifica-se que PTAP = B.

A seguir vamos a estudar alguns resultados referentes a congruéncia de matrizes, comecando
com a relacao de equivaléncia.

Lema 2.2 A “congruéncia”é uma relacao de equivaléncia. Isto é:
1. A € congruente a A.
2. Se A € congruente a B entdo B € congruente a A.

3. Se A € congruente a B e B ¢ congruente a C, entao A é congruente a C'.
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Demonstragao:

1. Basta escolher P = I.

2. Se A= PTBP, com P inversivel, entao B = (PT)"1AP~1.
3.S5¢ A= PTBP e B=STCS entao A = (SP)'C(SP). m

Propriedades:
1. Duas matrizes congruentes tém o mesmo posto.

2. Sejam A e B matrizes congruentes, entio A € definida positiva (negativa) se, e somente
se, B € definida positiva (negativa).

Demonstragao:
1. Sejam A e B matrizes congruentes == 3 P inversivel tal que PTAP = B  ou

A=pPTBpt
Agora
posto(B) = posto(PT AP) < posto(PTA) < posto(A)
= posto(B) < posto(A).

Com um argumento similar, utilizando A = P~TBP~! podemos obter
posto(A) < posto(B).
Juntando ambos resultados tem-se

posto(A) = posto(B).

Para a prova da segunda propriedade analisamos o caso em que A > 0, queremos provar que
B > 0, ou seja PTAP > 0.
Pela hipdtese,

v PTAPx >0 V Pz #0.

Agora Pr =0 <= x =0 pois P é inversivel = 2T PTAPx > 0Vx # 0. Logo B ¢
definida positiva.
Para a reciproca, basta trocar B por A na prova anterior. Assim fica demonstrado 2. m

Corolario 2.1 Sejam A e B duas matrizes congruentes. Entao A é indefinida <= B €

indefinida.

Outro conceito de uma matriz que adquire importancia no momento de obter informagao
acerca dos autovalores dela é o conceito de Inércia da matriz que é definido a seguir.
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Definigao 2.3 Seja A € IR™ wuma matriz simétrica. Chamamos “Inércia de A 7 a terna
ordenada:

(A) = (i1 (A), i (A),io(4))

onde iy (A) € a quantidade de autovalores positivos de A, i_(A) é a quantidade de autovalores
negativos de A, e ig(A) € a quantidade de autovalores nulos de A, contando multiplicidade.
Note que posto(A) € igual a i, (A) +i_(A).

Observagao: Seja A € IR™ matriz simétrica, entao 3 U € IR™ matriz ortogonal tal que
A = UAUT com A = diag(\i,...,\,), A\ i-ésimo autovalor de A e \; € IR pois A é
simétrica. Suponhamos que A tem r autovalores positivos, k negativos e n — k — r nulos.

Sem perda de generalidade, vamos supor que estao ordenados tais que Aq, ..., A\, sao positi-
VOS, Ari1, - - -y Apik SA0 NEegativos € A\piki1, ..., Ap_p_g Nulos.

Definindo D = diag(v/A1, ..., VA A/ =AMt 1s -+ -5 A/ —Ariis 1, ... 1) temos que D é ndo singu-
lar e A= DI(A)D, onde I(A) = diag(1,...1,—1,...—1,0,...0). Os primeiros r elementos

da diagonal sao 1’s, os r + k seguintes tem o valor —1 e os n — k — r restantes sao 0, ou,
também podemos dizer que [(A) tem iy (A) termos que sao “+17, i_(A) termos que sao
“17e ip(A) termos que sao “0”.

Matricialmente
1
1 0
—1
A=D D = DI(A)D. (2.22)
—1
0 0
0
A matriz I(A) é chamada matriz inércia de A.
Agora a matriz A pode ser escrita como
A=UDI(A)DUT = NI(A)NT, (2.23)

onde N = DUT. Logo A é congruente a I(A). Assim toda matriz simétrica é congruente &
sua matriz de inércia (ver Horn e Johnson (1985), pag. 223).

Teorema 2.5 Lei da Inércia de Sylvester:
Duas matrizes simétricas sao congruentes, se e somente tém a mesma inércia, isto €, a
mesma quantidade de autovalores positivos, negativos e nulos.
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(ver Horn e Johnson (1985), pag. 224).
Demonstracao: Suponhamos que A e B tém a mesma inércia, entao cada uma pode ser
expressa da forma (2.23), com a mesma matriz de inércia, mas provavelmente, com diferentes
N . Agora, pela parte 3 do lema 2.2, a congruéncia é uma relacao transitiva e neste caso,
temos que A e B sao congruentes a mesma matriz de inércia, portanto B é congruente a A.
Reciprocamente, suponhamos A congruente a B e seja P matriz inversivel tal que A =
PTBP. Como A e B tém o mesmo posto (pela propriedade 1.), entdo tem a mesma quan-
tidade de autovalores nulos. Assim sé precisamos provar que elas tem a mesma quantidade
de autovalores positivos.
Suponhamos que A tem r autovalores positivos e sejam vy, ..., v, autovetores ortonormais
de A correspondentes aos autovalores positivos Ay, ..., \.. Seja T = span{vy,...,v.} entdao
a dimensao de T é r, e se v € T com z # 0 entao

r=aoa1v+ ...+ av,

= Ar = Maqvg + ...+ Nayv,

= 2lAr= Z(aivi)TZaj)\jvj = Z aiX; >0
i=1 j=1 i=1

— ' P"BPz > 0

= (Px)"B(Px) >0

entao y' By > 0 Vy € M = span{Puvy,..., Pv,} com y # 0. Como P é inversivel e vy, ..., v,
sao ortonormais entao Puvy, ... Pv, sao linearmente independentes, portanto M tem dimensao
r, entdao B tem no minimo r autovalores positivos (ver corolario A.1). Assim I, (B) > I (A).

Agora como os papeis entre A e B neste argumento podem ser trocados, podemos concluir
que I, (A)=1,(B). =

Este teorema ¢ muito importante, dado que no caso das condicoes de otimalidade em
problemas de otimizacao, podemos obter informagcao valiosa acerca dos pontos estacionarios
do problema.

Agora sim, ja estamos em condicoes de estudar algumas propriedades referentes aos
autovalores das matrizes presentes nos sistemas ponto de sela.

Assumamos que A é simétrica e definida positiva, By = B, = B com suas colunas
linearmente independentes, seja C' simétrica semi-definida positiva. Entao de (2.7) temos

(o 1) (5 Ze) (0 77 )=(5 %)

com S = —(C — BA7!BT) simétrica definida negativa.
Logo A é congruente a matriz em bloco

(5 %)
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Como esta ultima matriz é indefinida, pois tem n autovalores positivos, que sao os autovalores
da matriz A e tem m autovalores negativos correspondentes a matriz S, entao A é indefinida
com n autovalores positivos e m autovalores negativos. O mesmo acontece se B tiver posto
incompleto, ou suas colunas nao forem linearmente independentes, pois S continua sendo
definida negativa. Se S tiver posto deficiente, por exemplo m — r, entao S teria m — r
autovalores negativos e r nulos. Logo A teria n autovalores positivos, m — r negativos e r
nulos.

O seguinte resultado estabelece um limitante para os autovalores de um tipo das matrizes
A, que correspondem ao tipo de matrizes que sdo de nosso interesse.

Teorema 2.6 Sejam A simélrica definida positiva, By = By = B com posto completo e
C =0, uy e, o maior e o menor autovalores de A respectivamente, o1 e o, 0 maior e o
menor valores singulares de B e o(A) o espectro de A. Entao

o(A)C I UIT,
onde . )
I~ =] §(un—\/u%+40%, 5(#1—\/u%+40% )]
e

1
It =1 i, §(M1+\/M%+40% ) ]

(ver Rusten e Winter (1992))

Demonstragao: Seja A um autovalor de A com autovetor associado ( Zj >, isto é

(5 %)0)=()

Az + BTy = A, (2.24)
Bz = . (2.25)
Se x =0, de (2.24) temos BTy =0, logo, ¥ =0 pois B tem posto completo, mas isto nao

entao

pode acontecer, ja que ( z ) é autovetor, portanto = # 0.

Pré-multiplicando (2.24) por = temos
o' Az + 27 BTy = \|z|)?, (2.26)
e pré-multiplicando (2.25) por y temos
y" Bz = M|y||*. (2.27)
Agora, substituindo (2.27) em (2.26) obtemos

2T Az + Ayl = Al (2.28)
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Como A tem autovalores positivos e negativos, vamos dividir a demonstracao em duas partes,
uma considerando os autovalores positivos e a outra considerando os negativos.
Analisemos o primeiro caso. Sabe-se que zT Az > u,||z||*> (ver Proposigao A.3), entdo
substituindo em (2.28)

o Az + Ayl = pllz]* + Ayl

— Al l* > | 1* + Allyl1®

— =AMyll* = (1 = N

= 0> pp—A

— A > . (2.29)
Por outro lado, de (2.25) temos

Br =Xy = |[|Bz| = Ayl = %HBCL’II = llyll
Entao substituindo em (2.28), segue que
T Az + %HB;CHQ — Az (2.30)
Considerando a desigualdade (ver Proposicao A.3 e Proposigao A.4)

1 1
o' Az + LBl < mllz|® + S o7l

A

logo, (2.30) fica
Nlz]* < (A + of) ||z

(
< (=N 4 A+ 02) ]
(

- 0
— 0> AQ—ulA—Ul)
— 0> = A= Ao), (2.31)
onde 1
M= gl + o/t + 4ot ),
)\2:%<M1_ pii + 40t ).

Como os autovalores e os valores singulares sao positivos, das duas tltimas expressoes temos
que A\ >0 e Ay < 0. Agora da desigualdade (2.31) tem-se duas opgoes

1. )\2)\1 (§] )\S)\Q
2. /\S/\l (§] /\Z/\g
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1. nao pode acontecer, pois se A < Ay entao A < 0 que é absurdo. Portanto

1 /

Logo, juntando (2.29) com (2.32) temos

1
A€ fpn s gl pi+ 4ot ) ).

Agora analisemos o caso dos autovalores negativos. De (2.25) temos

1

Ay = Bx = [Nyl =Bzl = |yl ZWIIBwII
substituindo em (2.28)
o Az + %HBQ&HQ Az, (2.33)
e lembrando que
aT Aw > pu|]|?,
€ 1 9
S1Bal? > e,
(2.33) fica
Mall? > pallall + 5 o3l
— (N = pnh = o})Jz]* < 0
— (A= A1)\ — o) <0, (2.34)
onde ]
A= 5(/% + 4/ p2 + 4ot ),
€

1
Az = 5 (pn =\ 1+ ot ).

Observemos que A\; >0 e Ay < 0. Assim como antes, da desigualdade (2.34) temos duas
opcoes

1. )\2)\1 (§] )\S/\Q

2205 e A> N
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Se acontecer 1. entao A > 0 o qual contradiz nossa hipéteses. Portanto

1 /

Agora, vamos a procurar o limitante superior. Sabemos que z € IR, e IR" é soma direta de
Nu(B) e Nu(B)* = Jv € Nu(B) e w € Nu(B)* tais que z = v+ w, entdo fazendo
(2.24) produto interno com v temos

(Az,v) + (BTy,v) = (\z,v)
= (Av,v) + (Aw,v) = Xv,v) + Mw,v) — (BTy, v).
Como (w,v) = 0 temos
= (Aw,v) = \||v||* = (Av,v) — (BTy,v). (2.36)
Agora

pnllV]l* < (Av,v) < ol = —pallol® = —(Av,v) = —pmlv]*. (2.37)

Br = *B(v +w) =

. T _ T _ 1
Também temos (B'y,v) =y Bv, mas como Br = \y = y = g

%Bv — y= %Bv, logo

>

1 1
(BTy,v) = XUTBTBU = XHBUH2 (2.38)

‘ 1 1 1
Lol <~ 1Boll < 2ol (2.39)

Substituindo (2.37)-(2.39) em (2.36) temos

1
(Aw, v) = A[v]|* = (Av,v) — (B"y,v) = A[ol* — mlol* — T

A

v
portanto
(Aw, v) > N[Jv||* = pullv]]* - iafrszHQ- (2.40)
Por outro lado, fazendo o produto interno de (2.24) com w obtemos
(Az,w) + (B'y, w) = (Az, w).
— (Av,w) + (Aw,w) = Mo, w) + Mw,w) — (BTy, w).
Como (v, w) =0 e (BTy,w) = y" Bw = 0, temos

(Av,w) = NJwl]* = (Aw, w) < Mwl|* — i Jw]|* = (A = ) 0] *.
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Assim,
(Ao, w) < (A = o) ] (2.41)

Como A = AT se cumpre que (Av,w) = (Aw,v), logo podemos juntar (2.40) e (2.41)
obtendo

1
Aloll? = mlloll® = Somllvll® < (= ) ],

Lembrando que A < 0 e pu, > 0, o lado direito desta desigualdade fica negativo, entao
verifica-se que

Mol = pallolP? = 5% 1ol < 0
— (A = Ay = ap) v = 0.
Assim pode acontecer uma das seguintes opcoes:
LA =Xy —02 >0
2. vf*=0
Se acontecer 2. |[v][? =0 = v=0 = = =w, entao (2.24) e (2.25) ficam
Aw + BTy = \w, (2.42)
Bw = \y. (2.43)

Como w € Nu(B)* de (2.43) temos que y =0, logo (2.42) fica Aw = w = A é um
autovalor de A, mas isto nao pode acontecer, como A ¢é simétrica definida positiva, tem
todos os seus autovalores positivos. Assim

)\2_)\:u1_0_12n207

que fatorando resulta:

(A= A\ = A) >0, (2.44)
onde
1
A= §(u1 + /13 + 402, )
e
1
Az = 5 =/t +dof, ).

Notemos que A\; >0 e Ay < 0. Da desigualdade (2.44) temos duas opgoes
1. A Z /\1 e A Z /\2

2. )\§>\1 e)\§>\2
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Se acontecer 1. temos A > 0, o qual contradiz a hipéteses. Portanto temos

/\S/\l e /\S)\Q — )\S)\Q

(1 = /i + 407, ). (2.45)

Finalmente, juntando (2.35) com (2.45) obtemos

1 1
A€ [§(un—\/ui+40% ),§(u1—\/u%+40'%1 )

O que conclui nossa prova. m

Assim
A<

N | —

Este ultimo resultado pode ser estendido para o caso em que C' # 0 é semi-definida
positiva, mas nossa andlise fica por aqui.

Estes limitantes para os autovalores sao usados para medir a rapidez de convergéncia de
alguns métodos iterativos aplicados ao sistema ponto de sela.

2.7 Meétodos de resolucao de sistemas Ponto de Sela

A solugao algoritmica para problemas ponto de sela pode ser dividida em duas categorias:
meétodos segregados e métodos acoplados. Os métodos segregados calculam dois vetores des-
conhecidos = e y separadamente, dependendo do caso serd determinado z ou y primeiro.
Esta aproximacao envolve a solucao de dois sistemas lineares de tamanho menor que n+m,
chamados sistemas reduzidos. Estes métodos podem ser diretos ou iterativos, ou envolver
uma combinacao dos dois. Os representantes mais importantes destes métodos sao: o método
da reducao do complemento de Schur, que se baseia na fatoracao LU de A e o método do
espaco nulo que depende de uma base para o espaco nulo das restrigoes.

Os métodos acoplados acham z e y (ou aproximagoes deles) simultaneamente, sem fazer
uso explicito do sistema reduzido. Estes métodos incluem resolucoes diretas, baseadas na
fatoracao triangular da matriz A e resolugoes iterativas como o método do subespago de
Krylov.

Apos este breve resumo vamos apresentar os métodos mencionados anteriormente e alguns
outros.

2.7.1 Reducgao ao Complemento de Schur

Do sistema (2.4) temos as seguintes equagoes

Ar + Bly =
By + (—Cly = g.

e

(2.46)



2.7 Métodos de resolucao de sistemas Ponto de Sela 23

Supomos A e A nao singulares, e lembrando a fatoracao de A temos

A BTN (I ON[{AO\[I A'BT
(B2 —C)_<BzA‘1I)(O S)(O ) (247)

com S = —(C + BoA™'BT') o complemento de Schur de A em A. Desta igualdade podemos
inferir que S ¢ inversivel. Fazendo a multiplicacao matricial com as duas ultimas matrizes
que aparecem no lado direito da igualdade temos

(;2 ?E)Z(Bgz{l—l?)(jgl?)- (2.48)

Esta fatoracao de A corresponde a sua fatoracao LU, onde

I 0 A BT
L_(BQA_lf) ¢ U‘(o S)'

Voltemos ao sistema (2.46). Pré-multiplicando a primeira equagao por BsA~! obtemos
Box + BoA™'Bly = ByA™Lf
Como Byxr = g + Cy, a equagao anterior fica

Cy + BQA_IBiFy = BQA_lf —g

— (C+ BA "By = BobA™ ' f — g. (2.49)
No lado direito deve-se resolver o sistema Av = f , a menos que f seja nula. E importante
destacar que o sistema (2.49) tem uma tinica solucao, pois a matriz (C'+ BoA~!BY) = -S|

sendo portanto inversivel.
Uma vez encontrada a solugdo y* de (2.49), x* pode ser obtido resolvendo

Av=f - Bly",

que ¢ o sistema reduzido de ordem n . Estes dois sistemas para z e y podem ser obtidos
usando a fatoracao LU de A . Como

A=LU,

()=0) = ()= ()
- /(5)=(2)
= GE)0) - Cae D)

temos que
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= (0 9)0)-(wdsy)

Este é um sistema triangular superior por blocos, do qual podemos obter as equacoes apre-
sentadas anteriormente e cuja resolucao ¢ mas simples que a do sistema original.

A solucao destes dois sistemas pode ser achada por métodos diretos ou iterativos. Um caso
especial surge quando A e —S sao simétricas definidas positivas, desta forma os métodos
que podem ser implementados sao a fatoracao de Cholesky ou Gradientes Conjugados.

O método desenvolvido nesta secao é conhecido com diferentes nomes dependendo da area
de pesquisa. Em otimizacao é conhecido como método do espaco imagem e é recomendavel
quando o ordem m do sistema reduzido é pequena e o sistema linear com a matriz A pode
ser resolvido eficientemente.

As principais desvantagens do método sao a necessidade de A ser inversivel, e o com-
plemento de Schur poderia ser completamente cheio e muito custoso de fatorar. Também
podemos notar que ao formar S pode surgir instabilidade numérica, especialmente se A
¢ mal condicionada.

2.7.2 Método do espaco nulo

Suponhamos B; = By = B com posto completo, C =0 e Nu(H)N Nu(B) = {0}, onde
H ¢ a parte simétrica de A . Entao o sistema ponto de sela fica

Az + BTy =f, (2.50)
Bx =g. (2.51)
Este método assume que sao conhecidas:
1. uma solugao particular z* de (2.51);
2. amatriz Z € R*®"™ tal que Im(Z) = Nu(B), isto é BZ = 0.

Podemos observar que as colunas de Z geram Nu(B), entao sob estas hipdteses, Z
tem posto coluna completo, ou seja, suas colunas sao linearmente independentes.
Com estas duas hipéteses, o conjunto solucao do sistema (2.51) é dado por = = Zv + x*,

com v € R*®=m)
Substituindo esta expressao em (2.50) obtemos

A(Zv+z*) + By = f
— AZv + Azt = f— BTy,
pré-multiplicando por Z7T, segue que

ZPAZv+ ZTAx* =27 f - Z"BTy =27 f — (BZ)'y = Z" f.
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Portanto

ZTAZv =727 f — 77 Ax*,

ou seja

ZTAZv = ZT(f — Ax¥). (2.52)

Proposicao 2.3 Sob as hipdteses estabelecidas, a matriz ZTAZ ¢é inversivel.

Demonstracao: Seja x solugao do sistema
ZTAZx = 0. (2.53)

Como H e K representam a parte simétrica e anti-simétrica de A respectivamente, entao
A= H + K e substituindo em (2.53) temos

Z'NH+K)Zr=0 = 2"Z"(H+K)Zr=0 = 2"Z"HZx+2"Z"KZz = 0.

Lembrando que como K ¢ anti-simétrica, entdao y? Ky =0 V y, assim a ultima igualdade
fica

2T7"HZ2 =0 — Zr=0 — x=0.
Portanto a matriz ZTAZ é inversivel. m

Assim o sistema (2.52) tem uma tnica solugao v* . Uma vez que encontramos v*, podemos
calcular x4, = Zv* + z*, e finalmente ys, pode ser obtido substituindo z,, em (2.50)

BT:U = f - Axsob
pré-multiplicando por B
BBy = B(f — Azy).

Este sistema corresponde as equacoes normais do sistema sobredeterminado
BTZ/ = f - Axsol?
que é obtido a partir do problema

myin H(f - Azsol) - BTyH'

Uma vantagem deste método é nao precisar calcular A~!. De fato, o método s6 precisa da
condigao Nu(H)N Nu(B) = {0}.
A principal dificuldade deste método é achar uma matriz Z cujas colunas sejam uma base
para Nu(B) .

Uma escolha desta matriz estd baseada em encontrar uma base fundamental. Como
estamos interesados em reduzir o custo computacional, esta estratégia utiliza a informacao
que é conhecida. A idéia é utilizar as colunas l.i.’s da matriz B para construir a matriz Z.
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O processo é o seguinte:
Seja P a matriz de permutacao tal que BP = [B, By], onde B, € IR™™ §é inversivel e
By € IR™". Entao a escolha para a matriz Z é:

Z:P(—B,)_;BN)

Este tipo de base é chamada “base fundamental”. Sé resta-nos achar uma solucao para o

sistema (2.51).

Como B, ¢ inversivel, entdo o sistema Bpx = ¢ tem uma Unica solucao, seja x, a solucao
Y Y

e definamos
. _ Tp
T —P( 0 )

BPPJZ*:(Bb BN)({L(.)b):BbZL‘b:g.

Entao

Portanto x* ¢ solucdo do sistema (2.51). Logo, z* pode ser a solu¢do que precisamos para
aplicar o método.

Pode acontecer que esta escolha para Z seja mal condicionada, entao outra forma de
obté-la é utilizando a fatoracao QR de BT, ou seja, fazer

B" =QR,

com Q € R™ ortogonal, @ = [Q; Q2], @ € R*™ @Q, ¢ R*®™ ¢ R ¢ R™™

R= ( 1; ) , R € IR™ inversivel. Fazendo as substitugoes temos

Q3
Logo,
Br=g < R'Qlz=9g — Qlz=R"'g = z=Q,R "y
Assim
= QIR_Tga
7 = Qs.

2.7.3 Métodos diretos acoplados

Consideremos o caso onde A = AT, Bj = By =B e C =CT (possivelmente nula). Ha
varias maneiras de desenvolver a eliminacao Gaussiana de uma matriz simétrica, possivel-
mente indefinida, utilizando e preservando a simetria.

A fatoracao da forma

A=07LDLTO,
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onde Q é matriz de permutagao, L triangular inferior unitaria e D uma matriz diagonal em
blocos, com blocos de dimensao 1 e 2, é geralmente conhecida como uma fatoracdo LDLT. A
idéia foi desenvolvida por Bunch e Parlett (1971), obtendo um algoritmo mais estével para a
fatoragao de matrizes simétricas indefinidas a um custo comparavel a fatoragao de Cholesky.
Para exemplificar, consideremos o caso em que A é simétrica definida positiva, B com
posto completo e C' = 0. Vamos a ver que sob estas hipoteses A admite uma fatoracao
LDL" com D diagonale Q = 1.
Como A >0 e A= AT podemos escrever A = LoDsL%, com L, matriz triangular
inferior unitaria, D, matriz diagonal e definida positiva. Por outro lado o complemento
de Schur S = —(C + BA™'BT) ¢ simétrico definido negativo, entdo admite a fatoragao
S = —LgsDgLY | portanto,

4[4 BT\ I 0 A 0 I A7'BT \
“\B o )7\ BA' I 0 S 0 I -
I 0 LaDaL% 0 I Ly"DA'L'BT
BL,'D'Lt T 0 LsDgL% 0 I
Ly 0 Dy O LT D'L'BT \ s AT
( BL,"D}' Ls ) ( 0 Ds ) < 0 LL =LDL

Logo A= LDLT onde £ é triangular inferior e D é diagonal em blocos.

Este tipo de fatoracao é amplamente escolhido para trabalhar com matrizes indefinidas den-
sas e simétricas. Nos casos em que a matriz é esparsa, diversos codigos foram desenvolvidos
para preservar a esparsidade na matriz £, os quais fazem parte da biblioteca Harwell Su-
broutine Library (HSL). Um desses cédigos é o MA57, que foi utilizado neste trabalho.

2.7.4 Iteragoes estacionarias

Dado o sistema ponto de sela

Ar + Bly = f,

B2x - Cy = 9
estes métodos consistem de iteragoes simultaneas de = e y . Elas podem ser obtidas de
equacoes que surgem de separar a matriz do sistema. Por eliminagao de uma das incognitas
eles podem ser interpretados como iteracoes de um sistema reduzido. Assim obtemos algo-
ritmos de resolucoes acoplados ou separados.
Dois métodos que se destacam aqui sao os métodos de Arrow-Hurwicz e Uzawa. Detalhare-
mos as suas propostas a seguir:

Método de Uzawa

Por simplicidade vamos assumir que A é inversivel, By = By = B e C' =0 . Comecando
com um valor inicial zg, Yy este método consiste na seguinte iteracao acoplada

Az = f — BTy, (2.54)
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Yrt1 = Yk + w(Brgyr — g), (2.55)

onde w > 0 é um parametro de relaxacao. O processo iterativo pode ser obtido em termos
da matriz A através de iteracoes de ponto fixo da seguinte maneira:

Dada A, dividimos esta matriz como A = P — () com P inversivel e consideramos o
sistema

Ap =10,
substituindo temos
(P—Qu=0>
= Pu=0b+Qx = pu=P '(b+Qu) =P 'b+P'Qu
logo usando a iteracao de ponto fixo temos:

fins1 = P70+ P Quy

ou
Pt = b+ Qpy.
Escolhendo

_pT
r=(5 2 ) em (0 2l ) ome (5) o= ()

e fazendo as operagoes correspondentes obtemos o sistema (2.54)-(2.55).
Por outro lado, se usarmos a equagao (2.54) para isolar xj; obtemos

ze1 = AT (f = BTy)

e substituindo na equagao (2.55) temos que
k1 = yr — wlg — BAT'(f — BTyy)]

0 que é equivalente a aplicar a iteracao de Richardson

Zni1 = 2n + a(d — M z,)
com « > 0, ao sistema do complemento de Schur

BA'BTy =BA'f —g¢
onde z; =vy;, a=w, M =BA BT e d=BA™'f—g.

Um resultado interessante que podemos obter, em relacao a convergencia do método, surge
de considerar A é simétrica. Sob esta hipétese matriz BA~'BT também resulta simétrica.
Chamando Mgz € Amin 0s autovalores maximo e minimo respetivamente de BA™'B” | a
iteracao de Richardson converge se 0 < w < Viz (ver Proposigao A.5), o que nos diz que o
método de Uzawa converge sob estas hipdteses.
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Método de Arrow-Hurwicz

Este método pode ser considerado como uma alternativa menos custosa computacionalmente
que o método de Uzawa.
A solugao da equagao (2.54) é o minimizador da func¢ao objetivo

() = % o' Az — 27 (f — BTy).

Agora para conseguir essa economia se propoe a dar um passo na direcao do gradiente
negativo de ¢(x), com um tamanho «, ou seja, dar um passo na direcado do método da
maxima descida. Logo a iteracao do método fica

Tpe1 = T +af — BTyk — Axy),

Ykt1 = Yk + w(Brpy — g).

De modo similar ao método de Uzawa, este método pode ser deduzido a partir de uma
iteracao de ponto fixo, separando a matriz A como

A=P-Q

Lo lr—A —BT
P‘(B—il)’Q_( 0 —il)'

A convergéncia deste método depende dos parametros de relaxacao « e w.

onde

2.7.5 Método de penalidade

Assumamos A = AT semi-definida positiva, B; = By = B com posto completo, C =
0 e Nu(A) N Nu(B) = {0}, portanto, o sistema (2.4) tem solugdo tnica. Como j
foi apresentado, encontrar a solugcao do sistema ponto de sela é equivalente a minimizar o
seguinte problema com restrigoes:

1
min  J(z) = 3 vTAx — o, (2.56)
suj. a Bx =g. (2.57)

Um método para resolver este problema é o “método de penalizacdo quadrdtica™. Este
método consiste em substituir o problema original por uma seqiiéncia de subproblemas sem
restricoes. A funcao a ser minimizada em cada subproblema, chamada funcdo de penalidade,
é formada por duas partes: a funcao original mais um termo positivo que penaliza o fato de
um ponto nao ser factivel. Assim cada subproblema a ser resolvido é

min J(z) = min J(z) + %HBCL‘ — gl
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com v > 0. Como Nu(A) N Nu(B) = {0}, a funcio J(z) é estritamente convexa, portanto
tem uma unica solugao z(v) . Logo, é gerada uma seqiiéncia de minimizadores de J(x (7))
cujo ponto limite é solu¢ao do problema original (Nocedal (1999)), isto é

lim z(y) = x¥,
Y00

onde z* é solugao do problema original. O minizador z(y) pode ser obtido igualando o
gradiente de J(z) a zero, ficando o sistema linear

(A+~yB"B)x = f +yB"y. (2.58)
Chamando y(v) = f +vB%g, e considerando z(7) solugao de (2.58) cumpre-se a seguinte

proposic¢ao:

Proposicao 2.4

|z* — z(y)| = O0(7") e ly* —y(M|=0(") para 7— o0
(Glowinski (1984), pag. 21-22)

Demonstragao:

(A++yB"B)x = f+yBYg = Az +~yBT(Bz —g) = f. Chamando y = v(Bz — g),
temos que:
Az + BTy = f. (2.59)

Por outro lado y=~(Bxr—g) =~ 'y= Bx—g, portanto
Bx —~y 'y =yg. (2.60)

1

Logo juntando (2.59) e (2.60) e chamando € =~~', obtemos o sistema linear ponto de sela

(5 2)()-(0) 2o

F Ar+ BTy — f 0
= (4)=(5250)=(2)

O ponto ( y ) que satisfaz (2.61) é solugao de

Seja

F(z,y,e) = 0.
Derivando implicitamente com respeito a € temos

oF,

S = A2 (€) + BTy (e) = 0, (2.62)
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OF,
e
Observe que se (z*, y*) é solugao do sistema ponto de sela com z(e) — z* e y(e) — y*
quando ¢ — 0, entdo (z*,y*,0) é solucdo de F(z,y,€¢) =0, e também xz(0) = z* e

y(0) =y~
Fazendo o desenvolvimento de Taylor de z(€¢) e y(e) em torno de € = 0 temos

= Bi'(e) — ey'(e) — yle) = 0. (2.63)

z(e) =" +2(0)e +O(®) = z(e) — 1" = 2'(0)e + O(€%),
y(e) =y +5(0)e+0(e) = yle) —y =y (0)e +O(e”).
Voltando as equagoés (2.62) e (2.63) escolhendo € =0 temos
Az'(0) + BTy/(0) = 0,

Ba'(0) — y(0) = 0,

(50 G) - (o) 254

Como Nu(A) N Nu(B) = {0}, o sistema ponto de sela (2.64) tem solucao tnica e z’(0) =
0=1'(0) se, e somente se, y(0) =0. Logo

[(€) = ™[] = Ofe), ly(e) =7l = Ofe)

e fica provada a afirmacao. m

Uma desvantagem deste método é que o sistema linear (2.58) é mal condicionado. O
nimero de condicdo da matriz A + yBTB aumenta com . Uma maneira de solucionar
este problema é trocar o método de penalidade pelo Método dos Multiplicadores, obtendo o
método conhecido como o Método do Lagrangiano Aumentado. Os detalhes deste método
serao desenvolvidos no proximo capitulo.

ou

2.7.6 Método do Subespaco de Krylov

Um método geral de projecao para resolver sistemas lineares do tipo
Ax =0

obtém uma solucao aproximada de um subespaco de IR', que denotaremos por K. Se a
sua dimensao for m, entao precisamos de m restrigoes para obter uma tnica solu¢ao nesse
subespaco. Uma maneira tipica para obter essas restrigoes ¢ impor m condigoes de orto-
gonalidade. Mais especificamente, impomos que o vetor residuo b — Az seja ortogonal a m
vetores linearmente independentes. Estes vetores definem outro subespaco de dimensao m,
chamado subespaco das restricoes.
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Resumindo, estes métodos obtém uma solucao aproximada x,, do sistema Az = b, de um
subespaco afim xy + KC,,, de dimensao k, impondo a condi¢ao conhecida como condicao de
Petrov-Galerkin

b— Ax,, L Cp,

onde C,, é outro subespaco de dimensao m, xy é um ponto inicial arbitrario que aproxima
a solucao e b — Ax,, é o residuo no passo m que denotaremos por 7,,. Em cada passo
atualizam-se IC,,, C,, e x( € o tultimo ponto z,, achado.

O método do subespaco de Krylov, é um método que esta baseado neste tipo de idéia. O
subespago IC,, é o subespaco de Krylov

K (A, 1) = span{rgy, Aro, A?rg, ... ,Am’lro}.

Analisemos como seria este método. Lembrando, o método geral de projecao gera uma
seqiiéncia tal que o k-ésimo iterando satizfaz

up € up_1 + Ky (265)
entao,
k—1
Up = ApUp_1 + Z Oégk_l)AlT(), (266)
i=0
com ay e agk_l) constantes reais, e por outro lado
k—2
k—2) ri
Up—1 € Up—2+Kpo1 = Up_1 = ap_1Up_2 + ZaE )Alro-
i=0

Substituindo em (2.66) e agrupando convenientemente, obtemos:

k-1

_ (k=1) 4i
U = Q1 Uk—2 + E B;" T Alrg,
i=0

e continuando com este processo, no passo k teremos

k—1
Up = CUg + E viA'ro,

=0

onde c e y; V1 sao constantes reais, obtidas fazendo as correspondentes operacoes de soma
e multiplicagao. Logo
up € g+ span{ry, Arg, ..., A" g}

Resumindo:
Suponhamos que ug é uma solucdo aproximada do sistema Au = b e seja rg = b — Aug o
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residuo inicial. Os métodos do subspaco do Krylov sao métodos iterativos tais que o k-ésimo
iterando satisfaz
up € up+ Kr(A,ro), com k=1,2,....

Observar:
ICi(A,rg) € Kjp1(A,1m9) Vm € IN. Assim, cada subespaco de Krylov contém os subespagos
obtidos nas iteragoes anteriores.

Proposigao 2.5 Se dim K, m(A, 1) =d <n+m, entio 1o, Arg,..., A ry sdo linear-
mente independentes.

Demonstragao:  Suponhamos ry # 0. Se 79 = 0, a tese cumpre-se trivialmente. Seja
kE>1 tal que E = {rg, Arg,..., A*1rg} seja um conjunto linearmente independente,
E # 0 pois E = {ro} é um conjunto linearmente independente.

Agora podem acontecer duas opgoes:

1. k=d,
2. k<d-—1.

Se acontecer a primeira opgao, nao precisamos provar nada.

Analisemos o segundo caso. Vamos provar que 7, Ar, ..., A", sdo linearmente indepen-
dentes usando indugao sobre k.

Com k =1, o conjunto formado por ry ¢ linearmente independente. Pela hipdtese indutiva

suponhamos que 7¢, Arg, ..., A* 1ry formam um conjunto linearmente independente. Para
provar a tese indutiva supomos que 7, Arg, ..., A*ry sao linearmente dependentes, entao
k—1

AFrg = ZoziAirg — AFry € span{ry, Aro, ..., A* 7 ry}.
i=0
Multiplicando por A ambos lados da igualdade anterior temos

k—1 k—2
Ak+17“0 = E OKZ'.AH_l’f’Q = E Cki.AH_lTo + ak_l.Ak’f’Q
1=0

=0

substituindo A*r, segue que
k—2 k—1
1 Z i+1 Z ‘
Ak+ o = O./i.AH_ To + ak—l( OéiAZT())
=0 1=0
e agrupando convenientemente, podemos escrever

k-1
k1 ;
Aty = Z@AZTO,

=0
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onde 3; € IR V i, obtidas fazendo as correspondentes operacoes de soma e multiplicacao.

Portanto,
Ak+lT0 € Span{rm ATOa s 7¢4k—17“0}'

Continuando com este processo teremos

k-1
Alrg = Z%Airo Vi = Ay € span{rg, Aro,..., A" rg} VL

1=0

Portanto
span{ro, Arg, ..., A"} = span{ry, Arg, ..., A" rg.}

Como span{rg, Arg, ..., A*"1rg} é um conjunto linearmente independente pela hipétese
indutiva, este conjunto tem dimensao k. Logo

— dim Kpypm(A,m0) = k < d.

Mas isto contradiz a hipétese. Assim o conjunto span{ry, Arg,..., A*ry} é linearmente
independente V k < d—1, em particular verifica-se para k = d — 1, com o qual fica provada
a proposicao. m

Logo span{rg, Arg, ..., A% o} = span{ry, Arg, ..., A" ™}, Entao,
lCl(A, 7"0) Q ‘e e Q ’Cd(A, 7’0) — .... — ’Cn—l-m(A; 7”0).

Para cada ¢ < d verifica-se que dim KC;(A,rq) = £. Logo precisam-se ¢ restri¢oes para
fazer u, inico. Nos métodos do subespaco de Krylov isto é obtido pedindo que o k-ésimo

residuo
T = b— Auk

seja ortogonal a um subespaco C} de dimensao k, chamado subespaco de restricées. Logo
rr=0b— Auy € ro + AKk(A,10), 71 L Cg,

onde a ortogonalidade é medida com respeito ao produto interno euclidiano.

A seguir faremos uma breve andlise. Sejam

{v1,...,v,} uma base para Ky, e definamos V =[v; ... v], V e R®Fmxk

{wy,...,wp} uma base para Cj, e definamos W = [wy ... wy], W € IROFmxk

onde w; sao as colunas da matriz W.
Sabemos que se u, € ug+ K, = Iy IR tal que up = uo + Vy. Multiplicando por
A ambos lados desta utima igualdade obtemos

Auy, = Aug + AVy.
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Multiplicando por (—1) ambos os lados e somando b obtemos
b—Auk:b—Auo—AVy.

Entao

T =70 — AVy (267)

Poroutrolado 7, L C, = rp, Lw; Vi=1,....k = w/r,=0Vi = WTr,=0.

%

Logo, multiplicando por W ambos os lados de (2.67) obtemos
Whr, =Whry — WL AVYy,

ou

0=W'rg— W AVy
implicando que
WIAVYy = Whr,.
Se WT AV é inversivel, entao este tltimo sistema linear tem solucio tnica e, neste caso, wuy,
ficaria univocamente determinado (Saad (2003), pag. 131). m

Teorema 2.7 Assumamos que o subespaco de Krylov Ky(A,ry) tem dimensdo k. Se
1. A é simétrica definida positiva e Cy = Kr(A,19) ou
2. A € nao singular e C, = AKk(A, 1)

entdo existe um unico uy tal que uy, € ug + Ki(A,10) k=1,2,... para o qual 1, = b — Auy,
¢ ortogonal a Cy.

(Saad (2003), pdg. 132)

Demonstracao: Aqui vamos a provar que W7T AV ¢é inversivel para quaisquer W e V
bases de K, e C;. respectivamente, e pela andlise prévia temos garantido que u;, definido pelo
teorema existe e é Unico.

Suponhamos que verifica-se (1.) Cx = Ki(A,79). Do mesmo jeito que na andlise prévia, seja
{v1,..., v} alguma base de Ky e V = [v; ... vg] matriz cujas colunas s@o os vetores v;
e seja {wy,...,wi} alguma base de Cy e W = [w; ... wg| matriz cujas colunas sdo os
vetores w;. Como Cj, = Kip(A,rg) = {w;} é base de K 3 G € R™* inversivel tal que
W =VG. Logo WAV = GTVT AV

Agora A é definida positiva, entao 27 VT AV2 >0 V Va # 0. Como V tem posto completo,
se Vo =0 entdao x = 0. Portanto 27 VITAVZz >0 V x # 0, e assim VT AV é inversivel.

Por outro lado G é inversivel, entao GTVT AV é inversivel, portanto W1 AV é inversivel e
como {v;} e {w;} sdo arbitrarias, verificam-se as hipGteses.

Suponhamos que a condi¢ao (2.) seja satisfeita: C, = AKg(A,19). Sejam V e W como no
caso anterior,

V=1[v,...,v00) = AV =[Avy,. .., Av]
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Av, € AK, Vi = Av; € C, Vi.

Como A é inversivel e {vy,... vz} é linearmente independente entao Avy, ..., Avg é line-
armente independente. Assim {Av;}% | sdo k vetores linearmente independentes em C,
portanto formam uma base para Cy, entdo 3 G € R™* inversivel tal que W = AV G. Logo
WTAV = GTVTATAV .

Agora seja x tal que

VIATAVZ =0 = 2'VIATAVZ =0 < |AVz|*=0

— AV =0 <=Vzr=0=2=0
portanto VT AT AV & inversivel, = GTVTATAV éinversivel = WTAV & inversivel

e como {v;} e {w;} sdo arbitrarias, as hipoteses sao satisfeitas. m

O item 1. no teorema anterior, caracteriza o método dos Gradientes Conjugados e o item
2. caracteriza o método de Residuos Minimos (MINRES).

Observe que na demostragao anterior nao usamos o fato da matriz A ser simétrica.
Portanto, o Teorema 2.7 pode ser generalizado para o caso de matrizes nao simétricas,
com demonstragao semelhante a que fizemos.

Analise de convergéncia

Em aritmética exata, os métodos definidos por 1. e 2. do Teorema 2.7 para matrizes A
simétricas nao singulares encontram a solu¢ao no méaximo no passo d = dim K, ym(A,70),
ou seja ug = u*, com

ICner(A? TO) = Span{r(h ATOa ce 7-’4d71700}

observado na secao anterior.
Mais ainda, o resultado para o método dos Gradientes Conjugados, pode ser generalizado
para matrizes nao simétricas. Neste caso temos:

]Ck(.A,T'()) = {7”0,./47’07...,./4’6717"0}, Ck :’Ck,
T € 1o + AKR(A, 10) = 1o + span{ Arg, ..., Afro} C span{rg, Aro, ..., Ay}
— 1y € span{ry, Arg, ..., AFry}.
Por outro lado temos que
e LCx ou 1y L span{re, Arg, ..., A" g}
Agora, suponhamos r, # 0 Vk =1,...,d, no passo d temos:

rq L span{ry, Aro, ..., A% ro} (2.68)
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rq € spanf{rg, Aro, ..., A%ro} = span{ry, Arg, ..., A r} (2.69)

logo juntando (2.68) e (2.69) temos que r4 = 0. Assim o método converge no maximo em
d = dim K,1m(A,r,) passos (ver Luenberger ).

No préximo capitulo faremos uma descricao do método do Lagrangiano Aumentado apli-
cado a problemas de Programacgido Nao Linear (PNL).



Capitulo 3

Lagrangiano Aumentado

3.1 Introducao

Um problema de Programacgao Nao Linear (PNL) é definido como:

51618 f(x) (3.1)
suj. a h(z)=0 (3.2)
g(x) <0 (3.3)

com QCR, f:QCR' — R hA:QCR — R" ¢ g: QCIR — IR, fungoes

continuas e derivaveis.

O método desenvolvido neste capitulo faz parte da grande classe de métodos desenvolvi-
dos para achar a solucao deste tipo de problemas. Em anos recentes estes métodos perderam
popularidade, pois surgiram métodos de convergéncia mais rapida. No entanto, eles tem
propriedades muito boas que fazem que sua implementacao esteja vigente. Como por exem-
plo, a convergéncia a minimizadores globais nao precisa da diferenciabilidade das fungoes
que definem o problema de Programacao Nao Linear. Outra caracteristica importante é que
devido a esparsidade do sistema KKT, pode ser muito dificil a fatoracao da matriz do sis-
tema. Este fato dificulta a resolucao dos problemas mediante métodos baseados em Newton,
mas isto nao apresenta uma dificuldade para alguns métodos tipo Lagrangiano Aumentado.
Assim como as mencionadas, outras vantagens muito importantes podem ser encontradas na
literatura referentes a este método (ver R. Andreani, et al. (2007)).

Os métodos de Lagrangiano Aumentado consistem em substituir o problema original
pela resolugao de uma seqiiéncia de subproblemas mais simples. Em cada subproblema sao
fixados o parametro de penalidade e os multiplicadores de Lagrange, sendo atualizados em
cada iteracao externa.
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Nestes processos, sao combinados os métodos de penalidade com os multiplicadores de
Lagrange. Uma vantagem sobre os métodos de penalidade, é que o parametro de penalidade
nao precisa ser aumentado em cada iteracao externa, fato que reduz o mal condicionamento
dos subproblemas.

Muitos métodos tipo Lagrangiano Aumentado surgem, dependendo da funcao de pena-
lizacao utilizada. O algoritmo com melhor desempenho para minimizacao com restrigoes de
desigualdade ¢ o método Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) (E. G. Birgin et al. (2005)).

Dado p > 0, parametro de penalidade, a fun¢ao Lagrangiano Aumentado PHR (Power-
Hestenes-Rockafellar) define-se como:

Lo(,\p) = f(z) + g {f: {hi(l«) + %} g izi;max (O,gi(x) + %)2} . (3.4)

=1

3.2 Algoritmo - Lagrangiano Aumentado

Algoritmo 3.1 ALGENCAN

Sejam Amin < Amazs Pmaz > 0, 7> 1, 0 < p < 1, {e} uma sequéncia de nimeros positivos
tal que limy,_coo € = 0, A € [Nnins Amaz) @ = 1,.;my pt € [0, fhnaz] @ = 1,.,p, p1 >0 e
g€ Q={reR"/ [ <z <wu} um ponto inicial arbitrdrio .

Fazer k +— 1.

Passo 1 Achar o iterando x;, que € solucao do subproblema

min ‘Cpk (l’, )\kv Hk’)

e

x) deve satisfazer:
[ Po(zr — VoL, (2, As b)) — Thloo < €,
onde Pq € a projecao Euclidiana sobre €.
Passo 2 Definir
V¥ = max {gi(:r;k), —M—Z} i=1,.,p.
Sek=1 ou
max {[|A(zx) oo, [V ]loo} < 7max {[lA(wr-1)lloo, IVl

fazer pgi1 = pr. Caso contrdrio, fazer pyi1 = Tpk.
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Passo 3 Calcular N € [Mpiny Anae] @ = 1,..m e pf™ € [0, pa] i =1,..,p (Ge-
ralmente, /\fJrl = min{max{\pin, A+ prhi(zr)}, Amaz} € uf“ = min{max{0, u¥ +

pk91(33k)}7 ,Uma:r} 1= 17 >p)
Fazer k«—k+1 e voltar ao passo 1.

A rotina ALGENCAN (Augmented Lagrangian algoritm using GENCAN) é o método de
Lagrangiano Aumentado do Projeto TANGO, disponivel nos enderecos
www.ime.usp.br/~egbirgin/tango ou www.ime.unicamp.br/~martinez/software.

Os fundamentos teéricos deste método podem ser encontrados em J. M. Martinez (2006).
No presente trabalho, apresentamos trés resultados desse estudo que achamos relevantes,
para garantir a convergéncia do método no caso em que os subproblemas sao resolvidos por
aproximacoes. De modo geral, os trés resultados podem ser resumidos como:

1. Os pontos limites da seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.1 s@o pontos admissiveis do
problema original, ou sao pontos KKT da soma dos quadrados das infactibilidades,
ou nao sastisfazem a condicdo CPLD (Dependéncia Linear Positiva Constante) com
respeito as restrigoes de (2.

2. Se x* é um ponto limite admissivel que satisfaz a CPLD com respeito ao problema
original, entao ele é um ponto estacionario ou KK'T do problema original.

3. Sob certas hipdteses, a seqiiéncia de parametros de penalidade ¢é limitada.

Antes de enunciar os teoremas vamos definir quando um ponto satisfaz a condicao CPLD:

Defini¢ao 3.1 Sejam h(x) =0, g(z) <0, I, = {i € {1,..,p}/ gi(x) = 0}, dizemos que x
satisfaz a Condi¢ao de Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) se a existéncia de
Inc{1,.,m}, I, c{l,.,p}, e RViel,, s, >0 Viel, tais que

> NVhi(z) + > piVgi(x) =0

i€l i€l
com Y icp il + Zielg w; > 0, implica que existe 6 > 0 tal que os gradientes
{Vhi(2)}ien,, {Vgi(2)}ier,
sao linearmente dependentes para todo z € R" tal que ||z — x| < 6.

A prova do teorema seguinte pode ser encontrada em R. Andreani et al.(2008), Teorema
4.1, ou em J. M. Martinez (2006), Teorema 7.1.

Teorema 3.1 Seja {xy} uma seqiiéncia infinita gerada pelo Algoritmo 3.1. Seja x* um
ponto limite de {xy}. Entao, se a sequéncia de parametros de penalidade {pi} € limitada,
x* € admissivel. Caso contrdrio, verifica-se pelo menos uma das sequintes possibilidades:
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1.

2.

O ponto z* é um ponto KKT do problema

min Zhi(x)z + Zmax {0, gi(x)}?

zeQ |4
=1

x* nao satisfaz a condigio CPLD associada a §).

Em J. M. Martinez (2006), Teorema 7.2, pode ser achada a prova do préximo Teorema.

Teorema 3.2 Seja {xy} uma seqiiéncia infinita gerada pelo Algoritmo 3.1, com ponto limite
x*. Suponhamos que x* € um ponto admissivel que satisfaz a CPLD com respeito a todas as
restricoes do problema original. Entdao, x* é ponto KKT do problema original.

Para enunciar o ultimo teorema vamos assumir as seguintes hipoteses:

Hipéteses

1.
2.

A seqiiéncia {x} gerada pelo Algoritmo 3.1 converge a z*.
O ponto z* é admissivel (ou seja satisfaz h(z*) =0, e g(z*) <0).

O conjunto formado pelos gradientes das restricoes de igualdade em z*, junto com os
gradientes das restrigoes de desigualdade ativas em tal ponto (g(z*) = 0), é linearmente
independente.

)\;k € ()\mma )\max) 1= 1a M€ ,u:( € [07 Nmax) 1= 17 oy P-

. As fungbes f, h e ¢ possuem derivadas segundas continuas em uma vizinhanga de

*

T .

Para todo i=1,---,p tais que g;(z*) =0, temos puf > 0.

. Seja Z € R ™ yma matriz cujas colunas formam uma base do niicleo de Vh(z*)7.

Entao, ZTV2Ly(z*, \*)Z é definida positiva.

A demonstracao do teorema enunciado a seguir pode ser achada em J. M. Martinez
(2006), Teorema 8.2.

Teorema 3.3 Suponhamos que verificam-se as hipdteses enunciadas anteriormente e que
existe uma seqiiéncia {ng} tal que

lim n, =0

k—o0

ex < nemax {[[A(ze) oo, [[V¥]loc} V€N

Entao a seqiiéncia dos parametros de penalidade {py} € limitada.

O leitor interessado em fazer um estudo mais profundo do Lagrangiano Aumentado, pode
consultar, por exemplo, o trabalho de Martinez (2006).
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Aceleracao do Lagrangiano
Aumentado

4.1 Introducao

Consideremos o seguinte problema de Programacao Nao Linear (PNL)

min f(z)
suj. a  h(x) = 0,
glz) < 0.

com f:IR" — R h: R — R" e g: R — IR, funcoes de clase C'(IR").

Como vimos no capitulo anterior, este problema pode ser resolvido mediante métodos
de tipo Lagrangiano Aumentado. Lembrando o que apresentamos, estes métodos utilizam
parametros de penalidade que podem ser aumentados ou permanecer constantes de uma
iteragao para outra, dependendo da medida da factibilidade. Como acontece com as es-
tratégias que utilizam parametros de penalidade, os métodos tipo Lagrangiano Aumentado
tornam-se mal condicionados quando os parametros de penalidade aumentam seu valor e, os
problemas associados tornam-se dificeis de resolver. Por outro lado, um crescimento lento
dos parametros produz uma convergéncia lenta do algoritmo.

Neste trabalho foi utilizado o Lagrangiano Aumentado baseado na férmula PHR. Este
método € tal que consegue chegar perto da solugao muito rapido, mas, perto da solucao
o método torna-se lento, ou seja, nao consegue atingir uma precisao muito exigente, como
10~*. Este fato motivou-nos a procurar por métodos de convergéncia local rdpida perto da
solugao, escolhendo como ponto de partida destes métodos o ponto obtido do Lagrangiano
Aumentado PHR.

Trabalhos com este objetivo ja foram desenvolvidos. Em L. F. Mendonga et al. (2006),
procurou-se acelerar o método do Lagrangiano Aumentado com uma estratégia quasi New-
ton. Em outro estudo recente (ver E. G. Birgin, J. M. Matinez (2008)), no qual nos baseamos
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para este trabalho, foram implementados dois processos, um onde o Lagrangiano Aumen-
tado é combinado com o método de pontos interiores e o outro onde ele é combinado com o
método de Newton.

Nossa proposta de pequisa, é combinar o algoritmo ALGENCAN com o método de New-
ton aplicado as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (condigoes KKT), as quais determinam
um sistema nao linear. Uma maneira de encontrar a solucao deste tipo de sistema é utili-
zar o método de Newton, pois sob certas hipdteses, perto da solucao, ele tem convergéencia
quadratica. Para a utilizacao do método de Newton nos baseamos em um dos métodos
desenvolvidos no Capitulo 2.

Antes de adentrarnos na nossa proposta de trabalho, vamos realizar um breve resumo do
método de Newton.

Método de Newton

Neste método procuramos determinar a solucao da equagao nao linear
F(z) =0,

com F: R" — R e FF € CHIR"). A idéia é a seguinte: dado z € IR, fazemos uma
aproximagao linear de F'(x) ao redor do ponto z

F(z) = F(z)+ Jp(z)(x — 2).
Igualando a zero o lado direito da expressao anterior e isolando x temos:
v =2z—Jp(2) ' F(2).

Fazendo
d=x— z,

devemos resolver o seguinte sistema nao linear:
Jr(z)d = —F(2)

para, em seguida, atualizar z, ou seja, z < 2z + d.

Agora, ja estamos em condicoes de desenvolver nossa proposta.

4.2 Implementacoes propostas

Nesta secao apresentamos as trés implementacoes que foram realizadas. Primeiramente as
listamos e logo em seguida expomos cada uma com mais detalhes.
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o ALGENCAN - Newton 1.
o ALGENCAN - Newton 2.
o ALGENCAN - ALGENCAN aliviado.

Cada uma delas ¢é dividida em duas etapas, como veremos a seguir.

4.2.1 ALGENCAN - Newton 1

Na primeira etapa desta proposta, o algoritmo ALGENCAN ¢é executado até que ele satisfaga
os critérios de parada préprios do processo. Seja xp o ponto obtido nesta etapa com A\, e
W os vetores correspondentes aos multiplicadores de Lagrange associados. FEstes dados
serao utilizados como valores inicias para a segunda etapa. Como x é o valor obtido por
ALGENCAN, entao ele satisfaz

o [[h(zp)]le <€
o [[g(zr)+llo <€ onde g(xy)r = maz{0, g(zx)} e > 0.
e ;=0 quando g;(xy) < —e.

Para a segunda etapa define-se 14 = {i | g;(xx) > —€} o conjunto dos indices das restrigdes
candidatas a serem restrigoes ativas. Em seguida, o seguinte sistema nao linear é resolvido:

V@) + 2205 A Vhi(z) + ZieIA wVgi(z) = 0,

h(x) 0,
5 ‘ (4.1)
gi(r) +3° = 0 Viely,
WiZi = 0 Vie IA,

que representa um sistema KKT.

Detalhes da implementacao

Nesta implementacao obtemos uma aproximacao inicial da solucao do problema usando o
cédigo ALGENCAN. Em seguida, testamos quais restrigoes pertencem ao conjunto [4. Para
esta proposta, nos baseamos no seguinte fato: o ponto que obtemos de ALGENCAN esta
perto da solucao, entao aquelas restricoes que estao longe de ser ativas, pela continuidade,
vao continuar sendo inativas no ponto solucao do problema. Assim podemos definir um novo
problema, onde a fungao objetivo continua sendo a mesma, mas o conjunto das restrigoes
esta formado somente pelas restricoes de igualdade e aquelas restrigoes de desigualdade que
pertencam ao conjunto /4. Uma tentativa natural que surge é resolver o seguinte problema:

min  f(x)
suj. a h(z) = 0,
gi(x) = 0 Viely.
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A dificuldade nesta formulagao estd no fato que nao temos certeza se todas as restricées do
conjunto I, sao ativas na solugao de problema original. Portanto, uma solucao do problema
anterior pode nao ser a solucao que estamos procurando. Assim, o mais conveniente na for-
mulacao para o novo problema é considerar as restricoes do conjunto /4 como desigualdades.
Logo, o problema a ser resolvido pode ser escrito como:

min  f(z)
suj. a h(z) =0,
gi(x) <0 Viely.

Para facilitar e compreensao, doravante utilizaremos as seguintes notacoes:
e = dzm{[ A}

o j(r): R — IR" a funcdo vetorial cujas coordenadas correspondem as restricdes de
desigualdade que pertencem a [ 4.

e Fazendo um abuso de notacdo, denotamos por u o vetor em IRE cujas componentes
correspondem aos multiplicadores associados a §;(z) respectivamente.

Assim, o problema (4.2)-(4.4) pode ser reescrito como

min  f(x) (4.5)
suj. a h(z) =0, 4.6
Gi(r) <0 Vi=1,..r

Agora, que relagao existe entre este problema e o sistema nao linear (4.1)7 Como veremos
a seguir, um ponto (z*, \*, u*) com p; > 0 que é solugao do sistema KKT (4.1) pode ser
interpretado como um ponto estaciondrio do problema (4.5)-(4.7).

Quando temos que resolver problemas de PNL com restricoes de igualdade e desigualdade, é
bastante tentador querer transformar o problema original em outro equivalente, onde somente
aparecam restricoes de igualdade. Na procura de lograr este objetivo, vamos fazer uma breve
discussao que fundamente nossa reformulagao do problema original. Uma primeira proposta
consiste em somar constantes positivas a cada uma das restricoes de desigualdade, de modo
tal de transformar as desigualdades em igualdades, isto é, propor-se resolver o seguinte
problema

min f(x)
suj. a  h(x) = 0,
gi(x)+2z = 0 Vi=1,..,r

Z; > 0 Vi=1,..,r



4.2 Implementacoes propostas 46

Mas, continuamos tendo restrigoes de desigualdade. Para contornar essa dificuldade, consi-
deremos o seguinte problema:

min f(x) 4.8

suj. a h(z) = 0, (4.9)
2

G:(x) +% — OVi=1,..n (4.10)

comz € R e z € IR. A pergunta natural que surge é: se obtivermos pontos estaciondrios
neste problema, podemos s achar os pontos estacionarios do problema original? A resposta
¢é afirmativa, sob certas hipdteses, como veremos a seguir.

Proposicao 4.1 Se z* € um ponto estaciondrio do problema definido pelas equagoes (4.5) —
(4.7) entao 3 z* tal que (x*, z*) € um ponto estaciondrio do problema definido pelas equagoes
(4.8) — (4.10).

Demonstragao: Suponhamos que z* é ponto estacionario do problema definido por
(4.5)-(4.7). Entao z* satisfaz as condi¢oes KKT desse problema, ou seja

V(") + iAivm(m*) +§T:mvgi(a;*) = 0, (4.11)
- - h(z*) = 0, (4.12)

gi(z") < 0Vi=1,..,r (4.13)

Gz = 0Vi=1,.,r (4.14)

W > 0Vi=1,..r (4.15)

com A € IR" e 4 € IR vetores dos multiplicadores de Lagrange associados. Das condigoes de
otimalidade de primeira ordem do problema definido por (4.8)-(4.10) temos

V@) + > ANVhi(r) + ) iVii(z) = 0, (4.16)
i=1 i=1
h(z) = 0, (4.17)
22
f]i(:v)JrE = 0Vi=1,..,r (4.18)
fizi = 0Vi=1..r (4.19)

Agora, escolhendo z = z*, A\ = X e p = i, temos que as equacdes (4.16) e (4.17) sio
satisfeitas. Para completar a prova falta achar z € R" tal que as equagdes (4.18) e (4.19)



4.2 Implementacoes propostas 47

sejam satisfeitas. Seja z* tal que 2z = /=2 g;(z*), 2* estd bem definido ja que de (4.13)
temos ¢g;(z*) <0 Vi=1,....,r. Com esta escolha a equacao (4.18) é satisfeita. De (4.14) e
(4.15) temos que

se  p; >0 — gi(z*) = 0 = z¢ = 0 = wpwz=0,
se gi(z*)<0 = p =0 = wz = 0.

Logo, temos que a equagao (4.19) é cumprida. Assim fica provada esta proposigao. m

A reciproca desta proposi¢ao nao é verdade, pois nao podemos garantir que os multiplica-
dores associados as restri¢coes de desigualdade ativas sejam nao negativos. Mas a reciproca ¢é
cumprida no caso em que os multiplicadores associados as restri¢oes onde aparecem variaveis
de folga sejam nao negativos. Isto é o que nos diz a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2 Se (z*,2*) € um ponto estaciondrio do problema definido pelas equagioes
(4.8) — (4.10), com multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes onde aparece alguma
componente da varidvel z nao negativa, entao x* é um ponto estaciondrio do problema

definido pelas equagoes (4.5) — (4.7).

Demonstragao:  Suponhamos que (z*, z*) é ponto estacionario do problema definido por
(4.8)-(4.10). Entao z* satisfaz as condi¢oes KKT do problema, ou seja:

=1 =1
h(z*) =0, (4.21)
2z
G+ 5 =0 Vi=lo.r  (422)

wizi =0Vvi=1,..,r, (4.23)

com A e u vetores dos multiplicadores de Lagrange associados tais que p; >0 Vi=1,...,r.
Devemos provar que existem A e i tais que x* satisfaz:

Vf(x*)—l—i;\ivm(:c*)—i—iﬁiVﬁi(az*) = 0, (4.24)
h h hz*) = 0, (4.25)

Gi(z*) < 0Vi=1,..r (4.26)

gz, = 0Vi=1,..,r, (4.27)

i > 0Vi=1,..r (4.28)

Se escolhermos A = X e ji = p, as equacdes (4.24) e (4.25) sao cumpridas. De (4.22) temos
que g;(z*) < 0 e por hipétese (4.28) é satisfeita. Agora, de (4.22) e (4.23) temos
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7

se 1; >0 = 27 =0 = g@) = 0 = wa*)=0,

Portanto (4.27) também é cumprida. Com isto, proposigao fica provada. m

Assim, com base nesta 1ltima proposicao, para encontrar pontos estacionarios de proble-
mas de PNL, vamos nos concentrar em achar os pontos estacionarios dos problemas definidos
como em (4.8)-(4.10), onde as varidveis z; sdo chamadas varidveis de folga. Como pode-
mos notar, as condicoes de otimalidade deste ultimo problema correspondem as equagoes do
sistema KKT que devemos resolver na nossa proposta.

Consideremos o seguinte problema de PNL

min f(z)
suj. a  h 0,

0.

IA I

Definimos a funcao Lagrangiano deste problema como:

L(z, A p) = f(x) +h(z)" X+ g(z)"p.

Um ponto KKT ou ponto estacionario de um problema de PNL, também pode ser in-
terpretado como um ponto estacionario da funcao Lagrangiana definida para o problema de
PNL. Provemos isto:

A fungao Lagrangiano em problemas da forma (4.8)-(4.10), é

Ll pt) = f(x) + hlx)™A+ (g@:) n 5) "

%2 representa um vetor no qual cada componente é multiplicada por ela mesma vezes

5, € z representa o vetor das variaveis de folga. As condigoes de otimalidade de primeira
ordem desta funcao sao:

onde

VoL = Vi) + Ju@)" + J3(x)'n = 0,
VoL = h(x) = 0,
VL = §a)+ 2 _
V.L = ZUe = 0,

onde
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U:diag(ulw"mur)a
e=(1,...,1)T, eeR.

Estas equacoes representam as condigoes de otimalidade de primeira ordem do problema
definido por (4.8)-(4.10). Assim fica provada nossa interpretagao. m

Em nossa proposta, para achar a solugao do sistema KKT devemos resolver um sistema
nao linear, que como ja foi dito, ¢é feito usando o método de Newton. Para isto, devemos
determinar duas coisas: primeiro, qual é a funcao que representa a equacgao nao linear e
segundo, a matriz Jacobiana desta funcao. A fun¢ao nao linear é representada pelas equacoes
do sistema nao linear, ou seja

VL Vf(z)+ Ju(z)"X+ J3(x) 1
F ,)\, 5 = - ~ z ’
(2, A, s 2) VL i)+ 2
V.L ZUe
e sua Jacobiana é
M Jh(x)T J~(x)T 0
Jn(x 0 0 0
JF(*/EaA?N:Z) = Jggmg O 0 Z )
0 0 Z U

onde

M =V2f(x)+ Y NVPhi(z) + > 1 V2g(x).
=1 =1

Observemos que a matriz Jacobiana de F'(x, A, i, z) pode ser escrita como uma matriz em
blocos 2 x 2 da forma

A BT

B —-C
escolhendo:

= (ol M) = () e (2 0)

Como as matrizes A e C' sdo simétricas, a matriz Jr é uma matriz ponto de sela. Portanto,
da Definicao 2.1, o sistema que ela define é um sistema ponto de sela. Assim, a solugao desse
sistema linear pode ser encontrada usando algum dos métodos desenvolvidos no capitulo 2.

Finalmente, podemos resumir esta proposta no seguinte algoritmo:
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Algoritmo 4.1

Etapa 1 Ezecutar ALGENCAN. Sejam 2, A e it a aprorimacao obtida nesta etapa para
a solucao do problema e os multiplicadores de Lagrange respectivamente. Usar esta
solugao como ponto inicial da proxima etapa.

Etapa 2 Definir I, = {i | g;(x) > —€}, acrescentar as varidveis de folga as restri¢oes de
Ix e definir z; = \/2max{0,—g;(%)} Vi € In como vetor inicial dessas varidveis.
Ezecutar o método de Newton para resolver o sistema

Jp(x, A\, 2)d = —F((z, A\, p, 2),

atualizar os parametros. Declarar convergéncia de Newton quando
[V L(w, A, g1, 2) |00 < ol

onde tol é uma tolerancia positiva. Se a tolerancia nao é atingida, parar o algoritmo
quando o numero mdximo de iteracoes for atingido.

Observe que no critério de parada, nao ¢ considerada a medida da infactibilidade, pois
ALGENCAN consegui atingir ela.

4.2.2 ALGENCAN - Newton 2

Esta proposta é uma variante da proposta anterior. Como fizemos em ALGENCAN-Newton
1, executamos ALGENCAN obtendo o ponto inicial para a proxima etapa. Na segunda
etapa, sao determinados dois conjuntos de indices: o conjunto das restrigoes candidatas a
serem restricoes ativas Iy = {i | gi(x) > —e} e o conjunto Iy = {i € I4 | p; > B},
restricoes “sem folga”, onde (5 é uma constante positiva e p; é o multiplicador de Lagrange
associado a restrigao g;(x). Este conjunto representa as restrigdes de [4 cujo multiplicador
associado tem valor “grande”. Logo, como na proposta anterior, estabelecemos o sistema
KKT para ser resolvido. A mudanca que é feita em relacdo ao sistema (4.1) aparece nas
ultimas duas equagoes que sao substituidas pelas seguintes:

gi(x) = 0 Vi €ly,

gi(x)+2% = 0 Viels— Iy,
Wiz = 0 Vi G[A—[Sf.

Assim o sistema linear a ser resolvido nesta etapa fica:

V(@) + 30 AiVhi(@) + 3 iep, 1iVai(x) = 0,
h(z) = 0 ,
gi(z) = 0 Vi €Iy, (4.29)
gi(r)+%% = 0 Viely— Iy,
pizi = 0 Viely—Ig.
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O sistema nao linear (4.29) pode ser interpretado como as condigbes de otimalidade de

primeira ordem do seguinte problema
min f(z)

suj. a h(x) = 0,

gi(x) 0 Vie Iy,

gi(x)+%° = 0 Viels— I,

(4.30)

que sob a hipdtese que os multiplicadores de Lagrange, correspondentes as restri¢oes que
pertencem a [ 4 tenham valores positivos, é equivalente a resolver o problema de programagcao
nao linear

(x

)
suj. a  h(x) = 0,
l(ﬂ?) < 0 ViEIA—]Sf.

A prova desta equivaléncia é similar a feita nas proposigoes 4.1 e 4.2 da subsecao 4.2.1.

—

min

(4.31)

o

Detalhes da implementacao

Esta abordagem pode ser interpretada como uma segunda versao da abordagem anterior,
pois a primeira etapa nao muda, mas na segunda etapa realizamos uma modificacao.

Para esta abordagem nos baseamos na suposi¢cao que como o ponto obtido por ALGENCAN
estd perto da solucao, consideramos que as estimativas dos multiplicadores poderiam nos dar
informacao acerca de quais restricoes do conjunto I, sao verdadeiramente ativas, ou seja,
para quais cumpre-se g;(z) = 0.

Agora como usarmos os multiplicadores para determinar as restricoes que consideramos “ver-
dadeiramente ativas”?, para isto consideremos somente as seguintes condicoes de otimalidade

KKT:

pigi(z) = 0,
gi(r) < 0 Vi=1,..,p, (4.32)
j% > 0 Vi:L...,p.

A analise que pode ser feita destas relagoes é que quanto mais aumenta a variavel u; o valor
de g;(x) deve estar mais perto de zero para que a primeira condi¢do continue se cumprindo.
Assim, consideramos aquelas restricoes de desigualdade cujo multiplicador associado tem
valor grande (maior que um certo parametro positivo), como restrigoes ativas. Agora, o ponto
para o qual vamos determinar o conjunto I,¢, ¢ o ponto obtido na primeira etapa, sendo,
portanto, uma boa aproximacao da solucao do problema. Entao por continuidade, supomos
que aquelas restricoes continuarao pertencendo ao conjunto /sy na solugao do problema.

Novamente para achar a solu¢ao do sistema nao linear (4.29) vamos a aplicar o método
de Newton. A funcao da equagao nao linear

Fy)=0
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¢é a seguinte

V(@) + 3, MVhi(z) + 3 1V ger (@)

. B h(x)

(.Z',)\,M,Z) - g( ) _'_ZcfQ
X cf 2

Mefzef-

o) = ( 93;8) > ’

cujas compontentes estdo formadas pelas restrigdes de igualdade h(x) e as restrigoes de de-
sigualdade de I4 que nao precisam variaveis de folga, representadas por gs¢(z),

=)
Hsf

no qual a componente A corresponde a um vetor contendo os multiplicadores de Lagrange
associados as restri¢oes de igualdade e a componente ps; é o vetor formado pelos multipli-
cadores de Lagrange associados as restricoes de desigualdade que nao precisam de variaveis
de folga,

onde

ges(x) denota o vetor das restri¢oes de desigualdades de I4 que precisam de variaveis de folga,

tes corresponde ao vetor dos multiplicadores de Lagrange associados as componentes do
vetor g.r(x),

Zef 2

5~ representa cada componente deste

zc5 € o vetor das varidveis de folga, onde a notagao
vetor ao quadrado, vezes o fator %

Logo a matriz Jacobiana de F' é

M JNz) JE () O

@) 0 0 0

T 4

@ 0 oz, | (4.33)
0 0 Zy Uy

onde, supondo k = p — dimls, temos:
o M=V2f(a)+ S NVhi(0) + S 1V ges (1),
o Zoy = diag{zly ... 25},

o Uy = diag{ﬂif i 'M’gf}'
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Novamente temos uma matriz ponto de sela, portanto, o sistema que ela define é um sistema
ponto de sela. A sua resolucao pode ser determinada por alguns dos métodos desenvolvidos
no Capitulo 2.

Assim, o algoritmo para esta proposta pode ser escrito como:

Algoritmo 4.2 Etapa 1 Ezecutar ALGENCAN. Sejam &, \ e [L a aproximacgao obtida
nesta etapa para a solugao do problema e os multiplicadores de Lagrange, respectiva-
mente. Usar esta solucao como ponto inicial da proxima etapa.

Etapa 2 Definir [ = {i | g:(Z) > —e} e Ly ={i € Ix | s > B}. Acrescentar varidveis
de folga das restrigoes candidatas a serem ativas g;(T) tais que i € 14 — L5 e, definir

zi = v/2max{0,—g;(2)} Vi € 4 — Iy como vetor inicial dessas varidveis. Evecutar
Newton para resolver o sistema

Jr(@, A, p, 2)d = —F((z, A, p, 2),
atualizar os parametros. Declarar convergéncia de Newton quando
|VoL(z, Aty 2) || < tol, (tol > 0).

Se a tolerancia nao € atingida, parar o algoritmo quando o numero mdzimo de iteracoes
for atingido.

A fungao L((x, A\, p, z) representa a func¢ao Lagrangiano definida para o problema (4.30).

Novamente observe que no critério de parada, nao é considerada a medida da infactibili-
dade, pois ALGENCAN consegui atingir ela.

4.2.3 ALGENCAN - ALGENCAN aliviado

Na primeira etapa desta implementagao executamos ALGENCAN no problema original até
que o processo termine por cumprir algum dos critérios de parada do algoritmo. Na segunda
etapa redefinimos o problema: a funcao a ser minimizada nao muda com respeito ao problema
original mas sim mudam as restri¢oes, ficando restrito as restricoes de igualdade do problema
original e aquelas restricoes de desigualdade tais que no ponto obtido por ALGENCAN
satisfagam g;(z) > —e, (restrigbes candidatas a serem restrigoes ativas). Logo executa-se
ALGENCAN neste novo problema, escolhendo como ponto inicial o ponto obtido na etapa
anterior.

Detalhes da implementacao

Para sermos justos com ALGENCAN; assim como fizemos nas propostas anteriores de reduzir

o conjunto de restrigdes, nosso objetivo aqui foi verificar o que acontecia com o codigo

ALGENCAN, se apenas considerassemos as restri¢coes ativas perto da solucao do problema.
Assim o algoritmo sugerido neste caso é o seguinte:
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Algoritmo 4.3

Etapa 1 Ezecutar ALGENCAN. Sejam %, X e iL a aprorimacao obtida nesta etapa para
a solugao do problema e os multiplicadores de Lagrange respectivamente, que serao
utilizados como ponto inicial para a sequnda etapa.

Etapa 2 Definir 4 = {i | g;(&) > —¢€} e resolver, usando ALGENCAN, o sequinte problema

4.3 Subrotina utilizada para a resolucao dos sistemas
Ponto de Sela

Nas trés abordagens consideradas, as resolugoes dos sistemas ponto de sela foram realizadas
com o auxilio da subrotina MA57, que é parte integrante da biblioteca da HSL (Harwell
Subroutine Library). Esta subrotina resolve sistemas lineares da forma

Ar = b,

onde a matriz A é simétrica, esparsa e nao necessariamente definida. Este é um método
direto, baseado em uma variante da eliminagao Gaussiana. A resolugao é feita utilizando a
fatoracao LDLT desenvolvida no Capitulo 2. A idéia do algoritmo é a seguinte: inicialmente
os elementos da matriz A sao ordenados por uma técnica do tipo minimo grau para preservar
esparsidade (ver Duff et al (1986)). Em seguida, é realizada a fatoragdo LDLT mesmo que
A tenha posto incompleto e, finalmente, é resolvido o sistema linear.

4.4 Experimentos Computacionais

Em nossos experimentos computacionais, consideramos problemas de pequeno e grande
porte, lembrando que essa clasificacao é feita de acordo com o nimero de varidveis do pro-
blema.

4.4.1 Problemas de pequeno porte

Os problemas apresentados a seguir, foram retirados de W. Hock, K. Schittkowski (1981) e
do Projeto Tango.
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Problema 1:
min T — Ty
suj. a —Bxf + 21‘1.17% +1>0
Problema 2:
min  (z; — 2)? + (23 — 1)?
suj. a —17 + 13 > 0
—x] — Ty + 2 > 0
Problema 3:
min —T1T9T3
suj.a —xf —2r3 — 422 +48 > 0
Problema 4:
min 2} + 23 + 222 + 27 — 5xy — by — 21az + Ty
suja 8—af—at—ai-ai-mtre—a3+wy > 0
10 — 22 — 223 — 22 — 223 + 21 + 2y > 0
5—2x3 — a2 — 22— 21 + 29+ 14 > 0
Problema 5:
min 2} + 23
suj.a 1 +xo+1 <
Ty — a9 —1 <
Problema 6:

min  (xy — 10)2 + 5(wg — 12)% + 23 + 3(z4 — 11)* + 1028 + 722
+ x‘% — 4xgr7 — 1026 — 827
suj. a 127 — 222 — 325 — w3 — 423 — S
282 — Twy — 3wy — 1022 — x4 + 75
196 — 237y — 22 — 622 + 87

—4x? — 22 + 3v119 — 222 — S + 1127

v

v
o o o o

v
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Problema 7:
min 2?3 + 75 + T2 — 14wy — 1629 + (23 — 10)* + 4(x4 — 5)?
+ (x5 — 3)% 4+ 2(z6 — 1)? + b2 + T(zg — 11)?
+2(zg — 10)2 + (210 — 7)* + 45
suj. a 105 — 421 — S5x9 + 327 — 928
—10x1 4+ 829 + 1727 — 22¢
8x1 — 2x9 — bxg + 2119 + 12
—3(x1 —2)% — 4(wy — 3)? — 222 + Ty + 120
—52% — 8wy — (w3 — 6)% + 224 + 40
—0.5(z; — 8)% — 2(wy — 4)% — 32 + 26 + 30
—2? — 2(wy — 2)? + 27179 — 1475 + 66
3z — 639 — 12(x9 — 8)2 + T

Problema 8:
min  5.04x; 4+ 0.035x9 + 10z3 + 3.36x5 — 0.063x 427

suj. a ¢ (x 735.82 — 0.222x19 — bxg

go(x) = —133 + 327 + 327 — axqg
93(r) = —gi1(z) + 29(1/b =)
94(x) = —ga(z) + (1/a — a)

Q

ge(x) = 57.425 + 1.098z5 — 0.038z3 + 0.325x6 — axy
g7(x) = —gs(z) + (1/a — a)z,

gs() = —ge(x) + (1/a — a)xy

go(z) = 12204 — 21 — 75

g10(z) = 98000x3/(z429 + 1000x3) — xg

g (@) = (22 + x5) /21 — @3

()
()
()
()
5(z) = 1.1221 + 0.13167x, 25 — 0.006672122 — azy
()
()
(z)
(z)

VvV IV IV IV IV IV IV IV

vV IV IV IV IV IV IV IV
o O o O o o o o

o O O O O O o o o o o
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0.00001 < z; < 2000
0.00001 <z < 16000
0.00001 < =z3 < 120
0.00001 < =z, < 5000
0.00001 < =z < 2000
85 < z¢ < 93
90 < zy < 9

Problema 9:
min T + T2 + T3

Suj. a T3 — T
Ty — T1
1 —0.002z7 4 0.00225
T11 + T12 + X13
250 — x11 — w12 — 713
213 — 1.26262610 + 1.231059257 10
x5 — 0.0347525 — 0.975z925 + 0.0097523
ze — 0.0347523 — 0.975x376 + 0.0097523
T5T7 — T1T§ — T4T7 + T4Tg
1 —0.002(zowg + T5T8 — T1XT8 — TeTg) — Ty — T
Tokg — X3T10 — TexLg — D00x9 + 500xs + Tox10
e — 0.9 — 0.002(zow10 — T3210)
x4 — 0.0347521 — 0.9752124 + 0.0097522
r11 — 1.262626x5 + 1.23105921 25
12 — 1.26262629 + 1.2310592929

(@4
S @

VIV IV IV IV IV IVIVIVIVIVIVIVIVIV

SO O O O O O o o o o o©
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0.1
0.1
0.1
0.0001
0.1
0.1
0.1
0.1
500
0.1
1
0.0001
0.0001

Problemas 10, 11 e 12:

VAR VAN VAR VAN VAR VANR VAN VANR VAN VANR VAN VAR VAN

I
T2
T3
Ty
Ts
Te
T7
T
L9
T10
T
T12
T13

VAN VAR VANN VAR VANR VAN VANR VAN VANR VAN VAR VAN

0.1

0.9
0.9
1000
1000
1000
200
150
150
150

Eles formam parte dos problemas presentes no projeto Tango. O desenvolvimento
deles sera realizado para o caso de problemas de grande porte. Para a execucao des-
tes problemas dois parametros devem ser definidos: np que representa quantidade de
pontos e ndim, que representa a dimensao a qual pertencem tais pontos. Na seguinte
tabela, sao apresentadas as execucoes realizadas mudando np e ndim, junto com a
quantidade de variaveis do problema e a quantidade de restri¢oes representadas por n

e m respectivamente.

np | ndim | n | m

hardspheres | 5 2 111 15
kissing 6 3 18] 21
kissing 15 5 75 1 120

Vamos destacar que o problema 5 nao foi retirado da bibliografia antes mencionada.
Ele foi o escolhido por sua simplicidade para desenhar o conjunto das restricoes e ter idéia

geometricamente da solucao do problema, como podemos observar no seguinte grafico:
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&

\\

4.4.2 Problemas de grande porte

Os problemas que utilizamos em nossos experimentos computacionais foram retirados do
projeto Tango. Eles sao:

Problema do passo da montanha

Estes problemas consistem em resolver a seguinte situagdo: Dada uma superficie S(z,y)
e pi, pr € IR? pontos inicial e final respectivamente, procura-se encontrar uma poligonal

Pi,P1,P2, -, PN, Df> tal que

max S(pe)

seja o menor possivel, ou seja, uma poligonal ¢ tal que
= min max S
= min max S(py),

onde I' representa a familia de todos os caminhos que unem p; com p;. Além disso, a
distancia entre pontos consecutivos da poligonal deve ser menor ou igual a uma tolerancia
estabelecida. O problema possui n = 2N + 1 varidveis e m = 2N + 1 restricoes, onde N
corresponde a quantidade de pontos entre p; e py.

Logo, podemos formular o problema como o seguinte problema de Programacao Nao Linear

min z
suj.a o =il < diaas
i =pill? < dinaas
ok = Drrall? < dmae Yh=1,..,N -1,
Ipv =257 < dinaas
S(pk) < oz Vk=1,2,...,.N

A superficie considerada neste trabalho é:



4.4 Experimentos Computacionais 60

S(x,y) = sin(zy) + sin(z + y).

Nos experimentos numéricos, este problema é chamado a “mountain”.

Problema de Esferas Rigidas

Estes problemas consistem em: Dado um conjunto de np pontos pi, ..., pn, em uma esfera
unitaria pertencente a um espaco de dimensao nd, procura-se maximizar a distancia minima
entre dois pontos quaisquer.

Formulando o problema como um problema de Programacao Nao Linear temos:
max ming; [|pi — pj, |

suj. a lpsll =1 Vi=1,...,np.

Reformulando o problema, podemos reescreveé-lo
min z
suj. a (pi,pj) <z Vi,
lp:l =1 VYi=1,..,np.
onde z é uma variavel real.
Nos experimentos numéricos, este problema é chamado “hardspheres”
Problemas kissing

Neste problema, devemos determinar np pontos pi, pa, ..., pnp €m uma esfera unitaria de um
espacgo de dimensao nd tal que

dist(p;,pj) > 1, Vi< .
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Reformulando o problema como o um problema de Programagao Nao Linear temos
min 0
suj. a dist(p;, p;) > 1 Vi<jy,
lpsll =1 Yi=1,...,np.

Nos testes numeéricos, este problema é chamado “kissing”.

Na tabela apresentada a seguir, sao detalhados cada um dos problemas anteriores com
os distintos parametros testados junto com o ntimero de variaveis do problema e o niimero
de restri¢oes, representados por n e m respectivamente:

np | ndim n m
mountain 50 101 | 101
60 121 121
75 151 151
90 181 181
100 201 | 201

hardspheres 15 20 301 | 120
20 22 441 | 210
10 22 221 55
10 30 301 | 55

40 6 241 | 820
kissing 17 27 459 | 153

26 19 494 | 351
20 20 400 | 210
28 20 560 | 406
35 10 350 | 630

4.4.3 Resultados Numeéricos

ALGENCAN-Newton 1 e ALGENCAN Newton 2

Os resultados dos experimentos computacionais, sao apresentados em diferentes tabelas.
Elas sao diferenciadas em problemas de pequeno porte e grande porte. Os valores obtidos
em relagao ao tempo, correspondem a uma média obtida de testar 100 vezes cada problema.
A precisao proposta em nossos testes foi 10714, a precisao exigida para ALGENCAN foi
108, Destacamos que algumos problemas nao atingiram a precisao de 10~!* devido a que,
o tamanho do passo para o método de Newton resultou inferior a este valor, assim o passo
tornou-se desprezivel.
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Problemas de pequenos porte

Descricao dos problemas

ALGENCAN | ALG.-Newton 1 | ALG.-Newton 2

n m n m n m
1 Problema 1 2 1 4 1 3 1
2 Problema 2 2 2 6 2 4 2
3 Problema 3 3 1 5 1 4 1
4 Problema 4 4 3 8 2 6 2
5 Problema 5 2 2 4 1 3 1
6 Problema 6 7 4 11 2 9 2
7 Problema 7 | 10 8 22 6 17 6
8 Problema 8 | 10 31 25 9 19 9
9 Problema 9 13 41 43 15 30 15
10 | hardspheres | 11 15 26 10 21 10
11 kissing 18 21 38 13 38 13
12 kissing 75 120 106 23 106 23

n: representa quantidade de varidveis do problema presentes em cada proposta.

m: representa quantidade de restricdes do problema presentes em cada proposta.

Tabela 1

Precisao

Para medir a precisao, calculamos a medida da otimalidade e a medida da infactibilidade, e
denotamos-as como |VL||« € |||l respetivamente.

8.260E-09 9.960E-09 7.105E-15 7.327E-15 7.105E-15 7.327E-15
7.214E-10 | 4.911E-09 2.387E-12 6.039E-14 2.387E-12 6.039E-14
1.698E-06 7.430E-09 5.684E-14 2.614E-14 5.684E-13 1.772E-12
10 || 6.238E-09 | 4.608E-10 5.551E-17 1.317E-10 3.122E-17 1.296E-16
11 1.847E-09 | 1.8614E-10 | 1.57567E-19 | 8.2019E-17 | 1.57567E-19 | 8.2019E-17
12 5.740E-09 1.725E-09 1.158E-16 1.578E-16 1.158E-16 1.578E-16

ALGENCAN ALGENCAN-Newton 1 ALGECAN-Newton 2

VLo llglloo VL]0 llglloo VLo llgll oo
1 6.44 E-12 3.13E-07 0 4.477TE-17 0 4.477TE-17
2 7.520E-09 8.483E-09 1.110E-16 2.427TE-09 0 0
3 3.485E-09 3.545E-10 3.557TE-15 3.545E-10 1.776E-15 2.185E-15
4 9.439E-09 5.095E-09 1.776E-15 3.333E-09 8.881E-16 1.033E-16
5 4.44E-16 9.455E-9 4.44E-16 9.455E-9 4.44E-16 9.455E-9
6 2.908E-09 2.404E-09 2.664E-15 1.823E-10 1.420E-14 0
7
8
9

Tabela 2
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Problemas de grande porte

Descricao dos problemas

ALGENCAN | ALG.-Newton 1 | ALG.-Newton 2

n m n m n m
1 mountain 101 101 121 10 118 10
2 121 121 127 3 124 3
3 151 151 279 21 236 21
4 181 181 225 22 216 22
5 201 201 239 19 236 19
6 hardspheres | 301 120 526 120 526 120
7 441 210 841 210 841 210
8 221 55 321 55 321 55
9 301 55 401 55 401 55
10 601 120 826 120 826 120
11 241 820 833 316 833 316
12 kissing 459 153 512 35 512 35
13 702 378 733 29 733 29
14 494 351 546 39 546 39
15 400 210 434 27 434 27
16 560 406 624 46 624 46
17 350 630 417 51 417 51

Precisao e Infactibilidade

Tabela 3

: representa quantidade de varidveis do problema presentes em cada proposta.

: representa quantidade de restrigdes do problema presentes em cada proposta.

ALGENCAN ALGENCAN-Newton 1 ALGECAN-Newton 2
VLo llglloo VLo llglloo VLo llglloo
1 6.392E-09 3.683E-09 6.106E-16 2.521E-09 9.436E-16 4.773E-16
2 6.731E-09 1.518E-09 1.11E-16 1.303E-09 3.885E-16 3.159E-16
3 4.4205E-09 | 1.875E-09 2.220E-16 5.908E-10 1.110E-16 1.328E-16
4 7.671E-07 | 2.493E-10 1.332E-14 1.745E-15 2.220E-15 2.063E-11
5 7.554E-10 3.700E-09 3.330E-16 3.700E-09 2.220E-16 | 4.105E-16
6 1.981E-09 3.393E-09 | 4.440E-16 2.423E-09 | 4.440E-16 2.423E-09
7 6.717E-09 1.800E-09 | 4.440E-16 1.756E-09 4.440E-16 1.756E-09
8 7.773E-10 9.742E-10 | 2.2201E-16 | 9.718E-10 | 2.2201E-16 | 9.718E-10
9 1.966E-09 7.142E-09 1.110E-16 5.929E-09 1.110E-16 5.929E-09
10 6.863E-09 1.861E-09 2.027E-15 1.049E-09 2.027E-15 1.049E-09
11 8.690E-09 2.916E-09 7.000E-15 1.019E-13 7.000E-15 1.019E-13
12 1.9641E-09 | 5.038E-09 6.149E-18 3.015E-16 6.149E-18 3.015E-16
13 2.884E-10 2.962E-09 2.091E-19 2.775E-16 2.091E-19 2.775E-16
14 4.170E-09 2.996E-09 1.689E-17 1.167E-15 1.689E-17 1.167E-15
15 2.327E-09 9.439E-09 9.592E-17 | 6.581E-15 9.592E-17 | 6.581E-15
16 2.089E-09 | 4.668E-09 1.352E-14 | 4.029E-16 1.352E-14 | 4.029E-16
17 2.777E-09 8.847E-09 | 4.552E-16 1.141E-13 | 4.552E-16 1.141E-13

Tabela 4
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Tempo total de execucao

Problemas de pequeno porte (seg.)
ALG.-Newton 1 ALG.-Newton 2
1 0.00071 0.00055
2 0.00053 0.00041
3 0.00054 0.00051
4 0.00065 0.00066
5 0.00017 0.00017
6 0.00096 0.00075
7 0.0067 0.00051
8 0.181 0.135
9 0.014 0.021
10 0.00094 0.00086
11 0.0023 0.0024
12 0.0080 0.0086
Tabela 5
Problemas de grande porte (seg.)
ALG.-Newton 1 ALG.-Newton 2
1 0.0069 0.0069
2 0.0062 0.0051
3 0.0371 0.0341
4 0.0531 0.0265
5 0.054 0.049
6 1.04 1.07
7 6.17 6.01
8 0.269 0.267
9 0.357 0.356
10 4.629 5.011
11 3.360 3.351
12 0.308 0.274
13 0.587 0.576
14 0.346 0.355
15 0.169 0.151
16 0.837 0.826
17 0.212 0.212

Tabela 6
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Em seguida, apresentaremos graficamente os resultados obtidos.

Problemas de pequeno porte

Otimalidade
ALGENCAN e ALGENCAN-Newton 1

Otimalidade

B4 B4 ALGENCAN e ALGENCAN-Newton 2
4 —9o— ALEGENCAN 4 —e— ALGENCAN
4 —@— ALGENCAN-Newton 1 4 —O— ALGENCAN-Newton 2
1E8 9—o—2 o—° 9 g B8 9—o—2 o—¢ e
\ / h \ / e
8 ] \\ // ° 9 ; \\ // °
% 1E-12 % 1E-12
5 \./ g \/ \
g \/ \ g \/ \
A o—o \/ o \ A~ \/ ) \
1E-16 \ 1E-16 / \
/ / 9
// / // /
/ / ]
1E-20 1E-20 .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Problema Nro Problema Nro
Infactibilidade
ALGENCAN-Newton 1 ¢ ALGENCAN-Newton 2
Otimalidade 166
ALGENCAN-Newton 1 ¢ ALGENCAN-Newton 2 " 3| —9— ALGENCAN-Newton 1
1| —9— ALGENCAN-Newton 2
—0— ALGENCAN-Newton 1 [
1E-12 4| —@— ALGENCAN-Newton 2 ? 1E-9 *) C'\
/ ) -~
\/ \ // // \\ \\ // \\
1E-14 Q
— S 1E-12
< f N \ / VN AN
5 1E-16 ¢ \ C% // // \\ 3 -2 \\ \\
g / / Q\ /° 1E-15 o \
& \ 1 N A s
/ / \ / e /J \ /
1E-18 / / V 1E-18 \\ // \\ /
/ \/ /
9= ;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 L2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Problema Nro

Problema Nro

Tempo de execucdo

ALGENCAN - Newton 1 ¢ ALGENCAN - Newton 2

—0— ALGENCAN-Newton 1
—0— ALGENCAN-Newton 2 ﬁk/"
h

0.1

Tempo (s)
g

/

1E-3

——Q—

1E-4

T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Problema Nro
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Problemas de grande porte

Otimalidade
ALGENCAN e ALGENCAN-Newton 1
4 —9— ALGENCAN
1E-4 4| —@— ALGENCAN-Newton 1
“
1E-7 \\
9=90—9 \ I —OTI O— Y
3 T .
k5 1E-10
Q
=
A 1E-13
>—\
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1E-19 L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17
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\ o
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1E-17 /
1E-19

;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17
Problema Nro

Precisdo
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ALGENCAN e ALGENCAN-Newton 2
4| —9— ALGENCAN
1E-4 4 —@— ALGENCAN-Newton2
“
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9—9—9 \ — N S S oO— Y
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R
Q
=
A< 1E-13
- 9. >\
1E16 . 0—90—0_g \\ s ']
1E-19 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17
Problema Nro
Infactibilidade
ALGENCAN-Newton 1 e ALGENCAN-Newton 2
1E-7 1 —@— ALGENCAN-Newton 1
—@— ALGENCAN-Newton 2
1E-94 °

1E-11

|
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\» \sﬂ/\ v/

1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17
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ALGENCAN-ALGENCAN aliviado

Nesta proposta nao obtivemos o resultado desejado. Em nehum dos casos testados, o pro-
cesso finalizou por cumprir-se o critério da convergéncia. Ele finalizou por atingir o nimero
maximo de iteragoes externas, internas ou por ter o parametro de penalidade muito alto, o
que torna o problema inestavel. Em algumos testes, o seqiiéncia foi para outro ponto.

4.4.4 Conclusoes dos experimentos computacionais

Dos problemas testados, obtivemos:

Propostas: ALGENCAN - Newton 1 e ALGENCAN - Newton 2

e Sobre um total de 29 problemas testados, ambas propostas conseguiram obter uma
aproximacao da solucdo, ou seja os algoritmos convergeram em 100% dos problemas
testados.

e Em ALGENCAN - Newton 1 e ALGENCAN - Newton 2 a precisao exigida foi atingida
em 25 dos problemas (86,20%).

e Em ambas propostas, 26 dos problemas precisaram de no maximo 5 iteracoes do método
de Newton para a convergéncia (89.65%).

e Em ALGENCAN - Newton 1, a medida da infactibilidade decresceu em 27 dos pro-
blemas (93,10%), enquanto que em ALGENCAN - Newton 2 decresceu em 28 dos
problemas (96,55%).

e A medida da infactibilidade obtida com ALGENCAN - Newton 2 em relacao a me-
dida obtida por ALGENCAN - Newton 1 foi: inferior em 9 problemas, igual em 18
problemas, e maior em 2 problemas.

e Nos experimentos onde o nimero de variaveis da proposta ALGENCAN-Newton 2
foi menor ao da proposta ALGENCAN-Newton 1, o tempo de execucao da primeira
proposta foi inferior ao da segunda. No caso onde o nimero de varidveis é o mesmo,
ambas propostas nao tém diferenca.

Destacamos que quando no método ALGENCAN exigimos a precisiao de 107, a medida
da infactibilidade atingiu esse valor, enquanto que a medida da otimalidade nao (com excecao
nos problemas kissing, onde ALGENCAN convergiu em todos os casos testados). No entanto,
a proposta ALGENCAN-Newton convergiu em 21 dos problemas (72,4%), dos quais 11 deles
obtiveram melhor tempo de execugao comparado com as tabelas apresentadas anteriormente.

Proposta: ALGENCAN - ALGENCAN aliviado
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Como ja expusemos anteriormente, nesta proposta os problemas testados nao atingiram a
precisao desejada. Mas este resultado era de se esperar, pois o Lagrangiano Aumentado é
um método de primeira ordem e os multiplicadores de Lagrange nao dao informac¢ao muito
precisa sobre o problema dual, eles cumprem a funcao de manter o parametro de penalidade
controlado no sentido de nao crecer muito rapidamente. Assim era, de certa forma, previsivel
o resultado obtido em nossos testes.

4.5 Conclusoes finais

Como podemos observar nas tabelas, as propostas ALGENCAN-Newton 1 e ALGENCAN-
Newton 2 tiveram quase o mesmo desempenho em relacao a medida de otimalidade, enquanto
que com respeito a medida da infactibilidade, a segunda proposta foi melhor. Com ambas
propostas conseguimos melhorar a precisao no ponto obtido por ALGENCAN. No entanto
ALGENCAN - ALGENCAN aliviado, nao logrou essa melhora. A diferenga desta ultima
proposta em relacao as duas primeiras é que ALGENCAN - ALGENCAN aliviado é um
método de primeira ordem, enquanto que ALGENCAN-Newton 1 e ALGENCAN-Newton 2
sao métodos de segunda ordem o que os torna métodos de convergéncia local rédpida.

Destacamos que ALGENCAN é um método robusto e obtém uma boa aproximacao da
solugao do problema de PNL com poucas iteragoes, nao entanto, se exigimos maior precisao
na solucao, como ele é um método de primeira ordem, tem dificuldade para atingir tal pre-
cisao. Para lograr melhorar esta medida, aplicamos o método de Newton a um sistema KKT
reduzido no ponto obtido por ALGENCAN. Para esta implementacao utilizamos um dos
métodos estudados no capitulo 1 para resolver sistemas ponto de sela. O método escolhido
foi a fatoracdo LDL” por suas propriedades de preservar a estrutura esparsa do sistema.
Junto com esta melhora, a medida da infactibilidade também decresceu. Assim, consegui-
mos melhorar a precisao na medida da otimalidade e na medida da infactibilidade. Por
outro lado, a variante de eliminar folgas naquelas restricoes que tém o multiplicador grande
também foi vantajosa pois o processo converge em menos iteracoes e portanto, o tempo
de execugao é menor. Finalmente podemos concluir que nossos objetivos foram atingidos,
ficando como trabalho futuro a implementacao de outros métodos para resolver sistemas
ponto de sela.



Apéendice A
Conceitos basicos

Proposicao A.1 Seja J(z) = % 2THx — fTx 4 g. Suponhamos H=H" ¢ H>0. Sex*
¢ um ponto estaciondrio de H, entao é minimizador global de H .

Demonstracao: z* é ponto estacionario de J(z), entao

VJ(z*)=0 < Hx"=f

Agora (2*)THa* = (Hx*)Tz = fTx entao

1 1
(z* —2)'H(z* — 2) — 5 (e Ha* + ffo — fTo 49> ~5 (e Ha* +g =

1
(l'*)THl'* _fo*+g — J(l'*)

finalmente
J(z) > J(z*) Vo.m

Proposicao A.2 Seja A € R™ semidefinida positiva. Se 7 Ax = 0 entdo Ax =0
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Demonstragao:  Seja p(t) = (v +ty)TA(z +ty) comy € R e x tal que 27 Az = 0.
Como A >0 entdao p(t) >0 Vi.
Agora p(0) =2TAr =0 = =0 é um ponto de minimo de p(t) == p/'(0) = 0.

Derivando p(t) temos

dp T
— =2y A t
it (z +ty),

0=p(0)=2"Ar = y Az=0.

Como y ¢é arbitrario temos que y? Az =0 Vy € IR", em particular escolhendo y = Ax

(A2)TAr =0 <= ||Az]’=0 <= Ar=0.m

Teorema A.1 Sejam A € R™ simétrica, k um inteiro tal que 1 <k <n, A\ <...<\,
autovalores de A e A = diag(Ay,...,\,). Seja S, um subespago k-dimensional de IR".

1. Se existe uma constante cy tal que xTAx >  calx VY € S, entdao
)\n > )\nfl > .2 )\nfk+1 > Ca.

2. Se existe uma constante ¢, tal que xTAxr < cixTz Vx € Sy, entdo ¢ > N\ >
o>\

Demonstragao:
1. Por hipétese ¢y satisfaz
T
x' Ax
Cy S T Vx € Sk,
xTx
entao . .
) xt Az . ot Ax
¢y <  min < max min = Akl
2#£0, z€S, 1T V CIR, dimV=k z#0, zeV xlx

esta tltima desigualdade é obtida usando o teorema de Courant-Fisher (Horn e Johnson
(1985), pag. 179).

Portanto ¢y < \,_py1 < .. < \,, logo fica provada a primeira parte do teorema.
Provamos agora a segunda parte do teorema. Por hipdtese ¢, satisfaz

T
xt Ax
a2z —= Vo € S,
Ly
entao
ol Ax _ 2T Ax
€1 > max = 2 min max T = Ak,
r#0, €S, T X V CIR', dimV=k z#0, zeV ' X

novamente ultima desigualdade é obtida usando o teorema de Courant-Fisher.
Assim ¢; > A\, > .. > Ay, o que finaliza a prova do teorema. m
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Corolario A.1 Sejam A matriz simétrica e S um subespaco de IR' de dimensao k.
1. Se 2TAz >0 Yz € S entdo A tem pelo menos k autovalores nio negativos.
2. Se xTAx >0 Vo € S, com x nao nulo entdo A tem pelo menos k autovalores positivos.

Demonstracgao:

1. 2TAz >0 V2 €S ,comdim(S) =k = XN >...> N\ ry1 >0 pelo teorema
anterior, logo se verifica a primeira afirmacao do corolario.

2. Pela primeira parte do coroldrio, sabemos que A tem pelo menos k autovalores nao
negativos. Falta provar que eles nao podem ser zero. Suponhamos que A, ;1 = 0, entao

i T Ax . T Ax
0= Np11 = max min 7— 2 Inin T = 0,
V C R, dimV=k z#£0, zeV zlx 2#0, zeS xlx
entao .
i zt Az )
0= min — = min 27 Az,
z#0, z€ES T X [|z||2=1, z€S

Agora S é de dimensdo finita, D = {x € S / 272z = 1} ¢é compacto (observar que 0 ¢ D),
e a funcao a7 Ax é continua em D, entdo atinge seu minimo, quer dizer 3 z9 € D tal que
2l Azg = 0, mas como zy # 0 isto contradiz a hipétese que z7 Az > 0 Vo € S ez # 0.
Portanto A tem pelo menos k autovalores positivos. m

Proposicao A.3 Sejam M € R™ matriz simétrica definida positiva, e py e f, o maior e
o menor autovalor de M respectivamente. Entao

pallz]|* < (Ma,z) < pullz|.
Demonstracao:  Seja A autovalor de M e z autovetor associado entao
Mx = \x

= (Mz,2) = Nz, 2) = Mz|* < 2

— (Mz,z) < ||
Por outro lado

Mz = pall®

— (M, x) > p ]|
Portanto, dado que x autovetor de M é arbitrario, nossa proposicao se verifica para todo
autovetor de M. Agora, como M é simétrica, seus autovetores formam uma base ortonormal
para IR', entdo v =Y " o, coma; € R Vi=1,...,ne {z1,...,2,} base ortonormal de
autovetores de M. Assim

(Mo, 0) =Y Ny Y il z) =D Mol < Yy a2 = o
=1 i—1 =1

J=1
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Portanto temos
(Mv,v) < pJv]|*.

Com um argumento similar, s6 que limitando por baixo obtemos:
(Mv,v) > gy 0]

e assim fica provada a afirmacao. m

Proposicao A.4 Sejam oy e o, o maior e o menor valor singular de B respectivamente,
B € R™" com linhas linearmente independentes, entao

B
o< 1B 5y
[yl

Demonstracao: Seja y € IR', pela hipotese sabemos que o; e o, correspondem ao

maior e menor valor singular de B, entdo ¢? e 02, correspondem ao maior e ao menor

autovalor da matriz BT B, logo pela proposicao A.3 temos que
arllyll* < (B"By,y) < oyl
Por outro lado
(B"By,y) = (B"By)"y = y" B" By = | By|*.
Logo juntanto estos dois resultados obtemos

anllyl* < I1Byll* < oillyl”,

como y é um vetor arbitrario de IR", fica provada a afirmacgao. m

Proposicao A.5 Seja A € IRV simétrica e definida positiva. Sejam Apin € Amaz 0 MENOT
e o maior autovalor dela. Seja o sequinte método iterativo para resolver o sistema linear
Ax =b conhecido como o método de Richardson

Wyt = Wy, + a(b— Aw,),

entao ele converge se

O<a<

Y
)\maac

e se reescrevemos a iteracdo como
Wpy1 = (I — aA)w, + b,

obtemos que G, =1—aA € a matriz de iteracao do método, logo o o que minimiza o raio

espectral de G, ( p(Ga) ) €
2

)\mam + >\mzn

o =
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(Saad (2003), pag. 114)

Demonstracao: O método iterativo converge se e somente se
p(I —ad) <1,

entao
’1 — Oé)\,L’ <1l V\E€ p(A),
isto é
—1<l—-a)\<1 V)\Zep(A)

Portanto,

l.Ll1—-aN<1l = a\>0 = a>0,

2.1 —a)\ > -1 = 2>a)\, — %>a VA €pld) = 2> .

A’m,cl,a:

Logo

O<ac<

)\ma:c

Agora qual é o a que minimiza p(Gg)?
p(Gy) = mlax{ |1 —a)\| } = maz{|l — alnin|, |1 — AXnazl| },
entao, o problema pode se reescreer como
moin max{|1l — aXminl|, |1 — OApnaz|}

o minimo ¢ atingido quando

1 — adpin] = |1 — @Mnazl
assim
1. se 1 — alpin >0
(a) 1—alpin= 1—alna, se 1 — alpes >0,
(b) 1 —admn = —14+ @laa, se 1 — alpee <0,
2. se 1 —alpin <0
(a) —14 admim= 1— Mz, se 1 — alpae >0,

(b) =14+ alpin = —1 + X\, se 1 — adlpar < 0.
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Analisando os diferentes casos temos:

1(3) 1— a)\min =1- a)\max — )\max = )\ma:ca

entao,
1 2
min p(G,) = min |1 — ad\p;| =0 = a=1—=7 —
1.(b)
2
1- >\mm =-1 )\max - N
“ e “ )\max + )\min

Com argumentos similares aos anteriores, de 2.(a) e 2.(b) obtemos que o

2
a=—.
)\max + )\mzn
Portanto o o que minimiza p(G,,) é
. 2
ot = [
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