


Universidade Estadual de Campinas
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Instituto de Matemática, Estat́ıstica e Computação Cient́ıfica.

1.Burgers, Equação de. 2.Equação de calor. 3.Lie, Simetrias de.
4. Hopf-Cole, Transformação de.
I. Freire, Igor Leite. II. Universidade Estadual de Campinas.
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Bendize, ó minha alma, ao SENHOR,
e não te esqueças de nenhum de seus benef́ıcios.”

Salmos 103:1-2.

vii



Resumo

Neste trabalho, é estudada uma generalização da equação de Burgers do ponto de vista da
teoria de simetrias de Lie.

Palavras−chave
Equação de Burgers, equação de calor, simetrias de Lie, transformação de Hopf-Cole.
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Abstract

In this work, a generalization of Burgers equation is studied from the point of view of Lie
point symmetry theory.

Keywords Burgers’ equation, heat equation, Lie point symmetry, Hopf-Cole transformation.
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1.2 Transformações infinitesimais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Primeiro Teorema Fundamental de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 Geradores infinitesimais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.5 Funções invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.6 Pontos, curvas e superf́ıcies invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.7 Transformações estendidas ou prolongamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.7.1 Transformações estendidas: uma variável dependente e n variáveis in-
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Caṕıtulo 1

Introdução às simetrias de Lie

As simetrias estão presentes nas leis que regem a natureza. Neste trabalho, estudaremos uma

classe de equações do ponto de vista da teoria de simetrias de Lie.

A teoria que usaremos no presente trabalho começou a ser elaborada no século XIX pelo

matemático norueguês Sophus Lie. Ele estava investigando os grupos cont́ınuos de transfor-

mações que deixam as equações diferenciais invariantes inaugurando a área de simetrias de

equações diferenciais (ver [11]). Essa teoria dá condições para que encontremos soluções de

equações diferenciais com um algoritmo bem definido.

1.1 Grupos de transformações de Lie a um parâmetro

A seguir, definiremos o que é um grupo de transformações de pontos de Lie e apresentaremos

a demonstração do teorema fundamental de Lie de maneira análoga à vista em [3, 5, 10, 12].

Além disso, utilizaremos, ao longo da dissertação, a convenção de Einstein, isto é, ı́ndices

repetidos são somados.

Definição 1. Seja D ⊆ R
n um subconjunto aberto, não-vazio, conexo. O conjunto de trans-

formações x∗ = X(x; ǫ) definido para cada x = (x1, x2, ..., xn) ∈ D, dependendo de um

1



1.2. Transformações infinitesimais 2

parâmetro ǫ ∈ S ⊂ R e munido de uma lei de composição de parâmetros

φ : S × S → S

forma um grupo de transformações em D se:

1. Para cada parâmetro ǫ em S as transformações são injetivas em D, em particular x∗

pertence a D;

2. O par (S, φ) forma um grupo G;

3. Se e denota o elemento neutro de G, então, para todo x ∈ D, temos x∗ = X(x; e) = x;

4. Se x∗ = X(x; ǫ) e x∗∗ = X(x∗; δ), então, x∗∗ = X(x;φ(ǫ, δ)).

Definição 2. Um grupo de transformações define um grupo de transformações de pontos de

Lie (GTPL) a 1-parâmetro se adicionarmos às propriedades anteriores as seguintes:

1. ǫ é um parâmetro cont́ınuo, isto é, S é um intervalo de R. Sem perda de generalidade,

ǫ = 0 corresponde ao elemento identidade;

2. X é infinitamente diferenciável com respeito a x ∈ D e é uma função anaĺıtica de

ǫ ∈ S;

3. φ(ǫ, δ) é uma função anaĺıtica de ǫ e δ, para todo ǫ, δ ∈ S.

1.2 Transformações infinitesimais

Considere um grupo de Lie a 1-parâmetro

x∗ = X(x; ǫ) (1.1)



1.3. Primeiro Teorema Fundamental de Lie 3

com identidade ǫ = 0 e lei de composição φ. Fazendo a expansão de (1.1) em série de Taylor

em torno de ǫ = 0:

x∗ = x+ ǫ

(
∂X(x; ǫ)

∂ǫ

)
∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

+ O(ǫ2)

= x+ ǫξ(x) + O(ǫ2), (1.2)

onde

ξ(x) =

(
∂X(x; ǫ)

∂ǫ

)
∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

. (1.3)

A transformação

x 7→ x+ ǫξ(x) (1.4)

é chamada de transformação infinitesimal do (GTPL) (1.1), sendo ξ(x) = (ξ1(x), · · · , ξn(x))

chamado de infinitésimo.

1.3 Primeiro Teorema Fundamental de Lie

O seguinte lema será de grande importância para a demonstração do Primeiro Teorema

Fundamental de Lie.

Lema 1. Seja x∗ = X(x; ǫ) um grupo de transformações de pontos de Lie. Então, vale a

seguinte igualdade:

X(x; ǫ+ ∆ǫ) = X(X(x; ǫ);φ(ǫ−1, ǫ+ ∆ǫ)), (1.5)

onde ǫ−1 e ∆ǫ denotam, respectivamente, o elemento inverso de ǫ e um pequeno incremento

em ǫ.
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Demonstração.

X(X(x; ǫ);φ(ǫ−1, ǫ+ ∆ǫ)) = X(x;φ(ǫ, φ(ǫ−1, ǫ+ ∆ǫ)))

= X(x;φ(φ(ǫ, ǫ−1), ǫ+ ∆ǫ))

= X(x;φ(0, ǫ+ ∆ǫ))

= X(x; ǫ+ ∆ǫ).

Teorema 1. (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma parametrização τ(ǫ) tal

que a transformação do grupo de Lie (1.1) é equivalente à solução de um problema de valor

inicial (PVI) para o sistema de equações diferenciais de primeira ordem:







dx∗

dτ
= ξ(x∗),

x∗
∣
∣
τ=0

= x.

(1.6)

Em particular,

τ(ǫ) =

∫ ǫ

0

Γ(ǫ′)dǫ′, (1.7)

onde

Γ(ǫ) =
∂φ(a, b)

∂b

∣
∣
∣
∣
∣
(a,b)=(ǫ−1,ǫ)

(1.8)

e Γ(0) = 1.

O Primeiro Teorema Fundamental de Lie nos mostra que as transformações infinitesimais

contêm as informações essenciais para a determinação de um (GTPL) a 1-parâmetro, isto

é, fornece-nos o problema de valor inicial que o fluxo através do ponto x obedece. Além
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disso, pelo mesmo teorema, pode-se sempre (re)parametrizar um dado grupo em termos do

parâmetro τ de modo que, para valores τ ′ e τ ′′, a lei de composição se torne

φ(τ ′, τ ′′) = τ ′ + τ ′′.

Ademais, as transformações (1.1) definem um fluxo estacionário dado por (1.6), valendo,

também, a rećıproca.

Demonstração. Primeiro, fazendo a expansão em série de Taylor de (1.1) em relação ao último

argumento, obtemos:

X(x; ǫ+ ∆ǫ) = x∗ +
∂X(x; ∆ǫ)

∂ǫ
∆ǫ+ O((∆ǫ)2). (1.9)

Por outro lado,

φ(ǫ−1, ǫ+ ∆ǫ) = φ(ǫ−1, ǫ) + Γ(ǫ)∆ǫ+ O((∆ǫ)2)

= Γ(ǫ)∆ǫ+ O((∆ǫ)2)

onde Γ(ǫ) é o definido por (1.8).

Pelo Lema 1,

X(x; ǫ+ ∆ǫ) = X(x∗;φ(ǫ−1, ǫ+ ∆ǫ))

= X(x∗; Γ(ǫ)∆ǫ+ O((∆ǫ)2)) (1.10)

= X(x∗; 0) + ∆ǫΓ(ǫ)
∂X

∂δ
(x∗; δ)

∣
∣
∣
δ=0

+ O((∆ǫ)2)

= x∗ + Γ(ǫ)ξ(x∗)∆ǫ+ O((∆ǫ)2).
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Comparando (1.9) com (1.10), obtemos o seguinte problema de valor inicial:

dx∗

dǫ
= Γ(ǫ)ξ(x∗),

x∗(0) = x.

Segue, então, de (1.2), que Γ(0) = 1. Consequentemente, a aplicação

τ(ǫ) :=

∫ ǫ

0

Γ(ǫ′)dǫ′

cumpre (1.6). O teorema de Existência e Unicidade para um sistema de equações diferen-

ciais nos garante que (1.6) tem solução única. Desde que (1.1) é solução deste problema,

completamos a prova do teorema.

1.4 Geradores infinitesimais

Em virtude do Primeiro Teorema Fundamental de Lie, de agora em diante, sem perda de

generalidade, assumiremos que o (GTPL) é parametrizado de tal forma que sua lei de com-

posição seja dada por

φ(a, b) = a+ b,

onde

ǫ−1 = −ǫ e Γ(ǫ) = 1.

Definição 3. O operador diferencial

X = X(x) = ξ(x).∇ = ξ
i(x)

∂

∂xi
, (1.11)
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onde ∇ é o operador gradiente

∇ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xn

)

(1.12)

que é chamado de gerador infinitesimal do (GTPL) (1.1).

Para toda função diferenciável F (x) = F (x1, x2, . . . , xn),

XF (x) = ξ(x).∇F (x) = ξ
i(x)

∂F (x)

∂xi
.

Em particular,

Xx = ξ(x).∇x = ξ
i(x)

∂x

∂xi

= ξ
1

(
∂x

∂x1

)

+ ξ
2

(
∂x

∂x2

)

+ · · · + ξ
n

(
∂x

∂xn

)

= ξ
i(x)ei = ξ(x).

Teorema 2. O (GTPL) a 1-parâmetro pode ser escrito da seguinte maneira:

x∗ = eǫXx = x+ ǫXx+
ǫ2

2
X2x+ · · · = [1 + ǫX +

ǫ2

2
X2 + · · · ]x =

∞∑

k=0

ǫk

k!
Xkx (1.13)

onde o operador X é definido por (1.11) e o operador Xk = XXk−1, k = 1, 2, . . . , sendo

X0F (x) = F (x) para qualquer função diferenciável F (x).

Demonstração. Sejam

X = X(x) = ξ
i(x)

∂

∂xi
e X(x∗) = ξ

i(x∗)
∂

∂x∗i
, (1.14)
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onde

x∗ = X(x; ǫ) (1.15)

é o (GTPL). Do Teorema de Taylor, expandindo (1.15) em torno de ǫ = 0, temos

x∗ =
∞∑

k=0

ǫk

k!

(
∂kX(x; ǫ)

∂ǫk

)
∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

=
∞∑

k=0

ǫk

k!

(
dkx∗

dǫk

)
∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

. (1.16)

Para toda função diferenciável F (x)

d

dǫ
F (x∗) =

n∑

i=1

∂F (x∗)

∂x∗i
dx∗i

dǫ
=

n∑

i=1

ξ
i(x∗)

∂F (x∗)

∂xi∗
= X(x∗)F (x∗). (1.17)

Portanto, disso segue

dx∗

dǫ
= X(x∗)x∗ (1.18)

d2x∗

dǫ2
=

d

dǫ

(
dx∗

dǫ

)

= X(x∗)X(x∗)x∗ (1.19)

e, em geral,

dkx∗

dǫk
= Xk(x∗)x∗, k = 1, 2, ... . (1.20)

Consequentemente,

dkx∗

dǫk

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

= Xk(x)x, k = 1, 2, ... (1.21)

da qual vem (1.13).

Portanto, a expansão na série de Taylor em torno de ǫ = 0 da função X(x; ǫ), a qual define

um (GTPL) com a lei de composição φ(a, b) = a + b, é determinado pelo coeficiente de seu
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termo de O(ǫ), o qual é o infinitesimal

∂X(x; ǫ)

∂ǫ

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

= ξ(x). (1.22)

Corolário 1. Se F (x) é uma função infinitamente diferenciável, então, para o (GTPL) (1.1)

com gerador infinitesimal (1.11), teremos F (x∗) = F (eǫXx) = eǫXF (x).

Demonstração. Podemos escrever

F (eǫXx) = F (x∗) =
∞∑

k=0

ǫk

k!

(

dkF (x∗)

dǫk

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

)

.

De (1.17), temos que

d2F (x∗)

dǫ2
= X2(x∗)F (x∗)

e, portanto,

dkF (x∗)

dǫk
= Xk(x∗)F (x∗).

Assim,

dkF (x∗)

dǫk

∣
∣
∣
ǫ=0

= Xk(x)F (x).

Consequentemente, F (x∗) = F (eǫXx) = eǫXF (x).

1.5 Funções invariantes

Definição 4. Uma função infinitamente diferenciável F (x) é uma função invariante do

(GTPL) (1.1) se, e somente se,

F (x∗) ≡ F (x). (1.23)

Se F (x) é uma função invariante por (1.1), então, F (x) é chamada um invariante de (1.1)
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e é dita ser invariante por (1.1) .

Teorema 3. Uma função F (x) é invariante sob um (GTPL) (1.1) se, e somente se,

XF (x) ≡ 0. (1.24)

Demonstração.

F (x∗) ≡ eǫXF (x) ≡
∞∑

k=0

ǫk

k!
XkF (x) ≡ F (x) + ǫXF (x) +

ǫ2

2!
X2F (x) + ... (1.25)

Suponha F (x∗) ≡ F (x). Então, XF (x) ≡ 0 segue de (1.25). Reciprocamente, seja F (x) tal

que XF (x) = 0. Então, XnF (x) ≡ 0, para n = 1, 2... Portanto, de (1.25), F (x∗) ≡ F (x).

Teorema 4. Para um (GTPL) (1.1), a identidade

F (x∗) ≡ F (x) + ǫ (1.26)

vale se, e somente se, F (x) é tal que

XF (x) ≡ 1. (1.27)

Demonstração. Seja F (x) tal que (1.26) seja válida. Então,

F (x∗) = F (x) + ǫ = F (x) + ǫXF (x) +
ǫ2

2!
X2F (x) + ... (1.28)

Portanto, XF (x) ≡ 1. Reciprocamente, seja F (x) satisfazendo (1.27). Então, XnF (x) ≡ 0,

n = 2, 3, · · · , e obtemos F (x∗) ≡ eǫXF (x) ≡ F (x) + ǫXF (x) ≡ F (x) + ǫ.
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1.6 Pontos, curvas e superf́ıcies invariantes

Definição 5. Um ponto x e uma superf́ıcie F (x) = 0 são ditos invariantes pelo (GTPL)

(1.1) se, e somente se, x∗ = x sob (1.1) e F (x∗) = 0 quando F (x) = 0.

Definição 6. Uma curva F (x, y) = 0 é uma curva invariante por um (GTPL)

x∗ = X(x, y; ǫ) = x+ ǫξ(x, y) + O(ǫ2), (1.29)

y∗ = Y (x, y; ǫ) = y + ǫη(x, y) + O(ǫ2), (1.30)

com gerador infinitesimal

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
, (1.31)

se, e somente se, XF (x, y) = 0 quando F (x, y) = 0.

Teorema 5. Uma superf́ıcie escrita na forma F (x) = xn − f(x1, . . . , xn−1) = 0, é uma

superf́ıcie invariante sob (1.1) se, e somente se, XF (x) = 0 quando F (x) = 0.

Definição 7. A famı́lia de superf́ıcies ω(x) = c, onde c é uma constante, é uma famı́lia de

superf́ıcies invariantes sob (1.1) se, e somente se, ω(x∗) = c∗ quando ω(x) = c, onde c e c∗

são constantes.

Definição 8. A famı́lia de superf́ıcies ω(x, y) = c, onde c é uma constante, é uma famı́lia

de superf́ıcies invariantes sob (1.29), (1.30) se, e somente se, ω(x∗, y∗) = c∗ quando

ω(x, y) = c, onde c e c∗ são constantes.

Teorema 6. 1. Uma famı́lia de superf́ıcies ω(x) = c é invariante sob a ação de (1.1) se,

e somente se, Xω = Ω(ω) para alguma função Ω(ω) ∈ C∞.

2. Uma famı́lia de curvas ω(x, y) = c é uma famı́lia de superf́ıcies invariantes para (1.29),
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(1.30) se, e somente se,

Xω = ξ(x, y)
∂ω

∂x
+ η(x, y)

∂ω

∂y
= Ω(ω),

para alguma função Ω(ω) ∈ C∞.

Demonstração. Seja ω(x) = c uma famı́lia de superf́ıcies invariantes por (1.1). Então,

ω(x∗) = eǫXω(x) = ω(x) + ǫXω(x) +
ǫ2

2
X2ω(x) + · · · = c∗ = C(c, ǫ).

Portanto, Xω(x) = Ω(ω) para alguma função Ω(ω) quando ω(x) = c. Segue que

X2ω = Ω
′

Xω = Ω
′

(ω)Ω(ω).

Reciprocamente, suponha Xω = Ω(ω) para alguma função Ω(ω) ∈ C∞. Então,

X2ω = Ω
′

(ω)Ω(ω) e Xnω = fn(ω),

para alguma função fn(ω), n = 1, 2, . . . Consequentemente, se ω(x) = c, então,

ω(x∗) = eǫXω = ω(x) + ǫXω(x) +
ǫ2

2
X2ω(x) + · · · = ω(x) +

∞∑

n=1

ǫnfn(ω(x))

n!
= c∗.

1.7 Transformações estendidas ou prolongamentos

Nesta seção, além de apresentar algumas notações, será introduzida a noção de uma trans-

formação estendida. Tomamos x = (x1, . . . , xn) ∈ D ⊆ R
n, onde D é um aberto não-vazio,

e u = u(x) é uma função infinitamente diferenciável definida em D com valores em algum
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subconjunto de R.

Para todo k ∈ N, ∂ku denotará o conjunto de todas as k-ésimas derivadas de u(x),

Di =
D

Dxi
:=

∂

∂xi
+ ui

∂

∂u
+ uij

∂

∂uj

+ · · · + uii1...in

∂

∂ui1...in

(1.32)

é operador de derivação total e ui :=
∂u

∂xi
, uij :=

∂u

∂xi∂xj
, etc. Simbolizamos por

du = ∂udx (1.33)

a soma

du := uidx
i (1.34)

e mais geralmente,

d∂k−1u = ∂kudx

representará o conjunto de equações

dui1...ik−1
:= ui1...ik−1jdx

j, il = 1, . . . , n para l = 1, . . . , k − 1.

1.7.1 Transformações estendidas: uma variável dependente e n

variáveis independentes

No estudo da invariância de equações diferenciais parciais de ordem k com n variáveis inde-

pendentes x = (x1, · · · , xn) e uma variável dependente u = u(x), somos levados ao problema

de encontrar as extensões das transformações do espaço (x, u) no espaço (x, u, ∂u, · · · , ∂ku).

Nesta subseção, encontraremos a extensão do gerador X dado na Definição 3 até uma

determinada ordem k, bem como determinaremos seus coeficientes infinitesimais.
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Considere o conjunto de transformações de pontos,

xi∗ = X i(x, u; ǫ) = xi + ǫξi(x, u) + O(ǫ2), (1.35)

u∗ = U(x, u; ǫ) = u+ ǫη(x, u) + O(ǫ2), (1.36)

i = 1, 2, · · · , n, agindo sobre o espaço (x, u), com gerador infinitesimal

X = ξ
i(x, u)

∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
. (1.37)

A k-ésima extensão de (1.35) e (1.36) é dada por,

xi∗ = X i(x, u; ǫ) = xi + ǫξi(x, u) + O(ǫ2), (1.38)

u∗ = U(x, u; ǫ) = u+ ǫη(x, u) + O(ǫ2), (1.39)

u∗i = Ui(x, u, ∂u; ǫ) = ui + ǫη
(1)
i (x, u, ∂u) + O(ǫ2), (1.40)

... (1.41)

u∗i1i2···ik
= Ui1i2···ik(x, u, ∂u, · · · , ∂ku; ǫ) (1.42)

= ui1i2···ik + ǫη
(k)
i1i2···ik

(x, u, · · · , ∂ku) + O(ǫ2),

onde i = 1, 2, · · · , n e il = 1, 2, · · · , n, para l = 1, 2, · · · , k com k > 1. Seus k-ésimos

infinitesimais estendidos são:

(
ξ(x, u), η(x, u), η(1)(x, u, ∂u), · · · , η(k)(x, u, ∂u, · · · , ∂ku)

)
, (1.43)

com o k-ésimo gerador infinitesimal estendido correspondendo a:

X(k) = ξ
i ∂

∂xi
+ η

∂

∂u
+ η

(1)
i

∂

∂ui

+ · · · + η
(k)
i1i2···ik

∂

∂ui1i2···ik

, k > 1. (1.44)
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A fórmula expĺıcita para o infinitesimal estendido η(k) resulta do teorema a seguir.

Teorema 7. Os coeficientes η
(1)
i , · · · , η(k)

i1i2···ik
, em (1.44), satisfazem

η
(1)
i = Diη − (Diξ

j)uj, i = 1, 2, · · · , n, (1.45)

η
(k)
i1i2···ik

= Dikη
(k−1)
i1i2···ik−1

− (Dikξ
j)ui1i2···ik−1j, (1.46)

il = 1, 2, · · · , n para l = 1, 2, · · · , k com k > 2.

Demonstração. Por (1.35) e considerando uma matriz n× n temos;

A =









D1(x
1 + ǫξ1) · · · D1(x

n + ǫξn)

...
...

...

Dn(x1 + ǫξ1) · · · Dn(xn + ǫξn)









+ O(ǫ2)

= I + ǫB + O(ǫ2),

onde I é a matriz identidade de ordem n e

B =









D1ξ
1 · · · D1ξ

n

...
...

...

Dnξ
1 · · · Dnξ

n









. (1.47)

Para ǫ suficientemente pequeno, a matriz A é inverśıvel, logo,

A−1 = I − ǫB + O(ǫ2). (1.48)

Por (1.40), (1.47) e (1.48) pode-se escrever na seguinte forma:



1.7. Transformações estendidas ou prolongamentos 16












u1 + ǫη
(1)
1

u2 + ǫη
(1)
2

...

un + ǫη
(1)
n












= (I − ǫB)












u1 + ǫD1η

u2 + ǫD2η

...

un + ǫDnη












+ O(ǫ2),

e então,












η
(1)
1

η
(1)
2

...

η
(1)
n












=












D1η

D2η

...

Dnη












−B












u1

u2

...

un












,

levando à (1.45). Então, de (1.40), (1.43), (1.47) e (1.48), é posśıvel escrever












ui1i2···ik−11 + ǫη
(k)
i1i2···ik−11

ui1i2···ik−12 + ǫη
(k)
i1i2···ik−12

...

ui1i2···ik−1n + ǫη
(k)
i1i2···ik−1n












= (I − ǫB)












u1 + ǫD1η

u2 + ǫD2η

...

un + ǫDnη












+ O(ǫ2)

e, portanto,












η
(k)
i1i2···ik−11

η
(k)
i1i2···ik−12

...

η
(k)
i1i2···ik−1n












=












D1η
(k−1)
i1i2···ik−1

D2η
(k−1)
i1i2···ik−1

...

Dnη
(k−1)
i1i2···ik−1












−B












ui1i2···ik−11

ui1i2···ik−12

...

ui1i2···ik−1n












com il = 1, 2, · · · , n para l = 1, 2, · · · , k − 1 com k > 2, assim, temos (1.46).

Exemplo 1: Utilizando o resultado deste teorema faremos o cálculo de η
(1)
x , η

(1)
t , η

(2)
xx , ou
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seja, as extensões infinitesimais no espaço (x, t, u) (mais detalhes ver o Caṕıtulo 3). Assim,

η(1)
x = Dxη −

(
Dxξ

j
)
uj, j = 1, 2, (1.49)

onde chamaremos

ξ
1 = ξ, ξ

2 = τ. (1.50)

Além disso,

Dx = ∂x + ux∂u + uxt∂ut
+ uxx∂ux

+ · · · . (1.51)

Substituindo (1.50) em (1.49) e aplicando (1.51), obtemos

η(1)
x = ηx + (ηu − ξx)ux − τxut − ξu(ux)

2 − τuuxut. (1.52)

Para η
(1)
t , temos

η
(1)
t = Dtη −

(
Dtξ

j
)
uj (1.53)

com

Dt = ∂t + ut∂u + uxt∂ux
+ utt∂ut

+ · · · . (1.54)

Substituindo (1.50) em (1.53) e aplicando (1.54), obtemos

η
(1)
t = ηt + (ηu − τt)ut − ξtux − τu(ut)

2 − ξuuxut. (1.55)

Analogamente, para η
(2)
xx , temos

η(2)
xx = Dxη

(1)
x −

(
Dxξ

j
)
uj. (1.56)
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e substituindo (1.50) em (1.56) e aplicando (1.51), obtemos

η(2)
xx =ηxx + (2ηxx − ξxx)ux − τxxut + (ηu − 2ξx)uxx − 2τxuxt + (ηuu − 2ξxu) (ux)

2

− 2τxuuxut − ξuu(ux)
3 − τuu(ux)

2ut − 3ξuuxuxx − τuutuxx − 2τuuxuxt. (1.57)

1.8 Invariância de uma equação diferencial parcial

Sejam x = (x1, · · · , xn) ∈ D e u : D → R diferenciável. Uma equação diferencial parcial de

ordem k é uma relação

F (x, u, ∂u, · · · , ∂ku) = 0, (1.58)

que associa as variáveis independentes x ∈ D, dependentes u : D → R e derivadas de u até

ordem k. Para qualquer solução u = θ(x) de (1.58) a igualdade,

(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = (x, θ(x), ∂θ(x), ∂2θ(x), · · · , ∂kθ(x)) (1.59)

define uma solução que está na superf́ıcie

F (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0.

Definição 9. O (GTPL) a 1-parâmetro

x∗ = X(x, u; ǫ), (1.60)

u∗ = U(x, u; ǫ),

deixa a equação diferencial parcial (1.58) invariante se, e somente se, suas k-ésimas extensões

definidas em (1.38) – (1.43) deixam invariantes (1.58).
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Definição 10. Seja

X = ξ
i(x, u)

∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
(1.61)

o gerador infinitesimal de (1.60). O operador X é admitido pela Equação Diferencial Parcial

(1.58) se seu k-ésimo gerador infinitesimal estendido

X(k) = ξ
i(x, u)

∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
+ η

(1)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui

+ · · · (1.62)

+ η
(k)
i1i2···ik

(x, u, ∂u, · · · , ∂ku)
∂

∂ui1i2···ik

,

satisfaz a equação

X(k)F (x, u, ∂u, · · · , ∂ku) = 0, quando F (x, u, ∂u, · · · , ∂ku) = 0. (1.63)

Nesse caso, a transformação infinitesimal (1.60) que corresponde ao operador dado em

(1.61) é chamada simetria de Lie da equação diferencial parcial e, por abuso de linguagem,

identificaremos a transformação infinitesimal com seu respectivo gerador infinitesimal, chamando-

o também de simetria de Lie da equação diferencial parcial (1.58).

A condição de invariância (1.63), ao ser aplicada concretamente em uma equação diferencial

parcial, conduzirá-nos a um sistema linear de equações diferenciais parciais envolvendo os

coeficientes de ξi(x, u), η(x, u) da simetria (1.61). A solução desse sistema, no qual surgem

constantes arbitrárias que, ao serem substitúıdas em (1.61), darão-nos uma combinação linear

de todas as simetrias que deixam a equação diferencial parcial (1.58) invariante.

Exemplo 2: Sejam F (x, t, u, ux, ut, uxx, utt, uxt) = ut − uxx − uux e o gerador

X = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u
. (1.64)

Mostraremos que (1.64) é um gerador de simetria da equação ut = uxx − uux. A extensão de
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segunda ordem de (1.64) é

X(2) = X + η(1)
x

∂

∂ux

+ η
(1)
t

∂

∂ut

+ η(2)
xx

∂

∂uxx

, (1.65)

onde η
(1)
x , η

(1)
t e η

(2)
xx são dados respectivamente por (1.52), (1.55) e (1.57). Sabendo que

ξ = x, τ = 2t, η = −u. temos, η
(1)
x = −2ux, η

(1)
t = −3ut, η

(2)
xx = −3uxx. Dessa forma, aplicando

X(2) em F temos,

X(2)F = XF + η(1)
x

∂F

∂ux

+ η
(1)
t

∂F

∂ut

+ η(2)
xx

∂F

∂uxx

.

Sabendo que XF = uux,
∂F

∂ux

= −u, ∂F
∂ut

= 1 e
∂F

∂uxx

= −1, obtemos

X(2)F = uux − η(1)
x u+ η

(1)
t − η(2)

xx .

Assim,

X(2)F = −3(ut − uxx − uux) = −3F.

Logo, X(2)F = 0 quando F = 0.

Teorema 8. Critério para invariância de uma equação diferencial parcial

Sejam X e X(k) dados respectivamente em (1.61) e (1.62). Então, (1.60) é admitido pela

equação diferencial parcial se, e somente se,

XkF (x, u, ∂u, · · · , ∂ku) = 0 quando F (x, u, ∂u, · · · , ∂ku) = 0. (1.66)

Para simplificar a demonstração com respeito à quantidades de ı́ndices, faremos as seguintes

convenções:

1. ξ
∂

∂x
denotará ξi

∂

∂xi
;

2. η(l) ∂

∂ul

denotará ηi1···il
∂

∂ui1···il

, 1 6 l 6 k;
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3. ul denotará ui1i2···il , 1 6 l 6 k; valendo a mesma convenção para η;

4. F ∗ denotará F nos pontos (1.60).

Demonstração. Suponha que F seja invariante sob (1.60). Então,

F ∗ = F (x+ ǫξ + O(ǫ2), u+ ǫη + O(ǫ2), · · · , uk + ǫη(k) + O(ǫ2))

= F + ǫ

(

ξ
∂F

∂x
+ η

∂F

∂u
+ · · · + η(k) ∂F

∂uk

+ O(ǫ2)

)

= F + ǫX(k)F + O(ǫ2),

de onde vemos que (1.66) é verdadeira se, e somente se, é invariante, encerrando, assim, a

demonstração.

1.9 Soluções invariantes

Considere uma E.D.P de ordem k, com k > 1, que admita um (GTPL) a 1-parâmetro com

gerador infinitesimal (1.61). Assumamos que ξ(x, u) = (ξ1, · · · , ξn) 6= 0.

Definição 11. A função u = θ(x) é uma solução invariante de (1.58) correspondente a

(1.61), admitida pela E.D.P (1.58) se, e somente se,

1. u = θ(x) é uma superf́ıcie invariante de (1.61);

2. u = θ(x) é uma solução de (1.58).

Ou, de maneira equivalente, u = θ(x) é uma solução invariante de (1.58) em relação ao

(1.61) se, e somente se, u = θ(x) satisfaz

1. X(u− θ(x)) = 0 quando u = θ(x), isto é,

ξ
i(x, θ(x))

∂θ(x)

∂xi
= η(x, θ(x)), (1.67)
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2. F = 0 para uj =
∂θ

∂xj
, j ∈ {1, · · · , k} .

As soluções invariantes podem ser encontradas de duas maneiras:

• Método da Forma Invariante: Resolvemos a condição da superf́ıcie ser invariante

(equação (1.66)), resolvendo as equações caracteŕısticas

dx1

ξ1(x, u)
=

dx2

ξ2(x, u)
= · · · =

du

η(x, u)
(1.68)

quando u = θ(x). Se (v1(x, u), v2(x, u), · · · , vn−1(x, u), v(x, u)) são n invariantes inde-

pendentes de (1.68) com vu 6= 0, então, a solução u = θ(x) é dada implicitamente pela

forma invariante

v(x, u) = ζ(v1, · · · , vn−1), (1.69)

onde ζ é uma função arbitrária de v1, · · · , vn−1.

• Método da Substituição Direta: Suponha que ξn 6= 0. Assim,

un = −
n−1∑

i=1

ξi

ξn
ui +

η

ξn
. (1.70)

Quando encontramos soluções invariantes da E.D.P (1.58), qualquer termo envolvendo

derivadas de u com respeito a xn pode ser expresso em termos de x, u e derivadas de u

com respeito a x1, · · · , xn−1. Consequentemente, obtemos uma nova equação diferencial

com variável dependente u e variáveis independentes (x1, · · · , xn−1) e parâmetro xn.

Qualquer solução dessa nova equação diferencial define uma solução invariante da E.D.P

(1.58). No caso particular, em que n = 2, esse método nos fornece uma equação

diferencial ordinária.



Caṕıtulo 2

A Equação de Burgers

Neste caṕıtulo, discutiremos brevemente a equação de Burgers, que é um caso particular da

classe de EDPs estudadas nesta dissertação. As equações diferenciais são a maneira mais

natural de descrever os fenômenos que ocorrem na natureza. Através delas, matemáticos e

f́ısicos tentam desvendar os mistérios que permeiam tais fenômenos na esperança de entendê-

los e até mesmo reproduzi-los em laboratório. O estudo feito aqui é do ponto de vista

matemático. É claro que isso não exime a importância f́ısica e suas valiosas interpretações.

A equação de Burgers surgiu por volta de 1915, em um trabalho do f́ısico Bateman. Ela

tem sido de grande interesse na f́ısica, devido às suas propriedades estat́ısticas e por causa de

sua similaridade com as equações de Navier-Stokes de dimensão 1 (ver [13]). A forma não-

homogênea da equação de Burgers tem muitas aplicações no estudo de dinâmica de gases,

acústica, fenômenos de difusão e advecção. A equação original é

νuxx = ut + uux, (2.1)

onde o “vetor velocidade” u é uma função de x, t apenas e a “viscosidade cinemática” ν é um

parâmetro positivo.

23
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O interesse matemático nessa equação advém do fato de que ela, apesar de ser uma equação

não-linear, é altamente tratável e sua solução exata e completa é conhecida em termos de

valores iniciais [6]. É interessante observar que a equação (2.1) vem se consolidando como

equação modelo para testes e comparações de técnicas computacionais. Nesse sentido, vale

a pena destacar o trabalho [2] que, além de estabelecer tabelas comparativas, apresenta 35

soluções distintas de problemas de valor inicial para a equação (2.1) em um domı́nio infinito,

bem como soluções para problemas de valores de condições de contorno e inicial finitos.

O termo não-linear na equação (2.1) dá origem a uma onda que se move em determinada

direção. Essa onda, eventualmente dissipa-se e a solução não-linear tende à mesma forma da

solução linearizada, porém, com amplitude menor.

Em termos de classificação, a equação de Burgers (2.1) é uma equação diferencial parcial

não-linear parabólica de segunda ordem.

Como dissemos acima, a equação (2.1) possui solução exata conhecida, uma das técnicas

utilizadas para sua resolução é a chamada transformação de Hopf-Cole.

2.1 Transformação de Hopf-Cole

Consideremos a equação (2.1) escrevendo-a como,

ut + uux − νuxx = 0. (2.2)

Chamando u = u(x, t) e v = v(x, t) e introduzindo a mudança de variáveis

u = −2ν
vx

v
(2.3)
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obtemos:

ut = −2ν
vtx

v
+ 2ν

vxvt

v2
,

ux = −2ν
vxx

v
+ 2ν

v2
x

v2
,

uxx = −2ν
vxxx

v
+ 6ν

vxvxx

v2
− 4ν

v3
x

v3
.

Substituindo em (2.2), obtemos

0 = ut + uux − νuxx =
vx

v
[νvxx − vt] − (νvxx − vt)x .

Dessa maneira, se v = v(x, t) for solução da equação do calor,

ut = νuxx,

então, u = u(x, t) dada por (2.3) será solução da equação (2.1). Essa transformação tão

notável reduz o problema não-linear em um problema de valor inicial da equação do calor.

Mais detalhes podem ser encontrados em [6, 7].

Nesta dissertação, estudaremos as simetrias de Lie da equação

ut = uxx − g(u)ux, (2.4)

onde g(u) é infinitamente diferenciável. Tomando g(u)=0 em (2.4), obtemos a bem conhecida

equação do calor

ut = uxx, (2.5)

que é um modelo matemático para a difusão de calor em sólidos e se g(u)=u em (2.4), obtemos

a equação de Burgers (2.2) com ν = 1.



2.1. Transformação de Hopf-Cole 26

As simetrias de (2.2) e (2.5) são conhecidas, vide [3]. O que faremos na dissertação é um

estudo aprofundado e complementar aos resultados obtidos em [4] com respeito à equação

(2.4). Essa equação é um caso particular da EDP,

ut = F (x, t, u, ux)uxx +G(x, t, u, ux). (2.6)



Caṕıtulo 3

Simetrias da equação de Burgers

generalizada

Neste caṕıtulo, será demonstrado o teorema central do trabalho, no qual obteremos os ge-

radores infinitesimais de simetria da equação (2.4). Primeiramente, enunciaremos alguns

resultados importantes para demonstração do teorema. Esses podem ser vistos com mais

detalhes em [8].

A equação de Burgers generalizada,

ut = uxx − g(u)ux, (3.1)

é um caso particular da equação (2.6) tomando

F (x, t, u, ux) = 1 e G(x, t, u, ux) = g(u)ux. (3.2)

Um gerador do (GTPL) da equação (2.6) é da forma:

X = τ(x, t, u)
∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂u
. (3.3)

27
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O que faremos neste ponto será encontrar um sistema de equações que nos fornecerão as

simetrias. Essas equações são chamadas de equações determinantes.

3.1 As equações determinantes

Seja

L(x, t, u, ux, ut, uxx, utt, uxt) = ut − uxx + g(u)ux. (3.4)

Então, L = 0 se, e somente se, vale (3.1). O seguinte resultado está demonstrado em [8].

Proposição 1. (Lagno − Samoilenko) Suponha que (3.3) seja um gerador de simetria da

equação (2.6). Então,

X = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂u
, (3.5)

onde as funções τ, ξ, η, F e G satisfazem as seguintes equações

(2ξx + 2uxξu − τ
′

)F = τFt + ξFx + ηFu + (ηx + uxηu − uxξx − u2
xξu)Fux

(3.6)

ηt − uxξt + (ηu − τ
′ − uxξu)G+ (uxξxx − ηxx − 2uxηxu − u2

xηuu+

+ 2u2
xξxu + u3

xξuu)F = τGt + ξGx + ηGu + (ηx + uxηu − uxξx − u2
xξu)Gux

, (3.7)

com τ
′

=
dτ

dt
.

Teorema 9. A Equação (2.4) possui o seguinte conjunto linearmente independente de equações

determinantes:

τ
′

= 2ξx, (3.8)

(−αu− β)g
′

(u) − ξxg(u) + ξt + 2αx = 0, (3.9)

βt − βxx + αxug(u) + βxg(u) + αtu− αxxu = 0. (3.10)
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Demonstração. Sabendo que (2.4) é um caso particular de (2.6) e fazendo as substituições

(3.2) nas equações (3.6) e (3.7), obtemos:

(2ξx + 2uxξu − τ
′

) = 0, (3.11)

ηt − uxξt + (ηu − τ
′ − uxξu)g(u)ux + (uxξxx − ηxx − 2uxηxu)−

−u2
xηuu + 2u2

xξxu + u3
xξuu = ηg

′

(u)ux + (ηx + uxηu − uxξx − u2
xξu)g(u). (3.12)

Reescrevendo as equações (3.11) e (3.12) agrupando os termos do tipo 1, ux, u
2
x, u

3
x, teremos,

2ξx − τ
′

+ (2ξu)ux = 0, (3.13)

ηt − ηxx +
(

−ξt + ηug(u) − τ
′

g(u) + ξxx − 2ηxu

)

ux + (−ξug(u) − ηuu + 2ξxu)u
2
x+

+ (ξuu)u
3
x = ηxg(u) +

(

ηg
′

(u) + ηug(u) − ξxg(u)
)

ux + (−ξug(u))u
2
x. (3.14)

Como o conjunto {1, ux, u
2
x, u

3
x} é linearmente independente encontramos o seguinte sistema,

2ξx − τ
′

= 0, (3.15)

2ξu = 0, (3.16)

ηt − ηxx = ηxg(u),

ηug(u) − ξt − τ
′

g(u) + ξxx − 2ηxu = ηg
′

(u) + ηug(u) − ξxg(u), (3.17)

2ξxu − ηuu − ξug(u) = −ξug(u), (3.18)

ξuu = 0. (3.19)

Da Proposição 1, temos que τ depende apenas de t. De (3.16), conclúımos que

ξ(x, t, u) = ξ(x, t).
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Assim, substituindo ξ = ξ(x, t) em (3.15), (3.17) e (3.18) obtemos,

2ξx − τ
′

= 0,

ηt − ηxx = ηxg(u), (3.20)

ηug(u) − ξt − τ
′

g(u) − 2ηxu = ηg
′

(u) + ηug(u) − ξxg(u), (3.21)

ηuu = 0. (3.22)

De (3.22), temos que η é linear em u, ou seja, existem funções α = α(x, t) e β = β(x, t) tais

que

η = α(x, t)u+ β(x, t). (3.23)

Agora, substituindo (3.23) em (3.20) e (3.21), teremos

τ
′

= 2ξx,

(−αu− β)g
′

(u) − ξxg(u) + ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αxug(u) + βxg(u) + αtu− αxxu = 0.

E o teorema está provado.

Em particular, observamos que qualquer gerador infinitesimal de simetria da Equação (3.1)

será da forma:

S = ξ(x, t)
∂

∂x
+ τ(t)

∂

∂t
+ (α(x, t)u+ β(x, t))

∂

∂u
. (3.24)
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3.2 Geradores infinitesimais da equação de Burgers

generalizada

Nesta seção, serão apresentados os geradores infinitesimais da equação (2.4). Note que para

cada g(u) dada, tem-se geradores diferentes.

Teorema 10. O maior (GTPL) da equação (2.4), ou seja,

ut = uxx − g(u)ux,

com uma função arbitrária g(u), é determinado pelos operadores,

X =
∂

∂x
, T =

∂

∂t
. (3.25)

Para algumas escolhas especiais da função g(u), o grupo pode ser aumentado. Abaixo listare-

mos as funções g(u) que aumentam o grupo de simetrias e os respectivos geradores adiciona-

dos a (3.25).

1. Se g(u) = u, então, B11 = tx
∂

∂x
+ t2

∂

∂t
+ (x− tu)

∂

∂u
, B12 = t

∂

∂x
+

∂

∂u
e

B13 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u
.

2. Se g(u) = up, p 6= 0, 1, então, o gerador adicional será B2 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

p
u
∂

∂u
.

3. Se g(u) = lnu, então, o gerador infinitesimal adicional será B3 = t
∂

∂x
+ u

∂

∂u
.

4. Se g(u) = ebu, b 6= 0, então B4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

b

∂

∂u
.

5. Se g(u) =
1 − u

1 + u
, então, B5 = (x− t)

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
.

6. Se g(u) =
1

1 + u
, então, B6 = x

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
.
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7. Se g(u) =
u

1 + u
, então, o gerador infinitesimal será

B7 = (x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
.

8. Se g(u) =
u

1 − u
, então, o gerador infinitesimal será

B8 = (x− t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (u− 1)

∂

∂u
.

9. Se g(u) =
1 + u

u
, então, o gerador infinitesimal será B9 = (x+ t)

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ u

∂

∂u
.

10. Se g(u) = 0, então, os geradores infinitesimais serão

Q1 = −4xt
∂

∂x
− 4t2

∂

∂t
+ (x2u+ 2tu)

∂

∂u
, Q2 = −2t

∂

∂x
+ xu

∂

∂u
, Q3 = u

∂

∂u
,

Q4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
e Qβ1

= β1
∂

∂u
, onde β1 é uma solução da equação ut = uxx.

11. Se g(u) = 1, então, os geradores infinitesimais serão

Q5 = −4tx
∂

∂x
−4t2

∂

∂t
+(x2−2xt+2t+t2)u

∂

∂u
, Q6 = −2t

∂

∂x
+(xu−tu) ∂

∂u
, Q7 = u

∂

∂u
,

Q8 = (x+ t)
∂

∂x
+2t

∂

∂t
e Qβ2

= β2
∂

∂u
, onde β2 é uma solução da equação ut +ux = uxx.

Vamos demonstrar este teorema para cada g(u) listada acima.

3.3 Caso g(u) arbitrária

Resolvendo o sistema (3.8) – (3.10) para uma g(u) arbitrária e sabendo que o seguinte con-

junto
{
1, u, g(u), ug(u), g

′

(u), ug
′

(u)
}

é linearmente independente, obtemos

β = 0, (3.26)

α = 0, (3.27)

ξx = 0, (3.28)

ξt + 2αx = 0, (3.29)

τ
′

= 2ξx. (3.30)
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De (3.27) e (3.29), obtemos que ξt = 0 e por (3.28), conclúımos que ξ = c1. De (3.30),

conclúımos que τ = c2.

Além disso, η = αu+ β = 0. Portanto,

S = c1
∂

∂x
+ c2

∂

∂t
(3.31)

3.4 Caso g(u) = u

Substituindo g(u) = u em (3.9) e (3.10), obtemos







τ
′

= 2ξx,

(−αu− β) − ξxu+ ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αxu
2 + βxu+ αtu− αxxu = 0.

Agrupando os termos em u2, u, 1, temos







τ
′

= 2ξx,

(−α− ξx)u− β + ξt + 2αx = 0,

αxu
2 + (βx + αt − αxx)u+ βt − βxx = 0.
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O conjunto {u2, u, 1} é linearmente independente; logo, o sistema anterior pode ser escrito

como,

τ
′

= 2ξx, (3.32)

α+ ξx = 0, (3.33)

ξt − β + 2αx = 0, (3.34)

αx = 0, (3.35)

βx + αt − αxx = 0, (3.36)

βt − βxx = 0. (3.37)

De (3.35), temos que

α = α(t).

De (3.34), temos que

ξt = β. (3.38)

Segue de (3.36) que

βx = −αt. (3.39)

Derivando em (3.39), com respeito a x, obtemos

βxx = 0 (3.40)

e conclúımos que βt = 0 em (3.37). Logo, β não depende de t. De (3.40), obtemos

β = c1x+ c2.



3.4. Caso g(u) = u 35

Voltando em (3.39) conclúımos que αt = −c1, ou seja,

α = −c1t+ c3.

Agora, em (3.33) ξx = −α, ou seja,

ξ = c1tx− c3x+ ψ(t),

por (3.38), encontramos

ψ(t) = c2t+ c4,

logo,

ξ = c1tx− c3x+ c2t+ c4.

Agora, pode-se calcular τ por (3.32)

τ = c1t
2 − 2c3t+ c5.

Além disso, tem-se que η = (−c1tu+c3u)+c1x+c2. Assim, o operador infinitesimal estendido

será

S = c1

(

tx
∂

∂x
+ t2

∂

∂t
+ (x− tu)

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B11

+c2

(

t
∂

∂x
+

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B12

+c3

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B13

+

+ c4
∂

∂x
+ c5

∂

∂t
.
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3.5 Caso g(u) = up

Seja g(u) = up com p 6= 0 e p 6= 1. Substituindo g(u) e g
′

(u) em (3.9) e (3.10), temos







τ
′

= 2ξx,

p(−αu− β)up−1 − ξxu
p + ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αxu
p+1 + βxu

p + αtu− αxxu = 0.

Agrupando os termos em up+1, up, up−1, u, 1, temos







τ
′

= 2ξx,

(−pα− ξx)u
p − pβxu

p−1 + ξt + 2αx = 0,

αxu
p+1 + βxu

p + (αt − αxx)u+ βt − βxx = 0.

O conjunto {up+1, up, up−1, u, 1} é linearmente independente, se p 6= 0,±1 e 2. Dessa forma,

o sistema anterior pode ser escrito como

pα + ξx = 0, (3.41)

pβ = 0, (3.42)

ξt + 2αx = 0, (3.43)

αx = 0, (3.44)

βx = 0, (3.45)

αt − αxx = 0, (3.46)

βt − βxx = 0, (3.47)

τ
′

= 2ξx. (3.48)
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De (3.44), conclúımos que α = α(t). Por (3.46),

α
′

(t) = 0, (3.49)

logo, α = c1. De (3.41), temos

ξ = −pc1x+ ψ(t),

e de (3.43)

ψ(t) = c2.

Logo,

ξ = −pc1x+ c2. (3.50)

Agora, calculando τ por (3.48), obtemos

τ(t) = −2pc1t+ c3. (3.51)

Por (3.50), β = 0. Logo, η = c1u.

Assim, o operador (3.24) será

S = −pc1
(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

p
u
∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B2

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t

Os casos p = −1 e p = 2 foram calculados separadamente e o resultado obtido é equivalente

ao caso geral, cuja solução, para esses casos particulares, é S, com p = −1 ou p = 2,

respectivamente.



3.6. Caso g(u) = lnu 38

3.6 Caso g(u) = lnu

Seja g(u) = lnu, com u > 0. Substituindo g(u) e g
′

(u) em (3.9) e (3.10), temos







τ
′

= 2ξx,

(−αu− β)
1

u
− ξx lnu+ ξt − 2αx = 0,

βt − βxx + αxu lnu+ βx lnu+ αtu− αxxu = 0.

agrupando os termos em u lnu, lnu,
1

u
, u, 1, temos







τ
′

= 2ξx,

−ξx lnu− β
1

u
− α+ ξt + 2αx = 0,

αxu lnu+ βx lnu+ (αt − αxx)u− βxx + βt = 0.

O conjunto u lnu, lnu,
1

u
, u, 1 é linearmente independente, obtemos, então,

ξx = 0, (3.52)

β = 0, (3.53)

ξt − α+ 2αx = 0, (3.54)

αx = 0, (3.55)

βx = 0, (3.56)

αt − αxx = 0, (3.57)

βxx − βt = 0, (3.58)

τ
′

= 2ξx. (3.59)
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De (3.55) e (3.57), temos que α = c1. De (3.54), temos que ξt = c1 e ainda, por (3.52),

conclúımos que

ξ = c1t+ c2. (3.60)

Logo, por (3.59) obtemos que τ
′

= 0, segue que τ = c3.

Além disso, η = c1u.

Assim, o operador (3.24) será

S = c1

(

t
∂

∂x
+ u

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B3

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t
.

3.7 Caso g(u) = ebu

Seja g(u) = ebu com b = const. 6= 0. Substituindo g(u) e g
′

(u) em (3.9) e (3.10), temos







τ
′

= 2ξx,

b(−αu− β)ebu − ξxe
bu + ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αxue
bu + βxe

bu + αtu− αxxu = 0.

Agrupando os termos em uebu, ebu, u, 1, temos







τ
′

= 2ξx,

(−bαuebu) + (−bβ − ξx)e
bu + ξt + 2αx = 0,

αxue
bu + βxe

bu + (αt − αxx)u− βxx + βt = 0.
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O conjunto {uebu, ebu, u, 1} é linearmente independente, logo, o sistema anterior pode ser

escrito como

bα = 0, (3.61)

bβ + ξx = 0, (3.62)

ξt + 2αx = 0, (3.63)

βxx − βt = 0, (3.64)

αx = 0, (3.65)

βx = 0, (3.66)

αt − αxx = 0, (3.67)

τ
′

= 2ξx. (3.68)

Por (3.61), α = 0. De (3.63), ξt = 0, logo ξ = ξ(x). De (3.64) e (3.66), β = c1. De (3.62),

ξx = −bc1, logo,

ξ = −bc1x+ c2.

De (3.68), conclúımos que τ = −2pc1t+ c3.

Além disso, η = c1. Assim, o operador (3.3) será

S = −bc1
(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

b
u
∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B4

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t

3.8 Caso g(u) = 1−u
1+u

Substituindo g(u) e g
′

(u) em (3.9) e (3.10), temos
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1+u
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τ
′

= 2ξx,

(−αu− β)
−2

(1 + u)2
− ξx

(
1 − u

1 + u

)

+ ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αxu

(
1 − u

1 + u

)

+ βx

(
1 − u

1 + u

)

+ αtu− αxxu = 0.

Agrupando os termos em u2, u, 1, obtemos







τ
′

= 2ξx,

(ξt + ξx + 2αx)u
2 + (2ξt + 2α+ 4αx)u+ (2αx + ξt − ξx + 2β) = 0,

(−αx + αt − αxx)u
2 + (αt − βxx − βx + βt + αx − αxx)u+ βx − βxx + βt = 0.

O conjunto {u2, u, 1} é linearmente independente dessa forma,

ξt + ξx + 2αx = 0, (3.69)

2ξt + 2α+ 4αx = 0, (3.70)

2αx + ξt − ξx + 2β = 0, (3.71)

αt − αx − αxx = 0, (3.72)

αt − βxx − βx + βt + αx − αxx = 0, (3.73)

βx − βxx + βt = 0, (3.74)

τ
′

= 2ξx. (3.75)

Agora, resolvemos da seguinte maneira: em (3.72), isolamos αx, em (3.74), isolamos βx,

depois, substitúımos ambos em (3.73) obtendo αx = βx.

Em (3.70), derivamos a equação toda com respeito a variável x, obtendo

2αx + 2ξxt + 4αxx = 0. (3.76)
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Em (3.71) derivamos a equação toda com respeito a variável x e multiplicamos por 2 , obtendo

4βx − 2ξxx + 2ξxt + 4αxx = 0. (3.77)

Por (3.75), podemos concluir que ξxx = 0. Assim, subtraindo a equação (3.76) da equação

(3.77), encontramos que αx = 0. Logo, α não depende de x, consequentemente, β também

não depende de x. Por (3.72) e (3.74), temos que β e α não dependem de t. Portanto,

α = β = c1.

Além disso, por (3.70), obtemos

ξ = −c1t+ ψ(x)

e na equação (3.71), encontramos que

ψ(x) = c1x+ c2.

Ademais, por (3.75), conclúımos que

τ = 2c1t+ c3

e

η = αu+ β,

ou seja,

η = c1u+ c1.
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1+u
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Assim, o operador infinitesimal estendido será

S5 = c1

(

(x− t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B5

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t
.

3.9 Caso g(u) = 1
1+u

Seja g(u) =
1

1 + u
substituindo g(u) e g

′

(u) em (3.9), (3.10), temos







τ
′

= 2ξx,

(−αu− β)
−1

(1 + u)2
− ξx

(
1

1 + u

)

+ ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αxu

(
1

1 + u

)

+ βx

(
1

1 + u

)

+ αtu− αxxu = 0.

Agrupando os termos em u2, u, 1.







τ
′

= 2ξx,

(ξt + αx)u
2 + (α− ξx + 2ξt + 4αx)u+ (β − ξx + ξt + 2αx),

(αt − αxx)u
2 + (βt − βxx + αx + αt − αxx)u+ βt − βxx + βx = 0.
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O conjunto {u2, u, 1} é linearmente independente dessa forma,

ξt + 2αx = 0, (3.78)

α− ξx + 2ξt + 4αx = 0, (3.79)

β − ξx + ξt + 2αx = 0, (3.80)

αt − αxx = 0, (3.81)

βt − βxx + αx + αt − αxx = 0, (3.82)

βt − βxx + βx = 0, (3.83)

τ
′

= 2ξx. (3.84)

Em (3.83), isolamos βx, em seguida usamos (3.81) e (3.83) em (3.82), logo,

βx = αx.

Em seguida, isolamos ξt em (3.78) e substitúımos em (3.79) e encontramos

ξx = α. (3.85)

Por (3.84) temos que ξxx = 0. Assim, derivando (3.85) com respeito a x, temos αx = 0, dessa

maneira α não depende de x. Da mesma forma, β não depende de x. Além disso por (3.81),

conclúımos que α não depende de t e por (3.83), temos que β não depende de t. Dessa forma,

α = β = const. De (3.78), ξt = 0, logo, ξ não depende de t, portanto, ξ = ψ(x). Agora,

multiplicamos (3.80) por −2 e somamos a (3.79), obtemos

−2β + α+ ξx = 0.



3.10. Caso g(u) = u
1+u

45

Como

β = α = c1

teremos que

ξ = c1x+ c2.

Além disso, por (3.84),

τ = 2c1t+ c3

e

η = c1u+ c1.

Dessa maneira,

S = c1

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B6

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t
.

3.10 Caso g(u) = u
1+u

Substituindo g(u) e g
′

(u) em (3.9) e (3.10), temos







τ
′

= 2ξx,

(−αu− β)
1

(1 + u)2
− ξx

(
u

1 + u

)

+ ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αx

(
u2

1 + u

)

+ βx

(
u

1 + u

)

+ αtu− αxxu = 0.

Agrupando os termos em u2, u, 1, temos







τ
′

= 2ξx,

(ξt + 2αx − ξx)u
2 + (2ξt − ξx − α+ 4αx)u− β + ξt + 2αx = 0,

(αx + αt − αxx)u
2 + (αt − βxx + βx + βt − αxx)u− βxx + βt = 0.
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O conjunto {u2, u, 1} é linearmente independente, logo

ξt + 2αx − ξx = 0, (3.86)

2ξt − ξx − α+ 4αx = 0, (3.87)

ξt − β + 2αx = 0, (3.88)

αx + αt − αxx = 0, (3.89)

αt − βxx + βx + βt − αxx = 0, (3.90)

βxx − βt = 0, (3.91)

τ
′

= 2ξx. (3.92)

Em (3.89), isolamos αx, em seguida usamos (3.89) e (3.91) na equação (3.90), logo, temos

αx = βx.

Em seguida, isolamos ξt em (3.86), substitúımos em (3.87) e encontramos ξx = −α, por

(3.92), temos que ξxx = 0, logo,

ξxx = αx

nos fornece αx = 0. Desta maneira, α não depende de x e, consequentemente, β também não

depende de x. Além disso, por (3.91), conclúımos que β não depende de t e por (3.89), α não

depende de t . Dessa forma,

α = β = const.

De (3.88), ξt = β, obtemos, assim,

ξ = c1t+ ψ(x).
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Agora, por (3.86),

ψ
′

(x) = c1,

ou seja,

ψ(x) = c1x+ c2.

Portanto,

ξ = c1t+ c1x+ c2.

Além disso, por (3.92),

τ = 2c1t+ c3

e

η = c1u+ c1.

Portanto o operador (3.3) será,

S = c1

(

(x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B7

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t
.

3.11 Caso g(u) = u
1−u

Seja g(u) =
u

1 − u
substituindo g(u) e g

′

(u) em (3.9) e (3.10), temos







τ
′

= 2ξx,

(−αu− β)
1

(1 − u)2
− ξx

(
u

1 − u

)

+ ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αx

(
u2

1 − u

)

+ βx

(
u

1 − u

)

+ αtu− αxxu = 0.

Agrupando os termos em u2, u, 1, temos, assim,
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τ
′

= 2ξx,

(ξt + ξx + 2αx)u
2 + (−2ξt − ξx − α− 4αx)u+ ξt − β + 2αx = 0,

(αx − αt + αxx)u
2 + (αt + βxx + βx − αxx − βt)u− βxx + βt = 0.

O conjunto {u2, u, 1} é linearmente independente, logo, obtemos o sistema

ξt + ξx + 2αx = 0, (3.93)

2ξt + ξx + α+ 4αx = 0, (3.94)

2αx − β + ξt = 0, (3.95)

αx − αt + αxx = 0, (3.96)

αt + βxx + βx − αxx − βt = 0, (3.97)

βxx − βt = 0, (3.98)

τ
′

= 2ξx. (3.99)

Isolando αt em (3.96) e substituindo esse resultado e (3.98) em (3.97), obtemos −βx = αx.

Em seguida, isolamos ξt em (3.93), substituimos em (3.94), temos

ξx = α. (3.100)

Substituindo ξt em (3.95), temos

ξx = −β. (3.101)

De (3.100) e (3.101), obtemos

−α = β.
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Subtraindo (3.98) de (3.96), obtemos αx = 0, logo, α não depende de x. Agora, em (3.96),

αt = 0,

α não depende de t. Consequentemente, β não depende de x e nem de t. Assim,

α = c1

e

β = −c1.

De (3.95), conclúımos que

ξ = −c1t+ ψ(x),

substituindo em (3.93), teremos que

ψ(x) = c1x+ c2,

assim,

ξ = −c1t+ c1x+ c2.

Agora, em (3.99), conclúımos que

τ = 2c1t+ c3,

além disso,

η = c1u− c1.
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Portanto, o operador (3.3) será

S = c1

(

(x− t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (u− 1)

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B8

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t
.

3.12 Caso g(u) = 1+u
u

Substituindo g(u) e g
′

(u) em (3.9) e (3.10) temos







τ
′

= 2ξx,

(−αu− β)

(−1

u2

)

− ξx

(
1 + u

u

)

+ ξt + 2αx = 0,

βt − βxx + αxu

(
1 + u

u

)

+ βx

(
1 + u

u

)

+ αtu− αxxu = 0.

(3.102)

Agrupando os termos em u2, u, 1, temos, assim,







τ
′

= 2ξx,

(ξt − ξx + 2αx)u
2 + (−ξx + α)u+ β = 0,

(αt − αxx + αx)u
2 + (−βxx + βx + βt + αx)u+ βx = 0.

(3.103)
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O conjunto {u2, u, 1} é linearmente independente; dessa forma, temos

ξt − ξx + 2αx = 0, (3.104)

ξx − α = 0, (3.105)

β = 0, (3.106)

αt − αxx + αx = 0, (3.107)

βx − βxx + βt + αx = 0, (3.108)

βx = 0, (3.109)

τ
′

= 2ξx. (3.110)

De (3.106), (3.108) e (3.109), conclúımos que α = α(t). De (3.107), obtemos α = c1. De

(3.105),

ξ = c1x+ ψ(t).

De (3.104), temos que ψ(t)
′

= c1, ou seja, ψ(t) = c1t+ c2. Logo,

ξ = c1x+ c1t+ c2.

Por (3.110),

τ = 2c1t+ c3.

Além disso,

η = c1u.

Portanto, o operador (3.3) ficará

S = c1

(

(x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ u

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

B9

+c2
∂

∂x
+ c3

∂

∂t
.
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3.13 Caso g(u) = 0

A equação (2.4) passa a ser ut = uxx (conhecida como equação do calor). De (3.8), (3.9),

(3.10) e substituindo g(u) = g
′

(u) = 0, temos







τ
′

= 2ξx,

(αt − αxx)u+ βt − βxx = 0,

ξt + 2αx = 0.

O conjunto {u, 1} é linearmente independente, logo,

αt = αxx, (3.111)

βt = βxx, (3.112)

ξt = −2αx, (3.113)

τ
′

= 2ξx. (3.114)

Como τ
′

depende apenas de t, conclúımos que ξxx = 0 e, assim,

ξxxt = −2αxxx

logo,

αxxx = 0.

Portanto,

α = f(t)x2 + q(t)x+ h(t).

Por outro lado, temos que

αt = αxx,
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logo,

f
′

(t)x2 + q
′

(t)x+ h
′

(t) = 2f(t).

Conclúımos, assim, que

α = c1x
2 + c2x+ 2c1t+ c3.

Temos pelo sistema que

ξt = 2αx

e disso

ξt = −2(2c1x+ c2).

Assim,

ξ = −4c1xt− 2c2t+ ψ(x),

como

ξxx = 0,

chegamos que

ψ(x) = c4x+ c5.

Portanto,

ξ = −4c1xt− 2c2t+ c4x+ c5. (3.115)

Assim,

τ
′

= 2ξx,

logo,

τ = −4c1t
2 + 2c4t+ c6

e

η = (c1x
2 + c2x+ 2c1t+ c3)u+ β.
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Portanto, o operador infinitesimal estendido ficará

S = c1

(

4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2u+ 2tu)

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

Q1

+c2

(

2t
∂

∂x
− xu

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

Q2

+c3

(

u
∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

Q3

+

+ c4

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t

)

︸ ︷︷ ︸

Q4

+c5
∂

∂x
+ c6

∂

∂t
+ β1

∂

∂u
︸ ︷︷ ︸

Qβ1

.

3.14 Caso g(u) = 1

A equação (2.4) passa a ser ut = uxx + ux. De (3.8), (3.9) e (3.10) e substituindo g(u) = 1 e

g
′

(u) = 0, temos 





τ
′

= 2ξx,

−ξx + ξt + 2αx = 0,

(αt − αxx + αx)u+ βt − βxx + βx = 0.

(3.116)

O conjunto {u, 1} é linearmente independente, logo,

ξt − ξx + 2αx = 0, (3.117)

αt − αxx + αx = 0, (3.118)

βt − βxx + βx = 0, (3.119)

τ
′

= 2ξx. (3.120)

De (3.120), temos que

ξxx = 0. (3.121)

Derivando duas vezes (3.117) com respeito a x, obtemos αxxx = 0. Logo,

α = f(t)x2 + g(t)x+ h(t). (3.122)
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Isolando αxx em (3.118), temos

αxx = αx + αt. (3.123)

De (3.122) e (3.123), obtemos

α = c1x
2 + (c2 − 2c1t)x+ 2c1t+ c1t

2 − c2t+ c3.

De (3.121), temos que ξ = w(t)x+ v(t) e de (3.117), conclúımos que w(t) = −4c1t+ c4 e

v(t) = −2c2t+ c4t+ c5. Logo,

ξ = −4c1tx+ c4x+ c4t− 2c2t+ c5.

De (3.120), obtemos que

τ = −4c1t
2 + 2c4t+ c6.

Além disso,

η = (c1x
2 + (c2 − 2c1t)x+ 2c1t+ c1t

2 − c2t+ c3)u+ β.

Onde β satisfaz a equação

βx + βt = βxx. (3.124)

Portanto,

S = c1

(

−4tx
∂

∂x
− 4t2

∂

∂t
+ (x2 − 2xt+ 2t+ t2)u

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

Q5

+c2

(

−2t
∂

∂x
+ (xu− tu)

∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

Q6

+

+ c3

(

u
∂

∂u

)

︸ ︷︷ ︸

Q7

+c4

(

(x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t

)

︸ ︷︷ ︸

Q8

+c5
∂

∂x
+ c6

∂

∂t
+ β2

∂

∂u
︸ ︷︷ ︸

Qβ2

.



Caṕıtulo 4

Álgebras de Lie

As álgebras de Lie são uma parte do que hoje é conhecido genericamente por teoria de Lie.

Essa teoria teve suas origens por volta de 1870 a partir da ideia, aparentemente singela, de

abordar as equações diferenciais sob o mesmo ponto de vista que adotado por Galois para

equações algébricas. O programa, lançado por Sophus Lie e Felix Klein, consistia em estudar

as equações diferenciais via seus grupos de simetrias (ver [9]).

4.1 Definições básicas

Definição 12. Uma álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial g munido de um produto

(colchete ou comutador)

[., .] : g × g → g (4.1)

com as seguintes propriedades :

1. é bilinear,

2. antissimétrico, isto é, [X,X] = 0 para todo X ∈ g (o que implica [X, Y ] = − [Y,X]

para todo X, Y ∈ g e é equivalente se o corpo de escalares não é de caracteŕıstica dois)
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e

3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X, Y, Z ∈ g,

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0. (4.2)

Definição 13. Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de g é um subespaço vetorial h

de g que é fechado pelo colchete, isto é, [X, Y ] ∈ h se X, Y ∈ h.

Definição 14. Uma transformação linear ψ : g → h (com g e h álgebras de Lie) é um

• homomorfismo se ψ [X, Y ] = [ψX,ψY ];

• isomorfismo se for um homomorfismo inverśıvel;

• automorfismo se é um isomorfismo e g = h.

As álgebras g e h são isomorfas se existe um isomorfismo ψ : g → h.

4.2 Classificação das álgebras de Lie de simetrias

No caṕıtulo anterior, encontramos os geradores infinitesimais de simetria para cada g(u) lis-

tada no Teorema 10. Nesta seção, vamos classificar as álgebras de Lie de simetria da equação

de Burgers. Uma vez que os casos não lineares admitem, no máximo 5 geradores de simetrias,

segue que a álgebra de Lie desses possui dimensão menor ou igual a 5. Com isso, é posśıvel

usar a classificação feita em [14] para descobrir a quais álgebras de Lie clássicas as álgebras

de Lie de simetrias dos casos não lineares são isomorfas. Lembremos que:

X =
∂

∂x
, T =

∂

∂t
, B11 = tx

∂

∂x
+ t2

∂

∂t
+ (x− tu)

∂

∂u
, B12 = t

∂

∂x
+

∂

∂u
,
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B13 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u
, B2 = x

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

p
u
∂

∂u
, B3 = t

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

B4 = x
∂

∂x
+2t

∂

∂t
− 1

b

∂

∂u
, B5 = (x− t) ∂

∂x
+2t

∂

∂t
+(1+u)

∂

∂u
, B6 = x

∂

∂x
+2t

∂

∂t
+(1+u)

∂

∂u
,

B7 = (x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
, B8 = (x− t)

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (u− 1)

∂

∂u
,

B9 = (x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ u

∂

∂u
.

O teorema a seguir decorre imediatamente da definição do colchete de Lie.

Teorema 11. As álgebras de Lie de simetrias da equação (2.4) são as seguintes:

1. Se g(u) = u, então, [X,B11] = B12, [X,B13] = X, [T,B11] = B13, [T,B12] = X,

[T,B13] = 2T, [B11, B13] = −2B11, [B12, B13] = −B12.

2. Se g(u) = up, p 6= 0, 1, então [X,B2] = X, [T,B2] = 2T .

3. Se g(u) = lnu, então, [T,B3] = X.

4. Se g(u) = ebu, b 6= 0, então, [X,B4] = X, [T,B4] = 2T .

5. Se g(u) =
1 − u

1 + u
, então, [X,B5] = X, [T,B5] = −X + 2T .

6. Se g(u) =
1

1 + u
, então, [X,B6] = X, [T,B6] = 2T .

7. Se g(u) =
u

1 + u
, então, [X,B7] = X, [T,B7] = X + 2T .

8. Se g(u) =
u

1 − u
, então, [X,B8] = X, [T,B8] = −X + 2T .

9. Se g(u) =
1 + u

u
, então, [X,B9] = X, [T,B9] = X + 2T .

A demonstração do teorema é direta.

Sejam g1 := {X,T,B11, B12, B13} e gi := {X,T,Bi}, 2 6 i 6 9 álgebras de Lie.
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Corolário 2. Valem os seguintes isomorfismos g2
∼= g4

∼= g6, g5
∼= g8, g7

∼= g9. E,

realizando uma mudança de base, g5
∼= g7.

Demonstração. Seja v ∈ g2. Então, esse elemento é uma combinação linear do tipo

v = aX + bT + cB2 com a, b e c escalares. Definimos ψ : g2 → g4 tal que

ψ(v) = aX + bT + cB4. Logo, ψ é um isomorfismo. O isomorfismo g4
∼= g6 é verificado de

forma análoga, bem como g5
∼= g8 e g7

∼= g9. Para g5
∼= g7 definimos ψ : g5 → g7 tal que

ψ(v) = −aX + bT + cB7, onde v = aX + bT + cB5 e temos, assim, que ψ é isomorfismo.

Corolário 3. g2
∼= g7

Demonstração. Tome ψ : g2 → g7 da seguinte forma: para v = aX + bT + cB2 ∈ g2 e

definamos ψ(v) = aX + b(X + T ) + cB7. Dessa forma, temos que ψ é um isomorfismo.

Faremos no próximo teorema a classificação dessas álgebras de Lie, para tanto, utilizaremos

a notação da referência [14] na qual Aα
i,j, significa a j-ésima álgebra de Lie de dimensão i e

o ı́ndice α fornece o valor dos parâmetros cont́ınuos dos quais a álgebra depende.

Teorema 12. Dadas as álgebras encontradas no Teorema 8, temos que:

g1
∼= A5,40, g2

∼= g4
∼= g5

∼= g6
∼= g7

∼= g8
∼= g9

∼= A
1

2

3,5, g3
∼= A3,1.

Demonstração. Em [14] é mostrado que se {e1, e2, e3, e4, e5} é uma base de A5,40, então,

[e1, e2] = 2e1, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = 2e3, [e1, e4] = e5, [e2, e4] = e4,

[e2, e5] = −e5, [e3, e5] = e4.

Tomemos ψ : A5,40 → g1 uma transformação linear cuja a imagem dos elementos da base

são da seguinte forma:

ψ(e1) = T, ψ(e2) = B13, ψ(e3) = −B11, ψ(e4) = B12, ψ(e5) = X.

É fácil ver que ψ é homomorfismo e, além disso, que ψ−1 existe, logo, ψ é isomorfismo.

Agora, para g2
∼= g5, tomemos:

e1 := X, e2 := −X + T, e3 := B5.
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Portanto, [e1, e3] = e1 e [e2, e3] = [−X + T,B5] = 2e2. Em [14], os autores definem a

álgebra A
1

2

3,5 como álgebra de dimensão 3 com as seguintes constantes de estrutura: [e1, e3] =

e1, [e2, e3] = ae2, onde a ∈ R é tal que |a| ∈ (0, 1). Fazendo a seguinte mudança de base

e1 = T , e2 = X e e3 =
1

2
B9 e tomando a transformação linear ψ : g9 → g9 definida

como ψ(v) = ae2 + be1 + 2ce3, com v = aX + bT + cB9, obtemos que ψ é um isomorfismo.

Consequentemente, g9
∼= A

1

2

3,5.

Tomemos ψ : g3 → A3,1 uma transformação linear cuja a imagem dos elementos da base

são da seguinte forma: ψ(e1) = X, ψ(e2) = T e ψ(e3) = B3. E podemos concluir que ψ é

isomorfismo.



Caṕıtulo 5

Séries de Lie

De acordo com o Teorema 2, podemos escrever cada (GTPL) em uma série denominada série

de Lie. O que vamos apresentar aqui será uma consequência desse teorema aplicado a cada

gerador infinitesimal encontrado no Teorema 10. Assim, teremos o seguinte:

eǫX(x, t, u) = (eǫXx, eǫXt, eǫXu). (5.1)

5.1 Caso g(u) = u

5.1.1 Operador infinitesimal B11

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B11 = tx
∂

∂x
+ t2

∂

∂t
+ (x− tu)

∂

∂u
.

Substituindo B11 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB11(x, t, u) = (eǫB11x, eǫB11t, eǫB11u).

Logo,

eǫB11x =

(

1 + ǫB11 +
ǫ2

2!
B2

11 + · · ·
)

x = x+ ǫB11x+
ǫ2

2!
B2

11x+ · · · ,

onde

B11x =

(

tx
∂

∂x
+ t2

∂

∂t
+ (x− tu)

∂

∂u

)

x = tx.

61



5.1. Caso g(u) = u 62

Além disso,

B2
11x = B11(B11x) = 2t2x, · · · , Bn

11x = B11(B
n−1
11 x) = n!tnx.

Analogamente, para t, obtemos B11t = t2, B2
11t = 2t2, · · · , Bn

11t = n!tn+1 e

B11u = x− tu e para n > 1, n ∈ N, Bn
11u = 0. E, portanto,

eǫB11(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi(tix),
∞∑

i=0

ǫi(ti), u+ ǫ(x− tu)

)

=

(
x

1 − ǫt
,

t

1 − ǫt
, u+ ǫ(x− tu)

)

5.1.2 Operador infinitesimal B12

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B12 = t
∂

∂x
+

∂

∂u
.

Substituindo B12 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB12(x, t, u) = (eǫB12x, eǫB12t, eǫB12u).

Logo,

eǫB12x =

(

1 + ǫB12 +
ǫ2

2!
B2

12 + · · ·
)

x = x+ ǫB12x+
ǫ2

2!
B2

12x+ · · · ,

onde

B12x =

(

t
∂

∂x
+

∂

∂u

)

x = t, · · · , Bn
12x = 0, para todo, n > 1.

Analogamente, para t, obtemos Bn
12t = 0, para todo n ∈ N e para todo, n > 1, n ∈ N,

Bn
12u = 0.

Assim, conclúımos que eǫB12(x, t, u) = (x+ ǫt, t, u+ ǫ).

5.1.3 Operador infinitesimal B13

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B13 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u
.

Substituindo B11 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB13(x, t, u) = (eǫB13x, eǫB13t, eǫB11u).
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Logo,

eǫB13x =

(

1 + ǫB13 +
ǫ2

2!
B2

13 + · · ·
)

x = x+ ǫB13x+
ǫ2

2!
B2

13x+ · · · ,

onde

B13x =

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u

)

x = x, · · · , Bn
12x = x para todo n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Bn
11t = 2nt para todo n ∈ N e para todo , n ∈ N,

Bn
11u = (−1)nu. Dessa forma, conclúımos que

eǫB13(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi

i!
x,

∞∑

i=0

(2ǫ)i

i!
t,

∞∑

i=0

ǫi

i!
(−1)iu

)

= (eǫx, e2ǫt, e−ǫu).

5.2 Caso g(u) = up

5.2.1 Operador infinitesimal B2

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B2 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

p
u
∂

∂u
.

Substituindo B2 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB2(x, t, u) = (eǫB2x, eǫB2t, eǫB2u).

Logo,

B2x =

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

p
u
∂

∂u

)

x = x, · · · , Bn
12x = x para todo, n ∈ N.

Analogamente, obtemos que Bn
2 t = 2nt e Bn

2 u =

(−1

p

)n

para todo n ∈ N.

Dessa forma, conclúımos que

eǫB2(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi

i!
x,

∞∑

i=0

ǫi

i!
(2i)t,

∞∑

i=0

ǫi

i!
(
−1

p
)iu

)

= (eǫx, e2ǫt, e
−ǫ
p u).
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5.3 Caso g(u) = lnu

5.3.1 Operador infinitesimal B3

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B3 = t
∂

∂x
+ u

∂

∂u
.

Substituindo B3 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB3(x, t, u) = (eǫB3x, eǫB3t, eǫB3u).

Logo,

B3x =

(

t
∂

∂x
+ u

∂

∂u

)

x = t, · · · , Bn
3 x = 0para todon > 1, n ∈ N.

Analogamente, obtemos que Bn
3 t = 0 e Bn

3 u = u para todo n ∈ N. Dessa forma, conclúımos

que

eǫB3(x, t, u) =

(

x+ ǫt, t,

n∑

i=0

ǫi

i!
u

)

= (x+ ǫt, t, eǫu).

5.4 Caso g(u) = ebu

5.4.1 Operador infinitesimal B4

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

b

∂

∂u
.

Substituindo B4 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB4(x, t, u) = (eǫB4x, eǫB4t, eǫB4u).

Logo,

B4x =

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− 1

b
u
∂

∂u

)

t = x, · · · , Bn
4 x = xpara todon ∈ N.

Analogamente, obtemos que Bn
4 t = 2nt e Bn

4 u =
(
−1
b

)
u para todo n ∈ N. Dessa forma,

conclúımos que

eǫB4(x, t, u) =

(
n∑

i=0

ǫi

i!
x,

n∑

i=0

ǫi

i!
(2i)t, u+

n∑

i=1

ǫi

i!
(
−1

b
)i

)

= (eǫx, e2ǫt, e
−ǫ
b u).
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5.5 Caso g(u) = 1−u
1+u

5.5.1 Operador infinitesimal B5

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B5 = (x− t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
.

Substituindo B5 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB5(x, t, u) = (eǫB5x, eǫB5t, eǫB5u).

Logo,

eǫB5x =

(

1 + ǫB5 +
ǫ2

2!
B2

5 + · · ·
)

x = x+ ǫB5x+
ǫ2

2!
B2

5x+ · · · ,

onde

B5x =

(

(x− t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u

)

x = x− t,

B2
5x = B5(x− t) = (x− t) − (2.1)t,

B3
5x = B5(x− 3t) = (x− t) − (2.3)t,

B4
5x = B5(x− 7t) = (x− t) − (2.7)t,

...

Bn
5 x = x− 2(2n − 1)t n ∈ N

Analogamente, para t, obtemos Bn
5 t = 2nt e Bn

5 u = (1 + u) para todo n ∈ N.

Dessa forma, conclúımos que

eǫB5(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi

i!
(x− 2(2n − 1)t),

∞∑

i=0

ǫi

i!
(2i)t, u+

∞∑

i=1

ǫi

i!
(1 + u)

)

= (xeǫ − e2ǫ + teǫ, e2ǫt, eǫ(1 + u) − 1).
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5.6 Caso g(u) = 1
1+u

5.6.1 Operador infinitesimal B6

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B6 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
.

Substituindo B6 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB6(x, t, u) = (eǫB6x, eǫB6t, eǫB6u).

Logo,

eǫB6x =

(

1 + ǫB6 +
ǫ2

2!
B2

6 + · · ·
)

x = x+ ǫB6x+
ǫ2

2!
B2

6x+ · · · ,

onde

B6x =

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u

)

x = x, · · · , Bn
6 x = xpara todon ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Bn
6 t = 2nt e Bn

6 u = (1 + u) para todo n ∈ N.

Dessa forma, conclúımos que

eǫB6(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi

i!
x,

∞∑

i=0

ǫi

i!
(2i),

∞∑

i=0

ǫi

i!
(1 + u)

)

= (eǫx, e2ǫt, eǫ(1 + u) − 1).

5.7 Caso g(u) = u
1+u

5.7.1 Operador infinitesimal B7

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B7 = (x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
.

Substituindo B7 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB7(x, t, u) = (eǫB7x, eǫB7t, eǫB7u).

Logo,

eǫB7x =

(

1 + ǫB7 +
ǫ2

2!
B2

7 + · · ·
)

x = x+ ǫB7x+
ǫ2

2!
B2

7x+ · · · ,
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onde

B7x = ((x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (1 + u)

∂

∂u
)x = x+ t,

B2
7x = B7(x+ t) = (x+ t) + (2.1)t,

B3
7x = B7(x+ 3t) = (x+ t) + (2.3)t,

B4
7x = B7(x+ 7t) = (x+ t) + (2.7)t,

...

Bn
7 x = (x+ t) + 2(2n − 1)t = x+ (2n+1 − 1)t, n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Bn
7 t = 2nt, e Bn

7 u = (1+u) para todo n ∈ N. Dessa forma,

conclúımos que

eǫB7(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi

i!
(x+ (2i+1 − 1)t),

∞∑

i=0

ǫi

i!
(2i),

∞∑

i=0

ǫi

i!
(1 + u)

)

= (xeǫ + e2ǫ − teǫ, e2ǫt, eǫ(1 + u) − 1).

5.8 Caso g(u) = u
1−u

5.8.1 Operador infinitesimal B8

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B8 = (x− t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (u− 1)

∂

∂u
.

Substituindo B8 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB8(x, t, u) = (eǫB8x, eǫB8t, eǫB8u).
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Logo,

B8x =

(

(x− t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ (u− 1)

∂

∂u

)

x = x− t,

B2
8x = B8(x− t) = (x− t) − (2.1)t,

B3
8x = B8(x− 3t) = (x− t) − (2.3)t,

B4
8x = B8(x− 7t) = (x− t) − (2.7)t,

...

Bn+1
8 x = B8(x− 2nt) = x− (2n+1 + 1)t, n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Bn
8 t = 2nt e Bn

8 u = (u− 1) para todo n ∈ N. Dessa forma,

conclúımos que

eǫB8(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi

i!
(x− (2i + 1)t),

∞∑

i=0

ǫi

i!
(2i),

∞∑

i=0

ǫi

i!
(u− 1)

)

= (eǫx− e2ǫt− eǫt, e2ǫ, 1 + eǫ(u− 1)).

5.9 Caso g(u) = 1+u
u

5.9.1 Operador infinitesimal B9

Sabemos do Caṕıtulo 3 que B9 = (x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ u

∂

∂u
.

Substituindo B9 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫB9(x, t, u) = (eǫB9x, eǫB9t, eǫB9u).
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Logo,

B9x =

(

(x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ u

∂

∂u

)

x = x+ t,

B2
9x = B9(x+ t) = (x+ t) + (2.1)t,

B3
9x = B9(x+ 3t) = (x+ t) + (2.3)t,

B4
9x = B9(x+ 7t) = (x+ t) + (2.7)t,

...

Bn+1
9 x = B9(x+ 2nt) = (x+ t) + (2n)t = x+ (2n + 1)t n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Bn
9 t = 2nt e para todo n ∈ N. Bn

9 u = u.

Dessa forma, conclúımos que

eǫB9(x, t, u) =

(
∞∑

i=0

ǫi

i!
(x+ (2n + 1)t),

∞∑

i=0

ǫi

i!
(2i)t,

∞∑

i=0

ǫi

i!
u

)

= (xeǫ − e2ǫ + teǫ, e2ǫt, eǫu).

5.10 Caso g(u) = 0

5.10.1 Operador infinitesimal Q1

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Q1 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2u+ 2tu)

∂

∂u
. Nesse caso, utilizaremos

uma outra maneira para chegar no ponto devido, à dificuldade que encontramos na utilização
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vista nos casos predecessores. Temos o seguinte P.V.I,







dx∗

dǫ
= ξ(x∗, t∗),

dt∗

dǫ
= τ(x∗, t∗),

du∗

dǫ
= η(x∗, t∗, u∗),

(x∗, t∗, u∗)
∣
∣
∣
ǫ=0

= (x, t, u).

(5.2)







dx∗

dǫ
= 4x∗t∗,

dt∗

dǫ
= 4t∗2,

du∗

dǫ
= −(x∗2 + 2t∗)u∗,

(x∗, t∗, u∗)
∣
∣
∣
ǫ=0

= (x, t, u).

Dessa forma, temos que






dx∗ = 4x∗t∗dǫ,

dt∗ = 4t∗2dǫ,

du∗ = −(x∗2 + 2t∗)u∗dǫ,

(x∗, t∗, u∗)
∣
∣
∣
ǫ=0

= (x, t, u).
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Assim, obtemos

x∗ =
x

1 − 4tǫ
,

t∗ =
t

1 − 4tǫ
,

u∗ =
√

1 − 4tǫ exp

[ −x2ǫ

(1 − 4tǫ)

]

u.

Portanto,

eǫQ1(x∗, t∗, u∗) =

(
x

1 − 4tǫ
,

t

1 − 4tǫ
,
√

1 − 4tǫ exp

[ −x2ǫ

(1 − 4tǫ)

]

u

)

.

5.10.2 Operador infinitesimal Q2

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Q2 = −2t
∂

∂x
+ xu

∂

∂u
.

Analogamente ao caso anterior, teremos que resolver um P.V.I.







dx∗

dǫ
= ξ(x∗, t∗),

dt∗

dǫ
= τ(x∗, t∗),

du∗

dǫ
= η(x∗, t∗, u∗),

(x∗, t∗, u∗)
∣
∣
∣
ǫ=0

= (x, t, u).

(5.3)
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Dessa forma, temos que 





dx∗

dǫ
= −2t∗,

dt∗

dǫ
= 0,

du∗

dǫ
= x∗u∗,

(x∗, t∗, u∗)
∣
∣
∣
ǫ=0

= (x, t, u).

Assim, obtemos

x∗ = −2tǫ+ x,

t∗ = t,

u∗ = e−tǫ2+xǫu.

Portanto,

eǫQ2(x∗, t∗, u∗) =
(

−2tǫ+ x, t, e−tǫ2+xǫu
)

5.10.3 Operador infinitesimal Q3

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Q3 = u
∂

∂u
.

Substituindo Q3 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫQ3(x, t, u) = (eǫQ3x, eǫQ3t, eǫQ3u).

Logo,

Q3x =

(

u
∂

∂u

)

x = 0, · · · , Qn
3x = 0 n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Qn
3 t = 2nt, e Qn

3u = 0 para todo n ∈ N.
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Dessa forma, conclúımos que

eǫQ3(x, t, u) =

(

x, t,

∞∑

i=0

ǫi

i!
u

)

= (x, t, eǫu).

5.10.4 Operador infinitesimal Q4

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Q4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
.

Substituindo Q4 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫQ4(x, t, u) = (eǫQ4x, eǫQ4t, eǫQ4u).

Logo,

Q4x =

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t

)

x = x, · · · , Qn
4x = x n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Qn
4 t = 2nt, e Qn

4u = 0 para todo n ∈ N.

Dessa forma, conclúımos que

eǫQ4(x, t, u) =
(
eǫx, e2ǫt, u

)
.

5.10.5 Operador infinitesimal Qβ1

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Qβ1
= β1

∂

∂u
.

Substituindo Qβ1
no lugar de X em (5.1), obtemos eǫQβ1 (x, t, u) = (eǫQβ1x, eǫQβ1 t, eǫQβ1u).

Logo,

Qβ1
x =

(

β
∂

∂u

)

x = 0, · · · , Qn
β1
x = 0 n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Qn
β1
t = 0, e Qn

β1
u = u para todo n ∈ N.

Dessa forma, conclúımos que

eǫQβ1 (x, t, u) = (x, t, (1 + βǫ)u) .
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5.11 Caso g(u) = 1

5.11.1 Operador infinitesimal Q6

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Q6 = 2t
∂

∂x
+(t−x)u ∂

∂u
. Nesse caso, utilizaremos a mesma ideia

usada na seção 5.10 . Temos o seguinte P.V.I,







dx∗

dǫ
= ξ(x∗, t∗),

dt∗

dǫ
= τ(x∗, t∗),

du∗

dǫ
= η(x∗, t∗, u∗),

(x∗, t∗, u∗)
∣
∣
∣
ǫ=0

= (x, t, u).

(5.4)

Dessa forma, temos que 





dx∗

dǫ
= 2t∗,

dt∗

dǫ
= 0,

du∗

dǫ
= (t∗ − x∗)u∗,

(x∗, t∗, u∗)
∣
∣
∣
ǫ=0

= (x, t, u).
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Assim, obtemos

x∗ = 2tǫ+ x,

t∗ = t,

u∗ = e(t−tǫ−x)ǫu.

Logo, pela condição inicial,

eǫQ6(x∗, t∗, u∗) =
(
2tǫ+ x, t, e(t−tǫ−x)ǫu

)
.

5.11.2 Operador infinitesimal Q7

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Q7 = u
∂

∂u
.

Substituindo Q7 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫQ7(x, t, u) = (eǫQ7x, eǫQ7t, eǫQ7u).

Logo,

Q7x =

(

u
∂

∂u

)

x = 0, · · · , Qn
7x = 0 n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Qn
7 t = 0, e Qn

7u = u para todo n ∈ N.

Dessa forma, conclúımos que

eǫQ7(x, t, u) = (x, t, eǫu) .

5.11.3 Operador infinitesimal Q8

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Q8 = (x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
.
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Substituindo Q8 no lugar de X em (5.1), obtemos eǫQ8(x, t, u) = (eǫQ8x, eǫQ8t, eǫQ8u).

Logo,

Q8x =

(

(x+ t)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t

)

x = x+ t, · · · , Qn
8x = x+ (2n − 1)t, n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Qn
8 t = 2nt e Qn

8u = 0 para todo n ∈ N.

Dessa forma, conclúımos que

eǫQ8(x, t, u) =
(
eǫx+ e2ǫt− eǫt, e2ǫt, u

)
.

5.11.4 Operador infinitesimal Qβ2

Sabemos do Caṕıtulo 3 que Qβ2
= β

∂

∂u
.

Substituindo Qβ2
no lugar de X em (5.1), obtemos eǫQβ(x, t, u) = (eǫQβ2x, eǫQβ2 t, eǫQβ2u).

Logo,

Qβ2
x =

(

β
∂

∂u

)

x = 0, · · · , Qn
β2
x = 0 n ∈ N.

Analogamente, para t, obtemos Qn
β2
t = 0 e, para n = 1 temos Qβ2

u = β2 e, para n > 2,

temos que Qn
β2
u = 0.

Dessa forma, conclúımos que

eǫQβ2 (x, t, u) = (x, t, u+ β2ǫ) .



Caṕıtulo 6

Soluções e aplicações

Neste Caṕıtulo, encontraremos a solução da equação, ut = uxx − uux, usando as simetrias de

Lie e a transformação de Hopf-Cole.

6.1 Soluções da equação de Burgers via simetrias

Primeiramente, vamos encontrar soluções para essa equação. Tomemos ut = 0, assim, teremos

que u depende apenas de x e

u
′′

(x) − u(x)u
′

(x) = 0.

Logo, como

d

dx

[

u
′

(x) − u2

2

]

= 0,

obtemos

u
′

=
c1 + u2

2
.

Além disso,

du

c1 + u2
=
dx

2
,

77
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integrando
∫

du

c1 + u2
=
x

2
+
c2

2
.

Vamos dividir por casos para cada valor da constante c1.

6.1.1 Caso c1 = 0
∫

u−2du =
x+ c2

2
,

assim,

−1

u
=
x+ c2

2
,

logo,

u =
−2

c2 + x
. (6.1)

6.1.2 Caso c1 = a2, a 6= 0
∫

du

a2 + u2
=
x+ c2

2

e
∫

du

a2 + u2
=
x+ c2

2

assim,

1

a
tan−1

(u

a

)

=
x+ c2

2
.

Dessa forma,

tan−1
(u

a

)

= a

(
x+ c2

2

)

,

e ainda,

u

a
= tan

(
ax+ ac2

2

)

,
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e, portanto,

u = a tan

(
ax+ ac2

2

)

. (6.2)

6.1.3 Caso c1 = −a2, a 6= 0
∫

du

−a2 + u2
=
c2 + x

2
,

assim,

1

2a
ln

∣
∣
∣
∣

u+ a

u− a

∣
∣
∣
∣
= −c2 + x

2
,

e

ln

∣
∣
∣
∣

u+ a

u− a

∣
∣
∣
∣
= −a(c2 + x),

além disso,
∣
∣
∣
∣

u+ a

u− a

∣
∣
∣
∣
= Ce−ax,

e

u+ a = Ce−ax(u− a),

logo,

u = −a1 + Ce−ax

1 − Ce−ax
. (6.3)

Dessa forma, encontramos três soluções independentes do tempo. Considere a primeira

solução

u =
−2

c2 + x

e a transformação associada ao gerador X = t
∂

∂x
+

∂

∂u
dada por,

(x∗, t∗, u∗) 7−→ (x+ ǫt, t, u+ ǫ). (6.4)
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Assim, temos que

u =
−2

c2 + x
= f(x, t)

é uma solução da equação de Burgers. Logo, usando a transformação (6.4), temos

u+ ǫ = f(x+ ǫt, t),

que, também, é uma solução. Como

f(x+ ǫt, t) =
−2

c2 + x+ ǫt
,

segue que

u =
−2

c2 + x+ ǫt
− ǫ

é outra solução da equação de Burgers. E, analogamente, para (6.2) e (6.3), temos

u = a tan

(
a(x+ ǫt) + ac2

2

)

− ǫ

e

u = −a1 + Ce−a(x+ǫt)

1 − Ce−a(x+ǫt)
− ǫ

que são novas soluções para equação de Burgers, o interessante, que a prinćıpio dependiam

apenas da variável x e via simetrias chegamos em novas soluções que dependem das variáveis

x e t.

6.2 Soluções invariantes

Nesta seção, encontraremos soluções invariantes da equação do calor utilizando métodos

mostrado no Caṕıtulo 1 que são o método da forma invariante (1.68) e o método da substi-
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tuição direta (1.70).

A simetria que utilizaremos aqui será Q1 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2u+ 2tu)

∂

∂u
.

Pelo método da forma invariante, utilizando da condição de invariância de superf́ıcie

(1.67), temos que

4xtux + 4t2ut = −(x2 + 2t)u (6.5)

e as equações caracteŕısticas correspondentes são dadas por

dx

4xt
=

dt

4t2
=

du

−(x2 + 2t)u
. (6.6)

Essa solução das equações caracteŕısticas gera dois invariantes de Q1:

ζ =
x

t
, ρ =

√
t exp

(
x2

4t

)

u. (6.7)

Portanto, a solução da condição de invariância de superf́ıcie (6.5) é dado pela forma invariante,

√
t exp

(
x2

4t

)

u = Φ
(x

t

)

.

Em u, temos

u = Θ(x, t) =
1√
t
exp

(−x2

4t

)

Φ(ζ). (6.8)

Substituindo (6.8) na equação do calor, teremos que

Φ
′′

(ζ) = 0.

Portanto, as soluções invariantes da equação do calor oriundas da simetria Q1 são dadas por

u = Θ(x, t) =
1√
t

[

C1 + C2

(x

t

)]

exp

(−x2

4t

)

. (6.9)
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Onde C1, C2 são constantes quaisquer.

6.3 Utilizando a transformação de Hopf-Cole

Agora utilizaremos a transformação de Hopf-Cole para encontrar uma solução da equação de

Burgers. Tomemos uma solução da equação do calor,

v =
x

t
√
t
exp

(−x2

4t

)

, (6.10)

com C1 = 0, C2 = 1 . Lembrando que a transformação de Hopf-Cole é da forma

u = −2
vx

v

e considerando a solução da equação do calor dada por (6.10), obtemos

u =
−2t+ x2

tx
,

que é uma solução da equação de Burgers.



Conclusões

Este trabalho foi motivado primeiramente pelo artigo [4] que faz um estudo da equação de

Burgers generalizada do ponto de vista das simetrias de Lie. Para chegar aos resultados aqui

mostrados usamos como referência para as definições e teoremas o livro [3].

O caminho escolhido para construção desta dissertação levou em conta aplicação da teoria

em uma EDP. Vale ressaltar que essa teoria tem aplicações análogas em EDO; contudo, nosso

interesse neste trabalho era encontrar soluções invariantes da EDP estudada via simetrias e

a transformação de Hopf-Cole.

Como foi visto ao longo do trabalho essa, teoria contribui no sentido de possuir um algo-

ritmo bem definido que nos fornece os geradores de simetria da equação trabalhada. Fizemos,

ainda, a classificação das álgebras de simetrias em álgebras de Lie clássicas, estabelecendo

os isomorfismos. A particularidade desta dissertação foi calcular as séries de Lie que, em

certo sentido, é o mesmo que olharmos para os pontos transformados, ou seja, visualizar a

transformação de pontos agindo na solução. Isso ficou claro quando encontramos uma nova

solução da equação de Burgers via simetrias, no Caṕıtulo 6.

Com o que apresentamos, ao longo, dessa dissertação é posśıvel pensar em novos trabalhos

que utilizem essa teoria para encontrar soluções invariantes de EDPs e fazer um estudo

semelhante ao feito nesse trabalho.
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