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Resumo

Neste trabalho, é estudada uma generalizacao da equacao de Burgers do ponto de vista da
teoria de simetrias de Lie.

Palavras—chave
Equacao de Burgers, equacao de calor, simetrias de Lie, transformacao de Hopf-Cole.
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Abstract

In this work, a generalization of Burgers equation is studied from the point of view of Lie
point symmetry theory.

Keywords Burgers’ equation, heat equation, Lie point symmetry, Hopf-Cole transformation.
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Capitulo 1

Introducao as simetrias de Lie

As simetrias estao presentes nas leis que regem a natureza. Neste trabalho, estudaremos uma
classe de equacoes do ponto de vista da teoria de simetrias de Lie.

A teoria que usaremos no presente trabalho comecou a ser elaborada no século X1X pelo
matematico noruegués Sophus Lie. Ele estava investigando os grupos continuos de transfor-
macoes que deixam as equagoes diferenciais invariantes inaugurando a area de simetrias de
equagoes diferenciais (ver [11]). Essa teoria d4 condigoes para que encontremos solugoes de

equacoes diferenciais com um algoritmo bem definido.

1.1 Grupos de transformacoes de Lie a um parametro

A seguir, definiremos o que é um grupo de transformacoes de pontos de Lie e apresentaremos
a demonstracao do teorema fundamental de Lie de maneira andloga & vista em [3, 5, 10, 12].
Além disso, utilizaremos, ao longo da dissertacao, a convencao de Einstein, isto é, indices

repetidos sao somados.

Definicao 1. Seja D C R"™ um subconjunto aberto, nao-vazio, conexo. O conjunto de trans-

formagoes ¥ = X(x;¢€) definido para cada v = (zt,2?%, ...,2") € D, dependendo de um
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parametro e € S C R e munido de uma lei de composicao de parametros
p:Sx85—S8

forma um grupo de transformagoes em D se:

1. Para cada parametro € em S as transformagoes sao injetivas em D, em particular x*

pertence a D;
2. O par (S, ¢) forma um grupo G;
3. Se e denota o elemento neutro de G, entdo, para todo x € D, temos x* = X (x;e) = x;
4. Sex* = X(zy¢) e ™ = X(2%0), entdo, ™ = X (x;¢(e, 9)).

Definigao 2. Um grupo de transformacoes define um grupo de transformagoes de pontos de

Lie (GTPL) a 1-parametro se adicionarmos as propriedades anteriores as sequintes:

1. € é um parametro continuo, isto ¢, S € um intervalo de R. Sem perda de generalidade,

e = 0 corresponde ao elemento identidade;

2. X € infinitamente diferencidvel com respeito a x € D e é uma funcao analitica de

eeS;

3. ¢(€,0) € uma funcao analitica de € e 0, para todo €,6 € S.

1.2 Transformacoes infinitesimais

Considere um grupo de Lie a 1-parametro
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com identidade € = 0 e lei de composi¢ao ¢. Fazendo a expansao de (1.1) em série de Taylor

em torno de € = 0:

rr=x+e€ (%) B + O(€%)
=2+ e&(x) + O(%), (1.2)
onde
) = (2522) (13)
A transformacao
x— x+ k() (1.4)

é chamada de transformagao infinitesimal do (GTPL) (1.1), sendo &(x) = (&' (x), - -+ , & (x))

chamado de infinitésimo.

1.3 Primeiro Teorema Fundamental de Lie

O seguinte lema sera de grande importancia para a demonstracao do Primeiro Teorema

Fundamental de Lie.

Lema 1. Seja z* = X(x;¢) um grupo de transformagoes de pontos de Lie. Entdo, vale a
sequinte iqualdade:

X(zie+ Ae) = X(X(m5€); (e, e + A€)), (1.5)

1

onde €' e Ae denotam, respectivamente, o elemento inverso de € e um pequeno incremento

em €.
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Demonstracao.

X(X(x5€);0(e e+ A€)) = X(z;0(e, o€, € + Ae)))
= X(z;0(0(e, 1), e+ Ae))
= X(x;¢(0,e+ A¢))

= X(z;e+ Ae).

]

Teorema 1. (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma parametrizagao 7(€) tal
que a transformagao do grupo de Lie (1.1) € equivalente a solug¢do de um problema de valor

inicial (PVI) para o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:

d *
dx = &(z"),

T (1.6)
z* o =T

Em particular,

T(€) = /OeF(e’)del, (1.7)

onde

(1.8)

(a,b)=(e"1L,e)

e I'(0) = 1.

O Primeiro Teorema Fundamental de Lie nos mostra que as transformacoes infinitesimais
contém as informagoes essenciais para a determinagao de um (GTPL) a 1-parametro, isto

é, fornece-nos o problema de valor inicial que o fluxo através do ponto x obedece. Além
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disso, pelo mesmo teorema, pode-se sempre (re)parametrizar um dado grupo em termos do

parametro 7 de modo que, para valores 7/ e 7", a lei de composicao se torne

QS(T’,T”) — 7_/ ‘I’ T”.

Ademais, as transformagoes (1.1) definem um fluxo estaciondrio dado por (1.6), valendo,

também, a reciproca.

Demonstra¢ao. Primeiro, fazendo a expansao em série de Taylor de (1.1) em relagao ao ultimo

argumento, obtemos:

0X (z; Ae)

S Ac+ O((Ae)). (1.9)

X(z;e+ Ae) =" +
Por outro lado,

dle e+ Ae) = p(e7 L, €) +T(e)Ac + O((Ac)?)

=T(e)Ae + O((Ae)?)

onde I'(€) é o definido por (1.8).

Pelo Lema 1,

X(aie+ A = X("s0(c e+ Ad)
= X(2";T(e)Ae + O((A€)?)) (1.10)
= X(0) + ADO TX(@75)|_+0((a0?)
— o + T(OE(x") Ac + O((Ae)?).
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Comparando (1.9) com (1.10), obtemos o seguinte problema de valor inicial:

dz* .
T = T
z*(0) = .

Segue, entao, de (1.2), que I'(0) = 1. Consequentemente, a aplica¢ao

cumpre (1.6). O teorema de Existéncia e Unicidade para um sistema de equagdes diferen-
ciais nos garante que (1.6) tem solugao unica. Desde que (1.1) é solugao deste problema,

completamos a prova do teorema. L]

1.4 Geradores infinitesimais

Em virtude do Primeiro Teorema Fundamental de Lie, de agora em diante, sem perda de
generalidade, assumiremos que o (GTPL) é parametrizado de tal forma que sua lei de com-
posicao seja dada por

¢(a,b) =a+b,

onde

Definicao 3. O operador diferencial

0
oxt’

X =X(x)=§&(x).V =E&(x) (1.11)
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onde V ¢é o operador gradiente

o 9 9]
V= <3x1’8x2"”’8x”>

que € chamado de gerador infinitesimal do (GTPL) (1.1).

Para toda fungao diferencidvel F(x) = F(x!', 22, ... "),

OF (z)

XF(z) =&(z). VF(x) = & () I

Em particular,

0
Xz =§&(x). Vo= E’(:v)a;

(P e (P e (2
e () e () e (52)

Teorema 2. O (GTPL) a 1-parametro pode ser escrito da segquinte maneira:

[e.9]

€ € e
JZ*:€€XZE:JZ+€XJI+EX2J}+---:[1—|—€X—|—§X2+--']5L‘: Eka
k=0

onde o operador X € definido por (1.11) e o operador X* = XX 1 k =1,2,..

XOF(x) = F(x) para qualquer fungdio diferencidvel F(x).
Demonstracao. Sejam

0 4 0

X =Xo) = Elo) gy dai

(1.12)

(1.13)

., sendo

(1.14)
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onde

o (GTPL). Do Teorema de Taylor, expandindo (1.15) em torno de € = 0, temos

- T;€) € (dE
"=2h (S )|_—,§H<ﬁ)|:0

=0

Para toda fungao diferencidvel F(x)

d OF (x i ) (VP2
deF( )= 8:16*’ de ZE’ = X(@)F @),

i=1 =

Portanto, disso segue

d*x* d (dx*

de?  de ( de ) (27) X (a")
e, em geral,

dkm* ko x\ %

T = X"(z")z", k=12,
Consequentemente,

d*z* k

A = X"(z)z, k=1,2,

da qual vem (1.13).

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Portanto, a expansao na série de Taylor em torno de ¢ = 0 da fungao X(z;¢€), a qual define

um (GTPL) com a lei de composicao ¢(a,b) = a + b, é determinado pelo coeficiente de seu
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termo de O(e), o qual é o infinitesimal

OXLI | (o) (1.22)

]

Coroléario 1. Se F'(x) é uma funcgao infinitamente diferencidvel, entao, para o (GTPL) (1.1)

com gerador infinitesimal (1.11), teremos F(z*) = F(e“Xx) = e“X F(z).

J

Demonstracao. Podemos escrever

- d*F(z*)
eX
F(e“*x) E < A

k=0

De (1.17), temos que

d2F<J]*) 2(,.% *
0D~ xeenyre)
e, portanto,
A i)
Assim,
d*F(z*) A
| =X @)F()
Consequentemente, F'(z*) = F(e**z) = e F(x). O

1.5 Funcoes invariantes

Definicao 4. Uma fun¢ao infinitamente diferencidvel F(x) é uma fun¢ao invariante do
(GTPL) (1.1) se, e somente se,
F(z*) = F(x). (1.23)

Se F(x) é uma fungao invariante por (1.1), entao, F(x) é chamada um invariante de (1.1)
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e € dita ser invariante por (1.1) .

Teorema 3. Uma func¢ao F(z) € invariante sob um (GTPL) (1.1) se, e somente se,
XF(z)=0. (1.24)
Demonstracao.

F(2*) = e~ F(x) ¢

X*F(z) = F(x) + eX F(x) + ;—Z!XzF(x) + ... (1.25)

3

!

)
k=0

Suponha F(z*) = F(z). Entdao, X F(z) = 0 segue de (1.25). Reciprocamente, seja F'(x) tal
que X F(x) = 0. Entao, X"F(z) =0, para n = 1,2... Portanto, de (1.25), F(z*) = F(z). O

Teorema 4. Para um (GTPL) (1.1), a identidade
F(z*)=F(x) + € (1.26)
vale se, e somente se, F(x) € tal que
XF(x)=1. (1.27)
Demonstracao. Seja F'(x) tal que (1.26) seja valida. Entao,
2
F(z") :F(x)—i—ezF(:z:)—|—eXF(x)+§X2F(:L’)—|—... (1.28)

Portanto, X F'(x) = 1. Reciprocamente, seja F'(z) satisfazendo (1.27). Entao, X"F(z) = 0,

n=2,3,---,eobtemos F(z*) = eXF(z) = F(x) + eXF(x) = F(z) +e. O
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1.6 Pontos, curvas e superficies invariantes

Definigao 5. Um ponto x e uma superficie F(x) = 0 sao ditos invariantes pelo (GTPL)

(1.1) se, e somente se, x* =z sob (1.1) e F(z*) =0 quando F(z) = 0.

Defini¢ao 6. Uma curva F(z,y) =0 € uma curva invariante por um (GTPL)

¥ = X(z,y;€) =z + €&(x,y) + O(?), (1.29)

v =Y(z,y;€) = y+en(z,y) + O(e%), (1.30)

com gerador infinitesimal

0 0
X = — — 1.31
&, y) 5+ n(w7y)ay, (1.31)
se, e somente se, X F'(x,y) = 0 quando F(z,y) = 0.
Teorema 5. Uma superficie escrita na forma F(z) = 2™ — f(z',...,2"7') = 0, é uma

superficie invariante sob (1.1) se, e somente se, X F(x) =0 quando F(z) = 0.

Definicao 7. A familia de superficies w(x) = ¢, onde ¢ € uma constante, é uma familia de
superficies invariantes sob (1.1) se, e somente se, w(x*) = ¢* quando w(x) = ¢, onde ¢ e c*

sao constantes.

Definicao 8. A familia de superficies w(z,y) = ¢, onde ¢ € uma constante, é uma familia
de superficies invariantes sob (1.29), (1.30) se, e somente se, w(z*,y*) = ¢* quando

w(z,y) = ¢, onde ¢ e ¢* sdo constantes.

Teorema 6. 1. Uma familia de superficies w(x) = ¢ € invariante sob a a¢ao de (1.1) se,

e somente se, Xw = Q(w) para alguma func¢ao Q(w) € C™.

2. Uma familia de curvas w(x,y) = ¢ € uma familia de superficies invariantes para (1.29),
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(1.30) se, e somente se,

ow ow
- - hbadgy o}
Xw=&(z,y) o7 +n(x,y) oy (w),

para alguma fungao Q(w) € C.

Demonstragao. Seja w(x) = ¢ uma familia de superficies invariantes por (1.1). Entao,
2
w(z*) = e“w(r) = w(z) + eXw(z) + EXQw(x) + =" =Clce).
Portanto, Xw(z) = Q(w) para alguma fungao Q(w) quando w(x) = c¢. Segue que
X2w=0Xw=0ww).
Reciprocamente, suponha Xw = Q(w) para alguma fungao Q(w) € C*°. Entao,

!

Xw=QwWAw) e X"w=f,(w),

para alguma fungao f,(w), n =1,2,... Consequentemente, se w(x) = ¢, entao,
2 o
w(z*) = e*w = w(r) + eXw(z) + E—ng(x) 4+ =w(x) + Z " falw(z)) o
2 n=1 n'

1.7 Transformacoes estendidas ou prolongamentos

Nesta secao, além de apresentar algumas notacoes, sera introduzida a nog¢ao de uma trans-

formacao estendida. Tomamos z = (z!,...,2") € D C R", onde D é um aberto nio-vazio,

Y

e u = u(x) é uma func¢do infinitamente diferencidvel definida em D com valores em algum
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subconjunto de R.

Para todo k € N, 0*u denotara o conjunto de todas as k-ésimas derivadas de u(z),

D 0 0 0 0
Dzt~ Ozt tu ou * ujan o i " Ouy, .4, (1.32)
0 0
¢é operador de derivacao total e u; := _u , Wij 1= #, etc. Simbolizamos por
ox’ 0x'dxl
du = Judx (1.33)
a soma
du := u;de’ (1.34)
e mais geralmente,
doF 1y = 0Fudx
representard o conjunto de equacoes
dug,. iy, = uil_,,ikfljdxj, uy=1,...,n para [=1,...,k—1.

1.7.1 Transformacoes estendidas: uma variavel dependente e n

variaveis independentes

No estudo da invariancia de equagoes diferenciais parciais de ordem k com n varidaveis inde-

pendentes z = (z',--- ,2™) e uma varidvel dependente v = u(z), somos levados ao problema

de encontrar as extensoes das transformacgoes do espago (x,u) no espago (z,u,0u, -+ ,0
Nesta subsegao, encontraremos a extensao do gerador X dado na Definicao 3 até uma

determinada ordem £, bem como determinaremos seus coeficientes infinitesimais.
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Considere o conjunto de transformacoes de pontos,

7% = X' (z,u;€) = 2 + &z, u) + O(€?), (1.35)
u* = U(x,u;€) = u+ en(w,u) + O(e?), (1.36)
i=1,2,---,n, agindo sobre o espago (x,u), com gerador infinitesimal

4 0 0
X =& e — - 1
£, w) o )5 (1.37)
A k-ésima extensao de (1.35) e (1.36) é dada por,
2™ = X' (2, u;€) = 2" + €& (z,u) + O(€?), (1.38)
ut = Ulx,us€) = u+ en(z,u) + O(e?), (1.39)
u; = Ui(z,u,du;€) = u; + 6772-(1)(!%, u, Ou) + O(€), (1.40)
(1.41)
U iyin = Uigigeoiy (7,0, 0, - - - ,OFu; €) (1.42)
= Uiyigoiy + eni(fi)?__ik (z,u, -, 0"u) + O(e?),
onde : = 1,2,--- medq = 1,2,---,n, paral = 1,2,--- /k com k > 1. Seus k-ésimos
infinitesimais estendidos sao:
(E,(I, U), 77(‘7:7 U), 77(1)(% u, au)? ) n(k)(xa u, aua IR aku)) ) (143>
com o k-ésimo gerador infinitesimal estendido correspondendo a:
.o, 0 0 0
X® =g S S e 'S 1.44
E' 81‘1 + n@u + nZ 8uz + + 7]2”2“.% 8ui1i2“.ik ’ ( )
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A férmula explicita para o infinitesimal estendido n®) resulta do teorema a seguir.

Teorema 7. Os coeficientes 77(1), e ,ngsz,,,ik, em (1.44), satisfazem

)

nz(l):Dzn_<DzEyJ)uJ7 i1=1,2,---,n,

k k—1 i
n’fli)g-“ik = Diknz'(li2~~-)ik_1 - (Dikaj)uiliz"-ikAj’

u=12,---,nparal=1,2,--- ,k comk > 2.

Demonstracao. Por (1.35) e considerando uma matriz n x n temos;

D1<I‘1 + €£1> s Dl(ﬂfn + E(z_,n)
A= : : : + O(e?)
Dp(xt +€&) -+ D,(z" +€&")

=1 +eB+0O(?),

onde I é a matriz identidade de ordem n e

D&Y o D&

Para e suficientemente pequeno, a matriz A é inversivel, logo,
AV =T —€eB+O().

Por (1.40), (1.47) e (1.48) pode-se escrever na seguinte forma:

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)



1.7. Transformacoes estendidas ou prolongamentos 16
_ w1 _ ;
uy + eny uy + €Dy
(1)
Ug + €N U + €Dsn
S| = —eB) +0(e),
U + €y Un + €Dy
e entao,
ny Dyn Uy
(1)
U; Don Uz
2| _ [P g |
s Dy Un,
levando a (1.45). Entao, de (1.40), (1.43), (1.47) e (1.48), é possivel escrever
. (k) [ Do |
WUiyigeif_11 T €N vigig_11 uy + €l
(k)
Wirinip_12 T €My iooi U + €Dyn
e T2 | ey |0 4 0(e)
k
_ui1i2“'ik71n _'_ 6771‘(“‘)2~--ik_1n_ _un + EDHT]_
e, portanto,
[k k-1 i i
77@-(122..%_11 1771‘(1i2~~~)ik_1 Uiyig-ip_11
(k) (k—1)
Nivig-ip_12 _ 2T g i1 B Wiyigeif_12
(k) (k—1)
| Miviz-ig—1n | _Dnni1i2~~-ik_1_ | Wiig-ig_1n |
comi; =1,2,--- nparal=1,2,--- k—1com k > 2, assim, temos (1.46). O
Exemplo 1: Utilizando o resultado deste teorema faremos o célculo de 773(51), 77,51), 17%) , ou
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seja, as extensoes infinitesimais no espago (z,t,u) (mais detalhes ver o Capitulo 3). Assim,

W = Dan— (D.E)w, j =12

onde chamaremos

51:5; ((_'2:7_.

Além disso,

Substituindo (1.50) em (1.49) e aplicando (1.51), obtemos

(1) —

N =np 4+ (M — &) U — Totty — Eu(ug)? — Tutlpts.

Para 7]151), temos

n" = Dy — (Dy&) u,

com

Dy = 0y + w0y + Upt Oy, + up Oy, + - - -

Substituindo (1.50) em (1.53) e aplicando (1.54), obtemos

(1)

77t1 =0+ Ny — T¢) ur — Epuy — Tu<ut>2 — Eutguy.

Analogamente, para nﬁj}, temos

ny) = Dani? = (Da&) ;.

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)
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e substituindo (1.50) em (1.56) e aplicando (1.51), obtemos

3

- 2Txuuxut - ‘;—vuu(uz> - Tuu(ux)Qut - 3Evuu:pumc — Ty UtUgy — 2Tuuxu$t- (157>

1.8 Invariancia de uma equacao diferencial parcial

Sejam x = (z',--- ,2") € D e u: D — R diferencidvel. Uma equagao diferencial parcial de

ordem k é uma relagao

F(x,u,0u,---,0%) =0, (1.58)

que associa as variaveis independentes x € D, dependentes u : D — R e derivadas de u até

ordem k. Para qualquer solugdo u = 6(z) de (1.58) a igualdade,

(z,u, Ou, 0*u, - -~ ,0"u) = (x,0(z),00(x), 0*0(x), - - - ,00(x)) (1.59)

define uma solugao que esta na superficie
F(x,u,0u,0%u,--- ,0%u) = 0.
Definicao 9. O (GTPL) a 1-parametro

" = X(z,u;€), (1.60)

u* =Ul(x,u;e),

deiza a equagao diferencial parcial (1.58) invariante se, e somente se, suas k-ésimas extensoes

definidas em (1.38) — (1.43) deizam invariantes (1.58).
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Definicao 10. Seja

; 0 0

o gerador infinitesimal de (1.60). O operador X é admitido pela Equa¢ao Diferencial Parcial

(1.58) se seu k-ésimo gerador infinitesimal estendido

, 0 0 0
() . 0
+7717, g (SU,’U/,a'U/,"‘ 78 U)—,
127tk 8uili2..,ik
satisfaz a equagao
X®F(z u,0u,---,0"u) =0, quando F(z,u,ou,--- %) =0. (1.63)

Nesse caso, a transformagao infinitesimal (1.60) que corresponde ao operador dado em
(1.61) é chamada simetria de Lie da equagao diferencial parcial e, por abuso de linguagem,
identificaremos a transformacao infinitesimal com seu respectivo gerador infinitesimal, chamando-
o também de simetria de Lie da equagao diferencial parcial (1.58).

A condigao de invariancia (1.63), ao ser aplicada concretamente em uma equagao diferencial
parcial, conduzira-nos a um sistema linear de equagoes diferenciais parciais envolvendo os
coeficientes de &'(z,u),n(z,u) da simetria (1.61). A solucao desse sistema, no qual surgem
constantes arbitrarias que, ao serem substituidas em (1.61), darao-nos uma combinagao linear
de todas as simetrias que deixam a equagao diferencial parcial (1.58) invariante.

Exemplo 2: Sejam F(x,t, u, Uy, Up, U, Ugg, Ugy) = Up — Ugy — UL, € O gerador

X::L’g—i-th —uﬁ. (1.64)

Mostraremos que (1.64) é um gerador de simetria da equagao u; = Uy, — uu,. A extensao de
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segunda ordem de (1.64) é

%, 5, 9
X® = x40 = 4y 4 @ 2 1.65

Uz

onde ntV, n" e n{ sdo dados respectivamente por (1.52), (1.55) e (1.57). Sabendo que

&=ux,7=2t,n = —u. temos, ng) = —2Uy, nt(l) = —3uy, né? = —3u,,. Dessa forma, aplicando

X® em F temos,
OF OF OF
XOp - xp LW L WFF @) Y8
+ Ny 8ux +77t aut T au:px
OF OF oF

uy 0w Ol

Sabendo que X F' = uuy,, = —1, obtemos

XOF = yu, —nMu+ M —n@.
Assim,
XPF = —3(uy — gy — uu,) = —3F.
Logo, X® F = 0 quando F = 0.

Teorema 8. Critério para invariancia de uma equacao diferencial parcial
Sejam X e X dados respectivamente em (1.61) e (1.62). Entdo, (1.60) ¢ admitido pela

equacgado diferencial parcial se, e somente se,
X*F(z,u,0u, -+, 0") =0 quando F(x,u,0u,---,0"u) = 0. (1.66)

Para simplificar a demonstracao com respeito a quantidades de indices, faremos as seguintes

convencoes:

0 L O
1. E% denotara ¢ e

o 0
2. n(l)a— denotara 77“"'”8—, 1<I<k;
Uy Uiy iy
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3. w; denotard w; j,...;,, 1 <1 < k; valendo a mesma convencao para 7;
4. F* denotara F' nos pontos (1.60).

Demonstra¢ao. Suponha que F' seja invariante sob (1.60). Entao,

F*=F(z+e&+0(%),uten+O(), - u, +en'® + O(e?))
OF  OF OF
= - Z .. (k) 2 2
F+6(£&t+n8u+ +n 6wf+0&)>

= F4+eXPE 4 0O(?),

de onde vemos que (1.66) é verdadeira se, e somente se, é invariante, encerrando, assim, a

demonstracao. O]

1.9 Solucoes invariantes

Considere uma E.D.P de ordem k, com k > 1, que admita um (GTPL) a 1-pardmetro com

gerador infinitesimal (1.61). Assumamos que &(z,u) = (&}, -+, &™) # 0.

Definigcao 11. A func¢ao u = 0(x) € uma solugdo invariante de (1.58) correspondente a

(1.61), admitida pela E.D.P (1.58) se, e somente se,
1. u=6(z) € uma superficie invariante de (1.61);
2. u=0(x) é uma solugao de (1.58).

Ou, de maneira equivalente, v = #(x) é uma solugao invariante de (1.58) em relagdo ao

(1.61) se, e somente se, u = 0(x) satisfaz

1. X(u—6(z)) =0 quando u = 6(x), isto é,

£ (z,0(x)) =1z, 0(x)), (1.67)
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2. F:Oparauj:%,jé{l,”',k}~

As solugoes invariantes podem ser encontradas de duas maneiras:

e Método da Forma Invariante: Resolvemos a condicao da superficie ser invariante

(equagao (1.66)), resolvendo as equagoes caracteristicas

dx? da? d
. - (1.68)
gz, u) & (w,u) n(x, u)
quando u = 0(x). Se (vi(z,u),va(x,u), -, vp_1(z,u),v(x,u)) sdo n invariantes inde-

pendentes de (1.68) com v, # 0, entdo, a solugao u = () é dada implicitamente pela

forma invariante

v(z,u) = (v, vp1), (1.69)

onde ( é uma funcao arbitraria de vy, -+ ,v,_1.

e Método da Substituicao Direta: Suponha que &" # 0. Assim,

n—1 4
_ 1
i=1
Quando encontramos solugoes invariantes da E.D.P (1.58), qualquer termo envolvendo
derivadas de u com respeito a x™ pode ser expresso em termos de x,u e derivadas de u
com respeito a ', - -+, 2" 1. Consequentemente, obtemos uma nova equacao diferencial

! n=1) e parametro z".

com varidvel dependente u e variaveis independentes (z',--- , x
Qualquer solucao dessa nova equacao diferencial define uma solucao invariante da E.D.P
(1.58). No caso particular, em que n = 2, esse método nos fornece uma equagao

diferencial ordinaria.



Capitulo 2

A Equacao de Burgers

Neste capitulo, discutiremos brevemente a equagao de Burgers, que é um caso particular da
classe de EDPs estudadas nesta dissertacao. As equacoes diferenciais sao a maneira mais
natural de descrever os fendomenos que ocorrem na natureza. Através delas, matematicos e
fisicos tentam desvendar os mistérios que permeiam tais fendomenos na esperanca de entendé-
los e até mesmo reproduzi-los em laboratério. O estudo feito aqui é do ponto de vista
matemético. E claro que isso nao exime a importancia fisica e suas valiosas interpretacoes.
A equagao de Burgers surgiu por volta de 1915, em um trabalho do fisico Bateman. Ela
tem sido de grande interesse na fisica, devido as suas propriedades estatisticas e por causa de
sua similaridade com as equagoes de Navier-Stokes de dimensao 1 (ver [13]). A forma nao-
homogénea da equagao de Burgers tem muitas aplicagoes no estudo de dinamica de gases,

acustica, fenomenos de difusao e advecgao. A equacao original é
Vilgy = Up + Ully, (2.1)

onde o “vetor velocidade” u é uma funcao de x,t apenas e a “viscosidade cinematica” v é um

parametro positivo.

23
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O interesse matematico nessa equacao advém do fato de que ela, apesar de ser uma equacao
nao-linear, é altamente tratavel e sua solucao exata e completa é conhecida em termos de
valores iniciais [6]. E interessante observar que a equacio (2.1) vem se consolidando como
equacao modelo para testes e comparacgoes de técnicas computacionais. Nesse sentido, vale
a pena destacar o trabalho [2] que, além de estabelecer tabelas comparativas, apresenta 35
solugdes distintas de problemas de valor inicial para a equagao (2.1) em um dominio infinito,
bem como solugoes para problemas de valores de condi¢oes de contorno e inicial finitos.

O termo nao-linear na equagao (2.1) dé origem a uma onda que se move em determinada
direcao. Essa onda, eventualmente dissipa-se e a solu¢ao nao-linear tende a mesma forma da
solugao linearizada, porém, com amplitude menor.

Em termos de classificacdo, a equacao de Burgers (2.1) é uma equacao diferencial parcial
nao-linear parabdlica de segunda ordem.

Como dissemos acima, a equagao (2.1) possui solucao exata conhecida, uma das técnicas

utilizadas para sua resolugao é a chamada transformagao de Hopf-Cole.

2.1 Transformacao de Hopf-Cole

Consideremos a equagao (2.1) escrevendo-a como,
Up + ULy — VUgy = 0. (2.2)

Chamando v = u(x,t) e v = v(x,t) e introduzindo a mudanca de variaveis

Vg
= 22— 2.3
U v . (2.3)
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obtemos:

Ut Uy Ut

u = —2v— +2v—pr-,
v v

2

. )

u, = —2v— +2v-—,
) )
v VU v3
Trx xvYxrx

Upy = —2U + 6v—; —4V—§
) v v

Substituindo em (2.2), obtemos
Vg
0= u + uty — Vg, = . (Vg — ] — (VU — 1), -
Dessa maneira, se v = v(z,t) for solu¢do da equagao do calor,
Ut = Vg,

entdo, u = u(xz,t) dada por (2.3) serd solu¢ao da equagao (2.1). Essa transformacao tao
notavel reduz o problema nao-linear em um problema de valor inicial da equagao do calor.
Mais detalhes podem ser encontrados em [6, 7].

Nesta dissertacao, estudaremos as simetrias de Lie da equagao

onde g(u) é infinitamente diferencidavel. Tomando g(u)=0 em (2.4), obtemos a bem conhecida
equacao do calor

Uy = Uy, (2.5)

que é um modelo matemético para a difusao de calor em sélidos e se g(u)=u em (2.4), obtemos

a equacao de Burgers (2.2) com v = 1.
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As simetrias de (2.2) e (2.5) sdo conhecidas, vide [3]. O que faremos na dissertacao é um
estudo aprofundado e complementar aos resultados obtidos em [4] com respeito & equacao

(2.4). Essa equagao é um caso particular da EDP,

w = F(x,t, u, g ) gy + Gz, t,u, uy). (2.6)



Capitulo 3

Simetrias da equacao de Burgers

generalizada

Neste capitulo, sera demonstrado o teorema central do trabalho, no qual obteremos os ge-
radores infinitesimais de simetria da equagao (2.4). Primeiramente, enunciaremos alguns
resultados importantes para demonstracao do teorema. Esses podem ser vistos com mais
detalhes em [§].

A equacao de Burgers generalizada,
Up = Ugy — g(U)Uyg, (3.1)
¢ um caso particular da equagao (2.6) tomando
F(z,tiu,uy) =1 e G(x,t,u,u;) = g(u)u,. (3.2)
Um gerador do (GTPL) da equacao (2.6) é da forma:

X = 70, ty0) 2+ £, 0) e + (1, 1) (3.3)

ot ox ou’

27
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O que faremos neste ponto serda encontrar um sistema de equagoes que nos fornecerao as

simetrias. Essas equagoes sao chamadas de equagoes determinantes.

3.1 As equacoes determinantes
Seja
L(I7 tu Uy Uy Uty Ugyy Uity Ua:t) = Ut — Ugy + g(u)ux (34)

Entao, L = 0 se, e somente se, vale (3.1). O seguinte resultado estd demonstrado em [8].

Proposigao 1. (Lagno — Samoilenko) Suponha que (3.3) seja um gerador de simetria da

equagado (2.6). Entao,

0 0 0
X=7(t)— t,u)— t,u)— 3.9
T(t)5; + (@t u) o+ (.t )5 -, (3.5)
onde as funcoes T,&,n, F e G satisfazem as sequintes equagoes
,dr
com 7T = —.
dt

Teorema 9. A Equagao (2.4) possui o sequinte conjunto linearmente independente de equagoes

determinantes:

T = 2L, (3.8)
(—ou— B)g (u) — Exg(u) + & + 20, =0, (3.9)

515 - 6959[: + amug(u) + 6:69(“) + QU — Qg = 0. (310)
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Demonstragao. Sabendo que (2.4) é um caso particular de (2.6) e fazendo as substituigoes

(3.2) nas equagoes (3.6) e (3.7), obtemos:

(284 + 2uzé, — 7 ) =0, (3.11)

_uinuu + Qui‘ixu + ui‘(-vuu = 779,<u)ux + (e + Uty — Uz&y — u?:‘iu)g(u) (3.12)
Reescrevendo as equagoes (3.11) e (3.12) agrupando os termos do tipo 1, u,, u2, u3, teremos,
28, — 7 + (28,) uy = 0, (3.13)

+ (E) 12 = mag(u) + (g (0) + g () — Eugw) ) s + (~Eug(w)) . (3.14)

Como o conjunto {1, u,, u2,u3} ¢é linearmente independente encontramos o seguinte sistema,

x? x

2%, —7 =0, (3.15)
28, =0, (3.16)

Ny — Nega = nxg(u)a

Da Proposicao 1, temos que 7 depende apenas de ¢. De (3.16), concluimos que

E(x,t,u) = &(x,t).
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Assim, substituindo & = &(x,t) em (3.15), (3.17) e (3.18) obtemos,

26, —7 =0,

N — Nax = N2g(w), (3.20)
Nug(u) — & — 7 g() — 200y = ng () + nug(u) — Exg(u), (3.21)
Nuu = 0. (3.22)

De (3.22), temos que 7 é linear em u, ou seja, existem funcoes a = «a(z,t) e f = B(x,t) tais
que

n=a(x,t)u+ B(z,t). (3.23)

Agora, substituindo (3.23) em (3.20) e (3.21), teremos

7—/ = 2&:{:7
(—au — ﬁ)gl(u) — &eg(u) + & + 20, = 0,

6t - 6zx + Oéx“Q(u) + 6369(“) + QU — Qg U = 0.

E o teorema esta provado. O

Em particular, observamos que qualquer gerador infinitesimal de simetria da Equagao (3.1)
sera da forma:

S = &(x,t)2 + T(t)% + (a(z, t)u + Bz, t))%

o (3.24)
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3.2 Geradores infinitesimais da equacao de Burgers
generalizada

Nesta secao, serao apresentados os geradores infinitesimais da equagao (2.4). Note que para

cada g(u) dada, tem-se geradores diferentes.

Teorema 10. O maior (GTPL) da equacdo (2.4), ou seja,
Ut = Uy — G(U)U,
com uma fun¢do arbitrdria g(u), € determinado pelos operadores,
X=—, T=—. (3.25)

Para algumas escolhas especiais da fungao g(u), o grupo pode ser aumentado. Abaizo listare-

mos as funcgoes g(u) que aumentam o grupo de simetrias e os respectivos geradores adiciona-

dos a (3.25).

1. Se g(u) = u, entdo, By = txagx —i—tzg +(zr—tu)— , Ba=t—+— ¢

0 o 1 0
2. Se g(u) =uP,p # 0,1, entdo, o gerador adicional serd By = t— + 2t— — —u—

Ox ot p Ou

3. Se g(u) = Inwu, entdo, o gerador infinitesimal adicional serd Bs = ta— + ua—
x u

0 0o 10
__ ybu 5 — -
4. Se g(u) =€, b#0, entaoB4—acax+2tat 5

1—u 0 0 0
: = 10, By = (x —t)— + 2t— 1 —.
5. Se g(u) T entdo, Bs = (x t)ﬁx + tat—l—( +u)8u

0 0 0
, entdo, Bg = x— + 2t — + (1 + u)

1
6. Se g(u) = T u 5 o e
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7. Se g(u) = , entdo, o gerador infinitesimal serd
u
9, 5} 0
By t)— + 2t— 1
= (x + )ax—F 8+( +u)3u
8. Se g(u) = 1 4 " entao, o gerador infinitesimal serd
8 9, 0
B —t)— + 2t— —1)—.
= o=ty P Ty,
1 0 9, 0
9. Se g(u) = i u’ entdo, o gerador infinitesimal serd By = (x +t)— + 2t— + u—.

ox ot ou
10. Se g(u) = 0, entdo, os geradores infinitesimais serao
0 0 0 0
Q, = —4xt£ — 4t28_ + (2%u + 2tu)6u, Q2 = _2t8_ + TUZ s Q3 =
Qs =

+ 275— e Qp = ﬁla—, onde 31 € uma solucao da equacao Uy = Uy,.
u

8

 ou

11. Se g(u) = 1, entdo, os geradores infinitesimais serao

0 0 0 0 0 0
— bt 42T (2?2t 2+ )y ot L (ru—tu) =, Qr = u-
Qs ta:ax t at+(:)3 xt+2t4+1 )uau, Qs = tax+(:vu tu)au, Q7 Uz
Qs = (m+t)a +2t eQp, = 528—, onde By € uma solucdo da equacao s+, = Uyy.
u

Vamos demonstrar este teorema para cada g(u) listada acima.

3.3 Caso g(u) arbitraria

Resolvendo o sistema (3.8) — (3.10) para uma g(u) arbitraria e sabendo que o seguinte con-

junto {1, u, g(u),ug(u), g (u),ug (u)} é linearmente independente, obtemos

=0, (3.26)
a=0, (3.27)
& +2a, =0, (3.29)

T =2&,. (3.30)
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De (3.27) e (3.29), obtemos que & = 0 e por (3.28), concluimos que & = ¢;. De (3.30),
concluimos que 7 = ¢s.
Além disso, n = au + = 0. Portanto,
0 0
— i e 31
S 018I+028t (33)

3.4 Caso g(u) =u

Substituindo g(u) = v em (3.9) e (3.10), obtemos

7-, = 2&17
(-Oé’LL-ﬁ) - Evru+£t+2ax = 07
ﬂt - 6:cx + OZ$U2 + ﬁ:cu + o — Qe = 0.

Agrupando os termos em u?, u, 1, temos

7_/ = QE»xa
(—a— Ex)u— f+ & + 20, =0,

axu2 + (ﬁx + o — Oé:c:r:)u + ﬁt - ﬁxz = 0.
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O conjunto {u? u,1} é linearmente independente; logo, o sistema anterior pode ser escrito

como,

ﬁt - ﬁxw 0
De (3.35), temos que
a=aft).
De (3.34), temos que
& = 0.
Segue de (3.36) que
/B.T = —Qt.

Derivando em (3.39), com respeito a x, obtemos

ﬁxa::()

e concluimos que §; = 0 em (3.37). Logo, 3 nao depende de ¢. De (3.40), obtemos

0 = c1x + co.

(3.32)
(3.33)
(3.34)
(3.35)
(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Voltando em (3.39) concluimos que a; = —¢y, ou seja,

o= —ct + c3.

Agora, em (3.33) &, = —a, ou seja,

& = citr — c3z + (1),

por (3.38), encontramos

U(t) = cot + ca,

logo,

& = citx — c3x + cot + cy.

Agora, pode-se calcular T por (3.32)

T = c1t? — 2e3t + cs.

Além disso, tem-se que n = (—citu+czu)+cjx+co. Assim, o operador infinitesimal estendido

sera
S=c t9[;£+1522+(x—tu)2 +c t£+2 +c x£+2t2—u£ +
M\ o T ot ou) 2\ oxr " ou) P\ ox ot ou
B Bra Brs
+C4%+05§'
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3.5 Caso g(u) = u”

Seja g(u) = u” com p # 0 e p # 1. Substituindo g(u) e ¢'(u) em (3.9) e (3.10), temos

Tl — 2E,x7
p(—Oé'LL - ﬁ)up—l - ‘(-vxup + Evt + 2@1‘ = 07
Bt - 5za: + axup+l + 5xup + o — Q= 0.

Agrupando os termos em uP*!, uP, uP~1 u, 1, temos

7-l - 2&907
(—pa — E)uP — pBeuP™t + & + 20, = 0,

axup+1 + ﬁxup + (at - axm)u + ﬁt - ﬁazx = O

O conjunto {uP™ u? , uP~! u, 1} é linearmente independente, se p # 0, =1 e 2. Dessa forma,

o sistema anterior pode ser escrito como

pa+& =0,
pB =0,

&+ 2a, =0,
a, =0,

Gz =0,

ap — gy = 0,
Br = Pox = 0,
T = 2&,.

(3.41)
(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)
(3.46)
(3.47)

(3.48)
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De (3.44), concluimos que a = «(t). Por (3.46),

o (t) =0, (3.49)

logo, a = ¢;. De (3.41), temos

e de (3.43)
U(t) = c
Logo,
&= —pazx+ c. (3.50)
Agora, calculando 7 por (3.48), obtemos
T(t) = —2pcit + cs. (3.51)
Por (3.50), = 0. Logo, n = cju.
Assim, o operador (3.24) serd
S + 2t 0 L2 + 0 + 0
=—pci | @ — ——u Co— + c3—
Pa\*y ot plou)  Zor ' “or
By
Os casos p = —1 e p = 2 foram calculados separadamente e o resultado obtido é equivalente
ao caso geral, cuja solucao, para esses casos particulares, é S, com p = —1 ou p = 2,

respectivamente.
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3.6 Caso g(u) =Inu

Seja g(u) = Inu, com u > 0. Substituindo g(u) e ¢'(u) em (3.9) e (3.10), temos

7—, :25:1:7
1

(—ou—fB)— — & Inu+ & — 20, =0,
U

Bt _ﬁxx—{'axUan‘i‘ﬁxlnu—FOétU_ Qg = 0.

1
agrupando os termos em wInwu,Inu, —, u, 1, temos
u

T/ZQEvza
1
—&:Inu—p——a+ &+ 20, =0,
U

azulnu + By Inu+ (qp — age)u — Bow + B = 0.

. 1 . . .
O conjunto uInwu,Inu, —, u,1 é linearmente independente, obtemos, entao,
u

£x =0, (3.52)
B =0, (3.53)
& — a+2a, =0, (3.54)
o, =0, (3.55)
Bz =0, (3.56)
Oy — gy = 0, (3.57)
Bra — B =0, (3.58)

T = 2&,. (3.59)
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De (3.55) e (3.57), temos que o = ¢;. De (3.54), temos que & = c¢; e ainda, por (3.52),
concluimos que

E=cit + ¢y (3.60)

Logo, por (3.59) obtemos que T = 0, segue que T = cs.
Além disso, n = cju.
Assim, o operador (3.24) sera
0 0 0 0
S = C t— +u— ‘l‘CQ— + C3—
ou

ox ox ot

—_——
B3

3.7 Caso g(u) = e™

Seja g(u) = e com b = const. # 0. Substituindo g(u) e ¢'(u) em (3.9) e (3.10), temos

7-/ = 2&:):7
b(—au — B)e? — e + & + 20, = 0,

By — Buz + czuel™ + Boe" + au — agpu = 0.

Agrupando os termos em ue®®, e”, u, 1, temos

Tl - QE»xa
(—baue®™) + (=bB — &)’ + & + 20, = 0,

axueb" + ﬂxebu + (Oét - azz)u - ﬁmm + ﬁt =0.
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O conjunto {ue®, e? u,1} é linearmente independente, logo, o sistema anterior pode ser

escrito como

ba = 0,
b3+ & =0,
&+ 20, =0,
Bez — B =0,
a, =0,
G =0,

Qp — Qg = 07

T = 2€,.

(3.61)
(3.62)
(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)
(3.67)

(3.68)

Por (3.61), « = 0. De (3.63), & = 0, logo & = &(x). De (3.64) e (3.66), 8 = ¢;. De (3.62),

va - _bcla 10g07

&= —bcix + cs.

De (3.68), concluimos que 7 = —2pcit + c3.

Além disso, n = ¢;. Assim, o operador (3.3) serd

S by (2L 122 1,94, 2 10
P\ Yo T T v eu) %0 T %o
By

3.8 Caso g(u) = =4

- 1+u

Substituindo g(u) e g (u) em (3.9) e (3.10), temos
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14u

(

T/:2E,x,
—2 1—u
—QU = P) 5 — S | T 2a, = 0,
(—au ﬁ)(l—i—u)? & (1+u)+at+ a
1—u 1—u
\ﬁt—ﬁxac+04xu(1+u)+ﬁm<1+—u)+atu—amu:0.

Agrupando os termos em 12, u, 1, obtemos
b ) b

7—/ - 2&:):7
(& + & + 20,)u® + (28 + 200+ 4oy )u + (20, + & — &, +26) =0,

(_ax + oy — awm)u2 + (at - 6mm - 61 + ﬁt + Gy — axx)u + ﬁx - 6mm + ﬁt — 0

O conjunto {u? u, 1} é linearmente independente dessa forma,

E 4 & + 20, =0, (3.69)
28, + 2a0 + 4o, = 0, (3.70)
20, + & — & +26 =0, (3.71)
O — Qi — gy = 0, (3.72)
W — Loz — B+ B+ 0p — gy = 0, (3.73)
Be = Baa + 0 = 0, (3.74)
T = 2&,. (3.75)

Agora, resolvemos da seguinte maneira: em (3.72), isolamos «,, em (3.74), isolamos [,
depois, substituimos ambos em (3.73) obtendo a, = f3,.

Em (3.70), derivamos a equagao toda com respeito a varidvel z, obtendo

200, + 2&,; + 4oy, = 0. (3.76)
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14u

Em (3.71) derivamos a equagao toda com respeito a varidvel x e multiplicamos por 2 , obtendo

Por (3.75), podemos concluir que &,, = 0. Assim, subtraindo a equagao (3.76) da equagao
(3.77), encontramos que o, = 0. Logo, o ndo depende de z, consequentemente, 3 também

nao depende de z. Por (3.72) e (3.74), temos que [ e a ndo dependem de ¢. Portanto,

a=0=q.

Além disso, por (3.70), obtemos
£E=—at+ ()

e na equagao (3.71), encontramos que

U(x) = x4 co.

Ademais, por (3.75), concluimos que

T = 261t+ C3

n=au+f,

ou seja,

n=cu-+cy.
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Assim, o operador infinitesimal estendido sera

0 0 0 0 0
S5 = C1 ((33' — t)a—a: + QtE + (1 -+ U)@) +C2% —+ Cga.

Bs

3.9 Caso g(u) = —

—+u

1 /
Seja g(u) = T u substituindo g(u) e g (u) em (3.9), (3.10), temos

( !
T = 255[37
—1

(—ou — 5)m -
1 1
\ ﬁt - ﬁa}az + azu (H—U) + ﬁa: (H—U) + 04U — Qg = 0.

Agrupando os termos em u?,u, 1.

1
e | —— 20, = 0,
§ <1+u)+5t+a

7-/ - 2&:):7
(& + a)u? + (a0 — &, + 2&; + dag)u+ (B — & + & + 2a,),

(Oét - a:r:v)UQ + (ﬁt - ﬁmx + oy + oy — axm)u + Bt - 63::1: + 633 =0.
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O conjunto {u? u, 1} é linearmente independente dessa forma,
& +2a, =0, (3.78)
0 — &, + 28, + day, = 0, (3.79)
f—& + & +2a, =0, (3.80)
Qp — Qzy =0, (3.81)
615 - ﬁxm F oy + o — Oy = 0, (382)
T =28, (3.84)
Em (3.83), isolamos (3., em seguida usamos (3.81) e (3.83) em (3.82), logo,
ﬁ:c = Q.
Em seguida, isolamos &; em (3.78) e substituimos em (3.79) e encontramos
£ = a. (3.85)

Por (3.84) temos que &,, = 0. Assim, derivando (3.85) com respeito a x, temos a, = 0, dessa

maneira « nao depende de z. Da mesma forma, 5 nao depende de z. Além disso por (3.81),

concluimos que « ndo depende de ¢ e por (3.83), temos que  nao depende de ¢t. Dessa forma,

a = [ = const. De (3.78), & = 0, logo, & nao depende de t, portanto, & = ¥(x).

multiplicamos (3.80) por —2 e somamos a (3.79), obtemos

—20+a+§&, =0.

Agora,
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Como
B=a=q
teremos que
& =cx + oo,
Além disso, por (3.84),
T =201t 4 c3

T]:Clu+01.

Dessa maneira,

0 0 0 0 0
S = C1 (‘T% -+ Qta -+ (1 + U)%) +CQ£ -+ Cga.

e
Bg

[

3.10 Caso g(u) = =

— T+u
Substituindo g(u) e ¢'(u) em (3.9) e (3.10), temos

.

1

7—, = 25:1:7
(—ou — 5)@2—

Uu u
B — Bz + (1—|—u>+6 <1+u)+atu Qgall

U
& <1—i——u) + & + 2a, =0,

\

Agrupando os termos em u?,u, 1, temos

7_/ - 2&2:7
(& + 20, — Ep)u? + (28 — &, — a4+ da)u — B+ & + 20, = 0,

(041 + o — ax:p)u2 + (at - ﬁxm + B:E + ﬁt - azx>u - ﬁzx + 57& =0.
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O conjunto {u? u,1} é linearmente independente, logo
28, — &, —a+4a, =0, (3.87)
& — B+ 2a, =0, (3.88)
p + Qp — Qg = 0, (3.89)
Qy — ﬁx:p + 61 + ﬁt — Qggy = 07 (390>
T =2k, (3.92)

Em (3.89), isolamos a,, em seguida usamos (3.89) e (3.91) na equacao (3.90), logo, temos

Ay = ﬁac
Em seguida, isolamos &; em (3.86), substituimos em (3.87) e encontramos &, = —a, por
(3.92), temos que &,, = 0, logo,

Eoe = Qg

nos fornece o, = 0. Desta maneira, o nao depende de x e, consequentemente, § também nao
depende de x. Além disso, por (3.91), concluimos que  nao depende de t e por (3.89), a nao
depende de t . Dessa forma,

a = 3 = const.

De (3.88), & = [3, obtemos, assim,

& = Clt + w(l’)
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Agora, por (3.86),

ou seja,

(0 (1‘) = (1,

U(r) =z + cs.

Portanto,

E,: Clt+011}+02.

Além disso, por (3.92),

T = 201t+ C3

n=cacau-+c.

Portanto o operador (3.3) sera,

S=¢ ((x+t)2+2t2+

oz ot

N

(14 u)

IN 29
ou) T or T %o

J/

-~

By

3.11 Caso g(u) = -+

1—u

: u
Seja g(u) = 1

;

7-, = 2((—vx7

(—at — )

(1—-u

L 1—wu

ﬁt_ﬂ:ca:_l'a:c( u2 >+ﬂx (L

1—u

Agrupando os termos em u?,u, 1, temos, assim,

substituindo g(u) e ¢ (u) em (3.9) e (3.10), temos

u
)2—5,93 <m)+at+20{m:0,

) + oy — agpu = 0.
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1—u

7_/ = 251‘7
(Et + ax + 2Oéz)U2 + (_QEt - E»;U - — 40433)11, + Et - ﬁ + 20% = 07

(am — o+ azx)UQ + (at + ﬁ:m: + ﬁx — Qgg — /6t>u - /sz + ﬁt =0.

O conjunto {u?, u, 1} é linearmente independente, logo, obtemos o sistema

&+ & +2a, =0, (3.93)
28, + &, + a+4a, = 0, (3.94)
200, — B+ & =0, (3.95)
Oy — Q + Oy = 0, (3.96)
 + Boz + B — Qe — Bt = 0, (3.97)
Boz — By =0, (3.98)
T = 2&,. (3.99)

Isolando «; em (3.96) e substituindo esse resultado e (3.98) em (3.97), obtemos —f, = a,.

Em seguida, isolamos &; em (3.93), substituimos em (3.94), temos

Substituindo &; em (3.95), temos

& = —0. (3.101)

De (3.100) e (3.101), obtemos
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Subtraindo (3.98) de (3.96), obtemos a, = 0, logo, a ndo depende de z. Agora, em (3.96),

at:(),

«a nao depende de t. Consequentemente, 5 nao depende de z e nem de t. Assim,

a = C
e
6 = —C1.
De (3.95), concluimos que
&= —ct+ %U(m),

substituindo em (3.93), teremos que

P(z) = 1 + o,

assim,

E=—cit +cx + co.

Agora, em (3.99), concluimos que

T = 2c1t + c3,

além disso,

nN=acau—=«qc.
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U

Portanto, o operador (3.3) serd

0 0 0 0 0

Bsg

3.12 Caso g(u) = 11

u
Substituindo g(u) e ¢'(u) em (3.9) e (3.10) temos

7

T = 2&,,

(au-) () - (2

w2 L) T2 =0, (3.102)
1 1
ﬁt_ﬁzx"i_axu( +u>+ﬁx( +u)+atu—amu:0.
u

u

\

Agrupando os termos em u?,u, 1, temos, assim,
/

T = 2£$7

(& — & +20,)u* + (& + a)u+ =0, (3.103)

(at — Olgy + Oéz)UQ + (_ﬁx:c + 5.7} + ﬁt + a:c)u _I_ ﬁx - 0
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U

O conjunto {u? u, 1} é linearmente independente; dessa forma, temos

& — & + 20, =0, (3.104)
&x—a=0, (3.105)
B =0, (3.106)
o — Qg + 0y = 0, (3.107)
Be = Bew + Br + . = 0, (3.108)
B =0, (3.109)
T =2, (3.110)

De (3.106), (3.108) e (3.109), concluimos que a = «(t). De (3.107), obtemos o = ¢;. De
(3.105),
& =cx+ ().

De (3.104), temos que ()" = c1, ou seja, ¥(t) = c1t + c5. Logo,
& = axr +ct+ cs.

Por (3.110),

T = 2c1t + c3.

Além disso,

n = ciu.
Portanto, o operador (3.3) ficard

S = (+w2+%2+u2 ﬂwi+c2
TN T e T T Yo ) T %0 T P

By

(.
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3.13 Caso g(u) =0

A equacdo (2.4) passa a ser u; = Uy, (conhecida como equagao do calor). De (3.8), (3.9),

(3.10) e substituindo g(u) = ¢'(u) = 0, temos

T = 2&,,
(at - amz)“ + ﬁt - ﬁxm = 07
E,t + 204z = 0.

O conjunto {u, 1} é linearmente independente, logo,

Ot = Olgg,
B = Baas
& = —2ay,
T = 2¢,.

/ , .
Como 7 depende apenas de t, concluimos que &,, = 0 e, assim,

vawt = —200a
logo,
Ogze = 0.

Portanto,

a= f(t)z* + q(t)z + h(t).

Por outro lado, temos que

ap = Oy,

(3.111)
(3.112)
(3.113)

(3.114)
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logo,
F(0)a* +q (e + 1 (1) =2/(t).
Concluimos, assim, que
o = 011’2 + coxr + 261t + c3.

Temos pelo sistema que

‘Et - 20[1
e disso

& = —2(2c1x + o).
Assim,
& = —dcywt — 2cot + (),

como

ny;t = 07
chegamos que

Y(x) = 4z + 5.
Portanto,
& = —deixt — 2¢9t + cqx + 5. (3.115)

Assim,

7_/ = 25.:1:7
logo,

T = —4ert? + 2e4t + g

e

n= (61962 + cox 4 2¢1t + e3)u + 5.



3.14. Caso g(u) =1

54

Portanto, o operador infinitesimal estendido ficara

B 0 5 0 5 0 0 0 0
S=q (4xt8x + 4t prie (x"u + 2tu)8u) +co <2t813 - xuau> +c3 (u(?u) +

~ ~\~ - ~\~ H/_/
Q1 Q2 Qs

+ ﬁ+2t2 + 2+ 2+Bﬁ
Nz " ot) Cor T % T Mou
~——

Qi Qs

N

3.14 Caso g(u) =1

A equagao (2.4) passa a ser u; = Uy, + u,. De (3.8), (3.9) e (3.10) e substituindo g(u

g (u) = 0, temos
Tl - 2&327

_((—,x+(z—vt+204$ = 07

(at - awx+ax)u+ﬁt _ﬁacac +ﬁax =0.

O conjunto {u, 1} é linearmente independente, logo,

& — & + 20, =0,
O — Qzg + 0z = 0,
Bt — Brx + B = 0,
T = 2§,
De (3.120), temos que
Eaw = 0.

Derivando duas vezes (3.117) com respeito a x, obtemos .., = 0. Logo,

a= f(t)x* + g(t)z + h(t).

J=1e

(3.116)

(3.117)
(3.118)
(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)
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Isolando a,, em (3.118), temos

gy = Qg + Q. (3.123)

De (3.122) e (3.123), obtemos
a = 122 + (cy — 2c1t)x + 2c1t + c1t? — cot + cs.

De (3.121), temos que & = w(t)x + v(t) e de (3.117), concluimos que w(t) = —4cit + ¢4 €

v(t) = —2cot + 4t + c5. Logo,
E = —dcitr + cax + cat — 2¢9t + c5.

De (3.120), obtemos que

T = —401t2 + 2C4t + Cg.

Além disso,

n = (c12® 4 (c3 — 2c1t) T + 2c1t + c1t® — ot + c3)u + f.

Onde ( satisfaz a equacgao

Be + Br = Bz (3.124)

Portanto,

_ 8 2 a 2 2 a a 8
S=q ( 4m8—x 4t g + (27 —2xt + 2t + ¢ )u%> +co ( Qt% + (zu tu)%> +

J/ N J/
—~ —~

Qs Q6

+ 2 + ( —l—t)g—i-Qtﬁ + g—f‘ g+ﬁ£
S\ "au ) T\ T Vo T ) TP T %ar T oy

R iy g ——

Q7 Qs @sy




Capitulo 4

Algebras de Lie

As dlgebras de Lie s@o uma parte do que hoje é conhecido genericamente por teoria de Lie.
Essa teoria teve suas origens por volta de 1870 a partir da ideia, aparentemente singela, de
abordar as equacoes diferenciais sob o mesmo ponto de vista que adotado por Galois para
equagoes algébricas. O programa, lancado por Sophus Lie e Felix Klein, consistia em estudar

as equagoes diferenciais via seus grupos de simetrias (ver [9]).

4.1 Definicoes basicas

Definicao 12. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um produto

(colchete ou comutador)

[]raxg—g (4.1)
com as sequintes propriedades :
1. € bilinear,
2. antissimétrico, isto €, [ X, X] = 0 para todo X € g (o que implica [ X,Y] = —[Y, X]

para todo X,Y € g e é equivalente se o corpo de escalares nao € de caracteristica dois)

56
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3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto €, para todo X,Y,Z € g,

(X, Y, Z)|+ [Z,[X, Y]] + [V, [Z, X]] = 0. (4.2)

Definicao 13. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um subespaco vetorial b

de g que € fechado pelo colchete, isto €, [X,Y] € h se X, Y € b.

Definigao 14. Uma transformacao linear 1 : g — b (com g e by dlgebras de Lie) € um
e homomorfismo se ¢ [X,Y]| = [vX,¥Y];
e isomorfismo se for um homomorfismo inversivel;
e qutomorfismo se é um isomorfismo e g = b.

As dlgebras g e by sao isomorfas se existe um isomorfismo ¢ : g — b.

4.2 Classificacao das algebras de Lie de simetrias

No capitulo anterior, encontramos os geradores infinitesimais de simetria para cada g(u) lis-
tada no Teorema 10. Nesta secao, vamos classificar as dlgebras de Lie de simetria da equagao
de Burgers. Uma vez que os casos nao lineares admitem, no maximo 5 geradores de simetrias,
segue que a algebra de Lie desses possui dimensao menor ou igual a 5. Com isso, é possivel
usar a classificacao feita em [14] para descobrir a quais dlgebras de Lie cldssicas as dlgebras
de Lie de simetrias dos casos nao lineares sao isomorfas. Lembremos que:

0 0 9] 0 0 0 0

X=—, T=— ,B=to—+t*=— —tu)=, Bip=t—+ —
prs g 0 P =trgy g @ —tuge, B =ton+ o0,
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ou’

8 0 (3 8 o 1 0 0 0
8 o 10 (9 6 0 0 8 0
0 0 (9 0 0 0

9] 9, 0
By = (x+t)a—+2ta+u%

O teorema a seguir decorre imediatamente da definicao do colchete de Lie.

Teorema 11. As dlgebras de Lie de simetrias da equacao (2.4) sdo as sequintes:

1. Se g(U) = u, entdo, [X, Bll] = BlQ; [X, Blg] = X, [T, Bll] = 8137 [T, BlZ] = X,
[T, Bi3) = 21",  [By1, Bis) = —2B11, [Ba, Bis) = —DBia.

2. Se g(u) =uP,p#0,1, entao [X, By] = X, [T,By] =2T.
3. Se g(u) = Inwu, entdo, [T, B3] = X.

4. Se g(u) = e"™ b #0, entdo, [X,By] = X, [T,B4)=2T.

1 _
5. Seglu) = 1 Z entio, [X,Bs] = X, [T, Bs| = —X + 2T.
1
6. Se g(u) = T entao, [X, Bs] = X, [T, Bg) =2T.
7. Se glu) = < j_ - entdo, [X,B] = X, [T,B;] =X +2T.
8. Se g(u) = < ﬁu entio, [X,Bs| = X, [T,Bs| = —X +2T.
14+u .
9. Se g(u) = , entdo, [X,Byg| = X, [T,By] =X+ 2T.
u

A demonstracao do teorema é direta.

Sejam g, := {X, T, By1, B12, B1s} e gi .= {X, T, B;}, 2 < i <9 algebras de Lie.
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Corolario 2. Valem os seguintes isomorfismos g, = g, = g6, 85 = 98, 8, = gy L,

realizando uma mudanca de base, g5 = g,.

Demonstragao. Seja v € g,. Entao, esse elemento é uma combinagao linear do tipo

v=aX + bl + cBy com a,b e c escalares. Definimos ¢ : g, — g, tal que

Y(v) = aX + bT + ¢By. Logo, ¢ é um isomorfismo. O isomorfismo g, = g ¢ verificado de
forma andloga, bem como g; = gg e g, = go. Para g = g, definimos ¢ : g5 — g, tal que

P(v) = —aX + bT + ¢By, onde v = aX + bT + ¢Bs e temos, assim, que ¢ é isomorfismo. [
Corolario 3. g, = g,

Demonstragao. Tome ¢ : g, — g, da seguinte forma: para v = aX +bT' 4+ cBy € g, e

definamos ¥ (v) = aX 4+ b(X + T') + ¢B7. Dessa forma, temos que ¢ é um isomorfismo. [

Faremos no proximo teorema a classificacao dessas algebras de Lie, para tanto, utilizaremos

«

a notagao da referéncia [14] na qual Af;, significa a j-ésima dlgebra de Lie de dimensao i e

o indice «a fornece o valor dos parametros continuos dos quais a dlgebra depende.

Teorema 12. Dadas as dlgebras encontradas no Teorema 8, temos que:

1
0= As00, 0.0, T8 0650, F 0800 = A5, 05 = Az

Demonstragao. Em [14] é mostrado que se {ej, e, e3,e4,e5} ¢ uma base de Ajs 49, entdo,
le1, €2] = 2e1, [e1,e3] = —ea, [ea,e3] =2e3, [e1,e4] =e€5, [e2,e4] = ey,
[ea, e5] = —es5, [e3, e5] = eq.
Tomemos v : A5 49 — g, uma transformacao linear cuja a imagem dos elementos da base
sao da seguinte forma:
Y(er) =T, (ezx) = Bis, (es) = —Bu, Y(es) =Bz, (es) = X.
E facil ver que 7 é homomorfismo e, além disso, que 1! existe, logo, 1 é isomorfismo.
Agora, para g, = g, tomemos:

€1 = X, €9 = —-X —|—T, €3 = B5.
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Portanto, [e1,e3] = €1 e [eg,e3] = [-X + T, B;s] = 2e5. Em [14], os autores definem a
algebra Aéﬁ como algebra de dimensao 3 com as seguintes constantes de estrutura: [e, e3] =
ey, [ea, €3] = aeq, onde a € R é tal que |a| € (0,1). Fazendo a seguinte mudanga de base
e1r =T, e = X ee3 = %Bg e tomando a transformacao linear ¢ : g, — g, definida
como 1 (v) = aey + bey + 2ce3, com v = aX + bT + ¢By, obtemos que ¥ é um isomorfismo.
Consequentemente, go = Aéﬁ.

Tomemos 9 : g; — As; uma transformacao linear cuja a imagem dos elementos da base
sao da seguinte forma: ¥ (e;) = X, ¥(e2) = T e ¢(e3) = Bs. E podemos concluir que v é

isomorfismo. N



Capitulo 5

Séries de Lie

De acordo com o Teorema 2, podemos escrever cada (GTPL) em uma série denominada série
de Lie. O que vamos apresentar aqui sera uma consequéncia desse teorema aplicado a cada

gerador infinitesimal encontrado no Teorema 10. Assim, teremos o seguinte:

eX(z,t,u) = (X, et eXu). (5.1)

5.1 Caso g(u) =u

5.1.1 Operador infinitesimal B

Sabemos do Capitulo 3 que By = tx% + tzg + (z — tu)(,%

Substituindo Bj; no lugar de X em (5.1), obtemos eBit(x,t, u) = (ePrig, ePrit, eBiiy).
Logo,
2

2

62

2'3%11‘—’_"'7

€EBII£:(1+€Bn+ B%l+>$:I+EBHI+

onde

B a 50 9] B
Bz = (txa—x +t 5 + <x_tu)8_u) T = tx.

61
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Além disso,

B} x = By (Buz) = 2t*x,- -, Bl = By (Bl 'z) = nlt"x.

Analogamente, para t, obtemos Byt = t?, B3t = 2t ... Byt =nlt"" ! e

Biiu=x —tueparan>1,n €N, Blju=0. E, portanto,

ePr(z,t u) = <Z e (t'z), Z et u+e(r — tu))

T t +( t)
= —u Tz —tu
1—et’1—et’ ¢

5.1.2 Operador infinitesimal B,

0 0
Sabemos do Capitulo 3 que By =t— 4+ —.
Jxr  Ou
Substituindo Bjs no lugar de X em (5.1), obtemos e?12(x, t,u) = (ePr2x, eBr2t eBrzyy).
Logo,
€2 €2
ePray — (1+6312+§Bf2+---) x:x+eB12m+§Bfo+--- ,
onde

0 0
B = <t% + %) x=t, -, Blyr =0,para todo,n > 1.

Analogamente, para t, obtemos BJ,t = 0, para todo n € N e para todo, n > 1,n € N,

Assim, concluimos que eP12(x,t,u) = (z + et t,u + ¢€).

5.1.3 Operador infinitesimal B3

0 0 0
itul Bis=12— +2t— —u—.
Sabemos do Capitulo 3 que Bi3 x@x + t(‘?t u@u

Substituindo Bj; no lugar de X em (5.1), obtemos B3 (x, ¢, u) = (eBrx, ePist, eBriy).
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Logo,

2 2
65313x: (1+€B13+%B%3+)ZE:I’—’—EBlgLE—’—%B%&’L’—f—,

onde

0 0 0 n
Bisx = (x%—FQta—u%)x—x,--- ,Blsr =x paratodo ne€N.

Analogamente, para t, obtemos B}t = 2"t para todo n € N e para todo ,n € N,

Byu = (—=1)"u. Dessa forma, concluimos que

€ = € - (26)Z - € 7 € € —€
e P13z, t,u) = (Z Fm,z f t,z,—!(—l) u) = (e‘z, e*t, e u).

5.2 Caso g(u) = u”

5.2.1 Operador infinitesimal B,

0 o 1 0
Sabemos do Capitulo 3 que By = 33% + 2ta — ]—)u%

Substituindo By no lugar de X em (5.1), obtemos eP2(x, t, u) = (e“P2x, eP2t, eP2uy).

Logo,

0 o 1 0
—(x—+2t———u—)x::c,~~,szzc::c para todo, n € N.

n
Analogamente, obtemos que B}t = 2"t e Bju = <—) para todo n € N.
p

Dessa forma, concluimos que
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5.3 Caso g(u) =Inu

5.3.1 Operador infinitesimal B;

0 0
Sabemos do Capitulo 3 que By =t— + u—.
Ox Ju
Substituindo Bz no lugar de X em (5.1), obtemos e“53 (. t,u) = (ePsx, ePst, eBsu).
Logo,

0 0
Bsx = <t——|—u—)x:t,--- , B§x = Opara todon > 1,n € N.

Analogamente, obtemos que Bt = 0 e Bju = u para todo n € N. Dessa forma, concluimos

que

eBs(x,t,u) = (:B—i—ettZ—u) ( + €t,t, e“u).

5.4 Caso g(u) = e™

5.4.1 Operador infinitesimal B,

0 0o 190
Sab do Capitulo 3 By = 2t— — ——.
abemos do Capitulo 3 que By =z + % bou
Substituindo By no lugar de X em (5.1), obtemos eP4(x, ¢, u) = (e“Prx, ePit, ePiu).
Logo,
0 o 1 0
Byx = ( E + 2t§ — 5“%) t=uwx,---,Bjr = xpara todon € N.
Analogamente, obtemos que B}t = 2"t e Bju = (_Tl) u para todo n € N. Dessa forma,

concluimos que
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14u
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5.5 Caso g(u) = -4

14+u

5.5.1 Operador infinitesimal B;

Sabemos do Capitulo 3 que Bs = (z — t)% + 2t% +(1+ u)%

Substituindo Bs no lugar de X em (5.1), obtemos 55 (x, t, u) = (ePsx, ePst, eBsuy).

Logo,
€2
2!

62

eBog = (1 + €Bs + 91

B§+---)x:x+eB5x+ Biv+---,

onde

0 0 0
Bsx = ((x—t)a—x—l-%g—k(l—l—u)%)x:x—t,
Bix = Bs(x —t) = (z —t) — (2.1)¢,

Bix = Bs(x — 3t) = (v — t) — (2.3)t,

Bir = Bs(x — Tt) = (x — t) — (2.7)t,

Bz =x—-2(2"—-1)t neN

Analogamente, para t, obtemos Bt = 2"t e Bfu = (1 + u) para todo n € N.

Dessa forma, concluimos que

> Ei > Ei ; > Gi
eBs (2, t,u) = (Z (o =2(2" = 1)), > F@)tu+ ) 1+ u))
i=0 i=0 i=1

= (wef — e +tef, e*t, e (1 +u) — 1).
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14u
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5.6 Caso g(u) = ——

1+u

5.6.1 Operador infinitesimal Bg

. 0 0 0
Sabemos do Capitulo 3 que Bg = To- + 2t§ + (1 + u)a

Substituindo Bg no lugar de X em (5.1), obtemos e*5s(x, t, u) = (ePox, eBot, eBou).

Logo,

€2
2!

62

2!B3x+...’

eBog = (1+€BG—I— B§+---)x:x+EBﬁm+

onde

0 0 9, "
Bgx = (x(’?_x +2t§ + (1 -I—u)%) x=ux,---,Bgx = xpara todon € N.

Analogamente, para t, obtemos Bjt = 2"t e B{u = (1 + u) para todo n € N.

Dessa forma, concluimos que

eBo(z,t,u) = ( %x, Z E._(zi), Z %(1 + u)) = (ez,e*t, e (1 +u) —1).

5.7 Caso g(u) =

- 14+u

5.7.1 Operador infinitesimal B;

Sabemos do Capitulo 3 que B; = (x + t)% + Qt% +(1+ u)%

Substituindo B; no lugar de X em (5.1), obtemos P (x, ¢, u) = (P, eP7t, ePru).

Logo,
€2

eeB7;p = (1 + EB7 + 9]

2
€
B$+-")I‘:$+€B7ZL‘+5B$ZL‘+'--,
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onde

0 0 0
Brx = ((z + t)% + 2ta— +(1+ u)%)
Bix = By(z +1t) = (v +1t) + (2.1)t,
Bir = By(z + 3t) = (v + 1) + (2.3)¢,

Bix = By(z +Tt) = (v + 1)+ (2.7)¢,

r=x+t,

Bz = (z+t)+202" - 1)t =2+ (2" — 1)t,n € N.

Analogamente, para t, obtemos B7t = 2"t, ¢ Bfu = (1 +u) para todo n € N. Dessa forma,

concluimos que

o0 i i

@)

.

6637(%15,“):( 6_'(96Jr gitl _ ’Zﬁ 72
i=0 i=0

=0

= (we + e* —tef, e*t, e (1 4+u) — 1).

5.8 Caso g(u) =

5.8.1 Operador infinitesimal By
0

0 0
Sabemos do Capitulo 3 que By = (v —t)— + 2t — + (u — 1)%

Substituindo Bg no lugar de X em (5.1), obtemos es(z,t,u) =

Ox ot

(eBsx, ePst, ePsy).
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U

Logo,

Bgz = ((m—t)%—i—%%—i—(u—l)%)x:x—t,
Bir = Bs(z —t) = (x —t) — (2.1)t,
Bir = Bg(z — 3t) = (z — t) — (2.3)t,

Bgw = Bg(z — Tt) = (z — t) — (2.7)t,

Bite = Bg(x —2"t) =2 — (2" + 1)t,n € N.

Analogamente, para t, obtemos Bt = 2"t e Bfu = (u — 1) para todo n € N. Dessa forma,

concluimos que

5.9 Caso g(u) =

5.9.1 Operador infinitesimal B,

0 0
Sabemos do Capitulo 3 que By = (x + t)% - 2t§ + ug-.

Substituindo By no lugar de X em (5.1), obtemos P (x,t, u) = (e“Pox, ePot, ePou).
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Logo,

0 0 0
Bz = ((x+t)a—+2t§+ua—u>x:x+t,

Bix = By(z +t) = (z +1t) + (2.1)t,
Bir = By(z + 3t) = (v + 1) + (2.3)¢,

Byx = By(z + Tt) = (v + 1) + (2.7)¢,

Bit'z = By(z +2) = (x +t) + (")t =2+ (2" + 1)t neN.

Analogamente, para ¢, obtemos Byt = 2"t e para todo n € N. Biu = u.

Dessa forma, concluimos que

. = e n = ¢ N
ePo(z,t,u) = (Zﬁ($+(2 + 1)t ’Zﬁ t’ZJ“)
i=0 =0 7

= (we — €% +te, e*t, e“u).

5.10 Caso g(u) =0

5.10.1 Operador infinitesimal (),
0

0 0
Sabemos do Capitulo 3 que 1 = 4.:16158— + 4t2§ — (2%u + 2tu)a— Nesse caso, utilizaremos
u

uma outra maneira para chegar no ponto devido, a dificuldade que encontramos na utilizacao
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vista nos casos predecessores. Temos o seguinte P.V.I,

dx*

— * t*

de &, 17),

dt*

= T(z*, %),

(5.2)

d *

C/;i :n(CE*?t*?u*)?
(x*,t"u*)| = (x,t,u).
e=0

dx*
= 4x*t*
de e
dt*
= 4t*?
de ’
d *
;e = —(2*? + 2t")u*,
(x*, t*,u") = (z,t,u).

Dessa forma, temos que

e=0

dx* = 4x*t*de,

dt* = 4t*2de,

du* = —(x** + 2t*)u*de,

\ (x*,t"u")| = (x,t,u).

e=0
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Assim, obtemos

. T
= —
1 — 4te’

tr = t
1 — 4te’

2

u* =1 —4dteexp {ﬁ] u

Portanto,

1 —4te’ 1 — 4te’

€Q1 [k 4*x % T 3 / _1‘26
e (x,t,u): 1—4t€eXp m u .

5.10.2 Operador infinitesimal (),

Sabemos do Capitulo 3 que ()2 = —QtQ + :lr;u2
Ox ou

Analogamente ao caso anterior, teremos que resolver um P.V.I.

( dSL’*
de == E,(.T*,t*),
dt*
= T(x*, t*),
(5.3)
du*
dE = n(x*7t*7u*)7
(x*t* u*)| = (x,t,u).
\ e=0



5.10. Caso g(u) =0

72

Dessa forma, temos que

( dSL'*
= —2t*
de ’
dt*
— =0,
de
du* .
= z*u*,
de
(x*,t* u*)| = (x,t,u).
\ e=0
Assim, obtemos
= —2te+ x,
=t
U* — 6—t€2+$6u'

Portanto,

eQ2 (g* 1% u) = (—Qte + x,t, e’téﬂeu)

5.10.3 Operador infinitesimal ()3

Sabemos do Capitulo 3 que Q3 = ua2
u

Substituindo Q3 no lugar de X em (5.1), obtemos @ (z, ¢, u) = (e x, 3, e“3y).
Logo,
a n
Qsr=(u=—)x=0,---,Q52=0 neN.
ou

Analogamente, para ¢, obtemos Q5t = 2"t, e Q%u = 0 para todo n € N.
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Dessa forma, concluimos que

93 (.1, u) (x,t, ) (x,t, eu).

5.10.4 Operador infinitesimal (),

L

0 0
Sabemos do Capitulo 3 que Q4 = r— + 2t—.

ox ot
Substituindo Q4 no lugar de X em (5.1), obtemos @4 (z, ¢, u) = (e@1x, eQ1t, eQty).
Logo,
0 0
Qur = <5E8—+2t§) =z, ,Qpr =1 nelN

Analogamente, para ¢, obtemos @t = 2", e Q}u = 0 para todo n € N.

Dessa forma, concluimos que

ez t,u) = (e%, eQEt,u) )

5.10.5 Operador infinitesimal ()3,

Sabemos do Capitulo 3 que g, = ﬁla—
U

Substituindo Qg no lugar de X em (5.1), obtemos e““41 (z,t,u) = (<@ x, et eQory).

Logo,

9 n
Qp v = <ﬁ%>x=0,---,Qﬁlx:0 n € N.

Analogamente, para ¢, obtemos Qf t = 0, e Qf u = u para todo n € N.

Dessa forma, concluimos que

Yo (z,t,u) = (z,t, (1 + Be)u).
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5.11 Caso g(u) =1

5.11.1 Operador infinitesimal (g

0
Sabemos do Capitulo 3 que Q)¢ = 2t8_ +(t— :E)ua— Nesse caso, utilizaremos a mesma ideia
x u
usada na secao 5.10 . Temos o seguinte P.V.I,
( dl'*
de - E'( *7t*)7
dat*
= T(x*, %),
S (5.4)
du*
de = n(x*at*)U*)7
(x*, t5u*)| = (z,t,u).
\ e=0
Dessa forma, temos que
(dz* ”
de 77
at*
=0
de ’
S
dU,* * * *
de = (t -z )U )
(x*,t*, u*) (x,t,u)
\ e=0
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Assim, obtemos

x* = 2te + x,

t=t,

ut = 6(t—te—w)eu.

Logo, pela condicao inicial,

9o (z*, t*, u*) = (2te + . t, e(t’t“”)eu) :

5.11.2 Operador infinitesimal ()

0
Sabemos do Capitulo 3 que Q)7 = ua—
u
Substituindo Q7 no lugar de X em (5.1), obtemos @7 (z,t,u) = (e?7x, e97t, Q7).
Logo,
0
Qix=(u=—)xz=0,--- ,Qrzr=0 neN.
du

Analogamente, para ¢, obtemos Q7t = 0, e QFu = u para todo n € N.

Dessa forma, concluimos que

9zt u) = (x,t, eu) .

5.11.3 Operador infinitesimal Qg

Sabemos do Capitulo 3 que Qs = (z + 15)63 + Qt%.
T
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Substituindo Qg no lugar de X em (5.1), obtemos @ (z, ¢, u) = (e@sz, e“st, e“sy).
Logo,

0 0 n n

Analogamente, para ¢, obtemos Qgt = 2"t e Qgu = 0 para todo n € N.

Dessa forma, concluimos que

Y8 (z,t,u) = (eex + et — et, e*t, u) )

5.11.4 Operador infinitesimal ()3,

0

ou

Substituindo @, no lugar de X em (5.1), obtemos %4 (z,t,u) = (‘@ x, @it eQs2qy).

Sabemos do Capitulo 3 que @, =

Logo,

0 n

Analogamente, para ¢, obtemos (Jj,t = 0 e, para n = 1 temos Qp,u = [ €, para n > 2,
temos que Qf,u = 0.

Dessa forma, concluimos que

ez (z,t,u) = (z,t,u+ ).



Capitulo 6

Solucoes e aplicacoes

Neste Capitulo, encontraremos a solucao da equacgao, u; = Uy, — uu,, usando as simetrias de

Lie e a transformacao de Hopf-Cole.

6.1 Solucoes da equacao de Burgers via simetrias

Primeiramente, vamos encontrar solugoes para essa equagao. Tomemos u; = 0, assim, teremos

que u depende apenas de z e

Logo, como

dx 2
obtemos
/ c + u?
u =
2
Além disso,
du B dx
o +u2 27

77
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integrando

/ du T Co
=4 =,
c+ur 2 2

Vamos dividir por casos para cada valor da constante c;.

6.1.1 Casoc; =0

assim,
1 Tt
v 2
logo,
—2
u = :
Co+x

6.1.2 Caso c; = a?,a # 0

/ du T+
a2 +u2 2

/ du T4
a2 +u2 2

assim,

Dessa forma,

e ainda,
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e, portanto,
u = atan (@) . (6.2)

6.1.3 Caso c; = —a’,a # 0

assim,
1 u+a o+
—In = — ,
2a uU—a 2
e
m |4 —a(cy + ),
u—a
além disso,
U+ a — e,
u—a
e
u+a=Ce *(u—a),
logo,
1 _"_ Ce—a:c
=—a—. 6.3
" N—Cew (6.3)

Dessa forma, encontramos trés solugoes independentes do tempo. Considere a primeira

solucao
—2
u =
Co+ T
- . 0
e a transformacao associada ao gerador X = ta— + E dada por,
x U

(", t",u") — (z + et  t,u+€). (6.4)
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Assim, temos que

—2
u =
Co+ X

= f(ZE,t)

¢ uma solucao da equagao de Burgers. Logo, usando a transformagcao (6.4), temos
u+e= f(z+ett),

que, também, é uma solucao. Como

—2
r+ett) = ——!)
f( ‘ ) Co+x +et
segue que

—2
y=——""—¢€
Co+x + €t

é outra solugao da equagao de Burgers. E, analogamente, para (6.2) e (6.3), temos

t
w— atam <a(w+62) —l—acQ) .

1+ Ce—a(:v—i—et)

U= _al — (e—alztet) -

que sao novas solucgoes para equacao de Burgers, o interessante, que a principio dependiam
apenas da variavel x e via simetrias chegamos em novas solucoes que dependem das variaveis

Tret.

6.2 Solucoes invariantes

Nesta segao, encontraremos solugoes invariantes da equagao do calor utilizando métodos

mostrado no Capitulo 1 que sdo o método da forma invariante (1.68) e o método da substi-
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tuigao direta (1.70).
0
A simetria que utilizaremos aqui serd Q, = 4wt — + 4t*— — (2%u + 2tu)=—.
Ox ot Ju
Pelo método da forma invariante, utilizando da condicao de invariancia de superficie

(1.67), temos que
4atug + 4w, = — (2 + 2t)u (6.5)

e as equacoes caracteristicas correspondentes sao dadas por

dx dt du
e B 6.6
det 412 —(22 4+ 2t)u (6.6)

Essa solucao das equacoes caracteristicas gera dois invariantes de ()1:

t At

c=2  p=Viexp (‘”—2> u. (6.7)

Portanto, a solugao da condigao de invariancia de superficie (6.5) é dado pela forma invariante,
2

View () u=0(7)

Em u, temos

u=0(zrt)= %exp (%) d((). (6.8)

Substituindo (6.8) na equacao do calor, teremos que

2"(¢) = 0.

Portanto, as solugoes invariantes da equacao do calor oriundas da simetria ()1 sao dadas por

2

w=0(1,t) = it {01 +Cy (%)} exp (%) . (6.9)
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Onde (', C5 sao constantes quaisquer.

6.3 Utilizando a transformacao de Hopf-Cole

Agora utilizaremos a transformacao de Hopf-Cole para encontrar uma solugao da equacao de

Burgers. Tomemos uma solu¢ao da equacao do calor,

2

v = % exp (%) , (6.10)

com C; = 0,05 =1 . Lembrando que a transformagao de Hopf-Cole é da forma

v
u=—2—
v

e considerando a solucao da equagao do calor dada por (6.10), obtemos

—2t 4+ 22
u=—-""
tx

que é uma solugao da equacao de Burgers.



Conclusoes

Este trabalho foi motivado primeiramente pelo artigo [4] que faz um estudo da equagao de
Burgers generalizada do ponto de vista das simetrias de Lie. Para chegar aos resultados aqui
mostrados usamos como referéncia para as definigdes e teoremas o livro [3].

O caminho escolhido para construcao desta dissertacao levou em conta aplicacao da teoria
em uma EDP. Vale ressaltar que essa teoria tem aplicagoes andlogas em EDO; contudo, nosso
interesse neste trabalho era encontrar solucoes invariantes da EDP estudada via simetrias e
a transformagao de Hopf-Cole.

Como foi visto ao longo do trabalho essa, teoria contribui no sentido de possuir um algo-
ritmo bem definido que nos fornece os geradores de simetria da equagao trabalhada. Fizemos,
ainda, a classificacao das algebras de simetrias em algebras de Lie classicas, estabelecendo
os isomorfismos. A particularidade desta dissertacao foi calcular as séries de Lie que, em
certo sentido, é o mesmo que olharmos para os pontos transformados, ou seja, visualizar a
transformacao de pontos agindo na solucao. Isso ficou claro quando encontramos uma nova
solucao da equacao de Burgers via simetrias, no Capitulo 6.

Com o que apresentamos, ao longo, dessa dissertagao é possivel pensar em novos trabalhos
que utilizem essa teoria para encontrar solucoes invariantes de EDPs e fazer um estudo

semelhante ao feito nesse trabalho.
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