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Capítulo 1 

Introdução 

Atualmente, muitos pesquisadores têm realizado experimentos envolvendo dados longitu­

dinais para obter alguma informação sobre o comportamento de determinados fenômenos, 

principalmente fenômenos das Ciências Biológicas. 

O incremento no uso de técnicas estatísticas apropriadas para a análise de dados lon­

gitudinais ocorreu graças aos avanços computacionais, que proporcionaram a resolução de 

problemas freqüentes entre estes experimentos. Estes problemas são causados, principal­

mente, pela estrutura de dados, que permite um espaçamento desigual entre os tempos 

de observações; outro problema, no início, de difícil resolução pela carência de instru­

mentos apropriados, era a modelagem da possível correlação serial entre as observações. 

E, talvez, o problema mais grave era a possibilidade de presença de dados faltantes, que 

inviabilizava o uso das técnicas clássicas, que exigiam dados completos. 

Aliando os avanços computacionais ao desenvolvimento de um modelo adaptável a 

dados longitudinais, o modelo de Laird-Ware, o acesso às técnicas foi facilitado. Isto se 

deve, principalmente, à grande flexibilidade do modelo de Laird-Ware, para tratar os mais 

variados tipos de problemas que surgem em dados longitudinais. O processo de estimação 

de parâmetros, no modelo de Laird-Ware, se dá por máxima verossimilhança. Para 

solucionar o problema de se trabalhar com matrizes de grandes dimensões para estimação 

dos parâmetros, adaptou-se um processo recursivo conhecido como Filtro de Kalman, que 

se utiliza sempre de matrizes pequenas, independente do tamanho do conjunto de dados, 

o que torna o processo recursivo simples e eficiente, sem perder qualidade ao se defrontar 
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com os problemas de dados longitudinais citados acima. O processo recursivo discutido 

neste trabalho é o processo desenvolvido por Jorres (1993), fazendo uso do Filtro de 

Kalman e adaptado para realizar a predição da parte aleatória e a estimação da parte 

fixa do modelo misto de Laird-Ware. 

Apesar de todos esses fatores que contribuíram amplamente para o desenvolvimento 

das técnicas de análise de dados longitudinais, pouco ainda tem se estudado sobre a 

verificação das suposições distribucionais do modelo ajustado, fator de vital importância 

para a aplicação de testes que requerem normalidade. Destacaremos, neste trabalho, 

além dos fatores citados acima, uma técnica de análise dos efeitos aleatórios do modelo 

de Laird-Ware 1 desenvolvida a partir da adaptação de uma técnica clássica, o gráfico de 

probabilidades normais. Como veremos neste trabalho, o desenvolvimento das técnicas 

para dados longitudinais foi possível graças à adaptação de técnicas já existentes nas 

áreas de Modelos Lineares de Regressão e Séries Temporais. 

O presente trabalho tem como objetivo principal forncer um estudo detalhado da 

utilização do Modelo de Laird-Ware em Dados Longitudinais. É proposto, também, um 

procedimento de análise de conjuntos de dados longitudinais, que envolve as seguintes 

etapas: ilustração gráfica das observações, escolha de possfveis modelos (com e sem 

correlação serial), estimação de parâmetros, redução do modelo, verificação da adequação 

das suposições distribucionais, e testes dos contrastes. 

No capítulo 2, definiremos o modelo de Laird-Ware e desenvolveremos as técnicas as­

sociadas a ele. No capítulo 3, discutiremos a predição da parte aleatória do modelo misto 

de Laird-Ware, e uma técnica de verificação das suposições distribucionais do modelo. 

No capítulo 4, definiremos o processo recursivo do Filtro de Kalman e a adaptação deste 

processo, para utilização em dados longitudinais, enfocando o método desenvolvido por 

Jorres (1993). No capítulo 5, aplicaremos os métodos descritos nos capítulos anteriores a 

-alguns conjuntos de dados. 
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Capítulo 2 

Modelo de Laird-Ware: Definições 

Básicas e Descrição da Metodologia 

2.1 Introdução 

Nos tempos atuais, principalmente nas ciências biológicas, são realizados inúmeros estu­

dos onde unidades experimentais ou amostrais, classificadas em diferentes sub-populações 

(grupos), são observadas ao longo do tempo. O tempo é chamado de condição de 

avaliação, ou seja, cada observação é relacionada a um ponto de tempo. Pode ocorrer que 

essas unidades sejam observadas em outras condições de avaliação, não necessariamente 

o tempo, tais como peso, dosagens, dietas, idades, distância. Ilustremos esses casos com 

os seguintes exemplos: 

a) em um estudo para verificar a melhor condição para o abate de suínos, observa-se 

a quantidade de colesterol no sangue de alguns animais ao longo da sua progressão de 

peso; 

b) em um estudo para verificar a dosagem mais eficaz de uma determinada droga, 

mede-se a pressão sangüínea de algumas cobaias à medida que se aumenta a dosagem 

desta droga; 

c) para compararmos a eficiência de algumas dietas, observa-se o peso de cada uma 

das unidades, ao longo de todas as dietas em estudoj 

d) considere que estejamos interessados em estudar o comportamento da função renal 
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em pacientes hipertensos. Então podemos medir, em algumas pessoas selecionadas de 

uma população de hipertensos, a quantidade de uma determinada substância indicadora 

da função do rim ao longo das idades; 

e) imagine que estejamos interessados em observar o comportamento do batimento 

cardíaco de um grupo de atletas durante uma prova de maratona. Então medimos, a 

cada quilômetro percorrido por um atleta, o seu batimento cardíaco, até o final da prova; 

f) e, finalmente, para ilustrar o caso onde a condição de avaliação é o tempo, con­

sidere um estudo em que estejamos interessados em estudar o comportamento da pressão 

sangüínea de mulheres grávidas durante as horas do dia. Então, de um grupo de ges­

tantes, em repouso numa clínica, medimos a pressão sangüínea de cada uma, a cada 3 

horas em um certo dia. 

Estas unidades, a que nos referimos acima, podem ser unidades experimentais ou 

unidades amostrais (ou observacionais). As primeiras são selecionadas da população em 

estudo e, então, tratamentos de interesse são alocados aleatoriamente a estas unidades. 

As unidades amostrais são selecionadas de uma população de unidades disponíveis com 

alguma característica em comum, como por exemplo, a população de pacientes de uma 

clínica em tratamento de AIDS, a população de uma lista de clientes de uma loja, etc. 

Com unidades experimentais realizamos um experimento, enquanto que com unidades 

amostrais realizamos um estudo observacional. Neste trabalho nos referiremos às unidades 

amostrais ou experimentais apenas como unidades, às condições de avaliação apenas como 

tempos, e nos referiremos a um experimento ou estudo observacional apenas como estudo. 

Num estudo envolvendo dados longitudinais, unidades possivelmente classificadas em 

diferentes subpopulações, segundo características inerentes às unidades ou segundo o 

tratamento que recebem, são observadas ao longo do tempo com os seguintes principais 

objetivos: 

- Encontrar uma 'curva' que explique satisfatoriamente o fenômeno em estudo, ou 

seja, encontrar uma modelagem razoável do fenômeno; 

- Realizar, a partir do modelo ajustado, predições para unidades populacionais em 
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algum ponto de tempo, do fenômeno em estudo; 

-Verificar se existem diferenças entre os modelos nas diversas subpopulações, quando 

for o caso. 

A análise de dados longitudinais clássica é baseada em planos onde todas as unidades 

são observadas nos mesmos e em todos os pontos de tempo planejados, ou seja, planos 

balanceados. Atualmente não precisamos nos prender a estas restrições, pois os métodos 

estão suficientemente desenvolvidos e as facilidades computacionais nos permitem estru­

turar um estudo de uma maneira mais conveniente, em termos práticos e econômicos. Os 

métodos de análise de dados longitudinais têm sido bastante utilizados e conseqüentemente 

aprimorados para serem adaptados a conjuntos de dados com números diferentes de ob­

servações por unidade, e até mesmo diferentes pontos no tempo por unidade, pois isto 

possibilita uma maior flexibilidade na estruturação do estudo, ou um maior aproveita­

mento das informações disponíveis. 

Podem ocorrer, no decorrer de um estudo longitudinal, perdas de algumas observações 

de uma determinada unidade, ou seja, por alguma razão, unidades não serem observadas 

em certos tempos pré-determinados. Estas perdas ocorrem com relativa freqüência, seja 

por razões aleatórias ou por razão associada à subpopulação. Muitos autores, como 

Laird (1989) e Jorres (1993), ressaltam a importância de se investigar a modalidade 

de cada perda. No primeiro caso incluem-se, por exemplo, situações em que alguns 

pacientes deixam de comparecer a sessões de avaliação num ensaio clínico, por alguma 

razão alheia ao estudo, como falta de tempo ou esquecimento. No segundo caso, usando 

o mesmo exemplo, pode acontecer que certos pacientes não puderam ser avaliados em 

determinado momento por terem sofrido alguma 'reação estranha', em decorrência do uso 

de uma droga utilizada no estudo. Quando a causa da perda das observações tiver sido 

por motivos alheios ao estudo, pode-se tentar o prosseguimento do estudo, utilizando­

se as observações disponíveis de cada unidade. A ocorrência de observações perdidas 

por razões aleatórias causa problemas na aplicação direta de uma técnica clássica, que 

exija observações de todas as unidades nos mesmos pontos de tempo, ou seja, dados 

5 



balanceados. Freqüentemente, neste caso, elimina-se a unidade que apresentou perda 

de observações. Existem, no entanto, métodos que se utilizam de algum algoritmo de 

estimação das observações perdidas, como o algoritmo EM (ver Laird & Ware-1982). 

Quando a causa da perda estiver relacionada com o efeito do tratamento, não podemos, 

em hipótese alguma, desprezar estas perdas, pois elas podem trazer informações muito 

importantes para o estudo, além do que, o fato de ignorá-las pode invalidar os resultados. 

É natural, em estudos longitudinais, que as observações de uma mesma unidade sejam 

correlacionadas através do tempo, ou seja, apresentem correlação seriaL Neste caso, uma 

certa observação será influenciada pelas observações anteriores, sendo esta influência 

cada vez menor à medida que se aumenta o intervalo de tempo entre as observações. 

Com relação a este fenômeno, Jorres (1993) explica: 'Se observações são tomadas em 

intervalos de tempo muito pequenos, é mais provável que uma observação esteja acima 

do nível médio de uma unidade, quando as observações anteriores estão acima deste 

mesmo nível médio'. Como a correlação serial é parte da estrutura do fenômeno, ela deve 

ser modelada. 

A estrutura bá.sica dos conjuntos de dados longitudinais pode ser representada através 

da matriz de dados indicada na tabela 2.1. Nesta tabela, k é o número de grupos, m1 

se refere ao número de unidades no grupo l, nil é o número de observações da unidade i 

no grupo l, Yilj é a j-ésima observação da unidade i no grupo l, onde i = 1, ... , m1, l = 

1, ... , k, j = 1, ... , nit· Neste trabalho, por simplicidade, usaremos apenas o índice i 

para nos referirmos a uma determinada unidade. Apesar da representação retangular da 

tabela, lembramos que os números de unidades por grupos e os números de observações 

por unidades podem ser diferentes. 

Na seção 2.2 introduziremos a estrutura do modelo geral linear misto de Laird-Ware, 

que será usado neste trabalho, destacando a possibilidade de se trabalhar com observações 

. perdidas e podendo também fazer uso de várias estruturas de correlação seriaL Além 

disso 1 descreveremos a representação de diferentes tipos de planos de estudos abrangidos 

pelo modelo de Laird-Ware. Na seção 2.3 desenvolveremos as etapas de estimação dos 
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Subpopulação Unidade Observações 

I 1 1 2 ni1 

1 1 Yn1 Ynz Yllnu 
1 2 Yz11 Y212 Y21nn 

I m, Ym1ll Ym112 Ym1lnm1 1 

2 1 Y121 Y1n Y12n12 

2 2 Y221 Yzzz Y22n22 

2 m, Ym221 Ym222 Ym22nm2 2 

k 1 Ylkl Ylk2 Ylknlk 

k 2 Yzkt Yzkz Y2kn2 k 

k m, Ymkkl Ymkk2 Ymkkn., k 

Tabela 2.1: Estrutura de dados longitudinais 

parâmetros do modelo de Laird-Ware, derivando os estimadores de máxima verossimi­

lhança. Na seção 2A descreveremos duas formas de selecionar o modelo mais adequado 

para um certo conjunto de dados: o teste da razão de verossimilhança e a medida de 

seleção AIC ('Akaike's Information Criterion'). Veremos também, nesta seção, como 

realizar testes de hipóteses para redução do modelo e comparação dos tratamentos. E 

finahnente, na seção 2.5, daremos uma breve ilustração de um estudo observacional com 

dados longitudinais, totalmente não- balanceado. 

2.2 Modelo Geral Linear Misto (Laird-Ware) 

Agora apresentaremos um modelo proposto por Laird e Ware (1982) a partir do trabalho 

de Ha.rville (1977), que engloba uma variedade de modelos com efeitos fixos e aleatórios, 

e ainda, com variedade de estruturas de correlação dos resíduos. 

O modelo de Laird-Ware, definido para uma unidade genérica, indexada por i, é dado 

por: 
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Yi= xi fJ +Zi li + Ej (2.1) -
onde 

* J:f! é um vetor coluna, ni X 1, das n; observações tomadas da unidade i ao longo do 

tempo, 

Yí1 

Yiz 

Yin; 

* f3 é um vetor b x 1 de parâmetros fixos desconhecidos, onde a dimensão b é fixa para 

qualquer unidade, 

(3= 

* X;, n; x b, é uma matriz de desenho, que faz a seleção de elementos do vetor /3; 

* J; é um vetor g X 1 de efeitos aleatórios, que representam alguma característica, 

particular à unidade i, onde a dimensão g é fixa para qualquer unidade. Estes efeitos 

aleatórios são assumidos independentes entre unidades diferentes e com distribuição nor­

mal, ou seja, li'"" iN(0,<72 B); 

* Z;, n; x g, é uma matriz de desenho, que faz a seleção dos elementos do vetor li i 

* Ei é um vetor aleatório, n; X 1, representando a falta de ajuste, assumido indepen­

dente entre diferentes unidades, normalmente distribuído, ou seja, Ei rvN(0,<72W;), e 
N 
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ainda, independente do vetor de efeitos aleatórios, /i, -

Observa-se que no modelo de Laird-Ware cada unidade tem o seu próprio modelo, 

possibilitando que diferentes unidades possam ter diferentes números de observações, 

assim como diferentes tempos de observação. No entanto, o vetor de parâmetros j3 está 

presente nos modelos de todas as unidades, e os vetores de efeitos aleatórios /i tem -
distribuição de probabilidade comum. Estes são pontos chaves do modelo de Laird­

Ware, que promovem a conexão dos modelos individuais. Convém chamar a atenção 

para o fato de que precisa existir uma certa coerência entre as matrizes Xi e Z1, como 

será exemplificado na próxima seção. 

2.2.1 Representação de alguns planos na forma do modelo de Laird­

Ware 

Nesta seção iremos apresentar exemplos na forma do modelo de Laird-Ware (2.1), alguns 

destes representando os planos mais frequentes na literatura. O enfoque será dado às 

definições das matrizes Xi e Zi, à coerência entre as duas e à interpretação dos modelos. 

Nada será comentado sobre a estrutura de covariância.s entre observações, assunto este a 

ser detalhado em seção seguinte. 

1) Modelo Saturado ou Curva de Crescimento 

Ilustremos este caso a partir de um exemplo dado por Potthoff e Roy (1964), onde se 

deseja modelar o comportamento de alguma variável, y 1 para meninos e para meninas, 

nas idades de 8, 10, 12 e 14 anos. Poderíamos modelar as observações de um menino da 

seguinte forma: 
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1 o o o o o o o 
o 1 o o o o o o 

y;= - o o 1 o o o o o 
o o o 1 o o o o 

e as observações de urna menina, 

o o o o 1 o o o 
o o o o o 1 o o 
o o o o o o 1 o 
o o o o o o o 1 

{3, 

+ 

+ 

f3s 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

'"Yi+ é; -

Assim, cada grupo tem urna curva de crescimento diferente e arbitrária. A curva de 

crescimento esperada, nas idades 8, 10, 12 e 14, para os meninos, é dada pelos parâmetros 

/31 a /34 enquanto que, para as meninas, é dada pelos parâmetros {35 a {38 • O vetor de efeitos 

aleatórios 1 J; proporciona um incremento vertical às respectivas curvas populacionais, -
para cada unidade. Outra possível parametrização para este mesmo conjunto de dados 

é a seguinte: 

1 o o o o o o o 
o 1 o o o o o o 
o o 1 o o o o o 
o o o 1 o o o o 

para o grupo de meninos e 

1 o o o 1 o o o 
o 1 o o o 1 o o 
o o 1 o o o 1 o 
o o o 1 o o o 1 

10 

+ 

f3s 

+ 

f3s 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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para o grupo de meninas. Agora, {35 a f3s são as diferenças entre as duas curvas esperadas, 

nas idades 8, 10, 12 e 14. 

Nas modelagens acima, se a menina ou menino não fosse observado numa das quatro 

idades, as matrizes X; e Zi perderiam as linhas correspondentes a esta observação. 

2) Modelo Polinomial 

Uma outra alternativa é definir a curva esperada como um polinômio. Para o exemplo 

do item anterior, poderíamos definir uma reta para os meninos, 

1 8 o o f3n 1 

1 10 o o (3, 1 
y;=- + /i+ Ei 
~ 1 12 o o !321 1 ~ 

1 14 o o f3n 1 

e outra reta para as meninas, 

1 8 1 8 f3n 1 

1 10 1 10 (3, 1 
y;= + ')';+ €j 

1 12 1 12 f3n 1 

1 14 1 14 (3, 1 

onde /311 e f3tz são, respectivamente, o intercepto e a inclinação para a reta esperada 

do grupo dos meninos e (;311 + ;321 ) e (;312 + (322 ) são, respectivamente, o intercepto e a 

inclinação para a reta esperada do grupo das meninas. Para cada unidade haverá um 

incremento vertical /i às retas de seu grupo, ou seja, a reta esperada para uma unidade 

em particular é a reta esperada de seu grupo, deslocada de uma quantidade"(;. 

Podemos também considerar além de um incremento vertical (incremento no inter-
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cepto ), um incremento na inclinação da reta populacional. Desta forma teremos 

1 8 o o f3n 1 8 

1 10 o o f3n 1 10 
y;= + /i+ f; - 1 12 o o 1321 1 12 - -

1 14 o o (3, 1 14 

para a reta esperada dos meninos, e 

1 8 1 8 f3n 1 8 

1 10 1 10 (3, 1 10 
Yi= + /i+ fi - 1 12 1 12 (32! 1 12 -

1 14 1 14 (3, 1 14 

para a reta esperada das meninas. 

A formulação geral do modelo polinomial para uma certa unidade do primeiro grupo 

é: 

f3n 

f3J, 

e-1 (3,1 
tg-1 /il 

1 til i! o o 1 i;l i! 

y;= + 
/i2 

+f; 

,-! o o 
(3,, 

1 tf!-1 1 tin; tin; tin; m, 
"''ig 

f3kl 

(2.2) 
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onde p é a ordem do polinômio da parte fixa do modelo, ou seja, o polinômio é composto 

de p termos, sendo completo e de grau p - 1. Para uma unidade, do j-ésimo grupo, 

(j = 2, ... , k), a formulação geral do modelo polinomial será a mesma, havendo apenas 

uma modificação na matriz X( 

X;= 

e:-t o 
m, 

j - ésimo bloco 

tp-1 o 
i! o 

o 

Daí se determina a dimensão do vetor {3: haverá p parâmetros para cada um dos k grupos, 

onde os parâmetros dos grupos 2,3, ... , k serão diferenças em relação aos parâmetros do 

grupo 1. A quantidade g é o número de efeitos aleatórios. Note que g, onde g ~ p, é 

também a ordem do polinômio que define a combinação dos efeitos aleatórios li. -
3) Misto 

No plano misto, diferentes unidades são observadas em diferentes subconjuntos de 

pontos de tempo para os quais o estudo foi globalmente dimensionado. Considere, por 

eXemplo, um ensaio clínico onde o objetivo é avaliar o efeito de uma droga até 6 semanas 

depois da ministração desta droga. Um conjunto de pacientes é observado nas semanas 

1, 2 e 3, outro conjunto nas semanas 3, 4 e 5 e outro nas semanas 4, 5 e 6. Um possível 

modelo a ser considerado para este estudo terá a seguinte forma: 

p-1 
f3, 

1 1 1 1 

2p-1 
f3, 

[ /i! l Y2= 1 2 + 1 2 + tj 
3p-1 

/i2 ..... 

1 3 1 3 
/3, 
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para o paciente 2 observado nas semanas 1,2 e 3, 

3p-l 
(3, 

I 3 I 3 

4p-l 
(3, 

[ 7il l Ys= I 4 + I 4 + Ei 

sp-1 
/i2 "' 

1 5 1 5 
(3p 

para o paciente 5 observado nas semanas 3, 4 e 5, e 

4p-l 
(3, 

I 4 1 4 

5p-l 
(3, 

[ 7il l yg= I 5 + 1 5 + Ei - /i2 "' 
1 6 6p-l 1 6 

(3p 

para o paciente 9 observado nas semanas 4, 5 e 6 após a ministração da droga. Desta 

forma, uma curva polinomial explicará o padrão de comportamento dos pacientes até 

6 semanas após a ministração da droga. Note, ainda, que no modelo de cada unidade 

foi definido um vetor de efeitos aleatórios bivariado. A parcela Zi /i determina um -
incremento aos dois primeiros parâmetros do vetor {3 (!31 e {h). Este plano misto é o -
modelo polinomial, definido anteriormente, com a particularidade de cada unidade ser 

observada em subconjuntos dos pontos de tempo. 

4) Medidas Repetidas 

Neste plano, originalmente, deseja-se aplicar k tratamentos a todas as unidades, 

cuidando para que a ordem de aplicação desses tratamentos seja aleatorizada para cada 

unidade. Variando a ordem de aplicação de unidade para unidade, o efeito da ordenação 

dos tratamentos é minimizado. É importante também que exista, entre as aplicações, um 

intervalo de tempo suficiente para evitar que um tratamento influencie o resultado em 

um tratamento seguinte. Assim, podemos modelar as respostas de uma unidade como: 
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(31 1 

1 
+ 

onde Ik é matriz identidade de ordem k. Note agora que a matriz X;( igual a Ik), pré­

multiplicada ao vetor {3, fornecerá um vetor com as respostas esperadas, referentes aos k 

tratamentos. O vetor que tem a função de 'personalizar' estas médias para a unidade i, 

em forma de incremento, é o vetor 1/i· 
N 

5) Corte Transversal CCross-Sectional') 

Em um plano de corte transversal se planeja observar cada unidade numa única 

ocasião. É o planejamento mais simples e tem o especial atrativo de não requerer esforços 

no sentido de acompanhar as unidades ao longo do tempo, o que o torna mais econômico. 

Este plano, pela sua simplicidade, poderia ser analisado através de métodos amplamente 

divulgados na literatura, como análise de regressão ou análise de variância. Podemos 

representá-lo da seguinte forma: 

f3n 

l'il 

y; = [ 1 I; o . . . o l . . . e-1 
' f3,, 

t· ... t'!-1 l 
' ' 

/i2 

/ig 

f3u 

onde g S p. Esta representação corresponde a um estudo onde as unidades são divididas 
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em k grupos. A unidade i, descrita aCima, faz parte do pnmeuo grupo. Note que a 

matriz xi terá apenas uma linha e definirá ·a combinação de parâmetros fixos que irá 

explicar a única observação da unidade i, y;, tomada no tempo t. Para melhor explicar 

esta observação y;, acrescentamos uma combinação de efeitos aleatórios Z; f; que irá 

conter informação inerente à unidade i. 

Em geral, para um indivíduo do j-ésimo grupo o modelo será idêntico, exceto que a 

matriz (linha) X; terá o j-ésimo bloco de p elementos não nulos (j = 2, ... , k): 

j - ésimo bloco 

X,=[ 1 t, tf-1 o . . . o 1 i; o l 
j3j1 , ... , {3jp são os incrementos aos coeficientes do polinômio do grupo 1, para a definição 

dos coeficientes do polinômio do grupo j, para j = 2,3, ... , k. 

2.2.2 Construção das matrizes X; a partir de covariáveis agrupadoras 

Consideremos o modelo de Laird-Ware polinomial, na presença de vários grupos, quando 

os elementos de f3 são interpretados como a diferença em relação a um grupo padrão. Em 

muitos casos, a matriz X.; tem várias colunas de vetores nulos, ou colunas de potências 

dos tempos de observações. O programa computacional CAR1, desenvolvido por Jorres 

e Boadi-Boateng (1992), especialmente para análise de dados longitudinais, foi utilizado 

neste trabalho. Este programa utiliza variáveis denominadas 'covariáveis agrupadoras', 

cuja única função é a construção das matrizes Xj. Apesar de os detalhes sobre o programa 

se encontrarem em forma de manual, no apêndice, nesta seção é destacada a definição de 

covariáveis agrupadoras . 

As covariáveis agrupadoras sao associadas a variáveis indicadoras dicotômicas (as­

sumem valor O ou 1), e têm a função de definir o grupo a que pertence uma certa unidade, 

indicando a presença ou não de determinado tratamento ou característica. Através das 

covariáveis agrupadoras e de uma matriz que chamaremos de matriz básica, será cons­

truída a matriz X;. Esta matriz básica será denotada por Xy: 
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1 iyl t~l 
tp-1 ,, 

t,, t~2 
tp-1 

Xy= 
,, 

(2.3) 

1 iyn 11 t;ny tP-1 
yn, 

Esta matriz caracteriza um polinômio de ordem p, ou seja, completo de grau p - 1. Ao 

final do processo, a matriz. Xi terá as colunas de Xy aumentada de mais colunas conforme 

explicado a seguir. 

Se tivermos k grupos, c= k-1 será o número de covariáveis agrupadoras. A covariável 

J é associada a um determinado valor Pi, onde Pi ::; p . Assim como p define a ordem do 

polinômio da matriz básica e também do primeiro grupo, p 1 , p2 , •.. , Pc definem a ordem 

do polinômio para explicar os demais grupos. Desta forma, podemos definir polinômios 

de ordens diferentes para cada tratamento. Além disso, Pi é o número de colunas da 

matriz básica que serão multiplicadas pela covariável j para construir a matriz Xi-

A unidade i tem associada a si, um valor para cada uma das c covariáveis. Para 

a primeira covariável multiplica-se o valor que esta assume (O ou 1) pelas p1 primeiras 

colunas de Xy- Para a segunda covariável multiplica-se o valor que esta assume pelas p2 

primeiras colunas de Xy, e assim por diante até a c-ésima covariável. Portanto, a matriz 

Xi será formada pela matriz Xy aumentada pelas p1 + p2 + ... + Pc colunas resultantes 

das multiplicações descritas acima. 

Consideremos um exemplo, onde um modelo define uma reta para cada tratamento, 

em um estudo envolvendo 3 tratamentos. Teremos, portanto, com 3 tratamentos, 2 

variáveis agrupadoras, sempre fazendo referência aos dois últimos tratamentos. Para as 

unidades relacionadas ao tratamento 1, os valores das duas variáveis agrupadoras serão 

vi = O e v2 = O, indicando a ausência do tratamento 2 e do tratamento 3. Para as 

unidades relacionadas ao tratamento 2, teremos vi = 1 e Vz =O, indicando a presença do 

tratamento 2 e ausência do tratamento 3. Para as unidades relacionadas ao tratamento 

3, vi = O e v 2 = 1, indicando ausência do tratamento 2 e presença do tratamento 3. 

17 



Como foi definido anteriormente, p = 2, e, ainda, p1 = 2 e p2 = 2. Portanto, a matriz 

básica será: 

1 tll"'y 

Esta escolha das variáveis agrupadoras, conjuntamente com a matriz básica, implica na 

definição de uma reta para cada tratamento. Assim, teremos para a unidade 3 relacionada 

ao tratamento 1, com 4 observações no 1 o, 3o, 7°, e 23o dias do estudo, matriz de desenho, 

para a unidade 8, relacionada ao tratamento 2, observada apenas no 8° dia do estudo, 

(v1 = 1 e Vz = 0), 

Xs=[18180o] 

e finalmente para a unidade 17 relacionada ao tratamento 3, com 6 observações no 8° 1 

go, 10°, 13°, 23°, e 25° dias do estudo, (v1 =O e v2 = 1), 
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Desta forma, o vetor de parâmetros (3 será o seguinte: -

(3= 

f3n 

!312 

!321 

(3, 

(331 

(332 

(2.4) 

onde, /311 e (312 são o intercepto e o coeficiente angular (inclinação), respectivamente, 

para a reta do tratamento 1, (f3u + f3n) e (/312+ fJ22) são o intercepto e a inclinação para 

a reta do tratamento 2 e (/311 + /331) e (/312 + f33z) são o intercepto e a inclinação para a 

reta do tratamento 3. 

2.2.3 Estruturas de covariâncias 

O modelo misto de Laird-Ware expressa o vetor de observações de uma unidade, y,, como 

a sorna de três parcelas, sendo duas destas aleatórias e independentes: 

Z; f; + t:; -
onde 

'J;~ N(O,o-2B) e e;~ N(O,o-2W;) - -
e, portanto, 

Var(y;) = o-2(Z;Bz: + W;) = o-2V; (2.5) 

Esta estrutura de covariâncias evidencia duas fontes de variabilidade, B e W;. Enuncia­

remos aqui algumas das estruturas mais utilizadas na modelagem da variância de dados 

longitudinais. As estruturas abaixo pertencem à i-ésima unidade de um grupo qualquer. 
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Denotemos por q o número de parâmetros na matriz Vi. 

1) Independente ( q = O) 

É a forma mais simples para a matriz V;. Assumimos que as observações de uma 

mesma unidade são independentes entre si, com variância constante. Na estrutura de 

covariâncias temos apenas um parâmetro, a variância do resíduo, u2 • Não assumimos a 

existência de efeitos aleatórios li· Portanto, as partes da estrutura de covariância serão 

definidas da seguinte forma: 

:::? V; =I; 

onde I; é uma matriz identidade n; X n;. Note que este modelo não é mais o modelo misto, 

pois não estamos considerando a existência de efeitos aleatórios /i· Este é o modelo de 

Gauss-Markov, com suposição de normalidade, para uma unidade, 

';~ N(O, <T
21) (2.6) 

quando poderíamos ainda expressar o conjunto de todas as observações segundo o modelo 

de Gauss-Markov, como veremos na seção seguinte. 

2) Simetria Composta (q = 1) 

Esta estrutura está destacada no apêndice 1. Ela apresenta covariância constante 

entre quaisquer obaervações de uma mesma unidade, devido a erros independentes e 

um efeito aleatório, unidimensional (g = 1). Esta estrutura surge, por exemplo, em 

modelos de curvas de crescimento onde as curvas esperadas, para indivíduos específicos, 

apresentam um desvio vertical aleatório em relação à curva esperada populacional. 

W; =I; 

B = b 

Z; =1 -
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b b 

=}v, =1 b 1' +I;= 

b b 

+ 

1 o 
o 1 

o 

o 

o 
o 1 

b+ 1 

b 

b 

b 

b+1 

b 

b 

b b + 1 

onde b é um escalar, o-2b é a variância do efeito aleatório '"'fi, e l é um vetor, ni x 1, com 

todos os ni elementos iguais a um. Os parâmetros u 2 e b são os únicos da estrutura de 

covariâncias. 

3) Efeitos aleatórios com erros independentes (q = ~g(g + 1)) 

Nesta estrutura consideramos os erros independentes, sendo a covariância entre as 

observações de uma unidade definida totalmente pelos efeitos aleatórios entre unidades. 

Os parâmetros na estrutura de covariância, além de a 2
, são os elementos da matriz B, 

de dimensão g x g. 

4) Auto-regressiva de 1 a ordem 

Aqui não consideramos a existência de efeitos aleatórios (ou seja, este não é um modelo 

misto). Nesta estrutura de covariâncias o vetor dos resíduos para cada unidade é visto 

como uma série temporal curta, seguindo um processo estacionário auto-regressivo de 1 a 

ordem (a covariância entre duas observações decresce à medida que aumenta o intervalo 

de tempo entre elas). Devemos considerar duas situações especiais: 
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a) Tempos igualmente espaçados 

1 p 

p 1 
W;= 

p 

pn,-1 p 1 

B =O 

Aqui, os parâmetros da estrutura de covariâncias são cr2 e p, onde p é um coeficiente 

auto-regressivo, assumindo algum valor entre O e 1, e pi define a correlação entre duas 

observações distantes j unidades de tempo . Logo, de acordo com a matriz W; acima, 

q = 1. 

Uma situação mais geral seria a definição de estrutura em faixas, onde nã.o houvesse, 

necessariamente, potências de um valor p: 

1 

W;= 

Pn;-1 

P1 

1 

P1 

Pn;-1 

P1 

1 

Neste caso, o número de parâmetros na matriz Wi seria igual a ni -1, e assim q é igual 

ao número total de tempos (equiespaçados) de observações, menos 1. Esta estrutura 

matricial, onde cada diagonal da matriz tem elementos iguais, é conhecida como Toeplitz. 

b) Tempos desigualmente espaçados 

Quando observações são desiguahnente espaçadas é necessário considerar um modelo 

que leve em consideração as diferenças que ocorrem entre os pontos de tempo, ou seja, um 

modelo de tempo contínuo. Um processo auto-regressivo de 1 a ordem de tempo contínuo 
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tem função de correlação 

p(8t) = exp{ -<>o l8tl} (2.7) 

onde ót é o intervalo de tempo entre duas observações e ao é uma constante positiva. 

Nesse caso, a matriz Wi será dada por 

I 

Wi= 
exp{ -a0 (1 2 - 11 )} 

exp{ -a0(t2 - 11)} 

I 

B =0 

sendo o número de parâmetros em vi : q = 1. 

I 

Na situação (a), com tempos igualmente espaçados, se por acaso a i-ésima unidade 

possuir observações perdidas, deveremos reduzir a matriz wi, eliminando a linha e a 

coluna correspondentes ao tempo em que esta observação deveria ter sido colhida. Na 

situação (b), a matriz Wi já é apropriada para a correspondência às observações exis­

tentes, sejam quais forem os pontos de tempo utilizados. 

Existe a possibilidade de incluirmos na matriz W 1 mais um componente de variação, 

se assumirmos a existência de erros observacionais. Neste caso, será acrescida a cada 

elemento da diagonal desta matriz a quantidade aa, ou melhor, em vez do elemento 1 na 

diagonal, aparecerá 1 + crJ, e assim teremos mais um parâmetro no modelo. Desta forma 

estamos assumindo erros observacionais com variância a2 X aõ. A justificativa para a 

inclusão de erros observacionais é que a estrutura AR(l) não é exata, ou seja, existe uma 

pequena flutuação em torno de uma representação AR(l). 
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5) Efeitos aleatórios e resíduos auto-regressivos de la ordem (q = ~g(g + 1) + 1) 

W; como em (4) 

B sem nenhuma estrutura 

Na matriz Vi teremos os ~g(g + 1) parâmetros da matriz B e os parâmetros da matriz 

wj. 
6) Desestruturada (q = ~n(n + 1)) 

Esta estrutura permite a representação de alguns modelos multivariados clássicos, 

possivelmente, com dados incompletos. O modelo multivariado para medidas repetidas 

e o modelo multi variado de curvas de crescimento podem ser vistos como casos especiais 

do modelo de Laird-Ware com Vi desestruturada. Nestes casos, a princípio, espera-se 

observar todas as unidades nos mesmos n pontos de tempo. Isto explica a dimensão n x n 

da matriz Wi, ilustrada abaixo, que define uma correlação para cada par de observações 

tomadas da unidade i, 

W;= 

B =0 

Se a unidade i sofrer perda de observações, a matriz Wi será reduzida eliminando as 

linhas e as colunas correspondentes aos tempos em que estas observações deveriam ter sido 

colhidas. Quando n é grande e os dados são altamente não balanceados ou incompletos, 
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esta estrutura será ineficiente devido ao grande número de parâmetros, q = !n(n + 1), 

além de a-2• 

2.3 Estimação 

O enfoque desta seção é a estimação dos parâmetros do modelo de Laird-Ware. Inicial­

mente, os estimadores de máxima verossimilhança para Cf2 e f3 são definidos. Um -
procedimento (Jorres, 1993) para encontrar o máximo da função de verossimilhança é 

descrito, já que para os demais parâmetros não há uma forma fechada para os seus es­

timadores de máxima verossimilhança. O estimador de máxima verossimilhança de (3 é -
equivalente ao estimador de mínimos quadrados de (3, numa reexpressão do modelo de 

Laird-Ware como um modelo de Aitken, supondo a estrutura de covariâncias 

conhecida. Alguns resultados sobre a estimabilidade de combinações lineares do vetor (3 
N 

serão lembrados, dadas as propriedades dos estimadores de mínimos quadrados. 

Conforme foi exposto, o modelo de Laird-Ware define, para o vetor de observações de 

certa unidade, Yi, a decomposição: 

Yi= Xi f3 +Zi /i + ~i 
"' "' "' "' 

onde 

o 7; iid ~ N(O, a 2B); 
N 

• ~:; iid ---- N(O, o-2Wi)i 

• Ei independente de /i. 
N N 

Desta forma, o vetor de esperanças e a matriz de covariâncias do vetor de observações 

da unidade i são dados, respectivamente, por: 

X; (3 e a 2V; = (Z;Bz; + W;)a2 

e com isso, o modelo de probabilidade do vetor de observações Yi será: 
N 
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y;~ N(X; (3, CT
2V;) (2.8) 

~ ~ 

cuja função de densidade é 

A função de verossimilhança é o produto dessas funções sobre todas as unidades, con­

siderando agora, função dos parâmetros: 

e, realizando a transformação ~2lnL, teremos 

e(~,"', V,) = -2ln L = 2..: [ n; ln(2~) + ln(l"'v,IJ + (!f! - x, ~)'( "'V,t'(!f! - x, ~)] 
, 

(2.11) 

Mas, sabemos que 

(2.12) 

e fazendo n = L:; n; , o número total de observações em todas as unidades, teremos 

l((J,a-2
, V,)= nln(a-2

) + nln(2~J + l..:ln(IV,I) + _!, l..:(y, -X, (JJ'Vi'(y, -X; (3) 
"' i a i "" ~ "" "" 

(2.13) 

Derivando a expressão acima para encontrarmos o estimador da variância residual, 

aE n I " , _1 

iJ 2 = --,- -( ')' L..(Y; -X; (3) V, (y; -X; (3) , 
(J (J (J _,... "" "' "" , 

e, igualando a zero, 

(2.14) 
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Substituindo 0'2 , em (2.13), pela expressão êr2 
1 em (2.14), obtemos a função f descrita 

apenas pelos parâmetros de f3 e de vi, -
(2.15) 

Os parâmetros desconhecidos em (2.15) são o vetor {3, os elementos da matriz B e alguns -
parâmetros que são usados na definição das matrizes wj. o valor de j3 que minimiza -
(2.15) será definido através dos próximos resultados. 

Resultado 2.1: 

Sejam a um vetor de constantes, x um vetor aleatório e A uma matriz simétrica, de - -
dimensões compatíveis às operações de produtos exibidas, então 

e 

Resultado 2.2: 

=a 

B(x' A x) 
- - = 2A X ax --

(2.16) 

(2.17) 

D 

Para dados valores dos parâmetros em B e Wi , o estimador de j3 que mmumza 

R(/3, V;), em (2.15) (e conseqüentemente maximiza a função de verossimilhança) é a 
N 

solução do sistema em f3 

(2.18) 

assumindo a existência da inversa. 

Prova: 
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A expressão (2.15) é função do vetor {3, apenas na parcela: 
~ 

nln(ô-2
) 

onde 

ô-2 ~ ~ l:(y, -X, (J)'Vi1(y, -X, (3) 
n . "' "' "' "' ' 

O valor de fJ que minimiza. ô-2 é dado pela. solução do sistema 
~ 

(2.19) 

Podemos reexpressar &2
, dada acima, por uma soma: 

â-2 =; l:dYi Vi1 Yi -(Xi fJ)'Vi 1 
Yi- y~ Vi1Xi f3 +(Xi f3)'Vi 1Xi f3} = 

"' "' ..... "' "' "' ..... ..... 

~ l "-{y' Vc1 y -2 y' Vc'X· (3 + (3' X'Vc'X· (3) ~ n0t t I 1 I I I 1 1 I 

"' "' "' "' ..... "' 

Usando o resultado 1, 

~ô-(3' ~ ~{ -22:: ~ v;'x, + 2[2:: x;v;'x,J ~} 
' ' 

Portanto o sistema (2.19) é: 

cuja solução é 
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desde que exista a inversa. 

o 

Note que não é necessário assum1r que as matrizes X~Vi 1 Xi sejam não singulares, 

mas, apenas a soma L;X~V; 1 X;. 

A variância deste estimador pode ser facihnente derivada: 

(2.20) 

= '("'· X'V-'X)-1 
"'· X'Vc1X·(" X'Vc1X·)-1 

(jL..to1 I L..til tL_..til I 

= '("·X'Vc1X·)-1 (j L.-1 I I I 

Até este ponto, estão definidos estimadores de f3 e a 2
, CUJas expressoes envolvem o 

conhecimento das matrizes V 1. A quantidade de parâmetros empregados na definição 

das matrizes V; é pequena para várias estruturas comumente utilizadas, conforme visto 

na seção anterior. Uma alternativa para a estimação dos parâmetros do modelo de Laird­

Ware seria a escolha de vários valores para os parâmetros da matriz Vi, com imediato 

cálculo da função de verossimilhança, numa procura do seu máximo. Portanto, um pro­

cedimento de estimação dos parâmetros pode ser resumido da seguinte forma: 

Escolhemos arbitrariamente valores iniciais para os parâmetros das matrizes B e Wi. 

Com esses valores construímos a matriz Vi 

e calculamos 

calculamos 
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&' = .!:_ L(Yi -X; /JJ'Yi1(y; -X; /3) 
n . "' "' "' "' ' 

e obtemos 

~ = nln(2~ô- 2 ) + I:ln(IV;i) + n 

Efetua-se este procedimento para diversos valores iniciais dos parâmetros das matrizes 

B e W;, até que t seja minimizada. Então, nesse instante, teremos obtido as estimativas 

de máxima verossimilhança para f3 e elementos da estrutura de covariância do modelo de 

Laird-Ware. 

Supondo conhecidas as matrizes Vi, o estimador de /3, (2.18), obtido pelo método de -
máxima verossimilhança coincide com o estimador de mínimos quadrados generalizados 

de um vetor de parâmetros do modelo de Aitken, correspondente ao modelo de Laird­

Ware. Ou seja, supondo V i conhecidas, i = 1, ... , m,onde m é o número total de unidades, 

o modelo de Laird-Ware corresponde ao seguinte modelo de Aitken: 

y, x, z1 11 + e:1 - -
li+ (2.21) 

Y= X= Zl "fm + Em - -
onde 

Zt /I + t:l - -
E =O 

Z1 "fm + Em - -
e 

v, o 
Zt'Yt+t:t 

o o o 

v = 0"2 
o v, o o o 

= a 2V 

zl lm +E-m - - o o o o Ym 
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notando que o modelo de Aitken não requer normalidade. O seu sistema de equações 

normais é: 

X r X r Yr 

y-1 v-1 

Ym 

ou 

(I:x:v;1X;) !3= (I:x:v;-1 y,) 
~ ~ 

com solução 

~= (2.:: x:v;-1 x,r 1(I: x:v;-1 
y;) (2.22) 
~ 

supondo a existência da inversa. 

O estimador (2.22) tem propriedades ótimas, como o de variância mínima entre os esti­

madores lineares, não viciados, de {3. Também, a existência da inversa de (L:=; XiV;-1Xi) 

garante a estimabilidade de qualquer combinação linear dos elementos de {3, sendo o 

correspondente estimador de mínimos quadrados generalizados a mesma combinação li­

near aplicada ao vetor (2::::; X~Vi 1 X;t 1 (2::::; X~Vi
1 y;). No entanto, em muitas situações 
~ 

onde é utilizado o modelo de Aitken a matriz de covariâncias não é conhecida. Segundo 

Harville (1985), o método usual é estimar essa matriz de alguma forma e proceder como 

se a mesma fosse conhecida. Neste trabalho, a estimação dos parâmetros relacionados 

à estrutura de covariàncias é feita pelo método de máxima verossimilhança, a partir da 

escolha de valores 1 o que é bem simples, especialmente na presença de poucos parâmetros. 

Dessa forma, para qualquer combinação linear dos elementos de (3, como por exemplo, 

_xíf3, onde xí é uma linha de alguma matriz X;, o estimador é definido por 

x~/3=x; (~=X~Vi
1
X;t

1
(LX~Vi

1 
y;) (2.23) 

~~ ~ 

com variância estimada 

(2.24) 
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onde no lugar de V; usamos os valores da última passagem do algoritmo de maximização 

da função de verossimilhança. 

2.4 Seleção do Modelo 

Um dos principais objetivos em análise de dados longitudinais é encontrar um modelo 

que represente adequadamente um conjunto de dados, entre inúmeros possíveis modelos. 

Uma técnica para selecionar um entre dois modelos é o teste assintótico da razão de 

verossimilhança. Neste teste, comparam-se dois modelos estimados por máxima verossi­

milhança, onde um dos modelos é uma versão restrita do outro, ou seja, um modelo tem 

r parâmetros adicionais. Este teste irá verificar se a adição de tais parâmetros à versão 

restrita melhorou significativamente o ajuste. Denominando l\ o valor de f ( -2ln da 

função de verossimilhança) para o primeiro modelo e f 2 para o segundo modelo, com r 

parâmetros extras, o teste da razão de verossimilhança estabelece que, sob a hipótese 

nula de que os dois modelos são os mesmos (ou seja, os parâmetros extras são iguais a 

zero, logo, não melhoram o ajuste), a diferença entre os valores f 1 e 1!.2 é assintoticamente 

distribuída como uma Qui-Quadrada com r graus de liberdade, 

(2.25) 

Embora este teste seja bastante eficaz, tem a desvantagem de só poder ser usado para 

comparar dois modelos de cada vez, sendo um destes modelos versão reduzida do outro. 

O teste da razão de verossimilhança é equivalente ao teste das hipóteses 

H0 ' C {3~0 versus HA ' C {3f0 
"' "' ...., ...., 

o!lde (J é o vetor de parâmetros do modelo com maior número de parâmetros e C é matriz 

r x p, onde cada linha é composta de zeros e um único elemento igual a 1, de modo que 
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a hipótese nula defina os tais r componentes de /3 iguais a zero. A estatística do teste -
(C ~)'[C{Cov($)}C't'(C ~) - - -

tem distribuição FT,(n-p) 1 ou assintoticamente X~, sob a hipótese nula. Assim, por (2.20), 

Observe que este teste equivale a r testes independentes, correspondentes às hipóteses de 

que cada um dos tais r componentes de e é igual a zero. Em geral, poderíamos testar a 

hipótese 

H0 : C f3=c0 versus HA : C /#co 

para qualquer matriz C, de dimensões c x p, com posto igual a c. Neste caso, a estatística 

do teste é 

(C/!- c0)'[C{Cov(/J)}c't'(C /J- eo) 
"' "' "' "' "" 

com distribuição assintótica x~, sob a hipótese nula. 

Outro procedimento de seleção de modelo é a utilização do Critério de Informação 

de Akaike (AIC), definido como o valor de R acrescentado de duas vezes o número de 

parâmetros no modelo, 

AIC =C+ 2 X (n° de parâmetros) (2.26) 

O modelo com o menor AIC é o escolhido. A medida AIC penaliza os modelos com 

número grande de parâmetros. 
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2.5 Uma Breve Ilustração 

Um exemplo de estudo observacional envolvendo dados longitudinais é analisado por 

Jorres e Boadi-Boateng (1991). Este estudo envolveu 619 indivíduos (unidades); alguns 

com doença hereditária renal, alguns com hipertensão. Observações foram tomadas de 

cada indivíduo em idades variadas, sendo que o número de observações por pessoa variou 

de 1 até 22 observações. A variável resposta de interesse foi o recíproco da quantidade 

de uma substância, denotada SCR, que decresce à medida que a atuação do rim piora. 

Quatro grupos foram compostos da seguinte maneira: indivíduos sem doença renal e sem 

hipertensão, indivíduos só com doença renal, indivíduos só com hipertensão e indivíduos 

com ambas, doença renal e hipertensão. Foi definido um modelo de uma reta para cada 

grupo, totalizando 8 coeficientes, e efeitos aleatórios bivariados. Assim, queremos que a 

reta esperada para a população de indivíduos sem doença renal e hipertensão seja dada 

por 

y,, = fJ11 + (fJ12 x ti) 

a reta esperada para a população de indivíduos apenas com doença renal seja 

y,, = (fJn + fJ21 ) + (((3, + (322 ) x t;) 

a reta esperada para a população de indivíduos apenas com hipertensão seja 

y,, = (fJu + fJar) + ((fJ12 + (332) X t;) 

e para a populaçâ.o de indivíduos com ambos os problemas seja 

y,, = (fJn + fJ21 + fJar + fJ<r) + ((fJ12 + fJn + fJa2 + f342) X t;) 

Assim, por exemplo, para um indivíduo com 4 observações, sem doença renal e sem 
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hipertensão 1 temos a seguinte equação de modelo: 

Yit 

y;2 

Yi3 

Yi4 

1 til o o o o o o 
1 t,, o o o o o o 
11,,oooooo 
11,,oooooo 

fJu 

fJ12 
+ ['l'il]+ 

/i2 

onde ti1, t;2, l;3 e t;4 seriam as idades deste indivíduo por ocasião das observações. A 

parcela X; j3 define a reta esperada da população para o grupo sem doença renal e 

com pressão do sangue normal. Cada indivíduo tem a sua própria reta que é assumida 

estar aleatoriamente distribuída em torno da reta média do grupo. Os dois coeficientes 

aleatórios, /il e /;2 , que acompanham a matriz Z;, representam os desvios do intercepto 

e da inclinação para este indivíduo, em relação ao intercepto e à inclinação do grupo. 

Assim, a reta esperada para este indivíduo é (/3n +7;1) + (/312 +i'i2) x (idade). As matrizes 

de desenho para um indivíduo observado 3 vezes, com doença renal e sem hipertensão 

sao 

1 til 1 til o o o o 1 til 

X;= 1 t;2 1 t;2 o o o o Z;= 1 t;2 

1 t;3 1 ti3 o o o o 1 t;3 

Isto permite que a reta esperada para este indivíduo seja (/311 + /321 + i';t) + (/312 + /322 + 
1;2) X (idade). Para um indivíduo com apenas uma observação, sem doença renal e com 

hipertensão, temos 

x, = [ 1 t,l o o 1 t,l o o l ' z, = [ 1 til l 
e para um indivíduo com duas observações e com doença renal e hipertensão 

[ 

1 til 
X;= 

1 t;2 

z, = [ 1 1;1 l 
1 t;2 
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Desta forma, para a geração das matrizes Xi, o programa computacional utilizado requer 

a definição de 3 variáveis indicadoras agrupadoras, uma indicadora de doença renal (O­

sim, l-não), outra indicadora de hipertensão (O-sim, l-não) e mais uma para indicação de 

ambas as doenças (l-unidade tem doença renal e hipertensão, 0- caso contrário). Usando 

a notação introduzida na seção (2.2.2), temos Pt = P2 = P3 = 2. 

Neste estudo, 288 pessoas foram observadas uma única vez, e mesmo assim é possível 

ajustar uma reta para cada uma delas. Segundo Jorres e Boadi-Boateng, na reta ajustada 

para estes indivíduos, a inclinação estimada será a inclinação do grupo. No entanto, a 

reta não irá passar pelo único ponto observado, mas passará ao redor da reta do grupo. 

Note que estes indivíduos com apenas uma informação coletada são importantes para se 

obter um 'padrão' de comportamento da variável em estudo ao longo do tempo. Se estes 

fossem eliminados da análise, muita informação seria perdida. 

Foi assumida estrutura de correlação dos resíduos seguindo um processo auto-regressivo 

de la ordem (ARl), com erros observacionais, ou seja, com matriz de correlação dos 

resíduos dada por: 

1 + cr5 

w-,-
exp{ -a0 ( t2 -ti)} 

exp{ -a0 (tn,- ti)) 

exp{ -a0(t 2 - t1 )) 

1 +crÕ 
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Capítulo 3 

Os Efeitos Aleatórios do Modelo 

Laird-Ware: Predição e Adequação do 

Modelo 

3.1 Efeitos Aleatórios ri 
Considere o modelo de Laird-Ware, apresentado no capítulo anterior, 

y;= X; f3 +Z; "f; + e; (3.1) 
"' "' "" "' 

onde "fi"' N(O,cr2B) é independente de t;""' N(O,a2W;) e 
"" "' "' "' 

Cov(y;) ="'V,= "'(Z,Bz; + W,) (3.2) 

No contexto do modelo de Laird-Ware, /i e E; são variáveis aleatórias não observáveis, - -
e, muitas vezes surge a necessidade de ~estimar' as variáveis"(;. Robinson (1991) discute -
o uso do termo 'estimação ou 'predição' de uma variável aleatória, dizendo preferir o 

primeiro, mas que usualmente o segundo termo é mais utilizado. Laird e Ware (1982) 

mostraram que os efeitos aleatórios podem ser preditos através da metodologia de Bayes 

empírico, ou seja, 'estimar'"(; como sendo a média da distribuição a posteriori de /i dadas 
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a·s observações Y;, 

E [i, 1 y,] = Bz;v;1 (y, -x, (3) (3.3) 

Para verificarmos este resultado, basta mostrar que, como 

,,~ N(O, u'B) 
~ ~ 

y;~ N(X; (3, u'V,) 
~ ~ 

e ainda 

Cov(');,y;) = Cov('I,,Z, 'li+<;)= Var('l;)z; = u'Bz; 
N N N N 

então, usando um conhecido resultado de distribuição normal, teremos 

E[7, I y,] =E(,,)+ Cov('l;,y;).[Var(y;)]- 1.(y; -E(y;)) 
"' N "' N N N 

= Bz;v;1(y, -x, (3) 
~ 

Uma outra maneira de produzir o mesmo preditor para J; é apresentada abaixo, logo 

após um resultado necessário para seu desenvolvimento. 

Resultado 3.1: 

A inversa da matriz de covariâncias (3.2) das observações para uma certa unidade i 

é dada por: 

Vc1 = Wc1 - Wc1 Z·[B-1 + Z'Wc1z]- 1 z'.Wc1 
1 t t t t t I I t (3.4) 

Prova: 

Isto pode ser mostrado verificando que ViVi1 =I 

V VC 1 = (W + Z·BZ')(WC1
- Wc1Z·[B-1 + Z'Wc1 z]-1 Z'-Wc1

) = 
' l ' ' 1 ' ' • • ' • ' • 

=I- Z·[B-1 + Z'.Wc1Z·]-1 z'.wc1 + z BZ~Wc 1 -
' I 1 t 1 ' ' , 1 

-Z BZ'Wc1z[B-1 + Z'.Wc1 z]-'z'Wc1 = 
I 1 t 1 I I ' I t 

=I- Z[I- BZ'Wc1 Z][B-1 + Z'-Wc1z]- 1 Z'Wc1 + Z·BZ'Wc1 = 
t t 1 I I I I I 1 I 1 1 

=I- ZB[B-1 - z<wc1 Z·][B-1 + Z'Wc1Z·]- 1 Z'-Wc1 + Z·BZ'Wc1 = 
' J t ' I I I t I I I I 

=I- Z·BZ'-Wc1 + Z BZ'-Wc 1 =I 
' ' t I 1 I 
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o 

Resultado 3.2; 

Usando a suposição de normalidade, o preditor de /i, BZ~Vi 1 (y; ~Xi {3) é dado pela 
~ ~ ~ 

solução da segunda equação do sistema 

x~Wi
1
X; f3 +XiWi1Z; f;= x~w; 1 y; 

~ ~ ~ 

(3.5) 

Z'Wc'X· (3 +(B-'+Z'.wc'Z·) ~= Z'Wc' y· 
iil •;'"''' 

(Este sistema é conhecido como sistema de equações normais do modelo misto, porque 

ele pode ser derivado a partir de definição do modelo linear misto, sem a condição de 

normalidade.) 

Prova: 

A função de densidade conjunta de €i e /i é dada por 
~ ~ 

' 
f(~'~) = (27m2 )-t(n,+,) ( det [ ~ : j) -, 

xexp{-,;, (~-X;~ -Z;~ n: ; r ( ~-X;~-Z;~)} (3.6) 

onde g é o número de efeitos aleatórios /i e n; é o número de observações para a unidade 
~ 

i. Considerando a função acima como uma função matemática com argumentos f3 e /i, 
~ ~ 

maximizar a função acima com relação a j3 e li é o mesmo que minimizar 
~ ~ 
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Diferenciando 8 1 com respeito a. fJ e fi 1 e igualando a zero, teremos 
N N 

88 = -2X'Wc1 y· +2X'Wc1X (3 +2X'Wc1Z· =O 
8{3 ' ' ' ' ' • ' • • f, 

N N N 

=} x;w; 1X; f3 +X:wi-tz,. ,,= x:w; 1 y, 
N N N 

~e = 2B-1
1, -2Z~Wi 1 y, +2z::w,:-1X.: f3 +2z::w.:-1zi 1 .. = o 

'Yt ,._, "' N N 

::::} B-1 
1, +z:w;1x, f3 +Z~W; 1 Z; 1;= z~w; 1 y; 
~ ~ .... .... 

que são as equações do sistema (3.5). 

o 

Pela segunda equação do sistema (3.5), 

::::} (B- 1 + z;w-1Z;) 1•= z~w;- 1 
Yi -z~w;- 1 Xi fJ 

N N N 

,. (B-1 + z:w-1 Z,) ,,= z;w;1 (y, -X, f3) (3.7) 
N N N 

,.,,= (B-1 + z;w-1z,)- 1z;w;1 (y, -X, {3) 
N 

Usando o resultado 3.1, podemos reescrever a expressão acima como 

,,= (B- 1 + z;w-1Z,)-1z;w;1 (y, -X, (3) = 
N N N 

= (B[B- 1 + z;w;1 Z,J- Bz;w- 1Z,)[B- 1 + z;w-1Z,J-1z;w;1 (y, -x, f3) 
N N 

= BZ'[W-1
- w- 1Z[B-1 + Z'W- 1 Z·]- 1 Z~Wc 1 ](y· -X· (3) = 

I ' t 1 > ' > > > 
N N 

= Bz;v;1(y, -x, f3) 
N 

o 
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Segundo Harville (1977) é natural considerar i;= BZ~Vi 1 (yi -Xi /3) e a sua matriz - - -
de covariâncias será dada pelo resultado abaixo: 

Resultado 3.3: 

Var(í'·) = &2[BZ'{Vc1
- Vc1X(" X'Vc1X)X'Vc1 )Z B] 

,_; ' z I •L J J J •• t 

' 

Prova: 

Var('y;) = Var(Bz;v; 1 (y; -X; fi))= Bz;v;1Var(y; -X; fiJVi 1Z;B = 
,.... ,..., ,..., ...., ,..., 

= Bz;v;1[Var(y,) + Var(X, fil- 2Cav(y,,X, fiJ]V; 1 Z,B 
(3.8) 

Mas considerando a independência das unidades, desenvolvemos a matriz de covariâncias 

Cov(y,,X; fi)= Cov (y,,X, (L::XjVj'X;)-
1 

L:XjVj1 Y;) = 
,..., "" "" 1 1 N 

= Cov (iti,X; ( l1XjVj1X;) -
1 

XiVi1 !ti) 

e. desta forma, 

Cov( 16 ,x, ~)=X; ( 7XjVj1X;) -
1 

XiVi1 
E [16'16]-

-X, (ltXjVj 1X,r XiVi1 
E [dE [16] =X, ( l1XjVj1X; r XiVi

1
Var(iti) = 

=&'X, (ltxjVj 1Xl
1 

x; =V ar (x, ~) . 
(3.9) 
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Assim, voltando em (3.8) 

Var(i;) = Bz;v;-'[Var(y;) + Var(X; Í3)- 2Var(X; Í3)]V;-'z,B = 
"' "' "' "' 

= Bz;v;-' [V ar(y;)- Var(X; Í3)]Vi1Z;B = - -
= BZ'.vc'[â2V·- X &2("X'.vc'x)-'X(]Vc'z B = 

'' • •LJJJ ''' 

' 
= • 2[BZ'.{Vc1

- yc'X·("X'.vc'X·)X'Vc1 }Z B] a , , , •L 1 1 J , , • 

' 
D 

3.2 Suposições Distribucionais 

Quando utilizamos o modelo misto linear de Laird-Ware (3.1) com observações contínuas, 

é assumido que f;,..,_, N(O, a 2B). Portanto é necessário que verifiquemos a adequação desta -
suposição. Até há pouco tempo atrás, métodos para verificar o ajuste de efeitos aleatórios 

eram escassos. Ryan e Dempster (1985) propuseram um gráfico de probabilidade normal 

('normal plot ') ponderado, como uma solução gráfica de verificação da normalidade. 

Lange e Ryan (1989) descreveram um método para verificar a adequação do modelo, em 

particular a suposição de normalidade para uma classe de modelos de efeitos aleatórios, 

generalizando o método ponderado de Ryan e Dempster (1985), quando fizeram uso de 

estimadores bayesianos empíricos padronizados. 

Devemos salientar que falhas na suposição de normalidade no modelo Laird-Ware não 

invalidam as estimativas dos parâmetros fixos, já que os estimadores de máxima verossi­

milhança coincidem com os estimadores de mínimos quadrados ponderados. Entretanto, 

esta falha invalidará os testes usuais e intervalos de confiança baseados na suposição de 

normalidade. 
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3.2.1 Análise dos efeitos aleatórios 

Dois recursos gráficos para verificar as suposições distribucionais do vetor li são o gráfico 

normal ponderado e o não ponderado. Embora o gráfico não ponderado seja o mais 

comumente usado e bastante disponível em pacotes estatísticos, o gráfico ponderado é 

uma solução mais adequada quando utilizamos o modelo de Laird-Ware, principalmente 

em conjuntos de dados não balanceados. 

Os gráficos normais ponderados ou não ponderados são construídos obtendo-se primeira­

mente os efeitos aleatórios padronizados para cada indivíduo. Sejam 

c'i'; 
z; = ----'-"-'----,1 para i = 1, 2, ... n 

[c'Cov('y,) cJ' - - -
(3.10) 

onde ;:, é um vetor que indica o efeito aleatório que está sendo verificado. Por exemplo, 

se o modelo assume dois efeitos aleatórios para cada indivíduo, intercepto aleatório e 

( 0
1 ) inclinação aleatória, podemos destacar o primeiro componente fazendo c1 = e o 

segundo, fazendo c2 = 
( 01 ) 

Portanto, nesse instante, temos os efeitos aleatórios 7i's padronizados, com média 

zero e variância 1. O nosso objetivo, então, é verificar a normalidade desses i'i's a partir 

das variáveis transformadas z/s. 

A distribuição acumulada empírica de z1 , z 2 , ••• , Zn é dada pela função escada 

onde 

{ 

1, 
I(x-y)= 

o, 
se x?:_y 

c. c. 

Verificaremos, agora., as propriedade desta função não ponderada quanto à sua média e 

variância. 
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Resultado 3.4: 

Sob suposição de normalidade das variáveis "j;, -
E[Fn(x)] = <J>(x) 

onde ~(x) é o valor para x, na função de distribuição acumulada da normal padrão, e, 

para y 2: x, 

Cov[Fn(x),Fn(Y)] = ~<J>(x)[1- <J>(y)] . 
n 

Prova: 

Dado que z;, i= 1, ... , n são variáveis aleatórias independentes normais padrão, então 

1 "" E[Fn(x)] = -L-_ E[I(x- z;)] = <I>(x) . 
n •-1 

Além disso, 

Cov[f~(x),Fn(Y)] = E[Fn(x)Fn(Y)]- E(Fn(x))E(Fn(Y)) = 

= ,;,E[(I(x- z1)I(y- z,)) + (I(x- z1)I(y- z2)) + ... 

+(I(x- z,)I(y- zn)) + ... + (I(x- zn)I(y- z,)) + (I(x- zn)I(y- z,)) + ... 

+(I(x- zn)I(y- Zn))]- <J>(x)<J>(y) = 

= ;,E[(I(x- z,)I(y- z1 ))] + E[(I(x- z1)I(y- z2))] + ... 

+E[(I(x- z1 )I(y- zn))] + ... + E[(I(x- zn)I(y- z1 ))] + E[(I(x- zn)I(y- zz))] + ... 

+E[(I(x- Zn)I(y- Zn))]- <J>(x)<J>(y) 

Mas sabemos que x s;: y e portanto, 

I(x-z;) =1 =?I(y-z;)= 1 
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Com isto, temos que 

E[(I(x- z;)I(y- z;))] = <li(x) , 

e para í 'I j 
E[(I(x- z;)l(y- z;))] = <li(x)<li(y) 

Voltando à demonstração, teremos 

Cov[Fn(x), Fn(Y)] = ,;, [n<li(x) + n(n- l)<li(x)<li(y)]- <li(x)<li(y) = 
~<li(x) + ~(n -!)<li(x)<!i(y)- <li(x)<!i(y) = ~<li(x)- ~<li(x)<li(y) = 

= ~<li(x)[!-<li(y)] . 

o 

Cabe aqui, ainda, enunciar o seguinte resultado: 

Resultado 3.5: 

Usando expansào em série de Taylor da função ~P- 1 (x) sob E(x), segue que, sob a 

hipótese de normalidade das variáveis li, -

e 

onde rjJ( x) é a função de densidade normal padrão. 

o 

Portanto, o gráfico dos pares (zi, cp-1 [Fn(z;)]) deve ser aproximadamente linear, com 

inclinação 1, passando pela origem, sob suposição de normalidade dos efeitos aleatórios. 

Além disso, uma região crítica aproximada para ~P- 1 [Fn(zi)] é dada por 

' z; ± 1.96 {(1/n)<li(z;)[!- <li(z;)]}' /<P(z;) . 

Dempster e Ryan (1985) propuseram uma modificação no gráfico de probabilidade 
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normal usual, atribuindo pesos aos estimadores dos efeitos aleatórios de cada unidade. 

Desta forma, será dado maior destaque (maior peso) àquele efeito aleatório que foi esti-

mado com mais observações. Então, em vez de Fn(x), consideremos F;(x) para denotar 

a distribuição acumulada empírica ponderada. Para obtermos F~(x) procedemos da 

seguinte maneira: 

Consideremos os pesos 

Então, 

onde 

e 

Wi =c' Cov(i'i) c, i = 1, ... , n. - - -

() Li-1 w;l(x-z;) F; X = =='----;-;7-----'-'­w 

W= '<'n W 
L.....i=l I 

{ 

1, 
I(x- y) = 

o, 
se x?:.y 

c. c. 

(3.11) 

(3.12) 

Verificaremos, agora, as propriedades da função distribuição acumulada empírica pon­

derada quanto à sua média e variância. 

Resultado 3.6: 

Sob suposição de normalidade das variáveis f;, -
E[F;(x)] = <l'(x) 

onde cl>(x) é o valor para x, na distribuição normal padrão acumulada, e, para y?:. x, 

1 v 
Cov[F;(x),F;(y)] = -(1 + -

2
)<l'(x)[1- <l'(y)] 

n m 
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onde 

e 

m ~ ~ '\'n w 
n L...i::::l • 

v ~ [~ '\'n w']- m 2 
n L...•=1 • 

são a média e a variância dos pesos definidos em (3.11). 

Prova: 

Dado que z;, i = 1, ... , n são variáveis aleatórias independentes normais padrão, então 

E[F~(x)] ~ ~ L:~=l w,E[I(x- z,)] ~ <l>(x) 

e ainda, seguindo o mesmo procedimento usado anteriormente, 

C ov[F;:( x), F~ (y )] ~ ~'E [J::i,1 w;I( x - z;) J::i=l w;I(y - z;)] - <!>( x )<!>(y) ~ 

,i, {E[(I(.T- z,)l(y- z1))wiJ + E[(I(x- z1 )1(y- z2))w1w2 ] + ... + 
E[(I(x- z,)I(y- Zn))w,wn] + ... + E[(I(x- Zn)l(y- z,))wnw,J+ 

+E[(I(x- z,)l(y- z2 ))wnwz] + ... + E[(I(x- z,)l(y- zn))wm- <l>(x)<l>(y) ~ 

~ H~' [<l>(x) L w? + <l>(x)<l>(y) Lh w;w;]- <l>(x)<l>(y) 

Mas sabemos que 

j;f2 = n2m2 ==;. [I:#j w;wj + L:i wf] = n2m2:::} 

Li:;tj WiWj = n 2m 2
- (v+ m 2)n . 

Cov[F;(x),F;(y)] ~ n,:,,[<l>(x)(m 2 + v)n + <l>(x)<l>(y)(n2m2
- (v+ m2 )n)]- <l>(x)<l>(y) ~ 

= (:~v)<I>(x) _ <I>(x)<I>(y) [l _ (n2m2):"tm2)n)] = 

~ ~<l>(x) [1 + ,;:, ]- <l>(x)<l>(y) ~~ + n;;,,] ~ ~(1 + ,;;,)<!>(x)[l- <l>(y)] . 
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Lo gol 

e 

Cov[F;(x),F;(y)] = (1 + ,;:,)Cov[Fn(x),Fn(Y)] = 

= ~(1 + ,:,)<l\(x)[1- <1\(y)] 

Resta ainda enunciarmos: 

Resultado 3. 7: 

o 

Usando expansão em série de Taylor da função w-1(x) sob E(x), segue que 

C {<I\- 1[F'(x)] <I\-1[F'(y)]} "'~ (1 + _':'__) <l\(x)[1 - <1\(y)] 00 n ' n n m' 1(x)1(y) 

(3.13) 

onde cfo( x) é a função densidade normal padrão.Portanto 1 uma região crítica aproximada 

para <I\- 1[F;(z;)] é ,!;,da por 

( 
v )t ' z; ± 1.96 1 + m' {(1/n)<l\(z;)[1- <1\(z;)]}' N(z;) 

o 

Note 1 em (3.13). que a distribuição empírica ponderada apresenta uma maior vari­

abilidade em relação à distribuição empírica não ponderada. Isto proporciona uma maior 

sensibilidade do gráfico normal ponderado para detectar possíveis violações das suposições 

distribucionais. 

3.2.2 Ajustes finais 

O gráfico de probabilidade normal ponderado precisa ainda ser ajustado para os pon­

tos finais 1 pois 1 caso contrário, <I>- 1 [F;(x)] não pode ser calculado para os maiores z/s 

(<J>- 1 [1] ~ oo). Dcmpster e Ryan (1985) sugerem o procedimento descrito a seguir. 

Seja w(i) o peso que corresponde à i-ésima estatística de ordem Z(i)· Então, devemos 
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fazer 
5 

F '( ) ,--,--,-"-8_:W:o(.o1)':-_-,--,----'n X = < 
~W(1) + ··· + W(i) + ... + ~W(n) 

para x ~ Z(t), e 
9 + 1 

F:(x)=c.--"'-=w:.\(1~)~w~('L)_:+_:·_:··_:+_L2W~(i)L_ 

~W(l) + ··· + W(i) + ··· + ~W(n) 
para x E (z(•- 1), Z(i)]. 

Para os gráficos de probabilidade normal ponderados deve-se considerar a variância 

de i';, dada por Lange e Ryan (1989), que assume que todos os parâmetros do vetor j3 

são conhecidos, ou seja: 

(3.14) 

Iremos considerar ainda, nos conjuntos de dados analisados neste trabalho, uma região 

crítica mais rigorosa1 (mais estreita) que a apresentada no resultado 3.7, 

' 
z, ± (I+ ~ 2 )' {(1/n)<l>(z,)[l- <l>(z,)])! /1(;) 

com o valor 1 em vez de 1.96. Lange e Ryan (1989) sugerem ainda uma correçao na 

região crítica paul. compensar pelas estimativas usadas, ao invés dos parâmetros. Com 

este ajuste, para valores mais altos ou mais baixos de z/s as regiões críticas são aproxi-

madamente iguais ;1s regiões críticas sem ajuste. Nos valores centrais de z;'s, entretanto, 

o intervalo é mais estreito, com o ajuste. Neste trabalho, não utilizaremos esta correção, 

pois é de difícil implementação computacional. Entretanto, temos interesse em, futura­

mente, desenvolver ainda mais os gráficos de probabilidade normal ponderados fazendo 

uso do ajuste sugerido. 
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3.3 Exemplos 

3.3.1 Potthoff e Roy (1964) 

Consideremos os dados indicados na tabela 3.1 1 extraídos de Little e Rubin (1987), refe­

rentes a um experimento analisado por Potthoff e Roy (1964). Neste conjunto de dados, 

as observações foram obtidas ao longo das idades de meninos e meninas para uma certa 

variável de interesse. Algumas observações (entre parênteses) foram retiradas com o 

objetivo de se estudar a metodologia na presença de dados não balanceados. 

Meninas Idade (em anos) Meninos Idade (em anos) 
Unidades 8 10 12 14 Unidades 8 10 12 14 

1 21 20 21.5 23 1 26 25 29 31 

2 21 21.5 24 25.5 2 21.5 (22.5) 23 26.5 

3 20.5 (24) 24.5 26 3 23 22.5 24 27.5 

4 23.5 24.5 25 26.5 4 25.5 27.5 26.5 27 

5 21.5 23 22.5 23.5 5 20 (23.5) 22.5 26 

6 20 (21) 21 22.5 6 24.5 25.5 27 28.5 

7 21.5 22.ó 23 25 7 22 22 24.5 26.5 
8 23 23 23.5 24 8 24 21.5 24.5 25.5 

9 20 (21) 22 21.5 9 23 20.5 31 26 
10 16.5 ( 1 g) 19 19.5 10 27.5 28 31 31.5 
11 24.5 25 28 28 11 23 23 23.5 25 

12 21.5 (23.5) 24 28 
13 17 (24.5) 26 29.5 
14 22.5 25.5 25.5 26 
15 23 24.5 26 30 
16 22 (21.5) 23.5 (25) 

Tabela 3.1: Dados extraídos de Little e Rubin 
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O modelo que melhor se ajustou aos dados define uma reta para cada grupo, com um 

efeito aleatório (incliuação individual) e considera os erros totalmente independentes, ou 

seJa, 

V(,,) = cr'L 

Relacionamos, r1<:ts tabelas 3.2 e 3.3, as inclinações individuais estimadas ( e.a) com 

seus desvios padrões (s.d), para as 11 meninas e os 16 meninos, respectivamente. 

Meninas 

l e.a s.d 
I -1.051 0.661Jõ 
2 0.3420 0.6605 
3 0.7386 0.7452 
4 1.9490 0.6G05 

5 0.0205 0.6605 
6 -1.307 o. 7452 
7 0.3420 0.6605 

8 0.6634 0.6605 

9 -1.307 O. 7452 
lO -3.626 O. 7452 
11 3.235 0.6605 

Tabela 3.2: Efeitos aleatórios estimados para as meriinas 
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Meninos 

l e.a s.d 

I 2.372 0.6(i(F) 

2 -1.294 0.7115:! 

3 -0.628 0.6605 

4 1.4080 0.6601 

-~ 
-1.976 0.745:! 

6 1.194 0.660:) 

7 -1.057 0.()605 

8 -0.949 0.6605 

9 0.1222 0.6605 

!O 3.873 O.(iGO-~) 

11 -1.164 O.(i(i(J.J 

12 -0.612 0.7'15:! 

13 -0.885 O. 7,152 

14 -0.092 U.(itiO-~) : 

15 0.7651 0.660·~) 

16 -1.076 0.8739 

Tnhclct 3.3: Efeitos aleatórios estimados para os meninos 
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Com estes efeitos aleatórios padronizados segundo (3.10), foi obtida a distribuição 

acumulada emríri ca ponderada F:;. Desta forma, seguindo o procedimento da seção 

anterior, obtivemos o seguinte gráfico: 

o 

o ...... 

-2 -1 

/o 

_.--·: .. fj·-···::: .. -·--·----·· 
o . 

/,.-···_:.é:.;.// 
.. ...- ... /Q_, ..... 

, .. ---· . .(Í15·_~---··-· 

o 

o 

2 

Figura 3-1: C ráfico de probabilidade normal ponderado do efeito aleatório 

Podemos not.aL pda análise do gráfico, que o modelo se ajusta satisfatoriamente aos 

dados. 

3.3.2 Jones (1990) 

Pa.ra o conjunto de dados, não balanceado, analisado em Jorres (1990), foi ajustado um 

modelo considcr<-uHio um vetor de efeitos aleatórios li tridimensional. Podemos cons-

tatar a boa adequavlo do modelo pela análise dos 3 gráficos de probabilidade normal 

ponderados, ab(lixo: 
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o 

·2 ·1 o 2 

Figura 3-2: CirMico de probabilidade normal ponderado do efeito aleatório /I 

o 

,~9/,?/ .. // 
___ .-

o 

-2 -1 o 2 

Figura 3-3: Crcí.fico de probabilidade normal ponderado do efeito aleatório 12 
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o 

-2 -1 o 

/Q 

.o 

i1;;/· 
/<if/ 

2 

o 

Figura 3-4: (~níJico de probabilidade normal ponderado do efeito aleatório 73 
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Capítulo 4 

O Filtro de Kalman na Estimação e 

Predição do Modelo Laird-Ware 

4.1 Introduc;âo 

O filtro de KalnJ<l.ll ( F'K) é um processo comumente empregado em áreas da Engenharia 

e outras ciênci;u, ['í:-;icas desde a década de 60. Kalman (1960) introduziu esta nova 

abordagem ao problema clássico de estimação, desenvolvendo um método recursivo de 

estimação e predi{;úo de séries temporais, executando um algoritmo para cada ponto no 

tempo. Trabalhando com Bucy (1961) esses resultados foram generalizados a processos 

aleatórios e a implctncntação computacional foi facilitada. A praticidade da abordagem 

de Kalman logo I or11ou-se imensamente popular entre engenheiros. 

Esta metodologta roi inicialmente utilizada na indústria aeroespacial para estimar a 

posição de foguct.cc; Supondo que as observações estão sujeitas a erros aleatórios, esti­

mativas aperfeiçoil.d<-~s da posição do foguete são obtidas combinando informações sobre 

a posição estimruLcl por oca.siã.o do tempo anterior e a posição observada no tempo atual. 

Este procedimento llcrmite que as estimativas da posição do foguete sejam continuamente 

atualizadas, assim que os dados são coletados. O termo 'filtro' é usado quando a es­

timação da posi<,:;'to do foguete é executada no tempo da mais recente observação. Muitos 

trabalhos subscqiiettles ao artigo de Kalman apresentaram aplicações deste método a 

usos práticos em no controle estatístico de qualidade (Phadke, 1981 ), navegação aérea e 
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submarina (Titus. 1 D17) e outras aplicações espaciais (Bucy e Joseph, 1968). 

Schweppe (19G5) mostrou que, se os erros tiverem distribuição normal, o processo FK 

pode ser usado pa.ra calcular funções de verossimilhança, como veremos mais adiante. 

Neste momento. lúriilll abertas as portas para a aplicação do FK no ambiente estatístico, 

pois a possibilidcull· de calcular verossimilhanças nos permite obter estimativas de quan­

tidades desconhecidas. 

Devido à dificuldiide de interpretação, pelos estatísticos, da literatura envolvendo FK, 

que utiliza notação, linguagem e estilo diferentes, somente mais tarde, a partir da década 

de 70, é que se deu c1. devida atenção a este método. Na literatura estatística, o primeiro 

tratamento ao f'l( l"ui dado por Duncan e Horn (1972) baseado em teoria de regressão 

com coeficientes <li<'<t!Órios, ou seja, considerando as quantidades a serem estimadas como 

sendo variávei::; iJb·ll<.)rias. A partir daí, muitos pesquisadores se esforçaram no sentido 

de obter derivações do procedimento recursivo FK de formas mais simplificadas. Desde a 

derivação origiual d1· [\alman (1960), fazendo uso do teorema da projeção ortogonal, até 

Jorres (1993), que se baseou em esperanças condicionais, apareceram outras interessantes 

derivações. Wegmau ( 1982) propõe uma discussão mais matemática do FK enfatizando 

uma abordagem d'" equação diferencial estocástica. Diderich (1985) deriva as equações 

do FK a parti r dl' um estimador misto de Goldberger-Theil. Seguindo a abordagem 

bayesiana à tcoriil de regressão, temos o excelente artigo de Meinhold e Singpurwalla 

(1983), além dos 1 r;1ha\hos de Broemeling (1985) e Welch (1986). Atualmente, o FK é um 

método ampla.HICIJtc divulgado na literatura, pois percebeu-se que ele é potencialmente 

de grande utilidad(' 11a Estatística, principalmente nas áreas de Modelos Lineares de 

Regressão e de S/~rie~ Temporais. 

Na seção 1.:2 dl'"'('JIVOlvcremos a teoria do Filtro de Kalman como um procedimento 

de predição rcnll.~l\"<~. Na seção 4.3 introduziremos uma forma de representar modelos 

em espaço de esl.a.dus e enunciaremos os passos da recursão de Kalman utilizando o 

embasamento t.cóncu desenvolvido na seção 4.2. Na seção 4.4 discutiremos duas formas de 

utilização do Fi!Lro ,](• Kalman ao modelo de Laird-Ware: a predição de efeitos aleatórios 
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e. a estimação de parámetros, abordando a associação entre a recursão de Kalman e a 

decomposição de ( 'l1olesky da matriz da estrutura de covariância do modelo de Laird-

Ware. 

4.2 Um Pmccdimento de Predição Recursiva 

Sejam Yt e j31 variáYeis aleatórias, associadas ao tempo t, sendo Yt observável e f]1 , de­

nominada estado da natureza, variável não observável. Uma equação define a relação 

entre o observado e o estado da natureza no tempo t: 

( 4.1) 

onde Ht é constaiJtc conhecida e w1 é variável aleatória, com distribuição N(O, R1). Uma 

outra equação c:;t alxJece a relação entre o estado da natureza no tempo t e no tempo 

anterior, t- bt: 

( 4.2) 

onde <Pt é consLa.utc conhecida e Vt é variável aleatória, com distribuição N(O, :Z:::t)· 

Considera-se v 1 independente de Wt e Vt independente de Vt' para t' < t. 

Seja Yt= (y1 ,!J'2· ... ,yt)', o vetor de observações até o tempo t. Num ponto de tempo 

t consideramos <:1 distribuição de probabilidade de f3t, dado Y 1_ 61 , como a distribuição a -
priori, e dado Y;. como a distribuição a posteriori. 

No que segue. \·;,unos definir a distribuição a posteriori de f3t, supondo conhecimento 

da distribuição <l pusteriori de f3t-ót (ou seja, a partir da distribuição de probabilidade 

de f3t-ót, dado l. 1_,\ 1). Este será o nosso objetivo. 

Portanto, co11sidcre conhecida a distribuição a posteriori de f3t-ót: 

(fl,_,; y ,_,) ~ N(~'-"' s,_") ( 4.3) 
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Usando (4.2), temo~ que 

e 

e desta forma. t.clnDc; definida a distribuição de probabilidade a priori de f3t: 

(') ( 4.4) 

Usando a esperança if!t~t-St, da distribuição a priori de f3t e usando (4.1), H/Pt~t-6t 

é uma predição péHiL a observação no tempo t, prévia à sua observação. Assim, o erro 

desta predição é definido por: 

( 4.5) 

ou seja, a diferenr;a entre a observação no tempo t e a predição, com base em Y t-lit· 

Dado que Ht e {!J 1 s:~.o constantes conhecidas e que f3t-lit já está definido por ocasião do 

tempo t, observ;u :tlt é equivalente a observar et. Podemos reexpressar e1: 

et = Yt - Htif!t~t-fit 

= (H1{31 +wt)- H,i!>,/J,_" por (4.1) 

= H,(f3, - '1>,/J,_,) + w, 

Desta forma, a clisl.ribuição de et, dados {31 e y t-fit, é normal, com esperança H 1({31 -

C»tÍ!Jt-6t) e variância R1. 

1 Utilizamos 4>1 81_,, 1 (Pi ao invés de <I>fSt-õt, propositalmente, porque desta forma os resultados serão 
adequados a situ;v,:(ws onde tenhamos vetores e matrizes, ao invés de escalares. 
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Até este ponto, temos que 

e 

(e,( (3,, y t-61) ~ N(H,((3, - ií>,p,_61 ), R,) 

Precisamos definir. i1 seguir, primeiramente, a distribuição conjunta de (j3tf y t-St) e 
N 

(et/ Y t-st) , e, finalmente, a distribuição de f3t, condicionada a et e Y t-St· Esta 
N N 

última é a distribuição de {31, condicionada a Yt e y t-st, ou seja, a posteriori de f3t· Um 

conhecido resultado sobre normais multi variadas é destacado abaixo, sem prova, para a 

obtenção das disirilJuições mencionadas. 

Resultado 4.1: 

( 
X, ) ~ N [ ( 1'1 ) , ( J.;n J.;,, ) l *' 
X2 f.l2 -E21 .Ezz 

*? (X,jX, ~ .z,) ~ N(!'l + J.;,,J.;22
1 (x, -l'z),J.;n- J.;,,I;zz'I;,.) e X,~ N(fl,,J.;,) 

o 

Considere este~ outros resultados: 

Resultado 4.2: 

A distribuição conjunta de flt e et, dado r t-St é: 

Prova: 
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Temos 

e 

( e,j {3, y ,_,) - N(H,({J, - <I>,p,_&t), R,) 

Usando o resultado rl.l, no sentido inverso, com fJt/ Y t-6t no lugar de X 2 e etf f3t. Y t-ót 
N N 

no lugar de X 1/X2. temos: 

Precisamos ainda definir fl1 , Í::12 e Eu : 

-1 , 
~1 + 2:12 2:22 (x 2 - ~ 2 ) = H,((31 - <I>,f3,-&t) 

'* 2:12 =H,>:,= H,(<P,s,_.,w: +L:,) , por (4.6). 

En - E12E2"21 E21 = Rt 

::::::? :E11 = (Ht:E22):E22
1(Iit:E22) 1 + Rt , usando :E12 = HtL,22, 

::::; Iit:E22H; + Rt ::::; 

= H,( <P,S,_" w: + L_,)H; + R, , por ( 4.6). 

D 

Resultado 4.3: 

A distribuição a posteriori de f3t é normal com esperança 
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e variância 

Prova: 

A partir do argumento direto do resultado 4.1, com (f3t/ ,t' t-ôt)no lugar de X 1 e 

etf y t-ôt no lugar de X 2 , temos sua conjunta dada pelo resultado 4.2 e a condicional 

((Jt/et, Y t-ot) com esperança j.t1 +E12 Ez:l(x2 - t.t2), na notação do resultado 4.1, e neste 
,.._, N ,.._, ,._, 

contexto: 

e variância :E11 - E 12 :EZ2
1 :E 21J na notação do resultado 4.2, e neste contexto: 

o 

Podemos sumarizar os resultados apresentados, usando a notação (St/Yt-5t) para a 

quantidade 4">tSt-ot4">~ + Lt= 

(8,_ 5,f r ,_;,) ~ N(&,_,, S,_,) (posteriori de f3t-5t) 

((3,/ r t-6<) ~ N(i!>,&,_,, (S,j ):' <-ót)) (priori de (31) 

((J,j Y;) ~ N(i!>,&,_, + (S,j Y ,_,)H![H,(S,j Y ,_,)H!+ R,]- 1 e1 - - -
(S,j y ,_.,)- (S,j y ,_.,)H![H,(S,j y ,_.,)H!+ R,J-1 H,(S,j r <-ót)) (posteriori de f3t) 

( 4.7) 

Um procedimento recursivo começaria no tempo zero, com valores iniciais /Jo e 50 , que 
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seriam as melhores avaliações sobre a média e variância de {30 , ou seja, estaria definido: 

f3o - N(~o, So) 

As distribuições a priori e a. posteriori de (31 seriam definidas conforme (4.7), e assim 

por diante, ponto a ponto, obtém-se nova distribuição a posteriori. Este procedimento é 

denominado Filtro de Kalman. A recursão deve ser executada até a última observação. 

Ao final do processo a esperança da distribuição a posteriori do estado da natureza será 

a nossa predição do estado da natureza. 

4.3 Representação em Espaço de Estados e o Filtro de Kalman 

A situação vista na seção anterior será agora apresentada para o caso mais geral de 

vetores de observações e vetores de estados da natureza. Novamente são consideradas 

duas equações para a definição de um fenômeno e a obtenção da distribuição a posteriori 

dos estados da natureza é o objetivo da recursão. 

Denomina-se representação em espaço de estados uma forma de representar um de­

terminado fenômeno a partir de um sistema de duas equações, uma equação para um 

vetor de observações e outra. equação para um, vetor de quantidades aleatórias, que se 

deseja. predizer. Estas serão definidas a seguir. 

Seja Yt um vetor aleatório observável no tempo t, que depende de um vetor aleatório, -
não-observável, {1 1 , conhecido como estado da natureza. A relação entre Yt e flt, co­

nhecida como equação de observação é dada por: 

(4.8) 

onde: 

• Yt é vetor aleatório, n x 1, de observações no tempo t; -
•fl1 é vetor alcnJ.ório, b X 1, de estados no tempo t; 
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•Ht é matriz, n x b, conhecida, que determina quais elementos, ou combinações de 

elementos do vetor de estados, são destacados; 

• ":t é vetor aleatório, n x 1, de erros observacionais, com distribuição gaussiana, com 

vetor de médias zero e matriz de covariância Rt, ou seja, 

A equação conhecida como equação do sistema é dada por 

(3,= il>(t; t- ot) 13 ,_,+ ~, 

ou melhor, 

(3,= il>(t; t- ot) f3 ,_, + G, v, ( 4.9) 

onde: 

ei),(i; i- bi) é matriz conhecida, b x b, de transição de estados do tempo t- bt para 

o tempo i; 

• Vt é vetor, b x 1, de incrementos aleatórios ao estado no tempo i, com distribuição 

normal padrão, ou seja, 

•Gt= matriz, b x b, que incorpora as covariâncias dos elementos de {)t, ou melhor, G 1 

é tal que 

Considera-se Wt e v1 independentes. Uma eficiente determinação das matrizes .P(i; i­

lit), H~, Rt e Gt depende acima de tudo de um bom conhecimento do comportamento do 

sistema físico que rege o fenômeno em estudo. 

Um exemplo freqüentemente citado na literatura é o rastreamento da órbita de um 
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satélite ao redor da Terra. O estado da natureza f3t, que desejamos conhecer, pode ser a 

posição e a velocidade do satélite no tempo t, com respeito a um sistema de coordenadas 

esféricas com origem no centro da Terra. Estas quantidades não podem ser medidas 

diretamente. No entanto, através de estações de rastreamento ao redor da Terra, nós 

podemos obter medidas (com erros observacionais) da distância entre a Terra e o satélite 

e dos ângulos da posição do mesmo em relação ao centro da Terra; estes seriam os 

componentes do vetor Yt· Os princípios de Geometria e Física, etc, que relacionam Yt e {3t, 

podem ser incorporados na matriz Ht, enquanto que Wt refletiria o erro de mensuração; 

a matriz cJ;I(t; t- lit) representaria a forma como a posição e a velocidade mudam no 

tempo de acordo com as leis físicas que regem os corpos celestes orbitantes, enquanto 

que Gt Vt representariam os desvios em relação a essas leis, devido a fatores como a 

não-uniformidade do campo gravita.cional da Terra. 

Antes de definir formalmente o método recursivo do FK, uma sucinta descrição é dada 

sobre seu uso com relação ao exemplo acima. Tendo como objetivo o conhecimento do 

vetor de estados da natureza, o processo recursivo do FK se inicia com uma definição dos 

valores iniciais de /Jo e de S0 , onde {30 representa a estimativa inicial do vetor de estados no 

tempo zero e S0 representa a matriz com valores iniciais para as variância.s e covariâncias 

deste vetor de estados, no tempo zero. Engenheiros aeroespaciais envolvidos com o 

problema poderão proporcionar esses valores com base em experiências passadas ou então, 

se houver pouca informação, estabelecer uma estimativa inicial com grandes variâncias 

associadas, ou seja, valores altos para as variâncias na matriz 5 0 . Na etapa seguinte 

(tempo 1), /30 c S0 , juntamente com a nova observação, são usados para estabelecer uma -
estimativa atualizada, /31 , e uma nova matriz de covariâncias, S1 . Portanto, na recursão, 

ao atingirmos o tempo t, temos ~ t-ot e St-Ot calculados, onde /3 t-Ot denotará a melhor 

estimativa do estado f3 t-ót, dadas as observações até o tempo i- ót; e St-6! a sua 

respectiva matriz de covariâ.ncias; e uma nova observação, combinando-se esses elementos 

para a obtenção de {31 e St O processo segue até a última observação. Experiências -
têm mostrado que, se as estimativas iniciais são aproximadamente corretas, razoáveis 
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estimativas do vetor de estado podem ser obtidas junto com a matriz de covariâncias das 

estimativas. 

Abaixo seguem, de forma compacta, os passos da recursã.o de Kalman, onde a notação 

Yt se refere à matriz cujas colunas são os vetores de observações, do primeiro tempo até 

o tempo i. A recursão começa com valores do estado no tempo t- ót, /J 1_ 81 , e sua matriz 

de covariâncias St-81: 

1. Calcula-se a esperança a priori de f3t, 
N 

((3, fY,_,) ~ '1', ~ ,_, 
N 

2. Calcula-se a matriz de covariâncias a priori de {31 

3. Calcula-se a predição do vetor de observações no tempo t, prévia a sua observação, 

N 

4. Calcula-se a diferença entre o vetor de observações e a predição desse vetor, obtido 

Esta quantidade é denominada Inovação; 

5. Constrói-se a matriz de covariâncias de et dado Yt-5h 

6. Atualiza-se o vetor de estados (que é a esperança da distribuição a posteriori de 

(3,), 
N 
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onde Kt é o ganho de Kalman e é dado por Kt = (StfYt- 5 t)H~Vf
1 • 

7. Calcula-se a matriz de covariâncias desse vetor atualizado (que é a matriz de 

variâncias e covariâncias da distribuição a posteriori de f3t), 
~ 

S, = (S,fY,_,)- K,H,(S,jY,_,) 

As justificativas para esses passos se encontram no desenvolvimento teórico da seção 

anterior, notando-se que G 1 G~ substitui a notação Lt, na equação do sistema (4.2). 

4.4 Aplicação ao Modelo de Laird-Ware 

Numa análise de dados, para valores arbitrários da estrutura de covariância, primeira-

mente, são calculadas as estimativas de [3, 17
2

1 do modelo Laird-Ware, e o valor da função 
~ 

de verossimilhança. correspondente a esses valores. Após a estabilidade dos valores da 

função de verossimilhança, temos as estimativas (finais) de todos os parâmetros do mo-

dela Laird-Ware. 

O Filtro de Kalman pode ser utilizado com o propósito de obtenção destas estimativas, 

numa primeira fase. Em seguida, usando as estimativas de todos os parâmetros fixos, 

o FK pode ser utilizado, agora, com o objetivo específico de obtenção de predições dos 

efeitos aleatórios das unidades, caracterizando a segunda fase. As duas fases de utilização 

do FK têm definições distintas do vetor de observações. 

Nesta seção, as duas utilizações do Filtro de Kalman serão discutidas, e, por con­

siderarmos mais adequado, começaremos com a explicação da segunda fase, quando já 

supomos disponíveis as estimativas de (3, a 2 e B, do modelo de Laird-Ware. Os passos 
~ 

da recursão de Kalman serão apresentados considerando uma estrutura de correlação 

serial AR(l) e erros observacionais. Para outras estruturas, pequenas alterações seriam 

necessárias. 
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4.4.1 Predição de efeitos aleatórios 

Jorres (1993) propõe o emprego do FK para a predição dos efeitos aleatórios do modelo 

Laird-Ware, usando estimativas dos parâmetros do modelo. Estas estimativas já estariam 

disponíveis pois, cronologicamente, esta é a última das duas fases de utilização da re­

cursão. Portanto, através dos passos da recursão de Kalman, são utilizadas as estimativas 

~~ â2 e Ê. 

Seja o modelo de Laird-Ware com estrutura AR(l) e erro observacional. Assim, fi 
N 

é descrito como uma série temporal, seguindo um processo contínuo auto-regressivo de 

la ordem (AR(l)), com pontos de tempo desigualmente espaçados, possivelmente com 

observações perdidas. O elemento de Ei correspondente à observação realizada no tempo 
N 

t é descrito como 

éit = r/JtEi(t-8t) + 'T}it (4.10) 

onde 

•rPt, o coeficiente auto-regressivo é dado por 

~' ~ exp [ -a08t] (4.11) 

sendo ao um valor positivo; 

•'T};t é um incremento aleatório no tempo t com média zero e variância 

u 2Q;, ~ a-2 [1 - exp( -2a08t)] (4.12) 

Então, para um;-1 unidade, no tempo t, temos 

ou 
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onde x~t é a t-ésima linha da matriz X;, e podemos utilizar a representação de espaço de 

estados, definindo a. equação de observação: 

( 4.13) 

onde zit é a t-ésima linha da matriz Z; e W;t ,....., N(D, a2aÕ). Para completar a representação -
do modelo Laird-VV;ue em espaço de estados, a equação de estado é dada por: 

(4.14) 

Nota-se que a primeira linha deste sistema de equações é a equação (4.10), informando 

a correlação serial i\R(l), e que os vetores "(;1 não se alteram, com respeito ao tempo t. -
O erro observaciona.l incorporado na equação de observação é representado por 1}it· 

Relacionando à notação do caso geral apresentado na seção 4.3, temos: 

(3,""' [ ''.' l ,,, -
Yt {:> Y;t- x:ts --

R •2 2 
t #a a 0 

O ponto chave desta fase da utilização do FK e que usamos como valor observado o 
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resíduo Yit- x~J;, na impossibilidade de observar diretamente /i ou Eit· -- -
Para iniciar a recursão de Kalman são necessários valores iniciais para o vetor de 

estados e sua matriz de covariâncias. Uma sugestão é usar as definições do modelo 

Laird-Ware, utilizam! o as esperanças e variâncias das suposições distribucionais: 

[ 

E;o l 
/iO 

=O -
e 

Desta forma, a renn·são de Kalman deve ser utilizada conforme definida acima, com o 

objetivo de obter a distribuição a posteriori de"(; e sua matriz de covariâncias. A recursão -
é inicializada novamente para cada unidade. No caso de utilização de outras estruturas 

de correlação, o procedimento deve ser o mesmo, com pequenas alterações. 

Reenunciaremos abaixo os passos da recursão de Kalman, já adaptada para a predição 

[ •
ii(t-5!) l dos efeitos aleatórios, a partir das estimativas no tempo t- Dt) e st-6!: 

'Y i(t-5t) -
['"], 1. Calcula-se a esperança a priori de 

lit -

[ '" l· /it -
2. Calcula-se a lllatriz de covariâncias a priori de 

(S,jY,_,) = 
[ 

"" Q' l [ q,6t Q' l St-Gt 

O I O I - -
+ [ ~'~"' ~ l 
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3. Calcula-se a predição do vetor de observações no tempo t, prévia à sua observação, 

4. Calcula-se a diferença entre o vetor de observações e a predição desse vetor, obtida 

acima, 

5. Constrói-se a matriz de covariâncias de et dado Yt-ót, 

z;, l (S,fY,_") [ 1 l 
N Zit -

6. Atualiza-se o vetor de estados (que é a esperança da distribuição a posteriori de 

['"]), /it -

onde Kt, o ganho d(" Kalrnan, é dado por K 1 = (St/Yt-st) [ 
1 

] Vt 1
. 

Zit -7. Calcula-se <I matriz d-e covanancias desse vetor atualizado (que e a matriz de 

[ '" ]), variâncias e covariàucias da distribuição a posteriori de 
/it -

S, ~ (S,jY,_61)- K, [ 1 z,J, l (S,fY,_") 
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4.4.2 Estimação de parâmetros 

Jorres (1993) propõe o emprego do FK, numa fase inicial, quando a partir de valores 

arbitrários de a.\gu11s parâmetros da estrutura de covariância, se objetiva obter as quan­

tidades necessárias para o cálculo das estimativas ~e &2
, além do respectivo valor da 

~ 

função de verossimilhança. Ou seja, o objetivo desta fase é obter a matriz (1) e o vetor 

(2), necessários para estimar f], 

(1) -1 (2) 

ê~ ( ltx;v;'x,) ( lt x;v; 1 

16) 

a soma de quadrados ponderada total (3), necessária para estimar o-2
, 

onde n = L n; é o número total de observações para todas as unidades e o termo deter­

minante ( 4) em f 
(4) 

f~ nln(2n&')+ I:ln IV; I +n 

No decorrer dos passos da recursão o valor 1 é usado em lugar de a-2
, como se tivesse 

havido uma mudallça de escala. A representação em espaço de estados é um pouco 

diferente daquela apresentada na subseção anterior (efeitos aleatórios). 

Em primeiro lugar, vamos abordar a associação entre a recursão de Kalman e a 

decomposição de Cholesky da matriz da estrutura de covariância do modelo Laird-Ware, 

V;. Considere o modelo de Laird-VVare 

y;= X; j3 +Z; "fi + t; 
~ 

=?- Var(Z; "fi+ E;)= u
2

Vi(n;Xn;) 
~ ~ 
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Aplicando a fatorização de Cholesky, 

onde Ti é uma matriz triangular superior, teremos 

Vc1 ~ Tc1(T')-1 

' ' ' 

denominada fatorização de Cholesky reversa, pois é o produto da matriz triangular su­

perior seguida de sua transposta. 

Seja 

(4.15) 

Resultado 4.4: 

Considere o modelo Laird-Ware 

com estrutura AR(l), sem erro observacional e observações igualmente espaçadas. Então, 

o vetor, n; x 1, das inovações divididas pela raiz quadrada das respectivas variâncias, 

da recursão de Kalman, é exatamente a pré-multiplicação do vetor y; pela matriz L; 

(fatorização de Cholesky reversa de V;:-1 
). Além disso, I L; I é igual ao produto dos inversos 

das raízes quadutdilS das variâncias das inovações. 

Prova: 

O modelo de Laird-Ware, com observações igualmente espaçadas, define 

y;=E; 

OI! de, 

Eit = 4Yf.i(t-1) + T}it 
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e 

Var(~it)=l-~
2 

• 

Desta forma, 

I ~ ~2 q;n;-2 r/Jn;-1 

I ~ ~2 c/Jn;-2 

Vi= 
~2 

I 1 
I 

Seja a decomposiçã.o de Cholesky de V; :Vi = TiTii então, 

e 

')-I I 
L;= (T; = y'l- ~2 

I 
L; if!= y'l - ~2 

v'l- ~' o o o o 
-~ I O O O 

o 

o 

Yi2 - I/JYi1 

Yi3 - </JYt2 

o 
1 o 

o -~ 1 

Os passos da recursão de Kalman para este modelo são: 

1. 
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2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

(S,jY,_I) = ~'s,_, + (1 - ~ 2 ) 

V,= (S,jY,_,) = ~ 2 5,_, + (1- ~ 2 ) 

. ~· o's, •+11-o'l( ~· ) 
Et = <ptt-1 + ,pg1_1+(l r/>2) Yt- 'f'et-1 

= Yt 

s = ~'s + (1- ~')- (~'s,_, + (1 - ~'))'=o 
' ~ ,_, ~ ~'S,_, + (1 -1') 

Note que o valor constante zero para St, no sétimo passo, implica na simplificação Vt = 

1 - c/;2 no quinto passo. Assim, a primeira passagem da recursã.o, para este modelo, 

fornecerá os seguintes resultados: (considerando Eo = O e 50 = 1) 

1. 

(i,fY,) =O 

2. 

(S!/Yo) = 1'+(1-12
) =1 

3. 

ih= o 

4. 
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5. 

6. 

7. 

A segunda passagem fornecerá 

1. 

2. 

t:1 = Y1 

(i,jY,) = ~y, 

(S,jY,) = 1- ~' 

3. 

4. 

5. 

V 2 =1-~' 

6. 

7. 

s, =o 

As passagem seguintes fornecerão 
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Ej = Yi 

S; =O 

para j = 2, ... , n;. 

Portanto 1 o vetor das inovações divididas pelas respectivas raízes quadradas das 

vanancias é: 

1 

v1 ~' 

Yi2 - </JYi1 

Yi3 - </;y;2 

que é igual ao vetor ( 4.16). Além disso, como podemos comprovar pelo exemplo acima, 

ILd é igual ao produto dos inversos da raiz quadrada das variâncias das inovações, isto 

' e, 
1 1 

1L,I =1 x _,~ 1 ~, x _,~ 1 _~, x ... 

D 

O resultado 4.4 pode ser um pouco mais abrangente, como vemos a seguir: 

Resultado 4.5o 

Sob as condições do resultado 4.4, se usarmos um vetor (n; x 1), ::,, como vetor de 

observações, no passo 4, a recursão de Kalman produzirá o produto L; c, através das 
N 

. - . . 1novaçoes e sua vanancJas. 

Prova: 

É suficiente no\ ar que a prova do resultado 4.4 seria idêntica, quando os elementos 
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do vetor c fossem utilizados ao invés dos elementos de Yi, no quarto passo da recursão 
- N 

de Kalman. 

D 

Considerando agora um modelo de Laird-Ware qualquer, temos um resultado dire-

cionado aos nossos interesses. 

Resultado 4.6: 

Considere o modelo de Laird-Ware. Ao utilizarmos a recursão de Kahnan, definida 

na subseção anterior (efeitos aleatórios), usando como valores observados, no passo 4, os 

elementos de '!li: o vetor das inovações divididas pelas raízes quadradas de suas variâncias 

é exatamente 

L; y; 

onde Li = (Tir 1 (; a matriz triangular inferior da decomposição reversa de Cholesky 

de V;-1. Repetindo a recursão de Kalman, usando como valores observados, qualquer 

coluna de X, obtemos a pré-multiplicação desta coluna pela matriz Li. 

D 

Vamos, agora, analisar a associação entre a decomposição de Cholesky de Vi e as 

estimativas dos parámetros do modelo Laird-Ware. 

Resultado 4. 7: 

As quantidade::; XiVi1X.;, XiVi1 Yie Yi Vi1 y; podem ser expressas, respectiva-

mente, como 

e 

N N N 

~ [ lk1 :! + ' ' ' + {kk ~ J I [ {kl :_; + ' ' ' + {kk :~] 

~ [tk1 :'; + · · · + lkk ::~]' [lk1Y1 + · ·· + lkkYk] 

n; 

L ll»YI + ... + lkky,J' [lklYI + ... + l,,y,] 
k=l 

( 4.17) 

(4.18) 

( 4.19) 

onde lkj é o j-ésirno elemento da k-ésima linha, lk', da matriz Li, e xk é a k-ésima linha 
N N 

da matriz X;. 
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Prova: 

Li pode ser expressa como uma soma de matrizes: 

l' 1 

o' 

O' 

l' 2 

O' + O' + ···+ 

O' O' 

O' 

O' -
O' 

l' n 

onde lj= (l
11

, ... lij 1 Ü1 ••• ,0), porque L1 (4.15) é triangular inferior. Desta forma, L;X; 

também pode ~er expressa como uma soma: 

In ' x, 

O' -
L; X, O' + 

O' 

Por sua vez. o pmduto 

o' -
l·n x~ +122 x; 

O' +···+ 

O' 

(LíXiY(LiXi) = X~L~L;Xi 

= X'Tc1(T')-1X 
I I ' ' 

= X'Vc'X 
' ' ' 

pode ser expre~so como a soma 

n; n; n, 

L L A;A, = L A;A, 
k=lj=l 
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porque, para k f:- j, A~Aj =O, sendo 

O' O' 

O' 

O' O' 

o' O' 
N 

(matrizes de diuJCJJ::;ii.o n; x n,). De maneira análoga obtemos os outros dois resultados. 

o 

O método pmposlo por Jones (1993) sugere que a recursão de Kalman seja aplicada 

a cada coluna de X; e ao vetor de observações y; independentemente, pois conforme 

o resultado 4.G~ a rccursão de Kalman tem meios de produzir a pré-multiplicação das 

colunas de X, e :r;, pela matriz L 1 • Isto pode ser feito simultaneamente, definindo uma 

linha de observéu,:óes 110 passo 4 da recursão de Kalman 

de dimensão b + 1, onde x~k é a k-ésima linha de Xi e replicando o vetor de estados em 

. b + 1 colunas, ou seja, uma matriz de estados, denotada por n. Podemos notar que, 

a cada passagem da recursão, uma nova linha da matriz Xi e a respectiva observação 

são inseridas. Assim, a cada passagem da recursão, as b + 1 inovações, divididas pela 

raiz quadrada Ua variância, correspondem à respectiva linha de L; ( X; ~ ] . Os vetores 

colunas compostos por tais (b+1) elementos, multiplicados pelos seus transpostos, acumu­

lados durante i\S passagens da recursã.o de Kalman, fornecem as quantidades x:v;1Xi, 
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X~Vi 1 Yi e Yi V,-1 Yi, conforme o resultado 4.7. - - -
Apresentaremos a.inda um último resultado, relacionando a decomposição de Cholesky 

com L;ln IV;], lnna das parcelas de -2lnL. 
i 

Resultado 4.8 

A quantidade I Vil é o inverso do produtório do quadrado dos elementos da diagonal 

de Li, isto é~ 

Portanto, 
"' 

ln IV; I= l:ln(f;;t' 
j=l 

onde fjj é o j-ésimo elemento da diagonal de L;. 

Prova: 

Sabemos que V; 1 = L~Li, onde L; é dada por (4.15). Logo, 

"' lv;-11 = IL:IILd = IL;I' =TI R); 
j=l 

pois como L; l: unJ<-t matriz. triangular inferior, o seu determinante é o produto dos 

elementos da sua diagonal. Assim, 

e 

"' = l:ln(f;;)-2 

j=l 

o 

As variáncias das inovações, no passo 5, são exatamente (fjj)- 2, como pudemos com-

pr.ovar na segunda parte do resultado 4.4. Portanto, a quantidade L ln IV i I pode ser 
i=l 

obtida através do FK, somando os logaritmos destas variâncias a cada passagem da 

recursão, pD.rit !odc1s <t.s unidades. 
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Agora, os passos da recursão são os seguintes: 

1. Seja Ütj-6t a estimativa da matriz de estados no tempo tj-Et, dadas as observações 

até o tempo t1· - Ot. Ca.lcula.mos a predição da matriz de estados para o próximo tempo 

de observação: 

[ 
q,, o' l (n, ;v, _,) ~ - .n, _, 

J ) O I 1 

-
2. Calcula-se a matriz de covariância desta predição, 

3. Calcula-se a predição do próximo vetor de observações, um vetor linha com b + 1 

predições, 

4. Calcula-se o vetor linha de b + 1 inovações, 

5. Calcula-se a va.ri{lncia da inovação acima, 

Ainda, neste passo, acumulam-se os valores 

( 4.20) 
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e 

( 4.21) 

6. Atualiza-se a estimativa da matriz de estados, com a entrada da j-ésima observação, 

ÜtJ = (f!t1 /YtJ-st)+ A~ 1 . etJ /Vt1 
N 

onde 

7. Calcula-se a matriz de covariância atualizada da matriz de estados calculada acima, 

Como estimativas iniciais, usamos 

no= o 

e 

Neste momento, retorn<-1-se ao passo 1 e a recursão é reinicializada para 'filtrar' a 

próxima observação. Este procedimento deve ser repetido até a última observação de 

cada unidade. As quantidades acumuladas no passo 5, continuam a ser acumuladas para 

todas as unidades. No final da recursão, teremos uma matriz, (b+ 1) X (b+ 1), dada por 

( 4.22) 

onde entre parênteses, no lado direito de cada bloco, está indicada a respectiva dimensão. 
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Os dois blocos superiores, 

~x;v;-' y, ] 
i "'(bxl) 

fornecem a matriz e o vetor necessários para obter a estimativa do vetor de parâmetros 

f3 e 172 . Para obtermos <1. estimativa de 17
2 devemos efetuar a fatorização de Cholesky na 

N 

matriz do primeiro bloco: 

Seja ~ um vetor b x 1 d0do por 

então 

onde a primeira parcela. Jo !a.do direito é o bloco inferior direito da matriz (4.22). Final­

mente, R. =-2ln L será 

e= nln(2~a') +f;+ n 

onde .6. é a quantid;u!c (-L21) obtida pelo passo 5 após serem acumuladas todas as 

observações. 
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Capítulo 5 

Aplicações 

5.1 Introduçâ.o 

Neste capítulo iremos utilizar a metodologia descrita nos capítulos anteriores para ana­

lisar 3 conjuntos de dados longitudinais. O primeiro conjunto de dados se refere a um 

experimento desenvolviclo na Pós-graduação de Engenharia de Alimentos da Unicamp, 

onde 30 ratos foram olJscr\"cHlos, ao longo do tempo, quanto a seu peso, com o objetivo de 

comparar 5 dietas. O segundo conjunto de dados é referente a um estudo observacional 

de corte transversal rea.!iza.do pelo Departamento de Dança da Unicamp, envolvendo 209 

meninas que praticam dança, em academias, pelo menos há seis meses, na faixa etária de 

4 a 17 anos. Em cada b<lilarina foi obtida a medida do seu ângulo de rotação do quadril 

(média dos ângulos do quctdril direito c esquerdo) e registrada a sua idade, na ocasião da 

observação. O objeti\'o rk:-;se estudo é analisar o comportamento do ângulo de rotação 

médio do quadril, ao longo das faixas etárias. O terceiro conjunto de dados é extraído de 

Grizzle e Allen (1969) e se refere a um experimento envolvendo 36 cães divididos em 4 

grupos (tratamentos) r-: observados em 7 pontos de tempo equiespaçados. O experimento 

tem como objetivo cornparm os quatro tratamentos. 

Os conjuntos de dados deste trabalho foram analisados fazendo uso do programa FOR­

TRAN CARl, desen-volvido por Richard I-1. Jorres & Francis Boadi-Boateng, em 1992. 

Constam anexos em api''ll(licc. um disquete com o programa e um manual deste programa, 

desenvolvido por mim a. parLÜ do manual original e com base na minha experiência par-
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ticular. Para a construção dos gráficos de probabilidade normal, para verificação das 

suposições distribucionuis dos efeitos aleatórios 7J' foram utilizados alguns programas em 

FORTRAN e S-PL US 

Nas análises dos cOllJlllltos de dados, consideramos importante: 

-A elaboraçã.o de cnJ·\"ils individuais para possibilitar melhor visualização da variabi­

lidade e de possíveis modelos. 

~ A consideração de moddos que incluíssem efeitos aleatórios e/ou possível correlação 

serial. A inclusão desses fatores poderia melhorar o ajuste dos dados. 

Cinco dietas foram alocadas aleatoriamente a 30 ratos(6 ratos por dieta), de mesmo sexo, 

idade e raça. Cada. rato foi observado em 11 pontos de tempo durante 26 dias, e em cada 

ponto de tempo, o seu peso. em gramas, foi obtido. Um dos ratos, que recebeu a dieta 4, 

apresentou um comportamento bastante irregular e diferente dos demais ratos, segundo 

o experimentador, provavelmente devido a uma doença, e então, resolvemos excluí~lo 

da análise. Os gráficos corn as observações coletadas para os 29 ratos nas 5 dietas se 

encontram a seguir: 
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Figura 5-1: Peso observado dos ratos da dieta 1 
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Figura 5-4: Peso observado dos ratos da dieta 4 
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figura 5-5: Peso observado dos ratos da dieta 5 
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Com base na análise dos gráficos deste conjunto de dados ao longo do tempo, definimos 

a matriz básica e o vct o r de parâmetros (3 da seguinte forma: -

ou seja, definimos UJJI <l,]uste linear para as 5 dietas. Assim, precisamos de 4 covariáveis 

agrupadoras para obter as matrizes de desenho X;. Os valores das covariáveis são os 

seguintes: 

-O O O O para a di('\ a 1, 

- 1 O O O para a dJcLa 2, 

-O 1 O O para a di•·lil 3, 

- O O 1 O para a di ela 4, e 

-O O O l para a dic1 a 5. 

Assim, para as unidades que receberam a dieta I, temos a seguinte matriz de 
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desenho: 

I o o o o o o o o o 
I 2 o o o o o o o o 
I 4 o o o o o o o o 
I 6 o o o o o o o o 
I 9 o o o o o o o o 

X,= I 11 o o o o o o o o 
I 13 o o o o o o o o 
I 16 o o o o o o o o 
I 18 o o o o o o o o 
I 23 o o o o o o o o 
I 26 o o o o o o o o 

Para as unidades que receberam a dieta 2, temos a seguinte matriz de desenho: 

I o I o o o o o o o 
I 2 I 2 o o o o o o 
I 4 I 4 o o o o o o 
I 6 I 6 o o o o o o 
I 9 I 9 o o o o o o 

X;= I 11 I 11 o o o o o o 
I 13 I 13 o o o o o o 
I ](j I 16 o o o o o o 
I 18 I 18 o o o o o o 
I 23 I 23 o o o o o o 
I 26 I 26 o o o o o o 

e, assim por diante, <-11 (': a dieta 5. 
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Consideramos, a princípio, os erros não correlacionados, ou seja, 

Ei"' N(0,0"2li) 
~ ~ 

e ainda, definimos Hlll mterccpto aleatório e uma inclinação aleatória para cada rato 

fazendo 

1 o 
1 2 

1 4 

1 6 

1 9 

Z;= 1 11 

1 13 

1 16 

1 18 

1 23 

1 26 
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Este modelo, que ('i1amamos modelo 1.1, ajustado ao conjunto de dados acima, com 

o auxílio do programil C'AR1 1 forneceu os seguintes resultados: 

Dieta Estimativns Desvio Padrão t 

1 64.19 2.172 29.55 
4.125 .1685 24.48 

2 -1.512 3.072 -.'19211 
.2539 .2382 1.066 

3 -.5225 3.072 -.1701 
-.11159 .2382 -.0667 

4 . .\316 3.222 .1650 
-.4191 .2199 -1.677 

5 -2.430 3.072 -.7912 
.3650 .2382 1.532 

Tabela 5.1: Estimall\'ils, desvios padrão e estatística t dos parâmetros do modelo 1.1 

O valor de -2lll },, para este modelo foi de 1991.01, o que resultou em AIC 

2019.01( -2ln L+ 2x I I parâmetros: 10 para ,8. ~ para B e u2 ). 

A figura 4-6 ilustra as retas ajustadas par<t cts 5 dietas: 

- llljjil 
+ llllo11 
~ II(TA) 

·D- 11!101 

•I< tiHll 

·~--~~~~---~~~--~ 
I 5 M ll I! 1'i lll 

Figura 5-6: Retas ajustadas - Modelo 1.1 

Note que, na. taLcL, 'í.l~ com exceção d8s duas primeiras componentes de (3, as de­

mais não apreseutaFllll Ltnl valor muito alto para a estatística t, ou seja, a significância 

estatística dos dema.i-. [J<lrâmetros não está totalmente comprovada. Neste sentido, de-
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cidimos reduzir o modclo 1 ajustando somente uma reta para todas as 5 dietas, fazendo 

I o 
1 2 

1 4 

1 6 

1 9 

[ ;: ] X;= 1 11 e f!= 

1 13 

1 16 

1 18 

1 23 

1 26 

para todos os 29 ratm;. Isto equivale a testar se todas as dietas produzem o mesmo efeito, 

ou seja, proporciomutl ·estatisticamente' o mesmo ganho de peso ao longo do tempo. 

Continuamos considl't <lttdo os erros não correlacionados e o vetor de efeitos aleatórios 

/i bidimensional. Esk modelo, 1.2, ajustado ao conjunto de observações, forneceu os 

seguintes resu!Licdos: 

Estimativas Desvio Padrão t 
63.36 l.UOG 62.97 
4.177 .091 45.91 

Tabela 5.2: Estimat i\·.1s 1 desvios padrão e estatística t dos parâmetros do modelo 1.2 

O valor de -2ln L. p<l.ra este modelo foi de 2001.03, o que resultou em AIC = 2013.03. 

Portanto, o modelo 1.~. resultante da redução do modelo 1.1, nos parece mais apropriado. 

Verificamos, então, qtw não existe diferença estatisticamente significante entre as dietas, 

quanto ao peso. 

Continuamos aincL1 tJOssas tentativas de melhoria do ajuste. Tentamos a inclusão de 

correlação seriaJ AH( l1 110 modelo 1.2, ao inYés de considerarmos os erros independentes. 
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Com isso, o prograrn:1 C ARl forneceu os seguintes resultados: 

Estimativas 
63.73 
4.215 

Desvio Padrão t 
1.1148 60.82 
(1888 47.45 

Tabela 5.3: Estima.ll\ils, desvios padrão e ('Sta.tística t dos parâmetros do modelo 1.3 

O valor de -2111 I. para este modelo foi de 1911.10, o que resultou em AIC = 1925.10. 

Portanto, o modelo 1. L com a inclusão de correlação serial AR(l), melhora sensivelmente 

o ajuste. 

E finalmente, co11:->id('rarnos o modelo 1.4, que ignora a covariància entre os dois efeitos 

aleatórios ');1 c J'i2· J)(·c,ta forma, o modelo 1.4 tem um parâmetro a menos em relação 

ao modelo 1.3 c considera 

B = [ Var
0
(-y,I) O l 

V ar(,,,) 

Os resultados obtidos pelo programa CAIU foram os seguintes: 

Estimativas Desvio Padrão t 
63.74 1.058 60.25 
4.215 11'133 45.16 

Tabela 5.1!: Estimnt Í\';1s, desvios padrão e estatística t dos parâmetros do modelo 1.4 

O valor de -lln L p<~ra este modelo foi de 1D11.61, o que resultou em AIC = 1923.61. 

Portanto, o modelo J. 1 melhora um pouco mais o ajuste. 
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Na figura 5-7 i lnst n mos o modelo final a instado: 

'" 
" 
" / " 
" 
" 
• 
' 
''C,~~~~~,~--~.,c-~_:c,--~~,~~,L 

Fi~ltt"il 5-7: Modelo final do ganho de peso dos ratos 

Os gráficos de proiJilbilidade normal ponderados para verificar a suposição distribu-

cional dos efeitos a.le;lti.Jrios í'it e "fiz são os seguintes: 

o 

·2 -1 o 1 2 

Pigura 5-:--.. Cráfico de probabilidade normal ponderado para J;1 
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N 

o 

_, 
' ' 

Figurc1 Q-' 1 ( :ráfico de probabilidcule normal ponderado para 7;2 

Podemos not.;u ql.'!' a.~ .supos1ções distribucionais estão satisfeitas. Portanto, pode-

mos :finalizar a anális( · deste conjunto de dados concluindo que não houve evidência de 

diferenças entre as 5 dll't.as testadas. O peso médio dos ratos no início do experimento 

foi de 63.71 g e o gani to de peso diário desses ratos submetidos às dietas foi de 4.215 g. 

5.3 Análioe 11 ' · J 

Este conjunto de dad. ·-- .~c rdere a um plano de corte transversal onde cada uma dentre 

209 bailariuas foi obs<'t"\"ilda em apenas uma oportunidade. Para cada uma das bailarinas 

foi medido o seu ángttlu de rotação dos quadris direito e esquerdo, sendo obtida a média 

dos ângulos. e rcla..ciott<~do com a idade na ocasião da observação. 
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A figura 5-10 ilu::nra as observacões tomadas das 209 bailarinas: 

" 
• 

• . ~ ~ ... 
• . ~· . . .. .. 
~ ' .... -...... 
' • 

• . . . " " . 
• 
• 

I 11 11 li 

I 1gura 5-10: O bservá.Çoes das 209 bailarinas 

A partir da !iguril <tcima1 resolvemos ajustar uma reta aos dados. Com isto, cada 

bailarina terá urna rrlill riz x-i (vetor) dada simplesmente por 

onde ti é a idade da bailarina i por ocaswo da observação. Definimos um intercepto 

aleatório e uma incliJ1<~1:i1o aleatória para cada bailarina fazendo também 

além de cousidenu· u~ t"t'sÍcluos independente~. O programa CARl forneceu para este 

modelo ajustado, <ls o;,·"·tttnLes estimativas: 

Estimativas Desvio Padrao t 
77.15 '>li8 30.04 
-1.018 J:L-11 -4..54.1 

Tabela 5.5: Estirna!.i\"il.~, desvios padrão e estatÍstica t dos parâmetros do modelo 2.1 
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A figura 5-11 iluslr<t o modelo final aiustado: 

' 

' 
+., .. -~· "~·: .... : . : 

o • • • ........ ' 

' ' o • -liil\11\ • "' 
o • : : •• ' ', M:,:. ~~~ • 

' 
'u_~-L~-L~-L~~c---L--~ 

ll I! 

Figura 5-11: Modc!rrlmal ajustado 

O modelo f-iHal fomcccu como estimativa. ela matriz 0"
2B de covariâncias dos efeitos 

aleatórios, 

• 2 • [ 305 :I 
aB= 

-2l.G:I 

-21.63 ] 

1.532 

e os gráficos de prob<1 bilicladc normal ponderados dos efeitos aleatórios: 

o 

Figura 

/
:·· 

/ 

. 

. 

/J?/ 
/ •' / 

/
/,01 

/c,/~o/ 
o----./- í 

-3 -2 ·1 o 1 2 

5-1:!: C~ráhco de probabllHiade normal ponderado para /il 
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-1 o 2 3 

Figur<~ ,-J-1-l: Gráfico de probabilidade normal ponderado para J;2 

Assim, <t :mpo::;içào de normalidade dos efeitos aleatórios está satisfeita. Podemos con­

cluir, então, que o ân~ulo médio de rotação dos quadris das bailarinas decresce levemente 

ao longo das idades. l)odemos observar, também, o valor alto para a variância do efeito 

aleatório ')'1 . Ele indica, pela suposição de normalidade, que o intercepto aleatório se 

encontra aproximadamente, entre 42.15 e 102.15 graus com 95% de probabilidade. Esta 

grande variabilidn.de pode ser explicada pela própria natureza do fenômeno, e ainda, 

talvez, pel<l própria ('strutura do plano, que observa cada unidade apenas uma vez, 

número pequeno pillil se conseguir um pad6io de comportamento da variável em estudo. 

5.4 Análise n ° 3 

Um conjun1o de :l(l ciws foi dividido em 4 grupos (sendo o primeiro 1 um grupo de controle) 

e observados em 7 pontos de tempo (minutos após a oclusão coronária), quanto à variável 

Coronary Sinus }Joto.,sium (mil equivalente:-;/ litro). 

Decidimos inicialwen1.e ajustar um polinômio de ordem 4 (completo de grau 3) 
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para cada grupo: ··onsiderando os erros i11dcpendentes e o vetor de efeitos aleatórios, 

de dimensão :L .\ssill. teremos uma matri?- iJ<ísica Xy de dimensão 7 x 4, e um vetor {3, 

16 x 1, dados pot· 

l I I' I" 
fJ14 

3' 3' 
(3,1 

3 

L 5 5' 5' 

X,,= 7' 73 !3= 
(3" 

7 c 

9~ 93 
f!, 

!J 

1 11 11 2 11' 

132 133 
/334 

I 13 
(3,1 

f!,, 

Ainda, 

I I I' 

I :1 3' 

I 5 5' 

Z;= I ' 7"2 

I !J 91 

I J I 11' 

l li 132 

isto é, ajustamos urn IJolinômio do segundo ~rau para os efeitos aleatórios individuais /i· 
N 
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Dado isso, os resultados fornecidos pelo programa CARl foram os seguintes: 

Grupo Estimati-vas Desvio Padrão t 
I 4.:;:;o .1981 21.86 

-.2DJG .1135 -:?.234 
.71TlE-IIl .1752E-Ol 4.092 
-.381'1~-111 .8073E-03 --1.731 

2 -./I) ]j .2730 -2.898 
.2778 .1564 1.776 

-.74iJ(ib-U l .2415E-O! -3.083 
.3854E-02 .! 113E-02 -1.463 

3 -.!J:!lJ.j .2888 .:).223 
.Jq(] .1654 2.400 

-.657:2E-U I .2554E-Ol -2.573 
.2SG:íE-O:..! .1177E-112 :!.,134 

4 -.Hli03 .2801 -:J.071 
..1:tJ2 .1605 2.636 

-.ss:loi->IJl .2478E-111 .:).566 

A:Jr;ot-:-o• .1142E-112 :).818 

Tabela 5.G: Ec;Lima.ltva.s, desvios padrã.o e cst<LtÍstica t dos parâmetros do modelo 3.1 

O modelo 3.1 fot·m·ceu um valor para -2ltt f = 263.61 e para a medida AIC = 309.61. 

Em seguidrt ajust illlHJ~. no modelo 3.2. uma ('C:t r·utura de covariância AR( I), no lugar da 

estrutura ittdqwtt(ICJt!C do modelo anterior. Ajustamos, também, um vetor de efeitos 

aleatórios-,., IJidtttWtl'·lorwl. 
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Os resultados l'OI'<IIil os seguintes; 

Grupo Estim::ttivas Desvio Padrão t 

1 !J.lSS .2185 IV.62 
-.:l.l()i .11611 -2.049 

.71:111:-u: .1951E-Ol :l.G57 
-.JSIUI·>IJ2 .9129E-U:l -·L.239 

2 -. 7878 .:1012 -2.615 
.2874 .16 12 1.783 

-.7"7--J!JI·:.-1.; l .2689E-O I -2.882 
.L1042E-lU .1258E-02 :3.213 

3 --~ 120 .3185 -2.549 
.:1 118:1 .1705 2.045 

-.62111:-111 .2844E-O I -2.185 
.2S:J(iJ·:-u~ .l:l3!E-112 :U46 

4 -.I li:; .3090 <2.506 
.:10ll:! . l(j~J-1 :2.299 

-.83:J8E-(i 1 .2759E-UI -3.030 
.-12~1 L-O~ .1291 E-112 :1.269 

Tabela 5.7: Es! Íllliil ;\·as, desvios padriio e cst...Ltística t dos parâmetros do modelo 3.2 
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Este modelo apresentou -2ln L 238.8G e AIC 280.86 e está representado na 
~--~--------~-~~ 

figura abaixo: 
',. ~ 

·, 

' 

.a·-. ,.-U·· ·····li········li ··- • ·D 

-1""'' 
+ji;I.<Jó. 
I _j~~,. 

I 
12 1:' 

"" 
Figura 5-14: Ajuste do modelo 3.2 

Devemos rtOLit· 11da tabela acim<L que parrL os parâmetros do vetor f3 o valor da 

estatística t é bast.a.nt e razoável, parecendo demonstrar significância estatística. No en­

tanto, como esLas cst.:~tísticas estão relacionadas sempre com o grupo controle (primeiro 

grupo), ela~ dcntuti.~l t·ctm diferença significaLiYa com relação a este grupo, mas não entre 

os demais grupo"' l}~·io gr<i.fico, nos parece qn<~ os 3 últimos grupos podem ser conside-

rados como um s1í. Ut·sta forma, no modelo :J.3, ajustamos um polinômio de grau 3 para 

os cães de cotlLrnl<' <' Lltltro polinôrrno de gr<lll :; para os demais cães. 

Os resultadoc; oiJI c,!os foram os seguinte:;: 

Grupo EstinJatiYas Desvio Padrão t 

I 4.~·::-li .2218 1~.33 

<Llll2 .1184 -2.020 
. 71 :;:.: 1·.-(J : .19721~-11 I :).()l(j 

lX7 I 1·:-li:..! .9228E-!l3 -·1.1~)5 

2,3 e 4 --~~~D .2561 -~!.081 

.:n:i7 .1368 2.455 
-.71IIJ.'ii':-IJI .227EE-11 I -'1.290 
.:mli 1-:-uc .lOGGE-02 :_L)20 

Tabela 5.8: Esttlllél\tvas, desvios padrã.o e estatística t dos parâmetros do modelo 3.3 

Este mod<'lo <l!m'-~entOll -2lnL 251 .. 1.\ e AIC 277.58. Com isto, chegamos 



ao modelo [i11al. ih.;ll·ado a.baixo, que considenL os cães dos últimos 3 grupos originais, 

como fazendo p<Hk lk mn grupo só, on seja., Hào existe difereuça significativa entre estes 

grupos, quanto i1 \"<lri;tvcl em estudo. No entanto, estes cães diferem significativamente 

do grupo COII1-I"Oi<· qll<.nio il. \·;uiávcl Coronu.n; Suws Potassium. 

'·' 

,~·--~'+----·--
...+'~ "•t 

• 

Figura 5-l Ei: i'\-'lodelo final ajustado 
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Os gráficos, ~~.baixo, de probabilidade normal para. os efeitos aleatórios, comprovam a 

suposição de nonllil.lidade do modelo final: 

N 

o 

4 ·1 o 1 2 

figura ,j.j G: Gráfico de probabilido.de normal ponderado para /il 

-2 -1 o 2 

fig;llr<t J-1'1: Gráfico de probabilida.de normal ponderado para /i2 
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Um modelo ('Ull~iderado TIO início da a.ncílise. com efeito aleatório unidimensional, 

e logo desc:Lrlild" .:1o: apreS('n1.<-H tmt ;dlo \';tlor da medida !liC apresentou o seguinte 

gráfico de probaiJilicL,de normal dos efeitos alc<-liÓrios 1: 

o 

·2 
_, 

' 
' 

2 

Fig,lll'ii -l-18: Gráfico de proha.bilirlade normal ponderado para 1 

Como pod<'JIH•~ ll••tar, vArio~ po11lus se <lfJicscntam fora. da região crítica, indicando 

a falta de a.jusLc do lliOdelo. 
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Apêndice A 

Simetria Composta 

A.l Dcoc:ric;\o do :VIodelo 

Neste apêTJCiic:c. dt'~nt~veremos os det.allles di! c~Limação de máxima verossimilhança para 

um modelo corn cst.rutura ele covariância de Simetria Composta, que poderíamos con­

siderar corno sc11du ltma das estruturas mais s1rnples de covanancta. Isto porque este 

modelo considcr;1 (jlli' a corrcla.çâ.o c11t.re quclisqucr duas observações tomadas de uma 

mesma unid<tde, Clll qualquer ponto de tempo. é constante. Esta propriedade pode vir a 

ser adequad<t p;u;, s11 uações onde vá.rias obsct·\·a(Ões são tomadas num mesmo ponto de 

tempo e a HumerarJi.o dessas observações não tenha nenhum significado. 

Para ilust.rar cc:le caso particular, consideremos um exemplo simples de comparação 

entre dois tra.ta.JJWIJ(us, com m 1 unidades recebendo o tratamento 1 e m 2 unidades re­

cebendo o t.rat.aJJWJJiu 2. Usa.rcrnos o índice 1 para denotar a unidade, o índice j para 

denotar a oiJscn·<H.du e (1) 011 (2) pc1rc1 refcre11ciar o primeiro e o segundo grupo, res­

pectivamente. Scj<ltll n;(1), i= l, .... m1, o:-, u!Ímeros de observações para as unidades 

do primeiro grupo<' n;(2), i = 1 . .... '111·2 . os Tll.IIIH-:ros de observações para as unidades do 

segundo grupo. () lllodelo Laird-\iVélrc para n 1.-ésima unidade do primeiro grupo, é dado 

por 

paraj = 1, .. 'II.,(IJ i= 1 ..... ·m 1 c a1nda., pilra a i-ésima unidade no segundo grupo 

101 



para j = l, ... , n;u! i= 1, ... , m 2 com as seguintes suposições: 

1. As va.t·iáwic; ~, 1 ( 1 ),···, lm 1 ( 1),"'1'1('J)·· .,f.,,, 2(·2) são variáveis aleatórias independentes, 

identicame11t(~ di:>ll·iLLlÍdas et>lll"orme <1 distribuição normal com média zero e variância 

a-' 
' 

2. As Y<ITJ<n·cl.~ ( 1(l)J: Ei( 2)J, par<l Lodos us valores de i e j definidos, sao variáveis 

aleatórias indepc11dentes e iclenticarncnte distribuídas conforme a distribuição normal 

com média. í'ero ,, \'itriância (f; ; 
3. As v<tri<Í.v,•Í:-; ,.,{l)j são independentes das variáveis í'i(lj, assim como as variáveis 

Ei(2)j são indcpcild,•tJlCS dos f 1pJ. pari\ quaisquer valores de i e j. 

Os efei(.os iJ.Icc~l.tÍllOS da ·t.-ésima llliJdade do grupo 1 e grupo 2, denotados por 'i'i(l) 

e ')';(2), respcctiy;uncnte, são cllamados deiws aleatórios entre unidades. As variáveis 

aleatórias L,(J)_i ',:(2 )j , pa.r<t quaisquer valores de i e j, representam os fatores não 

controláveis e siw C011hecidos como efeitos aleatórios dentro das unidades. 

A.2 Con,;trw;ão da Estrutura ele Covariância 

Com base ud~ Sll!JOSlr;oes, podemos construir a matriz de variâncias e covariâncias das 

observaçõe.'-' d(' t:ii(ld 11nidadc: 

já que l'i(k) e i ,if.l: sã.o nào correlacionados. c, para dois pontos de tempo j e j 0
, 

'oi (Yi(k)j 1 /h(k).i") = ( 'uv( '";·,(!.) + Ei(k)j 1 í'i(k) + Ei(kW) = 

~ E[hdlc) + lc(/c)}).(1,(1) + Ei(k)j' )] ~a-; 

~~~~ 



Logo, a matriz de \"i!J iâ.nci.as e cova.riáncias de 

y i(kl 
[f,(k)2 

para qua1squer Y<liorcs de i e k é dada. por 

' a: 
(A.!) 

Note que o~ La.m<uJitu~ dos vetores~ •(k) podc11J ser diferentesj portanto, para uma unidade 

com ni(k) obscnr;t(Ô!'c;_ a sua matriz de \·a.riáncias e covariâ.ncias será de ordem n;(k) X ni(k)· 

Podemos nut ar LtJJdl(~rn que <1 covari;lucia. COJJsLante entre as mensurações tomadas da 

mesma unid<ldc ,. IJ'"''duzida. pelo (Jctto aleatório li(k)· Com estes elementos, temos que 

a distribuiçilo d(-' ~ i(')' é dado. por 

A.3 Estirwt,·<tO 

Descrito o IIJ(J(l{'i(l (" .1 estrut.ltt·a cle <"O\i"lflâiJ<:i<l: l)odemos seguir com o desenvolvimento 

da estimaç;io de ltiiÍ;;irna verossimillwnça. 

A funç;-\u dl' d('tJs1dade de probaiJilidade umjuuta das observações pa:ra uma unidade 
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f(~ i(k)) (A.2) 

onde, 

I'· I= 81 e f>o = (31 + (32 

sendo {31 e i'1 1 + .J~. 01s médias populacionais par<-c os grupos 1 e 2, respectivamente. O vetor 

L(k), ni(k) x 1. é 11rn vetor coluna. de elemento~ iguais a um, lvi(k)l denota o determinante 

da matriz\·',(/;) t· \';;.:~) denol.a sua Ílln~rsa. 

Para encontrar a !"unção de verossimilhanç<L, basta efetuarmos o produtório da função 

acima para toJos <~-" tmidades: 

(A.3) 

Com isto, p<1r<1. oiJtcJ as estimativas ele máxinJa \'erossimilhança dos parâmetros, devemos 

encontrar vülon:s q1tc maximizam a fuJJçào acirna, sujeito às restrições de que eles estejam 

dentro do cspa(;o p<Hounétrico (a~ 2:: O, a; 2': O). 

Procedcttd(J cu til .c transformação ( = -2ltJ [,,teremos que os valores que irão maxi-

mizar L s~w u~ IIWcliiOS que i1ào miuÍlllÍZM L. 

C= L ["'I' I l~<í"") + ln lv'l'll + í~ i(kJ -t'kl'I'IJ'Vi((J(~ i(kJ -I'Ü.i(k))l 
i(k} 

(A.4) 

Uma técnicL IJ:Jr:: encontrar o mínimo desta função é derivá-la em relação a algum 

parâmetro~ Íp,twLtll<iu o resull.ado <L zeru c em sqrnida obter uma expressão (em função dos 

outros pa.ÚJJIICIT'u"i 'ine expliqnc aqtwl(~ dct.('riJlJJUldo parâmetro. Em seguida, substitui­

se esta exrm-~ssi'ío 11<1 função ck \TrussilllilliitTI(,"il. 1 que agora, é expressa através de um 
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número mcJJut· d(' p<~râ.metro:,. EsLc processo cieve ser executado até que cada parâmetro 

seja represcllt.<Hlu IHJI uma cxprcss;.lo qtH::' iudr·pcnda dos demais parâmetros e seja função 

apenas da amoslr<1. Desta forma, p<H<l um grupo qualquer k*, 

8l _ L ri 

a11k· - ;(k'j rJe,..· 

::::} L[~ :i/."1 \--i(~·Jliu.-·J -- tu.·1 v~~~·J ~ ,wl + 2ttk·twJVi(~·Jli(k•J)l =o 
i(i-•) 

Agora ltSili"CllHJ~ ()seguinte result<Hlo: 

Resultado A .1 

o 

Assim. 

(A.5) 

InfelizmcJJtc. 1wste caso. ser~ impossível obtermos um estimador de máxima verossi-
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milhança pa.ra. fl:.• q11e não dependa rle IT~. e IT;
2

• l'vlas considerando a constante 

' w 
' 

(A.6) 

teremos 

Agora, façcunus :: 

(A.7) 
I: ju.;r;.·;/1 I+ u.;r;.oJc2

)} 
1::;;1 

Este é o cstltllil(lur· para a média pupulac!oHal !Lk• quando o experimento é nao ba­

lanceado. \ot.r~ qw ~c o expniment.o 1-nr bcll<urceado, ou seja, quando as unidades forem 

observadas I'J r 1 !.odu,., os pontos de ter r r f'O pn',_dct crrninados, o estimador se reduzirá para 

,,,,' 
L ih(k" )o 

fi k. 
.,-r (A.S) 

,=J 

que é a mi,dia. d1' ludas as observa(;úes no grupo k*. Para encontrarmos o estimador 

de máxirn<l l'nossirllrlhança. de crj. (h·cmos ddinir o vetor de resíduos das médias dos 

grupos 

y 1.(1.-J =Y 1(1.-) - /t-hli(k) (A.9) 
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Subtituindu C !li . \ 

onde n = L n;(l, 1 
i(k) 

leremos 

Agora dcveJJl\l~ 11sar A.5 

I [ u
2 

I . I' ' v-, ~ __ 1_. _ "1-'1'·1-,tk) j 
1Ji. J a2 l(k) n-(k)a' + u' 

(Ó ' ~, ( 

Resultado A.2 

O detenllinilllk da ma.tri:0 V;(k) (~ düdo por 

Assim, tt·rctJJ()~ 

(A.10) 

o 

{ [ 

2 2
1 1' l } 2 2 . _ 

1 
'}_ ~ - f 1 C (ff-i(k)-i(k) -

C(c ,u.) =nln(! .. ' ·L ln(l +ni(l)' )+n,(qln(a.)+ y i(k)2 li(k)- '( ') Y i(k) 
:(k) "' U, Cf~ 1 + ni(k)C rv 

que é a fon llit c L, n ·1 ()Ssimilhança rcpit t·<uucl rÍí:a.cla em termos de O'; e c2. Diferenciando 

com respeito i\ (J,c ( · 1 ~ualando a zero 1 nernos 

1• 1 'I •li 1 - (c 'I i(kj)
2 /(1 + n;(kjC

2
)} 
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(A.l!) 

E agora, suhst.iLttttHilJ em i, a expressào -21nL depende apenas de um único parâmetro 

desconhecidu, c2 

r(c') = n.ln(2~á}) + L{lu(l + n;(k)c
2
)} + n 

i(/,) 

(A.l2) 

Encontrandu o v<~lur de c2 que minirnizct a eqlt<H;cl.o C(c2), poderemos obter as estimativas 

de máxima \'crmsitttilhança parcL /Li.·· â~ c&? 

Para o cil.so lliiliittceado, onde <:ls uuida.dc~ (divididas em m grupos) são observadas 

nos mesmo~ n puttl(l.~ de tempo c n;w e:..:tsLettl observações perdidas, teremos os seguintes 

estimadorcs de ttt<Í.\tllla verossimilh<-uH:a (que llii.o demonstraremos aqui), derivados por 

Herbach (HIS\J), 

-Se (n-11/"H :C /"11. 

onde 

• ' I u = -.,--:.---;c;Tw 
' m .. (n-1) 

I 7" .,_ 17 11") 
U---~--­

·~ 1!.111 } li -1 

' '.! 
a, = 

j ., 
~h 
/L I/I 

Tp = L (Yi(l.-)_i - ,~,,y 
1(,')_1 

li I 

(A.l3) 

(A.14) 

(A.l5) 

(A.l6) 

(A.l7) 



1 ,, 
Ta=- )("i'li[l,l,- Pk))' n ,__, L ... 

' 1(;;) .J=l 
(A.18) 

e 

(A.19) 
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Apêndice B 

Manual do Programa CARl 

H id1;-nd 11 . .Jones 

Praw1s Bo:Hli-13oateng 

B.I Imro' h wão 

Este prognu11d. JWI'Iltlle que ajustenws um modelo polinomiaP a observações desigualw 

mente esp;w:1das·2 'l:tt~ podem Lcl' sido mlllid:-Js em diferentes pontos de tempo para dife­

rentes unidades:1_ () conjunto de obscn·ações pode conter ~missing values' 4 ou não. 

Este pro!..',ril.IILI fHJssibihta que o.'> cnos sc_iarn modelados como gaussianos e indepen-

dentes (1) uu illrJd<: com cslru1.ma .~<lussiéuJa AIU (2). A matriz de covariância dos 

resíduos, 11u:- dui~ , <~.~os, é a seguinte. 

(I) L mcLtriz identidade; 

lÉ um pniJIIOIIW>, 111 lilllÇiio do lcõmpo. l'u1· ex ,,11 o="+ 1!.1 +c.t2 , função quadrática, é um polinômio 
de grau 2. 

20 inten·aj,, 1k '''''i"' entre duas ohscn·;,,·ci('S lliiO (~ S\'Jllpre o mesmo. 
3É muito dtricil cu111 miarmos o expenlliCJilü Ue Jllodo que todos os indivíduos sejam observados ao 

mesmo tem pu. Lut r-,., :•111 o, este prog1 amil 11iio riJ_~ l'sta cx1géncia. 

4dados IJIC•>Ill]'},•J,,, •>li obserV:lCÜe,z p('n}j,j,_~ 
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exp( -ct0 (1 2 - 11 )) 

(2) <r2W, 

exp( -ao(tn,- i,)) 

exp( -a0(tn,- t,)) 

1 

onde CXo é uttl fl<tt-,ltti<'Lro po~tLÍYo n;l.o liucar desconhecido e t 1 , t 2, .•• , tn; são os tempos de 

observação r:m ordl'ttl crescente; 

obs: pod('r;í <~trHi<L. na estrutura. (1), st'r tncluída uma vanaçao referente aos erros 

observacion<lts. ~('~I c caso. a.os ekmr-'n1os d;1 diagonal da matriz (2) é acrescida mais 

2 uma compoltcuL<· <k variação, a 0. 

B.2 

O modelo cotlsirl,·r·:l(lo nestP programa c o tnodclo de Laird-Ware, desenvolvido a partir 

do traballw d(! ll.~t ,-llle: 

y;= X; fi -1-Z; J'; + Ej 

onde, 

-X, é il ttl<t1.r;,· ,:,· desenlw(polinomiall d.~ uuidade i; 

: ràrnetros: 

-Z; é a lltiürit: 'li' desenho doe, efeitos élbt!órios da unidade ij 

-!;é o vr·l.or ,f,• deitas aleatórios dc1 unid<tdc t, 

-f.; é o \'('tut· ,j, ,,·sídnos da llliiclad<' '1. 

DevenHJ~ ,·o11 ;<i•': di' aÍrHlil ;:1s scp}IÍJIII'S SlijJOS\I:ocs: 

-li"" iA\11 1 o-~B.'. onde a-'!. é a variáncia do 1·csíduo (mean square error- mse) e B é 

a matriz <k <()11!'1;,.-.":o dos ('feii(Js <-lleat<Írio,;. Observe que /j é independente de li, ou 

seja, os efci1us ;li,·i-i:,·,t·io~ sJo ÍJI(lcpcudcllLe::; jl<H<~ diferentes unidades (j -=/=-l). 
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iAt~-a"\V,J, onde W, é a m<-uriz de correlação dos resíduos. Note que os 

resíduos s~1t1 lltri< !w;.dentes par;1 diferetJI('.~ J:n](l;uJcs. 

-ti é íJI(lq)('IJL!l't.l ,. de E;. 

B.3 birut1ua da c\Jatriz X, 

Como em Diidos [,JJilp;itudina.is estamos iutcressados em estudar o comportamento de um 

ou mais traLIJTll'III<Js através do tempo. a construção da nossa matriz X; dependerá de 

algumas infonn:J<.<H's· 

b) n° d<· I.Jai.,tlllt'lttos (grupos) ern cstudu. 

c) ordcJJI do !'ui:11Ômio nos diYcrsos l.ril.\.iiiTlCJl(os. 

Estas illfoml.tl:r·ws definirào <1 dimr'nsi-io e ;1 estrutura básica da matriz X;. Outra 

informação llli]Jlll'Llllt.e é a respeito de corno scrflo definidas as covariáveis ou variáveis 

'dumrny' <J.<>_r·:.p-11: Por exclnplo, p:1ril 11::1 I'Xpcrimento envolvendo apenas um trata-

1 I,, (2 

" 
tp-l 
il 

1,~ 
'·; tp-1 
I-,, 

X, '~ 
,, 

1 !,", (.!. p-1 
,,,, i in; 

Para expet-JrrH~Itl,,~ <um dois ou rna1s tr<-11<-llitc!l\os deveremos fazer uso das covariáveis 

(variáveis ·dtillltl .. !2,rupador;Ls). Con:--id('n· u .~lltlplcs exemplo abaixo: 

Suponh<-~ qtt(' dr1Ís tratamentos sejmn cornp<Ha.dos de tal forma que a cada unidade 

seja aplictl!lu 11111 r!· d:s t.r.a.tatttcttlo.~. ]Jt·~ttt Jul'ltld. leremos dois grupos de unidades com 

uma variável ittdir:rHiora que assume o \·alor () para um grupo e o valor 1 para o outro 

grupo. Ctlllsid('H IL<tta matriz que cmtsJstc de duas colunas, e define um polinômio de 

5isto repr··~, 111:1' ,i t;toclelo poiÍJIOJtll<ll de onlr·11i 1• UH! In, observacões tomadas da unidade i. 
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pnme1ro gr<tlt 

r I, 

' 
x, 

I I m, 

chamaremoc; cst;1 tllatri?- de matri~ b:ísic:1''. ]>ara. construir as matrizes Xi de cada 

unidade 1 dneHJu:-. tiiLdtiplicar as co[UJI<Js d<~ mülriz básica pela variável indicadora (O 

ou 1), aunwtiLüJJdu ('s(,a rnesm<L JrJatriz con1 <ts colunas resultantes da multiplicação. As­

sim teremos ttlll<~ :t1<1t.riz X; cmn q11a1m colmtcJs. O modelo ajustado, então, será uma 

diferente rct:1 p:~t·:~ l':tda grupo: 

grupo 1 - v;tiul •Í.J variável indicadora ll. A matriz resultante é dada por 

I t (I 0 

X, 

1,, 11 o 

grupo L - valor da. variável i11dicador;t I. 1-\ matriz resultante é dada por 

X.-

I "· I,.,. , 

E assi11t \("J-1"111\J~ lttna. reta. it_ju;,t.ad<~ pitld o pnme1ro grupo e outra para o segundo 

grupo. No ('JJI.illrtu "> parârnetros cstillliidos pam o segundo grupo (3° e 4o parâmetros) 

serão na vct·\ ictdt . ':, ·> \·ios em rcbt;:-lo <LO~ p;1 r<t rJtctt·m do primeiro grupo (1 o e 2o parâmetros, 

respectivartl< •ttL<'). 

no CIJt:-uJtu. 111\Jillf!i((·;l:· tudas as colunas da matriz básica pela 

6é uma Jllilll'll ,], <I< ~~·1il10 X,, paJ;J UI II tr<llilllll~lll.o 1lc referêncla ou controle. 



variável 'd 11 tlltll\' i 1 ':·a deit.o de ·n-,,lll\<.lo do llloll<'lo · , ou seja, eliminação dos parâmetros 

não significül-lvo:-; du modelo 1 plH.lemo~ multiplicar a variável 'dummy' apenas pelas p 1 

primeiras cultltlil' d:· rnatri;;; hrísica (p 1 ~ p) onde pé a dimensão desta matriz. Uma 

outra altent<il.JV<I I><~ I.\. testar a redução Je um ll!odelo é através do teste de contrastes. 

O mét.oiÍ<> ,],. -'lltla<)io dos p<lrh.nll'lnlc: J>O<Ii' ser máxima verossimilhança exata ou 

máxima vcru"-~Íillli!i,ll<;a rcstriL1. s~:mprl' fil;é,;udo uso do filtro de Kalman7 para calcular 

a verossimilliru1<;<~ ,. c>btcr as estimat.Ív;-1:-; de piHÚ.mctros e do processo de otimização não­

linear de Sci11li·dwl l>dl'i-l estimar os denwis pilr:undros não lineares (a2
, elementos de B 

e <>o)-

B.4 

Para execu t <11· o ]lt-''·" ,-;una dcvemos1 inici almcJitc, digitar o comando exec CARL A seguir 

será pedido u 11011](' <ic 3 i1rqui\'(Js: o arquin1 de d<Jdos 1 o arquivo de saída e o arquivo de 

parâmetro--, 

4.1-Arquil"o ,k ,:.~dos 

A prinwit·a li11Í1<' do arquivo de dados di-'\·cní conter as seguintes informações: 

onde N C I · t' o 111-: 11:: ·:o de covn1 i;t \'('IS 011 \'ill':<í v eis <lp,rupadoras ('dummy') para o modelo 

desejado. L-;t t' LI iu1 ; :·.oi depend('l' do 111-111\CnJ de t rtlt,arnentos (ou grupos) do experimento. 

Ex: se o e_,.;perÍ111t'l•:" possuir :l t.1·aLimH'IItos CIILlo precisaremos de duas covariáveis para 

discrimin;Lr u" !.t.-1,,: lentos ~~nLre os indivíduos, isl.o é, assumiremos NCV = 2 e O O para 

o tratamcltl., I. ;Jilr<l o t.r<l1itl\ll'llt<J ~- ,.1..!__1 p;n·a o tratamento 3. Poderemos ainda1 

se estivenJtu·· 1!11• ··<~dos em ,-,.~ ilt\'iH .1 ilill't'it•;<~u entre o tratamento 2 e o tratamento 

3, usar o:=; Y<llor('~ Ll para. as chw.s CO\'itrÍ<ÍYà-;. Por outro lado, se notarmos que não 

7 processn ;, llt-~1,, ~l.inado a r~l.llllitr o~ l"'t·attt<'il'''" lixos on predizer efeitos aleatórios. 
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existe diferctt(,:<l. l't:tt-1' os tratamentos 2 c :l, j)Odcremos reduzir o número de parâmetros, 

simplificüttrlu o tt:."],·lo. e entiw den~rcnto~ fn;;:ct· NCV = 1 e Q para o tratamento 1, e 1 

para os trilt,tttwt,:u· :~c :i. 

urudades forem obt.irl<ts algumas informações adicionais, devere-

mos definit· ,,._,!<- lcl'!:tcro d{" ird.omlilC,"Ôt•s COIIIO :\'TVCV. Ex: NTVCV = 3 ==>Sexo 

(1-masculiuu. 0-l·,.tt:ttlÍtlO): Clas.~e SÓclo-ccottÓrmca (l-baixa, 2-média, 3-alta) e Idade 

(18,19,20, ... _iillUS}. 

Nas liult;:s st'_'-':ltt:il.es devemos proceder ú ent.rada dos dados, sempre com um espaço 

em branco et;tt·,· <'1<·- precnche11do sempr1· 1 littltas para cada unidade envolvida no expe­

rimento . .\ ;1 pt·ttl "·: · . lt 11 h a pedt·-~e .\' () /5.'-:r, ·,_ o tll,tlllero de observações para a unidade i, 

e logo em sc!.Ellith í X (j)j = 1, ... : iVO /J,'-.'( i)). os NOBS('i) pontos de tempo observados 

para a nwstttd tittt•:<~,fc. ?'{a sq!ltttdct litdt<t. ,·o],Jcrmws os valores das NCV covariáveis 

para esta Ulttd<Hi,· \CV(k),k = 1, .. ,.'VC\) c em seguida, as NOBS(i) observações 

(y(j), J ~ I \'Ui1S(i)). Qu<HJdo e:-.:islir <1pc11as um tratamento ou grupo para todas 

as unidaclc~. de\·,-:, ::.os fazer XC\.=() c <ts it1i'onnações (CV(k),k = 1,NCV) deverão 

ser desprcz<tltit.~. ,, YTVCV > ()_ dev('ITlllo:-; iln<:scentar mais NTVCV linhas de dados 

para cad;-1 11; t 1\Í<~< i 1 ,-urrc-:spon rkn1 r·s <lu:-- l'iilut ('~ de cada informação adicional sobre a 

unidade (oi)_~ ct t: 1 :11 ia urna da:-. _,\"/'V'('\- i i 11 i1C1s. (leve-se entrar com um valor para cada 

um dos i\'() /1.'--'t 1 • • ·ttlos de ktli]HJ db:--,·t·Y<~Iiu~' 1·--": NT\lCV = 2 ===}Sexo( O: feminino 

ou 1: masnlÍÍitO i id;ulc(ano.c,)_ 

lndivíd \I(J ' - 1, "i ,_~(~rvações, sexo masculitlu. l;) at1os na ocasião da primeira observação: 

,, Ji'CS) 

1 1 1 I I I 

18 21 ~:_) :::-J :::11 ·J ' 

., ' 



4.2- Arquivo d(' p.t t·ámctros 

A est.nrtt.: il 1L ... :·qni\'0 de p:1r:lrnc1m~ d<',.<' "<'t· a seguinte: 

NQ,A.\. ,\.\ \ I (1), ... , NXCT(i\CT) .. YX1VCV(l), ... , NXTVCV(NTVCV) 

MOD/c'ltli li• !/JEL(2) 

P(l), l'l"i 

NOD 
' 

2 lndJCi'" de L r R( 1) 

2 Índice~ de C fJ R(2) 

2 Índice' de LI PR(NOD) 

ORIGlc\ se. I LE 

REMI 

IOPT 

NCTUc I 

Númr:-ro d1· lirtiJ;;~ e título do cotttrilslc 

Númcru dt· litilt,,~ e Lítulo do cotrt,rc~c-.lc 

matriz d,· coJttt.t,lc 

NúrrK't<J <~<"!ir,, 

NFJU. 

IRES 

,. 1 Ít.ulo du t"OIILr;,-.:lc .\ CFJ/S'T 

A prinwir·il iiltl!;t do arquivo de par<,Jtm'\i"u::, d1··vc trazer as informações referentes a: 

-NQ, o ttt.tlltt·t·u ,[,.colunas da u1att·iz Z,. Ex: se NQ = 2, Z; = [! ! ]. (obs: se 

não existctn l"ii'Íi<l' .dcatórios di·'Y<'tiJOS i'<Jí:l'r .V(}= 1 e NOD =O); 

-NX. u 1 tlllw:•_. <I(' coluua.s di! tttélttÍI. IJ<;stcr~: que irá defmir a ordem do polinômio 



-NXC\'Il ) .. \" .\CV(NCV}. denol.aru o numero de colunas da matriz básica que 

serão multll1iicad.~~ IHJr cada UJna d;~s :\'C\ coYana.vetsj 

- N X 'f'\ r'\: i · .. N XTVC V( _,VT\-'r'\ ·1. dcuotam o número de colunas da matriz 

de descnllíJ ,[,: 1"' .i<~c)o básic:t c11w :--r'liH> IIIU!t iplicadas por cada uma das NTVCV 

informaçôc:-- ;~diciur;,tiS. 

ATENC,' \0· _\ ( "\ · + !VTVC'\' dcw c,cr ~~ !"'1. scnào este limite deverá ser alterado no 

programa pr:riCliJ<tl. i1cm como TI<Jo; c:uiHoLÍ11<ts. <' recompilado em Fortran. 

-MO])/.'/,(!'!_ (!1:c assumi1,L u \'alor O se rslivcrmos supondo que os resíduos sao 

independei i li·~ 1· ,, cst1verrno:-- SIIIJOltriu qtw os n~síduos têm uma estrutura AR{l) de 

tempo collllllllu: 

-MODJ~'/_('2), :~.-;sumirá o valor l se erros observacionais forem incluídos no modelo e 

Na tcru:ll'i\. lil,i,.:, ~c .i\lOD/:,'L(l) = 1, dncremos indicar o valor inicial para lna0, 

logaritmo dl; nwt1, wnle él.uto-rcgrcssin, r1 11 de tempo contínuo do AR(l). Se ainda, 

MODEL(:!.1 = I. ,i,.·,·eremos indicn e111 scguiclc1 o valor inicial para cr0, o desvio padrão 

dos erros (J),,_,.r\-;1, ::a1s. P(l) = (1.(1 r·/'!:!.:= IJ (J são estimativas- iniciais naturais para 

os parâmcli,r- 11"'' .:Jciln's clesnilos il\'ltll<' ,oiJs: :oc 1l10DEL(l) =O, esta linha deverá 

ser desprr~i'<~<l<~). 

Na qHill':.: itlti; ,),·\·cremos dcltllÍI'" Yiil<!t· d<1 vc1riável NOD. NOD é o número de 

elementos rl<1 llliJtri/ U a. seretll cstiiJiiirloéo U. por sua vez é uma matriz triangular 

superior oiJtlli;l )l\11- J[ecomposiç;-lo de ('ltolcski8. /\matriz B de covariâncias dos efeitos 

aleatórios~-- d;HLI 1 U'U. 

A segutt t<·t-,·11:.,- \'()f) linh:1s rltlde <Ít'\'<'J'ctnus Ílldicar os índices para locação de cada 

elemento 1L1 Jll<il.llt. U (NOD clcnK~ntus) seguido da sua respectiva estimativa inicial, 

----,-,----- --·· 

Sdecomp''' , ,,1:111 ll d(' form;1 <]li<' l.l=-l r·u onde• U ci uma matriz triangular supenor. Esta 
decomposi~il•• .-,~,;,·g,IJI :IW a Jnatriz <I<' covar::ulcl:l ~•·r:i 11iíu negativa definida. 

l :2:l 



sendo uma.liltil<t p<~~<~ cada um dos JV()J) elementos. Ex:NOD = 3 

linha 1: () ·iclllcnto a 1 1 d;1 lll<d 1'1/: U co111 estimativa inicial 0.5) 

linha 2: ..! () ··hncnt.o a 1c d<1 IIJ<:In;; U coJJl estimativa inicial 0.0) 

linha 3: ·J ::! U. 1 t clen1ento a-n Jn. milt r1z U com estimativa inicial 0.5) 

Atençã<J ~·~ti11,, ;~,-;Js iniciai~ do~ t'll'IIH'IIto~ d;J diagonal não devem ser iguais a zero 

pois podem [JI od11/.1:· 11rn mínimo locd.!Jiil [uJI(_;iiO de verossimilhança em vez de um rninimo 

globaL É int1·t·1·ss<tt,' ('que o progr<ull<l S('_i<l rodado uma primeira vez apenas para se obter 

uma boa esillll<t\11 do::; :chutes iniciais· c em seguida rodado novamente com os chutes 

iniciais estÍIItdt]lJ.' ·:lt.criormenlt· piir<l ~~· oiJtt:J<-:m cts estimativas finais. Para grandes 

conjuntos q,· d.HI\1- l'lldc ocont:r cpw 11111<1 IH'qucna alteração nas estimativas iniciais 

ORIO/_,\'_ ;1 uri.~cm do temro: 

SCALJ:·. <t. t'SI·,tla. do tempo. O.U e L.(J sao os valores usuais. Esta opção permite 

que o temJh ·lt· ,,. ·' 111 sl'ja. al1<T<tdo )Jill'<l <1 lrH'>tlia geral dos tempos de observação com 

o objetivo ,f,. tu1:1 .. _., lll<JLriz c!t- d<·~··nillJ llll'illor condicionada. 

Na linha "'-'t)lllli 1, dt:vcremos ddúJÍl' s.~ dc\·cní. ser usado estimação por máxima verossi-

milhança (li; o1: 1,, .. lllcixirna. Yc·n,~;-;ÍJtli!ltiiliC<l rcst·.rita (1). A estimação por máxima 

verossimill1<'1":<~ :-.·,,. iLd fornecc1·;.í t··sLÍJIJdt i\·;,:-; ddei v<Criâncias menos viciadas que as es-

timativas (k iti,Í.\,;, \·cros::;imil i1<1 lll_d. I J\'\'t' .~('1' 11sada quando o número de parâmetros 

fixos não fu~ ]Wt:l:•·l:tJ ern relacJo <lO llÚlii('J'O Lot.<tl de observações, ou seja, quando 

NOBS{;) 
,NOBS(,·: ~1\ llJC(IOJ' ljlll' i. 

Na linli.· ,h-(•rt.'tnü> clt·IIIIÍI u \·;tlur d(' IOPT (O ou 1). Se IOPT = l, um 

programa d(' ui i tlll'' '".''w nâo linear seriÍ (''\l'Clil a do para estimar os parâmetros não lineares 

desconheci''"~ I,;,-- f!ilJÚmctws 1ti1u iilw<u•·c- ~:w: n 0 , o coeficiente de auto-regressão, 

_os elementos d<t ltlill t·i;, B, e a~. a. \·;-l.nÚilCÍil doc. erros observacionais (quando pedidos). 

Se 10FT = 11, " 'lnuizaçã.o 11Ao serei ('.\('UJI.<Jda. Então, o programa considerará as 

estimativa.~ Íltlci;,l- '"'ses rarâtllcl.ros ctJlllO st:~1do estimativas obtidas de uma execução 

U-1 



anterior. Ec.:t., l!IJI ,,,. pennitc ao pmgrrllllil .!.!,t'rilt· \.estes para contrastes, estruturar dados 

para gráfico.~. cV. c .~ssml poupa.r t.empo cotnputanonal. 

Na linh;~ :--1"!.'111::·, dn·rrcmo~ dd·illir .\'('Tl?.C:T. o número de contrastes de efeitos 

fiXOS que e.'·,\iiillu~ lil"~Cjando testai'. ()~ COllll'iJ.SLC~ possibilitam testar se um OU mais 

parâmetros ..,;lo 1.!-'ILII'i a zero, ou seja. sito desprezíveis para o modelo, ou ainda, testar 

se existe dil'1·rcw·;~ 1'1:1 re um ou mais pa.H;s de parâmetros ou qualquer tipo de contraste 

possível. S,· .\i' I/,':-,')'= O, WêllltuJJI cOJIIPL~II' será testado. Se NCTRST >O, as 

matrizes de' ui<ll". ,., dc\"Cm CJil.t'<ll iJ ~q~uit·. l'lll .YCTRST blocos, da seguinte forma: 

- Entra I'<Jtll o 111i tttcnJ de lin lii·Js {c) dii Tllil t ri;. de contraste (2 primeiros espaços) e em 

seguida (a ]'c~rt i 1 <l·' 1 ;1 :1 rt o espa1:u 1 de! i 111" llt ti c< 11 lll'IItário a respeito do contraste. Então, 

na linha sepJlllllc~. l'llil·a com a méltri7 de cont.r;1st.es linha por linha. Este processo deve 

ser executadu J!<ll'<t .·;1da contra.~Le. ou seja: .\"C.TRST vezes. 

Ex: 

5 

1 __ bel.: i =iJ 

0 1 0 0 li !I li li 11 11 

3 __ bet.li=l,,·:,,.!=lwL.::J.J=O 

o 1 o o () íl li (j li li 

o o o 1 li íl () li{! li 

00001'" 

2 __ all .. _,J .. ,~iLI:)::::::alLi 1 

1 0 -1 0 11 li IJ IJ li IJ 

o o o o li 

1 __ bel<li=JIW•:;;;ibcLa2.3,tJ . .J) 

0 0 0 1 I! I il I 1, ; 

0 0 0 1 IJ i IJ I i J-' 

9Iembre-s' ,1;1,. 1,_·;,._ :; I{':) sào ck.~l"lu~ e111 n~br;iio :1 IJdal 

l .'­- I 



(obs: a. <IIIIH'IJ:;;" da. matriz de coJtli'Ctslt·~ (-,c.: x b, onde c é o número de linhas do 

contraste e /J ~-~o 111111\('J'O ele co]unns dr• Xi.) 

Na linh<1 :--cp,t1ir11 ,. tlC\Trnos dcfiuil' o 1·alot· de AFI LES que é o número de arquivos que 

devem ser nlitdu~ i'dt'i-1 <l saída d;1s rnc'!dias. cnos padrões das médias, e desvios padrões 

das unidadr·., IJill·;, .[;~dos \·a.]ores de I t~ de t\!l'i-II'I<Ívr:is. Estas saídas estruturam os dados 

para permiltr <1 ('(Jll.~l ruç~o de gráficos ern algum software apropriado. Se NFILES >O, 

o programa 11-<1 lt·r· '' linha seguin1e que dchrH~: 

-NPLO'I :-:. u i],,iJIC!'O de grcíJicos ;1 scJTlll gerados (geralmente um para cada grupo 

ou código dt· i'tJI'MI;JITI difcrent.c): 

-N PTS. \) lll.tlllt'l'IJ de pontos p;-1ra c<tdil 2.T<Ír-ico: 

-t(1), t(" i.\ /'T.S'J. a \r,c<11:;'1o d,~ \/''/'_'-.'pontos. Se existem covariáveis o pro-

grama lê nL,:-- _\ /'/ (Jf.'-.' liuha:-;. lllll<t p<tril '<~rLt código de valores das covariáveis. Este 

processo ser;1 l'Xt~t-ttlddo NFILES vezes. Isto irá permitir a construção de diferentes 

intervalos rJ,. <urJIJ<~. ,-<1 pa.rct dikn'Jllr·s 1 111'\ilS 111r\lias. O programa irá solicitar o nome 

dos NFILL'-> :ll·qtJ,I\JS de saídii.!~x: 

1 (11111 <l!'lil,J\'O ck médi:1s, erros pMiróes c desvios padrões) 

4 6 20 :)[) -1() .-JIJ (j() 70 est.ntLuril de dados para 4 gráficos com 6 pontos de 

tempo: 20, -HJ I li -,,J. (i() c lO) 

1 o o 
o 1 o 
1 1 1 

E finabiH'tJII' 11<1 ~·dl.ima linl1a dt'VC!TIIlu~ dd111Ír o valor da variável IRES (O ou 1). 

Se IRES= ! " :·· '2l-<tlll<l ircí. lH'dir (> IJ(,Jll(' ,!(' ot!Lro arquivo de saída onde irão constar 

os dados n·l,'li'lll•·- ltHiil:-, ilS li!Jiditdc~ t'!tl -, t <Jit!llil.S. 

As coluJJil.~ s1· 1 t .t'I'Clll i-1.: 

1. Tem(J\1 ui~.~~·~-.. <tdu. 

2. ObstT, ;w,·lcJ. 

1 :.! (j 



5. Resíd.;,,~ [J.t•I:•IJII/:illlos (1'·11<1 ÍIJ\'('_~IIé'.<H)o de normalidade, correlação serial, out-

liers, etc.). 

Se IRE.~ -=-- {) -.,,,, c.l'I•Í ped11lu Ollllu IIUitll' de <1.rqmvo de saída e conseqüentemente 

nenhuma dds ÍIJfortllil{;õcs acimil será salv<L 

4.3- An111Í1'o d1· -~aíd<1 (análisr-) 

Coment.:i1·1os (' 111tcrpretaçõcs dos n·sult<Jdos salvos no arquivo de saída serao feitos 

no exemplo d<idu .t!·<tÍ:-:d. com hi!Sl' 110 ;nlig" dl' .JONES (1990). 

B.5 E'\('JIIJlt" 

Consideremos o cotiÍUJJt.o de d<tdos do <Jr1Í!_!,o de .JONES (1990). Abaixo descrevemos 

resumidaml'JI\(-' nm,,J se estrutmd u arqu1vu Jc (L-tdos, seguido de alguns comentários a 

respeitode: .. !1"-1: 1:11"<1: 

2 o 
•Estamo.~ t'Uit.~Í<tt"l"iUHlo um Jlloddo cOJIJ :1 grupos, ou seja, um grupo referência (ex-

perimento I: 111<11:-> 1l"is outros J-!1-llpos tC.\f)('t-illH'Iilos 2 e 3). Daí, ·NCV = 2. Como não 

temos infort:l<~t-\w~ '"iicioJJais, AFI "('\ =O 

5 o 7 2(i : ~ it: 

001.5.]",_.) ~ii 

Na segundr1 :;,j,,, .·"li,_o ll O l"lt!:l ,~I[ I li'<'"!<~ til I idade pertence ao grupo referência. Na 

4 0 26 4C <11 

o o .5 _,S(i . i ) \ 

• A sétirtl:t 1111i.i-:d('_ t.<l!Tlhélll do p:t'II[HJ rc>l'crhncia, foi observada apenas 4 vezes pois 

L.,-_, 



tem uma oi H·;,'",,. !'ctdicl<t nu l\'lll]HJ 

407Jt]i,'\ 

1 o .5l.IJ 1.11 1.,8 

3 o 14 4' 

• Os délduc; :11 Í1 .. 1 S(-' rdere111 its dua~ prilttcir;ts unidades do segundo grupo (experi-

mento 2, códt:;u I L·, .\ primeir<t l"ui ob~cn·<-Jda em 4 ocasiões e a segunda foi observada 

em apenas.; 1Kil.StP''" lobscrvaçúo pcrdid<l 110 tempo 7). 

40814:!!1 

J.(i 

• Efinalttwttlt ··tlt Ítna unid<~ril' d\J li'rn·tm E!Tupo (experimento 3, código O 1) com 4 

observações ::w 1,: ·.")' (). 8. ]<'lt· :.!!J. 

A seguir d:·vctttu:-. Jefinir o cnquinl de !JMÚrnct.ms para o conjunto de dados acima: 

3 4 4 4 

o o 
3 

11 2.6 

1 2 0.13 

1 3 ·0.001 

18.08847 11 

o 
1 

o 
o 
o 



A primeir<t lilllt., Í11dtca que il IIJ<ttri:: Z, JHJsuJ :~colunas, ou seja, 

Z, 

onde! é o vclur 11,, lc-:Jnpos obsr~n·;~.dus \ rn<~l r·iz X;, n; x12, é dada por:( considerando 

também as iril'ur-IJI,".'H'S do arquJYO dr' dcHios) 

1, I ' ' o 
" 1,, o 

x, 

["" ,' 
I' 
"11,' 

I' 
""• 

o o 

para o experinwJII'' I (grupo de ri'fen~~n c i a.). 

r 
I f; 1 I' 'i 

1, 
'i tfl o o o o 

" ld 1.;1 

X __ ._ 

l'" ( 
(2 ,:; I I' t7n; o o o o 

11·' ' '"· 111, 

para o experimr'llllr L(-' 

r 
1, (2 ,, (-l 

" 
o I) o o 1 t;1 t;l t71 

l f,, ( 
,, 

I' lJ lJ lJ o 1 i in; t?n; tfn; ' "'' "'' 

' para. o expenrrWiii•· ,_ 

A segundil liiill<~ do arqu1vo de parÚ.nJet ru:--.. com dois zeros, indica que nao existe 

correlação serial tiL I :JJodclu. A t.crccir<J JiJtltil llldÍrc\. que 3 elementos da matriz U deverão 

ser estimados. 1 · :llill<l scp:uÍillc Jdi111-' os l'll-'llH~Jitos desta matriz a serem estimados: 

a 11 , a 12 , a13 ( snr111 'I 1' ,-,;; cit'ment os 1 1<1 prr r 1 :r'i t·:~ i11 ti1:-J deU pois aqui já estamos eliminando 

os demais elellli'lli< .til ltl<llt'Íz, 1[11<' siiu Jt<.tiJ ~l!_!:lliiJcativos para o modelo). 

A linha scgui111• dt'fiw~ <t oJ-Íl!.l'lll do li"ltlpu. que no caso será o tempo médio para 

todas as obsc1 \'<I lu! I-~.O~tll7. (' ;1 t·sc;d;i t!l.l' sn<Í igual a I. 



As linhas scguilll\'S rleiincm: ttPsLa orde111. que: 

-(0) será us<~<l<l --·~\ Ílll<i<Jw de tii<ÍxÍilici \"<Ti!S.~imilhança; 

~(1) um pro~'.: <I li,,~ d(· ot i IIIÍZ<H.;IO lliÚJ li li(';~ 1- :-.<·1·á. executado para estimar os parâmetros 

da matriz U; 

-(0) não St'l"i-1\J 1, si;Hios con1r<~~l<·~: 

-(0) dados n;"w ~cr,lo c::;t.rutur<-Hios )J<H<-1 gr<ilicos; 

-(0) não scrr'1u :-..~h·ds ;-1s iJJfOtllltL(Ót-:s (jcí descritas acima) em um arquivo de saída. 

Com estas illi.ol·lnaçôcs, podcJJlos rodar o programa e os resultados serão salvos em 

um arquivo dt· SiiHLt. Eslc arqui\"U de c.iiÍd<l aJ>I·csentará o seguinte conteúdo: 

- O primein, IJI(,co lriiz Íilfot·III<HJw~ sol,t·<· o <1rquivo de parâmetros como: elementos 

da matriz U que l'dl'il!ll estimados. COIII n·spcctivas estimativas iniciais, estrutura das 

matrizes X;, ex i si C_·1.ci d ou uiío li<- conclill."ÚO :;crird, número de unidades e de observações, 

origem do tempo. ("SCilla e método de esLim<~çiío. 

-A seguir) te1110s us \·alares de -llui L" o n~spectivo valor de A/C (-2lnL+ (2Xn° 

de parâmetrosn. ,, -'<1iu1 d<-1 1·ari;IIICÍ<1 ci<J n·~idw> (mse) e seu respectivo desvio padrão. 

-Em segu1d.1 ~~;rgr'JII il:> cSiillliltil-<1> du> J!ill'<'lmetros lineares acompanhados de seus 

respectivos erros IJ,idnlcs v ndorc.~ d;1 <\~t<-11 ist Íe<-1 't de Student'. 

-Após istu i('ITtilOS i-l.S :; CS11111illii"CIS rwd!d<-L~ dos parâmetros não-lineares (elementos 

da matriz U). :1 lti .. Ll'li: aU <Jbll<lil CCJIII 1'"1<~~ t'~11mativas e a matriz u 2B. 

-E finalmi'JIIt". i'fll sc_g:Hida I<'I<'IIIU~ IJ<:r:l c<ltii!. unidade os valores de seus respectivos 

efeitos aleat.óno" cJ,•svios pndróes <' rC'síduos recursivos (padronizados). 

I : )IJ 



Referências Bibliográficas 

[1 J BERGER . .\ I I' F. li ()N (i 1 A ( 'ont por/sou of F!Jiciencies o f Longitudinal, Mixed Longi­

tudinal and ( ·10s.,-S1 1'1 10rwl IJ1 -~Nfll-~ . . 1 o l H\ AL OF EDUCATIONAL STATISTICS, 11, 

3, 171-81. 

[2] BICKELl' .. I.S DOJ;Sl.\1,.\.\l.(l!liil .\i<dhematical Statistics: Basic Idcas and Sc­

lected Top'll·.c;_ Hoi.DE\-DAY. Srnt ft·ancisco. 

[3] BOX,G .E.P),· .) E!\1( L\ S .G . .\'[ (! 01(i) Twu· Seríes Analysis, Forecasting and Contrai, 

revised editt(Jt. I-1uLDJ::.\-D.\Y. Scttt h·<:ttl·isco . 

.[4] BROEMELI.\íi,J .(]()<).)) lluiJr.'>rilit .-!uu/.1/SI-~ of Linear Models, MARCEL DEKKER, 

New York. 

[5] CHI,E.M.8.:.l{J Ll\SE L ,C. C.( J Uc'~J) .\1 odu'.~ for Longitudinal Data with Random Effects 

andAR(!) l·'·lim· ... . L-\S_..l,__ .S4. J(J(I. 1-:~~- 1 J. 

[6] CHRISTJ·: \ <..:! \' ! i \ ( l qs-;- ' I 'lu'" ! 11, "'' rs to Complex Questions, SPRINGER-

VERLAG. \c".- y(J,-1; 

[7] CROWDEH.'\i.J)\:II.\i\D.l) .J.(]qq()) lnulysis of Repeated Measures, CHAPMAN 

AND HAI.I.. l."nclllll 

[8] DIDERRJCII. C. L.(HJS:l) rJ,.r· l\(dl/rou Fi/Ler from the Perspective of Goldberger­

Theil Estr.'lllrrlurs. Tl!l: ),1\JI-:HIC\S STXI'ISTICIAN, 39, 3,193-8. 

[9] DUNCAT\ .I) I:.&:! i O n. .\ .S.I l -1. I !lí:! :' f. i 111 "1 Dynamic Recursive Estimation Jrom the 

Viewpoinl u{ i:e_lf,''(_,_~lon At.ul'i·''·'· .1.-\S_--\. 07,340,815-21. 

I :l I 



[10] EFRON,lLH:Oi\l:.c; .\.(I'I'IJ .I l.>.'<n>ly Look at the Bootstrap, the Jackknife and 

Cross-Valúlul/()n. TIIE Al\li.I:IC' .. \\ ST .. \J'JSTICIAN, 37,170-74. 

[11] GABOW.I' .. I IUIIi\SCJ\X\1.. 1\AEHNY,W.D., KIMBERLING,W.J., 

LEZOTTL.IJ ,:., IJI U:Y.l.l .. JU\ISI\.11.(1992) Factors Affecting the Progres-

sion o f Rr 11 ui 1 hor u.~r 111 . .-I ui (J.~ullilli- I Jo11u nrmt Polycystic I<idney Disease, KIDNEY 

lNTERNATIO\ \L. 41. [:)l]-~J. 

[12] GRIZZLE..J.l-. &1\ LLE.\,D. \!.1) DVJ 1 .. 1 urr/y:,.Ís o f Growth and Dose Response Curves, 

BIOMETRil .'i. 25. :)i"Ji-81. 

[13] HARVILJ.i:.l) A.i ICJI()j E.·l'lr n.~·wn nf !lu (,'auss-Markov Theorem to include the Es­

tímation of /(,,ndu11r !JjúL. Til i. :\\\.\1 :-i üF 8TATISTICS, 4, 384-95. 

[14] HARVILLE.D.A.( I D/7) M(frtr/111111 /,1/,-r·hhood Approaches to Variance Component 

Estimatiou uu.l lo Ur lo lu/ f!m/1/r n;,,_ .I AS:-\, 72, 358, 320-40. 

[16] HENDERSU\.C.!I.(Ul~JO) F'.slimotto·u o( C'enetic Parameters, ANNALS OF MATH­

EMATICAI >-I \TI'-iTH'S_ 2]_ :j!]\J"II; 

[17] HERBACII. L. d.( UJ~J~J) f-JI'I!f!UI Ir,,· of .\iorld II-type Analysis o f Variance Tests! AN­

NALS OF \i \:J[J'\1 \'Jir·.-\1. .<·! \'JJ.C.:Ji<':>. ;)()_ 939-59. 

[18] HUI,S.L),·.Jli·:JtCJ~ILJ.O.( IDR'll Fm;Ji·nnd /Jayes Estimation of Rates in Longitudi­

nal Stud·ic' . .J. \S_-\, 7 8, JB I. I ,-d-CiO. 

[19] JENR!Cll. i: i .\;o('lll.l'C:III L. I Ui I J.l ! '),\li) Unbalanced Repeated-Measures Models 

with Slru(·il!/'1. 1 
( ,Ji'll!'tlli!Cr.- .\lu/1·"-~-'. DltHlETRICS, 42,805-20. 

(20] JONES,TI 11.!'! 9911) SfTill1 r 'orn lnltul! 111 !f andam Subject Effects?, COMMUNICA­

TIONS OF ~I\ riS['[( S .SL\11 I_\ 1'](1\ l!J_ llll5-23. 



[21] JONES,R.Il.,\·.AC 1\ E HSO :\.L. \1. ( 10Ull) Snial Correlation in Unequally Spaced Lon­

gitudinal /Ju/u. BIO\ll'riUI\.\. íi. I.~~: :11. 

[22] JONES,H.l i :dlO I IJ 1-llO. I I I :\C.I .•. I '1'11) Unequally Spaced Longitudinal Data 

with AR{!) Sr rio! Corrclolton. DIO.\II:TI11CS, 47,161-75. 

[23] JONES,IUI \ ID9:;) 1_-on.IJilruhllul /Ja/o ·wilh Serial Correlation: A State Space Ap­

proach, Cii.\1'.\IA\ ~ H,\LJ. Lo!1do11. 

[24] KALMAT'\.11 ! ·.(1 ()(i()).-\ :'\r t!' ·lf!f!HJI!(.ft lo fmear Filtering and Prediction Problems, 

TnANSACTio\s _-\S~lE .1 D.\slt' E\\;J\TERING, 82D, 39-45. 

[25] KALMAN .lí..L.&J11 i('}' .H S.( 1%11 .Yrw l!esults in Linear Filteríng and Prediction 

Theory, TI:.\ \..;"\C 1'10\.'> .-\ S:\1 E .1. D .. \.C:I( · ENGINEERING, 83D, 95-108. 

[26] LAIRD,l'\.,1.\·Wi\RL..J.ll.II'ISl) l!mulom-F:ffects Models for Longitudinal Data, 

BIOMETRICS :~8. ()(i;~-7-l. 

[27] LANGE,J\ ,\"ltYA\.L.(l~Jt'l!Ji ),,·.,(:>c>I/Uf .\rumality in Random Ejjects Models, THE 

ANNALS til S I'A'l 1~'1 lt ~- 17. l. (il.l- Jl.. 

[28] LITTLE, H I. \) •. ·.H 1. Jl J .\. ]l i\ ( ] '1~-;- I r..;; lif r.,ftcal Analysis with Missing Data, WILEY, 

Ncw York. 

[29] LO UIS,T .. \ .)1 !JSk) ( ,'uu:ml .I i 1 lhoJ, ./ot 11 nalysing Repeated Measures, STATISTICS 

IN MEDI<' I\ I 7, :_!q_ [-,. 

[30] MEINHOIIJ ;; .. 1,\SI\CI'l li\1.\11 1.\.1!.(1983) Understanding the Kalman Fil­

ter,THE.-\.\Il·.l"UC',\'\ STXJI'iTJr'L\\ 37 '2 123-7. 

[31] PHADKE.:\J.~,.(J'L'\1) C}uult!f! .\ur!it I:<IIUJ Adaptative Kalman Fíltering, ASQC 

QUALITY Co\"GHLSS TIL\\"~ .. \t'Tlu\:-;. S;l!l Francisco, 1045-52. 

I :;. í 



[32] POTTHO I i lU. ,, HOY .S\ I I 'lli I i l i'' neralized Multivariate Analysis o f Vari­

ance Modu' u.~efui C.SJU.J'WII.~ Jor (;une/h Curve Problems, BIOMETRIKA, 51, 3 e 4, 

313-26. 

[33] PURI,M.L..\.:,.l)J~N.P.l(.( l.91 i) :Vonpu.Ht.tn.d.rics Methods m Multivariate Analysis, 

JOI-IN W11 I\. Ne\\- \'ut·k. 

[34] ROBINSO\ .C .lU I '1'1 li ·n "! 111.11' ,, ,, Good Thing: The Estimation o f Random 

E_ffects, S·l.\l!'>TH" .. \1. S('ll'\í'l.. l. lí-"li 

[35] SCHLUCIITFI~,!\l.D. (I q~:-.. ;1 :budy.'i-~ o( /ncomplete Multivariate Data using Linear 

lvfodels v.ni!, .'-;;nul!urrl ('o ... u,wul·r .\fuir·u'I'S1 STATISTICS IN MEDICINE, 7, 317-24. 

(36) SINGER,Il {l 1l8f11 /.<!ttyiluitiliu/ /)ulu \nnlysis, ENCYCLOPEDIA OF STATISTICAL 

SCIENCES. ;) 142-.~l:J. \V!LI Y. \"ew York. 

[37] SINGER .. I.\1 ,,·.A\IJIUIJL.IJ 11 ti'J'i''' .l"álise de Dados Longitudinais, SINAPE. 

[38] SOUZA,L.c\.:ll.~tl.\L\ .. \.L~t~!DU) Curm.~ de Crescimento: Análise de Dados In­

completos m111 h' r _,)dno.~ .\u/r!("orn-lor·I(Jnudos, REVISTA DE MATEMÁTICA E Es-

TAT1ST1C .. \. /""i 'L'J .~J-l 

[39] TITUS, ll, l 1li7) .-\r!t:ltnn..- 111 ht:>.-.1r·r lutget Tracking, Rep. No. NPS-62Ys-77071, 

Naval Po~\ c-:·,:dttot\(' :-ic·IJO(!: \luJJI('I"<'\". c,difornia. 

[40] VACEI\.,1' \: \IH. '1\1:1.1\. lll.I.L.IJ l.· :'!...;9) Application of a Two-stage Random 

Effects Modr I to f.riiHJilwLtrurl tJrtlnwur!l"_!f Function Data From Sarcoidosis Patients, 

STATISTJc-; 1\ I\-li·DI<"I\!·: C"l. ~-..:'I.!IHJ 

[41] WARE,.J.ll (I!J85\ /.tnrr11· .\Im/ris .li'J !ltr Analysz"s of Longitudinal Studies, THE 

Aív!ERICA\ ::i"L\TJSTICL\:'1. 39. ~' !J.J-101. 

[42] WATERI\.11 \.C'. L 11111) \.\1 .\\'.11:1' 1.11.(1989) Methods for Analysis of Longi-

turlina/lJ,;.',· FNI!rul-11ud 1 ":urnlmir!Jrh rrnd Cognitive Development, JASA, 84, 

405, 33-41. 

1.: I 



(43] VVlLSON.Jl.J) I UJ0i.;·l .·lulonqn.,.,·in (,'mwlh Curves and f(alman Filtering, STATIS­

TICS Il\' I\liiJii'L\1. I. ~;j .. :--.,,_ 

[44] WOLFIN(;I·.I:.IL{I~N~) ("ur·unullcr ,'-)lnu·lure Selection in General Mixed Models, 

COMMUI\'1! .\.110:\S OI- STXIISTH"S SI:\1\."T.ATION, 22,1079-106. 

[45] ZERBEJ' i'i -~n h'iilldn!i; .• rfn,u .l11ui:r1''·' ofthe CompletelyRandomizedDesignEx­

tended lo (,'mil'lh u.nrl h'u•!;urr.,rc ('urrrs . . l.A.SA, 74,215-21. 


