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Capitulo 1

Introducao

Atualmente, muitos pesquisadores tém realizado experimentos envolvendo dados longitu-
dinais para obter alguma informacao sobre o comportamento de determinados fenémenos,
principalmente fenémenos das Ciéncias Bioldgicas.

O incremento no uso de técnicas estatisticas apropriadas para a andlise de dados lon-
gitudinais ocorreu gragas aos avangos computacionals, que proporcionaram a resolugao de
problemas freqiientes entre estes experimentos. Estes problemas sdo causados, principal-
mente, pela estrutura de dados, que permite um espagamento desigual entre os tempos
de observacgoes; outro problema, no inicio, de dificil resolugao pela caréncia de instru-
mentos apropriados, era a modelagem da possivel correlacao serial entre as observagoes.
E, talvez, o problema mais grave era a possibilidade de presenca de dados faltantes, que
inviabilizava o uso das técnicas classicas, que exigiam dados completos,

Aliando os avancos computacionais ao desenvolvimento de um modelo adaptivel a
dados longitudinais, o modelo de Laird-Ware, o acesso as técnicas foi facilitado. Isto se
deve, principalmente, a grande flexibilidade do modelo de Laird-Ware, para tratar os mais
variados tipos de problemas que surgem em dados longitudinais. O processo de estimacéio
de pardmetros, no modelo de Laird-Ware, se dé por maxima verossimilhanga. Para
solucionar o problema de se trabalhar com matrizes de grandes dimensdes para estimagao
dos pardmetros, adaptou-se um processo recursivo conhecido como Filtro de Kalman, que
se utiliza sempre de matrizes pequenas, independente do tamanho do conjunto de dados,

o que torna o processo recursivo simples e eficiente, sem perder qualidade ao se defrontar



com os problemas de dados longitudinais citados acima. O processo recursivo discutido
neste trabalho é o processo desenvolvido por Jones (1993), fazendo uso do Filiro de
Kalman e adaptado para realizar a predicao da parte aleatéria e a estimacio da parte
fixa do modelo misto de Laird-Ware.

Apesar de todos esses fatores que contribuiram amplamente para o desenvolvimento
das técnicas de andlise de dados longitudinals, pouco ainda tem se estudado sobre a
verificacio das suposi¢oes distribucionais do modelo ajustado, fator de vital importancia
para a aplicagio de testes que requerem normalidade. Destacaremos, neste trabalho,
além dos fatores citados acima, uma técnica de analise dos efeitos aleatérios do modelo
de Laird-Ware, desenvolvida a partir da adaptagao de uma técnica cldssica, o grifico de
probabilidades normais. Como veremos neste trabalho, o desenvolvimento das técnicas
para dados longitudinais foi possivel gracas a adaptacio de técnicas j4 existentes nas
sreas de Modelos Lineares de Regressio e Séries Temporais.

O presente trabalho tem como objetivo principal forncer um estudo detalhado da
utilizagio do Modelo de Laird-Ware em Dados Longitudinais. E proposto, também, um
procedimento de analise de conjuntos de dados longitudinais, que envolve as seguintes
etapas: ilustracio grifica das observacdes, escolha de possiveis modelos (com e sem
correlagio serial), estimacéo de parametros, redugio do modelo, verificagio da adequagao
das suposi¢des distribucionais, e testes dos contrastes.

No capitulo 2, definiremos o modelo de Laird-Ware e desenvolveremos as técnicas as-
sociadas a ele. No capitulo 3, discutiremos a predigao da parte aleatéria do modelo misto
de Laird-Ware, e uma técnica de verificacdo das suposigdes distribucionais do modelo.
No capftulo 4, definiremos o processo recursivo do Filtro de Kalman e a adaptagio deste
processo, para utilizagio em dados longitudinais, enfocando o método desenvolvido por

Jones (1993). No capitulo 5, aplicaremos os métodos descritos nos capitulos anteriores a

-alguns conjuntes de dados.



Capitulo 2

Modelo de Laird-Ware: Definicoes

Basicas e Descrigao da Metodologia

2.1 Introdugao

Nos tempos atuais, principalmente nas ciéncias biolégicas, sao realizados intimeros estu-
dos onde unidades experimentais ou amostrais, classificadas em diferentes sub-populacoes
{grupos), sio observadas ao longo do tempo. O tempo é chamado de condigao de
avaliagio, ou seja, cada observagio é relacionada a um ponto de tempo. Pode ocorrer que
essas unidades sejam observadas em outras condiges de avaliagdo, ndo necessariamente
o tempo, tais como peso, dosagens, dietas, idades, distancia. Ilustremos esses casos com
os seguintes exemplos:

a) em um estudo para verificar a melhor condigdo para o abate de suinos, observa-se
a quantidade de colesterol no sangue de alguns animais ao longo da sua progressio de
Peso;

b) em um estudo para verificar a dosagem mals eficaz de uma determinada droga,
mede-se a pressao sanguinea de algumas cobaias & medida que se aumenta a dosagem
desta droga;

c) para compararmos a eficiéncia de algumas dietas, observa-se o peso de cada uma
das unidades, ao longo de todas as dietas em estudo;

d) considere que estejamos interessados em estudar o comportamento da fungao renal



em pacientes hipertensos. Entao podemos medir, em algumas pessoas selecionadas de
uma populagao de hipertensos, a quantidade de uma determinada substancia indicadora
da fun¢do do rim ac longo das idades;

| e) imagine que estejamos mteressados em observar o comportamento do batimento
cardiaco de um grupo de atletas durante uma prova de maratona. Entdo medimos, a
cada quilémetro percorrido por um atleta, o seu batimento cardiaco, até o final da prova;

f) e, finalmente, para ilustrar o caso onde a condigdo de avaliagio é o tempo, con-
sidere um estudo em que estejamos interessados em estudar o comportamento da pressao
sangiiinea de mulheres gravidas durante as horas do dia. Entdo, de um grupo de ges-
tantes, em repouso numa clinica, medimos a pressao sangiiinea de cada uma, a cada 3
horas em um certo dia.

Estas unidades, a que nos referimos acima, podem ser unidades experimentais ou
unidades amostrais (ou observacionais). As primeiras sdo selecionadas da populagao em
estudo e, entdo, tratamentos de interesse séo alocados aleatoriamente a estas unidades.
As unidades amostrais sio selecionadas de uma populacao de unidades disponiveis com
alguma caracteristica em comum, como por exemplo, a populacdo de pacientes de uma
clinica em tratamento de AIDS, a populagao de uma lista de clientes de uma loja, etc.
Com unidades experimentais realizamos um experimento, enquanto que com unidades

amostrais realizamos um estudo observacional. Neste trabalho nos referiremos as unidades

amostrais ou experimentals apenas como unidades, as condic¢des de avaliagdo apenas como
tempos, e nos referiremos a um experimento ou estudo observacional apenas como estudo.

Num estudo envolvendo dados longitudinais, unidades possivelmente classificadas em
diferentes subpopulacdes, segundo caracteristicas inerentes as unidades ou segundo o
tratamento que recebem, sao observadas ao longo do tempo com os seguintes principais
objetivos:

- Encontrar uma ‘curva’ que explique satisfatoriamente o fenémeno em estudo, ou
seja, encontrar uma modelagem razoavel do fenomeno;

- Realizar, a partir do modelo ajustado, predigdes para unidades populacionais em



algum ponto de tempo, do fendmeno em estudo,
- Verificar se existem diferencas entre os modelos nas diversas subpopulagbes, quando

for o caso.

A anilise de dados longitudinais classica é baseada em planos onde todas as unidades
sdo observadas nos mesmos e em todos os pontos de tempo planejados, ou seja, planos
balanceados. Atualmente néo precisamos nos prender a estas restrigdes, pois os métodos
estdo suficientemente desenvolvidos e as facilidades computacionals nos permitem estru-
turar um estudo de uma maneira mais conveniente, em termos praticos e econdmicos. QOs
métodos de analise de dados longitudinais tém sido bastante utilizados e conseqiientemente
aprimorados para serem adaptados a conjuntos de dados com nimeros diferentes de ob-
servagbes por unidade, e até mesmo diferentes pontos no tempo por unidade, pois isto
possibilita uma maior flexibilidade na estrutura¢ao do estudo, ou um maior aproveita-
mento das informactes disponiveis.

Podem ocorrer, no decorrer de um estudo longitudinal, perdas de algumas observacoes
de uma determinada unidade, ou seja, por alguma razdo, unidades nio serem observadas
em certos tempos pré-determinados. Estas perdas ocorrem com relativa freqiiéncia, seja
por razdes aleatorias ou por razdo associada a subpopulagiio. Muitos autores, como
Laird (1989) e Jones (1993), ressaltam a importdncia de se investigar a modalidade
de cada perda. No primeiro caso incluem-se, por exemplo, situacbes em que alguns
pacientes deixam de comparecer a sessoes de avaliagdo num ensaio clinico, por alguma
razao alhela ao estudo, como falta de tempo ou esquecimento. No segundo caso, usando
o mesmo exemplo, pode acontecer que certos pacientes nao puderam ser avaliados em
determinado momento por terem sofrido alguma ‘reagao estranha’, em decorreéncia do uso
de uma droga utilizada no estudo. Quando & causa da perda das observagoes tiver sido
por motivos alheios ao estudo, pode-se tentar o prosseguimento do estudo, utilizando-
se as observacdes disponiveis de cada unidade. A ocorréncia de observagdes perdidas
por razoes aleatdrias causa problemas na aplicagido direta de uma técnica classica, que

exija observacdes de todas as unidades nos mesmos pontos de tempo, ou seja, dados



balanceados. Fregiientemente, neste caso, elimina-se a unidade que apresentou perda
de observacgdes. Existem, no entanto, métodos que se utilizam de algum algoritmo de
estimagido das observacgbes perdidas, como o algoritmo EM (ver Laird & Ware-1982).
Quando a causa da perda estiver relacionada com o efeito do tratamento, nao podemos,
em hipétese alguma, desprezar estas perdas, pois elas podem trazer informacdes muito
importantes para o estudo, além do que, o fato de ignora-las pode invalidar os resultados.
E natural, em estudos longitudinais, que as observagoes de uma mesma unidade sejam
correlacionadas através do tempo, ou seja, apresentem correlagao serial. Neste caso, uma
certa observacao serd influenciada pelas observagdes anteriores, sendo esta influéncia
cada vez menor a medida que se aumenta o intervalo de tempo entre as observagoes.
Com relagdo a este fendmeno, Jones (1993) explica: ‘Se observagdes séo tomadas em
intervalos de tempo muito pequenos, € mais provdvel que uma observagdo esteja acima
do nivel médio de uma wnidade, quando as observacdes anteriores estdo acima deste
mesmo nivel médio’. Como a correlag@o serial é parte da estrutura do fenomeno, ela deve
ser modelada.
A estrutura basica dos conjuntos de dados longitudinais pode ser representada através
da matriz de dados indicada na tabela 2.1. Nesta tabela, & é o nimero de grupos, m;
se refere ao ntimero de unidades no grupo I, n; € o nimero de observacbes da unidade 2
no grupo !, y;; € a j-ésima observagdo da unidade ¢ no grupo [, onde i =1,...,my, =
1,..,k, 7 = 1,...,ny. Neste trabalho, por simplicidade, usaremos apenas o indice 2
para nos referirmos a uma determinada unidade. Apesar da representagio retangular da
tabela, lembramos que os nimeros de unidades por grupos € os nimeros de observagdes
por unidades podem ser diferentes.
Na secdo 2.2 introduziremos a estrutura do modelo geral linear misto de Laird-Ware,
que ser4 usado neste trabalho, destacando a possibilidade de se trabalhar com observacoes
_perdidas e podendo também fazer uso de varias estruturas de correlacdo serial. Além
disso, descreveremos a representagao de diferentes tipos de planos de estudos abrangidos

pelo modelo de Laird-Ware. Na secéo 2.3 desenvolveremos as etapas de estimacdo dos



Subpopulagdo Unidade Observacoes

1 i 1 2 ‘e i

1 1 Yiir Yuz ot Yiiag,

1 2 Y211 Ys1z - Yo1ng;

1 my Yma1n Y¥mi1z " Ymilagpp
1 Y11 Y122 - Y1ango

2 2 Yo21 Y2z 0 Yooy

2 g Yma2l  UYme22z - ymﬂnng

k 1 Y1kl Yikz " Ylkeg

k 2 Yok1  Y2k2 T Yokng,

k my Umpkl  Umpk2 "7 Ymykn, i

Tabela 2.1: Estrutura de dados longitudinais

parametros do modelo de Laird-Ware, derivando os estimadores de maxima verossimi-
lhanga. Na secio 2.4 descreveremos duas formas de selecionar o modelo mais adequado
para um certo conjunto de dados: o teste da razao de verossimilhanga e a medida de
selecio AIC (‘Akaike’s Information Criterion’). Veremos também, nesta segio, como
realizar testes de hipoteses para reducdo do modelo e comparagio dos tratamentos. E
finalmente, na se¢do 2.5, daremos uma breve ilustracao de um estudo observacional com

dados longitudinais, totalmente nao-balanceado.

2.2 Modelo Geral Linear Misto (Laird-Ware)

Agora apresentaremos um modelo proposto por Laird e Ware (1982) a partir do trabalho
de Harville (1977), que engloba uma variedade de modelos com efeitos fixos e aleatdrios,
e ainda, com variedade de estruturas de correlagao dos residuos.

O modelo de Laird-Ware, definido para uma unidade genérica, indexada por 1, é dado

por:



y=Xif+Zivite (2.1)

onde
* y; € um vetor coluna, n; X 1, das n; observagoes tomadas da unidade ¢ ao longo do

tempo,

¥a

Yiz

=
il

| Yini |
* f# é um vetor bx 1 de pardmetros fixos desconhecidos, onde a dimensio b é fixa para

qualquer unidade,

- -

B
P

B

* X;, n; X b, é uma matriz de desenho, que faz a selegdo de elementos do vetor f;

* 7v; €6 um vetor g X 1 de efeitos aleatdrios, que representam alguma caracteristica,
particular & unidade ¢, onde a dimensio g ¢ fixa para qué,iquer unidade. Estes efeitos
aleatérios sio assumidos independentes entre unidades diferentes e com distribuigio nor-
mal, ou seja, v~ 1N(0,02B);

~
* Z;, n; X g, ¢ uma matriz de desenho, que faz a selecio dos elementos do vetor 7;
* € & um vetor aleatédrio, n; X 1, representando a falia de ajuste, assumido indepen-

L

dente entre diferentes unidades, normalmente distribuido, ou seja, ¢; ~N(0,0*W,), €



ainda, independente do vetor de efeitos aleatdrios, ;,

€1

€2

| €in; ]

Observa-se que no modelo de Laird-Ware cada unidade tem o seu préprio modelo,
possibilitando que diferentes unidades possam ter diferentes ndmeros de observagoes,
assim como diferentes tempos de observagdo. No entanto, o vetor de pardmetros 3 esta
presente nos modelos de todas as unidades, e os vetores de efeitos aleatérios ~; tem
distribuicio de probabilidade comum. FEstes sio pontos chaves do modelo de Laird-
Ware, que promovem a conexao dos modelos individuais. Convém chamar a atengio
_ para o fato de que precisa existir uma certa coeréncia entre as matrizes X; e Z;, como

sera exemplificado na préxima secdo.

2.2.1 Representacao de alguns planos na forma do modelo de Laird-
Ware

Nesta se¢do iremos apresentar exemplos na forma do modelo de Laird-Ware (2.1), alguns
destes representando os planos mais frequentes na literatura. O enfoque sera dado &s
definicbes das matrizes X; e Z;, & coeréncia entre as duas e & interpretagido dos modelos.
Nada serd comentado sobre a estrutura de covariancias entre observacdes, assunto este a
ser detalhado em secao seguinte.
| 1) Modelo Saturado ou Curva de Crescimento

Ilustremos este caso a partir de um exemplo dado por Potthoff e Roy (1964), onde se

deseja modelar o comportamento de alguma variavel, y, para meninos e para meninas,

nas idades de 8, 10, 12 e 14 anos. Poderiamos modelar as observagoes de um menino da

seguinte forma:



1
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0
1
0
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0
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e as observagdes de urmna menina,

o000
0000
0000
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[ T e B e B
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0
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[ S e B
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B
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Ps |

Y+ €,
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Assim, cada grupo tem uma curva de crescimento diferente e arbitraria. A curva de

crescimento esperada, nas idades 8, 10, 12 ¢ 14, para os meninos, é dada pelos parametros

51 a B4 enquanto que, para as meninas, é dada pelos parametros s a fg. O vetor de efeitos

aleatérios 1 7; proporciona um incremento vertical as respectivas curvas populacionais,

para cada unidade. Outra possivel parametrizacio para este mesmo conjunto de dados

é a seguinte:

¥i=

para o grupo de meninos

= o O

[ T e B e |

[T v B

o Y s B e B

o o O -
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[ T e N s B
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L
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para o grupo de meninas. Agora, s a s sao as diferencas entre as duas curvas esperadas,
nas idades §, 10, 12 e 14.

Nas modelagens acima, se a menina ou menino nao fosse observado numa das quatro
idades, as matrizes X; e Z; perderiam as linhas correspondentes a esta observacio.

2) Modelo Polinomial

Uma outra alternativa é definir a curva esperada como um polinémio. Para o exemplo

do item anterior, poderiamos definir uma reta para os meninos,

’-1 8 0 Uﬁ’-ﬁu- ’-1-
1 10 0 0 Bz i
Y= + Yt €&,
~ 112 0 0 Bn 1 ~
|1 14 00| 8| |1

e outra reta para as meninas,

1 8 1 8 Au
1 10 1 10 || Bz
~ 11121 12 B
1 14 1 14 | [ Be

r)(':"}" €&

e W —y

onde f3;; e Bi2 sdo, respectivamente, o intercepto e a inclinagio para a reta esperada
do grupo dos meninos e (B11 + fa1) € (P12 + P22) sdo, respectivamente, o intercepto € a
inclinacio para a reta esperada do grupo das meninas. Para cada unidade havera um
incremento vertical v; as retas de seu grupo, ou seja, a reta esperada para uma unidade
em particular é a reta esperada de seu grupo, deslocada de uma quantidade #;.

Podemos também considerar além de um incremente vertical {(incremento no inter-
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cepto), um incremento na inclinagao da reta populacional. Desta forma teremos

1
1

Yi=
~ |1
| 1

8
10
12
14

o B e B e B o
[ S e E e B

para a reta esperada dos meninos, €

[w—y

=
Il
bt et

[—y

8 1 8
10 1 10
12 1 12
14 1 14

para a reta esperada das meninas.

A
Bz
B

| B2 |

ﬁlz
;321
Pz

B |

10
12
14

T
— =

1 10
112

¥ + €

Vit 6

A formulacdo geral do modelo polinomial para uma certa unidade do primeiro grupo

[ 81,

)Blp
}921

52;:

Bi

ﬁkp

12

T

Yiz

| Yig |

(2.2)



onde p ¢ a ordem do polinémio da parte fixa do modelo, ou seja, o polinémio é composto
de p termos, sendo completo e de grau p —1. Para uma unidade, do j-ésimo grupo,
{7 = 2,...,k), a formulagdo geral do modelo polinomial serd a mesma, havendo apenas

uma modificagac na matriz X;:

1%bloco J — ésimobloco
1oty - &0 - 01 tqg - &0 -2 0
X, = . o . .
1t oo tf?;l 0 - 0 1 ty - ;fn-‘_l G --- 0

Daij se determina a dimensio do vetor 8. havera p parametros para cada um dos &k grupos,
onde os pardmetros dos grupos 2,3, ..., k serdo diferencas em relagio aos parametros do
grupo 1. A quantidade g é o nimero de efeitos aleatérios. Note que g, onde g < p, €
também a ordem do polindmio que define a combinacgdo dos efeitos aleatérios ;.

3) Misto

No plano misto, diferentes unidades sao observadas em diferentes subconjuntos de
pontos de tempo para os quais o estudo foi globalmente dimensionado. Considere, por
exemplo, um ensaio clinico onde o objetivo é avaliar o efeito de uma droga até 6 semanas
depois da ministragio desta droga. Um conjunto de pacientes é observado nas semanas
1, 2 e 3, outro conjunto nas semanas 3, 4 e 5 ¢ outro nas semanas 4, 5 e 6. Um possivel

modelo a ser considerado para este estudo tera a seguinte formas

n
11 171 ﬁl 11
P i
yo= | 1 2 9p-1 +11 2 N [y
1 3 3p-1 AL
| B |
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para o paciente 2 observado nas semanas 1,2 e 3,

r ﬂ -
13 31 [; 3
2 Y
ys= | 1 4 41 4 s
15 51 5 ’
B |
para o paciente 5 observado nas semanas 3, 4 € 5, e
By
1 4 4r—1 8 4
2 Yi
go= |1 5 51 5 "lte
1 6 67~ 6 :
| B |

para o paciente 9 observado nas semanas 4, 5 e 6 apés a ministracdo da droga. Desta
forma, uma curva polinornial explicara o padrio de comportamento dos pacientes até
6 semanas apds a ministragdo da droga. Note, ainda, que no modelo de cada unidade
foi definido um vetor de efeitos aleatérios bivariado. A parcela Z; ; determina um
incremento aos dois primeiros parametros do vetor 8 (4 e f2). Este~p1m0 misto € o
modelo polinomial, definido anteriormente, com a p;;rticularidade de cada unidade ser
observada em subconjuntos dos pontos de tempo.

4) Medidas Repetidas

Neste plano, originalmente, deseja-se aplicar k tratamentos a todas as unidades,
cuidando para que a ordem de aplicagao desses tratamentos seja aleatorizada para cada
unidade. Variando a ordem de aplicagio de unidade para unidade, o efeito da ordenacao
dos tratamentos é minimizado. E importante também que exista, entre as aplicacdes, um
intervalo de tempo suficiente para evitar que um tratamento influencie o resultado em

um tratamento seguinte. Assim, podemos modelar as respostas de uma unidade como:
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A 1
: 1
v=L| |+ ’Y:‘-l-ff ,
| B ] 1]

onde I é matriz identidade de ordem k. Note agora que a matriz X;(igual a I;), pré-
multiplicada ac vetor §, fornecera um vetor com as respostas esperadas, referentes aos k&
tratamentos. O vetor que tem a funcado de ‘personalizar’ estas médias para a unidade 3,
em forma de incremento, ¢ o vetor 1.

5) Corte Transversal (‘Cross-Sectional’)

Em um plano de corte transversal se planeja observar cada unidade numa iinica
ocasizo. B o planejamento mais simples e tem o especial atrativo de nio requerer esforgos
no sentido de acompanhar as unidades ao longo do tempo, o que o torna mais econdmico.
Este plano, pela sua simplicidade, poderia ser analisado através de métodos amplamente
divulgados na literatura, como analise de regressao ou andlise de variancia. Podemos

representa-lo da seguinte forma:

B
ﬁ]p
Bon i1
yi=|1 ¢t --- tf_l 0o - U] -!-[1 t; tf—l Yi2 te
)62;:
| Yig B
B
| B |

onde g < p. Esta representagdo corresponde a um estudo onde as unidades sio divididas
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em k grupos. A unidade ¢, descrita acima, faz parte do primeiro grupo. Note que a
matriz X; tera apenas uma linha e definira a combinagdo de parametros fixos que ird
explicar a tnica observagdo da unidade ¢, y;, tomada no tempo t. Para melhor explicar
esta observagio y;, acrescentamos uma combinacao de efeitos aleatorios Z; +; que ird
conter informagao inerente & unidade :.

Em geral, para um individuo do j-ésimo grupo o modelo sera idéntico, exceto que a

matriz {linha) X; terd o j-ésimo bloco de p elementos nido nulos (7 = 2,..., k):

1°bloco j — ésimo bloco

-

g

Xi=|14 - &0 -~ 01 ¢t -- tf—l 0 --- 0

Bi1s ..y B;p 880 0s incrementos aos coeficientes do polinémio do grupo 1, para a definicéo

dos coeficientes do polinémio do grupo j, para j = 2,3,..., k.

2.2.2 Construcio das matrizes X; a partir de covaridveis agrupadoras

Consideremos o modelo de Laird-Ware polinomial, na presenca de varios grupos, quando
os elementos de S sdo interpretados como a diferenca em relagdo a um grupo padrio. Em
muitos casos, a matriz X; tem varias colunas de vetores nulos, ou colunas de poténcias
dos tempos de observagdes. O programa computacional CAR1, desenvolvido por Jones
e Boadi-Boateng (1992), especialmente para anilise de dados longitudinais, foi utilizado
neste trabalho. Este programa utiliza variaveis denominadas ‘covariaveis agrupadoras’,
cuja dnica funcio é a construgdo das matrizes X;. Apesar de os detalhes sobre o programa
se encontrarem em forma de manual, no apéndice, nesta secdo é destacada a defini¢do de
covariaveis agrupadoras .

As covaridveis agrupadoras sdo associadas a varidveis indicadoras dicotémicas (as-
sumem valor 0 ou 1), e tém a fungéo de definir o grupo a que pertence uma certa unidade,
indicando a presenca ou nio de determinado tratamento ou caracteristica. Atraves das
covaridveis agrupadoras e de uma matriz que chamaremos de matriz béasica, sera cons-

truida a matriz X;. Esta matriz basica serd denctada por X,:

16



1ty 2, -
R PR L (i
X,=| 7 S (2.3)
9 -
|1 by tym, By

Esta matriz caracteriza um polinémio de ordem p, ou seja, completo de grau p — 1. Ao
final do processo, a matriz X; tera as colunas de X,, aumentada de mais colunas conforme
explicado a seguir.

Se tivermos k grupos, ¢ = k-1 sera o nimero de covariaveis agrupadoras. A covariavel
4 é associada a um determinado valor p;, onde p; < p . Assim como p define a ordem do
polindmio da matriz basica e também do primeiro grupo, p;, ps,..., P, definem a ordem
do polinémio para explicar os demais grupos. Desta forma, podemos definir polinémios
de ordens diferentes para cada tratamento. Além disso, p; € o ndmero de colunas da
matriz basica que serdo multiplicadas pela covariavel j para construir a matriz X;.

A unidade ¢ tem associada a s1, um valor para cada uma das ¢ covaridveis. Para
a primeira covaridvel multiplica-se o valor que esta assume (0 ou 1) pelas p; primeiras
colunas de X,. Para a segunda covariavel multiplica-se o valor que esta assume pelas p,
primeiras colunas de X,, € assim por diante até a c-€sima covariavel. Portanto, a matriz
X; serd formada pela matriz X, aumentada pelas p; + ps + ... + p. colunas resultantes
das multiplicacOes descritas acima.

Consideremos um exemplo, onde um modelo define uma reta para cada tratamento,
em um estudo envolvendo 3 tratamentos. Teremos, portanto, com 3 tratamentos, 2
varidveis agrupadoras, sempre fazendo referéncia aos dois dltimos tratamentos. Para as
ﬁnida,des relacionadas ao tratamento 1, os valores das duas varidveis agrupadoras serdo
vy, = 0 ev, = 0, indicando a auséncia do tratamento 2 e do tratamento 3. Para as
unidades relacionadas ao tratamento 2, teremos v; = 1 e v; = 0, indicando a presencga do
tratamento 2 e auséncia do tratamento 3. Para as unidades relacionadas ao tratamento

3, i = 0 ewvy, = 1, indicando auséncia do tratamento 2 e presenca do tratamento 3.
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Como foi definido anteriormente, p = 2, e, ainda, p; = 2 e p» = 2. Portanto, a matriz

basica sera.:

1 1,
1 ¢
X, = v
| 1 ty“y |

Esta escolha das variavels agrupadoras, conjuntarmnente com a matriz basica, implica na
definicio de uma reta para cada tratamento. Assim, teremos para a unidade 3 relacionada

ao tratamento 1, com 4 observagdes no 1°, 3%, 7%, e 23° dias do estudo, matriz de desenho,

(’U1=08U2:U),

(1 1 000 0]
1 3000 0
X, = :
1 7 0000
1123000 0

para a unidade 8, relacionada ao tratamento 2, observada apenas no 8° dia do estudo,
(n=1ewvy=0),

Xs=181800],

e finalmente para a unidade 17 relacionada ao tratamento 3, com 6 observa¢des no 8°,

9°, 10°, 13°, 23°, e 25° dias do estudo, {v1 =0 e vy = 1),

(1 8 001 8 |

1 9 001 9

110001 10
X7 =

113 0 0 1 13

123 00 1 23

12500 1 25|
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Desta forma, o vetor de parametros # serd o seguinte:

[ B |
Biz
B
~ Bas
B
Bz

onde, fB1; € P12 s80 o intercepto e o coeficiente angular (inclinagdo), respectivamente,
para a reta do tratamento 1, (B11+ f21) € (124 Bo2) séo o intercepto e a inclinacio para
a reta do tratamento 2 e (11 + Fa1) € (fi12 + fa2) 530 o intercepto e a inclinagio para a

reta do tratamento 3.

2.2.3 Estruturas de covariancias

O modelo misto de Laird-Ware expressa o vetor de observacdes de uma unidade, y;, como

a soma de trés parcelas, sendo duas destas aleatdrias e independentes:
L+ e,

onde

7k N(O, JQB) e [ iag N(O, O'2W1') 3

ra lad

e, portanto,

VGT(:U,') = O'Z(Z!'BZ:- + Wg) = O'QV,' . (2.5)

Esta estrutura de covaridncias evidencia duas fontes de variabilidade, B e W;. Enuncia-
remos aqui algumas das estruturas mais utilizadas na modelagem da variancia de dados

longitudinais. As estruturas abaixo pertencem a :-ésima unidade de um grupo qualquer.
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Denotemos por ¢ o nimero de parametros na matriz V;.

1} Independente (¢ = 0)

E a forma mais simples para a matriz V,;. Assumimos que as observagoes de uma
mesma. unidade sdo independentes entre si, com variincia constante. Na estrutura de
covaridncias temos apenas um parametro, a varidncia do residuo, ¢%. Nao assumimos a
existéncia de efeitos aleatorios +;. Portanto, as partes da estrutura de covariancia serao

~

definidas da seguinte forma:

W,’:I,_'
B=0
:>V“=I£

onde I; é uma matriz identidade n; X n;. Note que este modelo nio é mais o modelo misto,
pois nio estamos considerando a existéncia de efeitos aleatérios +;. Este é o modelo de

Gauss-Markov, com suposicio de normalidade, para uma unidade,

yw=X; B8+ , &~ N(0,0°T) (2.6)

~ 2 ~

quando poderiamos ainda expressar o conjunto de todas as observacgdes segundo o modelo
de Gauss-Markov, como veremos na se¢ao seguinte.

2) Simetria Composta (g = 1)

Esta estrutura esta destacada no apéndice 1. Ela apresenta covaridncia constante
entre qualsquer observagdes de uma mesma unidade, devido a erros independentes e
um efeito aleatério, unidimensional (¢ = 1). Esta estrutura surge, por exemplo, em
modelos de curvas de crescimento onde as curvas esperadas, para individuos especificos,

apresentam um desvio vertical aleatorio em relagao a curva esperada populacional.

W, =L 3
B=b |
Zi=]— 3



booe b [1 0 v0] [er1 b o b ]
ot e bbb+l
= V,=1b1 +L=| 4] _ +
v : BRI S | : b
TR I I R T U O S

onde b é um escalar, b é a variancia do efeito aleatério v, e 1 é um vetor, n; x 1, com
todos os n; elementos iguais a um. Os pardmetros ¢® € & sdo os inicos da estrutura de
covariancias.

3) Efeitos aleatérios com erros independentes {g = %g(g +1))

Nesta estrutura consideramos os erros independentes, sendo a covariancia enire as

observa¢oes de uma unidade definida totalmente pelos efeitos aleatérios entre unidades.

=)V1v:Z,’BZ:--|-Ig

Os parametros na estrutura de covaridncia, além de ¢?, sdo os elementos da matriz B,
de dimensac g X g.
4) Auto-regressiva de 1* ordem

Aquinio consideramos a existéncia de efeitos aleatdrios (ou seja, este ndo é um modelo
misto). Nesta estrutura de covaridncias o vetor dos residuos para cada unidade é visto
como uma série temporal curta, seguindo um processo estacionario auto-regressivo de 1¢
ordem (a covariancia entre duas observagbes decresce a medida que aumenta o intervalo

de tempo entre elas). Devemos considerar duas situagdes especiais:
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a) Tempos igualmente espacados

1 p pril
wi=| ' ,
p
M e p ]
B=0 |,
= Vi = Wf

Aqui, os pardmetros da estrutura de covaridncias sio ¢? e p, onde p é um coeficiente
auto-regressivo, a,ssumindo algum valor entre 0 e 1, e p/ define a correlacio entre duas
observacdes distantes 7 unidades de tempo . Logo, de acordo com a mairiz W; acima,
g =1

Uma situacio mais geral seria a definigdo de estrutura em faixas, onde nido houvesse,

necessariamente, poténcias de um valor p:

1 P17 Pni—t
wi=| b
P1
| pn‘_l i pl 1 |

Neste caso, o nimero de parametros na matriz W; seria igual a n; — 1, e assim ¢ é igual
ao numero total de tempos (equiespagados) de observagdes, menos 1. Esta estrutura
matricial, onde cada diagonal da matriz tem elementos iguais, é conhecida como Toeplitz.
b) Tempos desigualmente espagados
Quando observagdes sio desigualmente espagadas € necessario considerar um modelo

que leve em consideracio as diferengas que ocorrem entre os pontos de tempo, ou seja, um

modelo de tempo continuo. Um processo auto-regressive de 1% ordem de tempo continuo
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tem funcado de correlagao

p(8t) = exp{-ao |6t]} (2.7)

onde 8t é o intervalo de tempo entre duas observagbes € ap € uma constante positiva.

Nesse caso, a matriz W; sera dada por

1 exp{mag(tg o tl)} et exp{-crg(tm - tl)]’
W, = exp{—a@.(tg —11)} 1 : |
| exp{—an(ts, — 1)} ! _
B=0 ,
=V, — W, R

sendo o niimere de pardmetros em V;: ¢ = 1.

Na situagio (a), com tempos igualmente espacados, se por acaso a i-ésima unidade
possuir observagdes perdidas, deveremos reduzir a matriz W,, eliminando a linha e a
coluna correspondentes ao tempo em que esta observacdo deveria ter sido colhida. Na
situagio (b), a matriz W; ja é apropriada para a correspondéncia as observagbes exis-
téntes, sejam quais forem os pontos de tempo utilizados.

Existe a possibilidade de mncluirmos na matriz W; mais um componente de variagao,
se assumirmos a existéncia de erros observacionais. Neste caso, sera acrescida a cada
elemento da diagonal desta matriz a quantidade o2, ou melhor, em vez do elemento 1 na
diagonal, aparecera 1 + o3, e assim teremos mais um parametro no modelo. Desta forma

2. A justificativa para a

estamos assumindo erros observacionals com variancia ¢? X o
inclusio de erros observacionais é que a estrutura AR(1) ndo é exata, ou seja, existe uma

pequena flutuacio em torno de uma representagio AR(1).
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5) Efeitos aleatérios e residuos auto-regressivos de 1* ordem (¢ = log+1)+1)

W, como em (4) ,

B sem nenhuma estrutura |

= V.= ZBZ\ + W,

Na matriz V,; teremos os %g(g + 1) parametros da matriz B e os parimetros da matriz
W..

6) Desestruturada (¢ = 3n(n + 1))

Esta estrutura permite a representacdo de alguns modelos multivariados clédssicos,
possivelmente, com dados incompletos. O modelo multivariado para medidas repetidas
e o modelo multivariado de curvas de crescimento podem ser vistos como casos especiais
do modelo de Laird-Ware com V; desestruturada. Nestes casos, a principio, espera-se
observar todas as unidades nos mesmos n pontos de tempo. Isto explica a dimensdo n xn

da matriz W;, ilustrada abaixo, que define uma correlagao para cada par de observagdes

tomadas da unidade ¢,

911 912 Tt 9111
B3 89 --- B9,
Wg _ 12 22 2 ,
| Gln 82-:1 ﬁnn i
B=10 ,
Vi=W;

Se a unidade ¢ sofrer perda de observagbes, a matriz W; sera reduzida eliminando as
linhas e as colunas correspondentes aos tempos em que estas observagdes deveriam ter sido

colhidas. Quando n é grande e os dados sao altamente nao balanceados ou incompletos,
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esta estrutura serd ineficiente devido ao grande nimero de paradmetros, ¢ = in(n + 1),

além de o?.

2.3 Estimacao

O enfoque desta secio é a estimacao dos pardmetros do modelo de Laird-Ware. Inicial-
mente, os estimadores de maxima verossimilhanga para o2 e f sao definidos. Um
procedimento (Jones, 1993) para encontrar o maximo da fungao de verossimilhanga ¢
descrito, ja que para os demals pardmetros ndo ha uma forma fechada para os seus es-
timadores de maxima verossimilhanca. O estimador de méxima verossimilhanca de g é
~
equivalente ao estimador de minimos quadrados de 3, numa reexpressio do modelo de
Laird-Ware como um modelo de Aitken, supondo a estrutura de covariancias
conhecida. Alguns resultados sobre a estimabilidade de combinagoes lineares do vetor
~
serao lembrados, dadas as propriedades dos estimadores de minimos quadrados.
Conforme foi exposto, o modelo de Laird-Ware define, para o vetor de observagdes de

certa unidade, y;, a decomposigio:

yi= Xy B+ it e

onde

e v; iid ~ N(0,0°B);

Y]

o ¢ iid ~ N{0,0*W,);

—~

M

i Independente de ;.

2

Desta forma, o vetor de esperancas e a matriz de covaridncias do vetor de observagdes

da unidade i sdo dados, respectivamente, por:

X; B e o¥V,=(ZBZ+ W) |

~

e com isso, o modelo de probabilidade do vetor de observagdes y; seré:
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Yir~ N(Xt fa 0.2-V-£) 3 (28)

~

cuja fungio de densidade €

1 1 ‘ 2 . —1 - — .
fly:) = EE (Vi exp{—g(y: ~X: B)(¢* Vi) (: =X )} - (29)

A fungio de verossimilhanga € o produto dessas fungdes sobre todas as unidades, con-

siderando agora, fungdo dos parametros:

1
1:[ (2m) % (jo? Vi)

L(B, 0%, V:) = rexp{(y —X: BY(e*Vi) T (w —X: B)} (210

E] L]

e, realizando a transformacio —2In L, teremos

E(E: az,V:’) = —-2In L = Z [n,- 111(2?1’) + 1n(|a'2V,'|) -} (gb —X; E)’(gzvf)—l(y: -X; E)]
(2.11)

Mas, sabemos que
In([02V:]) = In(e?™ [Vi]) = ni In(0®) + In| V) (2.12)

e fazendo n = T; n; , o niimero total de observagdes em todas as unidades, teremos

~

(2.13)

1
88,08 V) =nin(c?) + nln(2r) + > In(|Vi]) + ;—22(%’ -X; BYVi(y: —X: B)
Derivando a expressao acima para encontrarmos o estimador da varidncia residual,

4 n 1 e
6 = 7~y XAV X p)

e, 1gualando a zero,

6% = =2y =X By Villy X B) . (2.14)



Substituindo o2, em (2.13), pela expressdo &%, em (2.14), obtemos a funcio £ descrita

apenas pelos parametros de f e de V;,

~

2B, V) = n]n(&z)+n]n(27r)+Zln(|V;|)—|—n . (2.15)

~

Os parametros desconhecidos em {2.15) séo o vetor 3, os elementos da matriz B e alguns
pardmetros que sdo usados na definicio das matrizes Wy. O valor de 8 que minimiza
(2.15) sera definido através dos proximos resultados.

Resultado 2.1:

Sejam @ um vetor de constantes, £ um vetor aleatério e A uma matriz simétrica, de

dimensoes compativels as operagdes de produtos exibidas, entao

0(a'z)
5z =q (2.16)
e
d(z' A z)
L1

Resultado 2.2:

Para dados valores dos parametros em B e W, | o estimador de § que minimiza

~d

£B,V,), em (2.15) (e conseqiientemente maximiza a fungio de verossimilhanga) é a

solucdo do sistema em A

QoXVIXK) = XVl y)

f= (U XVIX)T(EXIVTy) (2.18)

assumindo a existencia da inversa.

Prova:
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A expressao {2.15) é fungao do vetor 8, apenas na parcela:
n 111(6‘2)

H

onde

=—§: ye =X BY VI -Xi B)

O valor de E que minimiza &% é dado pela solugdo do sistema
=0 . (2.19)
Podemos reexpressar &2, dada acima, por uma soma:
62 = 1Ty Vit y —(XKe BYVE y -l VX B (K Y VX ) =
= 15y Vit -2y VX B+ B XV B) =
= Sy Vit y 2T VX B+ B[S XIVIIXY B)

Usando o resultado 1,

;‘;9_=_{ 224 Vi XKk 2D XiVIK] B}

Portanto o sistema (2.19) é
=3 uVIXi+ Y XIViX; g=0

cuja solugio ¢

p= ZX' .0 ZX‘V Ly)
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desde que exista a inversa.

O
Note que ndo ¢ necessdrio assumir que as matrizes X!V 'X; sejam nio singulares,
mas, apenas a soma y_; X. VX,

A variancia deste estimador pode ser facilmente derivada.:

Var(f) = (Z: XiViX) 7 S XV Var(y)(X Vi) NS XVt Xy)

= (L X{V7X) S XV eV VX (S X VX))
(2.20)

= 02(21‘ X:‘Vi_lxi)_l 2 XQVFIX:'(& X:‘V«c_lxs)_l

= o} XViX)

Até este ponto, estio definidos estimadores de 7 e o2, cujas expressdes envolvem o
conhecimento das matrizes V;. A quantidade de parametros empregados na definigio
das matrizes V; é pequena para virias estruturas comumente utilizadas, conforme visto
na secio anterior. Uma alternativa para a estimacio dos parametros do modelo de Laird-
Ware seria a escolha de vdrios valores para os parametros da matriz V;, com imediato
caleulo da funcdo de verossimilhanca, numa procura do seu méaximo. Portanto, um pro-
cedimento de estimacio dos parametros pode ser resumido da seguinte forma:

Escolhemos arbitrariamente valores iniclals para os parametros das matrizes B e W,.

Com esses valores construlmos a matriz V;
V., =Z,BZ,+W,; |,

e calculamos
b= (CXVIX) DXV )
calculamos
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e obtemos

£ =nln(2xs?) + Zln(|V,-]) +n

Efetua-se este procedimento para diversos valores iniclais dos parimetros das matrizes
B e W,, até que £ seja minimizada. Entdo, nesse instante, teremos obtido as estimativas
de mdxima verossimilhanca para § e elementos da estrutura de covariancia do modelo de
Laird-Ware.

Supondo conhecidas as matrizes V;, o estimador de B, (2.18), obtido peio método de
méxima verossimilhanca coincide com o estimador de minimos quadrados generalizados
de um vetor de pardmetros do modelo de Aitken, correspondente ao modelo de Laird-
Ware. Ou seja, supondo V,; conhecidas, ¢ = 1, ..., m,onde m é o niimero total de unidades,

o modelo de Laird-Ware corresponde ao seguinte modeio de Aitken:

Y1 X3 Zl’z}-l-il
= E*’—I— : ) (2.21)
Ym Xm Zy " + €m
onde
Z111+i1
5 =0
Z17,1”+EE"
e _ -
T+ e V. 0 0 -0 0
v ~ T _ 0 V, ¢ --- 0 O _ o2V |
2y vm +em
~ ~ | 0 0 O 0 Vi, |
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notando que o modelo de Aitken ndo requer normalidade. O seu sistema de equagoes

normais é:
I /

Xy Xy X1 n

a1
(CRIVIIX) = (TXIVE )

com solugio

b= (CXIVIX) XV ) (2.22)

supondo a existéncia da inversa.
O estimador (2.22) tem propriedades 6timas, como o de variadncia minima entre os esti-
madores lineares, nio viciados, de 8. Também, a existéncia da inversa de (3; X!V 'X;)
~
garante a estimabilidade de qualquer combinagido linear dos elementos de 5, sendo o
correspondente estimador de minimos quadrados generalizados a mesma combinacédo li-
near aplicada ao vetor (32; X4V X)XV, %:). No entanto, em muitas situagdes
onde ¢ utilizado o modelo de Aitken a matriz de covaridncias néo é conhecida. Segundo
Harville {1985), o método usual é estimar essa matriz de alguma forma e proceder como
se a mesma fosse conhecida. Neste trabalho, a estimacdo dos parametros relacionados
3 estrutura de covariincias é feita pelo método de méxima verossimilhanca, a partir da
escolha de valores, o que é bern simples, especialmente na presenca de poucos pardmetros.
Dessa forma, para qualquer combinagdo linear dos elementos de 8, como por exemplo,

z}/, onde =} é uma linha de alguma matriz X, o estimador ¢ definido por

R o~

cif= (D XVIX) (T XVt y) (2:23)

com variancia estimada

o CXVIX) e, (2.24)
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onde no lugar de V; usamos os valores da tltima passagem do algoritmo de maximizacio

da fungfio de verossimilhanga.

2.4 Selecio do Modelo

Um dos principals objetivos em andlise de dados longitudinais é encontrar um modelo
que represente adequadamente um conjunto de dados, entre inumeros possiveis modelos.
Uma técnica para selecionar um entre dois modelos € o teste assintético da razio de
verossimilhanca. Neste teste, comparam-se dois modelos estimados por mixima verossi-
milhanga, onde um dos modelos € uma versao restrita do outro, ou seja, um modelo tem
r parAmetros adicionals. Este teste ira verificar se a adi¢@o de tais pardmetros a versao
restrita melhorou significativamente o ajuste. Denominando ¢; o valor de £ (—21n da
funcio de verossimilhanga) para o primeiro modelo € £; para o segundo modelo, com r
parametros extras, o teste da razio de verossimilhanca estabelece que, sob a hipdtese
nula de que os dois modelos sio 0s mesmos (ou seja, os pardmetros extras sido iguais a
zero, logo, nao melhoram o ajuste), a diferenca entre os valores {; e £; é assintoticamente

distribuida como uma Qui-Quadrada com r graus de liberdade,

51 — Eg ~ X?, . (225)

Embora este teste seja bastante eficaz, tem a desvantagem de sé poder ser usado para
comparar dois modelos de cada vez, sendo um destes modelos versdo reduzida do outro.

O teste da razao de verossimilhanca é equivalente ao teste das hipoteses
Hy : C p=0 versus Hy: C #0

onde f é o vetor de parametros do modelo com maior niimero de pardmetros ¢ C € matriz

r X p, onde cada linha é composta de zeros e um unico elemento igual a 1, de modo que
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a hipotese nula defina os tais r componentes de § iguals a zero. A estatistica do teste
(G BY[C{Cau(B)}CT(C B)

tem distribuicdo Fr (a_p), ou assintoticamente x2, sob a hipétese nula. Assim, por {2.20),

-1

(CB)~x* (assintoticamente)

Y]

5_2(0 é).‘

-1
C (2 X;Vi‘lXi) c’

Observe que este teste equivale a r testes independentes, correspondentes as hipoteses de
que cada um dos tais 7 componentes de E é 1gual a zero. Em geral, poderiamos testar a
hipotese

Hy: C f=¢y versus Hy : C ﬁ#@ ,

para qualquer matriz C, de dimensdes ¢ x p, com posto igual a ¢, Neste caso, a estatistica
do teste é

(C B — ) [C{Cou(AICTHC B~ )

com distribuicdo assintdtica x2, sob a hipétese nula.
Qutro procedimento de selecio de modelo é a utilizacio do Critério de Informagao
de Akaike (AIC), definido como o valor de £ acrescentado de duas vezes o nimero de

pardmetros no modelo,

AIC = £+ 2 x (n° de parametros) (2.26)

O modelo com o menor AIC é o escolhido. A medida AIC penaliza os modelos com

nimero grande de pardmetros.
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2.5 Uma Breve Jlustracao

Um exemplo de estudo observacional envolvendo dados longitudinais é analisado por
Jones e Boadi-Boateng (1991). Este estudo envolveu 619 individuos (unidades}; alguns
com doenca hereditaria renal, alguns com hipertensdo. Observagoes foram tomadas de
cada individuo em idades variadas, sendo gue o niimero de observagbes por pessoa variou
de 1 até 22 observagoes. A variavel resposta de interesse foi o reciproco da quantidade
de uma substincia, denotada SCR, que decresce & medida que a atuagdo do rim piora.
Quatro grupos foram compostos da seguinte maneira: individuos sem doenca renal e sem
hipertensdo, individuos s6 com doenca renal, individuos s6 com hipertensdo e individuos
com ambas, doenca renal e hipertensio. Foi definido um modelo de uma reta para cada
grupo, totalizando 8 coeficientes, e efeitos aleatorios bivariados. Assim, queremos que a
reta esperada para a populagdo de individuos sem doenga renal e hipertensio seja dada
por

Yo = P+ (P X &)

a reta esperada para a populacdo de individuos apenas com doencga renal seja

g, = (B + Bar) + (B2 + Ba2) x t)

a reta esperada para a populagido de individuos apenas com hipertensio seja

Yo, = (B + Fa1) + ((Br2 + faz) X &)

e para a populacao de individuos com ambos os problemas seja

Y. = (B + B + Ba1 + Ba) + ((Brz + Baz + Baz + Ba2) X &)

Assim, por exemplo, para um individuo com 4 observagdes, sem doencga renal e sem
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hipertensao, temos a seguinte equacéo de modelo:

Uit 1 ¢4 000000 B 1ty €1
iz _ 1 fig 0 U U U O 0 612 + ]. t,‘g Yi1 + €io 1
i3 1 513 0 U U U 0 0 . 1 t§3 Yi2 €i3

| yia | (1 b 00000 0] | Be] |1 | €ia |

onde i1, tin, {3 ety seriam as idades deste individuo por ocasiao das observagdes. A
parcela X; 3 define a reta esperada da populacio para o grupo sem doenca renal e
com presséoNdO sangue normal. Cada individuo tem a sua prépria reta que € assumida
estar aleatoriamente distribuida em torno da reta média do grupo. Os dois coeficientes
aleatorios, v;; € ¥, que acompanham a matriz Z;, representam os desvios do intercepto
e da inclinacio para este individuo, em relagio ao intercepto e a inclinagio do grupo.
Assim, a reta esperada para este individuo € (f114+3i1) + (12 +4i2) X (tdade). As matrizes

de desenho para um individuo observado 3 vezes, com doenca renal e sem hipertensao

840
1 f{l 1 tﬂ 0 0 0 0 1 t£1
X; = 1 i 1 12 0 0 0 01, Z; = 1 i
1 2. 1 t5 0 0 0 0 1 i

Isto permite que a reta esperada para este individuo seja (B;1 + Ba1 + Fi1) + (Brz + Bas +

Ai2) X (idade). Para um individuo com apenas uma observagio, sem doenca renal e com

hipertensao, temos
XfZ[ltﬂUOltﬂUU], Z£:|:1t,'11|
¢ para um individuo com duas observacdes e com doenga renal e hipertensdo

1;-— 1 4 1 tan 1t 1 ty oz 1 14

1 42 1 22 1 tp 1 i 1 15
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Desta forma, para a geracdo das matrizes X;, o programa computacional utilizado requer
a definicdo de 3 variaveis indicadoras agrupadoras, uma indicadora de doenga renal (0-
sim, 1-n&o), outra indicadora de hipertensdo (0-sim, 1-ndo} e mais uma para indicagio de
ambas as doencas (1-unidade tem doenca renal e hipertensdo, 0- caso contrario). Usando
a notagdo introduzida na se¢do (2.2.2}, temos py = p» = p3 = 2.

Neste estudo, 288 pessoas foram observadas uma tnica vez, e mesmo assim é possivel
ajustar uma reta para cada uma delas. Segundo Jones e Boadi-Boateng, na reta ajustada
para estes individuos, a inclinagdo estimada sera a inclinagdo do grupo. No entanto, a
reta nio ird passar pelo nico ponto observado, mas passard ao redor da reta do grupo.
Note que estes individuos com apenas uma informagio coletada sio importantes para se
obter um ‘padrao’ de comportamento da varidvel em estudo ao longo do tempo. Se estes
fossem eliminados da analise, muita informagao seria perdida.

Foi assumida estrutura de correlagdo dos residuos seguindo um processo auto-regressivo

de 1° ordem {(ARI1), com erros observacionais, ou seja, com matriz de correlagéo dos

residuos dada por:

1+ a3 exp{—ao(t; — )} -+ exp{—oo{ts, —t1)}
W, — exp{—ao(tz — 1)} 1+ :
| exp{—ap(t. ~ t1)} 1+ cf
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Capitulo 3

Os Efeitos Aleatérios do Modelo
Laird-Ware: Predicao e Adequacao do

Modelo

3.1 Efeitos Aleatorios ;
Considere o modelo de Laird-Ware, apresentado no capitulo anterior,
yi= X, é +7Z; g + & (3.1)
onde o N(g, o?B) ¢é independente de €~ N(2702W{) e
Oov(gﬁ) =o'V, =c*(ZBZ. +W,) . (3.2)

No contexto do modelo de Laird-Ware, 4; e ¢; sao variaveis aleatérias ndo observiveis,
€, Muitas vezes surge a necessidade de ‘estimar’ as variaveis +;. Robinson (1991) discute
o uso do termo ‘estimacdo ou ‘predicdo’ de uma variavel aleatéria, dizendo preferir o
primeiro, mas que usualmente o segundo termo é mais utilizado. Laird ¢ Ware (1982)
mostraram que os efeitos aleatdrios podem ser preditos através da metodologia de Bayes

empirico, ou seja, ‘estimar’ y; como sendo a média da distribuicdo a posteriori de ~; dadas

37



as observagoes v;,
Bl [ 3] = BZV (g =X, ) . (33)

Para verificarmos este resultado, basta mostrar que, como

%~ N(0,0"B) , g~ N(X; §,0°V3)

~

e ainda

Cov(¥,y:) = Cov(:, Zi v + &) = Var(v)Z, = o*BZ!

ent#o, usando um conhecido resultado de distribuigdo normal, teremos

Ely: [yl = E(7) + Covl,:)-Var(y)] . (y: —E(y:))
=BZV (y: X, §)

~

Uma outra maneira de produzir o mesmo preditor para -; € apresentada abaixo, logo
apds um resultado necessario para seu desenvolvimento.

Resultado 3.1;

A inversa da matriz de covaridncias (3.2) das observagdes para uma certa unidade ¢

é dada por:
V= Wl - WZ,B™ + ZIWIZ) 12 W (3.4)

1

Prova:

Isto pode ser mostrado verificando que V;V;! =1

VVil = (W, + ZBZ) (W - W Z, (B~ + ZZW 12,12/ WrY) =
=1-Z B+ ZW'Z, YW, + Z,BZ, Wl
—ZBZ/W1Z, B 4+ ZW 12,17 W =
=1- 71— BZW7'Z]B ™ + ZW 2, 1 ZW ! + Z,BZIW, ! =
=1-Z;B[B~! - ZW'Z][B~! + ZZW['Z)1ZW' 4+ Z,;BZIW[! =

=1-Z.BZW ' +Z,BZW;!' =1
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Resultado 3.2:

Usando a suposi¢do de normalidade, o preditor de ;, BZ;V ' (y; —X; f) é dado pela

solucao da segunda equacgio do sistema

XWX, B +XiW 2 = XiW Ty,

(3.5)
ZIW'X; B +(B+ZIW L) = BW

(Este sistema é conhecido como sistema de equagdes normais do modelo misto, porque

ele pode ser derivado a partir de definigdo do modelo linear misto, sem a condigio de
normalidade.)

Prova:

A funcdo de densidade conjunta de ¢ e +; é dada por

B

1 B 0
fleny) = (2mo?)=2(+9) | det
~o 0 w
! -1 (36)
; i B 0 Yo
X exXp 4 —57 ~ ,
yi —Xi 8 =2 i 0 W v —Xi B —Zi v

onde g é o numero de efeitos aleatérios ; € n; é o namero de observagbes para a unidade
[
i. Considerando a fun¢do acima como uma fungdo matemaética com argumentos 3 e v;,
~J ~

maximizar a funcio acima com relagido a 3 e ; € 0 mesmo que minimizar

f -1

i B 0 ¥
e ~

~

I

yi =X B —4i v U yi —Xi B —Z; s
=yt By Ay — X B =i Y Wiy —Xi f ~Zi i)

~ Y]
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Diferenciando @, com respeito a £ € ;, e igualando a zero,teremos
[t L

oy = —2XIWi Y, 12XIWX; § +2XIW T Z; 4= 0

~—

%0 = 9By, —2ZIW 'y, +2ZIWIK; B 422 W12, 3= 0

-~

=By +Z;W;1X€ é +Z:»W£_1Z!- ¥ = Z;W;l y;

~

= ZIWTIX; B (BT 4 ZIWIZ,) 4= ZW

¥

que sdo as equagoes do sistema (3.5).

Pela segunda equagdo do sistema (3.5),

ZW X B +(B7 + BW T 4= TW g,

= (B~ + ZIW1Z,) = Z/W y, —ZIW['X; 8
= (B + ZIW L) 7= Z'W ' (y; —X; B) (3)

=y= (B™' + ZIW T Z) W (1 - X, B)
Usando o resultado 3.1, podemos reescrever a expressao acima como

7= (BT ZW L) TIZiWY ! (y: =X ) =

= (BB~ 4+ ZIW'Z,) - BZIW™Z,))[B~* + Z;W’lzi]“Z’;Wfl(gﬁ -X; B)

= BZIW!(y; —X, f) — BZIW'Z[B™ + ZIWZ ] Z W (3 —X, f) =
=BZ[W; ! - W ZJ[B 4 z;tw—lz,-]—lzgw,-l](;f -X; f) =

=BZV (y: -X: f)

~
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Segundo Harville (1977) é natural considerar 4;= BZ/V;'{y; - X; B) e a sua maftriz
de covariancias sera dada pelo resultado abaixo:

Resultado 3.3:

Var(3:) = ¢*BZ{ V" - VI'X(3_ XV X)Xi Vi) Z;B]
™~ 1

Prova:

Var(’)q) = VGT(BZ:V;I (v —X, B)) = BZEV,-“lVar(y,- -X; B’)V;lz,-B =

, : (3.8)
=BZ V' [Var(y) + Var(X; 8) — 2Cov(y;, X; B)]V;'Z;B

Mas considerando a independéncia das unidades, desenvolvemos a matriz de covariancias
) ~1
Cov(y:;, X; B) = Cov (y,-,X; (ZX;V}TlXj) ZX;V}.—I yj) =
~ ~ ~ 3 i ~
-1
= Cov (%,X,- (? X;V;lxj) Xiv:t %) ,
e desta forma,

-1

Covly, X, [;’) = X; (ZX;'V}"IXJ‘) XIViE [yi’yi] —
e J ~ ol

1

-1 -
_X, (z_ X;V;IX}) XIVE [yt] E M _ X, (z X;.V;lxj) X1V War(y,) =
T ~ ~ 1 ~

J

-1
= &ZX,' EX;V‘?—ix:’.) Xi = Var (X, 5‘)
(3.9)
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Assim, voltando em (3.8)

Var(%) = BZ:»V,-*I[Var(y;) + Var(X; B} —2Var(X; ;’3’)]V£_1Z;B =
= BZ!'V [Var(y;) — Var(X; B)]V7'Z.B =
=BZ/V 6%V, - x‘-aﬂ(? XiVIX) T XOVI'ZB =

=2 BZ AV - VI X XV X)XV Z,B)
I

3.2  Suposigoes Distribucionais

Quando utilizamos o modelo misto linear de Laird-Ware {3.1) com observages continuas,
é assumido que y;~ N(0,0?B). Portanto é necessirio que verifiquemos a adequagio desta
suposicio. Até }:é pouco tempo atras, métodos para verificar o ajuste de efeitos aleatdrios
eram escassos. Ryan e Dempster (1985) propuseram um grifico de probabilidade normal
(‘normal plot’) ponderado, como uma solugdo grafica de verificagio da normalidade.
Lange e Ryan (1989) descreveram um método para verificar a adequagao do modelo, em
particular a suposi¢iao de normalidade para uma classe de modelos de efeitos aleatérios,
géneralizando o método ponderado de Ryan e Dempster (1985), quando fizeram uso de
estimadores bayesianos empiricos padronizados.

Devemos salientar que falhas na suposicdo de normalidade no modelo Laird- Ware nao
invalidam as estimativas dos parametros fixos, j4 que os estimadores de mixima verossi-
milhanga coincidem com os estimadores de minimos quadrados ponderados. Entretanto,
esta falha invalidard os testes usuais e intervalos de confianga baseados na suposicao de

nermalidade,
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3.2.1 Analise dos efeitos aleatorios

Dois recursos graficos para verificar as suposi¢des distribucionais do vetor +; sao o gréfico
normal ponderado € o nido ponderado. Embora o gréfico no pondera.dL seja 0 mais
comumente usado e bastante disponivel em pacotes estatisticos, o grifico ponderado é
uma solugdo mais adequada quando utilizamos o modelo de Laird-Ware, principalmente
em conjuntos de dados nao balanceados.

Os graficos normais ponderados ou nao ponderados sao construidos obtendo-se primeira-

mente os efeitos aleatérios padronizados para cada individuo. Sejam
!

c

¢ Covl) ¢]

i

parat=1,2,.n (3.10)

i

B i

onde ¢ é um vetor que indica o efeito aleatorio que estd sendo verificado. Por exemplo,

se o modelo assume dois efeitos aleatérios para cada individuo, intercepto aleatério e

1
inclinacio aleatéria, podemos destacar o primeiro componente fazendo ¢;= e o

~ 0
0
segundo, fazendo co=
Portanto. nesse instante, temos os efeitos aleatérios 4;’s padronizados, com média
bl H ~ 3
zero e variancia 1. O nosso objetivo, entdo, é verificar a normalidade desses 4;’s a partir
das varidveis transformadas =z;’s.
A distribuicio acumulada empirica de 2, 23, ..., 2, é dada pela funcio escada
* Iz — =)
=1 3
F.z) = =—=————

n

onde
I, se 2>y

Iz —y)=
0, c.c.

Verificaremos, agora, as propriedade desta fungio ndo ponderada quanto & sua media e

variancia.
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Resultado 3.4:

Sob suposi¢io de normalidade das variaveis 7;,

~

ElFa(z)] = ®(z)

onde ®(z) é o valor para z, na funcdo de distribuicdo acumulada da normal padréo, e,
paray >z,
1
CovFo(z), Faly)] = ~2(z)[1 — B(y)]

" Prova:

Dado que z;, ¢t = 1,...,n sdo variavels aleatérias independentes normais padrdo, entao
] «—n
E[F,(2)] = — S0, Bll(a - 2)] = 0(x)

Além disso,

Cov[f(z), Fo(y)] = E[Fu(z) Fu(y)] — E(Fu(2))E(Fu(y)) =

- nl_fE [(Cie: Iz — 2) Ty I{y - zi)] — ®(z)®(y) =

= LE[(Iz — 20)l{y — 21)) + (Lz — )Xy — 2)) + ...
+X(z — 2y ~ 2n)} + o+ Tz — 2Ly — 21)) + Lz — 2)I(y — 23)) + ...
+(I{z = z)I(y — 22))} — (2)¥(y) =
= 5 L[(I(x — 21)(y — z1))] + E[(I(z — z0)I(y — 22))] + ...
+E[(I(z — 2)X(y — z))] + - + E[(I{z — 2.) 1y ~ 21))] + B[(Mz — 2,)I(y ~ 22))] + ...

+E[(I(z — 22)I(y — 2.))] — 2(2)®(y)

Mas sabemos que z < y e portanto,

He—z)=1=Iy—=z)=1
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Com isto, temos que

Bl(lz - z)i(y — 2))) = &(=) ,

eparat ¥ J
E[(I{z — 2:)I(y — 2;)}] = 2(z)2(y)

Voltando & demonstracao, teremos

Cov[Fu(z), Fu(y)] = 75[n®(z) + n{n 1)@( z)8(y)] — &(c)B(y) =
20(z) + 7(n - 1)9(z)2(y) — O()2(y) = 7 2(z) - ;B(z)(y) =
=0(z)1 - o(y)]

Cabe aqui, ainda, enunciar o seguinte resultado:

Resultado 3.5:

Usando expansao em série de Taylor da fungio ®'(z) sob E(z), segue que, sob a

hipétese de normalidade das variaveis -,

E{e7HFu(2)]} ~ o

Cov{ @7 F(2)], @M Fa()]} ~ %‘D(f)ll —o)

onde ¢(z) é a fungao de densidade normal padrio.

Portanto, o grafico dos pares (z;, ®~1[F,(2)]) deve ser aproximadamente linear, com
inclinagdo 1, passando pela origem, sob suposicao de normalidade dos efeitos aleatérios.

Além disso, uma regido critica aproximada para ®~![F,(z)] é dada por

2 £ 1.96 {(1/n)®(=)[1 — ®(=)]}7 /(2

Dempster ¢ Ryan (1985) propuseram uma modificacio no grifico de probabilidade
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normal usual, atribuindo pesos aos estimadores dos efeitos aleatorios de cada unidade.
Desta forma, sera dado maior destaque (maior peso) aquele efeito aleatdrio que foi esti-
mado com mais observagdes. Entio, em vez de F,(z), consideremos F}(z) para denotar
a distribuigdo acumulada empirica ponderada. Para obtermos F:(z) procedemos da
seguinte maneira:

Consideremos 0s pesos

w; =¢’ Cov(‘j\rj) cyi=1,..,n. (3.11)
Entao,

Pi(z) = £ wf;,(w —=) (3.12)
onde

W = Z:;l w;
e
Iz — ) = 1, se x>y
0, cec.

Verificaremos, agora, as propriedades da fun¢ao distribuicdo acumulada empirica pon-
derada quanto & sua média e variancia.

Resultado 3.6:

Sob suposicao de normalidade das varidveis v,

onde &(z) & o valor para z, na distribui¢io normal padréo acumulada, €, para y > z,

Cov[F*(z), F(y)] = %(1 + %)@(w)[l - ®(y)]
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onde

1
m= EZ:’:.I W

1

— |5 2 2
v= =YL, uf] - m

n

sao a média e a varidncia dos pesos definidos em (3.11).

Prova:

Dado que 2;, i = 1,...,n sdo varidveis aleatorias independentes normais padrao, entio
1
* - R . —_
E[Fi(a)) = o= 3 will(z — z)] = 0(z) ,
e ainda, seguindo o mesmo procedimento usado anteriormente,

Cov[Fy(x), F3(y)] = 5 B [T wil(z — ) Yin, will(y — 2)] — @(2)®(y) =
wr {1 — 21)Iy — z))wi] + E[(I{z — 21)I(y — 2z2)}wyws] + ..+
E[(I{x — 21)I(y — 20 ))wiwn] + - + E[(I(z — 20)L(y — 21))wawi]+

+E[(X(z — z.)I(y — 22))wawn] + .. + ElM(z — 2 )I(y — 20))wi]} — B(z)@(y) =
= 77 0(2) T wi 4+ () (y) Xig; wiw;] — @(J’)‘I’(y)_

Mas sabemos que
Z?:l wi =(m*+v)n e
W? =n?m? = [E#j wiw; + 2 w?] =nim? =
Tigs wiw; = n’m? — (v+m?)n
Portanto,
Cov[Fr(z), Ii(y)] = w2 [2(z)(m® + U)n + ®(2)®(y)(n’m? — (v + m?)n)] — 2(z)®(y) =
_ (m 2+u1(I’ [1 'nzmz— U+m n ] —
= 19(2) [1 4 ] — 2(2)(y) [s; + n:;a] =11+ ;)@( )1 - &(y)]
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Logo,

(3.13)

Resta ainda enunciarmos:

Resultado 3.7;

Usando expansio em série de Taylor da funcao ®~1(z) sob E(z), segue que

E{e7[F (@)} ~ 2

Cov{ @ [F:(z)], 8~ [Fr(y)]} ~ % (1 +2) @(s;)([i);(;(y)] |

onde ¢(z) é a funcdo densidade normal padrao.Portanto, uma regido critica aproximada

para Iz} ¢ dada por

5 +196 (14 22 )" {(U/n)@ (=) - (=)} 6(=)

(I
Note, em (3.13). que a distribuigao empirica ponderada apresenta uma maior vari-
abilidade em relagac & distribuigdo empirica nde ponderada. Isto proporciona uma maior
sensibilidade do grafico normal ponderado para detectar possiveis violagbes das suposigdes

distribucionais.

3.2.2 Ajustes finais

O gréfico de probabilidade normal ponderado precisa ainda ser ajustado para os pon-
tos finais, pois, caso contrario, ®~'[F*(z)] ndo pode ser calculado para os maiores 2;’s
(®~[1] & c0). Dempster e Ryan (1985) sugerem o procedimento descrito a seguir.

Seja wgy o peso que corresponde a i-ésima estatistica de ordem z(;;. Entéo, devermnos
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fazer

SW)

sw() - wpy + o+ g

HOR

para r < zq, €
sW) + W) + .+ Jug
%wu) F o twe o+t %w(n)

Frlz) =

i3

para z € (z;_1), 2i)-
Para os graficos de probabilidade normal ponderados deve-se considerar a variincia
de 4;, dada por Lange e Ryan (1989), que assume que todos os pardmetros do vetor j

sao conhecidos, ou seja:

Var(%:) = o’BLVT'ZB . (3.14)

Iremos considerar ainda, nos conjuntos de dados analisados neste trabalho, uma regido

critica mais rigorosa, (mais estreita) que a apresentada no resultado 3.7,

at (14 25) {AmeE)L - 0@ /d)

com o valor 1 em vez de 1.96. Lange € Ryan (1989) sugerem ainda uma correcao na
regiao critica para compensar pelas estimativas usadas, ao invés dos parametros. Com
este ajuste, para valores mais altos ou mais baixos de 2;’s as regides criticas sdo aproxi-
madamente iguais is regioes criticas sem ajuste. Nos valores centrais de z;’s, entretanto,
o intervalo é mals estreito, com o ajuste. Neste trabalho, ndo utilizaremos esta corregio,
pois é de dificil implementagido computacional. Entretanto, temos interesse em, futura-
mente, desenvolver ainda mais os graficos de probabilidade normal ponderados fazendo

uso do ajuste sugendo.
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3.3 Exemplos

3.3.1 Potthofl e Roy (1964)

Consideremos os dados indicados na tabela 3.1, extraidos de Little e Rubin (1987), refe-
rentes a um experimento analisado por Potthoff e Roy (1964). Neste conjunto de dados,
as observagoes foram obtidas ao longo das 1dades de meninos e meninas para uma certa

variavel de interesse. Algumas observagbes (entre parénteses) foram retiradas com o

objetivo de se estudar a metodologia na presenca de dados ndo balanceados.

20

Meninas Idade {(em anos) Meninos Idade (em anos)
Unidades 8 10 12 14 | Unidades 8 10 12 14
1 21 20 21.5 23 1 26 29 29 31
2 21 215 24 25512 21.5 (22.5) 23 265
3 20.5 (24) 245 26 |3 23 225 24 275
4 235 245 25 26514 25.5 275 265 27
5 21.5 23 225 23515 20 (23.5) 225 26
6 20 {21) 21 22.51)6 245 255 27 285
7 215 225 23 25 7 22 22 24.5 26.5
8 23 23 23.5 24 8 24 21.5 24.5 23.5
9 20 (21) 22 21519 23 20.5 31 26
10 16.5 (19) 19 19510 27.5 98 31 315
11 24.5 20 28 28 11 23 23 235 25
12 215 (235) 24 28
13 17 (245) 26 295
14 22,5 25.5 255 26
15 23 24.5 26 30
16 22 (21.5) 235 (25)
Tabela 3.1: Dados extraidos de Little e Rubin




O modelo que melhor se ajustou aos dados défine uma reta para cada grupo, com um
efeito aleatorio (inclinagio individual) e considera os erros totalmente independentes, ou
seja,

V(e) = oL

Relacionamos, nas tabelas 3.2 ¢ 3.3, as inclinagOes individuais estimadas (e.a) com

seus desvios padrdes (s.d), para as 11 meninas e os 16 meninos, respectivamente.

Meninas

i e.a s.d

1 -1.051  0.6605
2 0.3420 0.6605
3 0.7386 0.7452
4 1.9490 0.6605
5 0.0205 0.6605
6 -1.307 0.7452
7T 0.3420 0.6605
8 0.6634 0.6605
9 -1.307 0.7452
10 -3.626 0.7452
11 3.235 0.6605

Tabela 3.2: Efeitos aleatorios estimados para as meninas
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Meninos

e.a s.d

2372 0.660%
-1.294  0.7452
-0.628 0.6605
1.4080 0.6605
-1.976  0.7452
1.194  0.6605
-1.057  0.6605
-0.949  0.6605
0.1222 0.6605
10 3.873  0.6G05>
11 -1.164  0.6605
12 -0.612  0.7402
13 -0.885 0.7452
14 -0.092 0.6605
15 0.7651 0.6605
16 -1.076 0.8739

o0 =1 O Ot W QI bD |

o

Tabcla 3.3: Efeitos aleatorios estimados para os meninos
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Com estes efeitos aleatérios padronizados segundo (3.10), foi obtida a distribuicio
acumulada empirica ponderada F). Desta forma, seguindo o procedimento da secio

anterior, obtivemos o seguinte grafico:

-1
|

2
|
."-

Figura 3-1: Grifico de probabilidade normal ponderado do efeito aleatdrio

Podemos notar. pela andlise do gréfico, que o modelo se ajusta satisfatoriamente aos

dados.

3.3.2  Jones (1990)

Para o conjunto de dados, ndo balanceado, analisado em Jones (1990), foi ajustado um
modelo considcrando um vetor de efeitos aleatdrios 7; tridimensional. Podemos cons-
~

tatar a boa adequacio do modelo pela analise dos 3 gréficos de probabilidade normal

ponderados, abaixo:
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Figura 3-3: Gréfico de probabilidade normal ponderado do efeito aleatdrio v;
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-1
l

Figura 3-4: Grafico de probabilidade normal ponderado do efeito aleatorio s
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Capitulo 4

O Filtro de Kalman na Estimacao e

Predicao do Modelo Laird-Ware

4.1 Introducao

O filtro de Kalman (FK) é um processo comumente empregado em areas da Engenharia
e outras ciéncias [isicas desde a década de 60. Kalman (1960} introduziu esta nova
abordagem ao problema classico de estimacio, desenvolvendo um método recursivo de
estimacao e predicao de séries temporails, executando um algoritmo para cada ponto no
tempo. Trabalhando com Bucy (1961) esses resultados foram generalizados a processos
aleatérios e a implementacgio computacional foi facilitada. A praticidade da abordagem
de Kalman logo tornou-se imensamente popular entre engenheiros.

Esta metodologia foi inicialmente utilizada pa inddstria aeroespacial para estimar a
posicao de foguetes. Supondo que as observagdes estao sujeitas a erros aleatérios, esti-
mativas aperfeicoadas da posicao do foguete sao obtidas combinando informagoes sobre
a posigio estiada por ocasido do tempo anterior e a posigdo observada no tempo atual.
Este procedimentio permite gue as estimativas da posigao do foguete sejam continnamente
atualizadas, assim que os dados sdo coletados. O termo ‘filtro’ é usado quando a es-
timagio da posi¢ao do foguete € executada no tempo da mais recente observagio. Muitos
trabalhos subscqiientes ac artigo de Kalman apresentaram aplicagoes deste método a

usos praticos como controle estatistico de qualidade (Phadke, 1981), navegacio aérea e
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submarina (Tilus, 1977) e outras aplicagbes espaciais (Bucy e Joseph, 1968).

Schweppe (1965) mostrou que, se os erros tiverem distribuigao normal, o processo FK
pode ser usado para calcular funges de verossimilhanca, como veremos mais adiante.
Neste momento. foram abertas as portas para a aplicagdo do FK no ambiente estatistico,
pois a possibilidade de calcular verossimilhangas nos permite obter estimativas de quan-
tidades desconhecidas.

Devido a dificuldade de interpretagao, pelos estatisticos, da literatura envolvendo FK,
que ntiliza notagdo, linguagem e estilo diferentes, somente mais tarde, a partir da década
de 70, é que se deu a devida atencdo a este método. Na literatura estatistica, o primeiro
tratamento ao KK foi dado por Duncan e Horn (1972) baseado em teoria de regressio
com coeficientes alcalorios, ou seja, considerando as quantidades a serem estimadas como
sendo variaveis alcaiorias. A partir dai, muitos pesquisadores se esforcaram no sentido
de obter derivacdes do procedimento recursivo FK de formas mais simplificadas. Desde a
derivagio original de Kalman (1960), fazendo uso do teorema da projegéo ortogonal, até
Jones (1993), que sc baseou em esperangas condicionais, apareceram outras interessantes
derivagoes. Wegman (1982) propde uma discussao mais matematica do FK enfatizando
uma abordagem de cquagao diferencial estocéstica. Diderich (1985) deriva as equagbes
do FK a partir de um estimador misto de Goldberger-Theil. Seguindo a abordagem
bayesiana & tcoria ¢ regressdo, temos o excelente artigo de Meinhold e Singpurwalla
(1983), além dos trahalhos de Broemeling (1985) e Welch (1986). Atualmente, o FK é um
método amplamente divilgado na literatura, pois percebeu-se que ele é potencialmente
de grande utilidade na Estatistica, principalmente nas areas de Modelos Lineares de
Regressio e de S¢ries Temporais.

Na segdo 4.2 descnvolveremos a teoria do Filtro de Kalman como um procedimento
de predigdo recii=iva. Na secdo 4.3 introduziremos uma forma de representar modelos
em espago de estados e enunciaremos os passos da recursio de Kalman utilizando o
embasamernto teorico desenvolvido na secdo 4.2. Na secio 4.4 discutiremos duas formas de

utilizagio do I"iliro e Kalman ao modelo de Laird-Ware: a predigio de efeitos aleatérios
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e, a estimagio de parametros, abordando a associacido entre a recursio de Kalman e a

decomposi¢ao de ('holesky da matriz da estrutura de covaridncia do modelo de Laird-

Ware.

4.2 Um Procedimento de Predicao Recursiva

Sejam y; e 3, varidveis aleatdrias, associadas ao tempo ¢, sendo y; observivel e §;, de-
nominada estado da natureza, varidvel nao observavel. Uma equacio define a relagio

entre o observado ¢ o estado da natureza no tempo t:

o= Hifi+w (4.1)

onde H, é constante conhecida e w, é varidvel aleatéria, com distribuigdo N(0, B;). Uma
outra equagio cstabelece a relagdo entre o estado da natureza no tempo ¢ e no tempo

anterior, ¢ — ét:
Be=@fsi +v (4.2)

onde ®, é constantc conhecida e v, é varidvel aleatéria, com distribuigio N(0,3,).
Considera-se v, independente de w; e vy independente de vy para t' < ¢.

Seja 1:,;: (91,44 ..., %), © vetor de observacgOes até o tempo {. Num ponto de tempo
t consideramos a distribuigio de probabilidade de §;, dado }j +—st, cOmo a distribuicio a
priori, e dado Y,. como a distribuigac a posteriori.

No que segue. vamnos definir a distribui¢iio a posteriori de §;, supondo conhecimento
da distribuicao a posteriori de fi—s (ou seja, a partir da distribuicdo de probabilidade
de B;_s:, dado 1 .s1). Este serd o nosso objetivo.

Portanto, considere conhecida a distribuicio a posteriori de F;_s:

(Be-sif Y 1=6¢) ™~ N(Bt—&tast—ﬁt) . (4.3)
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Usando (4.2), temos que
E(B:/ Y 1-5t) = @efi-s

VIB) Y tost] = ®:Sia® +3 7,

e desta forma., t.emos definida a distribuicio de probabilidade a priori de f;:
(%/ 1/ t—61) ~ N((I)t,ét—ﬁfa 8, 5:-5:D; + Zt) M (4.4)

Usando a espcranca ®;8;_s, da distribuigao a priori de f; e usando (4.1), H:®:5i-s
é uma predicao para a observacdo no tempo i, prévia a sua observacdo. Assim, o erro

desta predigdo ¢é delinido por:
e =y — Hi®:Brosr (4.5)

ou seja, a diferenca entre a observagdo no tempo ¢ e a predigdo, com base em Y ;_s.
ot
Dado que H; e ¢, sio constantes conhecidas e que §,_s ja estd definido por ocasiao do

tempo ¢, observar u, é equivalente a observar e;. Podemos reexpressar e;:

€ = Yt — th’t)é’t—ét
= (Hif + wi) — H®Brs: , por (4.1)
= Hy(B: — (I)t,@t—ﬁt) +

Desta forma, a distribuicio de e, dados f; € Y 4_s:, € normal, com esperanca Hy(F; —

@tﬁt_&g) € V&I‘ifll’lcia, Rf.

1Utilizamos ®;.5)_s P, ac invés de ®75;_;:, propositalmente, porque desta forma os resultados serdo
adequados a situagoes onde tenhamos vetores e matrizes, ac invés de escalares.
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Até este ponto, temos que

(ﬁi/ r};f t—Ef) r~ N(q)fﬁf_ﬁf_, @ist_gt@; + Zt)
e

(et/ﬁt: X i—6t) ~ N(H:(ﬁz - ‘I’nét—&); Rt)

Precisamos definir, a seguir, primeiramente, a distribuicdo conjunta de (8;/ Y ._s) €
~

(e:/ Y i-s) , €, finalmente, a distribuicio de f;, condicionada a e; e V ;_s. Esta

iiltima é a distribuicdo de f;, condicionada a y; € AIJ/ 1—§t, OU S€ja, a posteriori de f;. Um

conhecido resultado sobre normais multivariadas € destacado abaixo, sem prova, para a

obtencio das distribuigdes mencionadas.

Resultado 4.1:

X1 ~ N i1 ’ 2 Xy o

X5 o Yo Ly
& ( X1/ Xy = 22) ~ N(pr + 21285 (73 = p2), E11 — Z128m Ba1) ¢ Xo ~ N(pg, E29)

a
Considere estes outros resultados:
Resultado 4.2
A distribuicido conjunta de g e ¢4, dado Y i é:
i/ Y oost . N P,5:-5P; + 2 (®:S:-5:D; + 2, ) H,
e/ X t -6t 0 Hy( 05,507+ 32:) Hi(®05i-5:D; + 31)H] + R,

Prova :
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Temos
(8:/ }‘/ 1—5t) ~ N(D:Bese, ®:Se-6s®) + 1)

€

(es/ B, z’ t—50) ~ N(H (B — ‘I’tf;t—&), Ry)

Usando o resultado 4.1, no sentido inverso, com f;/ Y ;_s no lugar de X; e e;/8;, YV t—s:

no lugar de X;/X5. temos:
=B s € Ta=BiSise® kY (4.6)
Precisamos ainda definir gy, X2 €211 ¢
1+ 21222_21(% — tg) = Hy(f, — (I)ﬂét—&)
=y =0

= D135 = H,

= Y1 = Hi3s = Hi($: 5 6P, +2,) , por (4.6).

S~ ¥y Ny = Ry
= En = (Ifgzgg)zgzl(ﬂtzgg)’ + Rg y US&IldO 212 - HtEQQ,
= HigoHy + Ry =

= I{t(@psi_gg @; + Et)H; + Rt , pPOT (46)

Resultado 4.3:

A distribuicdo a posteriori de §; é normal com esperancga

®Bemsi + ($rSiosi B, + Zi)H:[Hr(@tSz_at O+ 3 H 4 R e
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e variancia
(‘I’tSt-—Sz‘I’;'FZr)—(‘I’tSr—qu’;-i'Zt)H;[Ht(@tst—& &, + Z!)H:’{‘Rt]_lHt(@tSiuStq);‘l‘Zt)

Prova:

A partir do argumento direto do resultado 4.1, com {8,/ 1/ t—s)no lugar de X; e
e,/ Y ;-5 1O lugar de X,, temos sua conjunta dada pelo resuliado 4.2 e a condicional
(Bi/ e Y ;—§¢) COM esperanca 1 +5,55) (:iz - ,Lig), na notacdo do resultado 4.1, e neste

contexto:
SuBiosi + (BSi_st @) + 3 VH [ Hi( S Siesi @)+ 3 YH] + Ry
e varidncia Ly — 5,355, £z, na notagio do resultado 4.2, e neste contexto:

(®:5:-6: 9, +Z: (@S- 67:‘1);4-2 H( PS50 + Z JH{+R] " H(®,5;_5; +Z

O

Podemos sumarizar os resultados apresentados, usando a notagdo (S5;/Y; s ) para a

q_ua.ntidade Q.55 + ¢

(Bi_s:/ }:' tmbt) ™~ N(E*'f_at, Si—st) (posteriori de f;_s)
(B:/ Y t—51) ~ N(‘I’tﬁt—dz;(sz/ Y i~5t)) (priori de ;)

(8./ }j) ~ N((I)t;ét~5t +(S:/ X -5t ) HI[H:( S/ g tst)H + Ryt e

(S2/ Y t-61) — (St/ Y 16t ) H [ H:(Se/ Y 1—st)H] + Re| " Hy(S:/ Y t—61)) (posteriori de f;)
(4.7)

Um procedimento recursivo comegaria no tempo zero, com valores inicials 8y e Sp, que
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seriam as melhores avaliagGes sobre a média e variancia de f, ou seja, estaria definido:

Bo ~ N(fo, So)

As distribuigbes a priori e a posteriori de 3, seriam definidas conforme (4.7), e assim
por diante, ponto a ponto, obtém-se nova distribui¢io a posteriori. Este procedimento é
denominado Filtro de Kalman, A recursio deve ser executada até a tltima observagéo.
Ao final do processo a esperanca da distribui¢do a posteriori do estado da natureza serd

a nossa predicido do estado da natureza.

4.3 Representacao em Espaco de Estados e o Filtro de Kalman

A situacdo vista na secdo anterior sera agora apresentada para o caso mais geral de
vetores de observacoes e vetores de estados da natureza. Novamente sio consideradas
duas equacdes para a definicio de um fendmeno e a obtencio da distribuicdo a posteriori
dos estados da natureza € o objetivo da recursao.

Denomina-se representacio em espago de estados uma forma de representar um de-
terminado fendmeno a partir de um sistema de duas equagbes, uma equagdo para um
vetor de observages e outra equagao para um vetor de quantidades aleatérias, que se
deseja predizer. Estas serdo definidas a seguir.

Seja y; um vetor aleatério observavel no tempo t, que depende de um vetor aleatério,
nao-observavel, 8; , conhecido como estade da natureza. A relacdo entre y; e By, co-

nhecida como equagdo de observagio é dada por:

Y= H, }fit + W (4.8)

onde:
* y; é vetor aleatorio, n X 1, de observagoes no tempo #;
Pl

o3, é vetor aleatdrio, b x 1, de estados no tempo {;
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oH; ¢é matriz, n x b, conhecida, que determina quais elementos, ou combinacoes de
elementos do vetor de estados, sao destacados;
® w; é vetor aleatorio, n X 1, de erros observacionals, com distribuicdo gaussiana, com

vetor de médias zero e matriz de covariancia Ry, ou seja,
Wy~ N( 9, R,)
A equagdo conhecida como equagdo do sistema é dada por
ﬁ:{:: ®(t;¢ — 6t) é t—st+ "lit )

ou melhor,

fr=®(t;t — 6t) B 15 + Gy Vi {4.9)

onde:

o®(i:¢ — 6) é matriz conhecida, b x b, de transigio de estados do tempo t — ét para
o tempo {;

e v; € vetor, b x 1, de incrementos aleatérios ao estado no tempo-t, com distribuigio

~

normal padrio, ou seja,

v~ N(Qal) )

oG ;: matriz, b x b, que incorpora as covariancias dos elementos de 9,, ou melhor, G,

é tal que

193"‘-’ N(g, GfG:)

[atd

Considera-se w; € v, independentes. Uma eficiente determinagdo das matrizes ®(¢;t —
6t), Hy, R; e G depende acima de tudo de um bom conhecimento do comportamento do
sistema fisico que rege o fenémeno em estudo.

Um exemplo freqlientemente citado na literatura € o rastreamento da érbita de um
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satélite ao redor da Terra. O estado da natureza 8;, que desejamos conhecer, pode ser a
posicao e a velocidade do satélite no tempo ¢, com respeito a um sistema de coordenadas
esféricas com origem no centro da Terra. Estas quantidades ndo podem ser medidas
diretamente. No entanto, através de estagoes de rastreamento ao redor da Terra, nds
podemos obter medidas (com erros observacionais) da distincia entre a Terra e o satélite
e dos angulos da posicdo do mesmo em relagao ao centro da Terra; estes seriam os
componentes do vetor y;. Os principios de Geometria e Fisica, etc, que relacionam y; e g,
podem ser incorporados na matriz H;, enquanto que w; refletiria o erro de mensuragao;
~

a matriz ®(f;t — 6t) representaria a forma como a posicdo e a velocidade mudam no
témpo de acordo com as leis fisicas que regem os corpos celestes orbitantes, enquanto
que G; v; representariam os desvios em relacao a essas leis, devide a fatores como a
nio-uniformidade do campo gravitacional da Terra.

Antes de definir formalmente o meétodo recursivo do FK, uma sucinta descrigio € dada
sobre seu uso com relagio ao exemplo acima. Tendo como objetivo o conhectmento do
vetor de estados da natureza, o processo recursivo do FK se inicia com uma definicio dos
valores inicials de ,@g e de Sp, onde Bg representa a estimativa inicial do vetor de estados no
tempo zero ¢ Sy representa a matriz com valores inicials para as variancias e covariancias
deste vetor de estados, no tempo zero. Engenheiros aeroespaciais envolvidos com o
problema poderao proporcionar esses valores com base em experiéncias passadas ou entao,
se houver pouca inlormagio, estabelecer uma estimativa inicial com grandes variancias
associadas, ou seja, valores altos para as variancias na matriz S5. Na etapa seguinte
{(tempo 1), B e So, juntamente com a nova observacio, sio usados para estabelecer uma
estimativa atualizada, Bl, e uma nova matriz de covariancias, S;. Portanto, na recursao,
ao atingirmos o tempo %, temos B 5 € Si_s calculados, onde B ,_s denotara a melhor

- ~
estimativa do estado f ;_s;, dadas as observagbes até o tempo ¢t — 6f; € S;_5 a sua
respectiva matriz de covaridncias; e uma nova observacdo, combinando-se esses elementos
para a obtencao de B, e S; . O processo segue até a tiltima observagio. Experiéncias

tém mostrado que, se as estimativas inicials sdo aproximadamente corretas, razodveis
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estimativas do vetor de estado podem ser obtidas junto com a matriz de covariancias das
estimativas.

Abaixo seguem, de forma compacta, os passos da recursio de Kalman, onde a notacio
Y, se refere a matriz cujas colunas s3o os vetores de observacdes, do primeiro tempo até
o tempo £. A recursido comega com valores do estado no tempo ¢ — 6t B +—61, € sua matriz
de covariancias S;_g:

1. Calcula-se a esperanca a priori de §;,

(rfit /Yt—dr) =®, é t-6t
2. Calcula-se a matriz de covariancias a priori de ‘?f
(S/Y,_s:) = 2,8, 4®, + GG, ;
3. Calcula-se a predigao do vetor de observagoes no tempo t, prévia a sua observacao,

G=H,®, 5 15 ;

4. Calcula-se a diferenca entre o vetor de observagoes e a predigdo desse vetor, obtido

acima,

C1=1t —Ht'I'f ,6 t—&t

Esta quantidade ¢ denominada Inovagdo,

5. Constréi-se a matriz de covariancias de ¢; dado Yz,

V.=R,+ Ht(St/Yt—&)H;

;
6. Atualiza-se o vetor de estados {que é a esperanca da distribuicio a posteriori de

ﬁt)&

o

Bz: ¢, B —st + K¢ ir ;
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onde K; € o ganho de Kalman e é dado por K, = (8,/Y,_5)H!V;!.
7. Calcula-se a matriz de covaridncias desse vetor atualizado (que é a matriz de

variancias e covariancias da distribuicdo a posteriori de 3;),
S = (Sz/Yt—&) - Kth(St/Yt—St)

As justificativas para esses passos se encontram no desenvolvimento tedrico da segao

anterior, notando-se que G;G; substitui a notacio 3, na equagio do sistema (4.2).

4.4 Aplicacio ao Modelo de Laird-Ware

Numa andlise de dados, para valores arbitrarios da estrutura de covariincia, primeira-
mente, sao calculadas as estimativas de 3, o2, do modelo Laird-Ware, e o valor da fungao
de verossimilhanca. correspondente a esses valores. Apds a estabilidade dos valores da
funcio de verossimilhanca, temos as estimativas {finais) de todos os pardmetros do mo-
delo Laird-Ware.

O Filtro de Kalman pode ser utilizado com o propésito de obtengao destas estimativas,
numa primeira fase. Em seguida, usando as estimativas de todos os parametros fixos,
o FK pode ser utilizado, agora, com o objetivo especifico de obtencio de predigdes dos
efeitos aleatorios das unidades, caracterizando a segunda fase. As duas fases de utilizacio
do FK tém definicoes distintas do vetor de observagoes.

Nesta secao, as duas utilizagdes do Filtro de Kalman serdo discutidas, e, por con-
siderarmos mais adequado, comegaremos com a explicagdo da segunda fase, quando ja
supomos disponiveis as estimativas de f, o2 e B, do modelo de Laird-Ware. Os passos
da recursao dc Kalman serao apresentados considerando uma estrutura de correlagido
serial AR(1) e erros observacionals. Para outras estruturas, pequenas alteragdes seriam

necessarias.

67



4.4.1 Predicdo de efeitos aleatérios

Jones (1993) propde o emprego do FK para a pfedigéo dos efeitos aleatdrios do modelo
Laird-Ware, usando estimativas dos pardmetros do modelo. Estas estimativas ja estariam
disponiveis pois, cronologicamente, esta € a ultima das duas fases de utiliza¢do da re-
cursao. Portanto, atraves dos passos da recursao de Kalman, sao utilizadas as estimativas
f}, &% e B,

Seja o modelo de Laird-Ware com estrutura AR(1l) e erro observacional. Assim, ¢;
é descrito como uma série temporal, seguindo um processo continuo auto-regressivo de
1% ordem (AR(1)), com pontos de tempo desigualmente espagados, possivelmente com
observacoes perdidas. O elemento de ¢ correspondente a observagdo realizada no tempo

1 & descrito como

€t = By€igz_sn + N (4.10)

onde

*¢;, o coeficientc auto-regressivo ¢ dado por
¢, = exp [—aodt] (4.11)

sendo ap um valor positivo;

on;; ¢ um incremento aleatorio no tempo ¢ com média zero e variancia
o?Qy = o [1 — exp(—2a8t)] . (4.12)
Entdo, para uma unidade, no tempo ?, temos
Yit =I£t€ + %{b +er

ou

A I
Yii— -’Lifﬁ—zﬁ_']’i +er
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onde z, € a t-ésima linha da matriz X;, e podemos utilizar a representacio de espaco de

estados, definindo a equacio de observacao:

el R B EP (413)
- g8
onde zl; € a t-ésima linha da matriz Z; e w;; ~ N(0,6%0%). Para completar a representacio
do modelo Laird-Ware em espago de estados, a equacdo de estado é dada por:
€it ¢s; 0 €ife—5t) Niz
_I_

m

(4.14)

it 0 I Y ii-st) 0

2 o ~

Nota-se que a primeira linha deste sistema de equagdes é a equacio (4.10), informando
a correlacdo serial AR(1), e que os vetores <, ndo se alteram, com respeito ao tempo t.
O erro observacional incorporado na equacao de observa¢io é representado por ;.

Relacionando & notacdo do caso geral apresentado na segio 4.3, temos:

”

Yt = Yir— $:;ﬁ N
Hi - { 1 z:’t ] 1
Rg = 5’20'8 3

¢
Bty — 1) & | :
0 I

La’d

3

&2 Qs 2’
0 0

o

GG, &

O ponto chave desia fase da utilizagdo do FK é que usamos como valor observado o
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residuo y;— 2,5, na impossibilidade de observar diretamente v; ou ¢;.
Para iniciar a recursao de Kalman sdo necessarios valores iniciais para o vetor de
estados e sua matriz de covariancias. Uma sugestdo € usar as definigdes do modelo

Laird-Ware, utilizaudo as esperangas e variancias das suposicoes distribucionais:

€0
=0
Yio ~
e
1 0o
SQ = 6'2 ':
0 B

~

Desta forma, a recursio de Kalman deve ser utilizada conforme definida acima, com o
objetivo de obter a distribui¢io a posteriori de 4; e sua matriz de covaridncias. A recursao
é inicializada novamente para cada unidade. No caso de utilizacdo de outras estruturas
de correlagéo, o procedimento deve ser o mesmo, com pequenas alteragbes.

Reenunciaremos abaixo os passos da recursdo de Kalman, ja adaptada para a predigao

L €ife-st)
dos efeitos aleatdrios, a partir das estimativas no tempo t —é6¢, | | e S, s
T i(t-6t)
_ it
1. Calcula-se a esperanga a priori de ,
']:ii
€it g5 0 Eiftst)
[Yig| = ~ R i
Vit 0 I v i(i-6t)
€3t
2. Calcula-se a matriz de covaridncias a priori de ,
Yit
por 0 b 0 & Qist 0’
(Sg/Yg_&) = St—&: + '
0 I 0 1 0 0

s o ~
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3. Calcula-se a predigao do vetor de observagbes no tempo ¢, prévia a sua observagio,

. [ L ] dst O Ei(t—st)
Yip = Zit ;
~ 0 1 ¥ ifi-51)

~

4. Calcula-se a diferenca entre o vetor de observagdes e a predigao desse vetor, obtida

acima,

€t = (ya— 5'3:;@ - i’it 3

~

5. Constréi-se a matriz de covariancias de e; dado Y_g;,

1
Vi=dadt | 1 2 | (Si/Yeos) ;

Zit

6. Atualiza-se o vetor de estados {que é a esperanca da distribui¢ao a posteriori de

€
),
Tit
Eit {35& 0’ Ei(t—ﬂt)
= ~ R +Ki e
Yit 0 I v i(i-6t) ~

1
onde K, o ganho de Kalman, é dado por K; = (8,/Y;_s) Vit
Zit

7. Calcula-se & matriz de covaridncias desse vetor atualizado (que € a matriz de

€t
varidncias e covarifncias da distribuicde a posteriori de )
Vit

S = (Se/Yese) ~ K[ 1 2 | (8/Yies)
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4.4.2 Estimacao de parametros

Jones (1993) propde o emprego do FK, numa fase inicial, quando a partir de valores
arbitrarios de alguns parametros da estrutura de covaridncia, se objetiva obter as quan-
tidades necessarias para o cilculo das estimativas ,6’ e &%, além do respectivo valor da
funcgao de verossimilhanca. Ou seja, o objetivo desta fase é obter a matriz (1) e o vetor

(2), necessarios para estimar £,

(1) ! (2)
éz (Z XQV;1X£) (Z Xivit ?zi) ,

a soma de quadrados ponderada total (3}, necessaria para estimar o2,

(3)
al ]_ - _- ~
6= = 2 X BV X )

onde n = Y. n; é o numero total de observacées para todas as unidades e o termo deter-
2

minante (4) em {
(4)

¢ =nln(2r6*)+ Y In|V;| +n
i
No decorrer dos passos da recursao o valor 1 € usado em lugar de o?, como se tivesse
havido uma mudanca de escala. A representacdo em espago de estados é um pouco
diferente daquela apresentada na subsecgdo anterior (efeitos aleatdrios).
Em primeiro lugar, vamos abordar a associagido entre a recursio de Kalman e a
decomposicio de Cholesky da matriz da estrutura de covariancia do modelo Laird-Ware,

'V,. Considere o modelo de Laird-Ware
yi= X B+Z; vi + ¢

= VG?"(Z{ i -+ Ei) = Uzvi(n;)(n;)
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Aplicando a fatorizacio de Cholesky,

V;=TIT; |,

onde T; é uma matriz triangular superior, teremos

denominada fatorizagao de Cholesky reversa, pols é o produto da matriz triangular su-

perior seguida de sua transposta.

Seja
L; =(T)™" . (4.15)
Resultado 4.4:
Considere ¢ modelo Laird-Ware
=€

com estrutura AR(1), sem erro observacional e observagdes igualmente espagadas. Entdo,
o vetor, n; x 1, das inovacgbes divididas pela raiz quadrada das respectivas variancias,
da recursdo de Kalman, é exatamente a pré-multiplicacdo do vetor y; pela matriz L;
(fatorizagao de Cholesky reversa de V). Além disso, |L;| é igual ao produto dos inversos
das raizes quadradas das variancias das inovagoes.

Prova:

0O modelo de Laird-Ware, com observagdes igualmente espagadas, define

yvi=¢

~ ~

onde,

€ip = Peir—1) + it
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Desta forma,

Seja a decomposicao de Cholesky de V;: V; = T/T;; entao,

Os passos da recursio de Kalman para este modelo sao:

1.

Var(g) =1 ¢

(1 ¢ ¢
1 g

ca ¢ne-2 qﬁn“_]
¢'2 én,‘—?
Q!)'Z
1 ¢
1

VI—4 0 0

V91— ¢*ya
Yio — Ui
Yiz — Yo

| yin; - ‘Jﬁy{[m*l} ]

(ét/Yt—l) = ff»‘é:—l 3

T4

0 0]
0 0

0
1 0
6 1

(4.16)



(Se/ Y1) = ¢°8i + (1= ¢%)

3.
3;’: = p€iq1
4.
e =1y — Pei_1
3.
V= (S:/Y 1) = ¢S + (1 - %)
6.
2 2 251 —¢? A
€ = g€,y + ﬁﬁ%(% — p€s 1)
=W
7.

_ (@8t (1 -7
$*Si_1 + (1 - ¢?)

Note que o valor constante zero para S;, no sétimo passo, implica na simplificacdo V,; =

Si = ¢S + (1 — %)

1 — ¢* no quinto passo. Assim, a primeira passagem da recursiao, para este modelo,

fornecera os seguintes resultados: (considerando ¢ =0 e Sy = 1)

1.
(€:/Ye)=0 ;
2.
(S$1/Yo) =" +(1-9¢)=1 ;

3.

QIZO 1
4,

&1 =% 3
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Vlzl )
6.

€1—y1 )
1.

5 =0

A segunda passagem fornecera

1.
(é/Y1)=¢y1 ;
2.
(S2/Y1) =1~ ¢*
3.
Je =9
4.
€2 =Y1— ¢y ;
5.
Vi=1-4¢"
6.
& =Y ;
7.
82 = 0
As passagens seguintes fornecerao
e =y — ¢yi-1



para j = 2,...,n;.

Portanto, o vetor das movagoes divididas pelas respectivas raizes quadradas das
varianclas é:

V= Py
Yia — 9¥i
1
Wiy ¥iz — P2 )

| Yin; — ¢y£(n,-——1] ]
que € igual ao vetor (4.16). Além disso, como podemos comprovar pelo exemplo acima,

|L;| é igual ao produto dos inversos da raiz quadrada das varidncias das inovagdes, isto
L4
<,

|L1'| =1x

1 1
@ i@

O

O resultado 4.4 pode ser um pouco mais abrangente, como vemos a seguir:
Resultado 4.5:

Sob as condicoes do resultado 4.4, se usarmos um vetor (n; X 1), ¢, como vetor de

observagdes, no passo 4, a recursio de Kalman produzird o produto L; ¢, através das
Ll
Inovagoes € sua varlancias.

Prova:

E suficiente notar que a prova do resultado 4.4 seria idéntica, quando os elementos
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do vetor ¢ fossem utilizados ao invés dos elementos de y;, no quarto passo da recursio
"~

de Kalman.

O
Considerando agora um modelo de Laird-Ware qualquer, temos um resultado dire-

ciona,do 205 nossos 1nteresses.

Resultado 4.6:

Considere o modelo de Laird-Ware. Ao utilizarmos a recursdo de Kalman, definida
na subsecio anterior (efeitos aleatorios}, usando como valores observados, no passo 4, os
elementos de y;, o vetor das inovagoes divididas pelas raizes quadradas de suas variancias

o

é exatamente

Lz' ¥

~

onde L; = (T%)™! é a matriz triangular inferior da decomposigio reversa de Cholesky
de V1. Repetindo a recursio de Kalman, usando como valores observados, qualquer

coluna de X;, obtemos a pré-multiplicagio desta coluna pela matriz L.

(W

Vamos, agora, analisar a associacdo entre a decomposi¢io de Cholesky de V; e as

estimativas dos parametros do modelo Laird-Ware.

Resultado 4.7:

As quantidades X/V7IX;, XIVT! yrey! V! y; podem ser expressas, respectiva-

mente, como

" ,
Z [EH 33'; S N .’L}c] [f}d :I;‘; + o+ g SEL , (4.17)
k=1 ~ ~ ~ ~

> [fm i+ 4 IEL} By + -+ Daw] (4.18)
k=1 ~ ~

e

' S llays + o+ baye) Doy + -+ byl (4.19)
k=1

onde j; é o j-ésimo elemento da k-€sima linha, I}/, da matriz L;, e 2}, é a k-ésima linha

da matriz X,.
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Prova:

L; pode ser expressa como uma soma de matrizes:

_ , Q’ i y .
h b 0’
o |+|o [+ -+ ] :
A: 0."
0’ 0 L

onde Z;: (41 445,0,...,0), porque L; (4.15) é triangular inferior. Desta forma, L:X;

também pode ser expressa como uIna sOma:

[ I T, ] [ gr [ 2:
0’ I 77 +Hz2 27 0’
LX; = 0 + 0’ + ot '
" " o
v 0’ [ w; Foe+ lan m:l
— A] —|— + A‘n

Por sua vez. o produto

(LXe) (LX) = XL X,
= XTI (T 1K,

_ iy -l
- X1Vt X.‘:
pode ser expresso como a soma
n; 1y
A ]
SO A=) ALAL
k=1 jzl k=1
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porque, para k # j,

AjA; =0, sendo

g." 0."

gf g!
AlAL = Iz 4+ + L 2 lig 2y +- -+ I

Of UJ'

Y v

!
= 1, x;+--—+zkka:'k] [lm 2 4 b 7

{matrizes de dimensio n; X n;). De maneira andloga obtemos os outros dois resultados.
D

O método proposto por Jones (1993) sugere que a recursio de Kalman seja aplicada

a cada coluna de X; e ao vetor de observagoes y; independentemente, pois conforme

o resultado 4.6, a recursio de Kalman tem meios de produzir a pré-multiplicacio das

colunas de X; e 7, pela matriz L;. Isto pode ser feito simultaneamente, definindo uma

linha de observacoes 1o passo 4 da recursao de Kalman

¥
[ﬁfek yék] ’

de dimensdo 6 + 1, onde z}, € a k-ésima linha de X; e replicando o vetor de estados em
-b+ 1 colunas, ou scja, uma matriz de estados, denotada por £2. Podemos notar que,
a cada passagem da recursdo, uma nova linha da matriz X; e a respectiva observagio
¢do inseridas. Assim, a cada passagem da recursdo, as &+ 1 inovagbes, divididas pela
raiz quadrada da variancia, correspondem a respectiva linha de L; [ X; u ] Os vetores
colunas compostos por tais (b+1) elementos, multiplicados pelos seus transpostos, acumu-

lados durante as passagens da recursio de Kalman, fornecem as quantidades X!V !X,
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XVt y; eyl VI g, conforme o resultado 4.7.
Apresentaremos ainda um Gltimo resultado, relacionando a decomposigao de Cholesky
com 3 ln |'V;], wina das parcelas de —21n L.

Resultado 4.8

A quantidade |V;| é o inverso do produtério do quadrado dos elementos da diagonal

de L;, isto é.
1

Vil = ——%
(H;’f—-l g?}.)
Portanto,

ln |V,| = Zln(ﬁﬁ)_z s

3=1
onde £;; € o j-ésimo elemento da diagonal de L.
Prova:

Sabemos que V! = LIL;, onde L; é dada por {4.15). Logo,
V7 = L L = [ = T 4
j=1

pois como L; ¢ uma matriz triangular inferior, o seu determinante € o produto dos

elementos da sua diagonal. Assim,

V| = V,7! -1 — H____l___
il = v (13 €3)
e
el S -2

As varidncias das inovagdes, no passo 5, sdo exatamente (£;;)~2, como pudemos com-
provar na segunda parte do resultado 4.4. Portanto, a quantidade } In|V;| pode ser
=1

obtida através do 'K, somando os logaritmos destas varidncias a cada passagem da

recursao, para lodas as unidades.
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Agora, os passos da recursdo sao os seguintes:
1. Seja £24,..5 a estimativa da matniz de estados no tempo ¢;-~6t, dadas as observagdes
até o tempo t; — 6t. Calculamos a predigao da matriz de estados para o préximo tempo

de observacao:
tse 0
(ij/YtJ-—St): ';: -Qtj-at )
0

Y

2. Calcula-se a matriz de covaridncia desta predigéo,

. ¢s 0 ds: 0 Qise O
(Sij'/ij—El) = ~ -Stj-vét- N ey - ]
0 I 0 I 0 0

o m~ ~

3. Calcula-se a predigho do préximo vetor de observagdes, um vetor linha com b + 1

predicoes,
i Y ! ! éat gf
(mtj /ng_&) (ytj/ tj—ﬁf) = [ 1 g ] -(Qtj/Ytj—S‘t) = [ 1 24 ] . 'Qtj_&
~ ~ ~ U I
4. Calcula-se o vetor linha de b4 1 inovagoes,
e:j: { :1:‘;} Ye; ] — { (3?23 /Ytj—az) (yr,-/Yt,-—at) l ;
5. Calcula-se a variancia da inovacao acima,
!
11’_, = !: 1 Z;i J -(Sa‘.j/Ytj—St)- [ 1 Z.:t ] +O'§
Ainda, neste passo, acumulam-se os valores
655}-.62}}. /V;gj- (4.20)
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InVi; ; (4.21)

6. Atualiza-se a estimativa da matriz de estados, com a entrada da 7-ésima observacao,
Qﬂj = (Qlj/YiJ'—ﬁf)+ A;_,- - €4y /Vt_, 1

onde

A';j: !: 1 z:t ] '(Stj/Ytj—Et) )

7. Calcula-se a matriz de covaridncia atualizada da matriz de estados calculada acima,
Sij = (Stj/YiJ._gt)— A:},Afj /Vt'J

Como estimativas iniciais, usamos

Q,=0
e
1 ¢
SO: ':
0 B

Neste momento, retorna-se ao passo 1 e a recursdo € reinicializada para ‘filtrar’ a
proxima observagio. [Este procedimento deve ser repetido até a dltima observacdo de
cada unidade. As quantidades acumuladas no passo 5, continuam a ser acumuladas para

todas as unidades. No final da recursio, teremos uma matriz, (b+1) X {(b+ 1), dada por

T XV Xipwsy DXV
’ “‘ mlxD o (4.22)
XV 1wy LY VT U

~{1x1)

onde entre parénteses. no lado direito de cada bloco, estd indicada a respectiva dimens3o.
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Os dois blocos superiores,

Z XV X ks ZX'V_I Vi
~{bx1)

fornecem a matriz e o vetor necessirios para obter a estimativa do vetor de parametros

B e o2, Para obtermos a estimativa de ¢ devemos efetuar a faiorizacao de Cholesky na

matriz do primeiro bloco:

2 XVX; = DiD;
Seja ¢ um vetor b x 1 dado por
c= (D)~ ZX’V_ Y
entao
{ 2% Vit w)- 5’5} ;

onde a primeira parccla do lado direito é o bloco inferior direito da matriz (4.22). Final-

mente, £ =—21In L sera

{=nln(2rc® )+ A +n

onde A é a quantidade (4.21) obtida pelo passo 5 apds serem acumuladas todas as

observacoes.
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Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 Introducao

Neste capitulo iremos utilizar a metodologia descrita nos capitulos anteriores para ana-
lisar 3 conjuntos de dados longitudinais. O primeiro conjunto de dados se refere a um
experimento desenvolvido na Pos-graduagao de Engenharia de Alimentos da Unicamp,
onde 30 ratos foram obscrvados, ao longo do tempo, quanto a seu peso, com o objetivo de
comparar 5 dietas. O segundo conjunto de dados é referente a um estudo observacional
de corte transversal realizado pelo Departamento de Danca da Unicamp, envolvendo 209
meninas que praticam danca, em academnias, pelo menos ha seis meses, na faixa etaria de
4 a2 17 anos. Em cada bailarina foi obtida a medida do sen angulo de rotagio do quadrit
(média dos angulos do quadril direito e esquerdo) e registrada a sua idade, na ocasiao da
observacao. O objetivo desse estudo é analhisar o comportamento do angulo de rotagio
médio do quadril, ao longo das faixas etarias.(Q terceiro conjunto de dados é extraido de
Grizzle e Allen (1969) e sc refere a um experimento envolvendo 36 caes divididos em 4
grupos (tratamentos) e ohscrvados em 7 pontos de tempo equiespacados. O experimento
tem como objetivo comparar os quatro tratamentos.

Os conjuntos de dados deste trabalho foram analisados fazendo uso do programa FOR-
TRAN CARI1, desenvolvido por Richard H. Jones & Francis Boadi-Boateng, em 1992.
Constam anexos em apendice. um disquete com o programa e um manual deste programa,

desenvolvido por mim a partir do manual original e com base na minha experiéncia par-
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ticular. Para a consirugio dos graficos de probabilidade normal, para verificacio das
suposigdes distribucionais dos efeitos aleatdrios 7;, foram utilizados alguns programas em
FORTRAN e S-PLUS.

Nas analises dos counjunios de dados, consideramos importante:

- A elaboragdo de cnrvas individuais para possibilitar melhor visualizacio da variabi-
lidade e de possiveis modelos.

- A consideragdo de modelos que incluissem efeitos aleatdrios ef/ou possivel correlagao

serial. A inclusdo desses [atores poderia melhorar o ajuste dos dados.

5.2 Analise n°1

Cinco dietas foram alocadas aleatoriamente a 30 ratos(6 ratos por dieta), de mesmo sexo,
idade e raga. Cada rato foi observado em 11 pontos de tempo durante 26 dias, e em cada
ponto de tempo, o seu peso. em gramas, fo1 obtide. Um dos ratos, que recebeu a dieta 4,
apresentou um comportamento bastante irregular e diferente dos demais ratos, segundo
o expefimentador, provaveimente devido a uma doenca, e entdo, resolvemos exclui-lo

da andlise. Os graficos com as observacdes coletadas para os 29 ratos nas 5 dietas se

encontram a seguir:
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I'igura 5-5: Peso observado dos ratos da dieta 5
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Com base na analise dos graficos deste conjunto de dados ao longe do tempo, definimos

a matriz basica ¢ o vetor de parametros 8 da seguinte forma:

1 0 - 1
B
1 2
- b1z
B
1 6
Baz
1 9 5
Xy = 1 11 )y = . ’
~ P2
1 13
Ban
1 16
Ba
1 18
Bs1
1 23
Bs2
1 26 - :
ou seja, definimos um ajuste linear para as 3 dietas. Assim, precisamos de 4 covaridveis

agrupadoras para obler as matrizes de desenho X;. Os valores das covariaveis sio os
seguintes:

-0000 para adicta 1,

-1 00 0 para a dicta 2,

-0100 para a dirma 3,

-0010 para a dicta 4, e

~0001 para a dicta 3.

Assim, para as unidades que receberam a dieta ], femos a seguinte mairiz de
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desenho:

- 1 ¢ 00000O0TC0CO —
1 2 0000CO0OO0O0O0
1 4 0000O0CGCGO0O0
1 6 0000 0O0O0OQ0
1 9 000000O0O0

X;=[1 11 000600O0O0TU0
1 1300000606 O0O0
116 0060000©0C0O0
1 1800000000
1 22006000000
1 26000000O0GC0

Para as unidades que receberam a dieta 2, temos a seguinte matriz de desenho:

—
e e
[ S A

he
113 1 13
1 16 1 16
1 18 1 18
1 23 1 23
1 26 1 26

il
—
—
—
[
—
—_
— o — ) ] [ — n] = = =

< ) ) ] = = ] ] [ = =

= ) ) o] = = = ] = = =

= = = ] = [ B ] = o =

) = = = = [ s | = ) o} =

) Low] o} = = [ow B - o] e} [} =
L

e, assim por diante, al¢ a dieta 5.
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Consideramos, a principio, os erros nao correlacionados, ou seja,

[Flasd N(O,O'ZI,')

o

e ainda, definimos um intercepto aleatdrio e uma inclinagio aleatéria para cada rato

fazendo _ -
1 0
1 2
1 4
1 6
1 9
Z;=11 11
1 13
1 16
1 18
123
1 26 |
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Este modelo, que ¢liamamos modelo 1.1, ajustado ao conjunto de dados acima, com

o auxilio do programa ("AR1, forneceu os seguintes resultados:

Dieta Estimativas Desvio Padrao t
1 64.19 2.172 29.55
4.125 J683 24.48
2 -1.812 3.072 - 4920
2539 2382 1.066
3 -.5225 3.072 - 1701
-.0159 2382 -.D667T
4 5316 3.229 1650
-.4191 2499 -1.677
] -2.430 3.072 -.7912
.3650 2382 1.532

Tabela 5.1: Istimativas, desvios padrio e estatistica t dos pardmetros do modelo 1.1

O valor de —21n 1., para este modelo foi de¢ 1991.01, o que resultou em AIC

2019.01(—21n L + 2x 1 | pardmetros: 10 para 3. 3 para B e ¢?).

A figura 4-6 ilustra as retas ajustadas para as 3 dietas:
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I'igura 5-6: Retas ajustadas - Modelo 1.1

Note que, na tabela 5.1, com excegdo das duas primeiras componentes de 3, as de-
mais nao apresentarain wm valor muito alto para a estatistica t, ou seja, a significincia

estatistica dos demais parimetros nao estd totalmente comprovada. Neste sentido, de-
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cidimos reduzir o modelo, ajustando somente uma reta para todas as 5 dietas, fazendo

10
1 2
1 4
1 6
19
Xe=|1 1] e p=| ™
113 CLA
116
118
123
1 2

para todos os 29 ratos. Isto equivale a testar se todas as dietas produzem o mesmo efeito,
ou seja, proporcionain “estatislicamente’ o mesmo ganho de peso ao longo do tempo.
Continuamos considerando os erros néo correlacionados € o vetor de efeitos aleatdrios
~; bidimensional. Iste modelo, 1.2, ajustado ao conjunto de observagdes, forneceu os

seguintes resultados:

Estimativas Desvio Padrao t
63.36 [.006 62.97
4177 091 45,91

Tabela 5.2: Lstimativas, desvios padrao e estatistica t dos parametros do modelo 1.2

O valor de —21n L. para este modelo foi de 2001.03, o que resultou em AIC = 2013.03.
Portanto, o modelo 1.2, resultante da redugao do modelo 1.1, nos parece mais apropriado.
Verificamos, entao, gue nao existe diferenca estatisticamente significante entre as dietas,

quanto ao peso.

Continuamos aindi nossas tentativas de melhoria do ajuste. Tentamos a inclusio de

correlagao serial AR{1; no modelo 1.2, ao invds de considerarmos os erros independentes.
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Com isso, o programa ("AR1 forneceu os seguintes resultados:

Estimativas Desvio Padrao t
63.73 F.048 60.82
4215 {1588 47.45

Tabela 5.3: Estimativas, desvios padrao e estatistica t dos parametros do modelo 1.3

O valor de —21n /.. para este modelo foi de 1911.10, o que resultou em AJC = 1925.10.
Portanto, o modelo 1.3, com a inclusdo de correlagao serial AR(1), methora sensivelmente
o aJuste.

E finalmente, consideramos o modelo 1.4, que ignora a covariancia entre os dois efeitos
aleatdrios 4 e ;2. Desta forma, o modelo 1.4 tem um pardmetro a menos em relagao

ao modelc 1.3 ¢ considera

Var(va) 0
0 Var(vi)

B =

Os resultados obtidos pelo programa CAR1 foram os seguintes:

Estimativas Desvio Padrao t
63.74 1.058 60.25
4.215 0933 45.16

Tabela 5.4: Iistimativas, desvios padrio e cstatistica t dos pardmetros do modelo 1.4

O valor de —21In L. para este modelo fo1 de 1911.61, o que resultou em AIC = 1923.61.

Portanto, o modelo 1.1 mnelhora um pouco mais o ajuste.
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Na figura 5-7 1lustramos o modelo final ajustado:
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Figura 5-7: Modelo final do ganho de pesc dos ratos

Os gréficos de probabilidade normal ponderados para verificar a suposigao distribu-

cional dos efeltos aleatdrios ;1 e 4;; sao os seguinfes:
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Figura 5-»: (rafico de probabilidade normal ponderado para 7;
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Figura 3-): (irdfico de probabilidade normal ponderado para ;s

Podemos notar gue as suposigdes distribucionais estido satisfeitas. Portanto, pode-
mos finalizar a andlise deste conjunto de dados concluindo que nao houve evidéncia de
diferencas entre as 5 dictas testadas. O peso médio dos ratos no inicio do experimento

fol de 63.71 g e o ganlio de peso diario desses ratos submetidos as dietas foi de 4.215 g¢.

5.3 Analisen’ 2

Este conjunto de dad. s s¢ refere a um plano de corte transversal onde cada uma dentre
209 bailarinas foi obscrvuda em apenas uma oportunidade. Para cada uma das bailarinas
foi medido o seu angulu de rotagac dos quadris direlto e esquerdo, sendo obtida a média

dos angulos. e relacionado com a idade na ocasiao da observagao.
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A figura 5-10 ilustra as obser)vac,aes tomla,das Ida.s 209 bailarnnas:
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Iigura 5-10: Observagoes das 209 bailarinas

A partir da ligura acima, resolvemos ajustar uma reta aos dados. Com isto, cada

bailarina teréd uma matriz X; (vetor) dada simplesmente por

By
~ o B

onde %; é a idade da hailarina ¢ por ocasido da observagdo. Definimos um intercepto

aleatério e uma inclinucao aleatdria para cada bailarina fazendo também

além de considerar o~ residuos independentes. O programa CARI1 forneceu para este

modelo ajustado, as scewintes estimativas:

Estimativas Desvio Padrao t
77.15 1568 30.04
-1.018 241 -4.541

Tabela 5.3: Estimalivas, desvios padrdo e cstatistica t dos parametros do modelo 2.1
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A figura 5-11 ilustra o modelo {inal ajustado:
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Figura 5-11: Modcidinal ajustado

0O modelo final forneccu como estimativa da matriz ¢2B de covariancias dos efeitos

aleatorios,
o 305.3 —21.63
7B =

] —-21.63 1.532

e 08 graficos de probabilidade normal ponderados dos efeitos aleatdrios:

0 -

T T T
o 1 2

I'igura 5-12: Grafico de probabilidade normal ponderado para -;;
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[1gura 5-13: Grafico de probabilidade normal ponderado para ;2

Assim, a suposicao de normmalidade dos elcitos aleatdrios estd satisfeita. Podemos con-
cluir, entdo, que o angulo médio de rotagao dos quadris das bailarinas decresce levemente
ao longo das idades. Podemos observar, também, o valor alto para a variancia do efeito
aleatério ;. Ele indica, pela suposicio de normalidade, que o intercepto aleatdrio se
encontra aproximadamente, entre 42.15 e 102.15 graus com 95% de probabilidade. Esta
grande varabilidade pode ser explicada pela propria natureza do fendmeno, e ainda,
tatlvez, pela propria cstrutura do plano, que observa cada unidade apenas uma vez,

numero pequeno para sc consegulr um padrao de comportamento da variavel em estudo.

5.4 Analisen® 3

Um conjunto de 306 caces foi dividido em 4 grupos (sendo o primeiro, um grupo de controle)
e observadcs em 7 pontos de tempo (minutos apos a oclusdo corondria), quanto a variivel
Coronary Sinus Polassium (mil equivalentes/litre).

Decidimos inicialtiente ajustar um polinémio de ordem 4 (completo de grau 3)



para cada grupo, considerando os erros independentes e o vetor de efeifos aleatorios,
de dimens&o 3. Assin.. teremos uma matriz hasica X, de dimensdo 7 x 4, e um vetor g,

16 x 1, dados por

B
11 1z 18 ] Fre
| 3 3 39 &
Ll 5 5% 53
X,=|1 7 7 | ¢ f= Pan
| g 9z g3 B
1 11 112 118 ’
- ] B4
113 137 13
(641
| s |
Ainda, )
1112
13 32
1 5 52

19 9
1 11 112
I 13 132

- -

isto é, ajustamos um polindmio do segundo grau para os efeitos aleatérios individuals ;.
]

100



Dado isso, os resultados fornecidos pelo programa CAR1 foram os seguintes:

Grupo Estimativas Desvio Padrao t

1 4.330 1981 21.86
-.2336 1133 -2.234

JITLE-0] 1752E-01 4.092
-.3819[5-02 B073E-03 -4.731

2 -7911 2730 -2.808
2773 .1564 1.776

- 7446 E-01 2415E-01 -3.083
385415-0 J113E-02 3.463

3 -.3305 2388 -3.223
S971 1654 2.400
-.657215-U1 25541-01 -2.573
280651-02 AI77E-02 2.434

4 -.8603 2801 -3.071
4232 1605 2.636
-.884s8l5-01 24781-01 -3.566
A3601°-02 1142502 3.318

Tabela 5.6: Estimmativas, desvios padrao e estatistica t dos parametros do modelo 3.1

0O modelo 3.1 [ornccen um valor para —21n £, = 263.61 e para a medida AIC = 309.61.
Em seguida ajustamos, no modclo 3.2, uma estrutura de covaridncia AR(1), no lugar da
estrutura ndependente do modelo anterior.  Ajustamos, também, um vetor de efeitos

aleatorios -, bidunensional.

~
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Os resultados forain os seguintes:

Grupo Estimativas Desvio Padrao t

1 4.288 2185 19.62
2007 1169 -2.049

TTE-0 1951E-01 3.687

- 38701-02 9129E-03 -1.239

2 - 7878 3012 -2.615
2874 1612 1.783

S TG 2689I5-01 -2.882
A0421-02 1258E-02 3.213

3 -.8120 3185 -2.549
3485 J705 2.045
-62011-01 28441501 -2.185
28561502 1331102 2.146

4 ST 3090 -2.506
5802 1651 2.299
-.83581e-011 2759E-01 -3.030
A2211-02 A29115-02 3.269

‘Tabela 5.7: Istimalivas, desvios padrao e estatistica t dos parametros do modelo 3.2
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Este modelo apresentou —21In [ = 238.86 ¢ AIC

figura abaixo:
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Figura 5-14: Ajuste do modelo 3.2

na

Devemos notar. pela tabela acima, que para os parametros do vetor 3 o valor da

estatistica t é bastante razodvel, parecendo demonstrar significincia estatistica. No en-

tanto, como estas estatisticas estdo relacionadas sempre com o grupo controle (primeiro

grupo), elas demonstram diferenca significativa com relagio a este grupo, mas nao entre

os demais grupos. Pclo grafico, nos parece (e os 3 Ultimos grupos podem ser conside-

rados como um s¢. Desta forma, no modelo 3.3, ajustamos um polindmio de grau 3 para

os cdes de controle ¢ vutro polindmio de grain 3 para os demais cées.

Os resultados obtidos foram os seguntes:

Grupo Estimativas Desvio Padrao {
1 4 287 2218 19.33
-2392 1184 -2.020
AR 4 DR 19721501 3.616
S BRT L2 922815-03 -1.193
23e4d - TENY 2561 -3.081
REEY 1368 2.455
27493101 2278101 -3.290
ST 02 106061E-02 3,520

Tabela 5.8: Istimativas, desvios padrao e cstatistica t dos pardmetros do modelo 3.3

Este modelo apresentou —2In L = 23158 e AIC = 277.58. Com isto, chegamos
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ao modelo final. ilusirado abaixo, que considera os cies dos tultimoes 3 grupos originais,
como fazendo parte de um grupo sé, ou seja, nao existe diferenca significativa entre estes
grupos, quanto a variavel em estudo. No entanto, estes cies diferem significativamente

do grupo controle ynanto a variavel Coronary Stnus Potassium.
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Figura 5-15: Modelo final ajustado



Os gréficos, abaixo, de probabilidade normal para os efeitos aleatérios, comprovam a

suposi¢io de normalidade do modelo final:
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Figura 5-16; Grafico de probabilidade normal ponderado para i
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Figura 5-17: Grafico de probabilidade normal ponderado para 7,
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Um modelo considerado no inicio da analise. com efeito aleatério unidimensional,
e logo descartadu por apresentar um alto valor da medida A/C apresentou o seguinte

grafico de probabilidade norinal dos efeitos alcatérios 7:
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Figura 5-18: Gréfico de probabilidade normal ponderado para -y

Como podenos notar, virios pontos se apresentam fora da regiao critica, indicando

a falta de ajuste o modelo.



Apéndice A

Simetria Composta

A.1  Desaicao do Modelo

Neste apéndice. descreveremos os delalhes da estimacio de maxima verossimilhancga para
um modelo com cstrutura de covariancia de Simetria Composta, que poderiamos con-
siderar como sendo nma das estruturas mais simples de covariancia. Isto porque este
modelo considera ue a correlagiao entre quaisguer duas observagbes tomadas de uma
mesma unidade, cm qualquer ponto de tempo. € constante. Esta propriedade pode vir a
ser adequada para situacdes onde vdrias observacdes sdo tomadas num mesmo ponto de
tempo e a numeracio dessas observagbes nac tenha nenhum significado.

Para ilustrar este caso particular, consideremos um exemplo simples de comparacio
entre dois Lratamentos, com my unidades reccbendo o tratamento 1 e mg unidades re-
cebendo o tratamento 2, Usaremos o indice / para denotar a unidade, o indice 7 para
denotar a obscrvaciu € (1) ou (2) para referenciar o primeiro e o segundo grupo, res-
pectivamente, Scjati niay, ¢ = 1, ...y, 05 uimeros de observagdes para as unidades
do primeirc srupo o iiga),t = 1,...,1y. 08 nimeros de observagdes para as unidades do
segundo grupo. () inodelo Laird-Ware para a 2-ésima unidade do primeiro grupo, é dado
por

Wiy = i + G

para j = 1,1y ¢« = 1.....m ¢ ainda, para a i-ésima unidade no segundo grupo
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Hi(2y; = By + B, +7Yiz) + €(2)f

para 7 =1,...n;2 ¢ 1=1,..,mcom as seguintes suposigoes:

L. As varfaveis 51y, - Tma(1), Y1(2): -+ Tmo(2) 580 Varidveis aleatérias independentes,
identicamente distribuidas conforme a distribuicio normal com média zero e variincia
ol

2. As varidvais ¢y, €i(2);, para lodos os valores de 1 ¢ j definidos, sdo varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas conforme a distribui¢ao normal
com média vero ¢ variancia o? ;

| 3. As varaveis ¢1); sdo independentes das varidveis v;), assim como as variaveis
€i(2); 580 independemes dos 5(2) . para quaisquer valores de i e j.

Os efeitos alcatdrios da 4-ésima unidade do grupo 1 e grupo 2, denotados por v,

e Yi(2), respectivamente, sdo chamados efeitos aleatérios entre unidades. As varidveis

aleatdrias ¢;(;); ¢ «iz); , para quaisquer valores de ¢ e j, representam os fatores ndo

controlavels e sao conhecidos como efeitos alcatdrios dentro das unidades.

A.2 Construcao da Estrutura de Covarianeia

Com base nas suposicdes, podemos couslruir a matriz de varidnclas e covariancias das

observacoes de ciada nnidade:

Var(ysi) = Varlyp + agy) = o3 + 02,

jd que Yy ¢ ¢y sao mao corrclacionados. ¢, para dois pontos de tempo 5 e 5°,

( I(”‘(yi(k]j: yi(k}juj = (_.IUU("}-‘{'{;J) —+ Ei(k}j;'?/i(k} -+ 6,‘(]5}1'0) =
= El(vitny + €iteys)- ity + €amyge)] = o3
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Logo, a matriz dc variancias e covariancias de

] itk 1
;‘Z o = Hi(k)2 ,
L Yitkyaisy
para quaisquer valores de z € & ¢ dada por
- ocl4o o] crf-
Vi = AR (A.1)
. o

Note que os tamanlios dos vetores ¥ x) poden ser diferentes; portanto, para uma unidade
com 7z ohservacoes. a sua matriz de varidncias e covaridncias sera de ordem gy X ni().-
Podemos notar tambam que a covariancia constante entre as mensuragdes tomadas da
mesma unidade ¢ produzida pelo efeito aleatdrio ;). Com estes elementos, temos que
a distribuicao de Y i)y é dada por

i (k) ™ JV(X{ :f Vi(k))

i
s e

A.3 Estimacao

Descrito o modelo ¢ o estrutura de covariancia, podemos seguir com o desenvolvimento
da estimacac de maxima verossimilbanca.

A funcae de densidade de probabilidade conjunta das observagbes para uma unidade
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t, Y §(k) € dada por:

l_ I . I -
¥ aw) = rexp{ =<V i — ialig) Vi(i)(g iw — Melawy)) 5 (A2)
( ‘Vz[k ‘ -
onde,

m=8 e mpm=pfh+p5 ,

sendo fy e 4, + .. as inédias populacionals para os grupos 1 e 2, respectivamente. O vetor

Lixy, niz) X 1. &€ um vetor coluna de clementos iguals a um, [V k)| denota o determinante
da matriz V,y, ¢ \:{]] denocia sua Inversa.
Para encontrar a funcao de verossimithanca, basta efetuarmos o produtério da fungao

acima para todos as unidades:

1 I
L(pk,af,crj_} = I] k) : (\l"{_“ 4k — pilige ) 1(’C)( 1(k) —.Ukli(k))}
iE) (2m) 72 V,‘(k)"'

(A3)

Com isto, para oblor as estimalivas de maxima verossimilhanga dos parametros, devemos

encontrar valores e maximizam a fungio acima, sujeito as restrigbes de que eles estejam
dentro do espaco parameétrico (ori > 0,02 >0).

Procedcendo com o transformagao ( = —21u £, teremos que os valores que irao maxi-

mizar L sao os mesnos que irao mininizar {

-1
f = Z l“, (k) l!l -Jr ln ‘V “‘ —{— U’ - pkl,;(k))’vl-(k)(g tlk) — Pﬂkii{k})] . (A4)
ik}
Uma téenica para encontrar o minimo desta fungdo € deriva-la em relagao a algum
pardmetro, iguaiando o resultado a zero ¢ em seguida obter uma expresséo (em fungio dos
outros parameirusi que explique aquele determinado parametro. Em seguida, substitui-

se esta expressio na fungao de verossimilhanga, que agora, é expressa através de um
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namero menor de pardmetros. Este processo deve ser executado até que cada parametro
seja representado por uma expressao (ue independa dos demals parametros e seja fungio

apenas da amostra. esta forma, para um grupo qualquer k*,

of i 7 ) _ _
. = Z i : !Lu,-,._g,) In(27) 4+ In |\f ,-[m‘ -+ “j iy — H;;-if(k*))fvg{i-](g i(k*) — :“k‘li(k‘})]
dfhry EE
AN a y Jl‘f_]‘ i 1
=2, 8%’_(;{ k) = 1 Lige) ) Vign (¥ ieey — e Ligeny)
i{r‘.‘)

2 1
= Yy m[{{ ey Vitiey U iteny = e e Vit Ligeny =
""#Lt - .‘rfz{: * + r’l’}‘. 1f }VII 1 kt )] = 0
= > 10 e Vi Lo - ji’{k‘)\'ri_{;i'}i{ i) 2 L) Vigm o)) = 0
ik
Agora usarcimos o seguinte resultado:

Resunltado A.1

EEg UITIRY L
Vf_(f]c*):r‘:;: [L{k*) - ﬁl;—’;—l;%} (A.5)
O
Assim,
G = i) =2 ey [Lu -y — H} Ligny+
F2050 Loy {1,.(;_.«3 _ %] Ligm) =0
i dd 2] oy Lo
= ;(k-)gpk Lie) [t {Lﬁ[k‘) - :I(:Tg—ir;} 1, Z 2y :(k. {L( k) — %} Ligk)

. (02/a2)Ligry Lise )] ) [ (02/ o) Ly Lt (k-)l
=I\" . _l_: .k {I-’ T La ey = [ k" Is By li ke~
Hi g%} () | (] iy 02 /o8] + 1 (k*) e (k) | (&%) nigee) (U'%/J?) +1 |6

pa——

Infelizmente. neste caso, sera impossivel obtermos um estimador de maxima verossi-
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milhanga para p:+ (e ndo dependa de ¢ e ¢, Mas considerando a constante

A== (A.6)

teremos
ol P |
! i ] € 3 .
et ?N () [I;{k’) 1+'H-,'(k‘)cz J lz(k*)
Ll == m 7
Illi» z 1’ I _ C-..L:'[k‘)li{k'] 1
i{k")_i(k‘) (k") l+”-|'(k‘)'32 -—3(.&:“)

Agora, facainos i f-u_-)_l.é(kt) = Vilk*yo = r_{%)mu-—}_; ¢ l:‘(k*)li(k*) = (k)

Yilk* Yo P k* 152
5 [m[m _ JL)_&]

R e 1+n,-(k-)c2

fe =

J[ k Z .- . n‘-(k*)n‘-(chz
‘:(;‘J} "U: ) {1+'n.,-{k-r)r:2)

THL

T Atieyo/ (1 + Ry c®)
= Ji = : (A7)

T

24wy /UL + nsenye?)

1z |

Este é o csuimador para a média populacional jy+ quando o experimento é nio ba-
lanceado. Notle que se o experimento for balanceado, ou seja, qguando as unidades forem

observadas ¢ Lodos os pontos de tenipo pré-determinados, o estimador se reduzira para

iyt
_Z itk o

» = —

Hir = e = k). (A-S)
S M)

=1

que é a mddia Je ludas as observacoes no grupo k*. Para encontrarmos o estimador
de maxima verossimilhanga de of. devemos definiv o vetor de residuos das médias dos
grupos

2 iy =Y ey — !}-!\-]_-i(k) . (A.9)



Subtituindo cin A3 Lerernos

Onde = Z 'J'L‘;{;I.J .
i{(F)
Agora devemos nsar AL

Co ] o2l 1
Vil — L — __—___.'Y_" =4 =
i1 52 1(k) R o2 + o

e o seguinte resultady;

Resultado A.2

O deterininante da matriz V) ¢ dado por

Vi = (n

Assim, leretios

U o) = nln(2miey

(k

j—l—n

fiagr 4

2)+Z

_n]n(""l -t 1 ii;=-7;
(k)

[

In |Vigo| + 9 i Vigh §

2 D vy, — |
(k)T + oo, )I v

Dot 4 4 s [t = ¢

i) }

oL Li

H

=(l+ Tlf(k)cg)(af)n‘(k)

yIn(af)+

¢y

[

1

, 1
ik) 2 [Ii(k} -

C 1 i(k)
1+ nic?) | ~ y )

A

B c2(1 4+ nigryc?)

(A.10)

c’o? :—Li(k}l:(k)

que é a forma da verossimilhanca reparameirizada em termos de o%ec?

com respeilo a ¢ ¢ izualando a zero teremos

Iels

Jo? FFT'_ (

t

t{ﬁ..

77 EE:{J i)

’}

l]f,f ?Il.'

( c :{M

ln(k)

0'3(1 -+ n,'(k)c?)

1)

. Diferenciando

((.E t(k))z/(l '-|— ni(k)cz)} - 0

— (e E i(k))?/(l + Nk

ol



2= LY g feg ) Al
= g = — Hosey Mik) T .
g PR T T e (A1)

E agora, substituindo em £, a expressac —21n L depende apenas de um tinico parametro

desconhecido. ¢*.

O+ 2 (I 4+ (A.12)
k)

((c®) = nln(2x&

Encontrando o valur de ¢ que minimiza a equacao (c?}, poderemos obter as estimativas
de maxima verossimilhanga para py, 7 ed? .

Para o caso balinceado, onde as unidades (divididas em m grupos) sdo observadas
nos mesmos 1 pounios de tempo e nao existemn observagdes perdidas, teremos os seguintes
estimadores e miixima verossimilhanca (que nao demonstraremos aqui), derivados por
Herbach (1959):

—Se (1’1-.] H“H :_ ‘f‘u'.,

~ 3 _ R e ) . .
a. = m—___—.,(n — 1)_{14. ; (A].S)
L Ty _
T (s = r—_l) ' (A-14)
-Se (Il— f )J’ IB e I|,|,' .
7= : Ty A.lb
7= woan Do (A. )
o- =0 (A.16)
onde
Tr =3 Wiy — )", (A.17)
HESY:
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Apéndice B

Manual do Programa CARI1

Richard . Jones
Irancis Boadi-Boateng

19492

B.1 Iuroducao

Este prograima perinite que ajustenios um modelo polinomial' a observagbes desigual-
mente espacadas? (ue podem ter sido colhidas em diferentes pontos de tempo para dife-
rentes unidades”®. (O conjunto dc obscrvacdes pode conter ‘missing values’ ¢ ou nao.
Este programa possibilita que os ervos scjam modelados como gaussianos e indepen-
dentes (1) ou ainda com estrutura gaussiana ARL (2). A matriz de covaridncia dos

residuos, nus doi- casos, € a seguinte:

(1) o*W; =0’ I matriz identidade;

I um polinomio v fungao do tempo, 1or ex.y = o + b.i+ct? | fun¢io quadritica, é um polinémio
de grau 2.

2O intervali de oo entre duas observicoes nio ¢ soinpre o MmMesmo.

3E muito dificil controlarmos o experimento de modo gue todos os individuos sejam observados ao
mesmo tempe. Lntreianne, este programa nio laz osta exigéncia.

*dados incomplet. s u observacdes perdidas.
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1 exp{—aylts — 1)) -+ exp(—eo(ty, —t1)) ]
2) W, = o oxp(—ag(ty — 1)) ! - exp(—ao(tn; — t2))
| cxp(—aolln, — 1)) e - 1 |

onde ag € uti paramelro positive nao linear desconhecdo e 4,1y, ..., i, 530 0s tempos de
observacic o orden crescente:
obs: poderd aimla, na estrutura (2), ser incluida uma variagao referente aos erros

observacionais. Nexle caso, aos elementos «da diagonal da matriz (2) é acrescida mais

uma comporiente de variagio, af.

B.2 O Moddio

O modelo considerado neste programa ¢ o modele de Laird-Ware, desenvolvido a partir

do traballio de tHarville:

y=Xi f+Z; vt e

onde,
-¥; € o velor de observacoes da umdade 1
~
-X; € a malris e desenho(polinomial) da unidade z;

—ﬁ € 0 Vviior ;J.:I'ﬁﬂletl‘()sg

’

-Z; é a matriz v desenho dos cfeitos aleatorios da unidade ¢

-v; € 0 vetor do eleitos alcatérios da unidade ¢;

- € o velur b residuos da unidade 7.

Devemnos con-idorar amnda as seguintes snposicoes:

-y~ 2\, 0B . onde o € a variancia do residuo (mean square error - mse) e B é
a matriz d¢ correlicio dos cfeitos aleatorios. Ohserve que 4; é independente de 4, , ou

seja, 0s efcitus aleaidrios sdo independentes para difcrentes unidades (7 # 1).



-e;~ IN10.0°W;), onde W; ¢ a malriz de correlagio dos residuos. Note que os
A~ m
residuos sao indepeilentes para diferentes nnidades.

- € indopendenie de g,

-

B.3 LEstrunhwa da Matnz X

Como em Dudos Longitudinals estamos interessados em estudar o comportamento de um
ou mais tralamenios através do tempo. a construcao da nossa matriz X; dependera de
algumas informacies:

a) n° de observacdes tomadas da unidade 7

b) n° de tratamentos {grupos) em estudo:

¢) ordein do puitndémio nos diversos tralamentos.

Estas infornnucoes definirdo a dimensao e a estrutura bésica da matriz X;. Qutra
informacao importante é a respeito de como serio definidas as covaridveis ou varidveis
‘dummy’ avnipac e, Por exemplo; para ust experimento envolvendo apenas um trata-

mento tercrios a ~cusinte matriz X,°:

- , pet ]
IR Gy
|t 2 .. et

i3 12

Xi=

_ 4 -1
L1t L iy

Para experimnenios com dois ou mals tratamentos deveremos fazer uso das covariaveis
(variaveis “dunma nurupadoras). Considere o simples exemplo abaixo:

Suponha que duis tratamentos sejam comparados de tal forma que a cada unidade
s€ja aplicatiu iy dosses tratamentos. Desta forma, leremos dois grupos de unidades com
uma variavel indicadora que assume o valor 0 para um grupo e o valor 1 para o outro

grupo. Cousidere wina matriz que consiste de duas colunas, e define um polinémio de

3isto represent o nwodelo polinomial de ordens 1. coni ny observacdes tomadas da unidade i.

s



primeiro grau

I {."l
s

Xf = ]
I ‘Ir-i'n.,

chamaremos cstan mmatriz de matriz bdsica”.  Para construir as matrizes X; de cada
unidade, devemos multiplicar as colunas da matriz basica pela varidvel indicadora (0
ou 1}, aumentando esta mesma mattiz com as colunas resultantes da multiplicacdo. As-
sim teremos i natriz X, com quatre colunas. (O modelo ajustado, entdo, serd uma
diferente reta pura cada grupo:

grupo 1 - valor «a variavel indicadora = (. A matriz resultante é dada por

E assim tercinwos ma reta ajusiada para o primeire grupo e outra para o segundo
grupo. No ¢itaito os pardmetros cstimados para o segundo grupo (3° e 4° pardmetros)
serdo na verdade. siesvios emn relacao aos parametros do primeiro grupo (1° e 2° parametros,
respectivamonte).

Néo é nccessirie. no entanto. muitipiicar todas as colunas da matriz béasica pela

86 nma miniriz < acscitho Xy, para mim ttatameino de referéncia ou controle.
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variavel ‘damnn . Peraefeito de ‘redugao do modelo™ | ou seja, eliminacio dos parametros
ndo significalivos v modelo, podemos multiplicar a variavel ‘dummy’ apenas pelas p;
primeiras coluna~ dir matriz basica (p; < p) onde p € a dimenséo desta matriz. Uma
outra alteruativa para testar a reducdo de win modelo é através do teste de contrastes.
O método dv csimacao dos paramelros pode ser maxima verossimilhanca exata ou
méxima verossiniilhanca restrita. sempre {azendo uso do filtro de Kalman? para calcular
a verossimilhanci ¢ vbter as estimativas de parametros e do processo de otimizagac nao-
linear de Schinabel para estimar os demais parametros ndo lineares (¢, elementos de B

= ag).

B.4 [xceucoo do Progrania

Para executar o programa devemos, inicialmente, digitar o comando exec CARL. A seguir
sera pedido o nonne de 3 arquivos: o arquivo de dados, o arquive de saida e o arquivo de
parametros.

4.1-Arquivo de dados

A primeira linha do arquive de dados deverd conter as seguintes informagdes:
NCV O NTVOY

onde NC1 ¢ o utiiniero de covatidvels on varidvels agrupadoras (‘dummy’) para o modelo
desejado. lisie viior ivd depender do mimero de {ratamentos (ou grupos) do experimento.

Ex: se o experimento possuir 3 tratamentos. entdo precisaremos de duas covaridveis para

o tratamento . i para o tratamento 2. ¢ U1 para o tratamento 3. Poderemos ainda,

se estiverio- nlo-sados em vertlicar o iteracao entre o tratamento 2 e o tratamento

3, usar os valores j_l para as duas covariaveis. Por outro lado, se notarmos que nao

Tprocessi roctirsiv. - stinado a estimar os paratuetros fixos ou predizer efeitos aleatdrios.
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existe difercnca cntre os tratamentos 2 ¢ 3, poderemos reduzir o nimero de parametros,
simplificando o udelo, e entao deveremos lazer NCV =1 e ( para o tratamento 1, € 1
para os traiamentos 2 e 3.

Se para todas o+ unidades [orem obtidas algumas informacoes adicionais, devere-
mos definir cste ntmero de informacdes como NTVCV, Ex: NTVCV = 3 = Sexo
(l-masculino. O-fenimino), Classe Socio-cconomica (1-baixa, 2-média, 3-alta) e Idade
(18,19,20,....anos .

Nas linhas seenintes devemos proceder a entrada dos dados, sempre com um espago
em branco cutre cles. preenchendo sempre 2 linhas para cada unidade envolvida no expe-
rimento. Na prines s inha pede-se NO 351710 0 niimero de observagdes para a unidade 2,
e logo em seguida (N(7),7 =1,.... NOI3S(2)). os NOBS(i) pontos de tempo observados
para a mostia unite. Na segunda linha, colocamos os valores das NCV covariaveis
para esta unidade (OV(k),k = 1,....NCV'} ¢ em seguida, as NOBS(i) observagoes
(y(7),; = |..... NOUI15(3)). Quando existir apcnas um tratamento ou grupo para todas
as unidades. devercisos Tazer NOV = 0 ¢ as informacgdes (CV(k), k =1, NCV) deverao
ser desprezadas. 5 NTVOV > 0. deveremos acrescentar mais NTVCV linhas de dados
para cada nuidade. correspondentes avs valores de cada informagdo adicional sobre a
unidade {ohs: e vinda uma das ATV OV fihas, deve-se entrar com um valor para cada
um dos NS0 onos de tenipo observadost s NTVOV = 2 =Sexo(0: feminino
ou 1: mascuiinol o Llade{anos).

Individuo 7 - G wiservagBes, sexo masculino. 18 anos na ocasiao da primeira observagio:

(entrada dox w.lores)

111111

18 21 23 21 26 4%



4.2- Arquivo e parametros

A estrutira do srgivo de pardmetros deve ser a seguinte:

NQNAN NNCUL), L NACVINCY L NNTVCV(Q), ... NXTVCV(NTVCYV)
MODELO) MOIDEL(2)

P(1), 1°(2)

NOD

2 Indices de U 12R2(1)

2 Indices de U PR(2)

2 Indices de U PR(NOD)

ORIGIN  SCALE

REMI

I0PT

NCTRST

Nimero e Hinhis e titulo do contraste |
matriz de contraste

Numero e Hhaz e titulo do contraste 2

matriz o contrasdo

Ndamero v fin . o titulo do contraste NCTRST

matriz de conraste

NFILES

IRES

A primeira finha do arquivo de parametros deve trazer as informagdes referentes a:

-NQ. o nmihmero e colunas da matriz Z,. Ext se NQ =2, Z; = [ 1 ¢ ] (obs: se
nao existcin cleitos aleatérios devemos fazer N =1 e NOD = 0);

SNX. o e de colupas da atriz basica, que ird definir a ordem do polinémio



que represchia a cirva media da populacao:

-NXCVIL), .. YXCV(NCV). denotam o ndmero de colunas da matriz basica que
serdo multiphcacdas por cada uma das NV covariavels;

SNXTVOVE  ONXTVOVINTY OV denotam o niimero de colunas da matriz
de desenlio da soocilacho basica que serao multiplicadas por cada uma das NTVCV
informacoes adicioniais,

ATENCAQ: NV 4+ NTVCV deve ser < 5. sendo este limite deverd ser alterado no
programa principal. hem como nas sub-rotinas, ¢ recompilado em Fortran.

Na segunida linhi deveremos defini:

- MODELV. ane assumird o valor 0 se cstivermos supondo que os residuos sao
independentos ¢ & - estivermos supoitdu gue os residucs tém uma estrutura AR(1) de
tempo continna:

~-MOD21.(2), assumira o valor | se erros observacionais forem incluidos no modelo e
{ se nao [oren mcinidos.

Na terceiva linhe, s¢ MODLL{L) = |, deveremos indicar o valor nicial para In ag,
logaritmo v cocticiente auto-regressivo oy de tempo continuo do AR(1). Se ainda,
MQODEL(Z) = |. Jdcveremos indicar em seguida o valor inicial para oy, o desvio padrio
dos erros ¢hs=ervacionais. P(1) = (0.0 ¢ 2120 = 0.0 sdo estimativas iniciais naturais para
0s pardmel ivs i, Lucares descritos acima. 1obs: se MODEL(1) = 0, esta linha devera
ser desprevadal.

Na quarta linlin deveremos deliniv o valor da variavel NOD. NOD é o nimero de
elementos o matri; U a serem estimados. U, por sua vez é uma matriz triangular
superior obtida pur decomposicao de Choleski®. A matriz B de covaridncias dos efeitos
aleatérios ¢ ada o UTUL

A seguiv terenio- NOD linhas onde deverenos indicar os indices para locagao de cada

elemento da matrix U (NOD clementos) seguido da sua respectiva estimativa iniclal,

Bdecompr 1 matr, B ode forma que B=1T"U. onde U ¢ uma matriz triangular superior. Esta
decomposicin: s sue a mnatriz de covariancia serd nho negativa definida.

123



sendo uma linha para cada um dos VO elementos. ExxNOD =3
linha 1. ¢ [ (1.5 wiemento ayy da wiatriz U com estimativa inicial 0.5)

linha 2: i 2 0.6 clemento a5 da imatriz U com estimativa inicial 0.0)

e

linha 3: 2 2 0.5 tclemento asy da matriz U com estimativa inicial 0.5)

Atencao: estinitivas iniclals dos elementos da diagonal ndo devem ser iguais a zero
pois podem produziv um minimo local na luncio de verossimilhanca em vez de um minimo
global. B interessant e que o programa seja rodado uma primeira vez apenas para se obter
uma boa esiimativa dos ‘chutes iniciais’ e e seguida rodado novamente com os chutes
iniciais estinados witeriormente para sc oblerem as estimativas finais. Para grandes
conjuntos . «adu- pode ocorrer que uma pequena alteragdo nas estimativas iniciais
modifique as estinuilivas dos demais pariinet ros.

Na hnhi seguinine devem ser delinidos dots valores:

- ORIGIN. o o»rizem do tempo:

- SCALL. a csvala do tempo. 0.0 ¢ 1.0 sdao os valores usuais. Esta opgdo permite
que o temp. cJe erteom seja alterado para a ndédia geral dos tempos de observagido com
o objetivo v torna: o matriz de desenho melhor condicionada.

Na linha scguintc deveremos definir se devera ser usado estimagio por maxima verossi-
milhanca (Ui ou por maxima verossiifhanca restrita (1). A estimagao por méxima
verossimillioica rosivita fornecera estimativas das varlancias menos viciadas que as es-
timativas do onisiine. verossimillianca. Deve ser usada quando o numero de pardmetros
fixos nao fur peenene em relacdo ao ndmero Lotal de observagdes, ou seja, guando
Zt% Clor e menor gie b

'.NOBS{.‘:

Na linh: woepit - deveremos delinir o valor de fOPT (0 ou 1). Se IOPT = 1, um
programa de¢ olinnzicao nao linear serd execut ado para estimar os parametros nao lineares
desconheciiiv~. 1'-i- pardmetros o Hneares saor ag , o coeficiente de auto-regressao,
- o0s elementos da iz B, e 0f . a variancia dos erros observacionais (quando pedidos).
Se JOPT = 0, o ulilmizagdo nao scra exccutada. Entdo, o programa considerara as

estimativas itticiai- -Losses parametros como sendo estimativas obtidas de uma execugao



anterior. Exia upci perttiite ao progrania gerar Lestes para contrastes, estruturar dados
para graficos. cle, ¢ assim poupar tempo computacional.

Na linhi scontee deveremos defiuir NO'T'RET, o nimero de contrastes de efeitos
fixos que estainos desejando testar. Os contrastes possibilitam testar se um ou mais
pardmetros sio 1wuais a Zero, ou scja. sio despreziveis para o modelo, ou ainda, testar
se existe diferenca citre um ou mais pares de pardmetros ou qualquer tipo de contraste
possivel. Sc¢ N ST = 0, nenhum contrasic serd testado. Se NCTRST > 0, as
matrizes de contrasies devem entrar a scguir. em NCTRST blocos, da seguinte forma:

- Entra conv o miniero de linhas {¢) da matriz de contraste (2 primeiros espagos) e em
seguida (a partir «lo quarte espacot deline ni cotuentario a respeito do contraste. Entao,
na linha segiinte. enira com a matriz de contrastes linha por linha. Este processo deve
ser executado pura vada contraste. ou seja, NCT RST vezes.

Ex:

&

1 __betuai=(

0100000000

3 _ _betni=lcit=hela3d=0

g1o00cB0uLODN

0o0luroeEn

00GO v . u

2 __alteicain o alas=allal

10-1000000H

QOO0 3 v

1 - _betai=mduaibela2.3,4.5)

00011l

1 _ _betai=mddi{betal .2,3.0)

tl

000 1uiui

®lembre-se: i bninl0i e 3 osdo desvios et relagdo a betal
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(obs: a «nneusso da matriz de contrasies ¢ ¢ X b, onde ¢ é o niumero de linhas do
contraste e & ¢ o nnmero de colunaxs de X3

Na linha scguinte devemos definir o valor de N I7JLES que é o ndimero de arquivos que
devem ser criados para a satda das médias. erros padroes das médias, e desvios padroes
das unidades para dados valores de 1 e e covariaveis. Estas saidas estruturam os dados
para permitir a con=lrucao de grificos emy algum software apropriado. Se NFILES > 0,

o programa 1ra lor o linha seguinte que deline:

ou cddigo de covariavel diferente):

-NPTS. o mumero de pontos para cada erafico;

(1), (20 N PTS) a locacio dos N PT'S pontos. Se existem covariaveis o pro-
grama le mas N LTS linhas, wima para cada codigo de valores das covariavers. Este
processo serid excontado NFILES vezes. Isto ird permitir a construcio de diferentes
intervalos dc conlicca para diferentes enrvas médias. O programa iréd solicitar o nome
dos NFILL S arquives de salda.box:

1 s fom argiivo de médias, ervos-padroes ¢ desvios padrdes)

4 6 20 30 40 50 60 70 o estntura de dados para 4 graficos com 6 pontos de
tempo: 20, 30, 40 7. 60 ¢ T0)

000 Civaiures das covartaveis)

100

010

111

E finalmente ua ditima linba deverenios definir o valor da variavel IRES (0 ou 1).
Se IRES = | ¢v wrama ira pediv o nome de onlro arquivo de saida onde irdo constar
05 dados rolcrenies ¢ lodas as nnidates o ocolunas,

As colunios se reerem as

1. Tempu observado:

2. Obscrvacio:



3. Observavau predita:

4. Desviu paedre da observacao prodita;

5. Residios pudronizados (para investigacao de normalidade, correlagio serial, out-
liers, etc.).

Se TRE -~ = 1} w0 serd pedido onttro nome de arquivo de safida e conseqtientemente
nenhuma das inloriagocs acima scra salva.

4.3 - Arquivo de saida (andlise)

Comentiirios ¢ interpretacées dos resultados salvos no arquivo de saida serao feitos

no exemplo <adu aiaixo. com hase no artigo de JONES (1990).

B.5 Excimpho

Consideremos o conjunto de dados do artigo de JONES (1990). Abaixo descrevemos
resumidamoine conw se estrutura o arquivo de dados, seguido de alguns comentarios a
respeito de 1! exivra:

20

eEstamos considvrando um modcelo com 3 grupos, ou seja, um grupo referéncia (ex-
perimento |: mais dois outros gripos {experimentos 2 e 3). Dal, NCV = 2. Como nao
temos inforiicoes adicionals, N VT = {1

50720 270

0015 .15 5 7 4

o A pritiierro nuniade ¢ observada em 5 pontos de tempo, sdo eles: 0, 7, 26, 42 e 70.
Na segunda il o oligo 00 indica gne esvacunidade pertence ao grupo referéncia. Na

sequéncia surgem as i observagoes,

40264270
00.5 .50 .70

o A sétima nuidade. tambeén do grupo releréncia, foi observada apenas 4 vezes pois



tem uma ob-~civaco. perdida no tempo 7

40714 tx

10.51.13 1.31 1.88

3014 48

10.56 .25 .75

o Os dados acia se relerem as duas primeiras unidades do segundo grupo (experi-
mento 2, ediligo 1 U+ A primeira ol observada em 4 ocasides e a segunda foi observada

em apenas ‘3 vcasioes (observacao perdida o tempo 7).

408144

01 1.56 [.H5 225006

o E finalinente o siltima unidade do tereeiro grupo (experimento 3, cédigo 0 1) com 4
observacoes nu~ Torsoos 0080 14 0 20,

A seguir devernnes definir o arquive de paramctros para o conjunto de dados acima:
3444

00

3

1126

120.13

13 -0.00!

18.08847 ' 0

0

[ R R N

s



A primeira linle indica que a matriz Z; posai 3 colunas, ou seja,

onde t é o vetor de tempos observados. \ matriz X;, n; x12, é dada por:(considerando

também as infornaoes do arquive de dados)

O N (R
X = :
T
para o experimenia | {grupo de releréncia).
r 3 ! ; o 3
J l J'[“ I|rr-l ﬂrl i J'I,'; f!-.‘l til 0 0 0 0
X, = S
K i 2 3
bt 15 0L b ot 000 000

Lol 05 8 00001 tag ) ]
O A A
D ola, 4o 0 0000 1 243

iny ny

pPara o experiineiic .

A segunda linha do arquive de pardmetros, com dois zeros, indica que nao existe
correlacdo serial no modelo. A terceiva linha indica que 3 elementos da matriz U deverao
ser estimados. ¢ i linla scguinie deline ox clementos desta matriz a serem estimados:
@11, 12, Gz (someite oy elerentos da prineira finha de U pois aqui ja estamos eliminando
os demais elermento. damatriz, que sao nao signilicativos para o modelo).

A linha scguinic define a origem do tempo. que no caso serd o tempo médio para

todas as observaca -, 1303817, ¢ a escala ane serit igual a 1,

24



As linhas seguiines definem, nesta ordeni. que:

-(0) seré usida timaciao de maxima verossimilhancay

-(1) um prograns de otimizacao nao-lincar serd executado para estimar os parimetros
da matriz U;

-(0) ndo scrio testados confrastes:

-(0} dados niw scrao estruturados para grdlicos;

-(0) ndo serau sulvas as informagoes (ja descritas acima) em um arquivo de saida.

Com estas inforimacdes, podemos rodar o programa e os resultados serdo salvos em
um arquivo de saidi. Iste arquive de saida apresentard o seguinte conteddo:

- O primeire bloco traz mforimacoes solire o arquivo de parametros como: elementos
da matriz U que [oram cstimados. com respectivas estimativas iniciais, estrutura das
matrizes X;, existCncia ou nio de corrclacao scrial, nimero de unidades e de observagdes,
origem do tempo, escala e método de estimacgio.

LA seguir, temos us valores de —21n L ¢ o respectivo valor de AIC (~2inL + (2xn°
de parametros}i. ¢ vaior da varinca do residuo {mse) e seu respectivo desvio padréo.

- Em seguida siicgem as estimativas dos parimetros lineares acompanhados de seus
respectivos erros padroes ¢ valores da estatistica *t de Student’.

- Apds isto (cremos as 3 estimativas pedidas dos parametros néo-lineares (elementos
da matriz U), & imitriz 6 U oblida com estas estimativas e a matriz o2B.

- E finalmein e om seguida toremos para cada unidade os valores de seus respectivos

efeitos aleatérios -, desvios padroes ¢ residuos recursivos {padronizados).

[0
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