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Abstract

In this thesis we study the orbital stability of periodic traveling waves for dispersive models.
The study of traveling waves started in the mid-18th century when John S. Russel established
that the flow of water waves in a shallow channel has constant evolution. The general strategy
to obtain stability consists in proving that the traveling wave in question minimizes a conserved
functional restricted to a certain manifold. In our context, following such ideas, we minimize such

a functional restricted to a new manifold.

Although we believe our theory can be applied to other models, we deal with the Benjamin-
Bona-Mahony (BBM) equation with fractional nonlinear terms and modified Korteweg-de Vries
(mKdV) equation. Besides, similar stability results for the Gardner equation are obtained, using

a close relation between this equation and the mKdV.

Keywords: Dispersive equations, orbital stability, periodic traveling waves, Benjamin-Bona-

Mahony equation, modified Korteweg-de Vries equation and Gardner equation.

Resumo

Nesta tese estudamos estabilidade orbital de ondas viajantes peridédicas para modelos disper-
sivos. O estudo de ondas viajantes iniciou-se em meados do século XVIII quando John S. Russell
estabeleceu que ondas de 4gua em um canal raso possui evolucao constante. A estratégia geral para
se obter a estabilidade consiste em provar que a onda viajante em questao minimiza um funcional
conservado restrito a uma certa variedade. No nosso contexto, seguindo tais ideias, minimizamos

o funcional restrito a uma nova variedade.

Embora acreditamos que a teoria possa ser aplicada a outros modelos, nos restringimos as
equagoes de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) com termo nao linear fracionario e Korteweg-de Vries
modificada (mKdV). Além disso, resultados similares para a equagao de Gardner sdo obtidos,

usando uma estreita relagao que esta possui com a mKdV.

Palavras-chave: Equacoes dispersivas, estabilidade orbital, ondas viajantes periddicas, equagao

de Benjamin-Bona-Mahony, equacao de Korteweg-de Vries modificada e equacao de Gardner.

vii



viil



SUMARIO

Dedicatoria

Agradecimentos

Lista de Simbolos

1 Introducao

2 Conceitos Preliminares
2.1 O Teorema de Floquet e o Teorema da Oscilacao . . . . . . . ... ... ... ...

2.2 Familias isonerciais de operadores autoadjuntos . . . . . . . ... ... ...

3 Estabilidade de Ondas Peridodicas para nf-BBM

3.1 Boa Colocacao Global . . . . . . . . . . . .. . ..
3.2 Solugoes explicitas por quadratura . . . . . . . . ...
3.3 Curva de solugoes periddicas . . . . . . . . . ..
3.4 Propriedades Espectrais . . . . . . .. ..o

3.4.1 Propriedades Espectrais via Teoremas 2.10e 2.6 . . . . . . . . . ... .. ..

3.4.2 Propriedades Espectrais via Equagao de Lamé . . . . . . ... ... ... ..
3.5 Estabilidade Orbital . . . . . . . . .. ... .

4 Estabilidade de Ondas Periodicas para mKdV
4.1 Solugoes explicitas por quadratura . . . . . . . . .. ..o

4.2 Curva de solugoes periddicas . . . . . . . . ..o

X

xi

xiii

Xv

15

23
25
34
40
47
48
50
o7



4.3 Propriedade Espectral . . . . . . . .. oo
4.4 Estabilidade Orbital . . . . . . .. . . o

5 Estabilidade de Ondas Periédicas para Gardner
5.1 Difeomorfismo entre Gardner e F-mKdV ou D-mKdV . . . .. ... ... ... ...

5.2 Estabilidade de ondas periddicas para Gardner . . . . . . . . . ... ...

6 Estudos Futuros

7 Apéndice

7.1 Funcoes elipticas de Jacobi. . . . . . . . . .. ...

Bibliografia

101
103
106

111

113
113

115



A minha mae Laura Pinguello de Andrade . . ..

x1



xii



AGRADECIMENTOS

Primeiramente gostaria de agradecer meu orientador Ademir Pastor pela excelente orientagao

e também ao professor Fabio Natali pelos importantes comentarios.

Gostaria de agradecer também a UNICAMP e ao IMECC, juntamente com seus professores e
funcionarios pelo suporte, pelas matérias oferecidas e por toda a infraestrura disponibilizada para
a minha formacao.

Queria agradecer todos os meus amigos e minha familia, meu pai Jesus Carlos, minha segunda
mae Delmita e meus irmaos Joao Paulo e Lucas, que sempre estiveram ao meu lado durante o
doutorado, sempre dando suporte a ajudando na medida do possivel.

Agradego a minha namorada Débora, pelo apoio e pela companhia e por sempre estar ao meu
lado.

Queria expressar minha gratidao a UEM, juntamente com seus professores, que me propicia-
ram a formacao necessaria no mestrado para eu entrar neste doutorado. Sou grato também aos
professores de graduagao, Adilandri, Magda e Marcio e aos professores do Colégio Nestor Victor,
em especial, Sonia, Picirillo, Irene, Valdir e José Maria, que sempre me incentivaram para que eu

seguisse firme nos estudos.

Finalmente agradeco a CAPES e ao CNPq pelo suporte financeiro, sem o qual este trabalho

nao seria possivel.

xiil



Xiv



LISTA DE SiMBOLOS

C?(I) Conjunto das fungoes de classe C? no intervalo I, p € N.

C?. ([0, L]) Conjunto das fungoes L-periddicas de classe CP, p € N e p > 0.

per

C> ([0, L]) Conjunto das fungdes L-periddicas de classe C'.

per

+o0o
L2, (]0,L]) Conjunto das fungoes u, L-periédicas, tais que Z [a(k)|? < oo.

per

k=—o00

+o0o
H! ([0,L]) Conjunto das fungdes u, L-periédicas, tais que Z (1+KH)|a(k)|* < oo.

per

k=—0o0

Cr(I,H! ([0,L])) Espaco das funcoes u(z,t) tais que u(t) € H' ([0, L]) para todo t € I

per per

e a aplicagao ¢ — u(t) é de classe C? em [.

[ufloo = sup |u(z)].

zeR

N

[ull = (Jullzz,, = (L > |ﬁ(k)|2> .

k=—o00

N|—=

lelly = g, = (L > <1+k2>ra<k>\2> .

k=—oc0

plu,v) = nf [lu —v(-+ 7).

XV



CN(z, k)

DN(z, k)

SN(z, k)

Par dualidade entre H,,([0, L]) e H,,,.([0, L]).

Integral eliptica completa de primeiro tipo com médulo k € (0, 1).
Integral eliptica completa de segundo tipo com médulo k € (0, 1).
Funcao eliptica de Jacobi do tipo Cnoidal com médulo k& € (0, 1).

Fungao eliptica de Jacobi do tipo Dnoidal com médulo k € (0, 1).

Funcao eliptica de Jacobi do tipo Senoidal com médulo k& € (0, 1).

xXvi



CapiTULO 1

Introducao

Os objetos de estudo desta tese sao as equagoes diferenciais de evolucao do tipo dispersivas,

especialmente aquelas que pertencem a classe de equacoes
M0y, 0 )u(z,t) + f(u), =0 (1.1)

onde u = u(z,t) é uma fungao a valores reais, x, ¢ € R, f uma fungao real nao linear ao me-
nos de classe C' e M um polinoémio nas derivadas parciais. Equacoes deste tipo modelam uma
grande quantidade de fenomenos presentes na natureza, entre eles, fluxos de agua, ions e ondas

eletromagnéticas.

Uma das primeiras equagoes dispersivas amplamente estudada foi a equagao de Korteweg-de
Vries (KdV daqui em diante),
Up + Ugpy + Uty = 0, (1.2)

que modela o fluxo de ondas de dguas rasas. A motivagao para D. Korteweg e G. de Vries [47]
estabelecerem esse modelo era descrever um fenomeno observado anteriormente por J. Russell
[65]. Na verdade, Russell havia observado o deslocamento de uma onda de dgua em um canal e
constatado que a forma dessa onda ndo mudava conforme a onda se deslocava (onda de translacao
ou onda solitdria). Apds a observacao de Russell, J. Boussinesq e Lord Rayleigh em [28] e [64],
respectivamente, obtiveram uma representacao para a onda observada por Russell como sendo da
forma u(z,t) = asech?(3(x — ct)) e depois de alguns anos, Korteweg e de Vries estabeleceram
a equacao KdV, como sendo o modelo que tem como solucao a onda descrita por Boussinesq e

Rayleigh e que regia o fenémeno observado por Russell.

Desde que a equagao KdV foi estabelecida, descobriu-se que muitos outros fenémenos fisicos sao
modelados por essa equagao, por exemplo, a propagacao longitudinal de ondas em um reticulado
(Fermi-Pasta-Ulam [32] e Kruskal e Zabusky [48]), propagagao de ondas de ions e actistica em um

plasma frio (Taniuti e Whashini [69]), a rotagdo de um fluxo em um tubo (Leibovich [50]) e a
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propagacgao de ondas dispersivas longitudinal em hastes eldsticas (Nariboli [54]). Mais aplicagoes

podem ser encontradas em Dodd [31], Jeffrey e Kakutani [42] e Miura [53].

Entre as equacoes dispersivas que sao estudadas hoje, além da KdV, destacamos as que abor-

daremos aqui.

i) Equagao KdV modificada (mKdV),

Up + Uggy + vluy = 0. (1.3)

ii) Equagao de Benjamin-Bona-Mahony com nao linearidade fracionéria (nf-BBM),
Up — Ugae + (u+ [u|?)y = 0. (1.4)

iii) Equagao de Gardner,
Up + Uggy + QUL + buu, = 0. (1.5)

Uma das motivagoes para se estudar a equacao nf-BBM é matematica uma vez que esta faz parte
da classe de equagbes proposta por Souganidis e Strauss em [66]. Além disso, ela possui também
uma motivacao fisica uma vez que corresponte a versao regularizada da equacao de Shamel que

modela o fluxo de ions em plasma com presenga de eletros ressonantes (ou presos).

Do ponto de vista matematico a equacao de Gardner aparece como uma combinacao das
equagoes KdV e mKdV. J4 do ponto de vista fisico, as equagoes de Gardner e mKdV mode-
lam, por exemplo, ondas em meios plasmaticos e sélidos e campos quanticos. Ver [46], [67] e
[68].

A descoberta feita por Russel, deu origem as ondas viajantes e ao que hoje conhecemos como
Estabilidade Orbital (ou nao linear) de uma onda. Note que, as equagoes (1.3)—(1.5), bem como
a KdV, sao equagoes invariantes pela acao do grupo R das translagoes. Neste contexto, as ondas
viajantes sao solugoes da forma

u(z,t) = ¢pe(x — ct), (1.6)
onde ¢ € R e ¢, é uma funcao em algum espaco conveniente. As ondas viajantes sao classificadas

basicamente em trés grupos:

i) Ondas Viajantes Solitarias. Sao as ondas do tipo (1.6) cujo perfil ¢, satisfaz as seguintes
condicoes de fronteira
lim ¢ (x) =0, Vn€N,

r—+o0o

onde ¢{"” (x) denota a n-ésima derivada de ¢.(z).



Introducao 3

ii) Ondas Viajantes do tipo Kink. Sao as ondas do tipo (1.6) tais que

lim ¢ (z) =a, lim ¢™(z)=p5, VneN,
T—r—00

T—+400

onde a e B sdo constantes, a # 3 e ¢L") (x) novamente denota a n-ésima derivada de ¢.(x).

iii) Ondas Viajantes Periédicas: Sao as ondas do tipo (1.6) cujo perfil ¢. é periédico com

periodo fixado L > 0, ou seja, que satisfaz as condicoes
¢c(0) = ¢e(L) e ¢;(0) = ¢(L).
O processo de encontrar ondas viajantes, inclui em geral, obter solugoes de uma EDO da forma,
F(o™,....p,c,A) =0, (1.7)

onde ¢ > 0 e A sao parametros reais. No caso da equagao KdV por exemplo, supondo que

u(z,t) = ¢(r — ct) seja uma solugdo, obtemos que o perfil ¢. deve satisfazer a EDO,
" 1 2

onde A é uma constante de integracao. Se assumirmos condigoes de fronteira, ¢(+o0) = 0, A é

igual a zero. Este é o caso da onda viajante

p.(r) = a(c)sech?(B(c)x) (1.9)

estabelecida em [28] e [64] para descrever a onda observada por Russell. Apés esta onda viajante
ter sido apresentada, Korteweg e de Vries em [47] deduziram as ondas periédicas do tipo Cnoidal,

mais precisamente

¢e(x) = B1 + (B3 — B2) ON? ( 631_251m,k> , (1.10)

onde C'N denota a fungdo eliptica de Jacobi chamada Cnoidal, k& € (0,1) é o médulo da fungao
eliptica (ver Apéndice) e f3; sdo parametros reais, i = 1,2, 3.

Quando se olha para as ondas viajantes das equagoes dispersivas, a pergunta natural que surge
é se elas sdo orbitalmente (ou nao linearmente) estdveis ou nao. Formalmente, dizemos que uma
onda viajante do tipo (1.6) é orbitalmente estdvel em um espago de Banach (X, | - ||x), se para
cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que, se ||ug — ¢¢||x < 0 e u(z,t) é uma solugdo da equagdo com
u(z,0) = ug(x), entao u(z,t) existe para todot € R e

inﬂg |u(t) — ¢c(- +y)||x <e, paratodo t €R.
yE
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Caso contrario, dizemos que a onda viajante é orbitalmente instavel.

Note que, a nocao de estabilidade acima, é referente as equacoes que possuem invariancias por

translacoes. Para invariancias em geral, ver [36] e [37].

Uma prova matemética de que a onda (1.9) era orbitalmente estavel, foi apresentada um século
apds sua formulacao por T. Benjamim em [22] e J. Bona [26], confirmando finalmente as observagoes
feitas por Russell. J& a prova de que a onda (1.10) era orbitalmente estavel foi obtida por Benjamin
em [23] e Angulo, Bona e Scialom em [15]. A prova conclusiva obtida por [15] foi possivel gragas a
uma adaptacao ao caso periddico da teoria moderna para estabilidade nao linear desenvolvida por
Weinstein em [70] e [71] e por Grillakis, Shatah e Strauss em [36].

Apés esse trabalho em [15], muitos outros resultados de estabilidade surgiram abordando a
estabilidade de diversas ondas viajantes peridédicas para diversos modelos dispersivos. Ver por
exemplo, [6]- [14], [16]-[18], [56], [57], [58], [61] e [62].

O cerne da teoria desenvolvida por Weinstein, Grillakis, Shatah e Strauss para obtencao de
estabilidade, consiste em usar quantidades conservadas. Mais precisamente, é necessario encontrar
um funcional conservado F : X — X para o fluxo da equagao (1.1), de tal modo que a solugao
da EDO (1.7) seja um ponto critico de F, isto é, F'(¢) = 0. No caso em que A = 0, tal funcional
em geral é escrito como

F=E+cQ, (1.11)

onde FE e () sao funcionais conservados que nao dependem de ¢ e nem de A. Em seguida, obtém-se
a estabilidade mostrando que a onda viajante ¢ é um minimo local do funcional E restrito ao

vinculo (). Neste processo, a andalise do espectro do operador
L= F'() (1.12)

surge como um ingrediente principal, uma vez que a minimizag¢ao ¢ obtida via método variacional.

E importante observar, que se a constante A na EDO (1.7) é diferente de zero, entao ¢. nao
pode ser ponto critico do funcional dado em (1.11) (a menos que se imponha alguma restrigao sobre
a onda viajante, como por exemplo em [15] e [19]). Como originalmente a teoria desenvolvida por
Weinstein, Grillakis, Shatah e Strauss foi usada para se obter estabilidade de ondas viajantes
do tipo solitdrias e neste caso A em (1.7) é sempre igual a zero, essa constante A nunca foi um

problema.

Quando se lida com o caso peridédico, A nao é necessariamente zero. Assim, quando a estabili-

dade da onda viajante dada em (1.10) foi estudada em [15], os autores logo se depararam com essa
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dificuldade, a qual foi contornada impondo a condi¢ao de que a onda viajante tivesse média zero.

Nos trabalhos seguintes (ver [6]- [14], [16]-[18], [56], [57], [58], [61] e [62]), foram abordados os
casos em que a onda viajante periddica é obtida assumindo-se que A = 0, pois nesse caso ainda é

possivel obter ondas viajantes periddicas e o funcional conservado F continua possuindo a forma
dada em (1.11).

Recentemente, o caso A # 0 esta sendo abordado e a estratégia usada para contornar esse
problema, consiste em fazer adaptacoes da teoria desenvolvida por Weinstein, Grillakis, Shatah e

Strauss, permitindo que o funcional F possa ser escrito em uma forma mais geral,
F=FE+cQ+ AV, (1.13)

onde FE, (Q e V sao quantidades conservadas nao dependentes de ¢ e A. O primeiro trabalho
nessa dire¢ao, devido a Johnson em [43], lida com o caso A # 0 no caso da equacdo GKdV. Em
sua abordagem, Johnson nao utiliza a forma explicita da onda viajante em questao. Este fato,
a principio, é vantajoso pois aborda nao somente uma onda viajante mas uma classe delas, bem
como evita calculos arduos que sao necessarios quando se trabalha com a forma explicita da onda
viajante.

Embora Johnson nao utilize a forma explicita da onda viajante, ele precisa saber os sinais dos
menores da matriz Jacobiana de (T'(¢), V(¢), Q(¢)), onde T'(¢) é o periodo de ¢ e as derivadas
parciais sao tomadas nos parametros que determinam tais ondas, ¢ = ¢, 4,p), onde B é uma
varidvel oriunda da forma da quadratura de (1.7). Contudo, mesmo no caso da KdV, tais condigoes

sao dificeis de serem verificadas.

Mais recentemente, Natali e Neves em [55], também abordaram o caso A # 0. Seguindo as
ideias de Weinstein em [70] e [71], eles obtiveram resultados de estabilidade de ondas viajantes

periédicas pares para as equagoes 3-KdV (GKdV, com p=3) e logaritmica Schodinger,
g 4 Uy +0g(Jul*)u = 0,

onde (z,t) € R x R e u(z,t) é uma fungao a valores complexos. Neste trabalho, também nao foi
utilizado a forma explicita da onda viajante e diferentemente de Johnson eles nao ficaram presos
a hipdteses sobre os menores da matriz Jacobiana que referimos acima.

Tanto em [55] quanto em [40], o qual é um trabalho mais recende de Hur e Johnson mas
que segue as mesmas idéias de [43], a prova da estabilidade de uma onda viajante ¢, 4,), esta

condicionada a existéncia de uma superficie de ondas viajantes peridédicas, com um periodo fixado
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L >0,
S: OcR* — X
(c,A) +— S(c,A) = d,n),
onde O é uma vizinhanga de (cy, Ap). Contudo, em nenhum desses trabalhos a forma explicita

para S foi apresentada.

Em [40], a prova da estabilidade de ¢, 1) primeiro é obtida para pertubagoes na variedade

S,y = {u € X5 Qu) = Q(de,n) e V(u) =V(da)}
para todo (¢, A) € O. Em seguida, para pertubagoes uy em geral, é usado o fato da aplicagao

B: OcCcR? — R?
(c;A) = B(c,A) = (Q(¢e,a) V(dea))

ser um difeomorfismo, para a obtencao de (c1, A1) € O tal que o dado inicial uy € X, 4,). Final-
mente, como ¢, a,) ¢ estdvel por pertubacoes em ¥, a,), 0 resultado segue por um argumento

de desigualdade triangular.

Neste trabalho de tese, continuaremos abordando o caso A # 0 e aplicaremos nossa teoria para
as equagoes (1.3)—(1.5). Ao invés de assumirmos hipéteses para existéncia da superficie S e da

aplicacao B, exibiremos, usando o Teorema da funcao implicita, uma curva de solugoes explicita

para a equacao (1.7), k — ¢p 1= d(c(k),A(k)) = Pr(k), onde

r: (0,1) — O
ko — r(k)=(c(k), A(k)).

Também, ndo imporemos condigdes para que o operador £ em (1.12) possua um tnico autovalor
negativo simples e que 0 seja um autovalor simples. Condigoes essas essenciais em nossa analise.
Obteremos tais propriedade a partir da forma explicita da onda viajante, das teorias desenvolvidas

por Neves em [61] e [62] e Ince em [41]

Seguindo as ideias de [40], é possivel obter estabilidade das ondas viajantes ¢, restrito a per-

tubacoes ug na variedade

Sr={ueX; Qu)=Q(¢) e V(u) =V(dp)}

Contudo, o argumento de desigualdade triangular, agora no caso unidimensional, parece nao fun-

clonar uma vez que se ug nao pertence a X nao conseguimos um k; tal que ug € Xy, .
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Sendo assim, para obter o resultado de estabilidade para qualquer pertubacao, ao invés de
provarmos inicialmente estabilidade na variedade Y, provaremos estabilidade em uma variedade
mais geral Y, a saber,

0 0A
Y = {u € X; My(u) = Mi(¢r), onde My = a—;@ + %V} : (1.14)

De posse desse resultado, conseguiremos provar a estabilidade nao linear das ondas ¢, com
pertubacoes gerais, usando um argumento de contradicao conforme a demostracao do Teorema 3.5
em [36].

Acreditamos, que esse nosso trabalho, fornece uma importante contribuicao para se obter re-
sultados de estabilidade, usando a curva explicita de ondas viajantes periddicas no caso em que a
constante A # 0.

No capitulo 2, veremos alguns conceitos preliminares, faremos uma breve visita ao Teorema de
Floquet e ao Teorema da Oscilagao e veremos como, a partir desses resultados, Neves em [61] e [62],
obteve teoremas que nos fornecem informacdes sobre o espectro do operador L 4y := F"(d(c,4)),

que sao cruciais em nossa analise.

No capitulo 3, provaremos a estabilidade das ondas viajantes periddicas da equagao (1.4), da

forma

onde C'N denota a fungao eliptica de Jacobi Cnoidal.

No capitulo 4, provaremos a estabilidade orbital das ondas viajantes peridédicas da equagao

modificada KdV (mKdV) da forma

DN?*(7¢, k)

or(§) = 041 + BSN2(7€, k)’

(1.16)

onde DN e SN denotam as funcoes elipticas de Jacobi Dnoidal e Snoidal, respectivamente. Para
um melhor entendimento sobre as funcoes de Jacobi, ver apéndice. Neste caso, acreditamos ser
possivel obter estabilidade da onda viajante (1.16), aplicando a teoria desenvolvida em [55], pois
esta onda é par. Embora provamos estabilidade para uma onda par, nao precisamos em nenhum
momento impor essa condi¢ao, o que nos leva a crer, que nossa teoria permite abordar casos mais

gerais.

No capitulo 5, motivados pelo trabalho recente de Alejo em [4], que provou estabilidade de

ondas viajantes solitdarias para a equacgao de Gardner, provaremos também estabilidade de ondas



8 Introducao

viajantes periédicas da equagao (1.5), da forma

DN*(v6.k) | >
Ty (1.17)

or(z) = @

Assim como em [4], nossa estratégia para lidar com esse caso, consiste em usar uma estreita relagao
que a equacao de Gardner possui com a modificada KdV. Veremos que no nosso caso existe um
difeomorfismo que associa solugoes da equac¢ao modificada KdV com a equacao de Gardner (ver
Capitulo 5, pg. 101). Constatamos, que no caso periédico, esse difeomorfismo preserva a nogao
de estabilidade nao linear e dessa forma, estudar estabilidade para a equacao de Gardner se torna

equivalente a estudar estabilidade para a modificada KdV.

E importante observar, que o uso dessa transformacao na obtencao de estabilidade, é mais direta
no caso periédico, pois no caso de ondas solitarias, quando a constante B em (1.17) é somada, a
onda solitaria deixa de pertencer ao espaco inicial e assim a transformacao nao leva solugoes de um
espaco nele mesmo. Dessa forma, para obter estabilidade de ondas viajantes solitarias que tende a
zero no infinito para a equagao de Gardner, Alejo teve que provar estabilidade de ondas solitarias

que tendem a uma constante nao nula no infinito para a equacao modificada KdV.

Finalmente, no capitulo 6, faremos alguns comentarios e exibiremos o que acreditamos ser os

préximos topicos a serem estudados apods este nosso trabalho.



CAPiTULO 2

Conceltos Preliminares

2.1 O Teorema de Floquet e o Teorema da Oscilacao

Nesta secao, veremos brevemente o Teorema de Floquet, o Teorema da Oscilacao e os resultados
obtidos por Neves em [61], que relacionam a teoria Floquet com a estrutura espectral de um

operador de Hill, a saber, um operador do tipo

L(y) = —y" +q(z)y, (2.1)

definido em algum espaco de fungoes periddicas conveniente.

Consideraremos Q : R — R (ou C) uma func@o de variavel real x, continua e periddica com
periodo minimal 7. Por simplicidade, usaremos o periodo m mas o que faremos aqui continua

valido caso fixemos um outro periodo.

Pela teoria geral de EDQO’s, a equacao
Y+ Qa)y =0 (2.2)

possui duas solugdes continuamente diferencidveis e linearmente independentes y;(z) e yz(x), as

quais sao univocamente determinada pelas condicoes

y1(0) =1, y1(0) =0, y12(0)=0 e y(0)=1. (2.3)

Além disso, a equagao caracteristica e o expoente caracteristico a, associados a (2.2), sao dados
por

p* = [y (m) + ya(m)lp + 1 =0, (2.4)

[1e%e —iam

e = € = P2, (2.5)
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respectivamente. Aqui, p; e ps sdo as raizes da equagdo caracteristica (2.4). Nesse contexto,
temos a seguinte versao para o Teorema de Floquet, que pode ser encontrado juntamente com sua

demonstragao, na referéncia [60].

Teorema 2.1 (Teorema de Floquet). (i) Se as raizes p1 e py da equagao caracteristica (2.4) sao

distintas, entao a equagdo de Hill (2.2) possui duas solugées linearmente independentes,
fi(z) = e P (z), fo(z) = e Py(z),
onde Pi(z) e Py(x) sao periddicas com periodo T .

(ii) Se p1 = pa, entdo a equagdo (2.2) possui uma solu¢do ndo trivial a qual € periodica com
periodo T (quando p; = pe = 1) ou 27 (quando p; = ps = —1). Se p(x) for uma solugdo

periddica e y(x) for outra solugdo linearmente independente com p(x), entao
y(x +7) = pry(x) + Op(z), onde 6 € constante. (2.6)
Ainda, 0 = 0 € equivalente a
yi(m) +ys(m) =£2,  ya(m) =0 e y(m) =0.
Fixando A\ € C, consideremos a equacao
y' + A —q(@)]y =0, (2.7)

com (A —¢g(x)) = Q(x), e sejam y; e yo duas solugoes linearmente independentes determinadas

pelas condicoes iniciais
n(0,2) =1, 31(0,A) =0, 3(0,A) =0 e y(0,)) = 1. (2.8)

O seguinte teorema, devido a Liapounoff [51] e a Haupt [38], juntamente com sua demonstragao

podem ser encontradas em [60].

Teorema 2.2 (Teorema da Oscilagdo). Existem duas sequéncias de nimeros reais mondtonas nao

decrescentes,
)\07)\17/\27A37/\47/\5)/\6)"‘ (29>

M1, 2, 13, 4, U5, ey L7y --- (21())
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tais que (2.7) possui uma solugdo de periodo T se, e somente, se A = \,, n =0,1,2,3,... e uma

solucao de periodo 21 se, e somente, se A = pi,, n=1,2,3.4, ...

Os A\, ’s e s satisfazem a desigualdade,

)\0<,LL1SILL2<>\1S)\2<ILL3§M4<)\3§>\4<... (211)
com
1 .1
lim — =0 e lim — =0. (2.12)

As solugoes de (2.7) sao limitadas nos intervalos

()‘0>Ml)>(M27)‘1)7(A27ﬂ3)7(“4aA3)a"" (2'13>

Nos pontos finais desses intervalos, (2.7) possui em geral solugoes ilimitadas. Isto sempre € ver-
dadeiro para X\ = X\g. As solugoes de (2.7) sdo limitadas para X = Aagpi1 ou A = Agpio se, €
somente, S€ Aopi1 = Aopio € elas sao limitadas para A\ = pioni1 0U N = lopio S€, € Somente, se
H2n+1 = Hont2-

Para valores complexos de X, (2.7) sempre possui solugoes ilimitadas. Os \,’s sao as raizes da

equagcdo A(XN) =2 e 0s ju,’s sao as raizes da equagdo A(N) = —2, onde
AN) = yu(m, A) + yo(m, A)

Observe, que o teorema acima pode ser visto como um teorema espectral para os operadores de
Hill da forma (2.1). Os \;’s s@o os autovalores de £. Além disso, como a equagao (2.7) possui no
maximo duas solugoes linearmente independentes periddicas, temos que esses autovalores, podem
no maximo, serem duplos. Na verdade, é uma consequéncia dos dois teoremas acima, que A = Ao, 11

é duplo se, e somente, se Ao, 11 = Agpio. O mesmo vale para A = pig,41.

Resumindo, o Teorema de Floquet e o Teorema da Oscilacao, fornecem informagoes sobre o

espectro de operadores do tipo L(y) = —y” + q(z)y.

Motivados por esses resultados, outros autores se aprofundaram no estudo da teoria Floquet e
muitas outras informacoes sobre o espectro de tais operadores foram obtidas, algumas delas podem
ser encontradas em [60]. Entre esses resultados, pontuaremos alguns, que é de interesse para este
trabalho. O primeiro é um teorema devido a Haupt em [38], que relaciona a posigao do autovalor

no espectro e o nimero de zeros das respectivas autofuncgoes.

Teorema 2.3 (Haupt). Seja y(z, A) uma solugdo periddica real e nao trivial de (2.7) com periodo

T ou 2m.



12 2 Conceitos Preliminares

(i) Se A = Xg, entdo y(x,\) nao possui zeros no intervalo 0 < x <,

(1i) se X = popt1 0u A\ = oy, entdo y(x, \) possui exatamente 2n + 1 zeros no intervalo semi-

aberto 0 <z <27 e

(77i) se X = Aop—1 0u X = Aoy, entao y(x,\) possui ezatamente 2n zeros no intervalo 0 < x < .

Mais recentemente, Neves em [61], aprimorou o Teorema de Floquet e estabeleceu um teorema
que permite saber a posicao de um determinado autovalor no espectro conhecendo-se o niimero de

zeros de sua autofuncao e o sinal da constante 6 que aparece no Teorema de Floquet.

Primeiramente, Neves obteve um resultado que apresenta uma caracterizacao para a solucao y

da equagao de Hill que aparece no item (ii) do Teorema de Floquet.

Teorema 2.4. Seja p(x) uma solug¢ao periddica de periodo w de (2.7). Entdo, para cada a € R
fizxado,

_ ‘ Tq(t)
)= i)+ | 32 i) ) ko) 2000 | i, (2.14)

¢ solugdo de (2.7) no intervalo [a,a + ), onde

Q($) = p(iU) ) YIS [wi—1>$i)7

comi=2,3,..2n+1, zop 11 =21+ T €Top1 =21+, €

Zi — Zi+1

i) = p*(xi)

Aqui, os z;’s e x;’s sdo os zeros de p(x) e p'(x), respectivamente. Além disso, y(x) satisfaz as
condicoes iniciais
y(a) = —q(a),  y'(a) =q(a)

e € linearmente independente com p(x), sendo que, W (p(z),y(x)) = 1.

Em seguida, Neves obteve um resultado que caracteriza a constante 6.

Teorema 2.5. Se p(x) € uma solucao periodica com periodo  de (2.7) e y(x) € a solugdo linear-

mente independente com p(x) apresentada no teorema anterior, entdo

y(x +m) = y(x) + Op(x), (2.15)
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onde 6 ¢ dado por

o= )+ 2/; 7 (2.16)

z;,€(0,7] p<t>

Em particular, y(x) é periddica com periodo m se, e somente se § = 0.

Vale ressaltar, que Neves e Natali em [55], ndo usaram mais as caracteriza¢oes em (2.14) e

(2.16) para obter o sinal de 6. Ao invés disto, enxergando ¢ como sendo,

eles encontraram uma maneira de obter uma aproximacao de 6 através de um método numérico.

Isto pode ser visto nas secoes sobre estabilidade orbital nos préximos capitulos.

Finalmente, o principal resultado de [61], nos fornece informagoes sobre a posigao dos autova-

lores no espectro do operador L.

Teorema 2.6. Se p(x) € autofuncao de L associada ao autovalor \g, k > 1 € 0 € a constante dada

pelo Teorema 2.5, entao
(i) A\ € simples se, e somente, se 6 # 0.

(i) Se p(x) possui 2n zeros no intervalo semi-aberto [0,7), entdo

)\Qn_l se 0 < 0,
AL =
Ao se 60> 0.

Demonstracao: A primeira parte do teorema é uma consequéncia do Teorema de Floquet e do

Teorema da Oscilagao.

Concentremos-nos portanto, na prova da segunda parte. Para isso, consideremos as funcgoes,

d d
6(!13,)\) - ayl(xv)‘) € 77($7)‘) = ayQ(l‘, )‘)

onde y;(x, ) e ya(z, A) sdo as solugdes linearmente independentes de (2.7) satisfazendo (2.8).

As funcgoes &(x, A) e n(z, A) satisfazem, respectivamente, as equagoes

(2.17)

3
—
8
Nt
—+
=
Na¥
>
—
=
8
=
I

{ E(x, N + (q(x) + Nz, ) = —yi (2, M),
+ —yg(l’, )‘)
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e a condicao inicial homogénea
£(0,A) = £(0,A) =n(0,A) =7/(0,A) = 0. (2.18)

Por outro lado, seja y(x) a solucdo de (2.7) linearmente independente com p(x) dada pelo
Teorema 2.4. Observe que, como p(x) é autofuncao de £ associada ao autovalor \g, y(x) é solucao
de (2.7) para A = ). Logo, existem constantes c¢; e ¢y tais que yo(z, \) = c1p(z) + coy(x) e
constantes c3 e ¢4 tais que yi(x, \x) = czp(z) + cay(x).

A fim de encontrar ¢; e ¢z, consideremos os dados iniciais sobre y; (z, A) e yo(x, A) para obtermos

0 seguinte sistema,

0 = 2(0, \) = e1p(0) + c2y(0), (2.19)
1 =95(0,\x) = 19’ (0) 4 c29/(0).
Dai, usando o Teorema 2.4, o determinante da matriz dos coeficientes é dado por
0 0
det [p,( ) ] ~ W(p5)(0) = 1.
p'(0) ¥'(0)
Logo, usando a Regra de Crammer, as solugdes do sistema (2.19) sao
0 y(0) p(0) 0
1 y'(0) p0) 1
clzf:—y(O) e czzf:p(O).
Assim,
y2(@, Ae) = —y(0)p(z) + p(0)y(x) . (2.20)
Da mesma forma, obtemos
yi(z, Ak) =y (0)p(z) — p'(0)y(z). (2.21)
Portanto, usando (2.15), (2.20) e (2.21), segue que
y(m Ak) =1 =0p(0)p'(0),  wi(m, Ax) = —0(p'(0))?,
(2.22)

ya(m, Ax) = 0p*(0) e Yo(m; Ak) = 1+ 0p(0)p/(0).

Agora, resolvendo o sistema nao homogéneo (2.17) com condigoes iniciais (2.18) e usando (2.22)

para avaliar as solugoes em © = 7 e A = \;, encontramos

§(m, ) = v, Ax) /0“ Y2(D)y1 () dt — ya(m, Ai) /0” yi(t)dt
= (1= 0p(0)p'(0))(y1, y2)r2,, — 0p*(0) |||z,
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n(m ) = (A / TR0t — ya(m, M) / " (t)alt)de
= (1= 0p(0)p' (0)[l9all72., — Op*(0)(y1, y2) 1.,

lm ) = yh(m A / "ot (0)dt — () / "ty
= —0(0'(0))*(y2, y1)12,, — (L +6p(0)p'(0)) [l |72,

vrn) = sim ) [ s0de - welm ) [ n(om(od
0 0
= —0(0'(0)*lwallz,, — (1 +0p(0)p'(0)(y1, )12, -
Portanto, a derivada A’(\) em A = A\, é dada por
A'(Ag) = &(m M) + ' (7, Ax)
= (1= 0p(0)p' (0)(y1,y2)r2,, — 0P*(0)[ly1[1Z2,,
—0(p'(0))*llall72., — (1+p(0)p'(0)(y1,y2)rz,,

= =0 (w72, *(0) + 2(y1, y2) 12, P(0)P'(0) + [|y2]| 2, (1(0))?

Observemos que o termo que aparece multiplicando € acima é uma forma quadratica positiva

de R? avaliada em (p(0),p'(0)) e que p(0) e p’(0) nao se anulam simultaneamente. Logo,

A'(M\)f < 0. (2.23)
A desigualdade (2.23) nos fornece a prova do teorema, pois se § < 0, entao A’(\;) > 0 e dai,
Ak = Agp_1. Se 0 > 0, entdao A'(A;) < 0 e assim A\ = A\y,. A Figura 2.1 ilustra melhor este fato.

Como 60 # 0, A\, nao é raiz dupla da equagao caracteristica. a

Veremos nas Secoes 3.4 e 4.3, pag. 47 e 91, respectivamente, que zero ¢ um autovalor de um
operador de Hill £, associado & uma autofun¢ao que possui dois zeros no intervalo [0, L). Além
disso, através de uma computacao numérica, constataremos que a constante ¢ é negativa. Portanto,
aliando estas condi¢oes com o Teorema 2.6, obteremos que o autovalor zero é simples e é o segundo

autovalor no espectro de L.

2.2 Familias isonerciais de operadores autoadjuntos

Nesta secao abordaremos os conceitos de indice de inércia de um operador e familias de opera-
dores isonerciais. Além disso, demonstraremos um teorema desenvolvido por Neves em [62], que

garante, sob certas condi¢oes, que uma familia de operadores de Hill é isonercial.
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Figura 2.1: Gréfico da fungao A(N\).

Os operadores com o qual lidaremos neste trabalho sao autoadjuntos, seu espectro coincide

com o conjunto dos autovalores e satisfazem a seguinte propriedade.

P: Existe v > 0 tal que o espectro de L que fica a esquerda de 7 consiste de um numero finito

de autovalores e o espago gerado pelas respectivas autofungoes possui dimensao finita.

Para estes operadores faz sentido estender a defini¢ao de inércia.

Definicao 2.7. Seja L um operador autoadjunto definido em um espaco de Hilbert H de dimensao
infinita e que satisfaz a propriedade P. Definimos o indice de inércia In(L) como sendo o par
(n,z), onde n € a dimensdo do subespago negativo de L (subespaco gerado pelas autofungoes as-
sociadas aos autovalores negativos) e z € a dimensdo do subespago nulo de L (subespago gerado

pelas autofungoes associados ao autovalor zero).

Definimos também, familia isonercial de operadores.

Definigao 2.8. Uma familia de operadores autoadjuntos Ls := L(s), que depende de um parametro

s, € chamada isonercial se o indice In(Ls) nao depende de s.

O método utilizado para se obter familias isonerciais de operadores é baseada na lei de inércia

de Sylvester (cuja demonstracao pode ser encontrada em [33]).
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Lema 2.9. (Lei da inércia de Sylvester generalizada) Se L é um operador autoadjunto e M é um
operador limitado e inversivel com adjunto M*, entao In(MLM*) = In(L), onde MLM* é um

operador autoadjunto com dominio M*(D(L)).

Veremos agora como este lema é 1til para obtermos uma caracterizacao para as familias de ope-
radores isonerciais. Suponha que a familia de operadores £(s) depende suavemente do parametro

s e satisfaz a seguinte equacao

dr

i B(s)T'(s) + T(s)B*(s), (2.24)

onde B(s) é um operador dado. Suponha também, que M (s) seja uma solugao da equagao

EM(S) = B(s)M(s), M(sg) =1. (2.25)
Como L(s) satisfaz (2.24), temos
L(s) = M(s)L(so)M"(s). (2.26)

De fato, podemos ver que M(s)L(so)M*(s) é solugao do problema

%T(s) — B(s)T(s) + T(s) B*(s),
T(so) = Lo= M(s0)L(s0)M"(s0),
posto que,
d d d
75 (M(8)L(s0)M™(5)) = M(s)L(s0) - (M"(s)) + = (M(s))L(s0) M"(s)
= M (s)L(so)M*(s)B*(s) + B(s)M(s)L(so)M*(s)
= [M(s)L(s0) M (s)] B*(s) + B(s) [M(s)L(s0) M"(s)] -

Uma vez que M (s) é um operador inversivel e limitado, temos pelo Lema 2.9, que
In(L(sp)) = In(M(s)L(so)M*(s)) . (2.27)

Logo, por (2.26),
In(M(s)L(so)M*(s)) = In(L(s)) . (2.28)

Portanto, de (2.27) e (2.28), a familia £(s) ¢ isonercial. A equacdo (2.24) é conhecida como a

equagdo que governa as familias de operadores isonerciais.
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Estes conceitos foram usados, em [62], para estudar as familias de operadores de Hill da forma
L(s)(h) = —h"+ Q(z,s)h, (2.29)

com dominio D(L(s)) = H2,.([0,7]), para todo s € R. O potencial Q(x,s), é assumido ser

per

periédico, com periodo 7 no espaco e continuamente diferenciavel para x € R e s em um intervalo

I C R. Mas precisamente, em [62], o autor obteve o seguinte resultado.

Teorema 2.10. Considere L(s) o operador de Hill,
L(s)(h) = =h"(z) + Q(z, s)h(x)

com dominio D(L(s)) = H2,.([0,7]). Se

per

(H) A =0 € um autovalor de L(s), para cada s no intervalo I

e o potencial Q(z,s) € continuamente diferencidvel, entio a familia de operadores L(s), s € I, é

isonercial.

Demonstracao: A estratégia da demonstragao consiste em exibir um operador B(s) e entao
mostrar que o problema (2.25) admite uma solugao inversivel M (s). Desta maneira, L£(s) satisfara

a equacao (2.24) e portanto, serd uma familia isonercial de operadores.

Na demostragao deste teorema, usaremos técnicas da teoria de Floquet (ver [60]). Observe que

o nicleo de L(s) é constituido de todas as solugoes periédicas da equagao de Hill
—y + Qy=0. (2.30)

Observe também, que a equacao (2.30) é fechada com relagdo ao produto de duas solugoes, no

seguinte sentido, o produto de quaisquer duas solugoes de (2.30) é solucao da equagao

Além disso, se y; e y sdo duas solugoes linearmente independentes de (2.30) entdao vy, y192 e y3

sao trés solugoes linearmente independentes de (2.31).
Por outro lado, a hipdtese (H) é equivalente a equagao de Hill (2.30) possuir solu¢ao nao trivial.

Considerando entdo T'(s), com dominio D(T(s)) = H2 ([0, 7]), dado por

per

T(s)y =—y" +4Qy" +2Q'y,
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temos, pelo Lema 3.2 de [60], que se a hipdtese (H) é satisfeita, entao o nicleo de T'(s) possui
dimensao 1 ou 3. Ademais, o caso de dimensao 3 ocorre se, e somente se, todas as solugoes de
(2.30) sao periddicas com periodo .

Sejam y; = y1(x, s) e y2 = y2(x, s) duas solugdes quaisquer de (2.30) linearmente independentes.
Estas solugoes sao continuamente diferenciaveis em todas as varidveis. Diferenciando (2.30) com

respeito a s, temos que

2 = (iigg (z,s) e 29 1= %(m,s),
devem satisfazer
" dQ
21 + QZl + — Y1 = 0 (232)
ds
¢ d
—22 + Oz + d—ng =0, (233>

respectivamente. Multiplicando (2.32) por ys e integrando de 0 & m, obtemos

Tl'dQ s
/ T y1yo2dx =/ —21(—yh + Quo)dx
0 S 0

Porém, como —yj 4+ Qys = 0, vemos que
T dQ
— dr =0. 2.34
/0 ds Y1y20 ( )

Similarmente, multiplicando (2.32) por y;, encontramos

/ yrda = (2.35)

Também, multiplicando (2.33) por ys, deduzimos

o ,
/0 oz (2.36)

Portanto, agrupando (2.34), (2.35) e (2.36), temos

ds € [?/%ygjylyzﬁ

Por outro lado, como y, y3 e y19» sdo solugdes linearmente independentes da equagao (2.31) e esta

equacao é linear e homogénea, temos

W3, Y3, 11ye] = Ker(T(s)) .
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Consequentemente, J
e € Ker(T(s))*. (2.37)
ds
Além disso, para todo u € D(T'(s)) e v € D(T*(s)), vale a igualdade
(T(s)(w),v) 3, = (@, T(s)(V) 3, »

isto é,
(—u" +4Qu’ + 2Qu, U)L%er = (u, T*(s)(v)) 2 - (2.38)

per

Logo, como u e v sao periddicas com periodo 7 segue, de (2.38),
(0, T*(5)(v) gz, == (W 0)py +4(Qu' ) +2(Quv)p,
= (u,v" —4'Q — ZQ/U)L,%ET = (u, _T(S)@))Lier :
Dai T*(s) = —T'(s) e, por (2.37),

% € Ker(T(s))* = Ker(T*(s))*.

Agora, a equacao —y"” +4Qy’ + 2Q'y = 0 pode ser reescrita na forma

uy 0 1 0 Uy
uhy | = 0 0 1 U9 ,
A 200+49Q 0 0 U3
onde uy = —y, u} = uy e uy = uz. Como a matriz acima é continua, usando a alternativa de
Fredholm temos que a equagao
—y" +4Qy +2Q'y = % (2.39)

possui pelo menos uma solugao periédica de periodo 7. Seja entao b = b(z, s) tal solugao periddica.

Considere o operador B(s) definido por,
B(s)(h) = (2bh) +b'h (2.40)
onde " denota a derivada em z. Ademais, o operador adjunto de B(s) é dado por

B*(s)(h) = —2bl + Vh. (2.41)

Mostremos agora que os operadores L(s), B(s) e B*(s), apresentados em (2.29), (2.40) e (2.41),

respectivamente, satisfazem a equagao que governa as familias de operadores isonerciais (2.24).
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Com efeito, por um lado temos
((BE + EB*)(S)) (h) = B(s) (E(s)(h)) + L(s) (B*(s)(h))
= —3b'h" + 3b'Qh — 2bh"" + 2bQ'h + 2bQh’ + 2 (b’h" +V"h' + on”

+b/h1/) . b/l/h o bl/h/ . b/h/l o bl/h/ . QQbhl + leh — hdiQ;
S

ou seja,
(B(s)ﬁ(s) + E(S)B*(s)) (h) = h%@. (2.42)
Por outro lado, p p p
%E(h) = g(—h”(x) + Q(x,s)h(x)) = th. (2.43)

Assim, agrupando (2.42) e (2.43), obtemos o desejado.

Resta agora, verificarmos que existe um operador M (s), inversivel e limitado tal que (2.25)

ocorre. Note que, o problema de Cauchy,

du
4~ Beul) (2.44)
u(sg) = ug

¢ uma EDO linear de primeira ordem com coeficientes suaves. Portanto ele é soluvel para valores
negativos e positivos de s e u(s) é inversivel e limitado. Portanto, M (s) definido por (2.25) estd

bem definido, é inversivel e limitado.
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CapPiTULO 3

Estabilidade de Ondas Viajantes para

BBM com termo nao linear fracionario

Estudaremos neste capitulo a existéncia e a estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas

para a equacao BBM com termo nao linear fracionario,
3
Up — Uggy + (u+ |ul2), =0, (3.1)

onde u : R x R — R é periddica de periodo L na variavel espacial x. Além disso, como nao se
tem um resultado de boa colocacao para esta equacao, até onde temos conhecimento, provaremos

tal resultado, o qual é necessario quando se fala em estabilidade de ondas viajantes.

No contexto da equagdo (3.1), as ondas viajantes periddicas sao solugoes da forma u(z,t) =
¢(x — ct). Abordaremos aqui o caso em que ¢ é positiva. Esta condicao é exigida, pois precisamos
fazer uma determinada mudanga de varidvel em (3.23), pag. 34, e precisamos que a fun¢ao @

definida em (3.55), pag. 49, seja suave.

Substituindo u(z,t) = ¢(x — ct) na equagao (3.1), temos
—cf (x — ct) + ¢ (x — ct) + (¢(z — ct) + ¢ (x — ct)) = 0.

Integrando esta ultima equacao, obtemos a EDO que nos fornece ondas viajantes para a equagao
(3.1),
—c¢" +(c—1)¢p— ¢ + A=0, (3.2)

onde A é uma constante de integracao.

Dessa forma, para (c, A) fixados convenientemente, se ¢ = ¢, ) ¢ uma solucdo periédica e
positiva para a equagao (3.2), entdo u(x,t) = ¢(x — ct) é uma solugao periddica, na varidvel x,

para a equacao (3.1) com velocidade c.

23
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Com o intuito de obter estabilidade para uma classe de solugoes ondas viajantes periddica da
equagao (3.1), seguiremos as ideias desenvolvidas por Benjamin, [21]-[23], Bona, [26], e Weinstein,
[70]-[71], e principalmente as ideias desenvolvidas por Grillakis, Shatah e Strauss em [36], fazendo

as alteragoes necessarias. Para isso, consideraremos as seguintes quantidades conservadas

Provaremos que estas quantidades sao conservadas mais a frente no Lema 3.2. Note que, (3.2) é

na verdade a equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional
Fieay(uw) = E(u) + (¢ = 1)Q(u) + AV (u), (3.4)
ou seja, ¢, 4y ¢ solugao de (3.2) se, e s6 se, ¢ a) satisfaz a equagao

E'(w) + (c — 1)Q'(u) + AV'(u) = 0. (3.5)

Um dos passos cruciais de nosso trabalho, consiste em mostrar que ¢ 4y ¢ um minimo local
do funcional F 4y, restrito ao vinculo My, definido em (1.14). Tal minimizacao é importante, pois

ela garante uma propriedade de positividade em um conjunto conveniente para o operador

3 1
Ll 1= F'(0ten) = =+ |(e= 1) = 301 . (36)

o qual é util para obtencao da estabilidade, conforme veremos na ultima secao deste capitulo. Nossa
estratégia para obter a estabilidade orbital sera provar que as condigoes, que citamos abaixo, sao

verdadeiras e em seguida, provar que elas implicam na estabilidade.
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( (P,) Existe uma curva suave nao trivial de solucoes periédicas para (3.2)
da forma k€ J CR — ¢ := @e(h,0),A(k,L)) € H? ([0, L]) onde J

per

¢ um intervalo a ser determinado,

P1) o operador linearizado Ly := L (k1) A(k.,)) POSSUi um unico autovalor
(c(k,L),A(k,L))

negativo, o qual é simples,

(P,) o autovalor 0 é simples e estd associado com a autofungao ¢},

0 0 0
(P) @ <£k (%) %> . <M,;<¢k>, %> <0, onde

dc 0A
My (u) == B (u) + %V(u)

\

A partir daqui, todas as vezes que nos referirmos as propriedades P;’s, estaremos nos referindo

aquelas apresentadas no inicio do respectivo capitulo.

Na primeira se¢ao deste capitulo, provaremos que o problema de Cauchy associado a equacao
(3.1) é globalmente bem colocado em H}, ([0, L]). Nas duas secoes seguintes, explicitaremos a
curva de solugoes mencionada em Fy. Na quarta se¢ao, obteremos as propriedades espectrais sobre
o operador Ly, isto é, as propriedades P; e P,. Finalmente, na quinta e iltima secao, garantiremos a

propriedade P; e veremos como todas estas propriedades nos fornecem um resultado de estabilidade.

3.1 Boa Colocacao Global

Nesta se¢ao, provaremos que o problema de Cauchy periddico, associado a equagao (3.1), dado
por
3
Up — Ugyr + (U4 |u|2), =0,

u(z,0) = uo(z),
é globalmente bem colocado em H! ([0, L]). Observe que, sem perda de generalidade, podemos

per

assumir que L = 27.

Nossa estratégia para obter boa colocacao, sera usar argumentos de ponto fixo. Os argumentos

que usaremos aqui sdo similares aos encontrados em [20)].
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Observe inicialmente, que a equacdo (3.1) pode ser escrita, de maneira formal, da seguinte

forma

(1— 02wy = —0,(u + |ul?). (3.9)

Por outro lado, aplicando a transformada de Fourier, também formalmente, em ambos os lados de

(3.9) na variavel espacial x, obtemos

(1+ K)y(k) = —ik(u+ |u]2)"(k), k€ Z.

Logo,
k) = o D0 = | (55 | e+ e = (10 oot ) o),
onde K ¢ tal que .
Ku(k) = 1_: (k)
Assim,
w = K % (u+ [ul?). (3.10)

Portanto, integrando (3.10) de 0 a t e usando que u(x,0) = ug(z), obtemos a forma de Duhamel
t 3
u(z,t) = ug(x) +/ K« (u+ |u|2)(z, 7)dT, (3.11)
0

associada ao problema de Cauchy (3.8).

Teorema 3.1. Para cada ug € H!

per
que uw € C([0,T); H),,.([0,27])). Além disso, para todo T" < T, existe uma vizinhan¢a V. de ug em

([0,27]), existe T > 0 e uma unica solugcdo u de (3.11) tal

HL ([0,27]) tal que a aplicagdo dado-solugdo

per

F: V— C([-T",T"); Hy, ([0, 27]))
vo — F(vg) = v(x,1)

€ continua.

Demonstracao: Nosso primeiro passo na demonstragao sera mostrar a existéncia e a unicidade

local. Para isso, considere entao um tempo 17" > 0, a ser escolhido, e defina o espaco

X = C([0,T]; H,,,([0,27))),

per
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munido da norma, [[ul|x = sup |lu(t)||#z,, . Além disso, defina o operador A por
te[0,7

A X — X
u +— A(u) =ug —i—/tK* (u+ |u|?)dr.
0
Existéncia Local: Com o intuito de usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, verificaremos
que existem ry > 0 e T > 0 tais que, A(u) € B,, sempre que u € B,,, onde
By, = {u € X;|lullx <o},
e que A: B,, — B,, é uma contracao.

Supondo que w € H', ([0, 27]), temos

per

+o0o +oo
. R K
1K *wllfy — =2m) (L+K)KF)PIak)* =2r) (1+ /fz)m\w(k)\2

per

—+o00
<2m ) (1+ KDk = wliy

ou seja,
K *wllg, < |wlla, - (3.12)
Note que se w € L2,.([0, 27]),
+oo ) k2 ) +oo ka )
2 . ~ . o~
K s wllzy, = 2m Z.o(l +k )mW(W = 2772.0 mm(/{?ﬂ
+00
<2m Y " |w(k)? = [lw]3s,
—00
isto é,
K * wllay, <llwlc,. (3.13)
Além do mais, usando imersao de Sobolev, obtemos
3 3 3 3 9.0 2
el Iz, = Mel?lZz,, + 1CulY 1z, = Ml 1z, + Zllulz Iz,

9 27 9 21
a2+ el esen) |2, = / ol + 2 / o P
per 4 per 0 4 0

2 9 2
<Ml [ fuPde+ Jlull [ 1Pl < Clulfy,
0 0
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Resumindo,

:
lfwl? ., < Collullz, - (3.14)

per

Portanto, fixando uy € H},,.([0,27]) e agrupando (3.12) e (3.14), encontramos

per

[Aw) |

per

< [luoll sy

per

t
+ / 1K (et fuf?) sy, dr
0
t 3
< llwollay, + / o+ Jul* |y, dr
0
¢ 3
< ool + | (Wl + Collly, )
0

per

3
< llwollmy,, + T (Jlullx + Collull% )
para todo t € [0,T]. Dal,

3
lAullx < lluolla, +T (Ilullx + Collully ) (3.15)

per

Note que (3.15) nos permite concluir que A : X — X estd bem definido.

Por outro lado, usando (3.13) e o Teorema do Valor Médio, temos que existe § € (0,1) tal que

3 3 3 3 9 1
1K (ulz = ol2)1F < (]2 = [ol2)l7s, = ZLWU + (1= 0)ul>(u—v)[|7

per

9 [ 9
= 1/0 60v + (1 = O)ul|u — v[*dzx < 1(9||v||m + (1= 0)||ulloo) | — vllig”

< Clllag,, + lullmy, v — vl

per per per

< Clllx + llullx) Ju — vl

per

para todo u, v € X, ou seja,

3 3 1
I (fulz = [o]2)][ag,, < Culllvllx + llullx)? lu — vl &

per — per”

(3.16)
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Logo, (3.12) e (3.16), nos fornece
¢ 3 3
JAu— Avlly, < [ (1K (= o)y, + 1K+ (uf? = jol#) |y, ) dr
0
t 1
< [ (1u=vllag, + ool + ullx) e = ol ) dr
0

t

— [ = vl (1+ Culllolls + o)) dr
0

< Tl = vllx (1+ Ci(lollx + ullx)?)

Portanto,

JAu— Avllx < Tlhu—vllx (1+ Calllvllx + lullx)?) - (3.17)
Finalmente, se u, v € B,,, temos a partir de (3.15) e (3.17) que

3
lAullx < lluolla, +7 (ro+Corg) e [ Au— Avllx < Tllu—ovllx (1+Ci(2r0)?)

per

Escolhendo 7¢ := 2||ug|| g

per

1 . -
eT = 5(1 + Cy/10)7", onde C = méax {CO, \/501}, obtemos

T 1 T 1 1 T
| Aullx < 5+ Tro (14 Corg ) < 5+ ro5(1+ Covfie) ™ (14 Corg ) = 2+ 22 =g

(1 n Cl(2r0)%>
(14 C1v/2r0)

1 1 1
| Au— Avllx < Tlhu = vllx (1+ Cr(2ro)?) < 5 u = vllx = Sl —vlx.

Concluimos desta maneira que A : B,, — B,, é uma contragao e portanto existe uma tnica
u € B,, tal que Au(t) = u(t), para todo t € [0, T].

Unicidade: Suponha que u e v satisfagam a forma de Duhamel (3.11), com dados iniciais ug
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e vy, respectivamente. Usando (3.12) e (3.16), obtemos
t
() = v®llm,, < o — vollmy,, + / (15 % (= ) g, + 15 5 (ul® = [o1¥) g, ) dr

t

< o = vollg, + | (llu = vllag, + Cullllls + lul)Hu = ol ) dr
0

1
= o=l + [ Tu=vllng, (1 Callol + ol ) dr

t
= o = wlly, + (14 Collol + ) [ ur) = o),

per
Dessa maneira, usando a desigualdade de Gronwall, vemos que

lu(t) = o)., < lluo — vollm o(IFCa Ul xFlul )2 )¢ | (3.18)

per
para todo t, tal que u e v estdo definidas. Portanto, se considerarmos ug = vg, temos que u(t) =

v(t), para todo t tal que u e v estdo definidas.

Dependéncia Continua: Verificaremos que para todo 7" < T, existe uma vizinhanca V' de

ug em H! ([0,27]), tal que a aplicacao dado-solucao F ¢ continua.

per
Note que, para a fun¢do F' estar bem definida é preciso mostrar que a funcao vy — T = T'(vp)
é semicontinua inferiormente em wg, onde T,, := T'(vg) é o tempo de existéncia de solugdo com
dado inicial vy. Em outras palavras, precisamos provar que existe uma vizinhanca V' de ug, de tal
modo que, para qualquer vy que se escolha em V', a solugao v, tal que v(x,0) = vy, evoluird até o
tempo 1".
Para isto, defina V' por

1 /1 1\?
V.= {UO € Hper([O, 271']), H'UO — uOHH;%cr < (5, onde 0 <9 < E <ﬁ — T) } .

Observe que, se vy € V, entao

<0+ ||uol| gz -

per”

voll a2, < [lvo — uollaz,, + lluoll

per per per
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Dali, considerando so := 2vg|| a3, temos

1 - ~ - ~ -
s =1+CVs =1+ Cv/2|[volly < 14 Cv/20 + 2|Jugly < 1+ CV25 + Cv/2|uol)

—1+C\/_+C\/_——+C\/_<—+\/_C\/ (%_%)2

1 1 1
< g +VC Mc( _T):ﬁ'

Portanto, o tempo de existéncia T, satisfara
To >1T'.

Desta maneira, v evolui até T, que estd além de 7" e portanto a funcao F fica bem definida.

A continuidade da funcao F' segue de (3.18). O

Lema 3.2. Os funcionais E, Q eV, definidos em (3.3), sao conservados.

Demonstragio: Definindo A = (1 — 82)2 e usando que u € C([0,T], H. ) juntamente com a

per

forma de Duhamel (3.11), podemos escrever
up = —A 20, (u + |ul?). (3.19)

temos A~20, (u + |u|2) € H}

Por outro lado, como A~2 € B(L2,., H2 ) e u e |u|? estao em H: er

per’ ~ < per per’

1
e assim u; € H,,,.. Portanto,

0

EHU(@H?{;W = 2(u, )y,

= —2(u, A"20,(u + |u|%))H;er

L
= —2/ AUAA28, (u + |u|2)dz
0
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isto é,
0
Oy, =2 [ AunT 0, e
ot 0
L
2/ uNA1 0, (u + |u|?)dx
L
2/ u0y(u + |ul2 2)da
0
Portanto,

i )|z _/La W s n(u)lul? ) dz =0
at H;er - 0 x 5 g — Y.

Isto implica que () é conservado.

Para provar que E é conservado, provaremos primeiro que
1

L
4 5
P(u) := —/ u? 4+ —sgn(u)|u|2dx
2 J, 5

é conservado. De fato,

9] L 3
gP(u) :/o (u+ |ul2)ude

L
:/ (u+ A28, (u + |u] ) dz
0

— /L A u A Ju) DA (u + |u|? )dw
ou seja, 0
_p :—-/ Do (A + [ul$))2dz = 0.
Dessa maneira, como E = Q P, temos que E é conservado.

Para ver que V' é conservado, basta integrar (3.19). O

Teorema 3.3. Para cadaug € H'_ ([0, L]), o problema de Cauchy (3.8) € globalmente bem colocado

per

em H' ([0, L)), comu € C(R; H, ([0, L])).

per per

Demonstragao: Verificaremos primeiro que a solugao u de (3.11), com dado inicial ug, pode ser

estendida para R. De fato, considerando vy = u(T") e a equagao integral

o(t) = o +/0 K+ (v+ |o]3)(r)dr. (3.20)



3.1 Boa Colocagao Global 33

temos pela teoria local que existem T' > 0 e uma tnica solucdo v para a equacio (3.20) tal que

ve C(0,T]; H!

er)- Definindo entao

t 0o<t<T
w(x,t) : {u(aj,)se -

v(z,t—T) se T<t<T+T,

constatamos que para todo T < s < T,

w(T+s) = v(T+s—T)=uv(s)

= vo—l—/ K*(U+\v|%)(:c,7')d7'
0

= u0+u(T)—u0+/ K*(v+|v|%)(x,7')d7'.
0

Mudando a variavel £ — T = 7, temos

T+s .
w(l+5s) =ug+ull)—ug+ [ Kx@+]o]?)(@¢—T)de
T
T 3 T+s 3
= u0+/ K« (u+ |u|2)(z,7)dT + K« (v+|v|2)(z,§ — T)dE
0 T
T+s 3
= ug+ K % (w+ |w|2)(x, 7)dr,

0

para todo T < s < T isto é, w é a extensio tnica da solucdo u de (3.11) ao intervalo [0, 7 + T7.

Disso segue que .

1+ 61 /2||UO||H;;61”

Como w é uma solugao de (3.8) a norma H;er de w é conservada no tempo, isto é,

T =

= |[u(T)lms, = uolla, . Vte[0,T).

per per

[ ()]

per

Dali,
T =

1 B 1 B 1 .
1‘}‘01/2“1]0”}]}%% 1+01/2||U(T)||H;W 1+C~1Q/2||U0||H;W

Portanto, concluimos que a solugao u de (3.11), pode ser estendida & C([0, 27, H'.,.([0,27])).

per

Repetindo este processo, constatamos que u pode ser estendida a C([0,00), H,,,([0,27])). Além
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do mais, como K nao depende de ¢, a forma de Duhamel (3.11) é reversivel no tempo e assim u

pode ser estendida para toda a reta, isto é, u € C(R, H',.([0, 27])). O

per

3.2 Solucgoes explicitas por quadratura

Nesta segao, explicitaremos solugoes para a equacao (3.2) em funcdo das fungoes elipticas de

Jacobi, utilizando o método da quadratura.

Multiplicando (3.2) por ¢, temos

(1= ) + cd"d + p2¢ — A¢/ = 0.

Esta equacao pode ser reescrita como

(1 - C) ! c / / 2 % ! ;o
S @) @) 1 ¢ (@] - ad =0,
Logo, apds integracao, obtemos
5 ¢ + 5@ ) + :(0)2 —A¢ =B, (3.21)

onde B ¢é outra constante de integracao. Escolhendo B = 0, (3.21) se torna

4 s e—1, 24
+ gy 5. (3.22)

Mudando a varidvel ¢ = v em (3.22) e dividindo ambos os lados por 492 (¢ > 0), temos

5A 1

W= é (—W N 5(04— D2 4 - ) = =P(), (3.23)

Como procuramos solugao explicita ¢ > 0, precisamos de 1 positiva ou negativa (¢» ndo pode
mudar de sinal). Para isso é suficiente que o Polinomio P(v) tenha trés raizes reais, 51, Sz e 53

tais que 0 < By < f3. Ver Figura 3.1.

Por outro lado, o polinémio P = P(v¢) pode ser escrito na forma

P(w) = (w - 51)(1/1 - 52)(53 - w)-
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P

Solugées Positivas

\/

ﬂIN_/gzv 63 {

Figura 3.1: Gréfico do Polinomio P(t) = —3 4 2142 4 54,
Isto nos leva a estudarmos o sistema
( 5(c—1
Bi+ B2+ B3 = ( 1 )-/
B1P2 + B1Ps + B253 = 0, (3.24)
H5A
B18233 = o
\

Suponha, que o sistema (3.24) admite solucao S = {01, B2, 83}, onde os [;’s sdo reais e 0 <
’ 5 ) y M3 S
Pa < B3 (veremos adiante condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de solugao). Usando

a primeira equacao, temos

1
Sc AL+ Byt fBy) +5
Logo, (3.23) pode ser reescrito como

1 1

W)= QP(QM N 4(By + Ba + B3) +5

(= ) (¥ — B2)(Bs — ). (3.25)

Definindo p = %, obtemos
3

Bs

(07

()7 ==(p—m)(p—n2)(1~p), (3.26)
onde a =4(f1 + P2+ B3) +Hen = %, i =1,2. Note que p € (n2,1).

Consideremos agora a mudanca de variavel

p =1+ (ny — 1)sen(£), (3.27)
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onde £(0) =0 e £ €[0,%]. Apds alguns célculos, vemos que

N2 __ & o . 1 - Up) 2
(&) = - (I—m) |1 = msen €)] .
Defina agora . By 3 5
2. _ + 72 P3T P2 B
K S l-m Bs—B ¢ )\._404(1 )
Observe que, 0 < k> < 1e
(€)% = A1 — K?sen’(€)).
Além disso, 8 b 8 b8
_ P N _ PP 3 — b1
A= 4a(1 7]1) 4o 4[4(51 + 62 + 53) + 5] > 0.

Dessa maneira, podemos reescrever a equagao (3.29) como
é*/
VA1 — k2sen?(€)

1=

Integrando (3.30) de 0 & z, segue que

1 z 1
[ "(s)ds,
\/X/o V1 —kzsen2(§(s))€( )

e por mudanca de variaveis,

[ dy _
Vaz = /O el F(E k).

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Contudo, o lado direito de (3.31) é justamente uma integral eliptica de primeiro tipo. Logo,

por propriedades de fungoes de elipticas, ver apéndice,

sen(&) = SN(VAz; k).

Substituindo (3.31) em (3.26) e usando o fato que SN? + CN? = 1, obtemos

p=n+ (1 —n)CON*(V Az k).

Das definicoes de p, A\, ; e a, segue que

53_51

¥(z) = B2+ (B3 — B2)CN? (\/16(

B+ B2+ B3) +20 z;k:),

(3.32)
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onde k é definido em (3.28).

Finalmente, como ¢ = 1)?, encontramos

2
2 Bs — b ‘
B2+ (B3 — B2)CN <\/16(ﬁ1 B+ Ba) 1 20 z; /f)] ; (3.33)

como sendo uma solucao positiva para a equagao (3.2).

¢(2) =

Na verdade, podemos expressar o que acabamos de fazer, através da seguinte proposicao.

Proposicao 3.4. Seja S = {p1, 52, B3} solugdo do sistema (3.24), com 0 < [y < P3. Entdo,

2
B ) B3 — B . 2_ Bs— P
B2+ (Bs — B2)CN (\/16(51+ﬁ2+53)+20 Z’k>]  k B — By

¢ uma solugdo positiva para a equacgdao (3.2).

¢(2) =

Veremos agora, algumas condigoes necessarias e suficientes para que o sistema (3.24) admita

tal solucao.

Para isso, considere um novo sistema, formado apenas pelas duas primeiras equagoes do sistema
(3.24), isto é,

But oty = )

(3.34)
B1B2 + 185 + P23 = 0.

A principio, estudaremos esse sistema e veremos sob quais condicoes, ele admitira solucao real,
satisfazendo a condicao 0 < [y < f3. Basicamente, explicitaremos (; e (3 como fungoes das
varidveis s e ¢. Assim, se escolhermos A = 13533 no sistema (3.24), o mesmo admitird a solugao

desejada.

Proposicao 3.5. Se o sistema (3.34) admite solucao S = {51, B2, B3}, com 0 < By < B5. Entdo,

o(c—1 o(c—1
c>1 e 0<62<M<63<M.
6 4
Reciprocamente, se By satisfaz
5(c—1
O<52<% com c—1>0,

entdo o sistema (3.34) admite solugio S = {1, Pa, B3}, com 0 < By < Ps.
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Além disso, podemos expressar

i) = 5 (L5 - ) + VAT

N (ac - ¥>2 4 <x2 _ 5(64_ 1);(;) |

Demonstracao: (=) Isolando (31 na primeira equagao de (3.34), temos

=2 g,

Por outro lado, multiplicando a primeira equagao de (3.34) por (2, obtemos

S(c—1)

onde

B1B2 + P23 = By — 3.

-1
4
Assim, substituindo estas duas tltimas equagoes na segunda equagao do sistema (3.34), encontra-
mos

e (6,4 ) = 83+ a2 (3.35)

Dessa maneira, como 0 < f5 < (3, obtemos de (3.35), que (¢ — 1) > 0.

Provaremos agora, a segunda afirmacao, isto é,

Resolvendo a equagao quadrética (3.35) para (33, vemos que
1 /5(c—
Bs(B2) = 5 ( (C4 b _ 52) ﬂ:% Ac(B2), (3.36)
onde )
Ad(f) = <ﬁz e 1)) 4 (ﬁ% e 1)52) .

Como os (3;’s sdo reais por hipdtese, obrigatériamente devemos ter A.(f2) > 0. Contudo, os

zeros de A.(f2) sdo —5((;—51) e @- Além disso, se 3, = 5(04_1)

, entdo de (3.36) temos que 3 = 0,
o que contraria 0 < [y < 3. Portanto, 5 deve estar no intervalo <0, @) Ver Figura 3.2.

Uma outra questao que surge, é se devemos considerar o caso positivo ou negativo em (3.36).

Note que, se By = Bo 1= 5(0151) € <0, 5(84_1)>, entao no caso negativo, teremos

a(ng) = 2D (% _ %) <0,
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—— e ————————

Se-) N Se-1) Se-1) Se-1) B
12 2 6 4

Figura 3.2: Grafico da funcao A.(fs).

o que também contraria 0 < B < (3. Portanto, devemos ter o caso positivo, isto é,

) = 5 (2 - ) + 5 VAT

Como (3 é decrescente como funcao de (35 no intervalo <0, M) by = C—l) ¢ um ponto fixo
para B3(B2), a relagdo 0 < [y < P3 implica que 0 < [y < 8D Consequentemente, devemos ter
5( ) < By < S(C Y Ver Figura 3.3.

Concluimos disso, que

0< B < 5(66_ D By < 5(64_ Y. (3.37)

(<) Se By € ( Slez 1)) com ¢ — 1 >0, entdo A.(f2) > 0 e dai

o= () = 5 (2 - ) + 5 VA

b= i) = XD g s

sao reais e satisfazem o sistema (3.34).
Através da expressao de 3 como funcao de 35 acima, temos

5(c—1)
6

5(c—1)
YR

0< fBy <

< B3 <
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e
N

0 Sel) S(e-l) B
7

6

Figura 3.3: Grafico de 3 como funcao de (5.

Logo,
0< By < fs.

Coroléario 3.6. Para cada (c,33) € P, onde

PZ{(C,52)€R2; c>1 e 0<52<5(06—1)}7

a fungdao ¢.p,y, dada por

2
_ _ 2 Bs — b _
¢(z) = | B2+ (B3 — B2)CN <\/16(51 BT )T z,k:)] ;

com [y e B3 como na proposi¢ao anterior, € solu¢do da equagao (3.2).

A Figura 3.4 ilustra a regiao P.

3.3 Curva de solucoes periddicas

Vimos na se¢ao anterior a existéncia de uma regiao P, onde para cada (¢, 52) nessa regiao, temos

definida explicitamente uma solucdo ¢ s,) para a equacao (3.2). Nosso objetivo nesta secdo, serd
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o

é g
Figura 3.4: Regiao P.

encontrar uma curva c(f2) na regiao P, via Teorema da Fungao Implicita, tal que nessa curva a
solugao explicita tenha sempre o mesmo periodo.

Aqui, quando escrevermos f3; e 33, estaremos considerando-os como fungoes de (¢, 82) tal como
descrito na secao anterior.

A fungao ¢ g, definida em (3.33), depende da funcao eliptica de Jacobi CN?, a qual possui
periodo 2K (k), onde K (k) é a integral eliptica completa de primeiro tipo (ver apéndice) e k esta
definido em (3.28). Portanto, ¢.s,) tem periodo Tg , = dado por

16(B1 + P2 + B3) + 20
T p,) =2 K(k).
Bs — B
Usando as expressoes de (3 e 3 como fungdes de (¢, 32), conforme vimos na Proposicao 3.5, temos

T, - e
P (A ()

K(k(c, B2))- (3.38)

Analisemos agora, quais sdo os possiveis perfodos para ¢ g,), quando variamos (c, 2) na regiao

P. Para isso, fixaremos ¢ > 1 arbitrariamente e estudaremos o comportamento do periodo Ty, o)

quando (5 varia no intervalo (O, 5(66_ 1)) .

2
Quando fy — 0, A.(fB2) — (@) , k — 1 e assim K (k) — 4o00. Portanto,

T4, (B2) — +00,

onde Ty, (2) denota Ty, , - como fungao de 3, para um c fixo.
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2
Por outro lado, quando 3, — <%), Ac(B2) — (5(04_1)> , k — 0 ¢ entao K (k) — 3.
Portanto,
4v/be w %6 s c
Ty, (B2) — ————5 5 =8| 5 =4r :
(5(0,1))2 2 5(c—1) 2 c—1
1

A préxima proposigao, fornecerd o ingrediente principal para a obtencao da curva suave de

solucoes de mesmo periodo para (3.2), isto é, (,)%QT%Jj2> < 0, para todo (¢, B2) € P. A Figura 3.5

ilustra o comportamento de Ty, (/52).

A

Vc
4t oq [

S A

>
»

0 “5(c-1) B,
6

Figura 3.5:

Antes, observemos que substituindo as expressoes de (3 e 31, como fungoes de (¢, f2), na férmula
de k% em (3.28), obtemos

— 5(c—1)—12 1
probozfe _Se-D-125 1 (3.39)
B3 — P 8A.(P2)2 2
Além disso, derivando esta equagao com relacao a 3, vemos que
ok 1
— =y | —24A(B2) — =(5(c — 1) — 12/3,)?] , (3.40)
oJo)) 2

onde v, 1= 74AC(62)%
LT 2k82A(By)
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Proposicao 3.7. Seja ¥ a fungio que associa a cada (c, 32) € P, o periodo de ¢ p,), isto €,

v:. P — R
(c, B2) — Y(c, B2) = T¢(c,5z>7

ov
onde Ty, , . estd definido em (3.38). Entao, -

%, (¢, B2) <0, para todo (c,PBs) € P

Demonstragao: Inicialmente, observe que (3.39) nos fornece duas relagdes, que serao tteis no

decorrer da demonstracao,

16A(B2)(2k* — 1)% = (5(c — 1) — 128,)? (3.41)
‘ 1
NG 2k —1) = 2= g, (3.42)
Derivando ¥ com relacao a (3o, temos
ov 8K 8k 8
onde vy := Ae(Bp) - > . Logo, substituindo —k, dada em (3.40), na expressao acima, temos
Ac(ﬁg)i 862
oV oK 1 9 0
o = e [ 188 G (|28 - 566~ 1)~ 126 ] ) = KO0 A
. 0K E(k)—(1—-k)K(k)
Usando as relagoes (3.41) e (3.42) e o fato que o =57 , obtemos
%’ =3 [(—4k* + 4k — ) E(k) + (2k* — 6k* + 4) K (k)] =: y3s(k),
2
1 A(B)
onde v3 = k2(1 O

v
Portanto, para provarmos que 7 < 0, basta mostrarmos que s(k) < 0, pois 73 > 0. Porém,
2

observe que s(k) — 0, quando k — 0. Logo é suficiente mostrar que s'(k) < 0, para todo
ke (0,1).

Por um lado, veja que

10k?

s'(k) = (1 —2K*)E(k) + (k* — 1)K (k)].
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Logo, s'(k) < 0 se, e somente, se (1 — 2k*)E(k) + (k* — 1)K (k) < 0, o que é equivalente &
(1—-2k*)E(k) < (1 — KK (k).

Por outro, como 1—2k* = 1—k?—k? < 1-k* (1-k%) > 0, E(k) > 0, K(k) > 0e E(k) < K(k),
encontramos que (1 — 2k?)E(k) < (1 — k*) K (k). Dai, segue o resultado.

O

A Proposicao 3.7, mostra que de fato, T, (f2) tem a forma conforme ilustrado na Figura 3.5.

[ C
T¢C(52) > 4m C——l > 4.

Ademais, temos o seguinte Corolario.

Concluimos também, que

Corolario 3.8. Seja L > 4m fizado arbitrariamente. Entao, para cada ¢ > existe um

L2
L2—-16727
5(c—1)

unico [y € (0, T) tal que Ty (B2) = L. Em outras palavras, existe uma curva

5 (H_L—fwoo> — G20, L]) (3.43)

c — (b(c,ﬁg(c))?
tal que, para cada c € (L2—L—1267r2’ oo), ®(c,B2(c)) POssui periodo L.

O proximo teorema, que é uma aplicacao do Teorema da Funcao Implicita, mostra que a curva

d do Corolério (3.8) é suave.

Teorema 3.9. Seja L > 4w arbitrdrio mas fixado. Considere ¢y > pf—fﬁﬂ e 0 tunico 39 := Ba(cy) €

5(c—1) — q
<0, 5 ) tal que T(d)co,,Bg) = L. Entao,

(i) Erzistem intervalos J(cy) e B(BY) com cy e BY em seus interiores, respectivamente, e existe
uma tinica fungdo A tal que A(co) = 9 e

I k-1,

(Ac(f2))a

onde ¢ € J(cp), B2 = Ac) e k? = k*(c,B2) = k*(c,A(c)) € (0,1). (k? esta definido em

(3.39)).

‘IJ(C, BQ) = T¢(c,ﬁ2) =

(i) A solugdo onda Cnoidal para (3.2) definida em (3.33), determinada agora por By(c), Pa(c) e

Bs(c), possui periodo fundamental L para todo ¢ € J(cy). Além disso, a aplicagao
¢ € J(co) — ¢ € Cpe ([0, L)),

¢ uma fung¢dao suave.
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, L?
(iii) J(co) pode ser estendido a <L2——167T2’OO>'

Demonstragao: Vimos na Proposicao 3.7, que se (cg, 39) € P, entao

ov 0
8_52(007 /62) <0.

Portanto, pelo Teorema da Funcao Implicita, temos que existe uma tnica funcao suave A definida

numa vizinhanga J(¢), tal que,

U(e,A(c)) =L, YV ce€ J(c).

Além disso, como %(Co, 39) < 0 para todo ¢y no intervalo J = (LQ_L—;WQ, oo) segue, por unicidade,
que A pode ser estendida a todo J(cp). O

Até o momento, garantimos a existéncia de uma curva suave d(c) de solugoes para a equagao
(3.2), para cada periodo L > 4 fixado. Contudo, como nao temos uma forma explicita para A(c),

nao temos também uma forma explicita para é como funcao c.

Para obtermos uma forma explicita para a curva J, reparametrizaremos tanto ¢ quanto [y =

Pa(c) = A(c) como fungoes das varidveis k e L.

Fixando L > 47, temos que ¢ e 3 = [B2(c), obtidos no teorema anterior, satisfazem as relagoes

Sle—1)—128, 1
8AC(52)% 2’

Adfo) = (52 - M) 4 (63 - Mﬁz) |

K2 =

(3.44)

4 4

\

Este sistema, pode ser resolvido algebricamente nas variaveis ¢ e 55, ou seja, é possivel obter ¢
e [ como fungoes de k e L. De fato, isolando (3, na segunda equacao e substituindo na terceira,

obtemos

5(c—1)
WE K21

o 1 o ~ , .
Substituindo este A.(/32)2 na primeira equagao, apds eleva-la ao quadrado, e isolando ¢, encontra-

D=

AC(/B2)

mos
L2

L2 — 64K2(k)VE — k2 + 1

c=c(k,L) = (3.45)
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Como a curva ¢ é obtida considerando-se ¢ > 1, devemos considerar k € (0, k), onde kg,
6 o zero de L? — 64K?(k)VKk* — k2 +1. Com efeito, se tivéssemos k > ki, terfamos L? —
64K2(k)VEk* — k2 +1 < 0, pois m(k) := 64K?*(k)Vk* — k2 +1 < 0 é crescente, e daf ¢ < 0, o

que nao pode ocorrer. Ver Figura 3.6 para mais detalhes.

A

500

400

300 L2-161T

\4

200

R 4

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

2 1
1
1
T
1
1
1
1
1
1
1
1

Figura 3.6: A esquerda m(k) e & direita ¢(k, L) com L > 4r fixado.

Ainda usando o sistema (3.44), podemos verificar que

Bo =fa(c) =

L? 5 80
12 3L? 12

2 2 5
L? — 64K2(k)Vk — k2 + 1 22— DR | = 4
(3.46)

5 [ L2—64(2k — 1)K2(k) 1}
12 | L2 — 64K2(k)WE — K2+ 1 '

Uma vez que conseguimos explicitar ¢ e 3, como funcoes de k e L, podemos também explicitar

Bs — B
B3—P1, Bs—PF e \/16(51+/32+/33)+20

como fungoes dessas variaveis. De fato, usando as expressoes de (3 e 1, como funcoes de (5 e c,

apresentadas na Proposicao 3.5, e a definigao de k? em (3.28), obtemos

C5(e—1) =126,
Ps — P = 1) (3.47)
By — gy = Dle— D) Z 125k (3.48)

4(2k2 — 1)
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(&4
B3 — b1 ~ 5(c—1) =128,
\/16(61 + By +B3) +20  80c(2k2 —1) (3-49)
Portanto, agrupando (3.45)-(3.49), obtemos
. 80K K (k)
B L e =TT (3.50)
B3 — b1 _ 2K(k)
\/16(51 Th ) T2 L (350
(§]
_ 6
Apry = 22‘;?22(}2) (k) [(\//& TR 1 (2K — 1))2 (2\//g4 TR 1+ (2K — 1))} . (3.52)

onde Ay = A é a constante de integracao da equacao (3.2).

Proposicao 3.10. Seja L > 4. Entdo a curva

o (0,kp) — C2.([0, L))

per

ko — our),

definida por

op(k)(x) = dgr,p)(z) = {% (L2_64<2ﬁ§z];)1)[(2(k) - 1) +%CN2 (%(k)x k)} . (3.53)

com m(k) = L? — 64K?(k)Vk* — k2 + 1, é uma curva suave de solugdes para a equacao (3.2).

Demonstracao: O resultado segue ap6s substituir (3.50), (3.51) e (3.46) em (3.33). O

A Figura 3.7, ilustra as solugoes ¢ r).

3.4 Propriedades Espectrais

Entendemos por propriedades espectrais, as propriedades P, e P, em (3.7), isto é, para todo
k € (0,kr) o operador Ly definido em (3.7), possui um tunico autovalor negativo o qual é simples
e 0 é um autovalor simples associado a autofuncao qﬁ’(h L) Nosso objetivo nessa se¢ao é provar que

essas propriedades sao validas.
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Figura 3.7: A esquerda o grafico de 2 — P(ko,30) (%), para ko = 0.1, kg = 0.2, kg = 0.3, ko = 0.4,
ko = 0.5, ko = 0.6, ko = 0.7 e ko = 0.8. A direita o grafico de (k, z) — Q. 30) ().

Usando a teoria Floquet, mais precisamente o Teorema 2.2, obtemos que o espectro do operador

de £, é formado por uma sequéncia ilimitada de niimeros reais,
)\0 <A< )< )\3 <M< . <A1 < >\2n'-'7 (354)

onde a igualdade significa que Ay,_1 = Ao, é um autovalor duplo. Para maiores detalhes, ver a

Secao 2.1.

As propriedades P, e P, podem ser obtidas de duas maneiras. A primeira é usar os Teoremas
2.6 e 2.10. A segunda é fazer uma mudanca de varidvel no problema de autovalores a fim de
obter um problema periédico associado a equacao de Lamé. Este, por sua vez, permite obter

explicitamente os primeiros autovalores e autofuncoes.

Nas proximas duas subsecoes, obteremos tais propriedades utilizando estes dois métodos.

3.4.1 Propriedades Espectrais via Teoremas 2.10 e 2.6

O Teorema 2.10, nos diz que é suficiente provar as propriedades P; e P, apenas para um valor

arbitrario de ko € (0, k), enquanto que o Teorema 2.6, nos fornece uma maneira de obte-las para
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um kg fixo.

A funcao ¢y, := P11, definida em (3.53), é positiva e suave em todas suas varidveis. Logo, a

funcao

TN

Qe k) = (k) — 1 — ggzﬁ (z) (3.55)

é continuamente diferenciavel e assim pelo Teorema 2.10, a familia £, é isonercial. Em outras
palavras, In(Ly) = In(Ly,) para todo k € (0, k). Isto implica que o operador £, possui a mesma

estrutura espectral para todo k € (0, kp).

Por outro lado, para todo k € (0,ky), sabemos que ¢} é sempre autofungao associada ao

autovalor 0, pois
Cu(6h) = el + [(eth) ~ 1) = 50¢| o = (~elb)ol + () = 16— 6F) = (- =0

Dai, L satisfard as propriedades P, e P, para todo k € (0,kz) se, e somente, se In(Ly) = (1,1)
para algum ko € (0, kz).

Provaremos agora, que In(Ly) = (1, 1) para algum ko € (0, k). Para isso, consideremos o PVI

"+ s [(eth) = 1) = 5|y =0

clo) 3.56
V0 =~ (3:30)
y'(0) =0,
com kg = 0.4 e também a constante 6 definida por
y'(L)
= ) 3.57
7,0) 337

Pelo Teorema 3.1 em [55], é suficiente escolhermos um valor arbitrario de L, digamos L = 30.
Na verdade, neste resultado, os autores estabeleceram uma relagao entre os conjuntos resolventes

dos operadores quando muda-se o periodo. Tal relagao mantém a propriedade isonercial.

Portanto, obtemos numericamente, usando o software Wolfran mathematica 7 ou maple 17,
que
6 = —1.02009 x 10°.

Além disso, usando a forma explicita de ¢y,, podemos constatar que ¢ possui exatamente dois
zeros no intervalo [0, 30) (Ver Figura 3.7).

Finalmente, usando o Teorema 2.6, obtemos que 0 é um autovalor simples e 0 = Ay, isto é, 0 é

o segundo autovalor e é simples. Ou seja, In(Ly,) = (1,1).
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Provamos dessa forma as propriedades P, e P,. A tabela abaixo ilustra os valores de 6 para

diferentes valores de L.

Valores para 6 com ko = 0.4.

L =50 L =500 L = 1000 L = 10000

0 =—4.724 x 108 | § = —6.141 x 10" | § = —1.260 x 10* | § = —1.270 x 10**

3.4.2 Propriedades Espectrais via Equagao de Lamé

Para facilitar nossa anélise, consideraremos o operador L definido por

1
,C]€ = —,Ck,
C

onde ¢ = ¢(k, L) esta definido em (3.45). Neste caso, note que o é autovalor de £, se, e somente

se, ca € autovalor de L.

Considerando £, temos entéo o seguinte problema de autovalores:
(c—1) 3 1
o)+ [ - 2o o) = anto)
x(0) =x(L), x'(0)=x'(L),
onde ¢y, estd definido em (3.53).

Para facilitar as notagoes, reescreveremos ¢, na forma

)= (200, )

L
onde 2 R2(L
a=a(k,L):= 50 (k)
L? — 64K2(k)VE* — k2 + 1
e
= by o VT 2841

3k?
Logo, o problema de autovalor (3.58) se torna

(@) + {@ - % <a {b +ON? (%(k)x k) })1 () =0,
x(0) =x(L), X'(0) =x(L).

Mudando a variavel x = ny, onde 7 := %(k), obtemos
c—1 3
=X"(ny) + [( ) _a- 5 (a{b+CN° (y,k‘)})} x(ny) =0,

x(0) = x(2K(F)n),  x'(0) = X' (2K (k)n).

(3.58)

(3.59)

(3.60)
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Definindo A(y) = x(ny), este problema se torna

2 2 2
AN n (C - 1) 2 3ab77 . 30”7 2 _
W)+ [T o = 20 202 4,19 agy) =

A0) = ARK(K)),  A'(0) = x'(2K(k)).

(3.61)

Por outro lado, usando as definigoes de ¢, a e b em (3.45), (3.59) e (3.60), respectivamente,

constatamos que

3an? 3([,2 80k K2 (k) )( L? )(L2—64K2(k)\/W)

2c 2 — 6AK2VET — K24+ 1) \4K2(k) L2 3.6
=5-6-k2
n(c—-1) L ( 64Kk — k2 + 1 ) <L2 — 64K3%(k) k4—k2+1>
c 4K%(k) \ L2 — 64K2(k)VE* — k2 + 1 L? (3.63)
= 16vk? — k2 + 1,
€
3abn? 2 2
5o~ = J0k°b = 10(VE — k2 + 1 —2k* + 1). (3.64)

Finalmente, substituindo (3.62)-(3.64) em (3.61) e usando a relacdo, SN? + CN? = 1, obtemos

um problema de autovalor associado a uma equacao de Lamé:

AN'(y) = [5-6-k*SN? (y, k) — h] A(y) =0, (3.65)

A0) = A2K(k)), N(0) = N(2K(k)), '
onde

h=10(k*+1) + *a — 6VEk* — k2 + 1. (3.66)

Explicitaremos agora, os 5 primeiros autovalores do problema de Lamé (3.65), juntamente com
suas respectivas autofungoes. Para isso, usaremos o trabalho de Ince em [41] juntamente com a

teoria Floquet.

Conforme Ince, pg. 53, a funcao
A(z) = CN(z, k)DN(z, k) (D1SN(z, k) + D3SN*(z, k)) ,
com

1
D=1 e D3:6(4k2+4—h)
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¢ uma autofungao associada ao autovalor h para (3.65), desde que h satisfaca a equagao quadratica
h? —20(1 + k?)h + 64(1 + k%) + 108k* = 0.

Portanto, como esta equacao possui raizes

hy = 10(1 + k*) + 6Vk* — k2 + 1 (3.67)

hy = 10(1 + k%) — 6VE* — k2 + 1, (3.68)

temos que estes sao autovalores para (3.65) associados as autofungoes

Ay(z) = ON(z, k)DN(z, k) (SN(a:, k) — (\/k4 TR L4 (14 k:2)> SN3(z, k)) (3.69)

e

Ag() = CN(z, F)DN(z, k) (SN(z, k) + (VET= 7+ 1= (1+ k%)) SN*(a, k) ), (3.70)
respectivamente.

Além do mais, ainda por Ince, pg. 49, a funcao
A(z) = DN(z, k) (Co + C2SN?*(z, k) + C4SN*(z, k)) ,
com
1 1
Co=1, Co= 5(h —-k) e C)= o (28k* — Co(h — 4 — 9k?))
também é uma autofungao para (3.65) associada ao autovalor h, sempre que h satisfaz a equagao
cubica
h? — (20 + 35k*)h* + (64 + 576k* + 259k*)h — 225k° — 1860k* — 960k* = 0. (3.71)

Com o objetivo de encontrarmos os autovalores e as respectivas autofungoes para este caso,

encontraremos as raizes, hs, hy e hs desta equacao.

Para simplificar a notacao, denotaremos
2 = —20 — 35k2,

29 = 64 + 576k? + 259k*,
25 = —225k% — 1860k* — 960k2.
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Dai, a equagao (3.71) pode ser escrita como
h3 + 21h% 4 25h + 23 = 0.

Nossa estratégia para encontrar as raizes de (3.71) serd usar o método trigonométrico, cf. [59].

. . 21 ~ . . ;
Para isso, mudemos a variavel h =t — 3 para obtermos a equacao “Depressed Cubic”, isto é,

3+ pt4+q=0, (3.72)
onde
329 — 27
P=—"F">
3
223 — 92129 + 2723
q= :

27

O método trigonométrico consiste em escrever ¢t = ucos(f) e procurar u e 6 tais que a equagao

(3.72) coincida com a identidade trigonométrica
4cos”(6) — 3cos(8) — cos(30) = 0.
Substituindo ¢ = ucos(f) em (3.72), temos
uPcos®(0) + pucos(f) + q = 0.

Agora, multiplicando esta equacao por —, segue que
u

4p 4q
3 _
4cos®(0) + ECOS(@) to5= 0.
: 4p
Assim, se escolhermos u tal que — = —3, vemos que
u
u=2 —p

e portanto

3qg [—3

4cos®(0) — 3cos() + —4/— =0
(0) (9) 2p\/p
3qg /-3 ~
cos(30) = —/ — =: f,
(30) o\ 5 f

Finalmente, se existe 0 tal que
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(=}
\ 4

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5
-50

= 4

y -100 0.2 0.4 0. 0.8

-150 -0.5

Figura 3.8: A esquerda o grafico de p = p(k). A direita o grafico de f = f(k).

obtemos a identidade trigonométrica descrita acima. De fato, como p = p(k) < 0 e f= f(k) €

(0,1) para todo k € (0,1), ver Figura 3.8, entdo u é real e existe o # mencionado acima.

Além disso, note que

3q [—3
cos(30 + 27z) = cos(36) = _q1 /|—, para z=0,1,2.
2pV p

Dali,
3 -3

30 + 27z = arccos <_q —) , para z=0,1,2,
2pV p

isto é,
1 3 -3 2
6 = —arccos [ 22, /22 ) lz, para z=0,1,2.

3 2o\ p 3

Portanto, as raizes de (3.72), sao

— 1 3 -3 2
t, =24/ P eos [ Zarccos ( 22,/ =2} - 21, , para z=0,12. (3.73)
3 3 20\ p 3

Agora, podemos exibir as raizes de (3.71). De fato,

L 5 329 — z% 1 22? — 92929 + 2725 -9 47 z1
3 = —————=~cos | —arccos - - =
’ —9 3 6(32, — 22) 32y — 22 3 3’
L 5 329 — z% 1 in’ — 92129 + 2725 -9 2 z1
= —————=~cos | —arccos e

! —9 3 6(322 — 22) 329 — 22 3 3
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32y — 22 1 223 — 92129 + 2723 -9 %
hs =2 cos | —arccos 5 5 - —.
-9 3 6(329 — 27) 329 — 27 3

Concluimos entao que estes hg, hy e hs, sdo autovalores para o problema (3.65), cujas auto-

funcoes sao, respectivamente,
As(z) = DN(z, k) (1 + %(hg —A)SN(z, k) + % <28k;2 - %(hg ) (hy — 4 — 9/3)) SN (a, k)) |
1 2\yaN2 1 2 1 2 2 4

As(z) = DN(z, k) (1 + %(l% — k*)SN? (2, k) + % (28k2 - %(h5 — k*)(hs — 4 — 9k2)) SN*(x, k;)) :

Como obtemos explicitamente os autovalores e as autofuncoes do problema de autovalores
(3.65), podemos verificar a ordenacdo dos autovalores e o numero de zeros das autofungdes no
intervalo [0,2K (k)). Nao é dificil verificar que

h3<h2<h4<h1<h5.

Além disso, em [0,2K (k)), A3 ndo possui zeros, Ay e Ay possuem dois zeros e A; e A5 possuem

quatro zeros. A Figura 3.9 ilustra esses autovalores e autofungoes.

Uma vez que encontramos os primeiros autovalores e autofungoes para o problema de Lamé
(3.65), podemos obter os respectivos autovalores e autofungdes do operador L. De fato, de (3.66),

temos

1
a:—2<h+6\/k4—k2—|—1—10(k2+1)>.
77

Dai, os autovalores de L, sao da forma

1
A o= <h+6\/k4 TR 1 10(k2 + 1))
n

_ L 4K (k) (h +6VE — k21— 10(k> + 1))
L2 —64K2VE k2 +1 L2 ’

ou seja,

4K?(k)
= h+6VEr—k2+1—10(k>+1)). 3.74
L2 — 64K2VEkY — k2 + 1 ( ( )> (3.74)
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A h 4
1
25
h1
] 0.5
20 h4
154 0
h2
10
-0.5
5 h,
- 1 |
0 ‘ ‘ ‘ >
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
k -1.5

Figura 3.9: A esquerda, os autovalores como funcoes de k. A direita, um esboco das autofuncoes

no caso k = 0.5.

Portanto, substituindo os autovalores h;’s em (3.74), e indexando os A’s conforme sua ordem,

obtemos que

AK(k)
L2 — 64Kk — k2 + 1

Além disso,

)\1:

(h+6VE =R+ 1 - 10(k* +1)) = 0.

1K (k)
o = hs +6VE* — k2 +1—10(k*>+ 1)),
S L GAKE - R+ 1 ( ’ ( ))
AK2(k N
A2 = L2 — 64K2 ;4) 2+ 1 (h4+6 k4_k2+1—10(k2+1)>’
AK?(k) ASK2 (WK — K2 + 1
A3 = hi+6VEkr—k2+1—10(k*+1)) =
T L2 AR — k2 + 1 ( ! ( )) L2 — 6AK2VEE — k2 + 1
e
1K (k)
= hs +6VEr—k2+1—10(k*+1)) .
L2 6AK2VET - k2t 1 ( ° ( ))

Além do mais, temos que a autofuncao associada ao autovalor \; é dada por

i 3) - ()



3.5 Estabilidade Orbital 57

isto é,

x1(w) =CON (280 k) DN (280 ) SN (28 k) 4+ (VT = 2+ T—(1+ k) SN* (258, g

B L
~ 8a2(b+ 1)K (k)

¢ =: Cog'.

A Figura 3.10, ilustra os autovalores \’s e as respectivas autofuncoes.

Portanto, ¢’ é uma autofuncao associada ao autovalor A\; = 0, o qual é simples e é o segundo

autovalor. Isto prova as propriedades P; e Ps.

0,4A A4 g
03 A3

0.2

0.1

A
20

01 02 03 04 05 06 07 08 k -0.51
k

-0.1

-0.2 AO N

Figura 3.10: A esquerda, os autovalores como fungoes de k. A direita, um esbogo das autofungoes

no caso k = 0.5. Em ambos os casos L = 30.

3.5 Estabilidade Orbital

Nesta secao, temos como objetivo obter estabilidade no sentido orbital para a curva de solugoes

¢y dada em (3.53).

Antes de enunciarmos o teorema de estabilidade, provaremos alguns lemas tteis. O primeiro

deles garante a propriedade Ps.

Lema 3.11. Seja My, a quantidade conservada definida em (3.7) e sejam c(k,L) e A(k, L) dadas
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m (3.45) e (3.52), respectivamente. Entdio,

0\ Oy 3¢k
Demonstragao: Para simplificar a notacao, escreveremos ¢, ao invés de ¢ ). Derivando as

quantidades conservadas @ e V em (3.3), no sentido de Fréchet, temos
Qor) = —¢x” e Viig) =1 (3.76)

Por outro lado, derivando a equagao de Euller-Lagrange (3.2) com relagao a k, obtemos

dc " Oy " Oc 8¢k 3.1 a(bk .
~ a5 ) _C(ak) TRt Tl Dy — 5% gy ak_o’
isto é,
9 DA
L ( ai’“) + %(— +0n) + 5 =0, (3.77)

Portanto, agrupando (3.76) e (3.77), constatamos que

t () == (Green + Gvion) = -y,

Desta maneira,  é dado por

/ 0 0 ) 0A 0
¢ = (M (on), (‘;?:) = ((‘3_12(_ k+¢k>+%:%)

L //a¢k a¢k aAa¢k
- _/0 __¢k Ok _¢k ok o
B agb/ 8¢k 0A Doy,
- 7 ¢k ¢’“ T 9% ok
ou seja,
L10c 0 ;12 9 0A Oy,
?= ‘(/ Sarar L9 +¢k)+%%) d
oc 0 (1 [F 5 0A 0
- = (%% (5/0 (¢k~) +¢k) dw + —- Ok 8k/ qbkdx) ’
Ou ainda,

Oc 0 0A 0

0=~ (500 + S 2 vien). (5.78)
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Com o objetivo de encontrarmos o sinal de ®, calcularemos Q(¢x) e V(¢x). Relembremos que

br(r) = a? {b + CN? (%(k)x k)] 2 :

onde a e b estao dados em (3.59) e (3.60), respectivamente.

Derivando ¢, com relagao a x e elevando ao quadrado, obtemos

2 472
(%) - 64625( (b+ CON?)* (CN2SN?DN?) |

(3.79)

onde denotamos CN? := CN? (%(k)x, k:), SN? := SN2 (%(k)x, k:), DN? := DN? (%(k)x,k) e

K? := K?(k) para simplificar a notacao.

Por outro lado, usando as identidades
SN? + CN? =1
DN? + k2SN? = 1,

conseguimos expressar (3.79) apenas como fungao de CN; isto é,

r\*  64a'K?
Oz

L2
+[(1 = k%) — b’k + 2b(2k* — 1)]CN®
+[(2k% — 1) — 2bk?] ON® — k:QCNm).

D\ 2
Integrando ¢y, ¢7 e (%) de 0 a L, vemos que
x

L
/ qbk(l’)d$ = a2 [sz + 2b02 + 04] ;
0

L
/ G(@)dr = a [P1L + 4B Cy + 6b°Cy + 4bCs + C
0

- <[b2(1 — k%)]ON? + [2b(1 — k?) + b*(2k* — 1)]CN*

(3.80)

(3.81)
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e
Ll age\> 64a’ K>
/0 (a—;> (z)dx = T3 <[b2(1 — k%) Co+ [2b(1 — k*) + b*(2k* — 1)]Cy

+[(1 = B?) — 0%k + 2b(2k2 — 1)] Cq (3.82)

(282 = 1) = 26k2] G5 — K2Cho),
onde

L
Cy, = / CN2" (wx, k:) dz.
O L
Mudando a variavel £ = %(k)x e usando que CN?" é par, temos
L [(K® L -
Con = 503 /0 ON™ (¢, K)d = 2O (3.83)

Usando as férmulas de integrais elipticas apresentadas nos paragrafos §312.02, §312.04 e §312.05)
de [25], obtemos

5 E(k) — (1 - k)K(k)

CQ - k}2 )
o — (2 —3k*)(1 — K*)K (k) + 2(2k* — 1)E(k)
e 3kt
e N .
~ 2’)1(2]{72 - 1)an + (2’)1 — 1)(1 - kQ)an_Q
C2n+2 - 2 .
(2n+ 1)k
Portanto, Cy, Cy € Copya, com n = 1,...,4, nos fornece uma forma explicita para Q(or) e
V(o) como fungdes de k e L. Logo, podemos escrever ® = —n(k, L) onde n(k, L) é uma funcao

positiva. Devido ao fato de n(k, L) possuir uma expressao extensa, ndao a explicitamos aqui, bem
como recorremos ao software Maple 17 para concluir a positividade da mesma. Contudo, tal
expressao pode ser obtida a partir de (3.78), (3.59), (3.60), (3.81), (3.82), (3.83) e dos valores C’s

mencionados acima. Ver Figuras 3.11 e 3.12. Isso completa a prova do lema. O

Em (3.4), definimos um funcional conservado F' cuja derivada nos fornece a equagao de Euler-
Lagrange (3.5). Tal funcional a principio depende de ¢ e de A, mas como lidaremos com ¢ a),

onde ¢ e A dependem da varidvel k, consideraremos o funcional Fy, := Flek, 1), A(k,1)), isto &,

Fo = E + (c(k) — 1)Q + A(k)V. (3.84)
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Figura 3.11: Gréafico de k — n(k, L), com L = 30 fixado.
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Figura 3.12: Gréficos de (k,L) — n(k,L) com L € (30,31), L € (500,600) ¢ L €
(1000000, 1000004 ), respectivamente.

Consideraremos também p(u, ¢y) definido por

per

como sendo a distancia de u até a érbita de ¢, e ¥ como sendo a variedade
Y = {U, & H;er([O, L]), tal que Mk(u) = Mk:((bk:)}

Lema 3.12. Existem € > 0 e uma aplicacio w : U.(¢y) — R, de classe C*, tal que para todo
u € U6(¢k);
(u(- +w(w)), ¢) = 0.
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Demonstracao: A demonstracao deste lema, que é conhecido como condicao de compatibilidade,
pode ser encontrada no Lema 4.1 em [27]. Aqui, desenvolvemos a demostragao com o objetivo de
mostrar todos os seus detalhes. A demonstracao consiste de uma aplicagao do Teorema da Funcao

Implicita sobre o funcional
L
Gluw) = [ ule+w)dh(a)da,
0

onde (u,w) € H:, xR . Como G(¢%,0) =0e

per
0.,G(0x,0) = [|9]I" # 0,
pelo Teorema da Fungao Implicita, temos que existe uma tnica curva w(u), de classe C*, tal que
G(u,w(u)) =0, para todo u € B.(¢y).

Agora, precisamos estender w para todo U.. Note que, se u € B.(¢y) e n € R é tal que 7yu =
u(- +1) € Bo(6), entdo

0 = Glu,w(u) = / ulz + w(w))d(x)dz = / ale +w(w) + 1 — )d()dz

L
= [ e+ (0 — ol o) = Gy o) — ).
0
Como 7,u € B.(¢), por unicidade temos que
w(Tyu) = w(u) —n. (3.85)

Por outro lado, se u € U, entao para algum sy > 0, temos que ||u — TSO(kaH;eT < e. Portanto,

para u € U,, basta definirmos a extensao para w,
O(u) = w(T_su) — So. (3.86)

Mostremos agora, que esta definicao nao depende de sqg. De fato, se para algum outro s;, temos
lu— 75, 0nllm,, <€, entdo 7_su € Be(¢r). Além disso, como |lu — Ts,dx[[m1,, < €, temos também

que T_g,u € B.(¢x). Assim, de (3.85), obtemos

W(T_s 1) — 81 = W(Tgg—s, Toso ) — S1 = W(T_sytt) — (S0 — 51) — $1 = W(T_s,u) — So-
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Finalmente, se u € U, entao existe s € R tal que 7_su € B.(¢y) e G(T_su, w(7_5u)) = 0. Dali,
usando (3.85) e (3.86), vemos que

0 =G(1T_su,w(r_su)) = /0 T_su(z + w(T_su)) o) (x)dz

w4+ w(r_su) — 8)¢).(z)dx =

I
-
h
=
5
_.|_
&
£
RSN
=
S~—
=
=

No lema a seguir, cuja demonstragao é uma adaptacao do Lema 7.8 em [8], exibiremos um

subconjunto de H;er onde o operador L, é positivo definido. Note que, neste lema a propriedade

P3 aparece como elemento principal da demonstracao.

Lema 3.13. Considerando as propriedades Py até Ps, em (3.7), e o conjunto

A= {v € Hy; (&, M{(¢1)) = (,6}) = 0},

existe uma constante C' > 0 tal que
(Lih, ) > Cl|2, Vo € A

Demonstracgao: Primeiro, provaremos que

inf{{Lrp,); € ANS} = (>0,

onde

S={yYveA talque (¢,¢)=1}

Como L é um operador linear, autoadjunto, fechado, ilimitado, definido em um dominio denso
em L;%er e goza das propriedades espectrais P, P, e (3.54), temos pelo Teorema da Decomposicao

Espectral, cf. [44] pg. 178,
per - [ék] [Q%e] S P7
onde & € D(Ly), satisfaz ||&]| = 1 e Li(&) = =A% com A > 0. O subespaco Py := D(Ly) N P

¢ chamado de subespago positivo de L, e como pela teoria Floquet existe v > 0 tal que todo
autovalor A\, nao negativo e nao nulo de £ satisfaz \, > ~, temos por [44], pg. 278, que existe

uma constante 1 > 0 tal que
(Lxp,p) > nllpll* Vp € P
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. - _ 0 .,
Consideremos agora a decomposicao espectral da fungao ﬂ, isto é,

ok

0%k

rT = ao&y + b}, + o,

onde py € Py e ag, by € R. Note que, de fato pg € Py, pois —— ¢ , & e ¢, pertencem a D(Ly). Como
¢y, € Ker(Ly), temos

2 2 , ) 9
(Lrpo, po) = <£k (;;: aoy — boqﬁ),% — apé — b0¢k>:<£k% + ap\?&y, % — aolk, — bo¢§€>,
isto é,
_ 8¢k a¢k 242 2\2 8¢k a¢k 212

Portanto, usando a propriedade Pz, obtemos que (Lipo, po) < agA>.

Considerando agora, ¥ € AN S, podemos escrever 1) = a&;, + p, onde p € P. Além disso,
como ¢ € H,. e & € D(Ly) C
— M (), temos

temos que p € H! . Desta maneira, usando que Ly (‘%’9) =

per ) per:*

0= —(My(¢x),¥) = < a¢k7¢> (=o€, + Lipo, a&y, + p) = —agaX® + (Lipo, p).

Assim, como (Lyp, &) = (p, Li&k) = —X2(p, &) = 0, obtemos

[(Lrpo, p)|? > —a2)\2 + (aoc;)\j)z
(Lxpo, o) agA

onde usamos que a fungao ®(f,g) := (Lpf,g), definida para f, g € H!, N P, é uma forma

per

(Li, ) = =a® N> + (Lip, p) > —a®N? + =0, (3.87)

sesquilinear nao negativa em P. Note que, paratodor € Re f, g € H! NP,

per

(Le(rf—g),rf—g) =nlrf—gl>>0.

Dali,
P (Lif, f) = 2r(Lrf, 9) + (Lxg,g) > 0, Vr € R
Logo,
©(f, 9)1* < (L f, ){Lrg, 9)-

Note também, que podemos assumir, sem perda de generalidade, que py # 0. Com efeito, supondo

%ik = —M;(¢r) # 0 e 0 = Li(po, p) = agaX’. Porém,

isto implica que a = 0. Logo, ¥ = p e dai (3.87) ocorre.

que po = 0, temos que —ag\*&, = Ly
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A desigualdade (3.87), por sua vez, nos permite concluir que ¢ > 0.

Provaremos agora, que ¢ > 0. Para isso, suponha que ( = 0. Assim, existe uma sequéncia
{n} C A tal que, (Lythy,, ) — 0. Dal, escrevendo ¢, = a,& + pn, com p, € P e (Lypn, po) =
apan, A%, obtemos de (3.87), que

2)\4 a2)\4
L, Un, >—a2)\2+a2a0—=ai<o—_)‘2)>0'
(Lithn, n) = —ay, "(L1po, Po) (Lrpo, po)

Esta ultima desigualdade aliada ao fato que (Lj1,,v,) — 0, implica que a> — 0. Logo,

(L1.Dn, Pn) — 0 e como (Lypn, pn) > 1||pal|?, onde n nao depende de n, temos ||p,|| — 0. Dessa
maneira,

L= [lvull® = anlléell® + lIpall* — 0,

o que é uma contradigao.

Agora, se 1 € A, entao ﬁ € ANS. Dali,
()Y =
Iyl
ou seja,
(L, ) > Clpl1*. (3.88)
Finalmente, usando a forma especifica do operador Ly, isto é, Ly = —0? + q.(z), vemos que

para qualquer b > 0,

111+ olly[1? < = (L, ) + blly|1®

N =

=%<ckw,w>+b / (0 (2))* + s () (x)dz — b / 0(2)0? (2)dz
1 L )
_ (Z +b) (€et.) -0 [ o))t

< (% ; b) (Cato, ) + blasllol 01

Escolhendo b > 0, tal que (1 — b||gx||«) > 0, obtemos

(1= bllaello) I 11 + Dllw/|I* < (% + b) (L, 1))
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Esta desigualdade, permite substituir a norma LzeT do lado direito de (3.88) pela norma H;GT, 0

que completa a prova do lema. O

(i . L6 . . ] . vi
No proximo lema provaremos que ¢, ¢ um minimo local para o funcional F}, restrito ao vinculo
M;.. Ressaltamos, que na demonstragao do lema a seguir, seguimos em alguns momentos, o espirito

da demonstracao do Lema 4.6 em [43].

Lema 3.14. Fize k € (0,kr) e seja Fy, o funcional conservado definido em (3.84). Entdo, existem

e >0 e uma constante C' = C|(¢g) tais que
Fip(u) — Fi(¢r) > Cp(u, or)*, (3.89)
para todo u € U () que satisfaz My(u) = My (o).

Demonstracao: Como Fj, é invariante por translagoes, temos que Fy(u) = Fj(u(- + r)), para

todo r € R. Assim, é suficiente mostrarmos que

Fy(ul(- + w(u)) — Fi(or) = Cp(u, ¢r)*,

onde w é dado no Lema 3.12. Neste lema, u é visto como funcao apenas da varidvel espacial x, de

tal modo que estas translagoes sao nesta variavel.

Fixando u € H;er N Y e usando o Lema 3.12, temos que existe uma constante C; € R tal que,

vi=u(- +wu) — ¢op = C1 M, (1) + v,

onde y € Tp = {M](d%)}+ N{#,}*. Note que, estando u em U., podemos assumir a menos de uma

translagao em ¢, que v = u(- +w(u)) — ¢y satisfaz ||v]j; < e.

Mostraremos inicialmente que C; = O(||v||?). De fato, usando que M, ¢ invariante por

translacdes e a Férmula de Taylor, obtemos
M, (u) = M (u(- +w(w))) = My(¢r) + (M (¢x), v) + O([[v[*). (3.90)

Por outro lado, como y € Ty, temos que (M/(¢y),y) = 0 e assim
(Mi(0n),v) = (Mj(¢r), Cr My (o) + y) = Cr(M(on), Mi(¢1)) = CLN, (3.91)

onde N é uma constante que depende apenas de k e L. Portanto, como M (u) = My(¢x), temos
por (3.90) e (3.91) que
Cy = O(||lv]]?). (3.92)
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Agora, como ¢y # 0 e F}, é suficientemente regular longe de zero, podemos fazer o desenvolvi-

mento de Taylor de Fj no ponto u(- + w(u)) = ¢, + v, ou seja,

Fi(u) = Fi(u(- + w(w))) = Fiu(ér) + (Fg(x), v) + %<F;§'(¢k)’va v) +o|[v]]*).

Ademais, como F}(¢r) =0 e F}(¢r) = Ly, segue que
Fyo(u) = Fy(n) = %<£kv,v> +o([[v]?). (3.93)
Paralelo a isto, como v = Cy M/ (¢y) + y, vemos que
(Liv,v) = CHLM(0x). Mi(n)) + 200 LedLL(0),9) + (Lay. ).
Além disso, como C; = O(||v|?),

|CE(LL M (0r), Mi(dr))| < Collo]|*

2C1 (LM (¢x), ) < 2|Call| LuMi () [y
< 2|C[[[1Lk My ()| ([ly + CLM (i) || + [|CLM () )
= 2[C[l[ £k Mg () | (l[oll + [[CLME (o))
< Csljvl° + Culll|*

Logo, concluimos que
(Liv,v) = (Lry,y) + o([[o]*)- (3.94)

Dai, de (3.93) e (3.94), obtemos
Filw) ~ Fi(06) = 5 (Leyo) + of o).
Além disso, como y € Ty, temos que y € A e assim podemos aplicar o Lema 3.13 e obtermos
(Lry,y) > CllylI7.

Desta maneira,

Fi(u) = Fi(éx) = Cllyllt + o[lv]*). (3.95)

Nosso objetivo agora, é mostrar que

Iy 1T = Nloll + o(llvllD). (3.96)
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Com efeito, como v = Cy M} (¢x) + y temos

vl < 1Cx M (i)l + [yl

e dai,
[yl = = C1M (@)l + [[o]l1- (3.97)

Também, como ||C1 M} (¢r)|| = O(||v]|?), temos
ICLMi(ée)l < Cllvll* < Clvll}

o que implica que
—lCiMi (o)l = =Clvlli- (3.98)

Agrupando (3.97) e (3.98), encontramos
Iyl = llolls = Clloll.

Logo, para |[v]|; suficientemente pequeno, temos ||yll; > ||v|l; — Cljv||? > 0, que elevado ao qua-

drado, nos fornece
yllF > llollf = 2Cvll} + C*[|vllt = [Joll} + o([[o]7)-

Isto assegura o afirmado em (3.96).

Finalmente, de (3.95) e (3.96), constatamos que
Fip(u) = Fi(¢) = Cllvllf + o(|[v][7) + o([[v]]*) = Cllv][¥ + o(l[v]])-
Ademais, para ||v||; suficientemente pequeno,
Cllolli + o(l[vllf) = Cllvlli — vl
Esta ultima desigualdade implica que existe um ¢ > 0, tal que C'(¢) := C' — ¢ > 0. Portanto,

Fi(u) = Fi(¢r) = C(e)|[vllf > C(e)p(u, dx)*.

Finalmente, estamos em condigoes de provar nosso teorema principal.

Teorema 3.15. Para cada k € (0,kr), a onda viajante periddica ¢p(x — c(k)t), com ¢r dada em
(3.53) e c(k) dado em (3.45), € orbitalmente estdvel pelo fluzo da equagdo (3.1) em H! ([0, L]).

per
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Demonstracao: Suponhamos que ¢ seja H;er—instével. Assim, podemos escolher dados iniciais
Wy, = u,(0) € UL e € > 0 tais que
p(wna Qbk;) — 07 mas  sup p(“n(t)a ¢k) =€

teR

onde u,(t) é a solu¢do da equacgao (3.1) com dado inicial w,. Aqui, escolheremos o € > 0 do Lema

3.14. Por continuidade em ¢, podemos escolher também, o primeiro tempo t,, tal que
€

Nossa estratégia serda obter uma contradigao com a igualdade (3.99). Para isso, definamos a

funcao f,,
L A L
fola) = My(au,(t,)) = a2@/ |t (t) 2 + [0l () |Pd + oza—/ Uy, (t,)dr =: &’a, + ab,.
ok /. ok ),
Note que, como f,(0) = 0, &¢ fo [ty (t)[* + |0, (t,)|?dx > 0 e My(¢r) > 0, temos que para cada

n € N, existe a,, >0 tal que fn(a,) = My(¢r). Devido a extensa expressao de My (¢y) recorremos
ao recurso computacional para concluir que Mg(¢x) > 0 (ver Figura 3.13). A Figura 3.14 ilustra

o comportamento da fungao f,.

10000

0{00020

0.07 5000-

0{00015 0.06 Mk(¢k)

4 T
0100010 0.04 0.85 0.90 0.95 kL .00

0{0000s 0.02 ~5000

0
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 -10000

A ZOoMm | ZOOM T

Figura 3.13: Gréfico de k — M (¢x).

Dai, existe uma sequéncia (o, )nen, tal que
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fla) N\ gy oo
Mk(¢k) _____ Mk(¢k)

Figura 3.14: Gréfico de f,(«) nos casos b, > 0, b, = 0 e b, < 0, respectivamente.

Portanto, construimos uma sequéncia (a,u,(t,))nen que esta contida na variedade ¥j. Esta
sequencia serd o ingrediente principal para obtermos uma contradicao.
O préximo passo, serd mostrar que a sequéncia real (o, ),en, admite ao menos uma subsequéncia

que converge a 1.

Para facilitar as notagoes, denotaremos

oc
Qr = %Q e Vp=—V.
Usando a continuidade de @ e V', temos
Qk(wn> — Qk(¢k> =.a,
Vi(wy) — Vi(or) =: b, (3.101)
M (wn) — My(¢k)

e como () e V sao conservados,

0 = |apQr(wn) + cnVi(wn) — (Qr(wn) + Vi(wy))]
= |apQr(un(tn)) + anVi(un(tsn)) — (Qr(wn) + Vi(wn))|
= [Qr(anun(tn)) + Vi(anua(tn)) — (Qr(wn) + Vi(wn))]
= |Mp(apun(ty)) — Mi(w,)| — 0,  (n — 00).

(3.102)

Dessa maneira, usando (3.100) e (3.101), podemos verificar que

0 < |a2Qr(wn)+ a,Vi(w,) — (a+ b)]
< a2 Qr(wn) + anVi(w,) — (Qr(wn) + Vi(wn))]
+(Qr(wn) + Vi(wn)) — (@ +b)]
< 0+ |Qk(wn) — al + [Vi(wn) = 0] — 0, (n — 00).
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Dai, concluimos que
2 = nQr(wn) + anVi(wn) —> a+b,  (n— o0). (3.103)

Por outro lado, se supormos que a sequéncia (ay,)nen € ilimitada, obtemos ao menos uma sub-
sequencia tal que

Zn = an(aan(wn) + Vk<wn)) — +00, (n — 00)7

pois, Qk(w,) > 0, Qr(wy,) e Vi(w,) sdo limitados e «,, > 0 por construgao. Porém, isto é uma

contradigao com (3.103).

Portanto, a sequéncia (o, )nen € limitada e entdao admite uma subsequéncia convergente,
a, — ap, (n — 00).
Continuaremos denotando essa subsequéncia por (ay,)pen. Além disso, de (3.103) temos que
ada + agh = a +b,

isto é,
(1 — Oé(])[(l + Oéo)a + b] =0.

Logo,

b+a b
ag=1 ou oyg=-— =—|-4+1).
a a

Observe que obteremos ag = 1 se mostrarmos que — + 1 > 0, pois por construcao, sabemos que
a

ap é sempre maior ou igual a zero. De fato, como M (¢y) > 0, temos

Oc 0A
Mi(or) = 5 Q) + 5-V(dx) > 0. (3.104)
Além disso, como c(k) é crescente e Q(¢y) > 0, podemos dividir (3.104) por 2£Q(¢y,) e obter
0A
SV
142 o) @) .
a o1 Q%)

Portanto, ap = 1.

Verificamos assim, que a sequéncia real (a;,),eny admite ao menos uma subsequéncia que con-

verge para 1.

Agora, usaremos a sequéncia (o, u,, (t,))nen € suas propriedades, para provarmos duas afirmagoes

que implicam em uma contradigdo com (3.99).
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Afirmagao 1: p(u,(t,), ayun,(t,)) — 0, quando n — oo.

De fato,

(3.105)
< NJun(tn) — anun(tn)[lr = [(1 — an)[|lun(tn) |1

Por outro lado, como p(uy,(t,), ) = =, temos que existe r € R tal que

DN ™

[n(tn)llt < Nlun(tn) — i

~—~

)l A e+ )l < e+ ok + )]l = C.

Em outras palavras, podemos dizer que ||u,(t,)||; é limitada. Portanto, como «,, — 1, temos de
(3.105), que
p(un(tn), anun(t,)) — 0, quando n — oo,
o que mostra a Afirmacao 1.
Afirmagao 2: p(a,uy,(ty,), or) — 0, quando n — 0.

Com efeito, a partir da Afirmagao 1 e de (3.99), obtemos que

e be

planta(tn). &) < planttn(ta) wn(ta)) + plun(tn) 1) < 5 + 5 = = <&,

para n suficientemente grande. Em outras palavras, para n grande, temos que ayu,(t,) € U:(¢dx).
Além disso, ja vimos em (3.100) que a,u,(t,) € k. Estes dois fatos, nos dizem que ay,u,(t,) €
Yr NU:(¢y). Portanto, usando o Lema 3.14, a continuidade de Fj e a limitacao de (a,u,(tn))nen,

obtemos

p<04nun(tn>7 ¢k>2 < O|Fk(anun(tn)) - Fk((bk)'
< C|E(anun(tn)) = Fi(un(tn))] + ClF(un(ty)) — Fi(é)]|
= C|Fy(anun(ty)) — Fr(un(tn))| + C|Fe(w,) — Fr(¢x)| — 0, quando n — oo.
Isto mostra a Afirmacao 2.

Finalmente, usando as Afirmacées 1 e 2, concluimos que

% = p(un(tn), or) < plun(tn), anun(ts)) + planun(ty), o) — 0, quando n — oo,

o que é uma contradigao.



CapriTULO 4

Estabilidade de Ondas Viajantes para
modificada KdV

A equagao KdV modificada (mKdV) tem sido objeto de estudo de muitos autores, conforme vi-
mos na introducao, e muitos resultados de estabilidade ja foram obtidos. Contudo, em nenhum dos
trabalhos, o qual temos conhecimento, foi mencionado a estabilidade da onda viajante periddica,

DN?*(7¢, k)

Relembrando, a equagao mKdV ¢é dada por
Up + 6uty + Upyy = 0 (4.1)

e as ondas viajantes periddicas sao aquelas solugoes da forma u(z,t) = ¢(x — ct), com ¢ periddica.
Neste contexto, ¢ satisfaz a EDO

¢ —cop+2¢° — A =0, (4.2)

onde A é uma constante de integracao.

A onda viajante que explicitamos acima é obtida no caso A # 0 e justamente nesse ponto as
teorias para estabilidade envolvendo a forma explicita da onda viajante, no caso da mKdV, nao

eram aplicaveis. Nossa teoria visa abordar esta situacao.

Em geral, a estratégia para obter solugoes de (4.2) é utilizar o método da quadratura. Multi-

plicando (4.2) por ¢’ e integrando, obtemos
(¢)* = —¢" +cd® + 249 + B,
onde B é outra constante de integracao. Ou ainda,
(¢)* = P(¢), (4.3)

73
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com P(¢) = —¢* + c¢? + 2A¢ + B.

Observe que, quando A = 0, o polinémio P(¢) se torna par. Dessa maneira, se assumirmos que
P admite raizes reais, ele pode possuir quatro raizes reais ou duas raizes reais e duas complexas,
sendo estas raizes simétricas. Estes dois casos foram estudados em [14], [30] e [5]. Em [14], Angulo
obteve uma solucao do tipo ¢(z) = aDN(az; k), o qual ele provou ser orbitalmente estéavel. Ja em
[30] e [5], os autores obtiveram solugao do tipo ¢(z) = bCN(fz; k) o qual provaram ser orbitalmente

instavel.

Para obtermos um resultado de estabilidade para uma curva de solugoes da equagao (4.1), no
caso A # 0, usaremos as técnicas desenvolvidas por Grillakis, Shatah e Strauss em [36], fazendo

contudo, as adaptagoes necessarias. Para isso, consideraremos as quantidades conservadas

B(u) = /0 ’ (“; _ “;) iz, Qu) = % /0 "R (@) e Vi) = /0 ", (4.4)

Desse modo, podemos definir o funcional conservado
Fle.a) = E(u) + cQ(u) + AV (u), (4.5)

cujos pontos criticos, sdo solugoes da equagao (4.2). Na verdade, temos que a equacao de Euler-

Lagrange

E'(u) + @' (u) + AV'(u) = 0, (4.6)
coincide com a equagao (4.2). Temos também o operador

Ly (y) = F"(¢en)y) = —y" +cy — 66%y. (4.7)

Como no capitulo anterior, nossa estratégia para obter a estabilidade orbital, sera provar que
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as condicoes citadas abaixo sao verdadeiras e em seguida provar que elas implicam na estabilidade.

[ (P,) Existe uma curva suave nao trivial de solucoes periédicas para (4.2)
da forma k€ J CR — @cr,1),a(k,L)) =: Pk € H;er([O,L]), onde J

¢ um intervalo a ser determinado,

(P1) o operador linearizado Lc(,r), Ak 1)) =: L& Possui um tnico autovalor
negativo o qual é simples,
(4.8)

(P,) o autovalor 0 é simples e estd associado com a autofungao ¢},

0 9, 9]
(P;) T:= <£k (%) ,%> = — <M,§(¢k), %) < 0, onde

k My (u) = % (u) + g—’:vm).

Nas préximas duas secoes, provaremos a propriedade Fy. Na terceira, provaremos as proprie-
dades espectrais do operador Ly, ou seja, as propriedades P, e P, e finalmente, na ultima segao,

provaremos a propriedade P; e o resultado de estabilidade.

4.1 Solucoes explicitas por quadratura

Nesta secao, explicitaremos solugoes para (4.2), com A # 0, usando o método da quadratura.

Escrevendo o polinémio P, dado em (4.3), sob a forma

P(¢) = (¢ — a1)(¢ — a2) (¢ — az)(ay — ),
obtemos o sistema

oy +oag+az+ag =0
10y + Qo0 + gy + g, +aoag + g = —c, (4 9)
Q100 + a3y + gy + apanas = 2A,

1030y = —B.

Assim, estudar as raizes do polinomio P se torna equivalente a estudar solucoes para o sis-

tema (4.9). Esta equivaléncia é util, pois veremos que se o sistema (4.9) admite solugao S =
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{a1, ag, as, as} com os a;’s reais, o < ag < ag < ay € @y # —ay ou ay # —ag, entdo (4.3) admite
solugao, com A # 0. Mais precisamente, obteremos uma solugao para (4.3) da forma

~ aDN?
R
onde a, [ e v sao constantes. A Figura 4.1 ilustra algumas possibilidades para o polinémio P,
quando A=0e A # 0.

A=0

P(t)

LN L0

a aM la, - t

P()

\ 4

P(t) P(t)

al v U 0(4 t ! o f % % ‘

Figura 4.1: Possibilidades para o polinomio P(t).

Suponhamos entao que o sistema (4.9) admita tal solu¢ao. Note que, a equagao (4.3), pode ser

reescrita como o
P(¢)

Vamos procurar solugoes tais que ¢(0) = ay e ¢(z) € [asz, au). Apds integrar esta tltima equagao

de £ a 0, temos
0 /

———dr = —€.
¢ VP(o) ¢

Mudando de varidvel, segue que

/M dt _
s Vi =Dl —as)(t—ax)(t—a1) 7
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Usando a férmula 257.00 em [25], obtemos

—& = gSN™" (sen(p), k),

onde

_ 2 o _ (—as)lap—ar) [l —an)(aa—d)
I el —ay " (@a—an)las —an) () \/ (01— 03)(&— )

Assim,
sen(¢) = SN (—§, k:) = —SN (é, k:>
g g

oo an =5 (55)

e portanto

Isolando ¢, vemos que

CY4(O[3 — 041) + 061(044 — Oé3)SN2 <§7 k)
P(§) = : (4.10)
(Ofg — Oél) + (044 — &3)SN2 (g, k’)

Portanto, se o sistema (4.9) admite solugdo S = {1, as, a3, s}, com os ;’s reais, a; < ag <
a3 < ag e ap # —ay ou ay # —as, a fungdo ¢ em (4.10) é uma solugado periédica para a EDO
(4.2), cujo periodo é dado por

Ty = K () . (4.11)
\/(a4 —ap)(az — o)

Além disso, nestes casos, temos que A # 0.

Temos aqui muitas solugoes possiveis para a EDO (4.2) tais que A # 0. Basta escolhermos «;’s
que satisfacam o sistema (4.9) e as condigdes oy < ag < az < a4 € oy # —ay ou ay # —ag. Para
simplificar, trataremos aqui o caso em que ay = 0. Porém, outros casos podem ser considerados
seguindo a mesma ideia. Note que neste caso, devemos ter necessariamente B = 0. Quando as = 0,

o sistema (4.9), a solugao ¢ em (4.10) e o periodo Tj em (4.11), se tornam

o]+ o3+ oy = 0,
ooy + azoy + ajas = —c, (4.12)

130y = 2A,

054(043 — Ctl) + 051(044 — &3)SN2 <§, /C)

0= (a3 — 1) + (g — a3)SN? <§7 k:)
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e
4K (k
Ty = (k) , (4.13)
044(043 - al)
onde
g= 2 e k%= M' (4.14)
as(as —ap) ay(az — o)

Além disso, ¢(&) pode ser simplificada tal que

ay(as — ap)DN? <§7 k)
(a3 — ay) + (g — a3)SN? (%, k) .

o(§) = (4.15)

Mais precisamente, o que acabamos de fazer prova a seguinte proposicao.

Proposigao 4.1. Seja S = {a1, as, a4} solugdo do sistema (4.12), com o;’s reais e a; < 0 < ag <

ay. Entao,

as(as — a;)DN? <V°‘4(“3 e k) N
(a3 — 1) + (g — a3)SN? (mg k) s —ay)

o(§) =

¢ uma solugao para a equagao (4.2).

Observe que, se ag — 0, entao & — 1 e assim Ty tende para infinito. Logo

—ayaysech? (€)

&) — —ay + agtanh? (€)’

isto é,
. — Q10
—ay + Lz (O‘4§a1)cosh(2§).

A funcdo ¢g é uma onda solitdria para a equagao mKdV. Em [4], Alejo provou que esta onda é
orbitalmente estdvel em H'(R).

Veremos agora, condigoes necessarias e suficientes para que o sistema (4.12) admita solugao
S ={a1,as, a4}, com ;s reais e a < 0 < ag < ay. Para isso, consideraremos o sistema auxiliar

formado apenas pelas duas primeiras equacoes, isto €,

=0
{ (05} + Q3 + Qg (416)

a1z + oy + agoy = —c.
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Nossa estratégia, serd obter condigdes necessarias e suficientes para que o sistema (4.16) admita
solugdo S = {ay, a3, a4}, com q;’s reais e ay < 0 < ag < ay. Isto nos permitird explicitar a; e ag

como funcgoes das variaveis ay e c¢. Dessa forma, para os valores de A tais que
A = ajazoy,
as solugoes de (4.16) também serao solugoes de (4.12).

Proposicao 4.2. Se o sistema (4.16) admite solugao S = {a, as, au}, com «;’s reais e ap < 0 <

asg < ay, entao

3
c>0 e 0<a3<gc<a4<\/5.

Reciprocamente, se oy satisfaz

V3e

?<a4<\/5, com ¢ >0,

entao o sistema (4.16) admite solugio S = {ay, as, as}, com a;’s reais e cp < 0 < ag < ay. Além

—ay + v/ Ac(y) (4.17)
5 , .

disso,

oy — /A,
a; = ag(c,ay) = a4 5 (@) e az=as(c,y) =

onde A.(ay) = —3a3 + 4e.

Demonstracao. (=) Isolando «; na primeira equacao de (4.16) e o substituindo na segunda, ob-

temos
of +agaz + a3 —c=0.
Logo,c>0e
—0y + Ac(Oé4)
Q3 = )
2
onde A (ay) = —3a3 + 4e. Ademais, como a; < 0 < az < ay e 0s q;’s sdo reais, A.(ay) >0 e
. + v/ Ac(oy)
3 5 :
Portanto,

3
O<a3<g<a4<\/2.

A Figura 4.2 ilustra melhor este fato.
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Figura 4.2: Gréfico de ay — ag(ay).

(<) Se ay € (@, \/E>, com ¢ > 0, entdao A.(ay) > 0. Assim,

—ay + /Ac()
2

Qg =

—ay — /A(ay)
2

Q=

sao reais e satisfazem o sistema (4.16). Além disso, usando as expressoes de a; e ag como fungoes

de ay, obtemos
V3¢
a1<0<a3<T<o¢4<\/E.

Logo,

ap <0< as < ay.

Portanto, garantimos a existéncia de uma aplicacao

J:Q— C¥(R)

(c,aq) — J(c,a4) = Prean);
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que a cada (c,aq) € @ associa uma solucao periddica, ¢(c.q,), da equagao (4.2), onde a regidao @ ¢é

definida por

Q:{(c,a4)€R2; c>0 e g<a4<\/z}.

A Figura 4.3 ilustra a regiao Q.

Figura 4.3: Regiao Q

4.2 Curva de solugoes periédicas

Vimos na secao anterior, a existéncia de uma familia de solucoes explicitas para a equagao
(4.2), definida em uma regiao @ do R? Além disso, para cada (c,ay) escolhido nessa regiao, a
solugao ¢ q,) possui periodo dado por

4K (K 6a2 — 4c 1
Bemg) = —()1, com k= ——2A—— 4. (4.18)
’ \/044AC(054)Z 40&4 AC(G{4) 2

Estas relagoes podem ser obtidas, substituindo em (4.13) e (4.14), as expressoes de a; e as
como funcoes de ay e ¢, obtidas na Proposicao 4.1. Nosso objetivo nesta secao, é obter, via o
Teorema da Funcao Implicita, uma curva ay(c), na regidgo @, tal que para cada (c, a4(c)) nessa

curva, a solucao @(ca, () da EDO (4.2) tem sempre o mesmo periodo.

Analisemos agora, o comportamento do periodo T na regiao (). Para isso, fixaremos um
(e;0q) ’

valor de ¢ > 0, arbitrario, e estudaremos o comportamento do periodo quando a4 varia no intervalo

(4, ve).
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82
Quando oy — @, de (4.1), temos que
63 — 4c 1 2c—4c 1 1 1
K — - ts5=—F7—+t5=—5+5=0
g [ogiepye 20 4¥EVEe 20 202
e assim A
) 27
Ty.(ag) — o : T = Nz
V5 (=35 +40)”
onde Ty (as) denota Ty, - como funcdo de ay com c fixo.
Por outro lado, quando ay — /¢, temos
ERN 6c — 4c +1_2C+1_1
4Je/=3c+dc 2 de 2
e dai K (k) — oo. Portanto, Ty, (ay) — o0, quando ay — /c.
A

Na verdade, conforme provaremos na préxima proposicao, Ty, (ay) é estritamente crescente

Figura 4.4 ilustra o comportamento de T, .

A

2m |
Ve !
Ij:\ A =
B¢ Ve a,
3

Figura 4.4: Grafico do periodo como func¢ao de ay.

Proposicao 4.3. Seja Y a funcdo que associa a cada (¢, o) € Q o periodo de ¢cay), isto €,

Y. Q — R
(Ca Oé4) — T(Ca (14) = T¢(Cya4)>

T
(c,aq) > 0, para todo (c,aq) € Q.

onde Ty, = estd definido em (4.18). Entdo, 2o
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Demonstracao: Primeiramente, determinaremos a derivada, com relacao a «y4, do modulo
k = k(c, ay), definido em (4.18). Derivando a expressao de k com relagdo a ay, em ambos os lados
de (4.18), obtemos

o ok 48asr/ A — (4v/Au(y) + 44Oy v/ Aclay)) (603 — 4c

Jay 1603A ()

Logo, o
1
s~ [48a5(—3a] + 4c) — 4(—3a] + 4c)(6a] — 4c) + 1203 (60 — 4c)]
g
onde v = 32koziA (avy). Dad,

Ok 1

o [—144a) + 192ajc + T20 — 48ajc — 96a]c + 64¢” + T2y — 48ai3c]
Oy 8

= l6402.
gl
Resumindo,
Ok 2c?
S ) (4.19)

day atkAZ (ay)
Para simplificar as notagoes, denotaremos por A, K, k e T, as quantidades, A.(ay) , K(k), k(c, ay)
e T(c, ay), respectivamente.

Derivando T com relacao a ay, obtemos

or 1 1 0K Ok 1 -2 1
Dar Al {40442A4 - (20442A4+4042A 1(— 6a4)) 4K(/<:)},

isto é,
or 1
8&4 OZ4A%

OK 0k 2KAL  6y/ofK
ok 0oy i | VAT

ok
Substituindo —, obtido em (4.19), e colocando 1/ A% /a; em evidéncia, vemos que

1
dog A+

8044
T 1 | 9K 2c2a,A
or _ | JOB2CB o pn LGl
day aAi/ay | Ok kalAz
1 [ 0K 22
I S P TR Y Ry 6aiK]
054AZ\/CY4 L ok ]{'CY4A§
1 [ 0K 22
- 4= (12024 SC)K} ,
OC4AZ\/064 L ok ]{3064A§
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ou seja,

o 2 [ oK
O a3k2AG /oy

1
4c2k% — agA2(4c — 60@21)]{:2}(} .

Agora, isolando 6a3 — 4c¢ na expressao de k* em (4.18), temos

4c — 603 = 2(1 — 2kH)ay VA. (4.20)
Dai,
oY 0K
— =y |4Pk—— — 2aA[1 = 2K°|K°K
s ’yg[ckak azAl K<k ],
2
onde 7 = ——————. Ainda por (4.18), temos
alk2A1, /oy
oY OK  _162K4(k)
— = 4Pk— —2———~[1 — 2K K°K | .
Dot 72[6 ok T ] ]

Por outro lado, elevando a expressdo para o periodo em (4.18) a quarta e substituindo A =

—3a2 + 4e, obtemos

256 K*(k)
—3af + 4cah — i = 0.
Isolando a4 nesta expressao, constatamos que
Ao+ 44/ 2 — 192KL(F)
2 Tt
Of4 — ; (4.21)
6
isto é,
192 K4 (k)
602 — 4c = j:4\/02 - (4.22)

Assim, usando (4.18), (4.20) e (4.22), vemos que

Ay o2 — 192K4(k)

2 Tt
(2]{? - ]‘) = 32K2(k) ’
T2
ou seja,
32K3(k) 192K4(k)
T (2k* — 1) = :|:4\/02 -

Elevando ambos os lados desta equacao ao quadrado, obtemos

32.32K4(k) 5, , 192K4(k)
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Portanto,
2 _ 162K4(k)

T (K* —k*+1) (4.23)

C

e assim
Or 16K (k)

oK
g7 _ 2k* — k2 + Dk— — (1 — 22 K’K .
o, Y (k* — K>+ 1)k ( k*)k >0

Ok

A Proposigao 4.3 nos fornece o seguinte corolario.

2

0
Corolario 4.4. Seja L > 0 fizado arbitrariamente. Entao, para cada ¢ > T2 existe um Unico

V3
a4 € (Tc’ \/E> tal que Ty (o) = L. Em outras palavras, existe uma curva

oo () — o)

c L ¢(oz4 (e),e)»

(4.24)

4 2
tal que, para todo c € (%, oo), D(aq(e),e) POssui periodo L.

O préximo teorema mostra que de fato, a curva p do corolario (4.4) é suave.

2
Teorema 4.5. Seja L > 0 fizado. Considere cy > ¢ 0 tinico al == ay(cy) € (@, \/E> tal que

12
T((bag,co) = L. Entdo,

(1) existem intervalos J(co) e B(al), com ¢y e af em seus interiores, respectivamente, e uma

tinica fungao A, tal que A(co) = af e
4K (k
T(c,a0) = Ty, ., = AR (4.25)
VISR
onde ¢ € J(cp), ay = A(c) e k? = k?*(c,aq) = k*(c,A(c)) € (0,1). (k* como definido em
(1.15),

(ii) a solu¢ao de (4.2) definida em (4.15), determinada agora por ai(c), as(c) e ay(c), possui

periodo fundamental L para todo ¢ € J(cg). Além disso, a aplicagdo

ce J(co) — ¢ € Cro ([0, L)),

per

¢ uma fung¢dao suave,
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4 2
(iii) J(co) pode ser estendido a (%, oo).

Demonstragao: Vimos na Proposicao 4.3, que se (a, ¢y) € Q, entao

or .,
@(Co, ay) > 0.

Portanto, pelo Teorema da Funcao Implicita, temos que existe uma tnica funcao suave A definida

numa vizinhanga J(¢p), tal que,

T(c,A(c)) =L, V ceJ(c).

Além disso, como %(co, al) > 0 para todo ¢y no intervalo J = <4Li22, oo), segue por unicidade que
A pode ser estendida a todo J. O

Portanto, garantimos a existéncia de uma curva suave de solugdes para a equacao (4.2), para
cada L > 0 fixado. Contudo, ainda nao obtemos tal curva na forma explicita. Isso seria possivel
se conhecéssemos, explicitamente, a funcao A(c) = ay(c).

Nossa estratégia para obter uma curva explicita de tais solucgoes, serd considerar uma repara-

metrizagao para a curva p. Basicamente, explicitaremos ¢ e os «;’s como fungoes das variaveis k e

L.

Seja L > 0 um perfodo arbitrario mas fixado e seja ay = ay(c) = A(c) a curva obtida no

Teorema 4.5. Temos as seguintes relagao,

([ 16K(R)
Oé4\/Z ’

po_ God—de 1 (4.26)
4&4\/Z 2’
A = —3aj + 4e.

\
Conforme vimos em (4.23), ¢ pode ser escrito como
16K2(k)
c=c(k,L)= T\/lc4 — k2 +1. (4.27)
A Figura 4.5 ilustra o comportamento de ¢ = ¢(k, L). Note que ¢ como fungao de k, com L fixo, é

uma funcao crescente.
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\4

Figura 4.5:

Para simplificar nossas notacoes, definamos a funcao

1
im::¢¢ﬁtﬁﬁ7i,m«_m+z.

Substituindo (4.27) em (4.21), obtemos

4 (16 K?(k 16.16. K* 12.16. K*
ﬁ:6<6<>f—7;—i¢6<;<mw_w+n_ <L<m>

ou seja,
42K (k)
V3L

Note que temos duas possibilidades a considerar em (4.28): 4+ ou —. Entretanto, uma vez determi-

ay(k) = fE. (4.28)

nado o sinal em «ay, os sinais em a1, ag, e A estardo completamente definidos. De fato, de (4.27)

e (4.28), temos
2
K()<\/7k4 cxm iy 1>+4716f;<k> e
ww”(ﬂ?77_¢dm j
L? 41’

—3a2 + 4c
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isto é,

VZ:%i%g@fﬂm. (4.29)

Portanto, substituindo (4.29) e (4.28) em (4.17), encontramos

Agora, resta analisarmos quais das possibilidades, + ou -, devemos considerar em (4.28). Sabemos

por (4.14), que os «;’s devem satisfazer

o —ai(og — a3)
k= = —a4(a3 Tay) (4.31)

Por outro lado, usando (4.28) e (4.30), obtemos

onlan—ag) () + L) ) 22 (VBFE(R) - £7(K)
OZ4(O(3 — 041) 42K ( k)le:< ) <4fK f:F< )>

VB (170 + 14 0) (VB = 17 (1)
- 170 7 (R)

1 (VBFT(R) + £ (k) (VBFE(R) — £7(K))
4 FER) 7 (F)

(BF7(R)f* (k) = VB(fT (k) + VB(f*(R)® — F(k) f7 (k)

(
fER)f7(F)

1
4

Assim,

—011(044—043> o 1 4 1.2 1
Oz4(Oz3—a1) N 2\/§ (ﬁi2\/§ K K +4>

11
= — + — /(1 — 2k2)2
272
11
= —+ —|1—2K?.
5 3l |
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Dessa maneira, devemos ter

(1 .1 ) V2
5:]:5(1—21{3) se ke 0,7 5
—041(0é4—043)_
044(043—041)
1 1 V2
— 4+ —(—1+2k* ke |—,1].
| 2 2( +2k%)  se €[2 , )

Portanto, por (4.31), devemos considerar, em (4.28), o caso + no intervalo (0, Q] € 0 caso — no

2
intervalo [‘/75, 1) :

V2

Por outro lado, no intervalo (O, 7), temos

(k) = \/\/k4—k2—|—1—%\/(—1+2k2)2

1
:\/\/k4—k2+1—§|—1+2k;2|

_\/\/k4—k2+1+k2—%

f+<k>:\/m_k2+%

e no intervalo (\/75, 1),

Jrk) = \/\/k4 — K+ 1+%\/(—1+2k:2)2

1
Z\/\/k4—k2+1+§|—1+2k2|

:\/\/k4—k2+1+k2—%

(k) = \/m—k2+%.

Dessa forma, as fungoes f e g definidas por

f(k:)::\/\/erk?—% e g(k)::\/m—szr%,
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satisfazem,
( (k) se ke <O,§) ( fH(k) se ke <O,\/7§>
f(k) = e g(k) =S

fT(k) se ke <§,1) f (k) se ke <§,1) ,

respectivamente. Logo, podemos concluir que
_ AW2K (k) V2K (k)  2V2K(k) 1
i) = V20 0, VE= D2 g0, au = 22 (g0 4 Jor)
euth) = 225 (g1 - L)

Além disso, como A = —a1a3a4, obtemos também, A como funcao das variaveis k e L, isto é,

Ak, L) = _33_(22 ) <\/k4 21— 2k ) VOV R 2k 1. (4.32)

Resumindo, obtemos as seguintes parametrizagoes em funcao das variaveis k e L:

16 K2(k
(1) C(k’,L) = % k4—k2‘|‘1

(i) VA %(k)\/Z\/erl—Zk?,

4K
(iii) au(k, L) \/ WET— K2+ 1 — 1+ 2k2,

(iv) as(k, L) = %(k) (\/QVer 1 —2k2 — %\/2\/W— 1+ 2k2),

—2K 1
(v) ag(k, L) = k) (\/2\//%4 —k24+1+1—-2k2+ %\/2\/1454 —k24+1-1 +2k:2),

(vi) A(k,L) = _?’f/ffz(g ) <\/k;4 K2 p1— 2k 4 ) \/2\/k4 K214 2k2 — 1.

Finalmente, obtemos a curva suave e explicita de solugoes para (4.2),
ﬁL : (07 1) — Czc;gr([OrL])

(4.33)
k — ¢ (k,L)>
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onde ¢,y ¢ dado por,

au(k) (as(k) — ar(k)) DN? (2’;“%, k;)
(as(k) = an(k)) + (aa(k) — ag(k)) SN? (258¢, k)

¢(k,L) (f) =

Apés algumas simplificacoes, podemos escrever ¢(; 1) da forma

(k)
4K (k) DN2(2KL g’k) 4
= = , -
(&) = D) (€) V29(k)L 1+528N2(2KL(’“)§J€) -

onde 32 = Vk* — k? + 1+ k* — 1. Na Figura 4.6, ilustramos ¢, ().

Figura 4.6: A esquerda, a funcio z — Gery(x), com L =30e k=01, k=02, ..., k=009. A
direita, a fungao (x,k) — ¢, r)(z), com L = 30.

4.3 Propriedade Espectral

Com o intuito de obtermos as propriedades P, e P, em (4.8), recorreremos aos Teoremas 2.6
e 2.10. Fixando L > 0, a funcdo ¢; := ¢, 1), dada em (4.34), é continuamente diferenciavel em

todas as suas variaveis. Logo,

Q(x, k) = c(k) — 6¢5(x),
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também o é. Assim, usando o Teorema 2.10, podemos constatar que a familia £, é isonercial. Em

outras palavras, In(Ly) é o mesmo para todo k € (0,1).
Por outro lado, sabemos que ¢} é autofungao associada ao autovalor 0 para todo k € (0,1),
pois
Li(9h) = =0+ c¢/ = 66, = (=6 + c(k)d — 26") = (~A(R)) = 0.
Portanto, £, satisfard P, e P, para todo k € (0, 1) se, e somente se, In(Ly) = (1,1) para algum
ko € (0,1).
Provaremos agora, que In(Ly) = (1,1) para algum kg € (0,1). Para isso, usaremos o Teorema

2.6. Considere o PVI
—y" + [e(ko) — 607, y =0,

y(0) = —5r (4.35)
y'(0) =0,
com kg = 0.5 e também a constante 6 definida por
y'(L)
= , 4.36
o, 0 430

Pelo Teorema 3.1 em [55], é suficiente escolhermos um valor arbitrario de L, digamos L = 30.
Dessa forma, obtemos numericamente, usando o software Wolfran mathematica 7 ou Maple 17,
que

6 = —1.382078401 x 10°.

Além disso, vimos explicitamente, que ¢} possui exatamente dois zeros no intervalo [0,30). Ver
Figura 4.6. Finalmente, usando o Teorema 2.6, obtemos que 0 é um autovalor simples e 0 = Ay,

isto é, 0 é o segundo autovalor e é simples. Logo In(Ly,) = (1,1).

Portanto, provamos as propriedades P; e P,. A tabela abaixo ilustra os valores de # para

diferentes valores de L.

Valores para 6 com ko = 0.5.
L =20 L =50 L =200 L = 1000 L = 1000000
6=~ —18200 | = —1.77 x 10° | # = —1.82 x 10° | # = —5.68 x 10'? | § = —5.68 x 10*

4.4 Estabilidade Orbital

Nesta secao, obteremos o resultado de estabilidade orbital para a curva de ondas viajantes
periddicas ¢ dada em (4.34).
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Primeiramente, vamos demonstrar um lema que prova a propriedade Ps.

Lema 4.6. Seja My a quantidade conservada definida em (4.8) e sejam c(k,L) e A(k,L) dadas
m (4.27) e (4.32), respectivamente. Entao,

<£k (%i’“) ,%> < (o), a¢’“> < 0. (4.37)

Demonstragao: Observe que no caso da mKdV,

Q' (¢x) = b, e V(g =1

Além disso, derivando a equacao de Euler-Lagrange (4.2) com relagao a k, obtemos

Opr\ 8A
Ly (%) = ——Qbk: ~ o
Dali, I" é dado por
I'= < or + % 8k> <Mk(¢k) 8k’>
_ am A 0
A ¢’“ "ok ok @
B _/ 1808¢ aAa¢kd
B o 20k 0k [REFTART
ou seja,
dc 0 1 L 9 oA o [
dc 0 0A 0
— Qo) — S V(G)da

Como conhecemos ¢y, explicitamente, podemos calcular os valores de Q(¢y) e V(¢x) para ob-

termos o sinal de T'.

Usando a forma explicita de ¢, dada em (4.34), constatamos que

L L 4K<I€) DN2 (QK(k){E, kf)
V(o) /0 Gr(v)dz o V29l \ 1 + 329N? <2KL(k)x7k> x

AK (k) L DN? <2K(k)x, k)
= L/o | + 32SN? <2KL(k)90, k:) dz,
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onde 32 = VE* —k2+1+k*—1egk) = \/\/k:4 —k*>+1—k?>+ 1. Mudando a varidvel y =
2K (k)

x, obtemos

_ AK(k) L 2Kk DN%(y, k)
V(o) = V2g(k)L 2K (k) /0 1+ 32SN2(y, k)
isto é,
4 K& DN2(y, k) 4
Vo= T v

Com o0s mesmos argumentos, obtemos

AK (k) [K® DN*(y, k) 4K (k)
| < !

Qo) = Gz T SNy Y T L

Agora, considere o? tal que —a? = 2. Como 0 < —a? < k?, usando a férmula 410.04 em [25],

encontramos
(k* — a?)G(w, k)
[1 = )
Vol —a?)(a? — 12)
onde
Glw, k) = K()E(w, &) — K(k)F(w, k) + B(k)F(w, k) = ng(w, k)
e
1 o?
w = sen

5 sen’l—ﬁ .
o? —k /K2 + 32

A fungao Ag(w, k) é conhecida como fungao de Heuman.

Usando a expressao de 3% = vk* — k2 + 1+ k% — 1, podemos escrever

VWV R T4 2K2 - 1G(w, k)
V2Kt = 2k2 14 (2R~ VAT R2 4 1

I

)

onde

L VEr=E2+ 1+ E2 -1
VE k21 4+2k2 -1

Por outro lado, usando a relacio DN? = 1 — k2SN?, vemos que
K(k) 1 — k28N2 2
pe [ UESwr,
o (14 P5°SN*(y))?
Logo, usando a férmula 410.8 em [25], obtemos

1
I = — (KK (k) + 202(0* = B)TI(a® k) + (o — K*)2V3)

w = sen
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onde KK (k 2G(w, k

H(Oéz’k) — - ( ; - a (w7 )

k2 —a? /a2l - a?)(a? — k?)
e
2]€4 2—2]{J4 4k/2 22 2k}2 22_ 4 _ /{?2 k
Vo= o [ 2B () + « 2 —}-2a( )K(k>_a(oz +20% — o* — 3k*)G(w, k) |
k? —« Va2(1 = a?)(a? = k?)

com 19 = 1/(2(a® — 1)(k* — a?)) e w como antes.

Estas relacoes para I; e I5, nos permitem escrever

Além do mais,

dc 1 0 9 I 5 1
S (16K (k) VR =17+ 1) = = (k)
(§
0A 1 0 [—=32K3%k) (VE* — k2 +1—2k*+1) — , 1
%_ﬁ%< 373 \/2\/k; —k2+1+2k2 -1 _.ﬁm2(k:).
Portanto,

B —im Kl 4K (k) —im o (_4
I= —mmlk)g <g2(k:)Lb) "W (\/ig(k)h)

I'= —ﬁmg(k),

ma(k) = ml(k)% (%@) +m2<k)% (ﬁ%)h) |

e finalmente,

onde

Como mg3(k) depende somente de k, podemos plotar seu grafico, usando o software Maple 17,

e constatar que mg(k) > 0, para todo k € (0,1). Ver Figura 4.7. Concluimos assim que I' < 0.

O

Agora que j& provamos as propriedades Py até P3, em (4.8), vamos usd-las para provar nosso

resultado de estabilidade. Iniciaremos vendo alguns conceitos e lemas necessarios.

Seja Fy, := Fle,1),Ak,r)) © funcional conservado ja definido em (4.5), contudo com c e

dependendo agora somente de k, isto é,

A

Fp=E+c(k)Q + A(k)V. (4.38)
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Figura 4.7: Grafico da fungao k — mg(k).

Consideraremos p(u, ¢ ), definido por
plu, dp) = inf lu — ¢(- + 1)l
como sendo a distancia de u até a orbita de ¢, e ¥ como sendo a variedade

Sp = {u € Hy, ([0, L]), tal que My (u) = My(¢x)}.

As demonstragoes dos préximos lemas sao similares a aquelas feitas no capitulo anterior e por

esta razao as omitiremos.

Lema 4.7. Eristem ¢ > 0 e uma aplicagio w : U.(¢x) — R, de classe C*, tal que para todo

u € Ue((bk);
(u(- + w(u)), ¢,) = 0.

Lema 4.8. Considerando as propriedades Py até P3, em (4.8), e o conjunto
A= {1y € Hy,.; (¥, Mi(¢w)) = (¢, ¢}) = 0},
existe uma constante C' > 0, tal que

(Lu, ) = ClIYIE, Yy € A.
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Lema 4.9. Seja Fy, o funcional conservado definido em (4.38). Entdo, existem € > 0 e uma
constante C' = C(g), tais que
Fy(u) = (o) > Cplu, ¢r)*, (4.39)

para todo u € U () que satisfaz My(u) = My (o).

Provaremos agora o teorema principal deste capitulo.

Teorema 4.10. Para cada k € (0,1), a onda viajante periddica ¢y, dada em (4.34), € orbitalmente
estdvel pelo fluzo da equagao mKdV em H), ([0, L]).

per

Demonstragao: Suponhamos que ¢ seja H;QT—instével. Logo, podemos escolher dados iniciais

wy, = u,(0) € UL e e > 0 tais que

p<wn7 ¢k) — 07 mas  sup p(un(t)7 ¢k) Z g,

onde wu,(t) é a solu¢ao da equagao (4.1) com dado inicial w,. Aqui, escolheremos o ¢ > 0 do Lema

4.9. Por continuidade em ¢, podemos escolher o primeiro tempo t,, tal que
€
plun(tn), dr) = 3. (4.40)

Assim como no capitulo anterior, nossa estratégia sera obter uma contradi¢cao com a igualdade

(4.40). Para isso, definamos a fungao

,0c [ 9 oA [ 9
fala) = Mi(au,(t,)) = o — | (tn)|“de + a— Uy (tn)dr =: a*a, + ab,.
ok J, ok Jo
Como f,(0) =0, & OL |t (t)[2dx > 0 e My(¢y) > 0 (ver Figura 4.8), temos que para cada n € N,

existe oy, > 0 tal que f,, () = My(ox).

Dai, existe uma sequéncia (o, )en tal que

Mk(anun(tn)) = Mk(¢k>7 Vn € N. (441)

Portanto, construimos uma sequéncia (o, u,(t,))nen que esta contida na variedade Y.

Usando as mesmas argumentagoes da prova do Teorema 3.15, temos que a sequéncia (o, )pen é

limitada e entao admite uma subsequéncia convergente,

a, — ap, (n — 00).
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Figura 4.8: Gréafico da fungao k — M (¢y).

Além disso,

aga+ aphb = a+ b,

onde

2Q(wn) — 52Q(r) =: a,

AV (w,) — 2V () =: b.
Dali,

(1 —ao)[(1 + ag)a+b] = 0.
Logo,

b b
ag=1 ou ayg=— +a:—(——|—1).
a
Por outro lado, como M (¢x) > 0, temos

0A

(4.42)

Além disso, como c(k) é crescente e Q(¢x) > 0, podemos dividir (4.42) por 2¢Q(¢) e obter

b 92V ()
1+-=14+2_ "% -,
+ - + % O6w) >

Portanto, ap = 1.
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Provamos desta maneira, que a sequéncia real (a,)n,en admite ao menos uma subsequéncia que
converge para 1. Isto, assim como no capitulo anterior, pag. 72, implica que as Afirmacoes 1 e 2

sao verdadeiras, isto é,
p(un(ty), anun(t,)) — 0 e planun(t,), dr) — 0, quando n — oo.
Portanto,

% = p(un(tn); ¢k) < plun(tn), cnun(tn)) + plantn(ts), o) —> 0,  quando n — oo,

o que é uma contradicao. a
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CAPITULO 5

Estabilidade de Ondas Viajantes

Periddicas para equacao de Gardner

Nosso objetivo neste capitulo, é estudar estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas da
equacao de Gardner,
Ut + Vgaw + a0V, + b0, = 0, (5.1)

onde a e b s@o parametros reais e b # 0. Estabilidade orbital de ondas viajantes do tipo soliton
para esta equagao foram estudadas por Alejo em [4]. Na ocasiao, ele lidou com o caso a = 60 e
b = 6 e provou estabilidade de ondas da forma
Co
o,c0) (T — Col) = s 5.2
Do ) 20 + +/40? + cycosh(y/co(x — cot)) (5.2)

onde ¢, = 602 + ¢y e ¢y € (0,00), quando b > 0, e ¢y € (0,40?), quando b < 0.

Uma das estratégias para se estudar a estabilidade de ondas viajantes periddicas da equacao de
Gardner (5.1), bem como outras propriedades, é usar sua estreita relagdo com a equacao Focusing

ou Defocusing Korteweg-de Vries modificada, ou simplesmente F-mKdV ou D-mKdV,
Uy + Ugpe + Y6U Uy = 0, (5.3)

onde v = sgn(b). Note que, existe um difeomorfismo 7 entre espagos convenientes (cf. Kudryashov,
Nikolay, Sinelshchikov e Dmitry [49]), que relaciona as solugdes de (5.1) com as de (5.3). Isto é,

( Solugoes Solugoes da

T :| daequacao | — | equacao F-mKdV
Gardner ou D-mKdV

o0 = [0 (o= Get) + 5.

101
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A imagem de uma solugao da equagao de Gardner do tipo soliton, T¢, com ¢ € C(R, H'(R),
é uma solucao da equacao F-mKdV ou D-mKdV da forma «a + B¢, e portanto nao pertence ao
espagco C(R, H'(R). Dessa maneira, para obter a estabilidade dos solitons (5.2), Alejo teve que

provar a estabilidade de solugoes da forma, 1) = o + 8¢, com ¢(+00) = 0, para a equagao (5.3).

.7 . 1
Observe que no caso periddico, o espago C(R, H,,

f € C[R,H,,([0,L])) entao T(f) € C(R,H,,([0,L])). Portanto, as solucdes ondas viajantes

per

([0,L])) é invariante por T, isto é, se

periédicas de (5.1) se relacionam de uma forma mais direta com as solucoes ondas viajantes
periédicas de (5.3). Conforme veremos no decorrer deste capitulo, este fato facilita a obtengao
da estabilidade.

Além de relacionar solugoes de dois problemas, veremos que 7 satisfaz a propriedade,
P: {p(u,v) = Cp(Tu,Tv), Yu,v € C(R, H)..([0,L])); p(u,v) = igﬂg lu—v(-+ T)HH;W} :

Esta propriedade é 1til pois ela relaciona a geometria dos dois problemas e portanto a torna o

ingrediente principal de nossa analise.

O difeomorfismo 7 nao apenas associa solugoes da equagao (5.1) com as de (5.3), mas também
controla a distancia entre duas solugoes, com relagao a norma de H;er([(), L]) médulo translagoes.

Portanto, todos os resultados de estabilidade orbital de ondas viajantes periédicas para F-mKdV

e D-mKdV, sao transportados para a equacao de Gardner e vice e versa.

Aqui, provaremos a estabilidade orbital das seguintes ondas viajantes periddicas:

DN? (258 (3 — ¢y (k)t), k
onle — caliy) = LK) ( S ) 5 (69
g(k)VbL 1+B28N2( 1 (x—c2(k;)t),k)
onde
a) = W T o TR
(&

1
k) = \/\/k4—k2+ — k43
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Na primeira secao deste capitulo, analisaremos algumas das propriedades de 7, incluindo a
propriedade P. Na segunda secdo, estudaremos a estabilidade orbital das ondas viajantes (5.5) e
(5.6). Ademais, veremos como a aplicagao 7 as relacionam com as ondas periddicas estudadas no

capitulo anterior e em [14].

5.1 Difeomorfismo entre Gardner e F-mKdV ou D-mKdV

Nesta secao, estudaremos as propriedades da aplicagao T definida em (5.4).

Lema 5.1. Seja T a aplicagao definida em (5.4). Entao, T : C(R, H., ([0, L])) — C(R, H!, ([0, L]))

per per
¢ um difeomorfismo cujo inverso € dado por
T OR,H,,([0,L])) — C(R,H,,([0,L]))
2 5.7
u(z,t) — T 'u(x,t)) = %u <:c—|— Z—t t> - (5:)
Além disso, T satisfaz a propriedade P.

Demonstragao: Como 7 é uma composta de translacao com homotetia, segue que 7 é um

difeomorfismo. Além disso,
(i) T(T (u(,t) = ul,1),
(i) 71T (v(z,1)) = v(z,1).

De fato,

. (. PN
T(T ) (x,t) —7'( bu(m+4bt,t %
S N O PO R I L)
Ve (Vo "\ T 2% 6y 2b
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b a’ a
—1 _ —1 . 7 el
T HTv)(x,t) =T (”67 |:U (x 4bt,t)+2b}>
_ . j8 jb A N A )
VoV "\ T T ) T 2

= v(z,t).

Mostraremos agora que 7 satisfaz a propriedade P. Com efeito, se u, v € C(R, H;er([O, L)),

i U x—a—2tt —i—i—v a:—a—2t+7“t -
Gy 4b’ 2b 4b ’ 2b

a? a’
— —t,t | — — —t t
u(x 4b’) v(x m +r,)

entao

1

1

ondeC’:,/%. O

Veremos no lema a seguir que 7 associa solugoes da equacao (5.1) as solugoes da equacao (5.3),

bem como 7! associa as solugoes de (5.3) as de (5.1).

Lema 5.2. Seja T : C(R, H!,.([0,L])) — C(R, H', ([0, L])), o difeomorfismo definido em (5.4).

per per

Entao, v(z,t) € solugdo de (5.1) se, e somente se, u(x,t) := (Tv)(x,t) € solucao de (5.3).

Demonstragao: Como as equagoes (5.1) e (5.3) admitem solugoes suaves (ver Observagao 5.6),

temos, por argumentos de densidade, que é suficiente provarmos o lema para tais solugoes.
Primeiramente, vamos mostrar que se v(x,t) é solucao de (5.1), entao u(x,t) := (Tv)(x,t) é

solucdo de (5.3). Temos que

u(w,t) = (To)(z,t) = 4| — [v (x - Z—Zt,t) + 2%1 .

Logo,
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(§]
b /b b a b a®
6yutu, = 67— | —v? +2—v— 4+ —— | v,
R "\ 6y (67” 26 Zb+674b2)v
b 2
—,/a<b02vx+avvm+%vr).
Portanto,
+ + 6yu® e + U + Vgao + 0?0, + +a2
U Uy U U, =] — |——v,+ v (O VU, + avV, + — U,

! 7 67\ 4b t 4D

=4/ % (04 + Vgao + avV, + bv*v,) = 0.

Reciprocamente, sendo u(z,t) := (Tv)(x,t), entao v(z,t) = (T 1u)(x,t) e v satisfaz

6y [(a? N
Vg = b 4buw Ug |,
O \/ 61 (u:czz s
avv, = a U — 67 — a_Q'LL
r — \/ V \/ Uy 2% x

. 67 o Gy a?
bv?v, = b(b 2\/ 462> \/ 67u Uy — \/ auux+4bux )

Dai, se u(x,t) := (Tv)(z,t) é solugao de (5.3) com v = sgn(b), entao

) 6y [ a® Gy
V¢ + VUpge + DU + a0V, + VUV, = 7 4bum + U + Ugyy + a ?uuz

2 6 2
—%um + 6yuu, — ay/ %uuz + ?Euz>
6
= 4/ % (ut + Ugge + 6’yu2ux) =0.
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Observagao 5.3. Na verdade, a equacdo de Gardner (5.1) pode ser considerada em uma forma
mazis geral, isto €,

Ut + Q1 Upps + QoUz + 300, + agv*v, = 0. (5.8)
Neste caso os difeomorfismos T e T ! sdo dados por

T: C(R,H,,([0,L]) — C(R,H,,([0,L]))

per p

ay dogay — k1 as
t) —s t) = o bt o
vi@,t) = (o)1) = [ [” (“ togn o) T a0

T-1. C’(]R,Hl ([o,L])) — C’(R,H1 ([0, L]))

per per

6 4 — a3
u(z,t) — (T 'u)(z,t) = My, (ac B

Qy
respectivamente, onde v = sgn(aiay). Esta transformagio T associa as solugoes de (5.8) as de
(5.3). Aqui, escolhemos lidar com o caso a1 = 1, ag = 0, ag = a e oy = b para simplificar o0s
calculos. Contudo, todas as conclusoes que obtemos continuam vdlidas caso considere-se este caso

mais geral.

5.2 Estabilidade de ondas periédicas para GGardner

Nesta secao, estudaremos a estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas para a equagao
de Gardner. Com o intuito de simplificarmos os calculos e estabelecermos relacoes com as ondas
viajantes estudadas no capitulo anterior e em [14], restringiremos nossa abordagem ao caso b > 0.
Isto nos leva a relacionarmos a equagao de Gardner somente com a equagao F-mKdV. Porém, uma
analise similar ao que fazemos pode ser feita no caso b < 0, comparando neste caso, a equacao de

Gardner com a equacao D-mKdV.
Como a partir de agora lidaremos somente com a equacao F-mKdV, vamos denota-la, como no
capitulo anterior, apenas por mKdV.
As solugoes ondas viajantes, v(x,t) = ) (x — ¢ét), da equagdo de Gardner, sdo obtidas a
partir de solugoes da EDO
”—5¢+g¢2+gw3—f1=0 (5.9)
e as ondas viajantes, u(x,t) = ¢ 4)(x — ct), da equacao mKdV, sao obtidas a partir de solugoes
da EDO
" —co+2¢° — A=0. (5.10)
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Como T associa as solugoes da equacao de Gardner com as solugoes da equagao mKdV, entao T,
também associa as solugdes de (5.9) com as solugdes de (5.10). Além disso, como 1 e ¢ dependem
de (¢, fl) e (¢, A), respectivamente, temos que 7 opera sobre estas constantes da seguinte maneira:

se Yz 1) € solugao de (5.9), entdo

b
Do) (@) 1= Tihie 1)) = || o= [V (@) + 7

é solugao de (5.10), com

-
c=C¢+—
4b’
(5.11)
b a a’ .
A=yf2 (- 2
6 ( ‘B 1w " )
Reciprocamente, se ¢, 4y € solucao de (5.10), entao
1 6 a
Ve iy (@) =T  Gea)(®) =1/ 70 () — 57
b 2b
é solugao de (5.9), com
N a?
C=C— @,
(5.12)

- 6 a a’
A= \/%A+C2—b— _2462 .

As caracterizagoes em (5.11) e em (5.12) sao importantes, pois as constantes ¢, ¢, A e A
aparecem na forma explicita das ondas viajantes. Além disso, podemos ver o comportamento
exato das velocidades ¢ e ¢. Nos proximos dois teoremas, provaremos a estabilidade orbital das

ondas viajantes ¢y e ¢, dadas em (5.5) e (5.6), respectivamente.

Teorema 5.4. Seja (x — c1(k)t) dada em (5.5). Entao, (&) € solugao de (5.9) com

B 4K2(k a?
~ 20 K2 (k a’
A=Au(k) = bL2< )< — k) = 24?2

Além disso, v(x,t) = Yp(x — c1(k)t) € uma solu¢do da equagdo de Gardner orbitalmente estdvel
em H',.([0,L]).

per



108 5 Estabilidade de Ondas Periédicas para Gardner

Demonstracao: A primeira afirmacao segue do fato de

) = Tlwiemm(©) = 220N (258 1) (5.13)
ser solugao de (5.10) com
o) = B 5 )
Alk) =0

Ver [14].

Seja v(x,t) uma solugao da equagao de Gardner com dado inicial vg. Da propriedade P, segue
p(v, ) = Cp(Tv, TYy), paratodo t € R. (5.14)

Além disso, como T leva solugoes da equagao de Gardner em solugoes da equagao mKdV, temos

que Tv é solucao da equacao mKdV com dado inicial T vy.

Por outro lado, Angulo em [14], provou que a onda viajante (5.13) é orbitalmente estavel pelo
fluxo da mKdV em H! ([0, L]). Assim, dado g; > 0, existe um &; > 0, tal que se p(T ug, ¢r) < d1,

per

entao

sup p(T (v(x,t)), pr) < €1. (5.15)

teR
Portanto, dado € > 0, basta escolher £, > 0 tal que &1 < § e d > 0 tal que § < C'9;. Dai, se
p(vo, ¥r) < 9, temos por (5.14),

1 1 1
p(T (vo), or) = EP(UO,%) < 55 < 5051 = 05.

Logo, de (5.14) e (5.15), obtemos

sup p(v(z,t), ) = Csup p(T (v(z, 1)), ) < Cey < Clg =ec.

teR teR C
(|

Teorema 5.5. Seja or(z — co(k)t) dada em (5.6). Entao, ¢i(§) € solugdo de (5.9) com

( 2

16K%*(k) 5
6202(147):% k4—k’2+1—%,

i K KNI eI e =1 &
= Ay = SO0 ey 32V VYR R T2k .

\ bL? 3vbL3 (m —2k2 4+ 1)71 24b2
Além disso, v(x,t) = pr(x — co(k)t) € uma solu¢io da equagio de Gardner orbitalmente estdvel
em H',.([0,L]).

per
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Demonstracao: A primeira afirmacao segue do fato que

_ 4K (k) bN* (wg’ k>
(&) = T(er(€)) = V2g(k)L \ 1 4+ g2gN2 (QKL(’“)& k)

¢ uma solucao de (5.10), com

2
c(k) = %z(k)\/k:4 — k241,

3
A(k) = _32K7(K) VEY — k2 4+1 -2k +1 \/2\//{4 —k24+1+42k2—1.
3v/3L3

Ver (4.34).

Agora, note que provamos, no Teorema 4.10, que esta onda ¢ orbitalmente estavel em H,,,.([0, L]).

Portanto, o resultado segue com a mesma argumentacao do Teorema 5.4. a

Observacgao 5.6 (GWP-Gardner). A boa colocacao global para as equagdes Focusing e Defocusing
mKdV podem ser encontras em [29]. Além disso, usando o Teorema 1.3 de Hu e Li em [39], obtemos

a boa colocagao local da equagao de Gardner em H;er([(), L)), s > % Note que, a conservagao da

1( (" b
E(u) = 5 (/o u? — %u3 — 6u4dx)

para a equacdao de Gardner, implica na boa colocacao global em H]}er([(), L]).

ENerqgia
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CAPITULO 6

Estudos Futuros

Ainda existem varias ondas periddicas de varias equagoes a serem estudadas no que diz respeito
a estabilidade orbital, especialmente no caso A # 0, uma vez que neste caso, todas as ondas
viajantes peridédicas para a equacao em questao sao englobadas. Conforme vimos na introdugao e
no desenvolver desta tese, poucos trabalhos tem abordado o caso A # 0. Embora estes trabalhos
tenham objetivos em comum, e certas semelhancas, cada um faz uma abordagem diferente para
lidar com um mesmo problema, o que desperta enorme curiosidade em buscar relagoes entre eles
e verificar se é possivel explorar o ponto forte de cada um em prol de uma teoria robusta que nos

forneca um completo entendimento do assunto.

E importante mencionar, que as teorias desenvolvidas por Johnson em [43] e Natali e Neves
em [55] vao além de apenas fornecer uma resposta para o que ocorre com a estabilidade de ondas
viajantes periodicas no caso em que A # 0. Esses trabalhos apresentam resultados de estabilidade
para ondas viajantes sem usar sua forma explicita. Estas razoes, nos motivam a estudar e fornecer

contribuigoes para essas teorias.

Um primeiro ponto interessante a se estudar, ¢ ampliar as ideias do nosso trabalho para outras
ondas viajantes peridédicas, bem como para ondas viajantes periddicas de outras equacoes. Por
exemplo, as ondas viajante dadas em (1.15) e (1.16) sdo positivas e pares (exceto para o caso
da equacao de Gardner, em que a onda viajante é uma variagao de (1.16)) e para esses tipos de
ondas viajantes periddicas a teoria de estabilidade em geral mostra-se menos trabalhosa. Assim é
importante verificar o que ocorre com outras ondas viajantes que possuem caracteristicas diferentes.
Neste contexto, seria interessante estudar a estabilidade nao linear das seguintes ondas viajantes

periddica da equacao modificada KdV, as quais nao necessariamente sao positivas,

109
ay + (ay — a1)SN? (4&, k)’

o(§) = (6.1)
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a1 CN?* (7€, k)

_ , 6.2
o) ay — a1SN*(7¢, k) 62
ason SN? (7€, k)
= ) 6.3
#8) (a5 — o) + a1 SN? (7€, k) 63)
e
O‘ZDN2<7£7 k)
= 6.4
onde os «;’s sao as rafzes reais do polinomio P(t) = —t* + ct? + 2At + B, v = v(a1, ag, a3, a4) €

B = B(aq, ag, az, ay). Além disso, caso obtenha-se estabilidade para estas ondas, seria interessante
tentar estender os resultados de estabilidade, usando o difeomorfismo 7, para as ondas viajantes

da equacao de Gardner.

Outro ponto que desperta interesse, seria tentar obter as propriedades espectrais P; e P, sem
recorrer a um método numérico. A teoria de Neves, até onde temos conhecimento, é a que mais se
aproxima de uma resposta afirmativa, visto que bastaria obter o sinal de # sem o uso de método

numérico.



CapriTULO 7

Apeéendice

7.1 Funcoes elipticas de Jacobi.

Apresentamos agora algumas propriedades bésicas das integrais elipticas e as fungoes elipticas
de Jacobi, as quais sao denotadas por SN(u), CN(u) e DN(u). Uma descrigdo mais detalhada pode

ser encontrada nas referéncias [24] e [25]. A integral eliptica de primeiro tipo, é definida por

! dt ? d9 B
/0 Ji-2)1-ee) /0 1— k2sin2(d) Flo.k)

onde y = sin(p). A integral eliptica de segundo tipo é

1 — k2¢2 ¥
1—t2dt = / \/ 1— k2 SIHQ(Q)dQ = E(QO, k’) .
- 0

O ndmero k é chamado mddulo da integral eliptica e pertence ao intervalo (0,1). O numero

k' = /1 — k? é chamado de médulo complementar. O parametro ¢ é chamado o argumento das
, 0

integrais elipticas. E usualmente entendido que 0 < y < 1 ou ainda que 0 < ¢ < 5 Para y = 1,

as integrais acima sao ditas completas. Neste caso, escrevemos,

/1 dt B / df
o (1 —8)(1— k%2 o 1 — k2sin?(0)

— k22 3
[
1—¢2

Ademais, temos que lim K (k) = lim E(k) = g, enquanto que limy_,,- E(k) = 1elim,_,;- K(k) =

M

1 — k2sin?(0)df = E (g k;) —E(k)=E.

k—0+ k—07t
+o00o. Para k € (0,1), temos
dK d’K dE d’°E
— >0, — >0, — <0 0, E(k K(k).
a0 gz el g <0 g <0 e Bl < K(k)
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Além disso, E(k)+ K (k) e E(k)K (k) sao fungoes estritamente crescentes para k € (0,1). Podemos

ainda deduzir algumas derivadas das func¢oes K e E que sao tteis,

dK  E-k'K

dk  kk?
dE  E-K
dk kO

As funcoes elipticas de Jacobi sao definidas como segue. Considere a integral eliptica,

oqm dt e _
ulyn; k) = u = /0 Ja-B0 k) /0 g b

que é uma funcgao estritamente crescente na variavel y;. Sua inversa é escrita como sendo y; =
sen(y¢) = SN(u; k) onde ¢ = AM(u; k) (a fungdo AM(u; k) é chamada funcdo amplitude de u).

Podemos escrever ainda, y; =SN(u) quando nao é necessério enfatizar o médulo k. As outras duas

funcoes elipticas basicas, as fungoes cnoidal e dnoidal sao definidas em termos de SN por,

CN(u; k) = 4/1—SN?*(u; k),

DN(u:k) = /1 - k22 = /1 - B2SN(us k).

Notemos que estas func¢oes sao normalizadas fazendo-se uso de SN(0;k) = 0, CN(0;k) = 1 ¢
DN(0; k) = 1. A funcdo SN é impar, enquanto que CN e DN s@o pares. Mais ainda, tais fungoes

sao periddicas com periodos reais 4K, 4K e 2K respectivamente, isto é,
SN(u + 4K; k) = SN(u; k), CN(u+4K;k) = CN(u;k), DN(u+ 2K;k) = DN(u; k).
Temos também as relacoes

[ SN2(u) + CN2(u) = 1, k2SN2(u) + DN2(u) = 1, k”SN*(u) + CN?(u) = DN2(u),

—1<SN(u;k) <1, —1<CN(u;k)<1, k" <DN(w;k)<1,

| SN(u+2K;k) = —SN(u; k), CN(u+4K;k) = —CN(u; k),

para todo k € (0,1) e u € R. Além disso,

SN(0) =0, CN(0)=1, SN(K)=1, CN(K)=0,
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SN(u;0) =sin(u), CN(w;0) = cos(u), SN(u;1) = tanh(u), CN(u;1) = sech(u).
Finalmente, tem-se as férmulas derivadas,

C%SN(U) = CN(u)DN(u), %CN(U) = —SN(u)DN(u), diiDN(u) = —k*CN(u)SN(u).
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